Atranka j 2022 m. Pasauline ir Vidurio Europos
matematikos olimpiadas

Sprendimai

Arturas Dubickas ir Aivaras Novikas

1. Yra 4044 svareliai, kuriy masés (gramais) yra 1,2,3,...,4044. Agneé
nori pasirinkti 2022 svarelius, kuriy masiy suma yra lyginis skaicius.
Benas tvirtina: kad ir kokius svarelius pasirinkty Agné, jis juos galés
taip paskirstyti i dvi kruveles, kad abiejy kruveliy masés buty lygios.
(Kruvelése svareliy nebutinai turi buti po lygiai.) Ar Benas teisus?

Sprendimas. Agné gali pasirinkti 2022 svarelius, kuriy masés (gra-
mais) yra lyginiai skaidiai, t. y. 2,4,6,...,4044. Tarkime, kad juos
galima taip paskirstyti j dvi kruveles, kad vienoje kruveléje svareliy ma-
ses buty xy, ..., x,, kitoje y1, ..., Ym, it 1+ -+ 2, = Y1 + -+ + Y-
Cia &1, ..., Tn, Y1, .., Ym yra visi lyginiai naturalieji skaic¢iai nuo 2 iki
4044. Akivaizdu, jog tada galioja ir lygybe

1 Tn _ U1, Y,
p Tt Ty T Ty
kur -, ..., % %, . % yra visi naturalieji skaiciai nuo 1 iki 2022.

Abiejy Sios lygybes pusiy suma % + -+ + £ 4+ % ... 4 &2 turi buti
lyginis skaicius, taciau 1 +2+ 3+ --- 42022 = 1011 - 2023 yra nelyginis

skaicius, priestara. Vadinasi, Benas neteisus.

Atsakymas: ne.

2. Duotas trikampis ABC, kuriame ZBAC = 60°. Krastinés AB tesinyje
uz virsunés B ir krastinés AC' tesinyje uz virsunés C atitinkamai pa-
zyméti tokie taskai D ir E, kad BD = BC = CFE. Trikampio ACD
apibréztinis apskritimas kerta atkarpa DFE taske P # D. Jrodykite, kad
atkarpa AP yra trikampio ADFE pusiaukampineé.

Pirmas sprendimas. Lygiasoniy trikampiy BC'D ir BC'E kampy prie

pagrindo didumus atitinkamai pazymeékime S ir 7 (zr. pav.).



Tada
ZABC =180° — ZCBD = Z/BDC + ZBCD = 2+,
analogiskai ZACB = 20,
60° = LBAC = 180° — LABC — ZACB = 180° — 23 — 27.
Taigi S+ v = 60°. Pastebékime, kad keturkampis ABPFE yra jbréztinis:
ZAPE =180° — LAPD =
= 180° — LACD (keturkampis ACPD jbréztinis) =

=3(8+7) — (28+7) =2y + 8 = ZABE.
Pritaikykime kirstiniy savybe keturkampiy ABPE ir ACPD apibréz-

tiniams apskritimams:
DB-DA=DP-DEF, EC-EFEA=FEP-ED,

DA:DP=DFE:DB=FD:EC=FA:FEP.

Kadangi PD : PE = AD : AFE, tai, remiantis pusiaukampinés savybe,
atkarpa AP yra trikampio ADFE pusiaukampineé.
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Antras sprendimas. Lygiasoniy trikampiy BCD ir BC'E kampy prie
pagrindo didumus atitinkamai pazymékime (§ ir . Kaip ir pirmame
sprendime, gauname LABC = 2v, ZACB = 23, 4+ v = 60°. Tada

/DBE + /DCE = (180° — 8 — 27) + (180° — v — 28) = 180°.

Vadinasi, trikampius DBFE ir DCE galima taip suglausti lygiomis kras-
tinémis BD ir CE, kad kampai DBE ir DC'E sudaryty istiestinj kampa.
Taip gausime trikampj, kurio dvi krastinés lygios DFE, o kampas tarp ju

lygus
/BDE+ /CED = ZADE + ZAED = 180° — ZDAFE = 120°.
Tada kiti du gautojo trikampio kampai lygus ZCDFE = 30° ir ZBED =

= 30°. Vadinasi, ZEAP = ZCAP = ZCDP = 30°. Is ZBAC = 60°
iSplaukia, kad atkarpa AP yra trikampio ADE pusiaukampiné.

. Nustatykite visus realiuosius skaicius ¢, kuriems egzistuoja tokia funkcija
f:R — R, kad

F(f @)+ fy) + cay = fx+y)
su visais realiaisiais x ir y.

Sprendimas. Tinka reikSmeé ¢ = 0: tada galime imti funkcija f(x) = 0,
kai x € R. Toliau tarkime, kad tam tikri ¢ # 0 ir f : R — R tenkina
uzdavinio salyga. Funkcijos f reikSmiy aibe pazymékime Fy.

Duotojoje lygtyje jrasykime y = —ax:

f(f(@) + f(=x)) —ca® = f(0),  f(f(z)+ f(—=x)) = f(0) + ca®.

Taigi f(0)+ca? € E; kiekvienam = € R. Jei ¢ > 0, tai [f(0); +o0) C E}.
Jei ¢ <0, tai (—oo; f(0)] C Ey.
Duotojoje lygtyje irasykime y = 0:
f(f (@) + f(0)) = f(x) = (f(z) + f(0)) = f(0).

Cia f(z) gali biiti bet kuris skaicius i§ E;. Todél, pazyméje
t = f(x) + f(0),

gauname lygybe f(t) =t — f(0), galiojanc¢ia arba visiems ¢t > 2f(0) (jei
¢ > 0), arba visiems t < 2f(0) (jei ¢ < 0).



Jei ¢ > 0, tai visoms pakankamai dideléms z ir y reikSméms (tinka
visi x,y > 3[f(0)|) turime:

(@) + f(y) = f((z = f(0)) + (y = f(0)) = flz+y —2f(0) =
= (z+y—2f(0)) = f(0) =z +y — 3f(0),
w+y=3f(0)+cay = f(f(2)+ f(y) +cay = fla+y) =z +y— f(0),
cxy = 2£(0).
Jei ¢ < 0, tai lygybe cxy = f(0) analogiskai gauname visoms pakan-
kamai mazoms z ir y reikSméms (tinka visi z,y < —3|f(0)]). Abiem
atvejais ¢ > 0 ir ¢ < 0 gauname priestara, nes f(0) yra konstanta, o

cry gali jgyti be galo daug skirtingy reiksmiy. Vadinasi, jokiam ¢ # 0
tinkamos funkcijos f : R — R nerasime.

Atsakymas: ¢ = 0.

. Irodykite, kad jei a,b ir ¢ yra realieji teigiami skaiciai, tai

a*b? N bt N ctat a’+ b+
B+ B+ B+ad 2 ’

Sprendimas. Remdamiesi aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygy-
be, gauname (a® + b°)(a® + %) > 2vab® - 2V a3b3 = 4a'b*, todél

a*b* a® + b
ad+ b 4
Analogiskai jrodoma, kad
bt b+ ¢ ctat @ +ad
B+ed = 407 AB+ad > 4

Sudéje sias tris nelygybes gauname reikiama nelygybe.

. Kiekvienam naturaliajam n > 3 nustatykite reiskinio
T1T9 + ToX3 + *++ + Tp_1Tn + Tl
didziausia galima reiksme, kai {z1,xs,...,2,} = {1,2,...,n}.

Sprendimas. Galimybiy, kaip pasirinkti z; reikSmes, skaicius baig-
tinis, taigi didziausia reiskinio reikSmeé apibrézta. Pazymékime ja M,
o atitinkama skai¢iy zy, ..., z, rinkinj vadinkime optimalivoju. Aisku,

kad M3 = 64243 = 11. Visi jmanomi rinkiniai z1, x5, 3 yra optimalieji.
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Tegu n > 4. Pastebékime, kad cikliskai pakei¢iant skaic¢ius z1,...,x,
skaiciais xy, ..., Ty, 1, ..., 71, kur 2 < t < n, ieSkoma suma nepakinta.
Todél viename i$ optimaliyjy rinkiniy 1, ..., z, turime z, = n. Siame
rinkinyje pazymékime x,,_; = a ir 1 = b. Salia rinkinio z1, ..., z, nag-

rinékime ir mazesnj rinkinj x4, ..., x,_1 bei atitinkamg reiskinio reikSme
Sp-1 = T1Tg + TaZzg + -+ Tp_2Tp_1 + Tp_171.

Reiksme M, gausime, is S,_; atéme x,_1x; = ab ir pridéje x,,_1x, +
+ z,x1 = an + bn. Kadangi S, < M,,_1, tai

M,=S,1—ab+an+bn=S,_1+n*—(n—a)(n—">) <
<Sn—1+n2_2<Mn—1+n2_2-

Be to, jei {a,b} = {n—2,n— 1} ir S,_1 = M,_4, tai gauname lygybe
M, = M,y +n®—2.

Jei turime optimalyjj rinkinj z1, ..., 2, ir {1, 2,1} = {n—2,n— 1},
tai galime laikyti, kad z; = n — 1 (kitaip optimaliojo rinkinio skaiciy
tvarka pakeistume priesinga, vél gaudami optimalyjj rinkinj). Tada rin-
kinys x1,...,Z,_1,n taip pat yra optimalusis ir {z,z,} = {n — 1,n}.
Pradéje nuo tinkamo optimaliojo rinkinio 2, 1, 3, i$ jo nurodytu budu
gausime 4 skaiciy optimalyjj rinkinj, i$ Sio — 5 skaiciy optimalyjj rinkinj,
ir t. t., kickvienam n > 3 turédami situacija {zi,z,} = {n — 1,n}.
Vadinasi, My =6 ir M}, = My_; + k* — 2, kai k = 4,...,n. Todél

M, =M;+4> =245 -2+ 4n°—2=
=11+ 4 +52+---+n?)—-2(n-3)=

n(n+1)(2n+ 1)
6

207 +3n° —11n+18

= G :

=11+ —14—2n+6=

Sioje formuléje jrase n = 3, gauname M = 11. Taigi ji yra teisinga ir
su Sia n reikSme.

2n343n2—11n+18

Atsakymas: 5



6. Nustatykite, ar egzistuoja tokie 2003 skaiciai
ai, as, as, ..., a3 € {1,2,3,...,4006},
kad a1 < as < az < ... < agys, 0 skaicius
2% 202 4 203 4, 4 202003 4 4007

dalijasi is 2004.

Sprendimas. Jei skaiciai aq, as, . . ., asgoz tenkina uzdavinio salyga, tai
dvejetainéje skai¢iavimo sistemoje skaic¢ius N = 29 4 .., 4 2092003 4 94007
uzrasomas pavidalu 1...0, kurj sudaro 4008 skaitmenys (vienetai ir nu-
liai), o skaiciai aq, ..., asgs lemia, kurie skaitmenys lygus 1. Performu-
luokime uzdavinj: reikia nustatyti, ar egzistuoja toks naturalusis skai-
¢ius N, kuris dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje baigiasi skaitmeniu 0,
turi lygiai 4008 skaitmenis, iS kuriy lygiai 2004 yra vienetai, ir kuris
dalijasi is 2004 = 111110101002). Yra keli budai sukonstruoti tinkama
skai¢iy N. Cia pateiksime du i$ jy.

Pirmas budas. Imkime 285 skaicius 2004 = 11111010100 ir skaiciy
3-2004 = 1011101111100). Siy 286 skai¢iy dvejetaines israiskas bet ko-
kia tvarka surase vieng po kitos, gausime tam tikro skaic¢iaus M, dalaus
is 2004, dvejetaine israiska, kurioje yra 285- 11+ 13 = 3148 skaitmenys,
i$ kuriy 285 - 7 4+ 9 = 2004 yra vienetai. Tada skaiciaus N = 2869 . pf
dvejetainéje israiskoje yra 3148 4+ 860 = 4008 skaitmenys, i$ kuriy 2004
yra vienetai, o paskutinis skaitmuo lygus 0. Be to, N dalijasi i 2004,
nes M dalijasi is 2004.

Antras budas. Nagrinékime skaiciy

My = 2210 (21992 — 1) = 111...11000. .. 00(2),

kurio dvejetainéje israiskoje yra 1992 vienetai ir 2016 nuliy, taigi i$ viso
4008 skaitmenys. Jis dalijasi i§ 2004 = 4 - 3 - 167, nes skaicius 167 yra

pirminis ir

22016 =0 (mod4), 22 -1=(-D"Y?-1=0 (mod 3),
21992 1 =4096' —1 =0 (mod 167) (mazoji Ferma teorema).
Be to, skaiciai 10020 = 2004 - 5 = 10011100100100) ir

M = 10020 - 2'* 4 10020 = 110011100100100100111001001002)
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dalijasi is 2004. Skaiciaus N = M; 4+ M, dvejetaing israiska sudaro
4008 skaitmenys, i$ kuriy 1992 + 12 = 2004 yra vienetai, o paskutinis
skaitmuo lygus 0. Be to, N dalijasi is 2004, nes M ir M, dalijasi i 2004.

Vadinasi, tinkami skaiciai a1, as, . .., asgoz egzistuoja.

Atsakymas: taip, egzistuoja.



