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1 (9-10 klas
es). Kiek yra tokiu� sveiku�ju� skai£iu�, kuriuos galima i²reik²ti
kaip
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,

kur a1, a2, a3, . . . , a99, a100 � nat	uralieji skai£iai?

Sprendimas. I�rodysime, kad su bet kokiu n ∈ N visus sveikuosius skai£ius nuo
1 iki 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)

2
(ir tik juos) galima i²reik²ti suma
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,

kur a1, . . . , an ∈ N. Tai akivaizdu, kai n = 1. Tarkime, kad ²is teiginys teisingas
su kokiu nors n = k ∈ N. Ai²ku, kad visi sveikieji skai£iai, kuriuos galima
i²reik²ti kaip
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(1)

su a1, . . . , ak+1 ∈ N, yra nat	uralieji ir nevir²ija 1+2+· · ·+k+(k+1) = (k+1)(k+2)
2

.
I�rodysime, kad kiekvien¡ aib
es {1, 2, . . . , (k+1)(k+2)

2
} element¡ galima i²reik²ti

auk²£iau nurodytu b	udu (1).
Pagal indukcijos prielaid¡, bet kuri� nat	uralu�ji� skai£iu� m ∈ {1, . . . , k(k+1)

2
}

galima i²reik²ti suma m = 1
a1

+ · · · + k
ak
, kur a1, . . . , ak ∈ N. Imdami toki¡

i²rai²k¡ kuriam nors tokiam m ir ak+1 = 1, prie m prid
esime k + 1. Taigi visus
skai£ius m + k + 1, kur m ∈ {1, . . . , k(k+1)

2
}, galima i²reik²ti (1) suma. Taip

gauname visus nat	uraliuosius skai£ius nuo k + 2 iki k(k+1)
2

+ k + 1 = (k+1)(k+2)
2

.
Analogi²kai, pasirink¦ ak+1 = k + 1, prie m prid
esime vienet¡ ir taip gausime
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visus nat	uraliuosius skai£ius nuo 2 iki k(k+1)
2

+ 1. Kadangi k > 1, tai nesunku
i�sitikinti, jog aibiu�

{2, . . . , k(k + 1)

2
+ 1} ir {k + 2, . . . ,

(k + 1)(k + 2)

2
}

s¡junga yra aib
e {2, . . . , (k+1)(k+2)
2

}. Skai£iu� 1 taip pat galime i²reik²ti reikiama
suma, pavyzdºiui, kai (1) sumoje pasirenkame

a1 = a2 = · · · = ak+1 = 1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
.

Teiginys i�rodytas visiems n ∈ N.
Vadinasi, kai n = 100, reikiama suma galima i²reik²ti visus sveikuosius

skai£ius nuo 1 iki 1 + 2 + · · ·+ 100 = 5050 (ir tik juos).
Atsakymas: 5050 skai£iu�.

2 (9-10 klas
es). Duotas trikampis ABC, kuriame AC = 1 ir AB = BC,
o atkarpoje AB yra tokie ta²kai K ir L, kad ∠KLC = ∠LCK = 1

2
∠BCA.

Raskite atkarpos KL ilgi�.

Sprendimas. Paºym
ekime ∠BCA = ∠BAC = 2α. Tada ∠KLC = ∠LCK = α

ir ∠ABC = 1800 − 4α. Jeigu ta²kas L priklauso atkarpai AK, tai

α = ∠KLC = 1800 − ∠ALC = ∠LAC + ∠ACL > ∠LAC = ∠BAC = 2α,

prie²tara. Vadinasi, ta²kas K priklauso atkarpai AL. Tada

∠ACL = 1800 − ∠LAC − ∠ALC = 1800 − ∠BAC − ∠KLC = 1800 − 3α

ir ∠ACK = ∠ACL−∠KCL = 1800− 3α−α = 1800− 4α. I² trikampio ACK

gauname, kad

∠AKC = 1800 −∠KAC −∠ACK = 1800 − 2α− (1800 − 4α) = 2α = ∠CAK,

taigi ²is trikampis yra lygia²onis. Vadinasi, KC = AC = 1. Kadangi trikampis
CKL taip pat lygia²onis, tai KL = KC = 1.

Atsakymas: KL = 1.

3 (9-10 klas
es). Lentoje uºra²yti skai£iai 1, 2, . . . , 2011, 2012. Vienu 
ejimu
galima bet kuriuos du i² ju�, a ir b, nutrinti ir vietoje ju� para²yti skai£iu� a − b

arba b−a. �is veiksmas kartojamas 2011 kartu�, kol lentoje lieka vienas skai£ius.
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a) Ar gali lentoje likti skai£ius 0?
b) Ar gali lentoje likti skai£ius 1?
c) Koks didºiausias skai£ius gali likti lentoje?

Sprendimas. a) Pakeiskime du gretimus skai£ius 2k−1 ir 2k, kur k prab
ega aib¦
{1, 2, . . . , 1006}, ju� skirtumais 2k − (2k − 1) = 1. Taip po 1006 
ejimu� gausime
1006 vienetus. Keisdami du gretimus vienetus ju� skirtumais 1− 1 = 0, dar po
503 
ejimu� gausime 503 nulius. Po to, atlik¦ dar 502 
ejimus, visada gausime 0.

b) Kadangi skirtumas tarp a + b ir a− b (arba b− a) yra lyginis skai£ius, tai
po kiekvieno 
ejimo visu� lentoje esan£iu� skai£iu� sumos lyginumas nepasikei£ia.
Pradºioje lentoje uºra²ytu� skai£iu� suma yra lyginis skai£ius

1 + 2 + · · ·+ 2012 =
2012 · 2013

2
= 2025078,

tod
el nelyginis skai£ius 1 po 2011 
ejimu� likti negali.
c) Po pirmojo 
ejimo visu� lentoje uºrasytu� skai£iu� moduliu� suma sumaº
es bent

2, kadangi

|a|+ |b| − |a− b| = a + b−max(a, b) + min(a, b) = 2 min(a, b) > 2.

Po to ²i moduliu� suma nedid
es, nes |a| + |b| > |a − b| = |b − a| su bet kokiais
a, b. Taigi pabaigoje liekan£io skai£iaus modulis (o tuo pa£iu ir pats skai£ius)
nevir²ija

1 + 2 + · · ·+ 2012− 2 = 2025076.

I�rodysime, kad ²i� skai£iu� po 2011 
ejimu� gauti galima. Pirmuoju 
ejimu skai£iu�
por¡ 1, 2 kei£iame skai£iumi −1. Antruoju 
ejimu por¡ −1, 3 kei£iame skai£iumi
−1− 3 = −4, po to vietoje −4, 4 ra²ome −8 ir t. t. vis atimam antr¡ji� skai£iu�
i² pirmojo. Po k tokiu� 
ejimu�, kur 1 6 k 6 2010, pirmasis skai£ius bus lygus

2− (1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1)).

Vadinasi, po 2010 
ejimu� liks pora 2 − (1 + 2 + · · · + 2011), 2012. Tada pasku-
tiniuoju 
ejimu i² antrojo skai£iaus atimame pirm¡ji�. Lentoje liks skai£ius

2012− 2 + (1 + 2 + · · ·+ 2011) = 1 + 2 + · · ·+ 2012− 2 = 2025076.

Atsakymas: a) gali likti; b) negali likti; c) 2025076.
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4 (9-12 klas
es). Nat	uralusis skai£ius n yra vadinamas mandagiu, jeigu ji�
galima i²reik²ti kaip

n = s + (s + 1) + · · ·+ (t− 1) + t,

kur s < t � nat	uralieji skai£iai. Pavyzdºiui, skai£ius 18 yra mandagus, nes
18 = 5 + 6 + 7.

a) Ar skai£ius 2012 yra mandagus?
b) Ar skai£ius 2048 yra mandagus?
c) Raskite visus mandagiuosius skai£ius.

Sprendimas. a) Kadangi

2012 = 248 + 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255,

tai skai£ius 2012 yra mandagus.
b) I�rodysime, kad bet kuris skai£ius 2k, kur k = 0, 1, 2, . . . (tarp ju� ir skai£ius

2048 = 211), n
era mandagus. Tarkime, kad

2k = s + (s + 1) + · · ·+ (t− 1) + t =
t(t + 1)

2
− (s− 1)s

2
=

(t− s + 1)(t + s)

2
.

Tada
(t + s)(t− s + 1) = 2k+1. (2)

Kadangi skai£iu� t + s > 2 ir t − s + 1 > 2 skirtumas 2s − 1 yra nelyginis
skai£ius, tai vienas i² ju� yra nelyginis ir turi nelygini� pirmini� dalikli� p, didesni�
uº 1. Ta£iau ju� sandauga 2k+1 i² p nesidalija, prie²tara.

c) I�rodysime, kad bet kuris kitas nat	uralusis skai£ius n, i²skyrus visus skai£ius
2k, kur k = 0, 1, 2, . . . , yra mandagus. Toki� skai£iu� n galima i²reik²ti kaip
n = m2k, kur m > 1 yra nelyginis ir k > 0. Analogi²kai, kaip ir (2) lygyb
eje,
matome, kad skai£ius m2k yra mandagus, jeigu

(t + s)(t− s + 1) = m2k+1 (3)

su kokiais nors nat	uraliaisiais skai£iais s ir t, kur s < t. Nesunku i�sitikinti,
kad (3) lygtis visada turi reikiam¡ sprendini�. Jei m > 2k+1, tai m > 2k+1

ir (3) lygyb
e galioja su nat	uraliaisiais skai£iais s = (m − 2k+1 + 1)/2 ir t =

(m + 2k+1 − 1)/2 > s. Kita vertus, jei 3 6 m < 2k+1, tai (3) lygyb
e galioja su
nat	uraliaisiais skai£iais s = (2k+1 −m + 1)/2 ir t = (2k+1 + m− 1)/2 > s.

Atsakymas: a) skai£ius 2012 yra mandagus; b) skai£ius 2048 n
era mandagus;
c) visi nat	uralieji skai£iai, i²skyrus 2k, kur k = 0, 1, 2, . . . .
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5 (11-12 klas
es). I²spr¦skite lyg£iu� sistem¡




x3 + x(y − z)2 = 2,

y3 + y(z − x)2 = 30,

z3 + z(x− y)2 = 16.

Sprendimas. Duotoji lyg£iu� sistema yra ekvivalenti sistemai




x(x2 + y2 + z2)− 2xyz = 2,

y(x2 + y2 + z2)− 2xyz = 30,

z(x2 + y2 + z2)− 2xyz = 16.

Sud
ej¦ dvi pirmas lygtis ir at
em¦ tre£i¡j¡, padaugint¡ i² 2, gauname

(x + y − 2z)(x2 + y2 + z2) = 2 + 30− 2 · 16 = 0.

Taigi x2 + y2 + z2 = 0 arba z = (x + y)/2. Pirmuoju atveju, x = y = z = 0,
ta£iau ²is trejetas n
era lyg£iu� sistemos sprendinys. (Be to, i² lyg£iu� sistemos
matome, kad nei vienas i² skai£iu� x, y, z negali b	uti lygus 0.) Vadinasi, bet
kuriam lyg£iu� sistemos sprendiniui (x, y, z) galioja antroji lygyb
e z = (x+y)/2.
I² pirmosios lygties (padaugin¦ j¡ i² 4 ir i�ra²¦ 2z = x + y) gauname

x(5x2 + 5y2 + 2xy)− 4xy(x + y) = 8,

o i² antrosios lygiai taip pat

y(5x2 + 5y2 + 2xy)− 4xy(x + y) = 120.

Padauginkime pirm¡j¡ lygyb¦ i² 15 ir atimkime antr¡j¡:

0 = 15 · 8− 120 = (15x− y)(5x2 + 5y2 + 2xy)− 60xy(x + y) + 4xy(x + y) =

= 75x3 − 5x2y + 75xy2 − 5y3 + 30x2y − 2xy2 − 56x2y − 56xy2 =

= 75x3 − 31x2y + 17xy2 − 5y3 = x3(75− 31t + 17t2 − 5t3),

kur t = y/x (ir, kaip jau ºinome, x 6= 0). Kadangi

75− 31t + 17t2 − 5t3 = (3− t)(5t2 − 2t + 25) = 0,

tai t = 3 arba 5t2 − 2t + 25 = 0. Pastaroji lygtis realiu�ju� ²aknu� neturi, nes
kvadratinio trinario diskriminantas yra neigiamas. Vadinasi, t = 3. Taigi y =

tx = 3x ir z = (x + y)/2 = 2x. Dabar i² pirmosios lyg£iu� sistemos lygties
gauname

2 = x3 + x(y − z)2 = x3 + x(3x− 2x)2 = x3 + x3 = 2x3.
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Vadinasi, x3 = 1 ir tod
el x = 1, y = 3x = 3 bei z = 2x = 2. Nesunku i�sitikinti,
kad ²is trejetas (x, y, z) = (1, 3, 2) tenkina lyg£iu� sistem¡.

Atsakymas: (x, y, z) = (1, 3, 2).

6 (11-12 klas
es). Duotas trikampis ABC, kuriame ∠ACB = 900 ir ∠BAC =

300. Ta²kas E yra i�br
eºto i� ji� apskritimo centras, o ta²kas D � atkarpos BE ir
to apskritimo susikirtimo ta²kas. Raskite kamp¡ tarp tiesiu� AE ir CD.

Sprendimas. Sakykime, kad i�br
eºtas i� ABC apskritimas (kurio spindulys r)
lie£ia kra²tines AC ir BC atitinkamai ta²kuose H ir F . Tada HEFC yra
kvadratas, kurio kra²tin
es lygios r. I�rodysime, kad FD = r.

Kadangi BE yra kampo CBA pusiaukampin
e, i² sta£iojo trikampio EFB

gauname

∠FEB = 900 − ∠FBE = 900 − 1

2
∠CBA = 900 − 1

2

(
900 − ∠BAC

)
= 600.

Trikampis FED yra lygia²onis, nes EF = ED = r. Kadangi

∠EFD = ∠FDE =
1

2

(
1800 − ∠FED

)
=

1

2

(
1800 − ∠FEB

)
= 600,

tai FED yra lygiakra²tis trikampis, tod
el FD = r.
I² CF = EF = FD = r i²plaukia, kad trikampis CFD yra lygia²onis.

Kadangi ∠DFB = 900 − ∠EFD = 900 − 600 = 300, tai ∠CFD = 1800 −
∠DFB = 1500. Vadinasi, ∠FCD = ∠CDF = 1

2
(1800 − 1500) = 150. Taigi

kampas tarp tiesiu� CB ir CD yra 150. Kadangi AE yra kampo CAB pusiau-
kampin
e, o ∠CAB = 300, tai kampas tarp tiesiu� AC ir AE taip pat yra 150.
Ties
es AC ir CB yra statmenos. Taigi ties
es AE ir CD, kurios gaunamos
sukant tieses AC ir CB atitinkamai ta²ku� A ir C atºvilgiu 150 kampu ta pa£ia
kryptimi, taip pat yra statmenos, tod
el kampas tarp ju� yra 900.

Atsakymas: 900.

7 (11-12 klas
es). Lentoje uºra²yt¡ sveiku�ju� skai£iu� sek¡ a1, a2, . . . , an−1, an,
kur n > 2, leidºiama nutrinti ir uºra²yti nauj¡ sek¡

|a1 − a2|, |a2 − a3|, . . . , |an−1 − an|, |an − a1|.
Su gaut¡ja seka v
el leidºiama atlikti toki¡ pa£i¡ operacij¡. Skai£ius n vadinamas
piktu, jei i² bet kokios pradin
es sekos a1, a2, . . . , an−1, an po baigtinio operaciju�
skai£iaus gaunama seka 0, 0, . . . , 0, 0.
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a) I�rodykite, kad bet kuris nelyginis skai£ius n, kur n > 1, n
era piktas.
b) Ar skai£ius 4 yra piktas?
c) Ar skai£ius 6 yra piktas?

Sprendimas. a) Imkime toki¡ pradin¦ sek¡: 1, 1, 0, . . . , 0. Ai²ku, kad po kiekvie-
nos operacijos mes gausime sek¡, kuri¡ sudaro tik nuliai ir vienetai. Be to, jeigu
galima gauti sek¡ 0, 0, . . . , 0, tai prie² j¡ tur
ejo b	uti seka 1, 1, . . . , 1. Visu� skai£iu�
suma |a1 − a2|+ |a2 − a3|+ · · ·+ |an − a1| moduliu 2 yra lygi

a1 − a2 + a2 − a3 + · · ·+ an − a1 = 0,

tod
el ²i suma visada yra lyginis skai£ius. Taigi po kiekvienos operacijos bus
lyginis skai£ius vienetu�, o lik¦ skai£iai nuliai. Vadinasi, kai n > 1 yra nelyginis,
mes niekada negausime sekos 1, 1, . . . , 1, o tuo pa£iu ir sekos 0, 0, . . . , 0.

Galime laikyti, kad seka a1, . . . , an yra uºra²yta ratu, tod
el, pavyzdºiui, sekos
a1, a2, a3, a4, a5, a6 ir a3, a4, a5, a6, a1, a2 (kuri¡ gauname perkeliant kelis skai£ius
i² galo i� prieki�) yra vienodos. Nesunku i�sitikinti, kad atsakymas i� klausim¡ c)
yra neigiamas. Prad
ekime nuo sekos 1, 0, 1, 0, 0, 0. Atlik¦ su ja vien¡ operacij¡,
gausime sek¡ 1, 1, 1, 0, 0, 1, o po to 0, 0, 1, 0, 1, 0, taigi po dvieju� operaciju� gavome
pradin¦ sek¡. �is procesas periodi²kai kartosis ir sekos 0, 0, 0, 0, 0, 0 mes niekada
negausime.

I�rodysime, kad atsakymas i� b) dali� yra teigiamas. Akivaizdu, jog atlikus
bent vien¡ operacij¡, visi lentoje uºra²yti skai£iai bus neneigiami. Taigi, kad ir
kokie beb	utu� pradiniai skai£iai a1, a2, a3, a4, po k > 1 operaciju� visi skai£iai bus
sveikieji ir neneigiami. Tegul Mk yra didºiausias i² ju�. Ai²ku, kad

Mk 6 Mk−1 6 . . . 6 M1 = max(|a1 − a2|, |a2 − a3|, |a3 − a4|, |a4 − a1|). (4)

I�rodysime, kad skai£ius 4 yra piktas, t. y. po baigtinio skai£iaus operaciju�
gausime sek¡ 0, 0, 0, 0. (Taip bus, kai Mk = 0 su kuriuo nors k ∈ N.)

I² pradºiu� i�rodysime, kad po 4m operaciju� visi keturi skai£iai dalijasi i² 2m.
Tegul m = 1. Skai£iuodami moduliu 2, i² pradin
es sekos a1, a2, a3, a4 gauname

a1, a2, a3, a4 7→ a1 +a2, a2 +a3, a3 +a4, a4 +a1 7→ a1 +a3, a2 +a4, a1 +a3, a2 +a4.

Po to gausime visas keturias liekanas lygias a1 + a2 + a3 + a4, o dar po vienos,
ketvirtosios, operacijos visos liekanos moduliu 2 bus lygios 0. Teiginys i�rodytas,
kai m = 1. Sakykime, kad jis teisingas, kai m = s, t. y. po 4s operaciju�
visi keturi skai£iai dalijasi i² 2s. Paºym
ekime tuos skai£ius 2sb1, 2

sb2, 2
sb3, 2

sb4,
kur b1, b2, b3, b4 yra sveikieji neneigiami skai£iai. Kadangi po 4 operaciju� su
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skai£iais b1, b2, b3, b4 mes gausime lyginiu� skai£iu� ketvert¡ (ºr. atveji� su m = 1),
tai, remiantis indukcijos prielaida, po 4s + 4 = 4(s + 1) operaciju� su skai£iais
a1, a2, a3, a4 gausime ketvert¡, kuriame visi skai£iai dalijasi i² 2s · 2 = 2s+1.
Teiginys i�rodytas.

Remiantis teiginiu, M4m dalijasi i² 2m su kiekvienu m ∈ N. Parinkime toki�
k ∈ N, kad 2k > M1. Kadangi sveikas neneigiamas skai£ius M4k dalijasi i² 2k ir
yra maºesnis uº 2k (ºr. (4)), tai M4k = 0 ir po 4k operaciju� tikrai gausime sek¡
0, 0, 0, 0.

Atsakymas: b) skai£ius 4 yra piktas; c) skai£ius 6 n
era piktas.


