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1 (9-10 klasés). Kiek yra tokiy sveikyjy skaiciy, kuriuos galima iSreiksti

kaip
1 2 3 99 100
-+t —+ -+t —+ —,
aq a9 as Qg9 @100
kur ay,as,as, ..., agg, ajgp — naturalieji skaiciai?

Sprendimas. Jrodysime, kad su bet kokiu n € N visus sveikuosius skai¢ius nuo
1iki 1424 -+ +n = "2 (ir tik juos) galima igreiksti suma
1

n
a1 (07

kur aq,...,a, € N. Tai akivaizdu, kai n = 1. Tarkime, kad S$is teiginys teisingas
su kokiu nors n = k € N. Aigku, kad visi sveikieji skaic¢iai, kuriuos galima
iSreiksti kaip

1 kK k+1

ai ag Ap+1

(1)

suar,. .., a1 € N, yranatiraliefi ir nevirija 142+ - -+ k- (k+1) = EHLER)

(k+1)(k+2)

5} elementy galima isreiksti

Irodysime, kad kiekviena aibés {1,2,...,

auks¢iau nurodytu budu (1).
Pagal indukcijos prielaida, bet kurj naturalyjj skai¢iy m € {1,..., @}

galima iSreiksti suma m = é + -+ aﬁk, kur a,...,ar € N. Imdami tokia
iSraiSka kuriam nors tokiam m ir a1 = 1, prie m pridésime k + 1. Taigi visus
skai¢ius m + k + 1, kur m € {1,..., k(k;l)}, galima iSreiksti (1) suma. Taip

. — . . N c s k(k+1) _ (k+1)(k+2)
gauname visus naturaliuosius skai¢ius nuo k + 2 iki =5— +k + 1 = —+5—.

Analogiskai, pasirinke axy; = k + 1, prie m pridésime vieneta ir taip gausime
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visus naturaliuosius skai¢ius nuo 2 iki @ + 1. Kadangi k£ > 1, tai nesunku
isitikinti, jog aibiy

k(k+1 kE+1)(k+2
{2,...,¥+1} ir {k+2,...,%}
sajunga yra aibé {2, ..., W} Skaiciy 1 taip pat galime iSreiksti reikiama

suma, pavyzdziui, kai (1) sumoje pasirenkame
(k+1)(k+2)

Teiginys jrodytas visiems n € N.
Vadinasi, kai n = 100, reikiama suma galima iSreikSti visus sveikuosius

skai¢ius nuo 1 iki 1+ 2+ -+ 100 = 5050 (ir tik juos).
Atsakymas: 5050 skaiciy.

2 (9-10 klasés). Duotas trikampis ABC, kuriame AC = 1 ir AB = BC,
o atkarpoje AB yra tokie taskai K ir L, kad ZKLC = ZLCK = %ABCA.
Raskite atkarpos K L ilgj.

Sprendimas. Pazymékime /BCA = /BAC = 2«a. Tada Z/ZKLC = ZLCK = «
ir ZABC = 180° — 4a. Jeigu taskas L priklauso atkarpai AK, tai

a=/KLC =180 - ZALC = Z/ZLAC + ZACL > /LAC = /BAC = 2a,
prieStara. Vadinasi, taskas K priklauso atkarpai AL. Tada

ZACL =180° — ZLAC — ZALC = 180° — ZBAC — ZKLC = 180° — 3«

ir /ACK = ZACL — /ZKCL = 180° — 3a. — o = 180° — 4qv. I§ trikampio ACK
gauname, kad

LAKC =180° — ZKAC — ZACK = 180° — 2a — (180° — 4a) = 2a = ZCAK,
taigi 8is trikampis yra lygiasonis. Vadinasi, KC' = AC = 1. Kadangi trikampis

CK L taip pat lygiaSonis, tai KL = KC = 1.
Atsakymas: KL = 1.

3 (9-10 klasés). Lentoje uzrasyti skaiciai 1,2,...,2011,2012. Vienu éjimu
galima bet kuriuos du i$ jy, @ ir b, nutrinti ir vietoje jy parasyti skaic¢iy a — b
arba b—a. Sis veiksmas kartojamas 2011 karty, kol lentoje lieka vienas skaicius.



a) Ar gali lentoje likti skai¢ius 07
b) Ar gali lentoje likti skai¢ius 17
¢) Koks didziausias skai¢ius gali likti lentoje?

Sprendimas. a) Pakeiskime du gretimus skaicius 2k — 1 ir 2k, kur k prabéga aibe
{1,2,...,1006}, jy skirtumais 2k — (2k — 1) = 1. Taip po 1006 ¢jimy gausime
1006 vienetus. Keisdami du gretimus vienetus jy skirtumais 1 — 1 = 0, dar po
503 éjimy gausime 503 nulius. Po to, atlike dar 502 éjimus, visada gausime 0.

b) Kadangi skirtumas tarp a + b ir a — b (arba b — a) yra lyginis skai¢ius, tai
po kiekvieno éjimo visy lentoje esanciy skaic¢iy sumos lyginumas nepasikeicia.
Pradzioje lentoje uzrasyty skaic¢iy suma yra lyginis skaicius

2012 - 2013
1+2+---+2012 = S — = 2025078,

todeél nelyginis skaic¢ius 1 po 2011 éjimy likti negali.
¢) Po pirmojo éjimo visy lentoje uzrasyty skai¢iy moduliy suma sumazés bent
2, kadangi

la| + |b| — |a — b] = a + b — max(a,b) + min(a,b) = 2min(a,b) > 2.

Po to 8 moduliy suma nedidés, nes |a| + |[b] > |a — b| = |b — a| su bet kokiais
a,b. Taigi pabaigoje liekancio skai¢iaus modulis (o tuo paciu ir pats skaicius)
nevirsija

1+2+---42012 — 2 =2025076.

Irodysime, kad §j skaic¢iy po 2011 éjimy gauti galima. Pirmuoju éjimu skaiciy
pora 1,2 kei¢iame skai¢iumi —1. Antruoju éjimu pora —1, 3 kei¢iame skai¢iumi
—1—3 = —4, po to vietoje —4,4 raSome —8 ir t. t. vis atimam antrajj skaiciy
iS pirmojo. Po k tokiy éjimy, kur 1 < £ < 2010, pirmasis skaic¢ius bus lygus

2 (1424 +k+(k+1)).

Vadinasi, po 2010 ¢éjimy liks pora 2 — (1 +2 + - -+ + 2011),2012. Tada pasku-

tiniuoju éjimu i§ antrojo skai¢iaus atimame pirmajj. Lentoje liks skaic¢ius
2012 -2+ (14+24---4+2011) =142+ -+ 2012 — 2 = 2025076.

Atsakymas: a) gali likti; b) negali likti; ¢) 2025076.
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4 (9-12 klasés). Naturalusis skaic¢ius n yra vadinamas mandagiu, jeigu ji
galima iSreiksti kaip

n=s+(s+1)+---+(t—-1)+t¢,
kur s < t — naturalieji skai¢iai. Pavyzdziui, skaic¢ius 18 yra mandagus, nes
18=5+6+T.

a) Ar skai¢ius 2012 yra mandagus?
b) Ar skai¢ius 2048 yra mandagus?
¢) Raskite visus mandagiuosius skai¢ius.

Sprendimas. a) Kadangi
2012 = 248 4 249 + 250 + 251 + 252 + 253 + 254 + 255,

tai skaic¢ius 2012 yra mandagus.
b) Irodysime, kad bet kuris skai¢ius 2%, kur k = 0,1,2,... (tarp jy ir skai¢ius
2048 = 2'), néra mandagus. Tarkime, kad
tt+1) (s—1)s (t—s+1)(t+5s)

s+(s+1)+---+(t—1)+ 5 5 5

Tada
(t+s)(t—s+1) =21 (2)

Kadangi skaic¢iy t +s > 2 ir t — s+ 1 > 2 skirtumas 2s — 1 yra nelyginis
skaicius, tai vienas i$ jy yra nelyginis ir turi nelyginj pirminj daliklj p, didesnj
uz 1. Tacdiau jy sandauga 2**! i§ p nesidalija, priestara.

¢) Irodysime, kad bet kuris kitas naturalusis skai¢ius n, iSskyrus visus skai¢ius
2 kur k = 0,1,2,..., yra mandagus. Tokj skai¢iy n galima isreiksti kaip
n = m2¥, kur m > 1 yra nelyginis ir ¥ > 0. Analogigkai, kaip ir (2) lygybéje,
matome, kad skai¢ius m2* yra mandagus, jeigu

(t+s)(t —s+1)=m2" (3)

su kokiais nors naturaliaisiais skaiciais s ir ¢, kur s < ¢t. Nesunku jsitikinti,
kad (3) lygtis visada turi reikiamg sprendinj. Jei m > 28! tai m > 2FF1
ir (3) lygybé galioja su naturaliaisiais skai¢iais s = (m — 281 4+ 1)/2 ir t =
(m + 21 —1)/2 > s. Kita vertus, jei 3 < m < 281 tai (3) lygybé galioja su
naturaliaisiais skai¢iais s = (28" —m +1)/2ir t = 2 +m —1)/2 > s.

Atsakymas: a) skaic¢ius 2012 yra mandagus; b) skai¢ius 2048 néra mandagus;
¢) visi naturalieji skaiciai, isskyrus 2%, kur £ =0,1,2,....



5 (11-12 klasés) . I3spreskite lygciy sistema
3+ a(y —2)? =2,
Y3+ y(z — x)* = 30,
23+ z(x — y)* = 16.

Sprendimas. Duotoji lygciy sistema yra ekvivalenti sistemai

(22 +y* + 2%) — 2zyz = 2,

y(z? +y* + 22) — 2zyz = 30,

2(x? + y? + 2%) — 2zyz = 16.
Sudéje dvi pirmas lygtis ir atéme trecigja, padauginta i§ 2, gauname

(x4+y—22)(2* +9*+2°)=2+30-2-16 = 0.
Taigi 2° +y* + 2° = 0 arba z = (x + y)/2. Pirmuoju atveju, z =y = z = 0,
taciau Sis trejetas néra lygéiy sistemos sprendinys. (Be to, i§ lyg¢iy sistemos
matome, kad nei vienas i§ skai¢iy z,y, z negali buti lygus 0.) Vadinasi, bet
kuriam lyg¢iy sistemos sprendiniui (x,y, z) galioja antroji lygybé z = (x +y)/2.
I8 pirmosios lygties (padaugine ja i$ 4 ir jrase 2z = x + y) gauname
2 (52 + 5y? + 2xy) — day(r +y) =8,
o i$ antrosios lygiai taip pat
y(52* + 5y* + 2xy) — doy(z + y) = 120.
Padauginkime pirmaja lygybe i§ 15 ir atimkime antraja:
0=15-8—120 = (152 — y)(52° + 5y* + 22y) — 60zy(z + y) + 4day(z +y) =
= 7523 — 5y + T5xy® — 5y + 302%y — 2xy? — 562%y — H56xy* =
= 752% — 31y + 172y — 5y = 23(75 — 31t + 17t* — 5¢3),
kur ¢t = y/z (ir, kaip jau 7inome, x # 0). Kadangi
75 — 31t + 17t* — 5t° = (3 — t)(5t* — 2t + 25) = 0,

tai t = 3 arba 5t — 2t + 25 = 0. Pastaroji lygtis realiyjy Sakny neturi, nes
kvadratinio trinario diskriminantas yra neigiamas. Vadinasi, ¢ = 3. Taigi y =

tr = 3z ir z = (z + y)/2 = 2x. Dabar i§ pirmosios lyg¢iy sistemos lygties

gauname

2=2"+a(y—2)* =2+ 2037 — 22)* = 2° + 2° = 22°.
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Vadinasi, 2 = 1 ir todél z = 1, y = 32 = 3 bei 2 = 22 = 2. Nesunku jsitikinti,
kad $is trejetas (z,y,z) = (1,3,2) tenkina lyg¢iy sistema.
Atsakymas: (x,y,z) = (1,3,2).

6 (11-12 klasés). Duotas trikampis ABC, kuriame ZACB = 90° ir /BAC =
30°. Tagkas E yra jbrézto j ji apskritimo centras, o taskas D — atkarpos BE ir
to apskritimo susikirtimo taskas. Raskite kampg tarp tiesiy AF ir C'D.

Sprendimas. Sakykime, kad jbréztas | ABC apskritimas (kurio spindulys r)
lie¢ia krastines AC' ir BC atitinkamai taskuose H ir F. Tada HEFC yra
kvadratas, kurio krastinés lygios r. [rodysime, kad F'D = r.

Kadangi BE yra kampo C'BA pusiaukampiné, i§ staciojo trikampio FFB
gauname

1 1

ZFEB=90°— ZFBE = 90" — 54CBA = 90" — 5(900 — ZBAC) = 60°.

Trikampis F'ED yra lygiasonis, nes FF = ED = r. Kadangi
1 1
/EFD = /FDFE = 5(1800 — ZFED) = 5(1800 - /FEB) =60,

tai F'ED yra lygiakraStis trikampis, todél F'D = r.

Is CF = EF = FD = r igplaukia, kad trikampis C'F'D yra lygiasonis.
Kadangi ZDFB = 90° — ZEFD = 90° — 60° = 30°, tai ZCFD = 180° —
/DFB = 150°. Vadinasi, ZFCD = ZCDF = 5(180° — 150°) = 15°. Taigi
kampas tarp tiesiy CB ir CD yra 15°. Kadangi AE yra kampo CAB pusiau-
kampine, o ZOAB = 30, tai kampas tarp tiesiy AC ir AE taip pat yra 15°.
Tieses AC ir CB yra statmenos. Taigi tieses AE ir C'D, kurios gaunamos
sukant tieses AC ir C'B atitinkamai tagky A ir C' atzvilgiu 15° kampu ta pacia
kryptimi, taip pat yra statmenos, todél kampas tarp jy yra 90°.

Atsakymas: 90°.

7 (11-12 klasés). Lentoje uzraSyta sveikyjy skaiciy sekay aq,as, ..., an_1,ap,

kur n > 2, leidziama nutrinti ir uzrasyti nauja seka
|a1 - a2|, |a2 - CL3|, R |a’n—1 - an|a |an - CL1|.

Su gautaja seka vél leidziama atlikti tokia pacia operacija. Skaicius n vadinamas
piktu, jei i8 bet kokios pradinés sekos aq,as, ..., a,_1,a, po baigtinio operacijy
skai¢iaus gaunama seka 0,0,...,0,0.



a) Irodykite, kad bet kuris nelyginis skai¢ius n, kur n > 1, néra piktas.
b) Ar skai¢ius 4 yra piktas?
¢) Ar skai¢ius 6 yra piktas?

Sprendimas. a) Imkime tokia pradine seka: 1,1,0,...,0. Aisku, kad po kiekvie-
nos operacijos mes gausime seka, kurig sudaro tik nuliai ir vienetai. Be to, jeigu
galima gauti seka 0,0, ..., 0, tai pries ja turéjo buti seka 1,1, ..., 1. Visy skaiciy
suma |a; — ag| + |ag — as| + - -+ + |a, — a1| moduliu 2 yra lygi

ar—aytay—az+---+a, —ar =0,

todel $i suma visada yra lyginis skaic¢ius. Taigi po kiekvienos operacijos bus
lyginis skaicius vienety, o like skaiciai nuliai. Vadinasi, kai n > 1 yra nelyginis,
mes niekada negausime sekos 1,1,...,1, o tuo paciu ir sekos 0,0,...,0.

Galime laikyti, kad seka aq, ..., a, yra uzraSyta ratu, todél, pavyzdziui, sekos
ai, ag, as, ay, as, Gg ir ag, a4, as, ag, a1, az (kurig gauname perkeliant kelis skaicius
i$ galo j priekj) yra vienodos. Nesunku jsitikinti, kad atsakymas j klausima c)
yra neigiamas. Pradékime nuo sekos 1,0,1,0,0,0. Atlike su ja viena operacija,
gausime seka 1,1,1,0,0,1, 0 poto 0,0,1,0, 1,0, taigi po dviejy operacijy gavome
pradine seka. Sis procesas periodiskai kartosis ir sekos 0, 0,0, 0, 0,0 mes niekada
negausime.

Irodysime, kad atsakymas j b) dalj yra teigiamas. Akivaizdu, jog atlikus
bent vieng operacija, visi lentoje uzrasyti skaiciai bus neneigiami. Taigi, kad ir
kokie bebuty pradiniai skaiciai ay, as, as, a4, po k > 1 operacijy visi skaiciai bus
sveikieji ir neneigiami. Tegul M, yra didziausias i$ jy. Aisku, kad

Mk < Mk—l < e < M1 = max(|a1 — CLQ‘, |CL2 — CL3|, |CL3 — a4|, |CL4 — (lll). (4)

Irodysime, kad skaicius 4 yra piktas, t. y. po baigtinio skai¢iaus operacijy
gausime seka 0,0,0,0. (Taip bus, kai M), = 0 su kuriuo nors k£ € N.)

I§ pradziy jrodysime, kad po 4m operacijy visi keturi skaiciai dalijasi i§ 2.
Tegul m = 1. Skai¢iuodami moduliu 2, i§ pradinés sekos ay, as, as, a, gauname

ai, a9, a3, Gy W a1+ a9, Go +as, a3+ ay, ag + a1 — a1 +as, as 4+ aq, a1 + as, as + ay.

Po to gausime visas keturias liekanas lygias a; + as + as 4+ a4, o dar po vienos,
ketvirtosios, operacijos visos liekanos moduliu 2 bus lygios 0. Teiginys jrodytas,
kai m = 1. Sakykime, kad jis teisingas, kai m = s, t. y. po 4s operacijy
visi keturi skaiciai dalijasi i§ 2°. Pazymeékime tuos skaic¢ius 2°by, 2°by, 2°b3, 204,
kur by, bs, b3, by yra sveikieji neneigiami skaic¢iai. Kadangi po 4 operacijy su
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skaiiais by, b, b3, by mes gausime lyginiy skai¢iy ketverta (zr. atvejj su m = 1),
tai, remiantis indukcijos prielaida, po 4s + 4 = 4(s + 1) operacijy su skai¢iais
ai,as,as,ay gausime ketverta, kuriame visi skaiciai dalijasi i§ 2° - 2 = 25t
Teiginys jrodytas.

Remiantis teiginiu, My, dalijasi i§ 2™ su kiekvienu m € N. Parinkime tokj
k € N, kad 2¥ > M;. Kadangi sveikas neneigiamas skai¢ius My, dalijasi i§ 2¥ ir
yra mazesnis uz 2% (zr. (4)), tai My, = 0 ir po 4k operacijy tikrai gausime seka
0,0,0,0.

Atsakymas: b) skai¢ius 4 yra piktas; c) skai¢ius 6 néra piktas.



