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1 (9-10 klas
es). Raskite visus realiuosius lyg£iu� sistemos




(1 + 4x2)y = 4z2,

(1 + 4y2)z = 4x2,

(1 + 4z2)x = 4y2

sprendinius.

Sprendimas. Jei x = 0, tai y = 0 (i² tre£iosios lygties) ir tada z = 0 (i² pirmosios
lygties). Analogi²kai, jei bent vienas skai£ius i² trejeto (x, y, z), tenkinan£io
lyg£iu� sistem¡, yra lygus nuliui, tai tada ir kiti du skai£iai yra lyg	us nuliui.
Ai²ku, kad trejetas (x, y, z) = (0, 0, 0) yra sistemos sprendinys. Tarkime, kad
yra dar koks nors lyg£iu� sistemos sprendinys (x, y, z), kur x, y, z 6= 0. Tada
x, y, z > 0. Sudaugin¦ visas tris lygtis ir padalij¦ i² xyz, gauname lygyb¦

(1 + 4x2)(1 + 4y2)(1 + 4z2) = 64xyz.

I² nelygyb
es (2x − 1)2 > 0 i²plaukia, kad 1 + 4x2 > 4x, kur lygyb
e teisinga su
vienintele x reik²me x = 1/2. Analogi²kai, 1 + 4y2 > 4y ir 1 + 4z2 > 4z, taigi
(1 + 4x2)(1 + 4y2)(1 + 4z2) > 64xyz, kur lygyb
e galioja tada ir tik tada, kai
x = y = z = 1/2. Nesunku i�sitikinti, kad ²is trejetas (1/2, 1/2, 1/2) taip pat
yra lyg£iu� sistemos sprendinys, nes (1 + 4 · (1/2)2) · (1/2) = 1 = 4 · (1/2)2.

Atsakymas: (x, y, z) = (0, 0, 0) ir (1/2, 1/2, 1/2).

2 (9-10 klas
es). Atkarpa BD yra trikampio ABC pusiaukra²tin
e, o atkarpos
DE ir DF � trikampiu� ADB ir CDB pusiaukampin
es. Atkarpos EF ir BD

kertasi ta²ke M . Raskite atkarpu� EF ir MD ilgiu� santyki�.
1Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko 24, Vilnius
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Sprendimas. Pasteb
ekime, kad
BE

EA
=

DB

DA
=

DB

DC
=

BF

FC
,

tod
el atkarpos EF ir AC yra lygiagre£ios. Kadangi D yra atkarpos AC vidurio
taskas, tai M � atkarpos EF vidurio ta²kas. Be to,

∠EDF = ∠EDB + ∠BDF =
1

2
∠ADB +

1

2
∠BDC =

1

2
1800 = 900.

Kadangi sta£iojo trikampio EDF pusiaukra²tin
e DM yra lygi pusei jo i�ºambin
es
EF , gauname, kad EF : MD = 2.

Atsakymas: EF : MD = 2.

3 (9-12 klas
es ir mokytoju� olimpiada). Ant stalo yra 2011 monetu�. Du
ºaid
ejai paeiliui ima monetas. Pirmasis gali imti bet kuri� nelygini� monetu�
skai£iu� nuo 1 iki 99. Antrasis gali imti bet kuri� lygini� monetu� skai£iu� nuo 2

iki 100. Pralaimi tas ºaid
ejas, kuris nebegali padaryti 
ejimo. Ar gali pirmasis
ºaid
ejas laim
eti? Jei taip, tai nurodykite jo strategij¡.

Sprendimas. Pirmasis ºaid
ejas visada gali laim
eti ºaisdamas taip. Pirmuoju
savo 
ejimu jis paima 91 monet¡. Jei antrasis savo i-tuoju 
ejimu paima ki

monetu�, tai pirmasis savo i + 1-uoju 
ejimu ima 101 − ki monetu� ir taip to-
liau. (Ai²ku, kad 101 − ki yra nelyginis skai£ius nuo 1 iki 99, kadangi ki yra
lyginis skai£ius nuo 2 iki 100.) Po 20 pirmojo ir 19 antrojo ºaid
ejo 
ejimu� bus
paimta 91 + 19 · 101 = 2010 monetu�. Vadinasi, ant stalo liks viena moneta ir
antrasis ºaid
ejas nebegal
es padaryti 
ejimo.

Atsakymas: Pirmasis ºaid
ejas visada gali laim
eti.

4 (9-10 klas
es). Tegul aib¦ S sudaro tie nat	uralieji skai£iai n, su kuriais abu
skai£iai 3n + 1 ir 10n + 1 yra nat	uraliu�ju� skai£iu� kvadratai.

a) Nurodykite bent vien¡ aib
es S element¡.
b) Raskite bent vien¡ n ∈ S, su kuriuo skai£ius 30n + 11 yra sud
etinis.
c) I�rodykite, kad su kiekvienu n ∈ S skai£ius 29n + 11 yra sud
etinis.

Sprendimas. a) Skai£iai 3n+1 ir 10n+1 yra nat	uraliu�ju� skai£iu� kvadratai, kai,
pavyzdºiui, n = 8. Tada 3 · 8 + 1 = 52 ir 10 · 8 + 1 = 92. Taigi 8 ∈ S. Nesunku
i�sitikinti, kad tai yra maºiausias aib
es S elementas.
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b) Jei n = 8, tai skai£ius 30n + 11 = 30 · 8 + 11 = 251 yra pirminis. Taigi
n = 8 netinka. Raskime antr¡ji� aib
es S element¡. Jei 10n + 1 = k2, tai k

yra 10s + 1 arba 10s − 1 su s ∈ N. Tikriname ar 3n + 1 = 3
10

(k2 − 1) + 1

yra kvadratas, kai k = 9, 11, 19, 21, 29, 31. Atvejis k = 9 jau i²nagrin
etas (tada
n = 8), o sekanti tinkama reik²m
e yra k = 31. Tada n = (312 − 1)/10 = 96

ir 3n + 1 = 3 · 96 + 1 = 289 = 172 yra kvadratas. Vadinasi, 96 yra aib
es S

elementas. Su ²ia n reik²me

30n + 11 = 30 · 96 + 11 = 2891 = 7 · 413

yra sud
etinis skai£ius.

c) Tegul 3n + 1 = m2 ir 10n + 1 = k2 su m, k ∈ N. Tada
(mk)2 = (3n + 1)(10n + 1) = 30n2 + 13n + 1.

At
em¦ i² abieju� lygyb
es pusiu� (n + 1)2, gauname

(mk)2 − (n + 1)2 = 30n2 + 13n + 1− (n + 1)2 = 29n2 + 11n = n(29n + 11).

Vadinasi, skai£ius p = 29n + 11 dalija sandaug¡ (mk − n − 1)(mk + n + 1).
Tarkime, kad p yra pirminis skai£ius. Tada jis dalija bent vien¡ i² dvieju�
dauginamu�ju� mk−n−1, mk+n+1. Taigi didesnysis dauginamasis, mk+n+1,
negali b	uti maºesnis uº p. I² nelygyb
es mk + n + 1 > p = 29n + 11 i²plaukia,
kad mk > 28n + 10 > 28n. Ta£iau tada

44n2 > 30n2 + 13n + 1 = (mk)2 > (28n)2 = 784n2,

prie²tara. Tod
el p = 29n + 11 yra sud
etinis skai£ius.
Atsakymas: a) pavyzdºiui, n = 8; b) pavyzdºiui, n = 96.

5 (11-12 klas
es). Raskite visas tokias funkcijas f , apibr
eºtas nat	uraliu�ju�
skai£iu� aib
eje ir i�gyjan£ias nat	urali¡sias reik²mes, kad bet kuriems nat	uraliesiems
skai£iams m ir n b	utu� teisinga lygyb
e

mf(n) + nf(m) = (m + n)f(m2 + n2).

Sprendimas. I�rodysime, kad f(n) = f(1) su kiekvienu n ∈ N. Tarkime, kad
taip n
era. Tada egzistuoja bent vienas toks ` ∈ N, kad f(`) 6= f(1). I² visu�
tokiu� ` ∈ N paimkime kuri� nors k ∈ N, su kuriuo rei²kinys |f(k) − f(1)| i�gyja
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maºiausi¡ nenulin¦ reik²m¦, sakykime, t ∈ N. I�ra²¦ i� funkcin¦ lygti� m = 1 ir
n = k, gauname lygyb¦ f(k) + kf(1) = (k + 1)f(k2 + 1). Vadinasi,

f(k)− f(1) = f(k) + kf(1)− (k + 1)f(1) = (k + 1)(f(k2 + 1)− f(1)).

Tod
el f(k2 + 1) 6= f(1) ir

|f(k2 + 1)− f(1)| = |f(k)− f(1)|
k + 1

=
t

k + 1
6 t

2
< t,

prie²tara.
Taigi funkcin¦ lygti� gali tenkinti tik funkcija f(n) = s, kur s yra �ksuotas

nat	uralusis skai£ius. Akivaizdu, kad visos tokios funkcijos ²i¡ lygti� tenkina:

mf(n) + nf(m) = (m + n)s = (m + n)f(m2 + n2).

Atsakymas: f(n) = s, kur s ∈ N.

6 (11-12 klas
es). Duotas i²kilasis keturkampis ABCD. Ties
e, einanti per
ta²k¡ B ir lygiagreti tiesei CD, ties¦ AC kerta ta²ke M . Ties
e, einanti per ta²k¡
C ir lygiagreti tiesei AB, ties¦ BD kerta ta²ke N . I�rodykite, kad ties
es MN ir
AD yra lygiagre£ios arba sutampa.

Sprendimas. Tegul O yra keturkampio ABCD i�striºainiu� susikirtimo ta²kas.
Kadangi trikampiai OMB ir OCD pana²	us, OM : OC = OB : OD. Analogi²-
kai, is pana²iu�ju� trikampiu� OCN ir OAB, gauname ON : OC = OB : OA.
Padalij¦ vien¡ lygyb¦ i² kitos, gauname OM : ON = OA : OD. Jei ties
es
AB ir CD yra lygiagre£ios, tai A = M ir D = N , o tada ties
es MN ir AD

sutampa. Tarkime, kad ties
es AB ir CD kertasi ta²ke Q. Galimi du atve-
jai: pirmas, kai ta²kai A ir D priklauso atitinkamai atkarpoms QB ir QC, ir
antras, kai ta²kai B ir C priklauso atitinkamai atkarpoms QA ir QD. Nesunku
i�sitikinti, kad pirmuoju atveju ta²kai A ir D priklauso atkarpoms OM ir ON ,
o antruoju atveju ta²kai M ir N priklauso atkarpoms OA ir OD. I² lygyb
es
OM : ON = OA : OD i²plaukia, kad abiem atvejais ties
es MN ir AD atkerta
dvi proporcingas kampo AOD kra²tines, tod
el MN ir AD yra lygiagre£ios.

7 (11-12 klas
es). Tegul d(n) yra nat	uraliojo skai£iaus n dalikliu� skai£ius
(pavyzdºiui, d(1) = 1, d(2) = 2, d(4) = 3). Nat	uraliu�ju� (neb	utinai skirtingu�)
skai£iu� rinkini� a1, a2, . . . , am vadiname tobulu, jei d(a1 + · · · + ak) = ak su
kiekvienu k = 1, 2, . . . , m.



5

a) Nurodykite bent vien¡ tobul¡ penkiu� skai£iu� rinkini�.
b) Raskite visus tobulus penkiu� skai£iu� rinkinius.
c) Ar egzistuoja bent vienas tobulas 2011 nat	uraliu�ju� skai£iu� rinkinys?

Sprendimas. a) Tegul a1 = 2, a2 = 4, a3 = a4 = 6, a5 = 4. Tada

d(a1) = d(2) = 2 = a1, d(a1 + a2) = d(6) = 4 = a2,

d(a1 + a2 + a3) = d(12) = 6 = a3, d(a1 + a2 + a3 + a4) = d(18) = 6 = a4,

d(a1 + a2 + a3 + a4 + a5) = d(22) = 4 = a5.

Taigi 2, 4, 6, 6, 4 yra tobulas penkiu� skai£iu� rinkinys.

b) Tegul g > 2 �ksuotas nat	uralusis skai£ius. Ai²ku, kad visi skai£iaus n ∈ N
dalikliai nevir²ija n/g, i²skyrus daugiausiai g − 1 dalikli�, n, n/2, . . . , n/(g − 1)

(jei visi ²ie skai£iai yra sveikieji). Taigi

d(n) 6 n/g + g − 1.

I�ra²¦ g = 2, gausime
d(n) 6 n/2 + 1.

Vadinasi, d(n) < n, kai n > 3. Kadangi d(1) = 1 ir d(2) = 2, tai kiekviename
tobulame rinkinyje a1 = 1 arba a1 = 2.

Prad
ekime nuo atvejo a1 = 1. I�rodysime, kad jokiame tobulame penkiu�
skai£iu� rinkinyje a1 6= 1. Tarkime, kad a1 = 1. Nor
edami surasti a2 turime
i²spr¦sti lygti� d(1 + a2) = a2. Raskime kiek bendresn
es lygties d(a + x) = x

sprendinius, kai a yra koks nors konkretus �ksuotas nat	uralusis skai£ius. (Ju�
mums prireiks v
eliau.) I² nelygyb
es

x = d(a + x) 6 (a + x)/g + g − 1,

ira²¦ g = 2 + [
√

a], gauname, kad

x 6 a

g − 1
+ g =

a

1 + [
√

a]
+ 2 + [

√
a] < 2 +

√
a + [

√
a].

Patikrin¦ visus nat	uraliuosius x nuo 1 iki 2+2[
√

a], sudarome lygties d(a+x) = x

nat	uraliu�ju� sprendiniu� lentel¦:
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 18

x : d(a + x) = x 2, 3 4 2 4 2 3, 4, 6 ∅ ∅ 2 4 2, 4, 5 6 6 4

Taigi, jei a1 = 1, tai i² d(1 + a2) = a2 i²plaukia, kad a2 = 2 arba a2 = 3.
Jei (a1, a2) = (1, 2), tai i² d(3 + a3) = a3 matome, kad a3 = 2. Dabar i²
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d(5+a4) = a4 gauname a4 = 2. Ta£iau lygtis d(1+2+2+2+a5) = d(7+a5) = a5

nat	uraliu�ju� sprendiniu� neturi, taigi n
era ir tokio tobulo penkiu� skai£iu� rinkinio.
Kita vertus, jei (a1, a2) = (1, 3), tai i² d(4 + a3) = a3 randame a3 = 4. Lygtis
d(1 + 3 + 4 + a4) = d(8 + a4) = a4 sprendiniu� neturi, tod
el n
era tobulo keturiu�
(o juo labiau penkiu�) skai£iu� rinkinio su (a1, a2) = (1, 3).

Nagrin
ekime kit¡ atveji� a1 = 2. I² lygties d(2 + a2) = a2 ir lentel
es matome,
kad a2 = 4. Lygtis d(6 + a3) = a3 duoda tris galimas a3 rei²kmes 3, 4 ir 6.
Pirmuoju atveju, (a1, a2, a3) = (2, 4, 3), i² d(9+a4) = a4 gauname a4 = 2, o tada
i² d(11 + a5) = a5 gauname a5 = 2, 4, 5. Visi trys rinkiniai (pirmasis 2, 4, 3, 2, 2,
antrasis 2, 4, 3, 2, 4 ir tre£iasis 2, 4, 3, 2, 5) pagal ²i� sprendimo b	ud¡ tinka, t. y.
jie yra tobuli penkiu� skai£iu� rinkiniai. Antruoju atveju, (a1, a2, a3) = (2, 4, 4),
turime lygti� d(10+a4) = a4, taigi a4 = 4. I² d(14+a5) = a5 ir lentel
es matome,
kad a5 = 6. Gavome rinkini� 2, 4, 4, 4, 6. Tre£iuoju atveju, (a1, a2, a3) = (2, 4, 6),
i² lentel
es gausime a4 = 6, o po to a5 = 4. Ai²ku, kad abu rinkiniai, 2, 4, 4, 4, 6

ir 2, 4, 6, 6, 4, taip pat yra tobuli. I�rod
eme, kad yra penki tobuli penkiu� skai£iu�
rinkiniai ir juos suradome.

c) I�rodysime, kad koks beb	utu� m ∈ N (pvz., m = 2011), egzistuoja tobulas
m skai£iu� rinkinys a1, . . . , am. I² nelygyb
es d(n) 6 n/2 + 1 (ºr. b)) gauname

d(n) 6 n/2 + 1 6 3n/4,

kai n > 4. Be to, d(3) = 2, taigi ²i nelygyb
e yra teisinga ir su n = 3. Nag-
rin
ekime sek¡ b1 = 4m−1,

bk+1 = bk − d(bk), k = 1, 2, 3, . . . .

Sekos k + 1-asis narys yra nat	uralusis skai£ius, kai bk > d(bk). Ai²ku, kad taip
bus, kai bk > 3, o jei bk ∈ {1, 2}, tai bk = d(bk) ir bk+1 = 0. Tada laikykime, kad
bj = 0 su kiekvienu j > k + 1. Kadangi ²i seka yra maº
ejanti, tai atsiras toks
indeksas `, su kuriuo b` = 1 arba b` = 2. Gausime lygiai ` teigiamu� sekos nariu�
b1 > b2 > · · · > b`, kur b` ∈ {1, 2}. Be to, i² nelygyb
es d(n) 6 3n/4 i²plaukia,
kad

bk+1 = bk − d(bk) > bk − 3bk/4 = bk/4, kai k 6 `− 1,

tod
el
2 > b` > b`−1

4
> b`−2

42
> . . . > b1

4`−1
=

4m−1

4`−1
= 4m−`.

Taigi ` > m.
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Paºym
ekime

a1 = b`, a2 = b`−1 − b`, . . . , a`−1 = b2 − b3 ir a` = b1 − b2.

Tada a1 + · · ·+ ak = b`+1−k su kiekvienu k = 1, . . . , ` ir d(a1) = d(b`) = b` = a1

bei
d(a1 + · · ·+ ak) = d(b`+1−k) = b`+1−k − b`+2−k = ak

su kiekvienu k = 2, . . . , `. Vadinasi, a1, . . . , a` yra tobulas nat	uraliu�ju� skai£iu�
rinkinys, tod
el rinkinys a1, . . . , am (kur m 6 `) taip pat yra tobulas.

Atsakymas: a) pavyzdºiui, 2,4,6,6,4; b) yra penki tokie rinkiniai 2,4,3,2,2;
2,4,3,2,4; 2,4,3,2,5; 2,4,4,4,6; 2,4,6,6,4; c) egzistuoja.

8 (mokytoju� olimpiada). I�rodykite, kad nelygyb
e

a +
√

ab +
3
√

abc 6 4

3
(a + b + c)

teisinga su bet kuriais realiaisiais skai£iais a, b, c > 0.

Sprendimas. I² aritmetinio ir geometrinio vidurkiu� nelygyb
es i²plaukia, kad
√

ab =

√
a

2
· 2b 6 a/2 + 2b

2

ir
3
√

abc = 3

√
a

4
· b · 4c 6 a/4 + b + 4c

3
.

Sud
ej¦ ²ias dvi nelygybes ir lygyb¦ a = a, gausime

a +
√

ab +
3
√

abc 6 a

(
1 +

1

4
+

1

12

)
+ b

(
1 +

1

3

)
+

4c

3
=

4

3
(a + b + c).

9 (mokytoju� olimpiada). Ar galima per kuri� nors smailiojo kampo viduje
esanti� ta²k¡ nubr
eºti tris tieses, kurios kirstu� kampo kra²tines taip, kad kiekvie-
noje kampo kra²tin
eje vienas sankirtos ta²kas b	utu� vienodai nutol¦s nuo kitu�
dvieju� sankirtos ta²ku�?

Sprendimas. Tarkime, kad per kuri� nors kampo viduje esanti� ta²k¡ O yra
nubr
eºtos trys tokios ties
es AA1, BB1 ir CC1 taip, kad ta²kai A,B,C prik-
lauso vienai kampo kra²tinei, ta²kai A1, B1, C1 � kitai, ir, be to, yra teisingos
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lygyb
es AB = BC ir A1B1 = B1C1. Paºym
ekime α = ∠AOB = ∠A1OB1 ir
β = ∠BOC = ∠B1OC1. Tada

AB

sin α
=

OA

sin ∠ABO
ir BC

sin β
=

OC

sin ∠CBO
.

Kadangi AB = BC ir ∠ABO = 1800 − ∠CBO, i² ²iu� lygybiu� i²plaukia, kad
OA sin α = OC sin β. Analogi²kai, OA1 sin α = OC1 sin β. Vadinasi,

OA

OA1

=
OC

OC1

.

Gavome, kad trikampio AOC dvi kra²tin
es yra proporcingos trikampio A1OC1

dviems kra²tin
ems ir kampai tarp tu� kra²tiniu� yra lyg	us (abu α + β), taigi
trikampiai AOC ir A1OC1 yra pana²	us. Tod
el ∠OCA = ∠OC1A1 ir ties
es AC

ir A1C1 (smailiojo kampo kra²tin
es) yra lygiagre£ios, prie²tara.
Atsakymas: negalima.


