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REZULTATAI
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Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto pirma-
kursiu matematiku ir informatiku komandos dalyvavo be konkurso.

Issamus kiekvieno uzdavinio sprendimas buvo vertinamas 5 balais.
Be to, uzdavini teisingai iSsprendus tik vienai komandai jai buvo pride-
dami 3 balai, dviem komandoms — po 2 balus, trim komandoms — po 1
bala.

Uzdaviniy salygos
1. Isspreskite lygciu sistema:
23 + 482 = 4(322 + 16),
y® + 48z = 4(32% + 16),
23 + 48y = 4(3y* + 16).

2. Kokia maziausia reikSme gali igyti reiskinys

1+4a? 15462 +¢2 6 + b?
15 + 02 4 2 1+a? 10 + a2 + 2
10 +a? + ¢ 9+c? 74+ a® + b2
6 + b2 74+ a2 + b2 94¢2

kai a, b ir ¢ yra sveikieji skaiciai?

3. Raskite lygties

cos (g (3x 43— /922 + 178z + 969)) —1
sveikasias Saknis.
4. Raskite reiskinio
ab + be + abed — a — b — abec — bed

didziausia reiksme, kai 0 < a,b,c,d < 1, ir nurodykite visus ketver-
tus (a,b,c,d), su kuriais ji igyjama.

5. Sveikuju nenuliniu skai¢iu trejetas (a,b,c) tenkina salyga
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. Irodykite, kad lygtis a

a) Irodykite, kad abc yra sveikojo skai¢iaus kubas.
b) Ar egzistuoja bent vienas toks trejetas (a,b,c), kur a #b?

1999 4 p1999 4 1999 — §2000 tyri he galo daug

nattiraliuju sprendiniu.

. Daugianaris az* + b2z® 4+ cx + 7 neturi realiuju saknu. Irodykite,

kad
6a +5 > |3b+c|.

. Prie n-zenklio skai¢iaus pridedamas skaicius, gaunamas i§ jo uzra-

Sius jo skaitmenis atvirkstine tvarka. Ar visada gautoje sumoje bus
bent vienas lyginis skaitmuo, kai

a) n=19997
b) n = 20007
c) n=20017

. Kvadrate, kurio krastiné lygi 1, yra 101 taskas. Irodykite, kad bent

penkis i§ ju galima uzdengti skrituliu, kurio skersmuo 2/7.
Raskite visus naturaliuosius n, su kuriais egzistuoja n skaiciu
r1,Ta,...,T, , Kiekvienas i§ kuriu lygus 1 arba -1, tenkinanciu sa-
lyga

T1To + Toxz + X34 + ... + Tp_1Tyn + Tpr1 = 0.

Irodykite, kad n skirtingu naturaliuju skai¢iu a1 < ag < az < ... <
a, bendras maziausias kartotinis yra ne mazesnis uz nay .

Raskite reiskinio
aijasas + aqasag + aragag

maziausia reiksme, kai a1, aq, ..., a9 yra 9 skirtingi naturalieji skai-
¢lai 1,2,3,...,9.
Raskite visas funkcijas f(x), apibréztas kai x # 0, tenkinancias
salyga

flx) =3f(1/z) = 3"

Lentoje paraSyti keli nenuliniai skai¢iai. Kiekvienas i§ ju yra lygus
tre¢daliui likusiuju skai¢iy sumos. Kiek lentoje yra skaiciu?
Irodykite, kad skai¢iu /2 galima uzrasyti tokiu devyniu skai¢iu
suma, kuriu desimtainéje israiskoje téra tik skaitmenys 0 ir 3.
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Trikampio, kurio perimetras lygus 2, krastiniu ilgiai lygts a, b ir
c. Irodykite, kad

a? 4+ b2 + ¢ + 2abe < 2.

Trapecijos ABCD pagrindai AD = 78 ir BC = 52, o Soninés
krastines AB =10 ir CD = 24 . Raskite apskritimo, einancio per
taskus A ir B bei lie¢iancio krastinés C'D tesini, spinduli.
Styga AB remiasi i 120° apskritimo lanka. Taskas C yra tame
lanke, o taskas D — stygoje AB. Zinoma, kad AD =2, BD=1,
CD = /2. Raskite trikampio ABC' plota.

Ar galima plokstumoje taip iSdéstyti skritulius, kuriu skersmenys
lygus 1,2,3,..., kad bet kokia tos plokstumos tiesé turétu bendru
tasku su ne daugiau kaip dviem skrituliais?

Ar egzistuoja trikampis, kuri galima padalyti i 1999 trikampius,
kiekvienas i§ kuriu butu panasus i duotaji trikampi?

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

. 1 budas. Pertvarkome pirmaja lygti

2® =4(32> = 122+ 16) = 4(3(z — 2)* + 4).

Vadinasi, > 0. Analogiskai, y ir z yra teigiami. Sudéje visas
tris lygtis turime

23— 1227 4+ 48z — 64 + y° — 12y% + 48y — 64
+ 23— 1222 + 482 — 64
=(z-43+@y—-4>3+(=-4>=0.

Tarkime, kad = > 4. Tada i§ pirmosios lygties gauname, kad 48z <
1222 | t.y. z > 4. Dabar i§ treciosios lygties gauname, kad 48y <
12y% ,t.y. y > 4. Priestara. Kita vertus, jei 2 < 4, tai i§ pirmosios
lygties iSplaukia, kad z < 4, o tada is treciosios iSplaukia, kad y <
4, vél prieStara. Taigi = = 4. IS antrosios lygties tada gauname,
kad y = 4, o is treciosios — z = 4. Vadinasi, (x,y,2) = (4,4,4)
yra vienintelis sprendinys.



2 budas. Tarkime, kad =z > y ir y > z. IS pirmosios lygties
isplaukia, kad

2% 4482 < 1222 + 64,

t.y. (2 —4)2<0,t.y. 2<4. I8 treciosios lygties,
2% — 64 =12(y — 4)y,
iSplaukia, kad 0 < y < 4. I8 antrosios lygties,
Y — 64 =12(x — 4)x,
dabar turime 0 < z < 4. Todél
64 + 482 < 4(32% + 16),

t.y. 2<0 arba z > 4. Kadangi z < 4, tai z yra neigiamas. I8
treciosios lygties,

48y > 4(3y> + 16),

t.y. 3(y—2)2+4 < 0. Vadinasi, miisu prielaida, kad tarp =, y ir z

egzistuoja didziausias skai¢ius, yra neteisinga. Todél z =y, y =z

arba x = z. [rase i atitinkama lygti, gausime x =y =2=4.
Atsakymas: r=y=2=4.

. 1 buidas. Pazymékime z =1+a?, y=6+b%, z =94 c%. Turime
reiskini

x +y+z Y Tr+z z r+y
Y+ z x T4z y Tty z

Perrasome ji
T Y+ z Y r+z z r+y

y+z+ 4x x+z+ 4y +$+y+ 4z

3/y x x oz Yy Z
+7<7+7+7+7+7+7).
4\ 'y z T z vy




Kadangi,

x4y 4z — 7

Y,.%59
r oy

Trixo

z oz
z

g + - Z 27

Yy

tai reiskinys yra ne mazesnis uz

3
1+1+1+1(2+2+2):7,5.

Lygybé yra pasiekiama, kai x =y = z, t. y., pavyzdziui, kai a = 3,
b=2,c=1.

2 budas. Reiskinys yra lygus

— 1+ a2 1 [15+02+c2\°
’ 154062 +¢c2 2 1+ a2

104+a2+c2 2 6+ b2
N \/ 9+ 2 1\/7+a2+b2 2
T+a%2+02 2 94 c2
3 ¢1+a{_¢6+@ 2
4 6 + b2 1+a2
\/1+a2 \/9+02 2
9+ ¢2 1+ a2

L3 ¢6+N 9+c2\?
4\V 9+ 2 6+0%)

+< 6 + b2 1 10+a2+§>2

+

T

+
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Todél jis yra didesnis arba lygus 7,5. Lygybe turime, kai 1+ a? =
6+0>=9+c?,t.y. pvz., a=3,b=2, c=1.
Atsakymas: 7,5.

. Lygtis ekvivalenti lyg¢iai

37+ 3 — /922 + 178z + 969 = 16n,

kur n yra sveikasis skaicius.

1 budas. Pazymékime =+ 1 =y . IS lygties

3y — 16n = 1/9y2 + 160y + 800

1
= g\/(9y + 80)2 + 800

isplaukia, kad y > 16n/3 ir
9(9y? — 96yn + 256n%) = (9y + 80)% + 800

= 81y? + 1440y + 7200.

Todél
8n? — 25
y=——"+"-
3n+5
Kadangi
8n?—25 72n2—225 8(3n+5)(3n—5) —25
3n+5  93n+5) 9(3n + 5) ’
tai

9y(3n +5) = 8(3n +5)(3n — 5) — 25.

Vadinasi, 25 dalijasi i§ 3n + 5. Todél 3n + 5 = +1,4£5,+25.
Gauname tris sveikasias n reikSmes n = —10,—2,0. Atitinka-
mai, y = —31,-7,-5. Salyga y > 16n/3 tenkina dvi reiksmés
y=—31 ir y=—7. Vadinasi, z = —-32 ir x = —8.

2 budas. Kadangi

3(3y — 16n) = /(9y + 80)2 + 800,
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tai

800 = (3(3y — 16n))” — (9y + 80)% = 32(3n + 5)(24n — 9y — 40),
25 = (3n + 5)(24n — 9y — 40).

Nagrinédami atvejus 25 = (—1) - (—=25) = (=5) - (—=5) = (—25) -
(=1)=1-25=5-5=25-1 gauname tris sprendinius n = —10,
y=-31; n=-2, y=-7; n=0, y= —5. Treciasis sprendinys
netenkina pradinés lygties, o pirmieji du tenkina.

Atsakymas: r = —-32 ir x = —8.

. 1 budas. Turime

ab + be + abed — a — b — abe — bed
(1—a)<1—b(1—c(1—d))> —1<o0.

Taigi didziausia reikdme yra lygi 0. Ji igyjama, kai a =0 ir b(l —
e(l — d)) = 0. Pastaroji lygtis teisinga, kai b = 0, ¢ ir d — bet
kokie, arba b — bet koks, 0 c=1, d=0.

2 budas. Kadangi abed < bed, ab < a ir be < b, tai
ab + be + abed < a + b + bed.
Vadinasi,
(ab + be + abed) — (a4 b+ bed) — abe < 0.

Todél didziausia reiSkinio reiksmé nevirsija 0. Pastebékime, kad ji
yra lygi 0, nes taip bus, kai a = b = ¢ = d = 0. Bendru atveju,
reikdmeé 0 yra pasiekiama, kai abed = bed, ab = a, bc = b ir
abc = 0. Irodysime, kad a = 0. I8 tiesu, jei a # 0, tai bc = 0.
Tada ir b =0, i8 kur iSplaukia, kad a = 0. Priestara. Kai a =0,
turime dvi lygtis bed = 0 ir bc = b. Dabar matome, kad jei b =0,
tai ¢ ir d gali buti bet kokie. Jei b#0,tai c=1,0 d=0. Kai
c=1, d=0, tai tinka bet koks b.
Atsakymas: didziausia reiksmeé yra 0. Ji igyjama, kai
a=b=0,0<c¢, d<1 arba
a=d=0,0<b<1, c=1.

. a) Tegul (a,b,c) yra trejetas, tenkinantis uzdavinio salyga. Galime
laikyti, kad skai¢iu a, b ir ¢ bendras didziausias daliklis yra lygus
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1. Priesingu atveju, galima nagrineti trejeta a/d, b/d, c/d, kur
d — bendras didziausias daliklis. Tegul p yra pirminis skaicius,
dalijantis abc. Kadangi

a’c+b%a + b = 3abe,

tai p dalija bent du skaic¢ius i§ a, b ir ¢. Tegul tai bus a ir b.
Tarkime, kad a = p™ay, b = p"b1, kur (a1,p) =1 ir (by,p) =
1. Irodysime, kad n = 2m. IS tiesu, jei n < 2m, tai n+1 <
2m . Skai¢iai a?c, b%a ir 3abc dalijasi i§ p"*t!, o skaitius c?b i3
p"t1 nesidalija. Priestara. Jei n > 2m, tai n > 2m + 1. Tada
b%c, c?b ir 3abc dalijasi i§ p?™t!, o a?c nesidalija. Priestara.
Vadinasi, n = 2m, t. y. jei abc dalijasi i§ p, tai abc = p*"a1bic,
kur (a1bic,p) = 1. Sis teiginys teisingas su visais pirminiais abc
dalikliais. Vadinasi, abc yra sveikojo skaiciaus kubas.

b) Tokiu trejetu yra be galo daug. Pvz., (—3,18,4) arba (¢, —2t,4t)

su sveikuoju nenuliniu ¢.
Atsakymas: b) egzistuoja, pvz., (a,b,c) = (1,—2,4).

. Duotoji lygtis ekvivalenti lygciai

(%>1999 n (%)1999 L (§>1999 4

Todél galima paimti d = m!999 + nl999 4 pl999 g =dm b =dn,
c=dp, kur m, n ir p — bet kokie naturalieji skaic¢iai. Kai m =

p =1, turime begaline serija sprendiniu

a=c=d=n"" 42

b= n(nlggg + 2).

Cia pateikiami sprendimai taip pat yra autoriaus straipsnyje ,,Apie
teigiamus daugianarius® (Alfa plius Omega, 1999, Nr. 2(8),
p. 81-83).

Daugianari P(z) vadinsime teigiamu, jei P(z) > 0 su visais reali-
aisiais .

1 buidas. Pazymékime

P(x) = ax® +bx® + cx + 7.
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Kadangi P(0) =7 >0 ir P(x) neturi realiujy saknu, tai P(z) yra
teigiamas daugianaris. Todél a > 0, nes prieSingu atveju imdami
pakankamai dideli  gautume neigiama daugianario reiksme P(z).
Sudékime du teigiamus skaic¢ius P(1) ir P(2):

P(1)+P(2) = a+b+c+T+16a+8b+2c+7 = 17a+9b+3c+14 > 0.

Gavome nelygybe 17a+14 > —9b— 3¢ . Analogiskai, sudéje P(—1)
ir P(—2) gausime 17a+ 14 > 9b+ 3c. Tai reiskia, kad 90+ 3¢| =
3|13b+¢| < 17a+ 14. Aisku, kad 17a + 14 < 18a + 15 = 3(6a + 5) ,
nes a > 0. Todél 3|3b+ ¢| < 3(6a + 5), ir padalije i$ 3 gauname
reikiama nelygybe.

2 biidas. Vél pasinaudosime tuo, kad jei daugianaris P(z) = az* +
br® + cx + 7 yra teigiamas, tai a > 0. Kadangi

P(V3) =9a+3V3b+V3c+7>0,

tai 9a+7>—V3(3b+c).

Analogiskai, i$ nelygybés P(—\/g) > 0 iSplaukia, kad 9a + 7 >
V/3(3b + ¢). Vadinasi, 9a +7 > V/3|3b + ¢|, todél vél gauname
reikiama nelygybe, nes 6 > 9/v/3, 5> 7/4/3, taigi (6a + 5)v/3 >
9a+ 7.

Pabandykite rasti dar viena Sio uzdavinio sprendima, naudodamiesi
nelygybémis

P(/12]5) >0, P(—/42]5) > 0.
. a) Panagrinékime skaiciy
7070...70606 . ..0606,

kuriame yra po 500 septynetu ir Sesetu ir 999 nuliai. Sudéje ji su
skai¢iumi

6060...60707...0707,
gausime skaiciu

1313...131313...1313,

kuri sudaro 1000 kartuy uzrasyta pora 13. Toks skaiCius neturi né
vieno nelyginio skaitmens.
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Zinoma, tai yra ne vienintelis toks skai¢ius. Pavyzdziui, galima
septynetus ir SeSetus pakeisti atitinkamai i aStuonetus ir trejetus.

b) Siuo atveju uztenka sudéti, pavyzdziui, skai¢iu
22...211...1,

kuri sudaro po 1000 dvejetu ir vienetu, su skai¢iumi
11...122...2.

Gausime skaiCiy, turinti 2000 trejetu, kuris aiSku neturi né vieno
lyginio skaitmens.

¢) Irodysime, kad sudéje 4n + 1 skaitmeni turinti skaiciu su skai-
¢iumi, kurio skaitmenys uzrasyti atvirkstine tvarka, visada gausime
skai¢iu, turinti bent viena lyginj skaitmeni. Kadangi 2001 yra lygus
4 x 500 + 1, tai irodys, kad siuo atveju atsakymas yra teigiamas.
Irodinésime indukcija pagal n. Kai n = 0, teiginys akivaizdus:
x + x yra lyginis skaicius, todél jo paskutinis skaitmuo — lyginis.
Tarkim, kad skai¢iu

1042 ... 04004041

ir

(4n4+104n - - - Q2071

suma yra skaic¢ius A, kuris neturi né vieno lyginio skaitmens. Ka-
dangi a4,41 + a1 paskutinis skaitmuo yra nelyginis, tai suma as +
a4n yra ne didesné uz 9. Todél ir agn41 + a1 < 9. Taigi skaicius
A turi 4n+ 1 skaitmeni. Taip pat jo du pirmieji ir du paskutinieji
skaitmenys yra nelyginiai. Vadinasi, skaiciaus azay ... G4n_204n_1
ir skaiiaus @4n_104n_2 ... 0403 suma irgi neturi né vieno lyginio
skaitmens. Pagal indukcijos prielaida, gauname priestara.
Atsakymas: a) ne, b)ne, c) taip.

Kvadrata, kurio krastiné yra lygi 1, sudaro 25 kvadrateéliai, kuriu
krastinés lygios 1/5. Bent viename i3 kvadratéliu yra bent penki
tagkai (priesingu atveju, tasku yra ne daugiau kaip 25 x 4 = 100).
Ta kvadrateéli visada galima uzdengti skritulio, kurio skersmuo
V2/5. Tagiau 2/7 > /2/5, todél ir didesniu skrituliu penkis taskus
visada galima uzdengti.
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Pazymékime z1292 = y1, 2223 = Y2, .+, Tn1Tn = Yn—1, TnT1 = Yp -
Skaiciai y1,y2,-..,¥yn taip pat lygus 1 arba -1. Ju suma lygi nuliui,

yity2+...+yn=0,

todél n turi buti lyginis skaicius. Irodysime, kad n dalijasi is 4. I8
tiesu, tarkime, kad n = 4k — 2, kur k yra nattralusis skaic¢ius. I8

lygybeés
Y1+y2+ ...+ Ys—2=0

matome, kad tarp vyi,y2,...,Yak—2 yra 2k — 1 vienetas ir 2k — 1
minus vienetas. Taigi

Y1y .- Yak—2 = — 1.
Taciau
Yiyz .- Yagp—2 = (961902 . -~5C4k72)2,
priestara.

Kai n dalijasi i$ 4, tokie skai¢iai egzistuoja, pvz.,

T1,20, .. 2y =1,1,-1,-1,...,1,1, -1, —1.

Tada atitinkamos sandaugos yra 1,—1,1,—1,...,1,—1, o ju suma
lygi 0.

Atsakymas: kai n dalijasi is 4.
Tarkime, kad skai¢iu a; < as < ... < a, bendras maziausias kar-

totinis lygus m . Tada skaiciai

m m m m
— < < < — <=
Qp Qp—1 a2 ay

yra skirtingi naturalieji skai¢iai. Vadinasi, m/a; > n, todél m >
naj .

Pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiu nelygybe, gauname
(10203 + A40506 + A7a8A9
Z 3\3/0410,2 ...Q9

=3V1x2x3...x9=3¢70x 722
>3 x 71 =213.
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13.

14.

15.

Vadinasi, ta maziausioji reiksmeé yra ne mazesné uz 214. Kita vertus,
2X5XT+1x8x9+3x4x6=214,
todél maziausioji reiksme yra lygi 214.
Atsakymas: 214.

Pakeite x i 1/x, gauname, kad

f(1/x) = 3f(w) = 3"

Sudéje sia lygybe, padauginta i$ 3, su f(x) — 3f(1/x) = 3%, gau-
name, kad

—8f(x) = 3% + 31/,
Vadinasi,

3z + 31+1/x
floy =TT

Atsakymas: vienintelé tokia funkcija yra —(3% 4 31+1/)/8.

Tegul
3a1 =as+ ...+ an,

3as =ay+az+ ...+ an,

3ap, =a1+ ... +ap_1.

Jei a1 +as+ ...+ a, = s, tai, sudéje visas lygybes, gauname

3s=(n—1)s.
Vadinasi, (n —4)s = 0, todél n = 4, arba s = 0. Tadiau, jei
s =0, tai 3a; = —ay,...,3a, = —a,. Tai imanoma, tik kai
a; =as =...=a, =0, kas prieStarauja uzdavinio salygai.

Kai n =4, tinka, pavyzdziui, skai¢iai 1,1,1,1.
Atsakymas: 4.

Bet koki teigiama skaic¢iu galima uzrasyti 9 skaic¢iu, kuriu desimtai-

nése israiskose téra 0 ir 1, suma. Jei = > 0, taip uzrasykime

x
§:I1+1‘2—|—...+1‘9.
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Tada

x:3(§):3x1+3x2+...+3x9.

Skaiciu 3z1,3x2,...,3x9 deSimtainése iSraiskose yra tik 0 ir 3. Vad-
inasi, bet koki teigiama skaiciu (taip pat ir v/2 ) galima uzrasyti 9
skaiciu, kuriu iSraiskose yra tik 0 ir 3, suma.

Kadangi a + b+ ¢ = 2, tai a,b,c < 1 (priesingu atveju, viena
trikampio krastiné yra didesné arba lygi uz kitu dvieju suma). Taigi

(I-a)(1=0b)(1—-¢)>0.
Kadangi

(I-a)(1-b)(1—-¢c)=1—-a—b—c+ab+ac+ bc— abc
=—14ab+ ac+ bc— abc

(a+b+c)?—a?— b2 —c?

= -1+ 5 — abe
:1—&2—'_[)2—’_62 — abc,
2
tai

ir

a? +b% + ¢ + 2abe < 2.
Galima jrodyti, kad reiskinio
a? +b% + 2 + 2abe

maksimumas, kai a, b, ¢ yra trikampio, kurio perimetras 2, kras-
tinés yra pasiekiamas, kai a = b =c¢=2/3 ir lygus 52/27.
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17. Tegul F yrakrastiniu AB ir DC tesiniu sankirtos taskas (1 pav.).

1 pav.

Kadangi
AE DE AD 3

BE 0D BC %
tai 2AE = 3(AF —10), AE = 30. Taip pat i§ 2DE = 3(DE —24)
iSplaukia, kad DFE = 72. Kadangi

302 + 722 = 782,

tai trikampis AED yra statusis.

Tegul F' yra atkarpos AB vidurio taskas, o G — apskritimo lieti-
mosi su DFE taskas. Jei O — apskritimo centras, tai OF EG yra
staciakampis. Vadinasi, apskritimo spindulys yra lygus

OG:FE:AE—%AB:%.

Atsakymas: 25.
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18. Tegul O yra apskritimo centras, o F' — statmens, nuleisto i§ O i
atkarpa AB, pagrindas (2 pav.).

2 pav.

Jei E yra atkarpos CD tesinio sankirtos taskas su apskritimu, tai
is

AD x BD =CD x DE

gauname, kad DE = CD = /2. 1§ trikampio AOF gauname, kad
OA=+/3, OF =+/3/2. Todél FD =1/2 ir OD = 1. Vadinasi,
trikampis AOD yra statusis, taip pat ADO = 60° , CDA = 30°.
Trikampio ABC plotas yra lygus

AB x CDcos60° 32
2 o4

Atsakymas: 3v/2 /4.
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2

19. Imame, pavyzdziui, plokstumoje Ozy, puse parabolés y = z= su

20.

x>0 (3 pav.).

3 pav.

Pirmayji skrituli, kurio skersmuo lygus 1, padedame, pavyzdziui taip,
kad jo centras biitu taske (1,1). Tarkime, kad ant tos pusés parabo-
lés jau sudéjome n skrituliu, kuriu skersmenys 1,2,...,n taip, kad
jie tenkina uzdavinio salyga, o ju centrai yra ant parabolés. Aisku,
kad bet kokia tiesé, turinti bendru tasku su 2 skrituliais, gali buti
uzrasyta y = kx +c su k > 0. Kadangi 22 auga grei¢iau negu
kx + ¢, tai visada (pakankamai aukstai) galima padéti ir n + 1-aji
skritulj.

Atsakymas: galima.

1 biidas. Bet koki trikampi galime vidurio linijomis padalyti i 4
panagius trikampius (4 pav.).

4 pav.
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Vél dalijant viena i keturis ir t. t. matome, kad bet koki trikampi
galima padalytii 14 3k panaSius trikampius (5 pav.).

5 pav.

Kadangi 14+3x666 = 1999, tai galima padalyti ir i 1999 trikampius.

2 biidas. Trikampi, kurio kampai 90°, 60° ir 30°, isvesdami i$
staciojo kampo aukstine, dalijame i du trikampius su kampais 90,
60° ir 30° (6 pav.).

6 pav.
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Tesiant taip pat, matome, kad toki trikampi (7 pav.)

7 pav.

galima padalyti i bet koki skai¢iy panasiu trikampiu.
Atsakymas: taip.
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Organized by

VILNIUS UNIVERSITY

Sponsored by

INFO-TEC

BALTIC AMADEUS

Publishing house ALMA LITTERA
Publishing house AMZIUS
Publishing house TEV

Publishing house TYTO ALBA

14th LITHUANIAN TEAM CONTEST IN MATHEMATICS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS AND INFORMATICS,
VILNIUS UNIVERSITY
1999 10 02

1. Solve the system of equations
a3 + 482 = 4(322 + 16),
y® + 482z = 4(322 + 16),
23 4+ 48y = 4(3y? + 16).

2. Find the minimal value of the expression

1+a? 15 4 b2 + 2 6+ b2
15 4+ b2 + 2 1+ a? 10 + a2 + ¢2
10 +a? 4+ 2 9+c? 74 a? + b2
6 + b2 7+ a2 + b2 94¢2

where a, b and c are integers.

3. Find the integer solutions of the equation

cos (g (3:10 +3— \/9352 + 178z + 969)) =1.

4. Find the maximal value of the expression

ab + be + abed — a — b — abe — bed
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10.

11.

under assumption that

and determine all such quadriples (a,b,c,d) for which this value is
attained.

. The triple (a,b,c) of some non—zero integers satisfies the condition

b
2424583
b ¢ a

Show that abc is a cube of an integer.

. Prove that the equation

a1999 =+ b1999 4 C1999 — d2000

has infinitely many solutions in positive integers.
All roots of the polynomial az* + bz + cx + 7 are non-real. Prove
that

6a+5 > |3b+ |

. To an n -digit number we add the number obtained by writting the

digits of the initial number in reverse order. Determine whether this
sum always has at least one odd digit in the case if

a) n=1999 7
b) n = 20007
c) n=20017

101 points belong to the square with the side equal to 1. Prove that
at least 5 of the points can be covered with the circle of diameter
2/1.

Find all positive integers n for which it is possible to find n num-
bers x1,x2,...,z, each of them being equal to —1 or 1 satisfying
the condition

T1To + Toxz + X34 + ... + Tp_1Tpn + Tpr1 = 0.

Prove that the least common multiple of n different positive inte-
gers a; < as < az < ...<a, is at least na; .
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Find the minimal value of the expression
(10203 + A40506 + A7a8A9

lf {al,ag,...,ag} = {1,2,3,...,9}.
Determine all functions f(x) which are defined for every real x # 0
satisfying the condition

Fa) = 3f(1/x) = 3",

Several non-zero numbers are written on the blackboard. Each of
them is equal to one third of the sum of the remaining ones. How
many numbers are written on the blackboard?

Prove that /2 can be represented as a sum of nine numbers whose
decimal digits are either 0 or 3.

The sides of a triangle with perimeter 2 are equal to a, b and c.
Prove that
a® +b% + ¢ + 2abe < 2.

The leqs AB and BC of trapezoid ABCD are equal to 78 and
52, respectively. Find the radius of the circle passing through points
A, B and tangent to the prolongation of the side CD .

The chord AB is adjacent to the arch of 120° of a circle. The
point C' belongs this arch, and the point D belongs to the chord
AB . Suppose that AD =2, BD =1, CD = /2. Determine the
area of the triangle ABC'.

Is it possible to locate the circles with radii 1,2,3,... in a plane in
such a way that each line in this plane has common points with at
most two circles?

Determine whether there exists a triangle such that it is possible to
divide it into 1999 triangles each of them being similar to the initial
triangle?
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Tarptautiné komandiné matematikos olimpiada
Baltijos kelias 99

Reikjavikas (Islandija) 1999 11 06

. Raskite visus realiuosius skaic¢ius a,b,c ir d, tenkinancius lygciu

sistema
abc+ab+bc+cat+a+b+c=1,

bed+bc+cd+db+b+c+d=29,
cda+cd+da+ac+c+d+a=9,
dab+da+ab+bd+d+a+b=9.

. Raskite visus naturaliuosius skai¢ius, pasizymincius savybe, kad

treciojo laipsnio Saknis i§ jo gaunama nubraukus paskutinius tris
jo desimtainés israiskos skaitmenis.

. Raskite visus naturaliuosius skai¢ius n > 3, su kuriais nelygybeé

ai1as +asaz + ...+ ap_1an +ana; <0

yra teisinga visiems realiesiems skai¢iams aq,...,a, , kuriu suma
yra lygi nuliui a; +...4+a, =0.

. Visoms teigiamu realiuju skai¢iu poroms (z,y) apibrézta funkcija

f(z,y) = min (aj, %W)

Trodykite, kad atsiras tokia pora (xg,yo), kad f(x,y) < f(zo,y0)
visoms teigiamu skai¢iy poroms (z,y). Raskite f(zo,yo) -

Taskas (a,b) priklauso apskritimui 2 + 32 = 1. Apskritimo lies-
tiné, iSvesta per ta taska, turi vieninteli bendra taska su parabole
y = x? + 1. Raskite visus tokius taskus (a,b) .

Kiek maziausiai é¢jimu reikia padaryti Sachmatu zirgui, kad jis patek-
tuis n xn (n > 4) matmenu Sachmaty lentos vieno kampinio
langelio i kitame istrizainés gale esanti kampini langeli?

Du sachmatu lentos langelius vadinsime gretimais, jeigu jie turi
bendra krastine arba bendra virSune. Ar gali karalius, pradéjes
marSruta kuriame nors langelyje, pabuvoti visuose likusiuose lan-
geliuose po viena karta, kad visi karaliaus éjimai, iSskyrus pati pir-
maji, yra atliekami i langelius, kurie yra gretimi lyginiam jau ap-
lankytu langeliu skai¢iui?
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. Turime 1999 skirtingo svorio monetas bei itaisa, kuris viena ope-

racija nustato, kurios i$ triju paimtu monetu svoris yra vidurinis.
Irodykite, kad tiikstantoji pagal svori moneta gali biiti surasta at-
likus ne daugiau kaip 1000000 tokiu operaciju ir kad tai yra vienin-
telé moneta, kurios pagal svori uzimama vieta gali buti nustatyta
tokiu itaisu.

. Kuba, kurio briauna lygi 1, padalijame i 27 vienetinius kubelius.

Skaiciai 1,2,...,27 yra bet kaip isskirstomi po viena i kiekviena kubeli.
Apskaic¢iuojame visas sumas is triju skai¢iu, paimtu kurios nors kubo
briaunos kryptimi. Yra 27 tokios sumos (kiekvienoje is 3 krypéiu,
lygiagreciu kubo briaunoms, galima sudaryti 9 tokias sumas). Kiek
daugiausiai i§ tu 27 sumu gali buti nelyginés?

Ar galima vienetinio skritulio taskus suskaidyti i tris poaibius taip,
kad né viename poaibyje nebutu jokiu dvieju tasku, atstumas tarp
kuriu lygus 1?7

Bet kaip paimti 4 plokstumos taskai, is kuriu jokie trys néra vienoje
ties¢je. Irodykite, jog atsiras toks per tris i ju einantis apskritimas,
kad ketvirtas taskas priklauso tam apskritimui arba yra jo viduje.
Trikampio ABC krastinés tenkina lygybe 2AB = AC + BC'. Iro-
dykite, kad ibréztinio ir apibréztinio apskritimu centrai bei krastiniu
AC' ir BC vidurio taskai priklauso vienam apskritimui.
Trikampio ABC kampu A ir B pusiaukampinés kerta krastines
BC ir CA atitinkamai taskuose D ir E. Raskite kampa C, jei
AB=AFE+ BD.

Lygiasoniame trikampyje ABC turime AB = AC. Tagkai D ir
E priklauso atitinkamai krastinems AB ir AC. Tiesé, einanti per
taska B lygiagreciai AC , kerta tiese DE taske F', o tiesé, einanti
per taska C' lygiagreciai AB , kerta tiese DE taske G . Irodykite,
kad keturkampiu DBCG ir FBCE plotu santykis yra lygus AD
ir AE ilgiu santykiui.

Trikampio ABC' kampas C = 60°, 0 AC < BC. Krastinés BC
taskas D tenkina salyga BC = AC . Krastine AC pratesiame iki
tokio tasko F, kad AC = CE . Irodykite, kad AB = DE.
Raskite maziausia nattraluji skai¢iu k, kuri galima uzrasyti pavi-
dalu k£ =19" — 5™, kur m ir n — naturalieji skaiciai.

Ar egzistuoja tokia baigtiné sveikuju skaiciu cq,...,c, seka, kad
visi skai¢iai a+cq,...,a+c, butu pirminiai su daugiau kaip vienu,
bet ne su be galo daug skirtingu sveikuju skaic¢iu a ?
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18.

19.

20.

m yra toks naturalusis skai¢ius, kad m+2 dalijasi i§ 4. Irodykite,
kad egzistuoja ne daugiau kaip vienas toks skaidinys m = ab, kur
a ir b yra naturalieji skai¢iai, tenkinantys salyga

0<a—b<\/b+4vVdm + 1.

Irodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiu lyginiu naturaliyju
skai¢iu k, kad su kiekvienu pirminiu skai¢iumi p skai¢ius p® + k
yra sudétinis.

Pirminiai skai¢iai a,b,c ir d tenkina salyga a > 3b > 6¢ > 12d, o
a? — b% +c? — d? = 1749 . Raskite visas galimas reikinio a2 + b% +
c? 4+ d? reikdmes.
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XV LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2000 09 30

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS. Leidyklos
ALMA LITTERA, AMZIUS, TEV, TYTO ALBA.

Organizacinis komitetas: R. Kasuba (pirmininkas), A. Dubickas.

Vertinimo komisija: A. Dubickas (pirmininkas), G. Alkauskas,

A. Birstunas, M. Bloznelis, V. Cekanavicius, P. Drungilas, M. Galvo-
nas, R. Garunkstis, R. Grigutis, R. Jodelis, M. Juodis, R. Kasuba,

V. Kazakevicius, A. Klivecka, R. Leipus, K. Liubinskas, V. Mackevicius,
J. Macys, H. Marksaitis, G. Murauskas, A. Plikusas, A. Posochovas,
V. Stakénas, E. Stankus, R. Zoveé, S. Zubé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta ir profesoriaus Jono Kubiliaus pereinamasis prizas —
Vilniaus tiksliuju, gamtos ir technikos moksly licéjaus pirmajai
komandai. Antroji vieta — Kauno technologijos universiteto gim-
nazijos pirmajai komandai. Trecioji vieta — Visagino komandai.

Komanda 112(3|4]5(6/|7|8[9[1011|12/1314{15{16{17]18[1920 > | Vit.
Vilniaus lic. I~ |2|0(5|5|4|2|7|1|8|3|5|0(6|5|5|5|5|5|7|0|80| 1
KTU gim. I 0|1|1{5|7|5|7{1{0|0|0|5|6[5|5|5|5|5[0|0] 63| 2
Visagino 0/0|5(5|4|4|3|7|0|0|5|0]|4|3|5|5|1|5[4|0]|60| 3
Panevézio 0]2|5(54|5/0]{0|0|0|5|5|6|5|1|5|5|5|0|0] 58| 4
Vilniaus 0(1|5]0|2|4|3{1|{1|0|5|5]|4({0]|1]|0|4|5[7|5]|53| 5
KTU gim. II 2|0|415|7|5/0]0|3|0|5|3]|0|5]|2|0|5]|0[{4|0| 50| 6
Kauno ,,Saulé“ |0{1|5]3]|0]|5|0|1|4|0|{0|5[1|0|2|5|5|5|0|5|47 | 7-9
Kretingos 0]/0|5]5|1|5/2]0{0|0|5|0]|0[5|2|5|5|2|0|5| 47| 7-9
Siauliy 0{1|5(5|0|5/3]0{0|0|5|1]|2]5|0[{5|0|5[|0|5| 47| 7-9
Mazeikiu 0/0]5]|5|4|4]|0/0/0|0|5]|4|0|0|1|3|5|5]|0|1|42]| 10
Klaipédos 0/0|0]0|0|5/0{7|{0|0|5|1]|0[0|5|5|1|5]|0|5|39| 11
VU Fizikos fak. [0{0]5]5|4]|0|2|1|0{0|0]3]0[{0]|1]2|2|5]1]|2|33| -
Taurageés 0/1|5(5]0({5|0{1{3|0]{0(0]|0(0|2]0|5|5|0|0] 32| 12
Vilniaus lic. II |{0{1{5]|5|0]|4|3|1{0{0{0]|0[0{0|1]{0{2|0]|0|5|27 |13-14
Pasvalio 2|0]0]5|4|0]|0|1|0{0|{5]|0|0|0]|0|5|5|0]0|0| 27 |13-14
Palangos 0/1|5(3]0]{0|0{0{0|0|0|1]|0(0|1]0|3|5|0|5]24| 15
Kupiskio 0/0|5(4|0{0|0{0|0|0|0|0|0(0|1]{5|3|0|0|0] 18| 16
Raseiniu 0/0|0]0|0|1|0{0|0|0|0|1]|0({0|0]|0|2|5(0|0] 9 | 17
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Vilniaus universiteto Fizikos fakulteto pirmakursiy komanda daly-
vavo be konkurso.

Issamus kiekvieno uzdavinio sprendimas buvo vertinamas 5 balais.
Be to, uzdavini teisingai iSsprendus tik vienai komandai jai buvo pride-
dami 3 balai, dviem komandoms — po 2 balus, trim komandoms — po 1
bala.

Uzdaviniy salygos
1. Kokia maziausia reiksme gali igyti reiskinys
(T—21)® + (@1 — 22)> + (w2 — 23)> + ... + (T1999 — T2000)° + T3000,

kai x1,x9,...,To000 yra realieji skaiciai?

2. Ar gali reiskinys

1 1 1
1+ 5)1+—=)...(1+ —=
(14 )0+ ) (4 o)
igyti sveikaja reikSme, kai a1, ao,...,a, yra skirtingi, didesni uz 1,

naturalieji skaiciai?

3. Isspreskite lygti

V=322 + 18z + 37 + /=522 + 30z — 41 = /22 — 6z + 109.
4. Irodykite, kad
23+ + 2% = 3ayz,

jel x,y,z yra realieji skaiciai, tenkinantys salyga x +y+2=0.

5. Raskite visas parametro a reikSmes, su kuriomis lyg¢iu sistema

ax? 4+ 2y =a+ 2,
202% + (a+ 1)y = 2a + 4

neturi sprendiniy.
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. Irodykite, kad lygtis m™ + m"™ =m
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. Irodykite, kad lygciu sistema

m? —n? =11,
r?—om?=1

neturi sveikuju sprendiniu.

2000s

a) turi bent viena nattiraluji sprendini (m,n,r,s);

b) turi be galo daug nattraliuju sprendiniu;

c) raskite visus Sios lygties natiiraliuosius sprendinius.

. Tegul zi1,z3,...,T2000 yra teigiami realieji skai¢iai, tenkinantys

salyga
I +£L’2+...+.’E2000:1.

Irodykite, kad

) > 39982000,

1 1
(1998 + —)(1998 + —) ... (1998 +
xr1 ) L2000

. Teigiamu realiuju skai¢iu pora (z,y) tenkina salygas y > x, 2+

1 =3z ir y>+1=3y. Irodykite, kad y = vx +2.
Naturaluji skaiciu n vadiname iSskaidomu, jei egzistuoja naturalieji
skai¢iai m ir d, tokie kad

m+1 m+2

"TUr1 T dy2

a) Raskite bent viena neiSskaidoma naturaluji skai¢iu, didesni uz
1000 .

b) Trodykite, kad bent 1922 aibés {1,2,3,...,2000} skaiciai yra
iSskaidomi.

Raskite visas natiiraliasias n reik§mes, su kuriomis reiskinys (5n2+
6)/(n +2) irgi igyja natiiraliasias reikSmes.

Raskite visas naturaliasias n reikSmes, su kuriomis abu skaiciai
n+1 ir 16n + 1 yra sveikyju skaiciu kvadratai.

Raskite visas funkcijas f(z), apibréztas, kai « > 0, tenkinancias

salyga
f(2209%) = 5f(272°%) +sinz.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Du zaidéjai pakaitomis reiskinyje
()8 + ()87 + (#)8° + (%)8” + ()8" + ()8° + ()87 + ()8

zvaigzdutes pakeicia skaiciais 3 arba —3. Irodykite, jog antrasis,
kad ir ka bedarytu pirmasis zaidéjas, visada gali pasiekti to, kad (po
8 ¢jimu) gautasis skaicius dalytusi i§ 13.

Ar egzistuoja realiuju skai¢iu trejetas (a,b,c), toks kad lygybé
(x+a)?+ (22 +b)? + (22 +c)* = 3z + 1)?

biity teisinga su bet kokiu realiuoju skai¢iumi x 7

Skritulio formos pica dviem statmenais pjuviais padalinama i ke-
turias dalis. Jonas paémé didziausiaja ir maziausiaja picos dali, o
Marytei atiteko dvi likusios. Ar gali Marytei atitekti daugiau picos
negu Jonui?

Trikampio ABC' krastiniu ilgiai AB = 13, BC = 15 ir AC =
14. Tegul BH yra kampo B aukstiné, o BM - pusiaukampiné.
Raskite trikampio BHM plota.

Trikampio ABC pusiaukampinés AD ir CFE kertasi taske F'.
Raskite kampo B dydi, jei taskai B, D, E, F sudaro keturkam-
pi, apie kuri galima apibrézti apskritima.

Dvieju panasiu trikampiu ABC ir A;B1;Cy po dvi kraStines su-
tampa: AB = A1B; ir AC = A;Cy. Ar butinai sutampa ju
treciosios kragtinés BC' ir B1Cy?

Ar galima kuba 1 x 1 x 1 suvynioti i kvadratini popieriaus lapa
3x37

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

. Pazymékime 1 -z = y1,21 — 22 = Y2, .., Tn—2 — Tn—1 = Yn—1,

Tp—1 = Yn - Sudéje k pirmuju lygybiu gauname, kad
l—zp=y1+y2+...+ Yk,

kai k<n-—1,ir
l=y1+y2+...+yn,
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kai k =n. Vadinasi, zp =1 —y; —y2 — ... — yr . Turime surasti
maziausia reiskinio

y%+y§+...+y§
igyjama reiksme, kai

ity +...F+y, =1

Irodysime, kad ji yra pasiekiama, kai y1 = yo = ... =y, = 1/n
(tey. v1=(Mn—-1)/n,zo = (n—2)/n,...,2p—1 = 1/n) ir todeél ji
yralygi 1/n,t.y. 1/2001, kai n = 2001 .

1 biidas. Reiskinys

Zl§i<j§n(yl )

yra lygus

(=D +- v =2 iy

Kadangi
s — 2 2 2
2) s Vi = ) = (0 ),
gauname tapatybe
2 2 2 _ )2
it yn) =) = (- )
Jos desinioji pusé yra neneigiamas skaicius, kuris lygus nuliui tada

ir tik tada, kai y; = ys = ... =y, . Vadinasi,

1 1
yf+---+yiZg(y1+--~+yn)2:;

Lygybe ¢ia gauname tada ir tik tada, kai visi yi yra lygis. Kadangi
ju suma lygi 1, tai visi yp yra lygis 1/n.

2 budas. Pirmasis budas gali atrodyti labai formalus. Maziausia
reikSme galima nesunkiai rasti prieSingos prielaidos metodu.

Tarkime, kad egzistuoja y1,ys,...,y, tokie, kad ju suma yra lygi
1, o kvadratu suma pasiekia mazesne uz 1/n reikdme, kai yp # ys .
(Jei visi yx butu lygts, tai kvadratu sumos reiksmeé biutu lygi 1/n.)
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Pakeiskime vy 1 (yr+vys)/2 it ys 1 (yp+ys)/2. Sumos yi1+...+y,
reiksmeé nepakis: ji bus lygi 1. O kvadratu suma dar labiau sumazés,

nes
Yk + Ys

2 1
yﬁﬂf*?( ) = i(yk*ys)2>07

todeél

(yk +ys>2 n (yk + ¥s
2 2
Vadinasi, maziausioje kvadratu sumoje (jei tokia egzistuoja!) visi
yr yra lygts (jei bent du nelygis, tai tik ka irodéme, kad egzis-
tuoja dar mazesné reikdmeé). Egzistavima ¢ia butu galima jrodyti
pereinant prie ribos, taciau griezto irodymo ¢ia nepateiksime.
Atsakymas: 1/2001 .

2
) <yi+yl.

. Kadangi kiekvienas daugiklis reiskinyje yra didesnis uz 1, tai ir

pats reiskinys, kad kokie bebutu teigiami aq,aso,...,a, , yra dides-
nis uz 1. Kita vertus, reiskinys igyja savo didziausia reikSme, kai
ai,az,...,a, yra maziausi skaiciai, tenkinantys uzdavinio salyga.

Todél reigkinio reikémé negali buti didesné uz

o (1+%)(1+%)...(1+ﬁ).

Irodysime, kad su visais naturaliaisiais n §i reikdmé yra mazesné
uz 2. Kadangi tarp 1 ir 2 néra naturaliuju skaiciu, i ¢ia iSplauktu,
jog tas reiskinys sveikosios reiksmés igyti negali.

1 budas. Sumazindami vardiklius, reikSme 7, padidinsime:

rn<<1+221_1)(1+32—1_1)...(1+m)

22 32 (n+1)2
221321 " (n4+1)2 -1

Cia skaitiklis yra lygus ((n + 1)!)2 , o vardiklis —

2-1)2+1)B-1)B+1)...(n+1—Dn+1+1) %n!(n+2)!

Skaitiklio ir vardiklio santykis yra lygus
2n+ 1)1 2(n+1) 5 2

nl(n+2) n+2 n+2



35

Jis yra mazesnis uz 2, ka ir reikéjo irodyti.
2 biidas. Logaritmuokime:
1 1 Q+—1)+1 (L+1)+ +10g (1+ ! )
ogr, = lo — o — ...+1o —).
g g 22 g 32 g (n + 1)2

Cia log arba In (kaip daznai zymima mokykloje) yra pagrindu
e. I8 nelygybés log(1 4 z) < x (kuria galima irodyti suskai¢iavus
pirmaja isvestine) iSplaukia, kad

11 1
sttt

10g 7 -
O8Tn < 53 T 33 (n+1)2

Neprarasdami bendrumo, laikykime, kad n > 4. Tada

i+i+i+i+i+ +—i—

22 032 42 52 0 62 T (n+1)2

1+1+1+ ! + ! +...+ !

49 16 4-5 5-6 7 nn+1l)

L R S SN S NS S 1o

4 9 16 4 5 5 6 n n+1

SR R S TS SRS N SN SO N S 4

49 16 4 n+l1 49 16 4 144
Vadinasi,

ry < T/ —=1.06... < 2.

Suma 1 1 )

galima jvertinti i§ virSaus begaline suma

1
Zkzzﬁ'

Tokia suma pagal visus naturaliuosius k > 1 yra lygi Rymano dzeta
funkcijos reik§mei ((2). Pastaroji yra lygi m2/6. Taigi tikslus
sumos jvertis butu

o < €™ /671 = 1,905... .

Atsakymas: negali.
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3. Pazymeékime t = 2% — 62 + 9 = (z — 3)?. Tada

—322 4+ 18z + 37 = 64 — 3t,
—522 4+ 30z — 41 = 4 — 5¢,
2% — 62 + 109 = 100 + .

Turime lygti

V64 — 3t + V4 — 5t = /100 + ¢,

kur t = (z — 3)2 > 0. Irodysime, kad ja tenkina vienintelé reiksme
t = 0, kuria atitinka vienintelé x reikSémé x = 3.

1 biidas. Kadangi t > 0, tai v/64 —3t < /64 =8, v4—5t <
V4 = 2, todél kairioji lygties pusé nevirsija 10. Desinioji pusé
V100 +¢ > /100 = 10, todél ji lygi kairiajai tada ir tik tada, kai
t=0.

2 biidas. Keldami kvadratu gauname, kad

68 — 8t 4+ /(64 — 3t)(4 — 5t) = 100 + t,
21/256 — 332t + 15¢2 = 32 — Ot,

1024 — 1328t + 60t = 1024 — 576t + 8112,
752t + 21t% = 0.

Si lygtis turi tik viena neneigiama Sakni ¢t = 0, kuri tenkina ir
pradine lygti.
Atsakymas: © =3.

. 1 buadas. Kadangi z = —(x + y), turime

Byl =3y — (v +y) = —3xy? - 32y
= —3zy(z +y) = 3zyz.

2 budas. Is tapatybés
P22 By = (r+y+2) @+ 97+ 22—y — 2z — y2)

iSplaukia, kad desinioji pusé yra lygi 0, kai  +y+2=0.
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3 budas. Keliame kubu:
0= (x+y+2)>=a®+3>+2°+3zy(x +y)
+3xz(z 4+ 2) + 3yz(y + 2) + 6wyz = 2° + 9° 4+ 2° — 3wyz
— 3zyz — 3zyz + 6zyz = 25 + % + 23 — 3zyz.

4 budas. Keliame kubu lygybe z = —(z + y):

2= —2® —y® —Bay(zr +y) = —2® —y* + 3wy2.

. 1 biidas. 1§ pirmosios lygties gauta lygybe y = (a + 2 — az?)/2
istate i antraja lygti, gauname

a+1

2022 + (a+2—az?®) =2a +4.

Dauginame abi puses i§ 2. Tada

4az® + (a+1)(a+2) — a(a + 1)2® = 4a + 8,
(3a —a*)z? +a* —a—6=0,

a(3 —a)z? + (a+2)(a—3) =0,

(3—a)(az* —a—2)=0.

Jei a = 3, tai imdami bet koki z, o y = (5 — 32?)/2, gauname
lygties sprendini.

Jei a =0, gauname lygybe —6 = 0, prieStara. Sistema sprendiniu
neturi.

Jei a#0 ir a # 3, tai 22 =14 2/a. Si lygtis turi sprendini tada
ir tik tada, kai 14 2/a > 0. Tada ir sistema turi sprendinj, imant
y = (a+2—az?)/2. Lygtis 22 = 1 + 2/a neturi sprendiniu, jei
14+2/a < 0. Akivaizdu, kad néra teigiamu a reiksmiu, su kuriomis
biitu teisinga §i nelygybé. Jei a neigiamas skai¢ius, dauginame abi
nelygybés puses is teigiamo skai¢iaus —a . Gauname, kad —a—2 <
0, t.y. a> —2. Vadinasi, nelygybés 1+ 2/a < 0 sprendiniu aibé
yra intervalas (—2,0).

Todél, lygciu sistema neturi sprendiniu tada ir tik tada, kai —2 <
a <0 arba a =0, t.y. kai a priklauso intervalui (—2,0].
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2 budas. 18 antrosios lygties atimkime pirmaja, padauginta is 2.
Gauname, kad

(a—3)y =0,
Vadinasi, a =3 arba y=0.
Pirmuoju atveju, kai a = 3, lygciu sistema turi sprendini, pavyz-
dziui, z=y=1.
Antruoju atveju, kai y = 0, lygéiu sistema neturi sprendiniy, kai
lygtis az? = a + 2 neturi sprendiniu. Aisku, kad $i lygtis neturi
sprendiniu, kai a = 0. Jei a # 0, ji neturi sprendiniuy, kai 14+2/a <
0. Si nelygybé, kaip jau irodéme pirmuoju budu, yra teisinga, kai
—2 < a < 0. Vadinasi, lygé¢iu sistema neturi sprendiniu, kai —2 <
a<0.

Atsakymas: —2 < a<0.

1 biidas. 18 pirmosios lygties
11 =m? —n? = (m—n)(m+n)

iSplaukia, kad m ir n tenkina nors viena i$ keturiu lygciu sistemu

(1) m—-n=1, m+n=11,

(2) m—n=11, m+4n=1,

(3) m—n=-1, m+n=-11,

(4) m—n=-—11, m+n=-1.

Visos jos turi po viena sprendini: m = 6, n = 5; m = 6,
n=-5; m=—-6, n=-5; m=—6, n=2>5. Visais atvejais, n =
5 arba n = —5, todél n? = 25. I§ antrosios lygties gauname, kad

r? = 51. Tokio sveikojo skai¢iaus r néra (72 < 51, 0o 8% > 51),
todél lygciu sistema sprendiniu neturi.

2 budas. Kadangi r yra nelyginis skaicius, tai » — 1 ir r + 1 abu
yra lyginiai. Todél

m?=r*—1=(r—1)(r+1)

dalijasi i§ 4. Vadinasi, n — lyginis. IS pirmosios lygties matome,
kad tada m yra nelyginis skaicius. Todél

11 =m? —n? = (2m; +1)% — (2n1)?
=4m? +4my —4n2 4+ 1 =4k + 1,
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kur m;, ny ir k yra sveikieji skaiciai. Taciau lygybé 10 = 4k yra
negalima, nes k yra sveikasis skaicius. Priestara.
Atsakymas: (.

. 1 budas. Jei m = 1, tai kairioji lygties pusé yra lygi 2, o desinioji
— 1, priestara. Vadinasi, m > 2. Kadangi n ir r jeina i lygti
simetriskai vienas kito atzvilgiu, neprarasdami bendrumo, galime
laikyti, kad n <. Turime

mQOOOS _ mn + m’r < er < mrJrl

- — )

todél 2000s < r 4+ 1. Lygybeé ¢ia galima tik tuo atveju, kai n =r
ir m = 2. I8 nelygybés m” < m?°%%% igplaukia, kad r < 2000s .
Kadangi s ir r yra nattralieji skaiciai, tai r = 2000s — 1. Lygties
sprendiniai yra

(m,n,r,s) = (2,2000t — 1,2000¢t — 1,¢),
kur ¢ — nattralusis skaicius.
2 biidas. Veél laikykime, kad n < r. Padalije i§ m™ , turime lygti
m2000s—n _ 1 | gyr—n
mrfn(mZOOOsfr _ 1) -1

Jei m = 1, lygtis sprendiniuy neturi, nes kairioji pus4 lygi nuliui.
Jei m > 2, naudodamiesi nelygybe r < 2000s, gauname kad

mi—" = m200057r —1=1.

Vadinasi, 7 = n ir 2000s —r = 1, i§ kur lengvai gauname visu
sprendiniu aibe.
Atsakymas: (m,n,r,s) = (2,2000t — 1,2000t — 1,t),
kur t — natuiralusis skai¢ius.

. Tegul n = 2000. Irodysime nelygybe

(n—2+%>(n—2+i>...<n—2+i> > (2n—2)",

Z9 iy

kur z1,2x9,...,x, yra teigiami realieji skaic¢iai, tenkinantys salyga

l’1+l’2++$€n:1
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1 budas. T Minkovskio nelygybe
’{/(al +b1)(an—|—bn) > Yai...a, + A by bn,

kuri teisinga su visais neneigiamais skai¢iais aq,...,ay,b1,...
istatykime
alzagz...:an:n—Q,
1
bl =
T
1
b, = —.
Tn

Gausime nelygybe

’{/(n—2+;)...<n—2+;)

> 3 (n—2)n+(;)un:n—2+%

T1...Tp

Pritaike aritmetinio ir geometrinio vidurkiu nelygybe

r1+...+ Ty > n
T_ VL1 .-.-Tn,

gauname, kad /1 ...z, < 1/n. Todél
1
n—24+———2>n—-24n=2n-—2
ir keldami n -tuoju laipsniu turime

(n—2+i)...(n—2+i) > (2n— 2)".

I In
2 budas. Tegul 1 < k < n. RaSome

1 —2 1
nogy L=+l
T Ty

1+ ... Faxg1+(n—Dag+ Tk + ...+ 2y
T '

7bn5
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Kadangi (n—1)xy yralygus n—1 elemento x; sumai, tai, pritaike
aritmetinio ir geometrinio vidurkiu nelygybe, gauname, kad

1+ ...+ a1+ (n—Dag+ k1 +...+2n
2n — 2

Todél

> (2n — 2) 2"_\2/331 . xk_lxllc_"xk_,_l e Ty

Sudaugine tokias nelygybes su k= 1,2,...,n gausime, kad

(n—2+i)...(n—2+i) > (2n —2)".

X1 LTn

. 1 biidas. Pazymékime f(t) =t3 — 3t + 1. Kadangi

f(=2)=-1,
f(=1) =1,
f0) =1,
f1) = -1,
f(2) =3,

tai lygtis f(t) = 0 turi tris realiasias Saknis intervaluose (—2,—1),
(0,1) ir (1,2). Pazymékime jas atitinkamai z, = ir y. Pastebé-
kime, kad jei u yra lygties f(t) = 0 Saknis, tai ir u? — 2 yra tos
lygties saknis. IS tiesu,

fw?=2)=w?-2)*-3w? —2)+1=u’ —6u* +9u* -1
=u®—3u)? —1=(u’—3u—1)(u*—-3u+1)
= f(u)(f(u) +2),
todél is f(u) = 0 iSplaukia, kad f(u? —2) = 0. Taigi aibés {z? —

2,y% — 2,22 -2} ir {z,y,2} sutampa. Aisku, kad y* —2 # y, nes
0 <y<1. Taigi 4> —2 = 2z arba y> — 2 = 2. Pakanka jrodyti,



42

kad pirmojo atvejo negali biiti. Jei y? —2 =z, tai 2% —2 yra lygu
y arba x. Jei 22 —2 =y, tai 22 — 2 = 2, kas nejmanoma, nes
x < 1. Taigi 22—2 =21, todél 22 -2 =y. Lygybé 22 =2+y yra
negalima, nes jos karioji pusé yra mazesné uz 1, o desinioji didesné

uz 3. Irodéme, kad 32 —2 =z, todél y =z + 2.

2 budas. Lygti 2 +1 = 3z, kur 0 < 2 < 1, perrasome tokiu
pavidalu
1=(1-2)*z+2).

Todél 1=(1—-2)Vz+2,t. ¥
(Vz+ 2)3 +1=3vVz+2.

Taigi +/x + 2 tenkina lygti ir yra teigiamas skai¢ius, didesnis uz 1.
Tarp lygties triju Saknu, toks skai¢ius yra tik ¢ . Todél vV +2=1y.

3 biidas. Irodysime, kad lygties ¢ 4+ 1 = 3t Saknys yra 2sin10°,
2sin50° ir —2sin 70" . I$ tiesu, kadangi

3sin a — sin 3«
4 b

(sina)® =
iraSe pirmaja reikSme i lygti, gauname
3t —t* = 6sin10° — 6sin 10° 4 25in 30° = 25in 30° = 1.
Irase antraja reikSme gauname
3t — 3 = 65in50° — 6sin 50° + 2sin 150° = 2sin 30" = 1.
IraSome treciaja reiksme:
3t —t* = —6sin70° + 65in 70° — 25in 210° = 25in 30° = 1.
Kadangi 0 <z <y, tai x =2sin10°, 0 y = 2sin50°. Tada

y? — 2 = 4sin? 50° — 25in 10° = 2(1 — cos 100°) — 2sin 10°
=2+ 2sin10° — 2sin 10° = 2

iry=+vr+2.
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10. 1 budas. Pastebékime, kad

_2_m—d+m—d_(m—d)(2d+3)
"TETUYT Tdre T W nd+2)

Skaiciai 2d + 3 ir d + 1 yra tarpusavyje pirminiai. Jei s butu ju
bendras daliklis, tai s dalytu 2d+3—2(d+1)=1,t.y. s=1.
Analogiskai, 2d+3 ir d+2 neturi bendru daugikliu. Vadinasi m—d
dalijasi i8 (d 4+ 1)(d + 2) be liekanos. Tai reiskia, kad egzistuoja
sveikasis skaic¢ius k toks, kad

m=d+k(d+1)(d+2).

Aigku, kad k yra neneigiamas, nes m > 0. Jei k=0, tai m=d,
skai¢ius n = 2 yra iSskaidomas. Tegul k£ > 0. Tada

n—2=k(2d + 3).

Skaic¢ius n > 2 yra iSskaidomas tada ir tik tada, kai n—2 dalijasi i§
nelyginio skaic¢iaus, didesnio arba lygaus 5. Vadinasi, skai¢ius n yra
neisskaidomas, jei jis gali buti uzrasytas kaip 242" arba 2+3-2",
kur r yra neneigiamas sveikasis skaicius. Pavyzdziui, skai¢ius

2+ 219 = 1026

yra neiSskaidomas, kas atsako i a) dali. IS viso, tarp pirmuju N
skaiciu (kai N > 5) yra 1+ [log,(/N —2)] skai¢iu, turin¢iy pavidala
242" . Tarp ju yra 1+ [logo(N — 2)/3] skaiciu, turin¢iy pavidala
2+3-2". Cia [..] zymi sveikaja dali. Viso turime

N —2 — [logy(N —2)] — [logy (N —2)/3]
iSskaidomu skaic¢iuy. Su reikSme N = 2000 gauname
1998 — [log, 1998] — [log,(1998/3)] = 1998 — 10 — 9 = 1979.
Kadangi 1979 > 1922, tai irodo b) dali.
2 biidas. Pazymékime m+1=u, d+1=wv. Tada

u u+1
n=-—4+ .
v v+1
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11.

12.

Imdami v = v? 4+ 2v gauname n = 2v + 3. Todél kiekvienas
nelyginis skaicius, didesnis uz 5, yra iSskaidomas (¢ia v > 2). Tegul
n = 2l su naturaliuoju [. IS lygties

1
o= 24
v v+1
gauname, kad
(v +1)
—v=———"4-"(-1).
K T Gl

Kadangi 2v(v + 1) ir 2v + 1 neturi bendru daugikliu, tai [ — 1

dalijasi i8 2v+1 (v > 2). Tai bus nejmanoma, kai [ —1 = 2" arba

I —1=3-2". Vadinasi, n yra neisskaidomas, kai n = 2 + 271!

arba n =24 32", Norint surasti visus neisskaidomus skaicius,
¢ia dar reikétu patikrinti n =3 ir n=5.

Atsakymas: Skaic¢ius 1026 yra neisskaidomas.

I8 viso 1979 neisskaidomi.

1 budas. Pazymékime n 4+ 2 =m > 3. Turime

5(m—2)24+6  5m2—20m + 26 2%
(m—=2)"+6_ 5m M+ 204 22
m m m

Todél m dalija 26. Kadangi m > 3, galimi du atvejai m = 13 ir
m = 26 . Atitinkamai, n =11 ir n =24.

2 biidas. Dalindami 5n2 + 6 i§ n + 2 ,,kampu“ gausime
5n% 46 = (5n — 10)(n + 2) + 26.

Vadinasi, 26 dalijasi i§ n 4+ 2. I§lygéiu n+2 =1, n+2 = 13,
n + 2 = 26 gauname du natiraliuosius sprendinius n = 11 ir n =
24 .

Atsakymas: n =11 ir 24.

Tarkime, kad n+1=m?2 ir 16n+1=d?. Tada 16m? —d?> = 15.
1 badas. Isskaidome 16m? — d? kaip kvadraty skirtuma

(4m — d)(4m + d) = 15.

Cia 4m+d > 5, nes m,d > 1. Galimas vienintelis atvejis 4m—d =
1, dm+d=15. Taigi m =2, d=7 ir n=3.
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14.
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2 biidas. I8 lygties 16m? — d?> = 15 aisku, kad d < 4m. Jei
d=4m—1,tai 15=16m% — (4m —1)2=8m —1, todél m =2 ir
n=23. Jei d=4m — 2, tai lygtis

15 =16m? — (4m — 2)* = 16m — 4
sprendiniu neturi. Jei d < 4m — 3, tai
d* + 15 < 16m?* — 24m + 24 < 16m>.

Lygybé galima tik kai m = 1. Tac¢iau tada n = 0 néra naturalusis
skaicius.

Atsakymas: n=3.
Lygtyje f(ac2000) = 5f(x_2000) +sinz pakei¢iame x — 1/z. Gau-
sime

F (2729 = 5£ (2299 4 sin(1/x).
Pridedame prie pirmosios lygties antraja, padauginta i§ 5:
f(2*) = sinz + 25f (2*°°) + 5sin(1/z).
Is ¢ia gauname, kad

_ sinz + 5sin(1/z)

(2200 = o .

1/2000

Pakeite = i x , gausime

sin (xl/QOOO) + 5sin (3:’1/2000)

fl@) = -

Atsakymas: Vienintelé funkcija
72714(8111 (z1/2ooo) 1 5sin ($71/2000)) '
1 biidas. Pastebékime, kad skaiciai 8% —8*, 87 —83 8682, 858
dalijasi i§ 13. Suskirstome skai¢ius i 4 poras: {8%,8%}, {87,8%},
{86,82}, {85,8}. Pirmajam Zzaidéjui irasius kokioje nors poroje
vienam skaic¢iui koeficienta 3 arba -3, antrasis kitam skaiciui toje
pacioje poroje raso atitinkamai -3 arba 3. Gautasis skaic¢ius dalysis
is 13.
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15.

2 biidas. Kadangi 8241 dalijasi i3 16, suskirstome i poras {8%,85}
{87,8%}, {8%,82}, {8%,8}. Dabar antrasis gali toje pacioje poroje
iradyti toki pat Zenkla. Kadangi po 8 éjimu visu poru sumos 43(88+
86), +3(87 +8°), £3(8% +82) ir £3(8% +8) dalijasi i§ 13, tai ir
gautasis skaicius dalijasi is 13.

1 biidas. Tarkime, kad toks trejetas egzistuoja. Kadangi lygybé
yra teisinga su visais realiaisiais « , tai ji teisinga ir su « = —1/3.

Taciau
(—%+a>2+(—;4—6)24—(—;4—8)2:0

tada ir tik tada, kai a =1/3, b= c¢=2/3. Irasius § trejeta tikrai
turime tapatybe

() e 3 o3 -
:(1+4+4)<m+%)2=(3w+1)2,

todél (a,b,c) =(1/3,2/3,2/3) yra vienintelis ieskomas trejetas.
2 budas. Sudarome lyg¢iu sistema:

{Za—l— 4b+ 4c = 6,
a4+ b+ 2= 1.

Irase a = 3 — 2b — 2¢ i antraja lygti, gauname
4+ c?=1—(3—-2b—2c)* = (4—2b—2c)(2b+ 2c — 2).

Pazymékime d =0+ c. Tada

d? — 2bc = (4 — 2d)(2d — 2) = —4d*> + 12d — 8,

10d? — 24d + 16 = 4bc,

(3d — 4)* 4+ d* — 4bc = 0.
Taciau d? = (b+c)? > 4bc, todél lygybé galima tik tada, kai 3d = 4
ir d®> = 4bc. I$ ¢ia gauname sprendini a = 1/3, b = ¢ = 2/3.
Tikrinti nereikia, nes sudarytos sistemos sprendiniai tenkina lygti

su visais realiaisiais x .
Atsakymas: a=1/3, b=c=2/3.
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16. Isivaizduokime dar du simetriskus pjuvius (8 pav.):

8 pav.

Keturios dalys yra =, o +2, x+vy ir x+y+x+u. Jonui atiteko

z+rt+y+zt+u=2r+y+z+u,

o Marytei
r+z+r+y=2zr+y+=z.
Kadangi ¢ia visi skai¢iai yra neneigiami, tai Jonui atiteko ne maziau

picos negu Marytei.
Atsakymas: negali.
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17. Kadangi AB < BC, tai AH < HC . Todél taskas M (9 pav.) yra
atkarpoje HC'.

9 pav.

1 budas. Trikampio pusperimetris yra lygus

13414+ 15
:7+2+ — 91,

o plotas

S=+plp—13)(p—14)(p—15) = V21 -8-7-6 = 84.

Kita vertus, S = AC - BH/2, todél BH = 12. Naudojantis
Pitagoro formule,

AH =+\/AB? — BH2 = /132 — 122 = 5.

Pagal pusiaukampinés savybe

13 15
5+HM 9 HM’

todel HM =1,5. Trikampio BHM plotas yra

BH-HM 12-1,5

9.
2 2
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2 budas. Pazymékime AM = x. Kadangi

BC  AB
CM  AM’
is lygties
5 13
14—z =z

gauname = = 6,5. Tegul AH =y . Turime

BH? =13% — 32 = 15% — (14 — y)?,
todél y =5. Vadinasi BH =12, 0 HM = AM — AH =6,5—5 =
1,5. Trikampio BHM plotas yra lygus

BH-HM

9.
2

Atsakymas: 9.
18. 1 biidas. Tegul BAC =a, ABC =3, ACB =~.

10 pav.
Kadangi -
B+ AFC = 180°,
kur
— 1809 —
AFC:180°—O‘T”:1800_80T5:900+§,
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todél

? +90° = 180°.

Gauname, kad 8 = 60°.

2 biidas. Kampai AEC = 180° —a—~/2 ir APB =180°——a/2
yra lygts. Todél a+v/2 =8+ a/2,t. y. a++ =28. Kadangi
a+B+~v=33=180°, tai 3 =60°.

Atsakymas: 60° .

2 2 3

19. Trikampiu, kuriu krastinés yra 1, a, a® ir a, a®, a® po dvi
krastines sutampa ir jie yra panasts. Taciau tu trikampiu treciosios
krastinés 1 ir a® néra lygios, kai a > 1. Pakanka irodyti, kad
egzistuoja a > 1 toks, kad egzistuoja trikampiai, kuriy krastines
1, a, a® ir a, a?, a®. Taip bus, jei a®> < 14+ a, t. y. jei

l<a<(1+5)/2.

Atsakymas: nebutinai.

20. Suvynioti negalima, nes kelio ABCDA ilgis yra lygus

11 pav.

T+V2+1+V2=2+2V2,

o ilgiausios popieriaus lapo vietos, t. y. jo istrizainés ilgis yra 3v/2,
maziau uz 2+ 2\/5.
Atsakymas: negalima.
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15th LITHUANIAN TEAM CONTEST IN MATHEMATICS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS AND INFORMATICS,
VILNIUS UNIVERSITY
2000 09 30

1. Find the smallest value of the expression
(1—21)* + (21— 22)* + (12 — 23)* + ... + (T1999 — T2000)° + T3000:

if 1,x9,...,T000 are some real numbers.

2. Can the expression

1 1 1
1+5)1+—=)...(1+ —
(14 )+ ) (4 o)

take an integer value for some distinct greater than 1 positive inte-
GETS 1,02, ..., 0y !

3. Solve the equation

/=322 + 18z + 37 + /=522 + 30z — 41 = /22 — 6z + 109.

4. Prove that
2 + 3 + 2% = 3ayz,

where x,y,z are some real numbers satisfying the condition = +
y+z2=0.
5. Determine all values of the parameter a such that the system of
equations
ax? 4+ 2y =a+ 2,
2a2” + (a + 1)y = 2a + 4
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10.

11.

12.

13.

. Prove that the equation m™ +m"™ =m

has no solutions in (z,y) .

. Prove that the system of equations

m? —n? =11,
r2—2n?=1

has no solution in integers.
2000s

a) has at least one solution in positive integers (m,n,r,s);
b) has infinitely many solutions in positive integers.
c¢) Find all solutions of the equation in positive integers.

. Positive real numbers x1,xs, ..., 22000 satisfy the condition

Ty 4+ To 4 ...+ Toooo = 1.

Prove that

1 1
(1998 + —)(1998 + —) ... (1998 +

) > 39982000,
T T2 Z2000

. Positive numbers x and y satisfy the following conditions: y > «x,

2> +1=3z, y>+1=3y. Prove that y =z + 2.
A positive integer n is said to be reducible if there exist positive
integers m and d such that

m+1 m+2

"TUr1 T d+2

a) Find at least one non-reducible positive integer greater than
1000 .

b) Prove that at least 1922 numbers of the set {1,2,3,...,2000}
are reducible.

Determine all positive integers n such that the value of the expres-
sion (5n?+6)/(n +2) is a positive integer.
Determine all positive integers n such that both numbers n + 1
and 16n 4 1 are perfect squares of integers.

Find all functions f(x) which are defined for > 0 satisfying the

condition
f(@209%) = 5f(272°%) +sinz.
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Two players one after another in the expression
(+)8° + ()87 + (+)8° + ()8” + (%)8" + (¥)8° + ()87 + (+)8

replace asterisks by the numbers 3 or —3. Prove that, no matter
what the first player does, the second player can always achieve that
the final number (after 8 moves) will be divisible by 13.

Determine whether there exists a triplet of real numbers (a,b,c)
such that the equality

(x+a)®+ 2z +b)2+ (224 ¢)? = 3z + 1)?

holds for all real =7

A pica of the form of circle is divided by two perpendicular cuts into
four parts. John takes the biggest and the smallest parts and Mary
takes two remaining parts. Can Mary get more than John?

The lengths of the sides of the triangle ABC are given as follows:
AB =13, BC =15, AC = 14. Let BH be an altitude though
B and BM - bisector. Find the area of the triangle BHM .

The bisectors AD and CFE of the triangle ABC' intersect at the
point F'. Determine the value of the angle B if the points B, D,
E and F all belong to one circle.

Two pairs of sides of two similar triangles ABC and A;B;C; are
equal: AB = A1B;, AC = A;C;. Are their third sides always
equal?

Is it possible to “dress” the unit cube 1x1x1 using only the square
sheet of the size 3 x 37
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Tarptautiné komandiné matematikos olimpiada
Baltijos kelias 2000

Oslas (Norvegija) 2000 11 05

. Taskas K yra trikampio ABC viduje. Taskas M yra toks, kad

M ir K yra skirtingose tiesés AB pusése, o taskas N yra toks,
kad N ir K yra skirtingose BC pusése. Be to,

MAB = MBA = NBC = NCB = KAC = KCA.

Irodykite, kad keturkampis M BN K yra lygiagretainis.

. Staciojo lygiaSonio trikampio ABC kampas A= 90°, 0 M yra

atkarpos AB vidurio taskas. Tiesé, einanti per taska A statmenai
CM , kerta krastine BC taske P . Irodykite, kad

AMC = BMP.

. Trikampio ABC kampas A = 90°, 0 AB # AC. Taskai D,E

ir ' atitinkamai yra tokie krastiniu BC', CA ir AB taskai, kad
keturkampis AFDE yra kvadratas. Irodykite, kad tieses BC', F'E
ir tiesé, einanti per A ir liecianti apie trikampi ABC apibrézta
apskritima, kertasi viename tagke.

. Trikampio ABC kampas A=120° . Taskai K ir L atitinkamai

priklauso kragtinems AB ir AC . Trikampio ABC iSoréje nubrézti
lygiakrasciai trikampiai BKP ir CLQ . Irodykite, kad

PQ > ?(AB +AC).

. Trikampio ABC krastines AB, BC ir C'A tenkina salyga

BC  AB+BC
AB-—BC ~ AC

Raskite kampu Air C santyki.

. Fredis kalnuose atidaré nuosava viesbuti. Jis tvirtina, jog kad ir

koks skaicius n > 3 sveciu atvyktu i vieSsbuti, visada bus galima
rasti du viesbucio gyventojus, kurie pazinotu po tiek pat likusiu
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viesbucio gyventoju ir turétu arba bendra pazistama, arba bendra
nepazistama. Kurioms n reikSméms Fredis yra teisus?
(Jei A pazista B, taiir B pazista A.)

. Kiekvienas 40 x 50 matmenu kontroliniy mygtuku sistemos myg-

tukas gali buti dvieju busenu — jjungtas arba iSjungtas. Palietus
bet kuri mygtuka, jo busena ir visy mygtuku, esanc¢iu su juo toje
pacioje eilutéje, bei visu mygtukuy, esanc¢iu tame paciame stulpelyje,
busenos keiciasi priesingomis. Irodykite, kad viena po kito palieciant
kai kuriuos mygtukus kontroliniu mygtuku sistemos biisena, kai visi
mygtukai yra iSjungti, gali buti pakeista biisena, kai visi mygtukai
yra jjungti. Raskite maziausia galima tokiu palietimu skaiciy.

. Pobuvyje susitiko 14 draugu. Vienas i ju, vardu Fredis, noréjo

atsigulti anksc¢iau. Jis atsisveikino su 10 savo draugu ir, pamirses
atsisveikinti su trimis likusiais, iSéjo. Po valandélés jis sugrizo i
pobuvi, atsisveikino su desiméia savo draugu (nebutinai su tais
paciais kaip ankséiau) ir vél is¢jo. Po to Fredis dar ne karta grizdavo
i pobuivi, kiekviena karta atsisveikindamas su deSiméia savo draugu.
Kai Fredis jau buvo atsisveikines su kiekvienu i$§ savo draugu ma-
ziausiai po viena karta, jis daugiau nebegrizo. Ryte paaiskéjo, kad
jis su kiekvienu i§ savo trylikos draugu buvo atsisveikines skirtinga
skaiciu kartu. Koks yra maziausiai galimas Fredzio sugrizimu i
pobuvi skai¢ius?

. Varlé sokinéja is vienetiniu kvadratéliu sudarytoje 2kx2k matmenu

Sachmatu lentoje. Varlés suoliu ilgis yra v/1 + k2 ir kiekvienu Suoliu
varlé persoka i§ vieno langelio centro i kito langelio centra. Lentoje
m langeliu yra pazenklinta zenklu x, o langeliai, i kuriuos varlé
gali nusokti i$ zenklu z pazymeétu langeliu (nesvarbu, ar jie zenklu
x pazenklinti, ar ne), yra pazenklinami zenklu o. I§ viso yra n
zenklu o pazenklintu langeliu. Irodykite, kad n > m .

Lentoje buvo paraSyti du teigiami sveikieji skaiciai: vienas i ju
lygus 2000, o kitas mazesnis kaip 2000. Leidziama atlikinéti tokia
operacija: jeigu dvieju skaiciu aritmetinis vidurkis m yra sveikasis
skaicius, tai bet kuri viena i$ ju galima iStrinti ir pakeisti skai¢iumi
m . Irodykite, kad §i operacija negali buti atlikta daugiau kaip 10
kartu. Nurodykite pavyzdi, kai i operacija gali buti atlikta 10 kartu.
Naturaliuju skaic¢iu seka aj,as,... su visais m ir n turi tokia
savybe: jei m yra skaiciaus n daliklis ir m < n, tai a, yra
skaiciaus a,, daliklis ir a,, < a, . Raskite maziausia galima skai-
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Cilaus asggp reiksSme.

Naturalieji skaic¢iai x1,x9,...,2, yra tokie, kad né vienas i$ ju néra
kito skai¢iaus pradzia (pavyzdziui, 12 yra skai¢iu 12, 125 ir 12405
pradzia). Trodykite, kad

1 1 1

— 4+ —+... + — <3

X1 X9 In
Aritmetinés progresijos ai,as,...,a, nariai yra sveikieji skaiciai ir
a; dalijasii$ ¢ su kiekvienu ¢ =1,2,...,n—1, bet a, nesidalija i3

n . Irodykite, kad n yra pirminio skai¢iaus laipsnis (gal ir pirmasis).
Raskite visus tokius nattraliuosius skai¢ius n, kurie yra 100 kartu
didesni uz visu savo naturaliyju dalikliu skai¢iu.

Nattiralusis skai¢ius n nesidalija nei i§ 2, nei i§ 3. Irodykite, kad su
visais sveikaisiais skaiciais k skaicius (k + 1)™ — k™ — 1 dalijasi is
K2+ k+1.

Irodykite, kad su visais teigiamais realiaisiais skaiciais a,b ir ¢ yra
teisinga nelygybé

Va2 —ab+ b2 + /b2 —be + ¢ > \Va? + ac + 2.

Raskite visus realiuosius lygciu sistemos
r+y+z+1t=5,
xy +yz+ 2zt +tz =4,
zyz + yzt + 2ztx +tey = 3,
ryzt = —1.
spendinius.
Raskite visas teigiamu realiyju skai¢iu = ir y poras, tenkinancias
lygti

1 1
x+y+;+§+4:2(\/233+1+\/2y+1).
Tarkime, kad ¢ > 1/2 yra realusis, o n — natiralusis skaicius.
Irodykite nelygybe
2> (- 1)+ (2t — 1),
Tegul n — naturalusis skai¢ius, o
_(2n+1)2n+3)...(4n —1)(4n+1)
" (2n)(2n +2)...(4n —2)(4n)
Irodykite, kad 1/(4n) < z, —v2 < 2/n.




