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IX LIETUVOS KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos fakultetas, 1994 10 22

Olimpiados réméjas (direktorius Kestutis Naujokaitis)
Organizacinis komitetas: A. Zabulionis (pirmininkas), V. Mackevicius.

Vertinimo komisija: V. Mackevicius (pirmininkas), V. Bagdonavicius,
G. Bakstys, V. Cekanavi¢ius, A. Dubickas, K. Liubinskas, R. Kaguba,
R. Krasauskas, K. Kiskis, J. Macys, A. Magciulis, E. Marksaitis, R. Lei-
pus, K. Karc¢iauskas, R. Krasauskas, G. Stepanauskas, A. Zabulionis.

REZULTATAI

Pirmoji vieta ir prof. Jono Kubiliaus pereinamasis prizas — Vilniaus
tiksliuju, gamtos, ir technikos mokslu licéjaus pirmajai komandai.

Antroji vieta — KTU gimnazijos komandai.

Trecioji vieta — Kauno ,,Saulés* gimnazijos komandai.

Komanda 11213(4(5]6|7(|8(9(10(11|12]|13|14|15[16{17|18|19(20| X |Vt.
VU MaF 116[4(2(5|5|5|5|0{1|5[7|7|0]|5|5|5|5[5|—|78] -
Vilnius L1*| 1 |- |[1|5(5|5[5|5|2|—-|3|7|7|0|5|5|5|5|5|5|76|1
KTU gimn.| - |- |8 |5 |5|—|5|5|—|—|5|—|1|5|5|5|5|5|5]|—1|64] 2
»wSaulée 112(2[5(5|5|5|5|—-10(3]0(0|5|2|5|—-|5|5|5(60| 3
Siauliai 1{1(1{—-(5|5|5|5|—-|0|5|0|—-|5|4|5|1|5|3|—|51 4
Vilnius 1{—12(5(5|1|5|5|1|—|2|—|1|5|—-|—-|b5|—|5|548] 5
Vilnius L2* || =3 |- |5|5|2|5|—|—|5|—-|—-|0|1|—|—|—|5|5|36]| 6
Elektrénai e e O e I S e e e I e I e I I I A I I O IS I O

*Vilniaus tiksliuju, gamtos ir technikos mokslu licéjus (1-0ji ir 2-0ji komandos).
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Uzdaviniai

1. Kiek realiuju saknu turi lygtis
Ve =z =z —a?

2. Pora (z;y) vadinsime idomia, jei x ir y yra naturalieji tarpusavyje
pirminiai skai¢iai ir x < y. Irodykite, kad su kiekvienu naturaliuoju n
lygtis 22 + 32 = 5™ turi:

a) idomuji sprendini;
b) lygiai viena idomuji sprendini.

3. Lygiakrascio trikampio viduje raskite taska, kurio atstumu iki visu triju
virSuniu suma butu maziausia.

4. Iskilasis keturkampis ADBC yra toks, kad trikampio ABC' visi kampai
mazesni uz 120°, o trikampis ABD — lygiakrastis. Apie trikampi ABD
apibréztas apskritimas. Tiese C'D kerta apskritima taske O. Irodykite,
kad kampai AOB, BOC, COA lygus 120°.

5. Sveikieji skaiciai a, b, ¢, d tenkina nelygybe
0<a<b<ce<d<10,

o skai¢iaia+b,a+c,a+d, b+c,b+d, c+d, a+b+c, a+ b+ d,
a+c+d,b+c+d,a+ b+ c+ d visi skirtingi ir vienas i$ ju lygus 25.
Raskite a, b, c, d.

6. Raskite skaiciaus
N — (11994 + 1) (21994 ‘l_ 1) L (19941994 _|_ 1)
dalijimo i$ 3 liekana.

7. 1 kiekviena kvadratinés n x n lentelés langeli irasomas vienas is skaiciu
—1, 0, 1. Ar galima lentele uzpildyti taip, kad visos skai¢iu sumos
eilutése, stulpeliuose ir pagrindinése istrizainése butu skirtingos?
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Kvadratinés 5 x 5 lentelés langeliuose irasyti skaiciai 0 arba 1. Visos
skaiciu sumos eilutése, stulpeliuose ir pagrindinése istrizainése lygios a.
Raskite visas galimas a reikSmes.

. Turime skaic¢ius 1,2,..., N. Vienu ,,&jimu‘ leidziama skaiciu 1 sukeisti

vietomis su bet kuriuo kitu. Ar galima tokiu budu gauti visas skaiciu
perstatas (i$ viso N!), né vienos nepakartojant?

Isspreskite lygti
r=1—1994(1 — 1994z2).
Irodykite, kad néra sveikuju skaiciu d, a, t ir e, tenkinanciu lygtis

date — d = 1994,
date —a = 994,
date —t = 94,
date — e = 4.

Sveikuju skaiciu sekos {a, }, {b,} tenkina lygybes
an + bpvm = (k+ v/m)™;
¢ia: k,m € IN, m — pirminis skaic¢ius. [rodykite, kad
a2 —mb? = (k* —m)"
su visais n € IN.

Raskite ir pavaizduokite aibe visu plokstumos tasku (a,b), su kuriais
kvadratiné lygtis 2 4+ ax+b = 0 turi dvi realias Saknis intervale [—1, 1].

Skaiciai p, ¢, r — pirminiai. Ar gali lygtis
pri+qr+r=0

tureti sveikuju sprendiniu?

Supjaustykite kvadrata i tris nelygius, taciau panasius staciakampius.
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Irodykite, kad

zy +yz + 20 > \/3zyz(x +y + 2)

su visals teigiamais x, y, 2.

Ar egzistuoja toks daugianaris P(z), kad

P(P(z))=a*+2°+2° + 2+ 17

Isreikskite trupmena % suma % + % (m ir n — naturalieji skaiciai).

Irodykite, kad taisyklingojo astuonkampio plotas lygus jos trumpiau-
sios ir ilgiausios istrizainiu sandaugai.

Ar gali naturaliojo skaic¢iaus kvadrato skaitmenu suma buti lygi 19947
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Nurodymai, sprendimai, atsakymai
1. Kadangi > 0, tai pakeite x = ¢?'°, y > 0, gauname lygti
yl05 _ 70 _ 42 1 30 _

arba
y30(y75 B y40 _ y12 +1)=0,

v Ol -G+ +y+ 1) - W +y 0+ +y+1)] =0.

Daugianari lauztiniuose skliaustuose pazymékime p(y). Kadangi p(0)
= -1 <0, p(1) = 23 > 0, tai §is daugianaris turi bent viena Sakni
intervale (0, 1). Lygtis p(y) = 0 ekvivalenti lyg¢ciai

Pl hy b 1=y 0 gy B gy g0

Lygties kairéje esanti funkcija didéja intervale (0,1), o deSinéje — ma-
zeja. Todél lygties Saknis tame intervale yra vieninteleé.
Taigi lygtis turi 3 saknis: 1 =0, o = 1 ir z3 € (0, 1).
Atsakymas: 3.

2. Kai n = 1, turime 12 sveikuju sprendiniu (0, £5), (£5,0), (£1,+£2),
(+£2,41). Bendru dalikliu neturi 8 paskutiniai sprendiniai, ir i§ ju
tik vienas idomus: (1,2). Kai n = 2, idomus tik vienas sprendinys:
(3,4). Parodysime, kaip, turint lygties 22 + y? = 5" idomuji sprendini
(z,v), galima gauti lygties u?+v? = 5"*! sprendini. Lengva patikrinti,
jei (z,y) yra lygties 22 + y? = 5" sprendinys, tai (z + 2y,2z — y)
ir (z — 2y,2z + y) yra lygties su 5""! sprendiniai ir tik vienas i ju
nesidalija i§ 5. I8 tikruju (z + 2y)(x — 2y) = 22 +y? — 5y? = 5™ — 5y2.
Kadangi y nesidalija i§ 5 (kitaip ir 22 = 5™ — y? dalytusi i 5), tai tik
vienas iS skai¢iu x + 2y ir «* — 2y dalijasi iS 5. Beje, tu sprendiniu
komponentés kitu bendru dalikliu d # 5 neturi. Pavyzdziui, jei
x+ 2y = md, 2z —y = nd, tai bx = (m — 2n)d, by = (2m — n)d,
o tai reikstu, kad tiek x, tiek y dalytusi iS d. Irodéme, kad tik vienas iS
aStuoniu sprendiniu (£ (z 4 2y), (22 —y)) ir (£ (z — 2y, £(2z +y))
yra idomus. Taigi uzdavinio a) dalis ir irodyta.

Dabar irodysime, kad lygties u? 4+ v? = 5" jdomusis sprendinys
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atitinka tik viena lygties 2? + y? = 5" idomuji sprendini. I§sprende
sistema

u =z 4+ 2y,

v=2r—vy,
gauname sprendini x = L52U, Yy = 2u 5_ U 018§ jo — 16 sprendiniu
(:I: u:lg:')2117:|:2u5:|:v), (:t 2u5:|:v7:tu:|%21;). Kadangi, kaip jau iro-

déme, 1§ skaic¢iu u + 2v ir v — 2v tik vienas dalijasi iS 5, tai puse
Siu sprendiniu atkrenta kaip nesveiki. (Beje, jei pirmoji komponenté

sveika, tai ir antroji sveika. Pavyzdziui, jei w + 2v:i5, tai ir 2u — v =

2(u+2v)—5vib5.) Lieka aStuoni sprendiniai, i§ kuriu tik vienas idomus.
Jo komponenté nesidalija iS 5: jei x dalytusi iS 5, tai ir y dalytusi is

5; tada, pavyzdziui, u + 2v:25, 2u —v:25 = 5u:25, uib — priestara,
nes (u,v) — idomusis sprendinys.

Kadangi lygties 22 + y? = 5" idomusis sprendinys ,,gimdo“ viena
lygties 22 + y?> = 5”1 idomuji sprendini ir atvirks¢iai, tai remiantis
indukcija visos tos lygtys turi tik po viena idomuji sprendinj.

. Is pradziu nagrinékime taska M,
kuris néra aukstinéje. Nuleiskime
statmeni M N 1 aukStine BD. Pa-
zyméje AC =a, ND =h, NM =
x, irodysime, kad taskas N ,ge-
resnis“ — jo atstumu suma mazes-
ne. IS tikruju NB < MB kaip
statmuo ir pasviroji. Isitikinsime,
kad AN +NC < AM + MC (beje,
tal beveik akivaizdi lema: 1§ visu
trikampiu, turinciu ta pati pagrin-
da 1r vienoda aukstine, maziausia perimetrq tur: lygm@oms

B

2AN <AM + MC

— 2\/(%>2+h2<\/(g+x>2+h2
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2
— a2+4h2<%+2x2+2h2

+ 2\/{(%)2 + 22 + hQF — a?z?

2 2 2
a—+h2$2<\/<a—+x2+h2> — a?z?

—
4 4
a? 2 a? 2
— (Z + K2 —x2) < (Z +h2+x2) — a’x?
CL2
— a’z® < (7 + 2h2) 23
— 0 < 42%h?.

Dabar irodysime, kad aukstinés taskas N ,,blogesnis“ uz centra O — jo
atstumu suma didesne:

AN + NC+ NB > 3A0 <= 2AN + NO > 2A0

a. 2 a 2a 3a
— 21/(5) +h2+2—\/§_h>ﬁ PEEN a2+4h2>2—\/§+h

2 2
h
— a2+4h2>3i+h2+gi e— L 132> a3
4 V3 4

— (g—h\/§>2 > 0.

Irodéme, kad bet kuris taskas ,,blogesnis“ uz centra O.
Pastaba. Antra teigini galima irodyti trigonometriskai. Jei /ZNAD =

a, tai

a a a sin o a

— - >
2cosa+2\/§ 2cosa +/3

a - a +asinoz
cosa  2¢/3  2cosa

2AN + NO > 2A0 — 2

—

1 3
<= §cosoz—|—731noz<1

— sin (a+30°) < 1.
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. LAOD = /ABD =60° — LAOC = 120°,
/BOD = [/BAD = 60° — /BOC =
120°.

Pastaba. 3-a ir 4-a uzdavinius vienija ben-
dra idéja. Taskas O, i§ kurio trikampio

ABC krastinés matomos vienodais (120°) 4 / \ B
kampais, vadinamas trikampio ABC' Staine-
rio (Steiner) tasku. Jis ypatingas tuo, kad
jo atstumu iki trikampio virStuniu suma yra
maziausia. Tai néra lengva irodyti, ir 2-ame
D

uzdavinyje pateiktas paprasciausias atvejis.

. Kadangi a + b # a + ¢+ d, tai b # ¢ + d. Panasiai isitikiname, kad
né vienas is skaiciu a, b, ¢, d néra lygus kitu dvieju sumai. Kadangi
b+c+d<T7T+8+9 =24, tai a+ b+ c+ d = 25. Toliau — paprasta
perranka:

a=0=b+c+d=25 (netinka);
a=1=a+b+c+d=14+7+8+9 (netinka, nes 1+7=28);
a=2=b+c+d=23=0b=6,c=8,d=9 (netinka: 2 4+ 6 = 8);
a=3=—=b+c+d=22=5+8+9 arba 6+ 7+9 (netinka);
a=4=b+c+d=5+7+9 (netinka) arba 6+ 7 + 8 (tinka!);
a=b=a+b+c+d>5++6+7+8=26>25 (netinka).

Atsakymas: a =4,b=6,c=7,d =8.

. Dalijant i§ 3, skai¢iu (3m + 1)199 + 1 ir (3m)199 + 1 liekanos yra

atitinkamai lygios 2 ir 1. Todél skaiciaus N liekana, dalijant is 3,

sutampa su skai¢iaus 21330 . 1664 = (3 — 1)1330 Jiekana, lygia 1.
Atsakymas: 1.

. Is skaiciu —1, 0, 1 galima sudaryti 2n + 1 skirtinga suma, o reikia
2n + 2. Atsakymas: negalima.

. Galimos visos sveikos reikSmés nuo 0 iki 5. Atvejai a = 0 ir a = 5
akivaizdus. Atvejus ¢ = 1 ir ¢ = 2 matome lentelése (tusciuose
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langeliuose — nuliai). Atvejai a = 3 ir a = 4 gaunami sukeitus nulius ir

vienetus vietomis. Atsakymas: 0,1, 2,3,4,5.
1 1|1
1 1|1
1 1 1
1 1|1
1 1|1
a = 1 a = 2

Pabandysime matematinés indukcijos metodu (pagal ) irodyti, kad
galima nurodytu budu gauti visas perstatas. Tai akivaizdziai teisin-
ga, kai N = 2 (12 — 21). Sakykime, kad teiginys teisingas su kokiu
nors N, ir suraSykime skaicius 1,2,..., N, N + 1 didéjancia tvarka.
Neliesdami skaiciaus N + 1 ir remdamiesi indukcijos prielaida, gali-
me leistinu budu gauti visas skai¢iu 1,2,..., N perstatas (i§ viso N!).
Sukeiskime skaic¢ius 1 ir N + 1 vietomis. Veél, neliesdami skaiciaus
N + 1, atsidurusio naujoje vietoje, galime leistinu budu gauti likusiu
skaiciu visas perstatas. Tai, kad dabar jie surasyti nebutinai didéjancia
tvarka, neturi reikSmés. Pavyzdziui, pakartoje ta pacia tvarka visus
ankstesniu zingsniu padarytus sukeitimus, vél gausime pilna skaiciu
1,2,..., N skirtingu perstatu , komplekta“. Vél sukeiskime skaicius 1
ir N +1 vietomis ir vél pakartokime skaiciu 1,2, ..., N visas perstata ir
t.t. Taip skaicius IV +1 ,,prabégs* visas savo galimas pozicijas (N 4 1),
ir kiekviena karta skaiciai 1,2,..., N ,prabégs“ visas galimas perstatas
— tad i§ viso turésime (N 4+ 1)N! = (N + 1)! skirtingu perstatu. Stop!
O kodél galime buti garantuoti, kad kiekvienu zingsniu skaic¢ius N + 1
atsidurs naujoje, dar ,,neaplankytoje* pozicijoje?

Stai ¢ia ir yra silpnoji Siu samprotavimu vieta. Klaidinga irodyma,
pateikéme dél dvieju priezasciu. Pirma, butent taip, iS pirmo zvilgsnio
— teisingai, uzdavini ,,iSsprendée“ kai kurios komandos, olimpiados da-
lyvés. Antra, — ir tai svarbiausia — supratus klaidos esme, néra labai
sunku irodyma pataisyti. Norédami jame garantuoti po kiekvieno
zingsnio skaiciui N 4 1 nauja pozicija, irodysime bendresni teigini:

bet kaip isdescius skaicius 1,2..., N, sukeiciant skaiciy 1 su bet
kuriuo kitu vietomis, galima gauti visas N! perstatu, né vienos nepa-
kartojant, taip, kad pabaigoje skaicius 1 butu viena pozicija kairiau,
negu buvo i§ pradziu (o i§ pirmos pozicijos atsidurty paskutinéje).
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Kai N = 2, teiginys veél akivaizdziai teisingas (12 — 21 arba
21 — 12). Sakykime, jis teisingas, kai turime N skai¢iu 1,2,..., .
Pavyzdziui, tarkime, kad is pradziu skaicius 1 yra saraso pradzioje:

1 N +1

(¢ia nurodome tik skai¢iu 1 ir N + 1 pradine padéti, nes irodymui
kitu skaiciu iSsidéstymas nesvarbus). Neliesdami skai¢iaus N + 1 bei
pasinaudoje indukcijos prielaida, gauname visas skaic¢iu 1,2,..., N
perstatas ir atsiduriame tokioje padétyje:

1 |[N+1

Sukeiciame skaicéius 1 ir N + 1 vietomis:

N+1] 1

Vel neliesdami skaiciaus N + 1, gauname visas skaiciu 1,2,..., N
perstatas ir skai¢iu 1 — viena pozicija kairiau:

1 |[N+1

Vél sukeiciame skaicius 1 ir N + 1 vietomis:
N+1| 1

Kartojant Sia procedura, pora N + 1,1 slenka i kaire, kol atsiduria
krastinéje kaireje padétyje:

N+1] 1

Paskutini karta atlike visas skaiciu 1,2, ..., N perstatas, gauname:

N+1 1

Taip kiekvienai i§ N + 1 skaiciaus N + 1 padéciu gauname po N!
skaic¢iu 1,2,..., N skirtingu perstatu — is viso (N + 1)N! = (N + 1)\
Be to, skaicius 1 atsiduria gale (t.y. viena pozicija kairiau). Nesunku
suvokti, kad pradiné skaiciaus 1 padeétis neturi principinés reikSmeés —
samprotavimai praktiskai nepasikeistu, jei 1 slinktu (kartu su N +1) i
kaire i§ bet kurios kitos pradinés padéties. Atsakymas: galima.

10. Pazymékime y = 1 — 199422. Gauname sistema

y =1 — 199422,
r=1— 1994972
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IS pirmosios lygties atéme antraja, gauname
_ 2 2
y —x = 1994y° — 1994«

arba
(y — ) (1 — 1994(z + 1)) = 0.

Taigi y = = arba y = 1994~! — z. Pirmuoju atveju turime lygti
z=1- 199422

antruoju —
199471 — 2 =1 — 199422,
Atsakymas: x1 9 = (—14£+/7977) /3988, w3 4 = (1£+/7973)/3988.

Sudaugine lygybes
—d = 1994 — date,

—a = 994 — date,
—t = 94 — date,
—e =4 — date

ir pazymeéje x = date, gausime
x= (1994 — x)(994 — x)(94 — x)(4 — x).

Isitikinsime, kad Si lygtis neturi sveiku sprendiniu. Akivaizdu, kad tik
teigiamas skaicius gali biuti jos sprendinys. Naturalusis sprendinys x
turi dalintis i$ |z — 4]. Jei x = |z — 4|, tai * = 2 — netinka. Jei
x> 2|z — 4, tai 22 > 4(x — 4)?, i kur (z — 8)(3z — 8) < 0. Todél
pakanka patikrinti reikSmes z = 3, 4, 5, 6, 7, 8 ir isitikinti, kad né viena
netinka.

An+1 +bn+1\/m — (an+bn\/m)(k+\/m) — (an+bnk)m+ank+mbn7
t.y. ans1—ka,—mby, = (an+kby,—by1)/m. Kadangi v/m — iracionalus
skaicius, tai an41 — ka, — mb, = 0, a, + kb, — b,4+1 = 0. Taigi
api1 = ka, +mb, =0, byy1 = a, + kb,. I8 ¢la apy1 — bpy1/m =
(k= vm)(an — vmbn) = apt1 — bpp1y/m = (k—/m)" (a1 — /mb1).
Kadangi a; = k, by = 1, tai a, — byy/m = (k — y/m)™. Sudaugine



V. Mackevi¢ius

Sia lygybe su lygybe a, + b,/m = (k + /m)", gauname a2 — mb? =
(k%2 —m)™.

2
13. Atsakymas: {(a,b) : 1 —|a| <b< %, a€[-2,2]}.

—1
14. Pavyzdys: lygtis 322 + 5z + 2 = 0 turi sveikaji sprendini z = —1.
Atsakymas: gali.

15. Vienetini kvadrata pabandykime supjaustyti

taip, kaip parodyta brézinyje. Trys staciakam-

piai yra panasus, jei

x l1l—z y

1 1—-y 1—2g’

t.y., kai f(z) = 23 — 2?4+ 22 — 1 = 0. Kadangi
f(0) = -1 <0, f(1) =1 > 0, tai intervale

(0,1) lygtis f(z) = 0 turi bent viena Sakni "
xog. Taigi paéme brézinyje x = xg, y = zo(l — (), gausime norima
rezultata.

16. Pasinaudosime gerai zinoma nelygybe a? + b + ¢2 > ab + bc + ca
(gaunama atlikus veiksmus nelygybéje (a —b)%+(b—c)?+(c—a)? > 0):

zy + yz + 2z = /2292 + y222 + 2222 + 2(x2yz + y22x + 222y
> \/3zyz(x +y + 2).

17. Aisku, kad toks daugianaris turi pavidala P(z) = 2%+ ax +b. Kadangi

P(P(z)) = (2> + ax +b)* + a(z® + ax +b) + b
= 2% + 202 + (a® + 2b + a)z® + (2ab + a®)x + b* + ab + b,
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gauname lygciu sistema

2a =1,
a?+2b+a=1,
2ab + a? =1,
b> +ab+b=1,

kuri, kaip nesunku patikrinti, neturi sprendiniu.
Atsakymas: neegzistuoja.

19 _ _95 4

1

19 +1_ 1,
94 — 5-94~ 5-94 — 5 50"

Teiginys nesunkiai irodomas tiesioginiais
skaiciavimais. Dar lengviau isitikinti jo
teisingumu, zvilgteréjus i brézini, kuriame
pazymeéti astuoni lygus trikampiai.

Uzdavinys sutampa su 1993 metu koman-
dinés olimpiados 4-uoju uzdaviniu, tik me-
tai, aisku, jau kiti. 1994 metu uzdavinys
kur kas lengvesnis, nes Sikart atsakymas
neigiamas ir nereikia pateikti pavyzdzio.
Pasiziurékime, kokios gali buti naturalio-

jo skaiciaus kvadrato skaitmenu sumos liekanos dalijant is 3.

Jos

sutampa su paties skaic¢iaus kvadrato liekanomis dalijant i 3. Kadangi
(3k+1)? = 3(3k2+2kl)+1? = 3m+12, tai, norint rasti galimas lickanas,
pakanka perzitréti skai¢ius [2, { = 0,1,2. Tai 0 ir 1. Taigi naturaliojo
skaic¢iaus kvadrato skaitmenu sumos liekanos dalijant is 3 gali buti tik
Atsakymas: negali.

0ir 1. Gi 1994 =3 - 664 + 2.
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Olimpiados réméjas (direktorius Kestutis Naujokaitis)

Organizacinis komitetas. R. Kasuba, V. Mackevicius, V. Paulauskas.

Vertinimo komisija. V. Mackevicius (pirmininkas), V. Bagdonavicius,

A. Dubickas, Z. Gimbutas, R. Kasuba, K. Karciauskas, R. Krasauskas,

J. Macys, A. Maciulis, R. Lapinskas, R. Leipus, A. Plikusas, V. Stakénas.
REZULTATAI

Pirmoji vieta ir prof. Jono Kubiliaus pereinamasis prizas — KTU gimna-
zijos komandai.

Antroji vieta — Panevézio J. Baléikonio gimnazijos komandai.
Trecioji vieta — Kauno ,,Saulés* gimnazijos komandai.

Komanda 112(3|4|5]6]|7|8]|9]10[11|12|13]14[15[16/17]18]19(20|X |Vt.
KTUgmn.|1|8(|5|2|5|5|5|5|4|1|6|—|8|—-|5|—-|2|5|0]|—1|671
Panevézys 112|5|2|5|5|5|5(5|3[6|[0|0|—|2(2|—-|5|1]|8|62]2
VU MaF! 111(5]2|5[5|5[5|5(3[0]|—|0]|—|b5|7|—|b5|5]—-159|—
,,Saulé« 1|-|-]2|5|5|5|5|-|3|6|8|o|-|5|7|1|0|5|-|58 3
VU FuX? 1|-|5|2|5|5|5|5|5(|3|0|l0|1|-|3|1]|1]|5]|5]—|52]—
Vilniaus RG3[ 1 |2 |0|0o|5|5|0|5|-[3]0of0]|2]|-|5]|0|-|5|0]|—|33] 4
Vilnius |l —=|-]1-lo|5|5|5|5|1|-|-|-|-|5]|0|-|5]|-]-1|31] 5
Marijampolé | — | 20| -0 5| |5 - |1|-|-|-|-|5]|-|7|5|-|-|[30] 6
Siauliai 1|-|o|-|5|5]5|-|0o[3|-|-|-|-|2]|0o]|-|o|5]|-]|26] 7
Jonava, - —-10]—=5[3|5|5|1[1{0|0|O0]|—=]0|0|—-|—-|—-|—120| 8
Kédainiai 1| —-(—-|—-l0B5]|—-|d5|0|1|-|—-]0]—=|—|—|10|—-({0|—-112] 9
Alytus 1|-]1-]1-1]0 =11 |3|=]|—-|2|-|O0|—-|—-|—-|—-|—-|T7]10
Varéna 1|—-|—=|=]0|-|-=|=|=|1|-|-|-|-|-|-1-1-1-]-12]11
Trakai === =]--1-lof1]jo|—-|—|-|-|-|-|-|-|-]1]12

1 VU Matematikos fakulteto pirmakursiai (be konkurencijos).
2 VU pirmakursiai (be konkurencijos).

3 Vilniaus realiné gimnazija.
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X LIETUVOS KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos fakultetas, 1995 10 07

Uzdaviniai

1. Kiek realiuju saknu turi lygtis

i = 3= e -V

2. Sakykime, z1, 29, ..., x,, — teigiami skaiciai, o y1, Y2, . .., yYn, — tie patys
skaiciai, tik surikiuoti kita tvarka. Irodykite, kad

af | 3 )
N T T SpupTrva
Y1 Y2 Yn

3. Irodykite, kad su visais naturaliaisiais n > 2
1 1 1
| —)(1 —>...(1 —><2.
( + 4 + 8 + 2m
4. Raskite visas funkcijas f:IR — IR, tenkinancias lygybe

f@—)?) = (f(2)" —22f(y) +42  zyeR.

5. ISspreskite naturaliaisiais skaiciais lygti

=038-x)Y+7.

6. Naturalieji skaic¢iai m ir n tenkina lygti
2:3:5-7-n—11-13-17-19-m = 1995.

Kokia maziausia galima sumos m + n reikSmeé?
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7. Kuris skai¢ius didesnis —

10.

11.

12.

1 1
1

! 1
1 +

3 2
+ 1T +

2+ 1+

2+

3+
1 4—|-.

1995 R
* 1995

ar 17

Trys zaidéjai zaidzia tenisa po viena geima taip, kad pralosusysis uzlei-
dzia vieta nezaidziusiajam. Po zaidimo paaiskéjo, kad pirmasis zaidéjas
zaidé 10, antrasis — 15, o treciasis — 17 kartu. Kas pralosé antraji geima?

Trikampio ABC pusiaukrastinés BM vidaus taskas K yra toks, kad
kampai BAK ir BCK yra lygus. Irodykite, kad trikampis ABC' yra
lygiaSonis.

Taupykléje po 1 ct yra 81 Lt 91 ct. Kaip supakuoti Sias monetas i
13 paketu, kad ju neardant butu galima sumoketi uz bet kuri pirkini,
kainuojanti ne daugiau kaip 81 Lt ir 91 ct? Keliais buidais tai galima
padaryti?

Raskite sistemos

x2+y2:9’
22 + 2 = 16,
rt+yz > 12

sprendini, su kuriuo suma x + z yra didziausia.

Ar lygtis

2 3 1996 2 3 1996
To 4+ T] + T+ Tigos = TOTITL - - - T1ggs

turi naturaliuju sprendiniu?

19
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X komandiné matematikos olimpiada (1995)

Tetraedre ABC'D raskite taska, kurio atstumu iki sienu suma yra mi-
nimali.

Seka {a, } apibréziama lygybémis
ap =9, ak+1:3ai—|—4ai, k=1,2,....
Irodykite, kad deSimtainiame a5 uzrase yra per 15 devynetu.

Ar galima tarp skaiciu 1,2,3,...,1001 4 ir — Zenklus sudélioti taip,
kad gautoji suma butu 1994, 1995, 19967

Is trikampio ispjaukite du lygius didziausio spindulio skritulius.

Sakykime, x1, x2, x3 tenkina lygciu sistema

1+ w2 + 73 = 1,
{x%—i—x%—l—x%:l
T3+ xy + a3 =3,

Raskite x§ + x5 + 3.
Irodykite, kad 3712 dalo skaic¢iu 103" — 1 su visais naturaliaisiais n.
Raskite visus skaic¢iaus 30 kartotinius, turincius lygiai 30 dalikliu.

Kampu tarp susikertanciu apskritimu vadinsime kampa tarp ju liestiniu
sankirtos taske. Sakykime, du apskritimai kertasi taskuose A ir B.
Viename apskritime atidétas taskas C, kitame — taskas D. Irodykite,
kad kampas tarp Siu apskritimu yra lygus kampui tarp apskritimu,
nubréztu per taskus A, C, D ir B, C, D.
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Nurodymai, sprendimai, atsakymai
. Ziurekite IX olimpiados pirmaji uzdavini.

. Pakanka susumuoti n nelygybiu

2

€T:

— +y; > 2

Yi

ir atsizvelgti, kad > z; = > ;.

. 1 biuidas. Nesunku indukcija irodyti, kad

(1+1) (1+1)<2 ! (n>5)
1) o Rt n >5).
2 budas. Kadangi 1 + x < e® (x > 0), tai

(147) (1455 ) <edrirrar <ol o

3 biidas. Irodomoji nelygybé ekvivalenti

()21 ) <20 -1 (- 2)

Pakanka irodyti, kad

21
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o tai ir reikéjo irodyti.

Imkime z = y = 0. Tada f(0) = f2(0), ir todél f(0) = 0 arba f(0) = 1.
Jeigu f(0) = 0, tai, imdami = = y, gauname:

2

fA(z) = 2zf(z)+2° =0 «<— (f(z)—2))" =0 = f(z) ==

Jeigu f(0) = 1, tai, imdami x = y, gauname
(f(z) —2))° =1 <= f(z) = +1arba f(z) =2 — 1.

Isitikinsime, kad antrasis atvejis néra galimas. Tarkime, kad su
kokiu nors skai¢iumi z yra teisinga lygybé f(z) = z — 1. Tada, imdami
r =2 y=0, gauname f(z?) = (2 —1)2 —=22-14+0% = 22 — 4z + 1.
Imdami z = 0, y = z, gauname f(22) =12—-2.0- (2 —1)+2%2 = 22 +1.
Sulygyne gautasias dvi f(22) iSraiskas, matome, kad z = 0 ir todél
f(z) = f(0) = —1, o tai priestarauja lygybei f(0) = 1. Taigi f(z) =
x + 1 su visais realiaisiais x. Lieka istatyti abi gautasias funkcijas i
lygti ir isitikinti, kad abi tinka. Atsakymas: f(x) = x ir
f(x) =2+ 1.

Pastaba. Daugumos sprendusiuju tipiska klaida — is lygybeés

2

(f(z)—2)" =1

daroma isvada, kad arba f(x) = x + 1 su visais x, arba f(z) =z — 1
su msats x. IS tikruju tegalime daryti iSvada, kad su kiekvienu = yra
teisinga f(x) = x + 1 arba f(x) = = — 1, t.y. tai paciai funkcijai f su
kai kuriais x gali buti teisinga pirmoji lygybé, o su likusiais — antroji!

Perrase lygti
Y —3—x)V =717,

matome, kad jos kairé pusé dalijasi i§ z — (3 — x) = 2z — 3. Todél 7

taip pat dalijasi is 2z — 3. IS ¢ia galimos = reikSmés yra 1, 2, 5. Istate

jas i lygti, lengvai gauname du sprendinius — (2, 3) ir (5, 1).
Atsakymas: (2,3); (5,1).
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. Kadangi 1995 =3-5-7-19, tai n dalijasi is 19, o m —i§ 3-5-7 = 105.
Sakykime, n = 19n, m = 105m. Gauname lygti 2n — 11 - 13m =
1. Maziausia galima m reikSmé yra 1, o atitinkama n reikSmé yra
(11-13-17+41)/2 = 1216. Didesnes galimas m reiksmes atitinka didesnés
n reikSmeés, taigi didesnes ir m bei n reikSmés. Todél maziausia galima
m + n reikSme yra 19 - 1216 + 105 - 1 = 232009. Atsakymas: 23209.

. Tereikia pastebéti, kad ,,baisuji“ skaic¢iu galima iSreiksti

1 n 1 n a
1+a 1+%_1—|—a a+1

1 (a > 0).

Atsakymas: skaiciai lygus.

. I8 viso buvo suzaistas (10 + 15+ 17) /2 = 21 geimas. Pirmasis zaidéjas
zaide 10 geimu ir todél praleido 11 geimu. Taip galéjo atsitikti tik tuo
atveju, jei jis pradéjo zaisti nuo antrojo geimo ir, zaisdamas kas antraji,
visus geimus (i$ ju — ir antraji) pralose.

Atsakymas: pirmasis zaidéjas.

. Pazymékime o« = /BCK = /BAK. B
Trikampiai KMA ir KMC yra lygia-
plociai — turi lygius pagrindus ir ta pa-
¢ia aukstine; trikampiai BM A ir BMC
yra lygiaplociai dél tos pacios priezas-

ties. Todél
1 .
SABKA = SABKC = ECK . CB - S1N &
1
= _—AK - AB -sin«
2 AL | Q
M

Todel CK - CB = AK - AB. Rem-
damiesi kosinusu teorema, gauname, kad

BK? = AB?> + AK? —2AB - AK cosa
= CB? +CK? - 2CB - CK cos a,

23
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t.y. AB? + AK? = CB? + CK?. 1§ pastarosios ir lygybés AB - AK =
CB - CK gauname AB + AK = CB + CK. IS sandaugu ir sumu
lygybés, atsizvelgiant i nelygybes AB > AK, CB > CK, isplaukia ir
lygybés AB =CB, AK = CK.

Visu pirma pastebékime, kad 8191 = 213 —1 =20 421 122 ... 4212,
Kiekviena naturaluji skaic¢iu £ < 8191 galima iSreiksti suma

k = a12212 + CL11211 +---4+a12+ ag,

kurios visi a; = 0 arba 1. Todél, sudéje pinigus i paketus po 1, 2,
22 ...,212 centu, galésime i§ ju sudaryti bet kokia suma k < 8191 —
tereikia paimti paketus, kuriuos atitinkantys koeficientai a; = 1.

I[sitikinsime, kad §is centu iSskirstymo i paketus budas yra vien-
intelis (beje, to irodyti nesugebéjo né viena komanda). Pastebékime,
kad is 13 paketu galima sudaryti 23 skirtingu rinkiniu — lygiai tiek,
kiek yra galimu kainu. Todél negali buti vienodos vertées pakety ir bet
kokiu dvieju ju kombinaciju sumos turi buti skirtingos. Sudékime pake-
tus didéjimo tvarka. Indukcija pagal n parodysime, kad pirmuosiuose
n paketu biitinai yra 1,2,...,2" ! centu. Akivaizdu, kad paketas su 1
centu yra biitinas. Tarkime, kad jau sudaryti paketai po 1,2,...,2""1
centu, ir sakykime, kad (n + 1)-ajame pakete yra M > 2"~! centu.
Jei butu M < 2", tai uz preke, kainuojancia M centu, be sumokéjimo
paties paketo turiniu, galétume sumokéti dar vienu buidu, nes atsirastu,
tokie b; = 0 arba 1, kad M = b,,_12" ' 4+ .- + by + bg. Jei M > 27,
tai negalétume sudaryti sumos 2. Todél vienintelé galima M reikSmeé
yra 2™.

Pasinaudodami KoSi nelygybe, gauname
at+yz < (2 + y2)1/2(t2 + z2)1/2 =v9-16 =12,
t.y. paskutinéje nelygybéje faktiskai turime lygybe, be to,

x

L —
Pazyméje pastaraji santyki a ir istate x = ta, y = za i treciaja, dab
jau lygybe, gauname

Y
z
ar

12 3
(t2—|—z2)a:12:>a:1—6:Z:>z:

4y: %\/9—x2.

3773
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Todél reikia rasti funkcijos flx) =z + \/ — x2 didziausia reikSme. Jos

isvestine f'(x) =1 — 3\/_ lygi 0, kai :1; = %. Nesunku istirti, kad tai —
maksimumo taskas. Randame kitu nezinomuju reiksmes z = %, y=1t= %
ir kartu didziausia galima x + 2z reikSme % + % = 5. Atsakymas: 5.
12. Imkime To =3 = ... = T1995 = 1. Tada

To + 27 + 1994 = 2027,
x? + 1994

o =
3 —1

% = 666. Atsakymas: turi.

Dabar galime paimti z1 = 2, xg =

13. Pazymeékime tetraedro sienu plotus S7 < Sy < S3 < Sy, o atstumus
nuo tasko M iki tu sienu — x1, xs, xr3,x4. Tetraedro turis lygus V =
%(xlSl + x9S + 353 + $4S4). IS c¢ia

3V — 2151 — 2259 — x3S,
T1+ T2+ T3+ Ty =T1 + T2+ T3+ S A

Sa
-5 rn(=8) (-3 e (-3
i

Maziausia galima sumos reikSmeé % gaunama imant r{ = x9 = x3 = 0,
t.y. imant taska M virsunéje priesais didziausio ploto (S4) siena.
Atsakymas: virsuné pries didziausio ploto siena.

14. Irodysime, jei sekos narys aj baigiasi n devynetu, tai kitas sekos narys
ak+1 baigiasi bent 2n devynetu. Taigi sakykime, ay = a-10" —1. Tada

ap+1 =3(a* - 10" — 4a® - 10°" + 6a* - 10°" — 4a - 10™ + 1)
+4(a®-10°" — 3a* - 10> + 3a- 10" — 1) = A- 10" — 1.

Tad sekos narys as turi bent 2 devynetukus, as — bent 4, a4 — bent 8§,
as — bent 16.

25
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Pastaba. Beje, tiksli skaiciaus as reikSme yra 48047027702204524502
2662561022090062906160965877113883474008300946647098999060566
6416318194609860806906204226655288089360472870791463569035854
4364065500319364552263915326376585695043831999222352017733118
1967020818684383693218924909107443834114838497293412092440609
2800655359999999999999999.

Visu skaic¢iu suma 1+ 2 4 --- 4+ 1001 = %(1 + 1001) - 1001 = 501501
nelygine. Keic¢iant sumoje zenkla + i zenkla —, sumos lyginumas ne-
sikei¢ia. Todeél skaic¢iu 1994 ir 1996 negalima gauti reikalaujamu budu.
Pavyzdziui, suma 1995 galima gauti taip (visuose skliaustuose sumos
lygios 0):

—1-2-34+(4-5-6+7)+(8—9—10+11)
+ -+ (996 — 997 — 998 + 999) + 1000 + 1001.

Atsakymas: 1994, 1996 — negalima; 1995 — galima.

Aisku, kad ieskomi skri-
tuliai turi liesti vienas
kita ir trikampio krasti-
nes, nes priesingu atveju
juos galima butu pa-
didinti trikampio ribose,
t.y. jie nebutu didziausi.
Todél apskritimu centrai A
turi buti pusiaukampineé-
se. Sakykime, OD = R yra i trikampi ibrézto skritulio spindulys, r
— ieSkomu skrituliu spinduliai Is trikampiq AOC’ ir M ON panasumo
turime, kad ]%{V = Zg arba £=r AC, t.y. = AC + = R Todél r yra
didziausias, kai AC yra 1lg1au810J1 krastine. Talgl didziausi skrituliai
liecia ilgiausiaja krastine.

Atsakymas: didziausi skrituliai liecia ilgiausiaja trikampio krastine
ir po viena kitas dvi krastines. Skrituliu spinduliai lygts r = (% + %)_1;
¢ia b — ilgiausios krastinés ilgis.
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17. IS lygybiu
22 4 x5+ 25 = (11 + 20 + 23)% — 2(2129 + Tox3 + T377)
ir
o3 4 x5+ a3 = (r1 + 20 + CC3)3
—3(xizy + 1125 + T323 + Tow3 + 2371 + 377) — 61 T273

= (1 +x2 + 563)3

—3(%1 + X9 + xg)(.%l.fg + T2I3 + 333331) + 3$1$2$3

gauname
1 , 1
T1T2 + ToX3 + T3x1 = —5 r T1Tolsy = —
Taigi
r1 + To + T3 =1,
1
T1T2 + T2x3 + T3T1 = —3,
L1223 = %
Todél x1, %2, %3 yra daugianario z® — 2% — 1z — & Saknys, t.y. 2} =

2+ x1+— 1=1,2,3. IS ¢ia

Moo
SHH;

I
.Mw
&3
_|_
M
Gblr—\

e

=1 =1 1=1
P S
B 2 6 6
ir
3 3 1 3 1 3
5 _ 3
IEESIEEE) WERR ) O
1=1 1=1 =1 1=1
25 1 1
=24 2.342.2=6
6+2 +6

Atsakymas: 6.

Pastaba. Beje, dvi daugianario 2® — 2 — 1z — ¢ Saknys yra kom-

pleksinés. Todél, jei apsiribotume tik realiosiomis Saknimis, uzdavinys
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butu ne visai korektiskas. Ji galima pataisyti, parenkant lygciu siste-

mos desine puse. Pavyzdziui, vietoje 1, 2 ir 3 irase 0, 20 ir 30, gautume

S a? = 500.
Kadangi
103" — 1= (103"‘1 _ 1) (1 +10%" " 4 102'3”‘1),

tal, pazymeje

371—1

A, =10 -1, B,=1+10""" +10*3""",
gauname

Apn=A,_1B,_1=A, 2B, 2B,_1=---=AyByBy...B,_1.

Visi skaiciai Bg, k = 1,...n — 1, dalijasi is 3, nes ju skaitmenu sumos
lygios 3. Be to, Ay = 9 = 32. Taigi A,, dalijasi i§ 3% - 3" = 3"*+2.

Bet kuris skaic¢iaus 30 = 2-3-5 kartotinis d gali buti uzrasytas pavidalu
d = 2%3°57p ph> ... pik;

¢ia: p; — pirminiai skai¢iai, nelygus 2, 3, 5; «, (3, — naturalieji skaiciai,
n; —neneigiami sveiki skaiciai. Tokio skaiciaus d dalikliu skaicius lygus

(a+1D)B+D(v+1D)(n1+1)(ne+1)...(ng +1).
Sakykime, §i sandauga lygi 30. Kadangi pirmieji trys Sios sandaugos
skaiciai yra didesni uz 1, tai vienas is ju lygus 2, vienas — 3 ir vienas
— 5; visi likusieji turi buti lygts 1. Tad faktiskai d = 2*3°57, «, 3,7 €
{1,2,4}. I8 ¢ia lengvai iSraSome visus (Sesis) kartotinius:

2.32.5% 22.3.5% 2.3%.5%2 922.3%.5 2%.3.5%2 2%.32.5

Atsakymas: 11250, 7500, 4050, 1200, 1620, 720.
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20. Sumuodami po tris kampus, sudaran-
¢ius ,,istiestinius®“ kampus ,,virSunese“
A, B, C ir D, gauname lygtis

a+B+y=m,
a+fB+7=m,
a+pB+v=m,
a+§+7=m

Antraja ir treciaja lygtis padaugine is
—1 ir visas lygtis sudéje, gauname 2y —
2y =0, ty.y=7. Iscéia = f ir —

~

svarbiausia — a = a.
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