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1 S K Y R I U S

Variacinio skai£iavimo elementai

1.1. B	UTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO S�LYGA.
OILERIO LYGTIS.

I² pradºiu� i�rodysime kelis pagalbinius teiginius.

1.1 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a, b] funkcija ir

b∫
a

f(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (a, b) .

Tada f(x) ≡ 0, ∀x ∈ [a, b].

/ Tarkime prie²ingai, kad lemos s¡lygos yra patenkintos, ta£iau funkcija
f(x) 6≡ 0. Tada egzistuoja ta²kas x0 ∈ [a, b] : f(x0) 6= 0. Tegu f(x0) > 0.
Kadangi funkcija f yra tolydi, tai egzistuoja ta²ko x0 aplinka (x0 − ε, x0 + ε)
tokia, kad f(x) > 0, ∀x ∈ (x0 − ε, x0 + ε). Jeigu ta²kas x0 yra segmento
[a, b] kra²tinis ta²kas, pavyzdºiui, x0 = b, tai reikia imti vienpus¦ ²io ta²ko
aplink¡. Aib
eje C∞0 (a, b) imkime koki¡ nors funkcij¡ η, kuri yra teigiama ∀x ∈
(x0 − ε, x0 + ε) ir lygi nuliui, kai x ∈ [a, b] \ [x0 − ε, x0 + ε]. Tada

0 =
b∫
a

f(x)η(x) dx =
x+ε∫
x−ε

f(x)η(x) dx > 0.

Gauta prie²tara i�rodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi f(x) =
0, ∀x ∈ [a, b]. Atvejis, kai f(x0) < 0, nagrin
ejamas analogi²kai. .

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypiu�, trilypiu� ir apskritai n-lypiu� integ-
ralu� atveju.

1.2 lema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, f ∈ C(Ω) ir∫
Ω

f(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω) .

Tada f(x) ≡ 0, ∀x ∈ Ω.

P a s t a b a . �ios lemos i�rodymas yra analogi²kas 2.1 lemos i�rodymui. Be
to, 1.2 lema i²lieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje sriti� Ω pakeisime glodºiu
n-ma£iu pavir²iumi S.
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1.3 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a, b] funkcija ir

b∫
a

f(x)η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1(a, b) : η(a) = η(b) = 0.

Tada funkcija f yra konstanta.

/ Paºym
ekime

1
b− a

b∫
a

f(x) dx = C.

Tada
b∫
a

(f(x)− C) dx = 0. (1.1)

Tegu

η(x) =
x∫
a

(f(t)− C) dt.

Akivaizdu, kad taip apibr
eºta funkcija η tenkina lemos s¡lygas, o jos i²vestin
e
η′(x) = f(x)− C. Tod
el

b∫
a

(f(x)− C)f(x) dx = 0. (1.2)

Padaugin¦ (1.1) lygyb¦ i² −C ir prid
eje prie (1.2), rezultat¡ uºra²ysime taip:

b∫
a

(f(x)− C)2 dx = 0.

Ta£iau ²i lygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai f(x) = C, ∀x ∈ [a, b]. .

1.4 lema. Tegu f ir g yra tolydºios segmente [a, b] funkcijos ir

b∫
a

(g(x)η(x) + f(x)η′(x)) dx = 0, ∀η ∈ C1(a, b) : η(a) = η(b) = 0. (1.3)

Tada f ∈ C1(a, b) ir f ′(x) = g(x), ∀x ∈ [a, b].

/ Tegu

w(x) =
x∫
a

g(t) dt.
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Tada
b∫
a

w(x)η′(x) dx = −
b∫
a

g(x)η(x) dx

ir (1.3) tapatyb
e galime perra²yti taip:

b∫
a

(f(x)− w(x))η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1
0(a, b) .

Funkcija f − w tenkina 1.3 lemos s¡lygas. Tod
el ji yra konstanta, t.y.

f(x) =
x∫
a

g(t) dt+ C.

Taip apibr
eºta funkcija f yra tolydi ir turi tolydºi¡ i²vestin¦ f ′ = g. .
Tegu Ω ⊂ R2, F ∈ C(Ω× R); l � glodi kreiv
e, gulinti srityje Ω ir jungianti

du ta²kus. Tarkime, kreiv¦ l galima apibr
eºti lygtimi y = y(x), x ∈ [a, b] ir
y(a) = α, y(b) = β. Tada ∀x ∈ [a, b] ta²kas (x, y(x)) ∈ Ω. Aib¦ diferencijuojamu�
funkciju�, tenkinan£iu� ²ias s¡lygas, paºym
ekime raide M.

Suformuluosime pagrindini� variacinio skai£iavimo uºdavini�.
Tegu

I(y) =
b∫
a

F (x, y, y′) dx, y ∈M. (1.4)

Reikia rasti funkciją y ∈M tokią, kad funkcionalas I įgytų ekstremalią, t.y. minimalią
arba maksimalią, reikšmę.

�iuo atveju yra kalbama apie absoliutųjį ekstremum¡. Norint apibr
eºti loka-
laus ekstremumo s¡vok¡, reikia apibr
eºti funkcijos (kreiv
es) aplinkos s¡vok¡.

Tegu ε > 0 yra �ksuotas skai£ius ir y ∈ M. Funkcijos y nulin
es eil
es (arba
stipri¡ja) ε aplinka vadinsime aib¦

M0 = {ỹ ∈M : max
x∈[a,b]

|ỹ(x)− y(x)| ≤ ε}.

Funkcijos y pirmosios eil
es (arba silpn¡ja) ε aplinka vadinsime aib¦

M1 = {ỹ ∈M : max
x∈[a,b]

|ỹ(x)− y(x)|+ max
x∈[a,b]

|ỹ ′(x)− y′(x)| ≤ ε}.

A p i b r 
e º i m a s . Sakysime, kad funkcija y ∈ M suteikia funkcionalui I
stiprųjį (silpnąjį) lokalu� ekstremum¡, jeigu kokioje nors stipriojoje ε aplinkoje
M0 (silpnojoje ε aplinkoje M1)

I(y) ≤ I(ỹ), ∀ ỹ ∈M0 (∀ ỹ ∈M1)

arba
I(y) ≥ I(ỹ ), ∀ ỹ ∈M0 (∀ ỹ ∈M1).
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Jeigu kokia nors funkcija y suteikia funkcionalui I absoliutu�ji� ekstremu-
m¡, tai ji suteikia ir stipru�ji� lokalu� ekstremum¡, tuo labiau ir silpn¡ji� lokalu�
ekstremum¡. Tod
el, jeigu kokia nors s¡lyga yra b	utina tam, kad funkcija y
suteiktu� funkcionalui I silpn¡ji� lokalu� ekstremum¡, tai ²i s¡lyg¡ yra b	utina ir
tam, kad funkcija y suteiktu� funkcionalui I stipru�ji� lokalu� ekstremum¡, tuo
labiau ir absoliutu�ji� ekstremum¡. Taigi i²vedant b	utin¡ ekstremumo s¡lyg¡,
reikia i²nagrin
eti silpnojo lokalaus ekstremumo atveji�.

Toliau vietoje nat	uralios tolydumo s¡lygos reikalausime, kad funkcija F
tur
etu� tolydºias dalines i²vestines iki antrosios eil
es imtinai pagal visus savo ar-
gumentus. Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad, i�rodant kai kuriuos teiginius, pakanka
reikalauti tik pirmu�ju� i²vestiniu� tolydumo.

Tarkime, funkcija y ∈ M suteikia (1.4) funkcionalui silpn¡ji� lokalu� ekstre-
mum¡, o funkcija η ∈ C1

0(a, b) . Funkcija y + εη priklauso kokiai nors silpnai
funkcijos y aplinkai, jeigu skai£iaus ε modulis yra pakankamai maºas. Tod
el
tokioms ε reik²m
ems yra teisinga viena i² nelygybiu�

I(y) ≤ I(y + εη) arba I(y) ≥ I(y + εη).

Tegu Φ(ε) = I(y + εη). Pagal apibr
eºim¡

Φ′(0) = lim
ε→0

I(y + εη)− I(y)
ε

=
b∫
a

[
Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)

]
dx.

Ta²kas ε = 0 yra funkcijos Φ lokalaus ekstremumo ta²kas. Tod
el Φ′(0) = 0. �i¡
s¡lyg¡ galima perra²yti taip:

b∫
a

[
Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)

]
dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) . (1.5)

Taigi funkcija y turi tenkinti (1.5) integralin¦ tapatyb¦.
Atvirk²tinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcija y ∈ M tenkina (1.5)

integralin¦ tapatyb¦, tai neb	utinai ji suteikia funkcionalui silpn¡ji� lokalu� ek-
stremum¡. �iuo atveju sakysime, kad funkcionalas I i�gyja stacionariąją reik²m¦,
o funkcija y yra stacionarusis funkcionalo I ta²kas.

Panaudoj¦ integravimo dalimis formul¦, perra²ysime (1.5) integralin¦ tap-
atyb¦ taip:

b∫
a

[
Fy′(x, y, y′)−

x∫
a

Fy(t, y(t), y′(t)) dt
]
η′(x) dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) .

Pagal 1.3 lem¡ funkcija y turi tenkinti lygti�

Fy′(x, y, y′)−
x∫
a

Fy(t, y(t), y′(t)) dt = C. (1.6)
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�i lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi (integraline forma).
I�rodyt¡ teigini� galima suformuluoti taip: jeigu funkcija y ∈ M suteikia funk-

cionalui I silpnąjį lokalų ekstremumą, tai egzistuoja konstanta C tokia, kad funkcija y
yra (1.6) integralinės lygties sprendinys.

P a s t a b a . I²vesdami (1.6) lygti�, nesinaudojome tuo, kad funkcija F turi
tolydºi¡ i²vestin¦ Fx. Galima i�rodyti (ºr. [2]), kad funkcija y tenkina taip pat
integralin¦ lygti�

F (x, y, y′)− y′Fy′(x, y, y′)−
x∫
a

Fx(t, y(t), y′(t)) dt = C, x ∈ [a, b]. (1.7)

Gri�ºkime dabar prie (1.5) integralin
es tapatyb
es. Pagal 1.4 lem¡ koe�cientas
prie η′ turi tolydºi¡ kintamojo x atºvilgiu i²vestin¦. Tod
el (1.5) integralin¦
tapatyb¦ galima perra²yti taip:

Fy′(x, y, y′)η
∣∣∣x=b

x=a
+

b∫
a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx = 0,

∀η ∈ C1
0(a, b) . Kadangi η(a) = η(b) = 0, tai

b∫
a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx = 0, ∀η ∈ C1

0(a, b) .

�ioje integralin
eje tapatyb
eje rei²kinys, esantis lauºtiniuose skliaustuose, tenk-
ina 1.1 lemos s¡lygas. Tod
el funkcija y yra diferencialin
es lygties

Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)
= 0 (1.8)

sprendinys. �i lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi (diferencialine forma).
I�rodyt¡ teigini� galima suformuluoti taip: jeigu funkcija y ∈ M suteikia funk-

cionalui I silpnąjį lokalų ekstremumą, tai ji turi tenkinti (1.8) lygtį.
P a s t a b a . Funkcija Fy′(x, y, y′) turi piln¡j¡ tolydºi¡ kintamojo x atºvil-

giu i²vestin¦. Ta£iau jos negalima skleisti pagal ºinom¡ sud
etin
es funkcijos
diferencijavimo formul¦, t.y. negalima panauduoti formul
es

d

dx
(Fy′) = Fxy′ + Fyy′ + Fy′y′y

′′,

nes funkcija y turi tik pirmosios eil
es tolydºi¡ i²vestin¦ y′.
I�rodysime, kad i²vestin
e y′′ egzistuoja ir yra tolydi, jeigu Fy′y′ 6= 0. �is

teiginys kartais yra vadinamas Hilberto teorema. Funkcijos F antros eil
es
i²vestin
es Fxy′ , Fyy′ , Fy′y′ yra tolydºios. Tod
el

Fy′(x+ ∆x, y(x+ ∆x), y′(x+ ∆x))− Fy′(x, y(x), y′(x))
∆x

=
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= [Fxy′ ] + [Fyy′ ]
∆y

∆x
+ [Fy′y′ ]

∆y′

∆x
.

�ia rei²kiniai lauºtiniuose skliaustuose yra atitinkamu� i²vestiniu� reik²m
es tar-
piniuose ta²kuose. Be to, kai ∆x → 0, rei²kinys kair
eje ²ios lygyb
es pus
eje turi

rib¡
d

dx
(Fy′), o rei²kiniai [Fxy′ ], [Fyy′ ], ∆y

∆x ir [Fy′y′ ] art
eja atitinkamai prie

Fxy′ , Fyy′ , y
′, ir Fy′y′ . Tod
el, jeigu Fy′y′ 6= 0, tai rei²kinys ∆y′

∆x turi rib¡ ir

lim
∆x→0

∆y′

∆x
:= y′′ =

d
dx (Fy′)− Fxy′ − Fyy′y′

Fy′y′
.

Taigi, jeigu Fy′y′ 6= 0, i²vestin
e y′′ yra tolydi ir (1.8) Oilerio lygti� galima
perra²yti taip:

Fy′y′y
′′ + Fyy′y

′ + Fxy′ − Fy = 0. (1.9)

�i lygtis yra diferencialin
e antros eil
es lygtis, o jos bendrasis integralas turi dvi
laisv¡sias konstantas. Jas galima surasti i² ²iu� s¡lygu�:

y(a) = α, y(b) = β. (1.10)

P a s t a b a . Jeigu Fy′y′ = 0 tik kai kuriuose ta²kuose, tai ²iuose ta²kuose
i²vestin
e y′′ arba neegzistuoja, arba turi tr	uki�.

Keliu� funkciju� atvejis nagrin
ejamas analogi²kai. Tegu y = (y1, . . . , yn) yra
tolydºiai diferencijuojama vektorin
e funkcija, tenkinanti s¡lygas

y(a) = α, y(b) = β, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn). (1.11)

Tokiu� funkciju� aib
eje nagrin
esime funkcional¡

I(y) =
b∫
a

F (x, y, y′) dx. (1.12)

Pagrindinis variacinio skai£iavimo uºdavinys, taip pat stipriojo ir silpnojo loka-
laus ekstremumo s¡vokos ²iam funkcionalui formuluojamos taip kaip ir vienos
funkcijos atveju. Tiksliau galima i�rodyti, kad su kiekvienu k = 1, 2, . . . , n funk-
cija yk tenkina Oilerio lygti� integraline forma:

Fy′
k
(x, y, y′)−

x∫
a

Fyk(t, y(t), y′(t)) dt = Ck (1.13)

ir Oilerio lygti� diferencialine forma:

Fyk(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′

k
(x, y, y′)

)
= 0. (1.14)

P a s t a b a . Jeigu funkcija y suteikia (1.12) funkcionalui silpn¡ lokalu� eks-
tremum¡ ir determinantas

det|Fy′
k
y′
l
(x, y, y′)| 6= 0,
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tai galima i�rodyti (ºr. [2]), kad ∀k = 1, 2, . . . , n funkcija yk turi antros eil
es
tolydºias i²vestines. �iuo atveju (1.14) Oilerio lygtys yra antros eil
es lygtys ir ju�
bendrieji integralai turi 2n laisvu�ju� konstantu�. Ie²komoji vektorin
e funkcija y
turi tenkinti (1.11) s¡lygas. I� jas i�eina lygiai 2n skaliariniu� s¡lygu�. Taigi laisvu�ju�
konstantu� yra lygiai tiek pat, kiek ir s¡lygu� joms rasti.

Daugialypio integralo atveju nagrin
esime funkcional¡

I(u) =
∫
Ω

F (x, u, ux) dx. (1.15)

�ia: Ω ⊂ Rn � apr
eºta sritis; S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius; F � funkcija,
turinti tolydºias dalines i²vestines iki antros eil
es imtinai pagal visus savo ar-
gumentus; u � tolydºiai diferencijuojama srityje Ω funkcija, tenkinanti s¡lyg¡

u
∣∣
S

= ϕ(x), x ∈ S, ϕ ∈ C(S) . (1.16)

Tokiu� funkciju� u aib
eje reikia rasti t¡, kuri (1.15) funkcionalui suteikia absoliutu�
ekstremum¡. Lokalaus (silpnojo ir stipriojo) ekstremumo s¡vokos (1.15) funk-
cionalui apibr
eºiamos visi²kai taip pat kaip ir vienma£iu atveju. Reika tik
apibr
eºti funkcijos u silpn¡j¡ ir stipri¡j¡ aplinkas.

Tarkime, aib
eje funkciju�, tenkinan£iu� nurodytas s¡lygas, egzistuoja tokios,
kurioms (1.15) funkcionalas i�gyja baigtin¦ reik²m¦. Daugiama£iu atveju, skirtin-
gai nuo vienma£io, gali neb	uti n
e vienos diferencijuojamos funkcijos, tenki-
nan£ios (1.16) s¡lyg¡, kuriai (1.15) funkcionalas i�gytu� baigtin¦ reik²m¦. Smul-
kiau apie tai ºr. [2] knygoje.

Tegu funkcija u, tenkinanti (1.16) s¡lyg¡, suteikia (1.15) funkcionalui silpn¡
lokalu� ekstremum¡, o funkcija η ∈ C1

0(Ω). Be to, tegu srityje Ω funkcija u yra
dukart diferencijuojama. Funkcija u + εη yra kokioje nors silpnoje funkcijos u
aplinkoje, jeigu skai£iaus ε modulis yra pakankamai maºas. Tod
el tokiems ε yra
teisinga viena i² nelygybiu�

I(u) ≤ I(u+ εη), I(u) ≥ I(u+ εη).

Tegu Φ(ε) = I(u+ εη). Pagal apibr
eºim¡

Φ′(0) =
∫
Ω

[
Fu(x, u, ux)η(x) +

n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux)ηxk(x)
]
dx.

Ta²kas ε = 0 yra realaus kintamojo funkcijos Φ lokalaus ekstremumo ta²kas.
Tod
el Φ′(0) = 0 ir ∀η ∈ C1

0(Ω) yra teisinga integralin
e tapatyb
e:∫
Ω

[
Fu(x, u, ux)η(x) +

n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux)ηxk(x)
]
dx = 0. (1.17)

Pritaik¦ integravimo dalimis formul¦, ²i¡ tapatyb¦ perra²ysime taip:∫
Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk (x, u, ux)

)]
η(x) dx+
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+
∫
S

n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux) cos(n, xk)η(x) dS = 0, ∀η ∈ C1
0(Ω) .

Funkcija η(x) = 0, kai x ∈ S. Tod
el integralas pavir²iumi S yra lygus nuliui ir
yra teisinga integralin
e tapatyb
e∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk (x, u, ux)

)]
η(x) dx = 0, ∀η ∈ C1

0(Ω) .

Rei²kinys, esantis lauºtiniuose skliaustuose, tenkina 1.2 lemos s¡lyg¡. Tod
el jis
yra lygus nuliui, t.y.

Fu(x, u, ux)−
n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk (x, u, ux)

)
= 0. (1.18)

I�rodyt¡ teigini� suformuluosime taip: jeigu dukart tolydžiai diferencijuojama funk-
cija u suteikia (1.15) funkcionalui bent silpną lokalų ekstremumą, tai ji turi tenkinti
(1.18) Oilerio lygtį.

Glodus Oilerio lygties sprendinys vadinamas j¡ atitinkan£io funkcionalo eks-
tremale. Ai²ku, ekstremal
e ne visada suteikia funkcionalui silpn¡ lokalu� ek-
stremum¡. Nagrin
ejamu atveju, kaip ir vieno realaus kintamojo funkcijai, rei-
kalingas papildomas tyrimas.

P a s t a b a . I²vesdami (1.18) lygti� reikalavome, kad funkcija u b	utu� dukart
diferencijuojama. Priminsime, kad vienma£iu atveju reikalavome tik pirmos
i²vestin
es tolydumo, o antros eil
es i²vestin
es tolydum¡ i�rod
eme. Be to, vien-
ma£iu atveju i² pradºiu� i²ved
eme integralin¦ Oilerio lygti� (i� kuri¡ i�eina tik pir-
mosios i²vestin
es), o po to diferencialin¦ (i� kuri¡ jau i�eina ir antrosios i²vestin
es).
Analogi²ka teorija yra galima ir daugiama£iu atveju. Ta£iau ji jau n
era tokia
paprasta.
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1.2. BENDRESNI FUNKCIONALAI.
NAT	URALIOSIOS KRA�TIN 
ES SALYGOS

I�rodyti 1.1 skyrelio teiginiai i²lieka teisingi ir bendresniu� pavidalu� funkciona-
lams. Daºniausiai tai funkcionalai, i� kuriuos, be i�prasto integralo, i�eina pa-
pildomi nariai, priklausantys nuo ºinomu� funkciju� reik²miu� integravimo r
eºiu�
ta²kuose arba integravimo srities kra²tiniuose ta²kuose. I�rodysime, kad to-
kiems fukcionalams Oilerio lygtis i²lieka ta pati, o papildomi nariai turi i�takos
tik kra²tin
ems s¡lygoms. Be to, skirtingai nuo ank²£iau i²nagrin
etu� uºdaviniu�,
nereikalausime, kad ie²komoji funkcija tenkintu� kokias nors i²ankstines s¡lygas.

Vienma£iu atveju nagrin
esime funkcional¡

I(y) =
b∫
a

F (x, y, y′) dx+ ϕ(y(a)) + ψ(y(b)); (1.19)

£ia: F � funkcija, turinti tolydºias dalines i²vestines pagal visus argumentus iki
antros eil
es imtinai, o ϕ ir ψ � diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, kad dukart diferencijuojama funkcija y suteikia (1.19) funkciona-
lui bent silpn¡ lokalu� ekstremum¡. Laisvai pasirenkame funkcij¡ η ∈ C1[a, b] .
Funkcija y+εη priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu tik skai£i-
aus ε modulis yra pakankamai maºas. Priminsime, kad ta²kuose a ir b funkcijai
y nekeliame jokiu� i²ankstiniu� s¡lygu�. Tod
el funkcija η ta²kuose a ir b gali i�gyti
bet kokias reik²mes.

Tegu Φ(ε) = I(y + εη). Tada

Φ′(0) = lim
ε→0

I(y + εη)− I(y)
ε

=

=
b∫
a

[Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)] dx+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b).

Ta²kas ε = 0 yra lokalaus ekstremumo ta²kas. Tod
el Φ′(0) = 0. Taigi funkcija
y turi tenkinti integralin¦ tapatyb¦

b∫
a

[Fy(x, y, y′)η(x) + Fy′(x, y, y′)η′(x)] dx+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0.

Panaudoj¦ integravimo dalimis formul¦, j¡ perra²ysime taip:

b∫
a

[
Fy(x, y, y′)− d

dx

(
Fy′(x, y, y′)

)]
η(x) dx+

+Fy′(x, y, y′)η(x)
∣∣∣x=b

x=a
+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0. (1.20)
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Imdami η ∈ C1
0(a, b), gausime, kad funcija y turi tenkinti Oilerio lygti�:

Fy −
d

dx

(
Fy′
)

= 0. (1.21)

Gri�ºkime dabar prie (1.20) integralin
es tapatyb
es. Kadangi funkcija y tenkina
(1.21) Oilerio lygti�, tai (1.20) tapatyb¦ galima perra²yti taip:

Fy′(x, y, y′)η(x)
∣∣∣x=b

x=a
+ ϕ′(y(a))η(a) + ψ′(y(b))η(b) = 0.

Priminsime, kad funkcija η ta²kuose a ir b gali i�gyti bet kokias reik²mes. Tod
el
paskutin
eje tapatyb
eje koe�cientai prie η(a) ir prie η(b) turi b	uti lygus nuliui,
t.y. ta²kuose a ir b turi b	uti patenkintos tokios s¡lygos:

Fy′
∣∣
x=a = ϕ′(y(a)), (1.22)

Fy′
∣∣
x=b = −ψ′(y(b)). (1.23)

�ios kra²tin
es s¡lygos yra vadinamos natūraliosiomis kra²tin
emis s¡lygomis.
Daugiama£iu atveju nagrin
esime funkcional¡

I(u) =
∫
Ω

F (x, u, ux) dx+
∫
S

ϕ(x, u) dS; (1.24)

£ia: Ω yra apr
eºta sritis erdv
eje Rn, S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius, F ir ϕ
� pakankamai glodºios funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama srityje Ω funkcija u suteikia (1.24) funkcio-
nalui bent silpn¡ lokalu� ekstremum¡. Laisvai pasirenkame funkcij¡ η ∈ C1(Ω) ir
skai£iu� ε, kurio modulis yra pakankamai maºas. Tada funkcija u+ εη priklauso
kokiai nors silpnai funkcijos u aplinkai, o realaus kintamojo funkcija Φ(ε) =
I(u+ εη) ta²ke ε = 0 i�gyja ekstremali¡ reik²m¦. Tod
el jos i²vestin
e ta²ke ε = 0
yra lygi nuliui. �i¡ s¡lyg¡ galima uºra²yti taip:∫

Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk (x, u, ux)

)]
η(x) dx+

+
∫
S

[ n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux) cos(n, xk)η(x) + ϕu(x, u)
]
η(x) dS = 0, (1.25)

∀η ∈ C1(Ω) . Imkime η ∈ C1
0(Ω) . Tada integralas pavir²iumi S paskutin
eje

tapatyb
eje bus lygus nuliui. Atmet¦ ji�, gausime tapatyb¦∫
Ω

[
Fu(x, u, ux)−

n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk (x, u, ux)

)]
η(x) dx = 0.
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Pagal 1.2 lem¡ ²i tapatyb
e yra galima tik tuo atveju, kai funkcija u tenkina
Oilerio lygti�:

Fu −
n∑
k=1

d

dxk

(
Fuxk

)
= 0. (1.26)

Gri�ºkime dabar prie (1.25) integralin
es tapatyb
es. Kadangi funkcija u tenkina
(1.26) lygti�, tai (1.25) tapatyb
eje integralas sritimi Ω lygus nuliui ir yra teisinga
tapatyb
e∫

S

[ n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux) cos(n, xk) + ϕu(x, u)
]
η(x) dS = 0, ∀η ∈ C1(Ω) .

Kadangi funkcija η pavir²iaus S ta²kuose gali i�gyti bet kokias reik²mes, tai ²i
tapatyb
e yra galima tik tuo atveju, kai rei²kinys lauºtiniuose skliaustuose yra
lygus nuliui, t.y. pavir²iaus S ta²kuose funkcija u turi tenkinti s¡lyg¡

n∑
k=1

Fuxk (x, u, ux) cos(n, xk) + ϕu(x, u) = 0, x ∈ S.

�i kra²tin
e s¡lyga taip pat yra vadinama natūraliąja kra²tine s¡lyga.
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1.3. IZOPERIMETRINIS U�DAVINYS

Kokioje nors uºdaru�, gulin£iu� plok²tumoje, tam tikro ilgio kreiviu� aib
eje ie²ko-
sime tokios, kuri apriboja didºiausio ploto �g	ur¡. Toks uºdavinys vadinamas
izoperimetriniu uºdaviniu (siaur¡ja prasme). Jis susiveda i� uºdavini�, kai reikia
rasti funkcij¡, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremum¡, o kitas funkcio-
nalas i�gyja konkre£i¡ reik²m¦. Bendru atveju izoperimetrini� uºdavini� galima
suformuluoti taip: rasti funkciją, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremumą, o
kiti funkcionalai įgyja nurodytas reikšmes.

Nagrin
esime papras£iausi¡ izoperimetrini� uºdavini�. Tegu M yra aib
e dife-
rencijuojamu� segmente [a, b] funkciju�, tenkinan£iu� kra²tines s¡lygas

y(a) = α, y(b) = β, (1.27)

ir tokiu�, kad funkcionalas

J(y) =
b∫
a

Ψ(x, y, y′) dx = d; (1.28)

£ia d � tam tikras skai£ius. Aib
eje M reikia rasti funkcij¡, kuriai funkcionalas

I(y) =
b∫
a

F (x, y, y′) dx (1.29)

i�gyja ekstremali¡ reik²m¦. Nagrin
edami ²i� uºdavini� reikalausime, kad funkci-
jos F ir Ψ tur
etu� tolydºias dalines i²vestines pagal visus argumentus iki antros
eil
es imtinai, o skai£iu� d parinksime taip, kad aib
e M b	utu� netu²£ia. Taikant
Lagranºo daugikliu� metod¡, izoperimetrinis uºdavinys susiveda i� jau i²nagrin
e-
t¡ variacinio skai£iavimo uºdavini� be papildomu� funkciniu� s¡lygu�. I�rodysime
papras£iausi¡ Oilerio teoremos variant¡.

1.1 teorema (Oilerio). Tarkime, funkcija y ∈M suteikia (1.29) funkcionalui
ekstremum¡ ir n
era funkcionalo J ekstremal
e. Tada egzistuoja skai£ius λ toks,
kad funkcija y yra funkcionalo

H(y) = I(y) + λJ(y) (1.30)

ekstremal
e.

/ Tarkime, kad funkcija y ∈ M suteikia (1.29) funkcionalui ekstremum¡ ir
n
era funkcionalo J ekstremal
e. Laisvai pasirenkame funkcijas η1, η2 ∈ C∞0 (a, b) .
Funkcija y+ ε1η1 + ε2η2 priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu
tik skai£iu� ε1 ir ε2 moduliai yra pakankamai maºi. Apibr
eºkime dvieju� realiu�
kintamu�ju� funkcij¡ Φ(ε1, ε2) = J(y + ε1η1 + ε2η2). Jos pirmos eil
es i²vestin
es

∂Φ
∂εi

∣∣∣
ε1=ε2=0

=
b∫
a

[
Ψy −

d

dx

(
Ψy′
)]
ηi dx, i = 1, 2.
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Pagal teoremos s¡lyg¡ funkcija y n
era funkcionalo J ekstremal
e. Tod
el rei²kinys[
Ψy −

d

dx

(
Ψy′
)]

tapa£iai nelygus nuliui ir funkcij¡ η2 galima parinkti taip, kad

∂Φ
∂ε2

∣∣∣
ε1=ε2=0

=
b∫
a

[
Ψy −

d

dx

(
Ψy′
)]
η2 dx 6= 0.

Kadangi J(y) = d, tai ta²kas (0, 0) yra lygties Φ(ε1, ε2) = d sprendinys. Remi-
antis nei²reik²tiniu� funkciju� teorema, lygtis Φ(ε1, ε2) = d apibr
eºia ε2 kaip kin-
tamojo ε1 funkcij¡, jeigu tik skai£iaus ε1 modulis yra pakankamai maºas. Be
to, i²vestin
e

dε2

dε1

∣∣∣
ε1=0

= −Φε1

Φε2

∣∣∣
ε1=ε2=0

= −

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′
)]
η1 dx

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′
)]
η2 dx

.

Ta²kas ε1 = 0 yra funkcijos Φ̃(ε1) = I(y + ε1η1 + ε2(ε1)η2) lokalaus ek-
stremumo ta²kas. Tod
el

Φ̃′(ε1)
∣∣
ε1=0 = 0.

�i¡ s¡lyg¡ galima uºra²yti taip:
b∫
a

[
Fy −

d

dx

(
Fy′
)]
η1 dx+ dε2

dε1

∣∣∣
ε1=0

·
b∫
a

[
Fy −

d

dx

(
Fy′
)]
η2 dx =

=
b∫
a

[
Fy −

d

dx

(
Fy′
)]
η1 dx+ λ

b∫
a

[
Ψy −

d

dx

(
Ψy′
)]
η1 dx = 0; (1.31)

£ia

λ = −

b∫
a

[
Fy − d

dx

(
Fy′
)]
η2 dx

b∫
a

[
Ψy − d

dx

(
Ψy′
)]
η2 dx

.

Tegu F + λΨ = H. Tada (1.31) tapatyb¦ galima perra²yti taip:

b∫
a

[
Hy −

d

dx

(
Hy′
)]
η1 dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (a, b) .

Pasinaudoj¦ 2.1 lema, gausime, kad funkcija y turi tenkinti Oilerio lygti�:

Hy −
d

dx

(
Hy′
)

= 0. (1.32)

Taigi y yra funkcionalo H ekstremal
e.



2 S K Y R I U S

Matematiniai �zikiniu� procesu� modeliai

2.1. STYGOS IR MEMBRANOS SVYRAVIMU� LYGTIS

Kiet¡ k	un¡, kurio ilgis daug didesnis uº kitus jo matmenis, vadinsime styga.
Tarkime, i�tempta baigtin
e styga yra i�tvirtinta galuose ir pusiausvyros b	useno-
je stygos ta²kai yra ties
eje. Paºym
esime ²it¡ ties¦ x a²imi, o ta²kus, kuriuose
styga i�tvirtinta � ta²kais a ir b. Kokiu nors b	udu i²veskime styg¡ i² pusiausvyros.
Nagrin
esime tik tokius svyravimus, kai stygos ta²kai juda vienoje plok²tumoje
statmenai x a²iai. Ta²ko x nuokrypi� nuo pusiausvyros pad
eties paºym
esime
u(x, t). Tada stygos svyravimus apra²o viena skaliarin
e funkcija u = u(x, t). Be
to, nagrin
esime tik maºus stygos svyravimus ir j
egas, kurios prie²inasi stygos
i²lenkimui, laikysime maºomis, lyginant su jos i�tempimo j
egomis.
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a bdx

dl

x

u

2.1 pav.

Tegu K(x) � stygos, esan£ios pusiausvyros b	usenoje, tamprumo koe�cientas
ta²ke x, dl � deformuotos stygos elemento ilgis (ºr. 2.1 pav.). Darbas, reikalingas
elemento dx deformacijai, yra proporcingas stygos ilgio poky£iui:

K(x)(dl − dx) = K(x)(
√

1 + u2
x − 1) dx.

Kai svyravimai maºi, ²aknies
√

1 + u2
x skleidinyje ux laipsniais galima atmesti

auk²tesniuosius laipsnius. Tod
el elemento dx potencin
e energija

K(x)(dl − dx) ≈ K(x)(1 + 1
2u

2
x − 1) dx = 1

2K(x)u2
x dx.

Visos stygos potencin¦ energij¡ galima i²reik²ti integralu

b∫
a

1
2K(x)u2

x dx.

Jeigu styg¡ veikia i²orin
es j
egos, kuriu� linijinis tankis f(x, t), tai ²itu� j
egu� atlieka-
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mas darbas i²rei²kiamas integralu

−
b∫
a

f(x, t)u dx.

Taigi stygos sumin
e potencin
e energija

P =
b∫
a

[
1
2K(x)u2

x − f(x, t)u
]
dx.

Tegu ρ(x) � linijinis stygos tankis ta²ke x. Tada elemento dx kinetin
e energija

dT = 1
2ρ(x)u2

t dx.

Visos stygos kinetin
e energija

T =
b∫
a

1
2ρ(x)u2

t dx.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcional¡

I(u) =
t2∫
t1

(T − P )dt =
t2∫
t1

b∫
a

[
1
2ρ(x)u2

t −
1
2K(x)u2

x + f(x, t)u
]
dxdt.

Tarkime, funkcija u apra²o tikr¡ji� stygos svyravim¡, η � bet kokia diferencijuo-
jama �niti sta£iakampyje Ω = (t1, t2)× (a, b) funkcija, o ε � pakankamai maºas
teigiamas skai£ius. Funkcija u+ εη apra²o galim¡ stygos svyravim¡.

Funkcija u yra funkcionalo I stacionarioji reik²m
e. Tod
el

δI(u, η) =
t2∫
t1

b∫
a

[ρ(x)utηt −K(x)uxηx + f(x, t)η] dxdt = 0. (2.1)

Pritaik¦ integravimo dalimis formul¦ ir pasinauduoj¦ tuo, kad funkcija η sta£i-
akampyje Q yra �niti, perra²ysime (2.1) s¡lyg¡ taip:

t2∫
t1

b∫
a

[
−(ρ(x)ut)t + (K(x)ux)x + f(x, t)

]
η dxdt = 0.

²ioje integralin
eje tapatyb
eje η yra laisvai pasirinkta diferencijuojama �niti funk-
cija. Tod
el rei²kinys kvadratiniuose skliaustuose lygus nuliui, t.y. funkcija u
tenkino Oilerio lygti�:

ρ(x)utt − (K(x)ux)x = f(x, t). (2.2)
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I² visu� (2.2) lygties sprendiniu� reikia i²rinkti t¡, kuris tenkina visas nagrin
ejamo
uºdavinio s¡lygas. I²vesdami styg¡ i² pusiausvyros pad
eties, suteik
eme jai pra-
dini� nuokrypi� ir pradini� greiti�. Vadinasi, pradiniu laiko momentu (tarkime,
momentu t = 0) funkcija u turi tenkinti pradines s¡lygas:

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), ∀x ∈ [a, b]. (2.3)

Be to, ta²kuose a ir b styga yra i�tvirtinta. Tod
el bet kuriuo laiko momentu t ≥ 0
turi b	uti patenkintos kra²tin
es s¡lygos:

u|x=a = 0, u|x=b = 0. (2.4)

Tokiu b	udu i�tvirtintos ta²kuose a ir b stygos svyravimo uºdavinys yra mi²rusis
(2.2)�(2.4) uºdavinys.

Jeigu styga yra homogenin
e ir tolygiai i�tempta, t.y. funkcijos ρ ir K yra
pastovios, tai (2.2) lygti� galima perra²yti taip:

utt − a2uxx = F (x, t); (2.5)

£ia: a2 = K/ρ, F = f/ρ. �i lygtis yra vadinama vienmate bangavimo lygtimi.
P a s t a b a . Esant kitokioms kra²tin
ems s¡lygoms, stygos svyravimas apra-

²omas ta pa£ia Oilerio lygtimi (tai i²plaukia i² jos i²vedimo). Tos pa£ios i²lieka ir
pradin
es s¡lygos. Kei£iasi tik kra²tin
es s¡lygos. Pavyzdºiui, jeigu ta²kas x = a
juda pagal tam tikr¡ d
esni� arba ji� veikia tam tikra j
ega, arba jis yra elastingai
i�tvirtintas, tai kra²tin¦ s¡lyg¡ ²iame ta²ke reikia pakeisti atitinkamai viena i²
s¡lygu�:

u|x=a = µ(t), K(x)ux|x=a = µ(t), K(x)ux + σ(x, t)u|x=a = 0.

Kiet¡ k	un¡, kurio storis kur kas maºesnis uº visus kitus jo matmenis, vadin-
sime membrana. Tarkime, pusiausvyros b	usenoje membrana uºima sriti� Ω ⊂
R2, apribot¡ kont	uru l, ir kont	uro l ta²kuose yra i�tvirtinta. Tegu u(x, t) ta²ko
x = (x1, x2) ∈ Ω nuokrypis nuo pusiausvyros pad
eties laiko momentu t. Tada
membranos svyravim¡ galima apra²yti viena skalerine funkcija u = u(x, t).
Membranos ir stygos svyravimo lygties i²vedimas yra analogi²kas. Tod
el, i²ves-
dami membranos svyravimo lygti�, praleisime kai kurias pasikartojan£ias detales.

Potencin¦ ir kinetin¦ membranos energijas galima i²reik²ti integralais:

P =
∫
Ω

1
2K(x)(u2

x1
+ u2

x2
) dx−

∫
Ω

f(x, t)u dx, T =
∫
Ω

1
2ρ(x)u2

t dx;

£ia: K(x) � membranos, esan£ios pusiausvyros b	usenoje, tamprumo koe�cien-
tas, f(x, t) � pavir²inis i²oriniu� j
egu� tankis, ρ � pavir²inis membranos tankis.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcional¡

I(u) =
t2∫
t1

∫
Ω

[
1
2ρ(x)u2

t −
1
2K(x)(u2

x1
+ u2

x2
) + f(x, t)u

]
dxdt.
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Jeigu funkcija u apra²o tikr¡ji� membranos svyravim¡, tai su bet kokia dife-
rencijuojama �ni£ia ritinyje Q = Ω × (t1, t2) funkcija η, funkcionalo I pirmoji
variacija

δI(u, η) =
t2∫
t1

∫
Ω

[ρ(x)utηt −K(x)(ux1ηx1 + ux2ηx2) + f(x, t)η] dxdt = 0.

I² ²ios integralin
es tapatyb
es lengvai gauname, kad funkcija u turi tenkinti Oi-
lerio lygti�

ρ(x)utt −
2∑
i=1

(K(x)uxi)xi = f(x, t). (2.6)

Be to, funkcija u turi tenkinti pradines

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = φ(x) (2.7)

ir kra²tin¦
u|l = 0 (2.8)

s¡lygas.
Taigi i�tvirtintos kont	ure l membranos svyravimo uºdavinys yra mi²rusis

(2.6)�(2.8) uºdavinys.
Tuo atveju, kai membrana yra homogenin
e ir jos i�tempimas visomis kryp-

timis yra vienodas, t.y. kai funkcijos K ir ρ yra pastovios, (2.6) lygti� galima
perra²yti taip:

utt − a2
2∑
i=1

uxixi = F (x, t); (2.9)

£ia: a2 = K/ρ, F = f/ρ. �i lygtis yra vadinama dvimate bangavimo lygtimi.
P a s t a b a . Jei membrana n
era i�tvirtinta, tai Oilerio lygtis ir pradin
es

s¡lygos i²lieka tos pa£ios. Kei£iasi tik kra²tin
e s¡lyga. Pavyzdºiui, jeigu mem-
branos kont	uras svyruoja pagal tam tikr¡ d
esni� arba ji� veikia tam tikra j
ega,
arba jis yra elastingai i�tvirtintas, tai vietoje (2.8) kra²tin
es s¡lygos reikia imti
atitinkamai vien¡ i² s¡lygu�:

u
∣∣∣
l
= µ(x, t), K(x)∂u

∂n

∣∣∣
l
= µ(x, t), K(x)∂u

∂n

∣∣∣
l
+σ(x, t)u

∣∣∣
l
= 0;

£ia: µ ir σ ºinomos funkcijos, ∂u/∂n � funkcijos u i²vestin
e normal
es kryptimi.
Savaime ai²ku, kad galimos ir kitos kra²tin
es s¡lygos, taip pat ir netiesin
es.

Tarkime, kont	uro l ta²kuose n
era jokiu� i²ankstiniu� s¡lygu�. Be to, tegu mem-
bran¡ veikianti j
ega f nepriklauso nuo laiko t. Veikiant ²iai j
egai, membrana
i²silenks. Tegu funkcija u = u(x), x = (x1, x2) ∈ Ω apra²o deformuotos mem-
branos pavir²iu�. �iuo atveju membranos potencin
e energija

P (u) =
∫
Ω

[
1
2K(x)(u2

x1
+ u2

x2
)− f(x)u

]
dx
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i�gyja maºiausi¡ reik²m¦.
Tegu η ∈ C1(Ω), ε � maºas teigiamas skai£ius. Tada funkcija u±εη apibr
eºia

galim¡ membranos deformacij¡ ir

P (u) ≤ P (u+ εη).

Tod
el funkcionalo P pirmoji variacija

δP (u, η) =
∫
Ω

[K(x)(ux1ηx1 + ux2ηx2)− f(x)η] dx = 0.

Panaudoj¦ integravimo dalimis formul¦, ²i¡ integralin¦ tapatyb¦ perra²ysime
taip: ∫

Ω

[ 2∑
i=1

(K(x)uxi)xi + f(x)
]
η dx−

∫
l

K(x)∂u
∂nη dl = 0. (2.10)

Tarkime, funkcija η lygi nuliui kont	uro l ta²kuose. Tada∫
Ω

[ 2∑
i=1

(K(x)uxi)xi + f(x)
]
η dx = 0

ir funkcija u turi tenkinti Oilerio lygti�
2∑
i=1

(K(x)uxi)xi + f(x) = 0, x ∈ Ω. (2.11)

Gri�ºkime prie (2.10) tapatyb
es. Tegu η yra bet kokia diferencijuojama funk-
cija. Kadangi funkcija u tenkina (2.11) Oilerio lygti�, tai (2.10) tapatyb¦ galime
perra²yti taip: ∫

l

K(x)∂u
∂nη dl = 0.

Kont	uro l ta²kuose funkcija η gali i�gyti bet kokias reik²mes. Tod
el rei²kinys

K(x)∂u
∂n yra lygus nuliui, t.y. funkcija u tenkina kra²tin¦ s¡lyg¡

K(x)∂u
∂n = 0, x ∈ l. (2.12)

Taigi membranos pusiausvyros uºdavinys yra kra²tinis (2.11), (2.12) uºdavinys.
Kai funkcija K yra pastovi, (2.11) lygtis yra Puasono lygtis

∆u = −F, F = f/K,

kuri, kai f = 0, virsta Laplaso lygtimi

∆u = 0;

£ia ∆u =
2∑
i=1

uxixi .

P a s t a b a . Nagrin
ejant membranos pusiausvyros uºdavini�, galimos ir ki-
tos kra²tin
es s¡lygos (ºr. stygos ir membranos svyravimu� lygtis).
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2.2. �ILUMOS LAIDUMO KIETAME K	UNE U�DAVINYS

Tarkime: erdv
eje R3 kietas k	unas uºima sriti� Ω; ºinoma jo temperat	ura pra-
diniu laiko momentu t = 0 ir pavir²iaus S = ∂Ω temperat	ura bet kuriuo laiko
momentu t ≥ 0. I²tirsime temperat	ur¡ k	uno viduje. K	uno temperat	ura ta²ke
x = (x1, x2, x3) ∈ Ω laiko momentu t paºym
esime u(x, t). Tegu Ω′ ⊂ Ω � bet
kokia vidin
e sritis su glodºiu pavir²iumi S′. Pagal Furj
e d
esni� ²ilumos kiekis,
pratekantis per pavir²iu� S′ laikotarpiu t2 − t1, i²rei²kiamas integralu

t2∫
t1

∫
S′

k(x, t, u)∂u
∂ndS

′ dt;

£ia: k � ²ilumos laidumo koe�cientas, ∂u/∂n � funkcijos u i²vestin
e normal
es
kryptimi.

Kai yra i²oriniai ²ilumos ²altiniai su tankiu f(x, t), tai ²ilumos kiekis, paten-
kantis i² ju� i� sriti� Ω′ laikotarpiu t2 − t1, lygus

t2∫
t1

∫
Ω′

f(x, t) dxdt.

Antra vertus, tas pats ²ilumos kiekio pokytis srityje Ω′ laikotarpiu t2− t1 lygus∫
Ω′

c(x)ρ(x)u(x, t2) dx−
∫
Ω′

c(x)ρ(x)u(x, t1) dx =
t2∫
t1

∫
Ω′

c(x)ρ(x)ut(x, t) dxdt;

£ia ρ(x) ir c(x) � atitinkamai k	uno tankis ir ²ilumos talpumas (speci�n
e ²iluma)
ta²ke x. I²skirtoje srityje Ω′ sudarome šilumos balanso lygti�:

t2∫
t1

∫
S′

k(x, t, u)∂u
∂ndS

′ dt+
t2∫
t1

∫
Ω′

f(x, t) dxdt =
t2∫
t1

∫
Ω′

c(x)ρ(x)ut(x, t) dxdt.

Pagal Gauso�Ostrogradskio formul¦∫
S′

k(x, t, u)∂u
∂ndS

′ =
∫
Ω′

3∑
i=1

d

dxi

(
k(x, t, u)uxi

)
dx.

Tod
el ²ilumos balanso lygti� galima perra²yti taip:
t2∫
t1

∫
Ω′

[ 3∑
i=1

d

dxi

(
k(x, t, u)uxi

)
− c(x)ρ(x)ut + f(x, t)

]
dxdt = 0. (2.13)

Kadangi integravimo r
eºiai t1, t2 ir sritis Ω′ pasirinkti laisvai, tai rei²kinys
kvadratiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y. funkcija u tenkina lygti�

3∑
i=1

d

dxi

(
k(x, t, u)uxi

)
− c(x)ρ(x)ut + f(x, t) = 0, ∀x ∈ Ω, t > 0. (2.14)
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I² visu� ²ios lygties sprendiniu� reikia i²rinkti t¡, kuris tenkintu� pradines ir
kra²tines s¡lygas. Nagrin
ejamu atveju yra ºinoma k	uno temperat	ura pradiniu
laiko momentu ir k	uno pavir²iaus temperat	ura bet kuriuo laiko momentu. Tod
el
funkcija u turi tenkinti pradin¦

u
∣∣
t=0 = ϕ(x) (2.15)

ir kra²tin¦
u
∣∣
S

= µ1(x, t) (2.16)

s¡lygas. Taigi ²ilumos pasiskirstymo kietame k	une Ω ⊂ R3 uºdavinys yra mi²ru-
sis (2.14)�(2.16) uºdavinys.

P a s t a b o s :

1. Pavir²iuje S galimi ir kiti ²ilumos reºimai. Pavyzdºiui, jeigu kiekvienu
laiko momentu t ºinome ²ilumos kieki� µ2(x, t), kuris patenka i� sriti� Ω per
pavir²iu� S, arba ºinome supan£ios sriti� Ω erdv
es temperat	ur¡ µ3(x, t), tai
vietoje (2.16) kra²tin
es s¡lygos reikia imti atitinkamai vien¡ i² s¡lygu�:

k(x, t, u)∂u
∂n

∣∣∣
S

= µ2, k(x, t, u)∂u
∂n

∣∣∣
S

+ σ(x, t, u)(u− µ3)
∣∣∣
S

= 0;

£ia σ � ²ilumos mainu� koe�cientas.

2. Jeigu Ω = Rn, tai (2.16) s¡lyga neturi prasm
es ir nagrin
ejamas uºdavinys
susiveda i� (2.14)�(2.15) Ko²i uºdavini�.

3. Tuo atveju, kai nagrin
ejamasis k	unas yra homogeninis, t.y. funkcijos k, ρ
ir c yra pastovios, (2.14) lygtis yra šilumos laidumo lygtis

ut − a2∆u = F (x, t); (2.17)

£ia: a2 = k

cρ
, F = f

cρ
,∆u =

3∑
i=1

uxixi .

Jeigu procesas stacionarus, t.y. temperat	uros pasiskirstymas yra nusistov
ej¦s
ir laikui b
egant nekinta, tai funkcijos u, f ir k nepriklauso nuo kintamojo t. Tod
el
ut = 0 ir (2.14) lygti� galima perra²yti taip:

3∑
i=1

d

dxi

(
k(x, u)uxi

)
+ f(x) = 0, x ∈ Ω.

Kai funkcija k yra pastovi, ²i lygtis yra Puasono lygtis

−∆u = F, F = f/k,

o kai ir f = 0, � Laplaso lygtis
∆u = 0.



24 2. MATEMATINIAI FIZIKINIU� PROCESU� MODELIAI

Ai²ku, kad nagrin
ejant stacionaru� proces¡, pradin
e s¡lyga nereikalinga, o kra²-
tin
e s¡lyga i²lieka. Praktiniuose uºdaviniuose daºniausiai naudojamos tokios
kra²tin
es s¡lygos:

u
∣∣∣
S

= µ(x), ∂u
∂n

∣∣∣
S

= µ(x), ∂u
∂n

∣∣∣
S

+ σ(x)u
∣∣∣
S

= µ(x).

Dvima£iu ir vienma£iu atvejais gaunamos analogi²kos lygtys. Pavyzdºiui,
jeigu nagrin
ejamasis k	unas yra plona plok²tel
e arba plonas strypas, tai gausime
dvimat¦ arba vienmat¦ ²ilumos laidumo lygti�

ut − a2(ux1x1 + ux2x2) = F, ut − a2ux1x1 = F.



2.3. IDEALIOJO SKYS�IO HIDRODINAMIKOS LYGTYS 25

2.3. IDEALIOJO SKYS�IO HIDRODINAMIKOS LYGTYS

Nagrin
esime judanti� skysti�1, kuriame ²ilumos laidumo ir klampumo procesai yra
neesminiai, t.y. manysime, kad n
era ²ilumos perdavimo ir trinties tarp i�vairiu�
skys£io daleliu�, taip pat tarp skys£io daleliu� ir i�vairiu� saveikaujan£iu� su jomis
i²oriniu� k	unu�. Toks skys£io jud
ejimas vadinamas idealiuoju.

Tegu v(x, t) yra skys£io greitis, p(x, t) � sl
egis, o ρ(x, t) � tankis ta²ke x =
(x1, x2, x3) laiko momentu t. Pabr
e²ime, kad funkcijos v, p ir ρ priklauso nuo
konkre£iu� erdv
es ta²ku�, o ne nuo konkre£iu� judan£iu� erdv
eje skys£io daleliu�.

Laisvai pasirenkame sriti� Ω su glodºiu pavir²iumi S. Skys£io mas
e srityje Ω
laiko momentu t i²rei²kiama integralu∫

Ω

ρ(x, t) dx.

Mas
es pokytis laikotarpiu t2 − t1 lygus

∫
Ω

ρ(x, t2) dx−
∫
Ω

ρ(x, t1) dx =
t2∫
t1

∫
Ω

∂ρ(x, t)
∂t

dxdt.

Antra vertus, skys£io mas
e, pratekanti per pavir²iu� S nuo i²oriniu� ²altiniu� laiko-
tarpiu t2 − t1, yra lygi

−
t2∫
t1

∫
S

ρvn dSdt+
t2∫
t1

∫
Ω

f dxdt;

£ia: vn = (v,n) =
3∑
i=1

vini, vi � vektoriaus v projekcija i� koordina£iu� a²i� xi, i =

1, 2, 3; f(x, t) � vidiniu� ²altiniu� intensyvumas. Pagal mas
es tverm
es d
esni�

t2∫
t1

∫
Ω

∂ρ(x, t)
∂t

dxdt = −
t2∫
t1

∫
S

ρvn dSdt+
t2∫
t1

∫
Ω

f dxdt. (2.18)

Remiantis Gauso�Ostrogradskio formule,∫
S

ρvn dS =
∫
Ω

3∑
i=1

d

dxi

(
ρvi
)
dx =

∫
Ω

divρv dx;

£ia

divv ≡
3∑
i=1

∂vi
∂xi

.

1�iame skyrelyje ra²ydami ºodi� "skystis" tur
esime omenyje ir skysti�, ir dujas.
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Tod
el (2.18) lygyb¦ galime perra²yti taip:

t2∫
t1

∫
Ω

(
∂ρ(x, t)
∂t

+ divρv
)
dxdt =

t2∫
t1

∫
Ω

f dxdt.

Kadangi sritis Ω ir integravimo r
eºiai t1, t2 pasirinkti laisvai, tai pointegraliniai
rei²kiniai abiejose lygyb
es pus
ese yra lyg	us, t.y.

∂ρ(x, t)
∂t

+ divρv = f. (2.19)

�i lygtis yra vadinama tolydumo lygtimi. Kai skystis yra nesuspaudºiamas, t.y.
tankis ρ yra pastovus, (2.19) lygti� galima perra²yti taip:

divv = F, F = f/ρ. (2.20)

Tuo atveju, kai skys£io srautas yra potencialus, t.y.

v = −gradu, gradu = (ux1 , ux2 , ux3),

u � skaliarin
e funkcija, (2.20) lygtis yra Puasono lygtis

∆u = −F ;

£ia ∆u =
3∑
i=1

uxixi .

I²vesime idealiojo skys£io jud
ejimo lygtis. Pagal prielaid¡ i² visu� galimu�
vidiniu� j
egu�, veikian£iu� skys£io daleles srityje Ω, veikia tik sl
egio j
egos. Jos
kiekvien¡ pavir²iaus S element¡ dS veikia vidin
es normal
es kryptimi. Vadinasi,
sl
egio j
ega, veikianti element¡ dS, lygi −pn dS. �iu� j
egu� atstojamoji

−
∫
S

pn dS = −
∫
Ω

grad p dx.

Jeigu kiekvien¡ skys£io mas
es element¡ veikia i²orin
e j
ega F (x, t) (pavyzdºiui,
sunkio j
ega), tai ²itu� j
egu� atstojamoji lygi∫

Ω

ρF dx.

Inerciniu� j
egu�, veikian£iu� sriti� Ω, atstojamoji lygi

−
∫
Ω

ρ
dv
dt
dx;

£ia
dv
dt

� konkre£ios skys£io dalel
es, judan£ios erdv
eje, pagreitis. Atkreipsime

d
emesi� i� tai, kad dalin
e i²vestin
e
∂v
∂t

apibr
eºia grei£io pokyti� �ksuotame erdv
es
ta²ke.
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Pagal Dalambero princip¡ skys£io dalel¦ veikian£iu� j
egu� suma lygi nuliui.
Tod
el ∫

Ω

(
ρF − grad p− ρdv

dt

)
dx = 0. (2.21)

Kadangi sritis Ω pasirinkta laisvai, tai rei²kinys skliaustuose yra lygus nuliui,
t.y.

dv
dt

= −1
ρ

grad p+ F. (2.22)

Gauta lygtis yra idealiojo skys£io jud
ejimo lygtis. J¡ 1755 m. pirm¡ kart¡
i²ved
e L. Oileris.

Pilnoji funkcijos v i²vestin
e

dv
dt

= ∂v
∂t

+
3∑
i=1

∂v
∂xi

vi = ∂v
∂t

+ (v, grad v).

Tod
el Oilerio lygti� galima perra²yti dar ir taip:

∂v
∂t

+ (v, grad v) = −1
ρ

grad p+ F. (2.23)

Jeigu idealusis skystis yra nesuspaudºiamas, tai jo tankis ρ yra pastovus dy-
dis, kuri� galima laikyti ºinomu. �iuo atveju (2.19) tolydumo ir (2.22) Oilerio
lygtys sudaro idealiojo skys£io hidrodinamikos lyg£iu� sistem¡. Tiksliau, turime
keturias lygtis ir keturias neºinomas funkcijas v1, v2, v3 ir p.

Jeigu skystis yra suspaudºiamas, tai turime penkias neºinomas funkcijas
v1, v2, v3, p, ρ ir keturias lygtis. Tam, kad hidrodinamikos lyg£iu� sistema b	utu�
uºdara, reikia prie (2.19) tolydumo lygties ir (2.22) Oilerio lygties prijungti
skys£io b	usenos lygti�

p = Φ(ρ), (2.24)

kuri apibr
eºia ry²i� tarp tankio ir sl
egio. I� j¡ gali i�eiti ir kiti �zikiniai dydºiai,
pavyzdºiui, temperat	ura. Skirtingiems skys£iams ju� b	usenos lygtis nustatoma
eksperimento b	udu.

Prie hidrodinamikos lyg£iu� sistemos reikia dar prijungti kra²tines s¡lygas.
Pavyzdºiui, ta²kuose, kuriuose skystis lie£iasi su nejudamu pavir²iumi, turi b	uti
patenkinta s¡lyga vn = (v,n) = 0. Jeigu lie£iasi du nesusimai²antys skys£iai,
tai lietimosi ta²kuose ju� sl
egiai ir grei£iu� projekcijos i� normal
es vektoriu� n turi
b	uti lyg	us.

P a s t a b a . I� duju� jud
ejim¡ galima ºi	ur
eti kaip i� idealiojo skys£io jud
ejim¡,
kurio neveikia sunkio j
egos ir n
era i²oriniu� ²altiniu�. Tod
el duju� dinamikos lyg£iu�
sistem¡ galima uºra²yti taip:

∂ρ

∂t
+ divρv = 0,

∂v
∂t

+ (v, grad v) + 1
ρ

grad p = 0, (2.25)

p = Φ(ρ).



3 S K Y R I U S

Lygtys ir kra²tiniai uºdaviniai

3.1. TIESINIU� ANTROS EIL 
ES LYG�IU� KLASIFIKACIJA

Nagrin
edami �zikos ir mechanikos uºdavinius, i²ved
eme juos apra²an£ias difer-
encialines lygtis. Daºniausiai tai tiesin
es antros eil
es daliniu� i²vestiniu� lygtys.
Papras£iausios i² ju� yra Puasono (Laplaso)

−∆u = f, (∆u = 0),

²ilumos laidumo
ut − a2∆u = f

ir bangavimo
utt − a2∆u = f

lygtys; £ia

∆u =
n∑
i=1

uxixi

yra n-matis Laplaso operatorius.
�iame skyrelyje nagrin
esime tiesines antros eil
es lygtis

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x). (3.1)

I²skirsime tris lyg£iu� klases, kurioms priklauso Puasono, ²ilumos laidumo ir ban-
gavimo lygtys.

Tarkime, (3.1) lygtyje funkcijos aij , ai, a ir f yra apibr
eºtos srityje Ω ⊂ Rn.
I² koe�cientu� prie antros eil
es i²vestiniu� sudarome kvadratin¦ form¡

Λ(x, ξ) =
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj , ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. (3.2)

Tiesin
eje algebroje i�rodoma, kad (3.2) kvadratin¦ form¡ �ksuotame ta²ke x0 ∈ Ω
naudojant nei²sigimusi¡ tiesin¦ transformacij¡

ξi =
n∑
k=1

Ckiηk, i = 1, . . . , n,

galima suvesti i� kvadratu� sum¡

Λ(x0, ξ) =
n∑

i,j=1
aij(x0)ξiξj =

n∑
k=1

λkη
2
k; (3.3)
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£ia:
n∑

i,j=1
aij(x0)CkiClj = λkδ

l
k, δlk =

{
1, kai l = k,

0, kai l 6= k, k, l = 1, . . . , n.

Be to, visi koe�cientai λk yra real	us, nes {aij} yra simetrin
e matrica.
Pagal kvadratiniu� formu� inercijos d
esni� teigiamu�, neigiamu� ir lygiu� nuliui

koe�cientu� skai£ius nepriklauso nuo parinktos nei²sigimusios transformacijos,
suvedan£ios ²i¡ form¡ i� kvadratu� sum¡. Tod
el yra galima tokia tiesiniu� antros
eil
es lyg£iu� klasi�kacija.

A p i b r 
e º i m a s . (3.1) lygtis ta²ke x0 yra (α, β, γ) tipo, jeigu (3.3) kvad-
ratin
eje formoje yra α teigiamu�, β neigiamu� ir γ lygiu� nuliui koe�cientu� λk.

P a s t a b a . Savaime ai²ku, kad tipus (α, β, γ) ir (β, α, γ) galima sutapa-
tinti. Be to, jeigu (3.1) lygtyje koe�cientai aij yra pastov	us, tai visuose erdv
es
Rn ta²kuose ²i lygtis yra to paties tipo.

I ² s k i r s i m e t r i s a t v e j u s :

1. Visi koe�cientai λk 6= 0 ir yra vienodo ºenklo. Tada (3.1) lygtis ta²ke x0

yra (n, 0, 0) arba (0, n, 0) tipo ir vadinama elipsine lygtimi ta²ke x0.

2. Visi koe�cientai λk 6= 0 ir vieno i² ju� ºenklas skiriasi nuo kitu�. Tada (3.1)
lygtis ta²ke x0 yra (n−1, 1, 0) arba (1, n−1, 0) tipo ir vadinama hiperboline
lygtimi ta²ke x0.

3. Vienas i² koe�cientu�, tarkime λk, lygus nuliui, o kiti nelyg	us nuliui ir
vienodo ºenklo. Tada (3.1) lygtis ta²ke x0 yra (n−1, 0, 1) arba (0, n−1, 1)
tipo. Jeigu, be to, dar

n∑
i=1

ai(x0)Cki 6= 0, (3.4)

tai (3.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi ta²ke x0. Jeigu (3.4) s¡lyga
yra nepatenkinta, tai (3.1) lygtis vadinama paraboline lygtimi pla£i¡ja
prasme.

P a s t a b a . Vietoje nepriklausomu� kintamu�ju� x1, . . . , xn i�veskime naujus
nepriklausomus kintamuosius

yk =
n∑
i=1

Ckixi, k = 1, . . . , n.

Atlik¦ elementarius skai£iavimus, gausime, kad (3.1) lygti� ta²ke x0 galima uºra-
²yti taip:

n∑
k=1

λkuykyk +
n∑
k=1

Akuyk + au = f ; (3.5)

£ia koe�cientai Ak =
n∑
i=1

ai(x0)Cki. Taigi parabolin
es lygties atveju (3.4) papil-

doma s¡lyga rodo, kad koe�cientas Ak prie i²vestin
es uyk nelygus nuliui. Tuo
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atveju, kai (3.4) s¡lyga yra nepatenkinta, t.y. kai koe�cientas Ak = 0, (3.5) lyg-
tyje n
era funkcijos u i²vestiniu� kintamojo yk atºvilgiu. Ta£iau tada i� ²i� kintam¡ji�
galima ºi	ur
eti kaip i� laisv¡ji� parametr¡.

A p i b r 
e º i m a s . Sakysime, kad (3.1) lygtis yra elipsin
e, hiperbolin
e arba
parabolin
e srityje Ω, jeigu ji yra tokia kiekviename srities Ω ta²ke. Toliau na-
grin
esime tik ²iu� triju� tipu� lygtis.

3.1 lema. Nei²sigimusi nepriklausomu� kintamu�ju� transformacija (neb	utinai
tiesin
e) lygties tipo nekei£ia.

�io teiginio i�rodym¡ galima rasti knygoje [1].
P a v y z d º i a i :

1. Puasono (Laplaso) lygti�

∆u = −f (∆u = 0)

atitinka kvadratin
e forma

Λ(x, ξ) =
n∑
k=1

ξ2
k.

Visi jos koe�cientai nelyg	us nuliui, vienodo ºenklo (lyg	us 1) ir nepriklau-
so nuo konkretaus ta²ko x ∈ Rn. Tod
el Puasono ir Laplaso lygtys yra
elipsin
es lygtys visoje erdv
eje Rn.

2. �ilumos laidumo lygti�
ut − a2∆u = f

atitinka kvadratin
e forma

Λ(x, t, ξ) = −a2
n∑
k=1

ξ2
k + 0 · ξ2

n+1, ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1.

Vienas i² ²ios kvadratin
es formos koe�cientu� lygus nuliui, o kiti nelyg	us
nuliui ir vienodo ºenklo. Be to, visi lygties koe�cientai nepriklauso nuo
konkretaus ta²ko (x, t) ∈ Rn × R. Tod
el ²ilumos laidumo lygtis yra
parabolin
e lygtis visoje erdv
eje Rn × R.

3. Bangavimo lygti�
utt − a2∆u = f

atitinka kvadratin
e forma

Λ(x, t, ξ) = −a2
n∑
k=1

ξ2
k + 1 · ξ2

n+1, ξ = (ξ1, . . . , ξn+1) ∈ Rn+1.

Visi jos koe�cientai nelyg	us nuliui ir vieno i² ju� ºenklas skiriasi nuo kitu�.
Be to, lygties koe�cientai nepriklauso nuo konkretaus ta²ko (x, t) ∈ Rn×R.
Tod
el bangavimo lygtis yra hiperbolin
e lygtis visoje erdv
eje Rn × R.
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4. Pateiksime pavyzdi� lygties, kurios tipas priklauso nuo konkretaus srities
ta²ko. Plok²tumoje R2 nagrin
esime Trikomio lygti�

yuxx + uyy = 0, (x, y) ∈ R2.

�i¡ lygti� atitinka kvadratin
e forma

Λ(x, y, ξ, η) = yξ2 + 1 · η2, ξ, η ∈ R1.

Pusplok²tum
eje y > 0 jos koe�cientai nelyg	us nuliui ir vienodo ºenklo,
pusplok²tum
eje y < 0 jos koe�cientai nelyg	us nuliui ir skirtingu� ºenklu�,
o ties
eje y = 0 vienas i² koe�cientu� lygus nuliui. Tod
el pusplok²tum
eje
y > 0 Trikomio lygtis yra elipsin
e, pusplok²tum
eje y < 0 � hiperbolin
e,
o ties
eje y = 0 � parabolin
e. Trikomio lygtis atsiranda nagrin
ejant kieto
k	uno jud
ejim¡ dujose grei£iu, artimu garso grei£iui. Sriti� y < 0 atitinka
jud
ejimas grei£iu, vir²ijan£iu garso greiti�, o sriti� y > 0 � maºesniu uº garso
greiti�.
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3.2. TIESINIU� ANTROS EIL 
ES LYG�IU� SU PASTOVIAIS
KOEFICIENTAIS SUVEDIMAS I� KANONINI� PAVIDAL�

Nagrin
esime antros eil
es tiesin¦ lygti�

n∑
i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

aiuxi + au = f. (3.6)

Tarkime, ²ioje lygtyje koe�cientai aij = aji, ai ir a yra pastov	us, o f � kintamojo
x funkcija, apibr
eºta srityje Ω ⊂ Rn.

Vietoje kintamu�ju� x1, . . . , xn apibr
e²ime naujus nepriklausomus kintamuo-
sius

yk =
n∑
i=1

Ckixi, k = 1, . . . , n;

£ia {Cki} � kokia nors nei²sigimusi matrica. Tada (3.6) lygtis virs lygtimi

n∑
k,l=1

Akluykyl +
n∑
k=1

Akuyk + au = f. (3.7)

�ioje lygtyje koe�cientai

Akl =
n∑

i,j=1
aij

∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

, Ak =
n∑
i=1

ai
∂yk
∂xi

k, l = 1, . . . , n.

Matric¡ {Cki} parinkime taip, kad matrica {Akl} b	utu� diagonali. Tiksliau, tegu
matrica {Cki} yra tokia, kad

Akl =
n∑

i,j=1
aijCkiClj = λkδ

l
k, ∀k, l = 1, . . . , n.

Tada (3.7) lygti� galima uºra²yti taip:

n∑
k=1

λkuykyk +
n∑
k=1

Akuyk + au = f, Ak =
n∑
i=1

aiCki, k = 1, . . . , n. (3.8)

�ioje lygtyje kiekvien¡ i² koe�cientu� λk galima prilyginti +1, −1 arba 0. I²
tikru�ju�, jeigu kuris nors koe�cientas, tarkime λ1, i�gyja kitoki¡ reik²m¦, tai at-
likus transformacij¡

z1 = 1√
|λ1|

y1,

koe�cientas prie i²vestin
es uz1z1 bus lygus
λ1

|λ1|
, t.y. ±1.

Taigi (3.6) lygti� visada galima suvesti i� paprastesn¦ (3.8) lygti�, kurios ma-
trica, sudaryta i² koe�cientu� prie antros eil
es i²vestiniu�, yra diagonali. Vadinasi,
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(3.8) lygtyje n
era mi²riu� antros eil
es i²vestiniu�. Toks (3.6) lygties pavidalas vad-
inamas kanoniniu.

Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad ir (3.8) lygti� galima suprastinti. Tuo tikslu
vietoje funkcijos u apibr
e²ime nauj¡ neºinom¡ funkcij¡

v = exp
{1

2

n∑
k=1

ρkyk

}
u, ρk =

{
λ−1
k Ak, kai λk 6= 0,

0, kai λk = 0, k = 1, . . . , n.

Tada (3.8) lygtis virs lygtimi

n∑
k=1

λkvykyk +
n∑
k=1

(Ak − λkρk)vyk +Av = F ; (3.9)

£ia:

A =
n∑
k=1

(1
4λkρ

2
k −

1
2Akρk) + a, F = exp

{1
2

n∑
k=1

ρkyk

}
f.

Pastarosios lygties koe�cientai Ak − λkρk lyg	us nuliui tokioms indeksu� k reik²-
m
ems, kurioms λk 6= 0. Tod
el yra teisingi tokie teiginiai:

1. Jeigu (3.6) lygtis yra elipsin
e (tarkime, λk = 1, ∀k = 1, . . . , n), tai j¡
galima suvesti i� lygti�

∆v +Av = F, ∆v =
n∑
k=1

vykyk .

2. Jeigu (3.6) lygtis yra parabolin
e (tarkime, λk = −1, ∀k = 1, . . . , n− 1, o
λn = 0), tai j¡ galima suvesti i� lygti�

vt −∆v +Av = F, ∆v =
n−1∑
k=1

vykyk , t = yn
A
.

3. Jeigu (3.6) lygtis yra hiperbolin
e (tarkime, λk = −1, ∀k = 1, . . . , n− 1, o
λn = 1), tai j¡ galima suvesti i� lygti�

vtt −∆v +Av = F, ∆v =
n−1∑
k=1

vykyk , t = yn.

Ai²ku, kad kiekviename �ksuotame ta²ke i� kanonini� pavidal¡ galima suvesti
ir tiesin¦ (kvazitiesin¦) lygti� su kintamais koe�cientais. Ta£iau kiekviename
ta²ke reikia apibr
eºti sav¡ transformacij¡, leidºian£i¡ tai atlikti.

P a s t a b a . Dvieju� nepriklausomu� kintamu�ju� atveju tiesin
e hiperbolin
e
antros eil
es lygtis turi kanonini� pavidal¡

uxx − uyy + aux + buy + cu = f. (3.10)
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Jis dar vadinamas pirmuoju kanoniniu hiperbolin
es lygties pavidalu. Jeigu (3.10)
lygtyje i�vesime naujus nepriklausomus kintamuosius

ξ = x+ y, η = x− y,

tai gausime toki� antros eil
es hiperbolin
es lygties kanonini� pavidal¡:

uξη + ãuξ + b̃uη + cu = f. (3.11)

Jis yra vadinamas antruoju kanoniniu hiperbolin
es lygties pavidalu. Akivaizdu,
kad atlikus transformacij¡

x = 1
2(ξ + η), y = 1

2(ξ − η),

(3.11) lygtis susiveda i� (3.10) lygti�.
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3.3. TIESINIU� ANTROS EIL 
ES LYG�IU� SU DVIEM
NEPRIKLAUSOMAIS KINTAMAISIAIS
SUVEDIMAS I� KANONINI� PAVIDAL�

Tiesin¦ antros eil
es lygti� su kintamais koe�cientais kiekviename �ksuotame ta²ke
galima suvesti i� kanonini� pavidal¡. Bedruoju atveju visoje srityje arba bent tam
tikro ta²ko aplinkoje to atlikti negalima (netgi tada, kai lygtis yra pastovaus
tipo, o nei²sigimusi transformacija yra netiesin
e). Tiksliau, jeigu kintamu�ju�
skai£ius didesnis uº du, tai net maºoje ta²ko aplinkoje ne visada galima rasti
nei²sigimusi¡ nepriklausomu� kintamu�ju� transformacij¡, kuri suvestu� lygti� i� ka-
nonini� pavidal¡. I²imti� sudaro dvieju� nepriklausomu� kintamu�ju� atvejis. I²na-
grin
esime ji�.

I�rodysime, kad tiesin¦ antros eil
es lygti�

a(x, y)uxy + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + . . . = 0 (3.12)

su dviem nepriklausomais kintamaisiais ta²ko (x0, y0) aplinkoje galima suvesti i�
kanonini� pavidal¡.

Tarkime, funkcijos a, b ir c ir ju� pirmosios eil
es dalin
es i²vestin
es yra toly-
dºios kurioje nors ta²ko (x0, y0) aplinkoje U . Aplink¡ U i² anksto laikysime
pakankamai maºa, t.y. tokia, kad visi ºemiau atlikti veiksmai b	utu� teis
eti.

I² koe�cientu� prie antros eil
es i²vestiniu� sudarykime kvadratin¦ form¡

Λ(x, y, ξ, η) = a(x, y)ξ2 + 2b(x, y)ξη + c(x, y)η2. (3.13)

Kiekviename �ksuotame aplinkos U ta²ke (x, y) ²i¡ form¡ galima suvesti i� ka-
nonini� pavidal¡. I² tiesin
es algebros kurso yra ºinoma, kad (3.13) kvadratin
es
formos, suvestos i� kvadratu� sum¡, teigiamu�, neigiamu� ir lygiu� nuliui koe�cientu�
skai£ius lygus atitinkamai teigiamu�, neigiamu� ir lygiu� nuliui charakteristinio
polinomo ∣∣∣∣ a(x, y)− λ b(x, y)

b(x, y) c(x, y)− λ

∣∣∣∣ = 0

²aknu� skai£iui.
Tegu λ1(x, y), λ2(x, y) yra charakteristinio polinomo ²aknys. Tada ju� san-

dauga
λ1(x, y)λ2(x, y) = a(x, y)c(x, y)− b2(x, y). (3.14)

Galimi tokie atvejai:

1. �aknys λ1, λ2 yra vienodu� ºenklu� ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir tik
tada, kai

b2 − ac < 0. (3.15)

Taigi (3.12) lygtis yra elipsin
e tada ir tik tada, kai jos koe�cientai prie
antros eil
es i²vestiniu� tenkina (3.15) nelygyb¦.
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2. �aknys λ1, λ2 turi skirtingus ºenklus ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir
tik tada, kai

b2 − ac > 0. (3.16)

Taigi (3.12) lygtis yra hiperbolin
e tada ir tik tada, kai jos koe�cientai prie
antros eil
es i²vestiniu� tenkina (3.16) nelygyb¦.

3. Kuri nors i² ²aknu� λ1, λ2 lygi nuliui. Taip bus tada ir tik tada, kai

b2 − ac = 0. (3.17)

Taigi (3.12) lygtis yra parabolin
e tada ir tik tada, kai jos koe�cientai prie
antros eil
es i²vestiniu� tenkina (3.17) lygyb¦.

P a s t a b a . �aknys λ1, λ2 vienu metu negali b	uti lygios nuliui. Jeigu abi
²aknys yra lygios nuliui, tai lengvai galima i�sitikinti, kad koe�cientai a, b ir c
taip pat yra lyg	us nuliui. O tai prie²tarauja tam, kad (3.12) lygtis yra antros
eil
es lygtis.

Vietoje kintamu�ju� x, y apibr
e²ime naujus nepriklausomus kintamuosius

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y).

Tarkime, funkcijos ξ ir η aplinkoje U yra dukart diferencijuojamos, o jakobianas∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ 6= 0.

Tada funkcijos u i²vestin
es

ux = uξξx + uηηx, uy = uξξy + uηηy,

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx,

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy,

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy.

Pasinaudoj¦ ²iomis formul
emis, (3.12) lygti� perra²ysime taip:

A(ξ, η)uξξ + 2B(ξ, η)uξη + C(ξ, η)uηη + . . . = 0; (3.18)

£ia koe�cientai
A(ξ, η) = aξ2

x + 2bξxξy + cξ2
y ,

C(ξ, η) = aη2
x + 2bηxηy + cη2

y,

B(ξ, η) = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy.

Tiesiogiai galima i�rodyti, kad

B2 −AC = (b2 − ac)
∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣2 . (3.19)
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�i lygyb
e (dvima£iu atveju) dar kart¡ parodo, kad nei²sigimusi transformacija
lygties tipo nekei£ia.

Funkcijas ξ ir η parinksime taip, kad (3.18) lygtis i�gytu� papras£iausi¡ pavi-
dal¡. Taip bus tada ir tik tada, kai dalis (3.18) lygties koe�cientu� prie antros
eil
es i²vestiniu� bus lygi nuliui. Prilygin¦ nuliui koe�cient¡ A, gausime lygti�

aξ2
x + 2bξxξy + cξ2

y = 0. (3.20)

Tarkime, bent vienas i² koe�cientu� a arba c nelygus nuliui (pavyzdºiui, a 6=
0). Tada (3.20) lygti� atitinka kvadratin
e lygtis

aµ2 + 2bµ+ c = 0. (3.21)

Tegu µ1 = f(x, y) ir µ2 = g(x, y) yra ²ios lygties ²aknys. Lengvai galima
i�sitikinti, kad (3.20) lygtis i²siskaido i� dvi lygtis:

ξx = f(x, y)ξy, ξx = g(x, y)ξy. (3.22)

Tai yra tiesin
es pirmosios eil
es daliniu� i²vestiniu� lygtys. Ju� charakteristin
es
lygtys

dy = −f(x, y) dx, dy = −g(x, y) dx (3.23)

yra paprastosios diferencialin
es pirmos eil
es lygtys. Tegu ϕ(x, y) = const ir
ψ(x, y) = const yra (3.23) lyg£iu� bendrieji integralai, tenkinantys s¡lygas:

ϕ2
x + ϕ2

y 6= 0, ψ2
x + ψ2

y 6= 0. (3.24)

Tada funkcijos ϕ ir ψ yra (3.22) diferencialiniu� lyg£iu� sprendiniai (kartu ir (3.20)
lygties sprendiniai).

I²nagrin
esime tris galimus atvejus:

1. Tarkime, aplinkoje U rei²kinys b2 − ac > 0, t.y. (3.12) lygtis, yra hiper-
bolin
e. Jeigu abu (3.12) lygties koe�cientai a ir c lyg	us nuliui, tai (3.12) lygtis
jau yra antrojo kanoninio pavidalo ir keitiniu

x = ξ + η, y = ξ − η

susiveda i� pirm¡ji� kanonini� pavidal¡

uξξ − uηη + . . . = 0.

Tarkime, vienas i² ²iu� koe�cientu�, pavyzdºiui, a, nelygus nuliui. Tada (3.23)
lygtys turi du skirtingus integralus

ϕ(x, y) = const, ψ(x, y) = const,

tenkinan£ius (3.24) s¡lygas. Pagal prielaid¡ funkcijos a, b ir c yra tolydºiai
diferencijuojamos ta²ko (x0, y0) aplinkoje U . I² bendrosios paprastu� diferenciali-
niu� lyg£iu� teorijos yra ºinoma, kad funkcijos ϕ ir ψ yra dukart diferencijuojamos



38 3. LYGTYS IR KRA�TINIAI U�DAVINIAI

aplinkoje U (priminsime, kad aplinka U i² anksto paimta pakankamai maºa).
Be to,

ϕx = f(x, y)ϕy, ψx = g(x, y)ψy.

I² ²iu� lyg£iu�, prielaidos a 6= 0 ir (3.24) s¡lygu� i²plaukia, kad

ϕy 6= 0 ir ψy 6= 0.

Ta£iau tada jakobianas

∣∣∣∣ ϕx ϕy
ψx ψy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−b+

√
b2 − ac
a

ϕy ϕy

−b−
√
b2 − ac
a

ψy ψy

∣∣∣∣∣∣∣ = −2
√
b2 − ac
a

ϕyψy 6= 0. (3.25)

Tod
el naujus nepriklausomus kintamuosius ξ ir η galima apibr
eºti taip:

ξ = ξ(x, y) = ϕ(x, y), η = η(x, y) = ψ(x, y).

Atlikus toki¡ transformacij¡ (3.18) lygtyje, koe�cientai A ir C bus lyg	us nuliui.
Remiantis (3.19) formule ir (3.25) nelygybe, galima tvirtinti, kad koe�cientas
B 6= 0. Padalij¦ (3.18) lygti� i² 2B, suvesime j¡ i� antr¡ji� kanonini� pavidal¡

uξη + . . . = 0. (3.26)

Keitiniu
ξ = ξ̃ + η̃, η = ξ̃ − η̃

(3.26) lygtis susiveda i� pirm¡ji� kanonini� pavidal¡

uξ̃ ξ̃ − uη̃ η̃ + . . . = 0. (3.27)

P a s t a b a . Lygti�, kuri¡ galima suvesti i� (3.26) pavidal¡, kartais pasiseka
suintegruoti, t.y. rasti formul¦, apibr
eºian£i¡ visus lygties sprendinius.

P a v y z d y s . Rasti lygties

uxx − uyy = 0

bendr¡ji� sprendini�. Tai yra hiperbolin
e lygtis. Ji yra pirmojo kanoninio pavi-
dalo. Keitiniu

ξ = x+ y, η = x− y

²i lygtis susiveda i� lygti�
uξη = 0,

kuri yra antrojo kanoninio pavidalo. Tegu uξ = v. Tada

vη = 0.

�ios lygties bendrasis integralas yra v = f(ξ), f � bet kokia diferencijuojama
funkcija. Integruodami lygti�

uξ = f(ξ),
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gausime

u =
∫
f(ξ) dξ + ψ(η) = ϕ(ξ) + ψ(η);

£ia ϕ ir ψ � bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Griº¦ prie senu�
kintamu�ju� x ir y, gausime nagrin
ejamosios lygties bendr¡ sprendini�:

u(x, y) = ϕ(x+ y) + ψ(x− y).

2. Tarkime, aplinkoje U rei²kinys

b2 − ac = 0, (3.28)

t.y. (3.12) lygtis yra parabolin
e. �iuo atveju abi (3.23) lygtys sutampa ir turime
vien¡ lygti�

a dy = b dx. (3.29)

Kadangi (3.12) lygtis yra antros eil
es lygtis, tai koe�cientai a, b ir c vienu metu
nelyg	us nuliui. Kartu su (3.28) s¡lyga tai rei²kia, kad bent vienas i² koe�cientu�
a arba c nelyg	us nuliui. Tarkime, a 6= 0. Jeigu koe�cientas c = 0, tai i²
(3.28) s¡lygos i²plaukia, kad b = 0. Ta£iau tada (3.12) lygtis jau yra kanoninio
pavidalo. Tod
el pakanka i²nagrin
eti atveji�, kai aplinkoje U koe�cientai a, b ir c
nelyg	us nuliui.

Tegu
ϕ(x, y) = const

yra (3.29) lygties bendrasis integralas, tenkinantis s¡lyg¡

ϕ2
x + ϕ2

y 6= 0.

I² bendrosios diferencialiniu� lyg£iu� teorijos yra ºinoma, kad funkcija ϕ aplin-
koje U yra dukart tolydºiai diferencijuojama. Laisvai parinkime koki¡ nors
diferencijuojam¡ aplinkoje U funkcij¡ ψ toki¡, kad jakobianas∣∣∣∣ ϕx ϕy

ψx ψy

∣∣∣∣ 6= 0 (3.30)

(jeigu ϕy 6= 0, tai galima imti ψ(x, y) = x).
Vietoje kintamu�ju� x ir y apibr
eºkime naujus nepriklausomus kintamuosius

ξ = ξ(x, y) = ϕ(x, y), η = η(x, y) = ψ(x, y).

Kadangi funkcija ϕ tenkina (3.20) lygti�, tai (3.18) lygtyje koe�cientas A = 0.
I² (3.19) formul
es, (3.28) s¡lygos ir (3.30) nelygyb
es i²plaukia, kad koe�cientas
B = 0. I�rodysime, kad koe�cientas C 6= 0. Jeigu koe�cientas C b	utu� lygus
nuliui, tai (3.18) lygtis b	utu� pirmosios eil
es lygtis. Per
ej¦ joje nuo kintamu�ju�
ξ ir η prie senu� kintamu�ju� x ir y, gausime (3.12) lygti�, kuri yra antros eil
es
lygtis. Ta£iau padarius nepriklausomu� kintamu�ju� transformacij¡, lygties eil
e
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nepadid
eja. Gauta prie²tara rodo, kad C 6= 0. Tod
el, padalij¦ (3.18) lygti� i² C,
suvesime j¡ i� kanonini� pavidal¡

uηη + . . . = 0. (3.31)

P a s t a b a . Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad pastarosios lygties nariai, pa-
ºym
eti daugta²kiu, turi priklausyti nuo uξ. Prie²ingu atveju i� ²i¡ lygti� gal-
ima ºi	ur
eti kaip i� paprast¡ diferencialin¦ lygti�, kurios kintamasis ξ yra laisvasis
parametras.

3. Tarkime, aplinkoje U rei²kinys

b2 − ac < 0, (3.32)

t.y. (3.12) lygtis yra elipsin
e. �iuo atveju (3.23) lygtis galima uºra²yti taip:

a dy −
(
b+ i

√
ac− b2

)
dx = 0, a dy −

(
b− i

√
ac− b2

)
dx = 0. (3.33)

I² (3.32) s¡lygos i²plaukia, kad funkcijos a ir c nelygios nuliui. Nagrin
edami ²i�
atveji�, papildomai pareikalausime, kad aplinkoje U funkcijos a, b ir c b	utu� anal-
izin
es. Esant ²ioms prielaidoms, galima remtis ºinomais paprastu� diferencialiniu�
lyg£iu� teorijos rezultatais. Tiksliau, galime tvirtinti, kad (3.33) lygtys turi du
tarpusavyje kompleksi²kai jungtinius bendruosius integralus

p(x, y) = const, p(x, y) = const,

tenkinan£ius s¡lyg¡
|px|+ |py| 6= 0. (3.34)

Be to, funkcija p aplinkoje U yra analizin
e ir tenkina lygti�

apx +
(
b+ i

√
ac− b2

)
py = 0. (3.35)

Tegu
p(x, y) = ϕ(x, y) + iψ(x, y);

£ia: ϕ � realioji, o ψ � menamoji funkcijos p dalys. Tada (3.35) lygtis yra
ekvivalenti lyg£iu� sistemai:

ϕx = − b
a
ϕy +

√
ac− b2
a

ψy, ψx = − b
a
ψy −

√
ac− b2
a

ϕy.

Pasinaudoj¦ ²iomis lygtimis ir (3.34) s¡lyga, gausime∣∣∣∣ ϕx ϕy
ψx ψy

∣∣∣∣ =
√
ac− b2
a

(ψ2
y + ϕ2

y) 6= 0.

Tod
el vietoje kintamu�ju� x ir y galima i�vesti naujus nepriklausomus kintamuosius

ξ = ξ(x, y) = ϕ(x, y), η = η(x, y) = ψ(x, y).
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Atlikus toki¡ transformacij¡, (3.18) lygties koe�cientas B bus lygus nuliui, o ko-
e�cientai A ir C sutaps. Norint tuo i�sitikinti, reikia atskirti reali¡j¡ ir menam¡j¡
lygties

ap2
x + 2bpxpy + cp2

y = 0

dalis ir pasteb
eti, kad

A = C = 1
a

(ac− b2)(ϕ2
y + ψ2

y) 6= 0.

Taigi padalij¦ (3.18) lygti� i² bendros koe�cientu� A ir C reik²m
es, suvesime j¡ i�
kanonini� pavidal¡

uξξ + uηη + . . . = 0. (3.36)

Jeigu (3.12) lygtyje vietoje kintamu�ju� x ir y i�vesime nepriklausomus kintamuo-
sius

ξ = p(x, y), ξ = p(x, y),

tai gausime lygti�
uξξ + . . . = 0. (3.37)

P a s t a b a . Elipsin
es lygties atveju reikalavimas, kad koe�cientai a, b ir
c b	utu� analiziniai, n
era esminis. Taikant tikslesnius metodus (ºr. [23] arba
[?]), kuriuose nenaudojami kompleksiniai dydºiai, min
et¡ji� reikalavim¡ galima
gerokai susilpninti. Pavyzdºiui, pakanka reikalauti, kad koe�cientai a, b ir c
b	utu� dukart tolydºiai diferencijuojamos funkcijos.
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3.4. PAGRINDINIAI U�DAVINIAI

Daugelis �zikos ir mechanikos uºdaviniu� apra²omi antros eil
es lygtimis. Pa-
pras£iausios i² ju� yra:

1. Puasono (elipsin
e) lygtis
∆u = −f(x)

arba, kai f = 0, Laplaso lygtis

∆u = 0;

£ia: x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, ∆u =
n∑
i=1

uxixi . �ios lygtys apra²o i�vairius

stacionariuosius procesus ir pusiausvyros uºdavinius.

2. �ilumos laidumo (parabolin
e) lygtis

ut − a2∆u = f(x, t),

apra²anti i�vairius ²iluminius procesus izotropiniame vienaly£iame k	une.

3. Bangavimo (hiperbolin
e) lygtis

utt − a2∆u = f(x, t),

apra²anti garso, elektromagnetiniu� bangu�, hidrodinamikos, stygos ir mem-
branos svyravimu� procesus.

�ios lygtys yra geriausiai i²nagrin
etos, ir su jomis daºniausiai tenka susidurti
spendºiant praktinius uºdavinius. Suformuluosime ²ioms lygtims tris pagrin-
dinius uºdaviniu� tipus.

1. K o ² i u º d a v i n y s formuluojamas ²ilumos laidumo arba bangavimo
lygtims. �ilumos laidumo lygties atveju reikia rasti funkcij¡ u, kuri ∀x ∈ Rn, t >
0 tenkintu� lygti�

ut − a2∆u = f(x, t)

ir ∀x ∈ Rn pradin¦ s¡lyg¡
u
∣∣
t=0 = ϕ(x).

Bangavimo lygties atveju Ko²i uºdavinys formuluojamas taip: rasti funkcij¡ u,
kuri ∀x ∈ Rn, t > 0 tenkintu� lygti�

utt − a2∆u = f(x, t)

ir ∀x ∈ Rn pradines s¡lygas

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), ut

∣∣
t=0 = ψ(x).

Kra²tiniu� s¡lygu� ²iuose uºdaviniuose n
era.
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2. K r a ² t i n i s u º d a v i n y s formuluojamas Puasono arba Laplaso
lygtims. Abiem atvejais reikia rasti funkcij¡ u, kuri srityje Ω ⊂ Rn tenkintu�
Puasono (Laplaso) lygti�

∆u = −f(x) (∆u = 0),

ir pavir²iaus S = ∂Ω ta²kuose vien¡ i² kra²tiniu� s¡lygu�:

u
∣∣
S

= ϕ(x) � pirmoji kraštinė s¡lyga,

∂u

∂n

∣∣∣
S

= ψ(x) � antroji kraštinė s¡lyga,

∂u

∂n

∣∣∣
S

+ σu
∣∣∣
S

= µ(x) � trečioji kraštinė s¡lyga;

£ia ∂u/∂n � funkcijos u i²vestin
e normal
es kryptimi. Pradiniu� s¡lygu� n
era.
Jeigu Laplaso lygtis nagrin
ejama kartu su pirm¡ja kra²tine s¡lyga, tai toks

uºdavinys vadinamas pirmuoju, arba Dirichlė, uºdaviniu, jeigu su antr¡ja �
antruoju, arba Noimano, uºdaviniu, o jeigu su tre£i¡ja � trečiuoju kra²tiniu uº-
davinu.

3. M i ² r u s i s u º d a v i n i s formuluojamas ²ilumos laidumo arba ban-
gavimo lygtims. Reikia rasti funkcij¡ u, kuri cilindre QT = Ω× (0, T ), Ω ⊂ Rn
tenkintu� ²ilumos laidumo

ut − a2∆u = f(x, t)

arba bangavimo
utt − a2∆u = f(x, t)

lygti�, atitinkamas pradines s¡lygas (ºr. Ko²i uºdavini�) ir vien¡ i² kra²tiniu�
s¡lygu�:

u
∣∣
S

= ϕ(x, t) � pirmoji kraštinė s¡lyga,

∂u

∂n

∣∣∣
S

= ψ(x, t) � antroji kraštinė s¡lyga,

∂u

∂n

∣∣∣
S

+ σu
∣∣∣
S

= µ(x, t) � trečioji kraštinė s¡lyga.



4 S K Y R I U S

Charakteristikos ir Ko²i uºdavinys

4.1. FORMALIAI JUNGTINIAI OPERATORIAI
IR GRYNO FORMUL 
E

Tegu Ω � apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius, funkcijos
u, v ∈ C2(Ω) . Tada yra teisinga Gryno formul
e∫

Ω

vLu dx =
∫
S

(
v
∂u

∂N
− u ∂v

∂N
+

n∑
i=1

ai cos (n, xi)uv
)
dS +

∫
Ω

uL∗v dx,

kurioje

Lu ≡ −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aijuxj ) +

n∑
i=1

aiuxi + au, (4.1)

L∗v ≡ −
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(aijvxi)−

n∑
i=1

∂

∂xi
(aiv) + av,

∂u

∂N
≡ −

n∑
i,j=1

aijuxj cos (n, xi),

o koe�cientai ai, aij ∈ C1(Ω), ∀i, j = 1, . . . , n, a ∈ C(Ω) . Norint j¡ i�rodyti,
pakanka du kartus pritaikyti integravimo dalimis formul¦. Perra²ysime Gryno
formul¦ taip:∫

Ω

(vLu dx− uL∗v) dx =
∫
S

(
v
∂u

∂N
− u ∂v

∂N
+

n∑
i=1

ai cos (n, xi)uv
)
dS. (4.2)

Diferencialin
e i²rai²ka L∗v vadinama formaliai jungtine diferencialinei i²rai²-
kai Lu, o operarorius L∗ � formaliai jungtiniu operatoriui L. Pabr
e²ime, kad ²i
savyb
e yra abipus
e, t.y. diferencialin
e i²rai²ka Lu taip pat yra formaliai jungtin
e
i²rai²kai L∗v. Jeigu Lu = L∗u, ∀u ∈ C2(Ω), tai tokios diferencialin
es i²rai²kos
vadinamos formaliai savijungėmis, o operatoriai L ir L∗ � formaliai savijungiais.

Diferencialin
e i²rai²ka Lu yra savijung
e tada ir tik tada, kai koe�cientai
ai = 0, ∀i = 1, . . . , n, t.y. kai

Lu ≡ −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aijuxj ) + au.

Savijung
ems diferencialin
ems i²rai²koms (4.2) formul
e i�gauna paprastesni� pavi-
dal¡: ∫

Ω

(vLu− uLv) dx =
∫
S

(
v
∂u

∂N
− u ∂v

∂N

)
dS. (4.3)
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Atskiru atveju, kai Lu = −∆u, Gryno formul
e yra tokio pavidalo:∫
Ω

(v∆u− u∆v) dx =
∫
S

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dS. (4.4)

Kai v ≡ 1, gauname ∫
Ω

∆u dx =
∫
S

∂u

∂n dS. (4.5)

P a s t a b a . Jeigu (4.1) diferencialin
es i²rai²kos koe�cientai aij yra dife-
rencijuojamos funkcijos, tai j¡ galima perra²yti taip:

n∑
i,j=1

bijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + bu; (4.6)

£ia:

bij = −aij , bi = −
n∑
j=1

∂

∂xj
(aij) + ai, b = a.

Atvirk²£iai, (4.6) diferencialin¦ i²rai²k¡ lengvai galima suvesti i� (4.1). Diferen-
cialin
e i²rai²ka

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(biju)−

n∑
i=1

∂

∂xi
(biu) + bu

vadinama formaliai jungtine (4.6).
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4.2. TIESINIU� ANTROS EIL 
ES LYG�IU� CHARAKTERISTIKOS.
KO�I U�DAVINYS

Tegu S ⊂ Rn � glodus n− 1 dimensijos pavir²ius,

Lu =
n∑

i,j=1
aij(x)uxixj +

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u

� tiesin
e antros eil
es diferencialin
e i²rai²ka.
Nagrin
esime Ko²i uºdavini�: rasti funkciją u, kuri paviršiaus S aplinkoje (vien-

pusėje arba dvipusėje) tenkintų lygtį

Lu = f(x), (4.7)

o paviršiuje S pradines sąlygas

u
∣∣
S

= ϕ(x), ∂u

∂λ

∣∣∣
S

= ψ(x); (4.8)

£ia: λ = λ(x), x ∈ S nelie£iamoji kryptis pavir²iui S, o funkcijos ϕ,ϕ′ ir ψ yra
tolydºios pavir²iuje S.

Taip suformuluotas Ko²i uºdavinys skiriasi nuo kra²tinio uºdavinio tuo, kad
i² anksto nenurodoma sritis, kurioje yra ie²komas sprendinys. Visgi i� Ko²i
uºdavini� ºi	ur
esime kaip i� vien¡ i² kra²tiniu� uºdaviniu�.

Paprastosioms diferencialin
ems lygtims (ne daliniu� i²vestiniu�) Ko²i uºdavini�
formuluoti ir nagrin
eti n
era sunku. Daliniu� i²vestiniu� lyg£iu� atveju situacija yra
i² esm
es kita. Daugiausia tai susij¦ su srities dimensija ir i² to i²plaukian£iais
i²sprendºiamumo klausimais. I²tirsime s¡lygas, kurioms esant (4.7) lygtis ir
(4.8) pradin
es s¡lygos vienareik²mi²kai apibr
eºia pavir²iuje S pati� sprendini� ir
visas jo i²vestines iki antros eil
es imtinai.

I² koe�cientu� prie antros eil
es i²vestiniu� sudarome kvadratin¦ form¡

Λ(x, ξ) =
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj , ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Tarkime, pavir²ius S apibr
eºiamas lygtimi

ω(x) = 0. (4.9)

Jeigu kuriame nors ta²ke x ∈ S rei²kinys

Λ(x, ωx) =
n∑

i,j=1
aij(x)ωxiωxj = 0, (4.10)

tai sakysime, kad ²iame ta²ke pavir²ius S operatoriaus L atºvilgiu turi charak-
teristinę kryptį.
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Pavir²ius S vadinamas charakteristiniu pavir²iumi operatoriaus L atºvilgiu,
jeigu kiekviename savo ta²ke jis turi charakteristin¦ krypti�. Kartais tokie pavir-
²iai dar yra vadinami charakteristikomis. Pavir²ius S vadinamas laisvuoju pavirši-
umi operatoriaus L atºvilgiu, jeigu kiekvieno jo ta²ko kryptis n
era charakter-
istin
e.

Pabr
e²ime, kad (4.10) s¡lyga atºvilgiu ω n
era pirmos eil
es daliniu� i²vestiniu�
diferencialin
e lygtis. I² ω nereikalaujama, kad ji tapa£iai tenkintu� (4.10) lygti�.
Ji turi tenkinti ²i¡ lygti� tik tada, kai ω = 0, t.y. kiekviename charakteristinio
pavir²iaus S ta²ke.

Jeigu i� (4.10) s¡lyg¡ ºi	ur
esime kaip i� lygti�, t.y. reikalausime, kad ji b	utu� ta-
pa£iai patenkinta visu� kintamu�ju� x1, . . . , xn atºvilgiu, tai kiekvienas ²ios lygties
sprendinys, tapa£iai nelygus konstantai, apibr
e² ne vien¡ charakteristini� pavir-
²iu�, o vis¡ ²eim¡

ω(x1, . . . , xn) = const.

Galima i�rodyti, kad kiekvien¡ charakteristini� pavir²iu� galima i�traukti i� ²i¡ ²eim¡.
�iuo atveju (4.10) lygtis yra pirmosios eil
es daliniu� i²vestiniu� lygtis. Ji yra
vadinama (4.7) lygties charakteristikų lygtimi.

P a s t a b a . Formaliai jungtinius operatorius L ir L∗ atitinka ta pati
kvadratin
e forma Λ(x, ωx). Tod
el pavir²ius S : ω(x) = 0 yra charakteristinis
(laisvasis) operatoriaus L atºvilgiu tada ir tik tada, kai jis yra charakteristinis
(laisvasis) operatoriaus L∗ atºvilgiu.

I² pradºiu� i²tirsime atveji�, kai pavir²ius S yra hiperplok²tuma xn = 0. Pa-
ºym
ekime x′ = (x1, . . . , xn−1). Diferencijuodami pirm¡j¡ Ko²i s¡lyg¡ liestiniu�
kryptimis, rasime i²vestines:

uxi
∣∣
xn=0 = ϕxi(x′), uxixj

∣∣
xn=0 = ϕxixj (x′), i, j = 1, . . . , n− 1.

Pagal prielaid¡ cos (λ, xn) 6= 0. Tod
el i² antrosios Ko²i s¡lygos galime rasti
i²vestin¦

uxn
∣∣
xn=0 = 1

cos (λ, xn)

(
ψ(x′)−

n−1∑
i=1

uxi cos (λ, xi)
)∣∣∣
xn=0

=

= 1
cos (λ, xn)

(
ψ(x′)−

n−1∑
i=1

ϕxi cos (λ, xi)
)
.

Diferencijuodami j¡ liestiniu� kryptimis, rasime i²vestines

uxnxi
∣∣
xn=0 = ∂

∂xi

[ 1
cos (λ, xn)

(
ψ(x′)−

n−1∑
i=1

ϕxi cos (λ, xi)
)]
,

∀i = 1, . . . , n−1. Taigi Ko²i s¡lygos leidºia hiperplok²tumoje xn = 0 vienareik²-
mi²kai apibr
eºti visas pirmos ir antros eil
es i²vestines, i²skyrus i²vestin¦ uxnxn .
Pastar¡j¡ galima rasti i² (4.7) lygties, jeigu koe�cientas ann 6= 0. Tuo atveju, kai
koe�cientas ann = 0, gauname arba tapatyb¦, arba lygyb¦, kuri yra negalima.
Abiem atvejais i²vestin
e uxnxn lieka neapibr
eºta.
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I²nagrin
esime bendr¡ji� atveji�. Tarkime, pavir²ius S apibr
eºiamas (4.9) lyg-
timi. Fiksuokime koki� nors ta²k¡ x0 ∈ S. �iame ta²ke i�vesime vietin¦ koordina-
£iu� sistem¡

yi = ϕi(x), yn = ω(x), i = 1, . . . , n− 1. (4.11)

Funkcijas ϕi parinkime taip, kad ta²ko x0 aplinkoje jos b	utu� pakankamai glo-
dºios ir pavir²iaus S ta²kuose determinantas

det
{ ∂yi
∂xj

}n
i,j=1

6= 0.

Pavir²iu� S ta²ko x0 aplinkoje galima apibr
eºti lygtimi yn = 0, o (4.7) lygti�
naujose koordinat
ese galime perra²yti taip:

n∑
k,l=1

Akluykyl +
n∑
k=1

Akuyk + au = f. (4.12)

Taigi gavome jau i²nagrin
et¡ atveji�. Tod
el (4.7) diferencialin
e lygtis ir (4.8)
Ko²i s¡lygos pavir²iuje S vienareik²mi²kai apibr
eºia ie²kom¡j¡ funkcij¡ ir visas
jos i²vestines iki antros eil
es imtinai tada ir tik tada, kai koe�cientas

Ann =
n∑

i,j=1
aij

∂yn
∂xi

∂yn
∂xj

=
n∑

i,j=1
aijωxiωxj 6= 0. (4.13)

�ita s¡lyga yra patenkinta tada ir tik tada, kai S yra laisvasis pavir²ius.
Jeigu kuriame nors ta²ke koe�cientas Ann = 0, t.y. ²iame ta²ke pavir²ius

S turi charakteristin¦ krypti�, tai funkciju� ϕ, ψ ir f negalima pasirinkti lais-
vai. I² tikru�ju�, jeigu min
etame ta²ke i�vesime vietin¦ ortogonali¡ koordina£iu�
sistem¡ y1, . . . , yn−1, yn taip, kad a²ys y1, . . . , yn−1 gul
etu� pavir²iaus S lie£i-
amojoje plok²tumoje, o a²is yn b	utu� nukreipta normal
es kryptimi, tai i²vestines
uyk , uykyl , uynyl , k, l = 1, . . . , n − 1, galima i²reik²ti funkcijomis ϕ, ψ ir ju�
i²vestin
emis. Jeigu ²iu� i²vestiniu� i²rai²kas i�statysime i� (4.11) lygti�, tai gausime
s¡ry²i�, kuri� turi tenkinti funkcijos ϕ, ψ ir f .

Pateiksime kelis pavyzdºius. Tarkime, pavir²ius S yra apibr
eºtas (4.9) lyg-
timi ir ta²kas x0 ∈ S. �iame ta²ke i�vesime vietin¦ ortogonali¡ koordina£iu�
sistem¡ y1, . . . , yn−1, yn. Koordinates y1, . . . , yn−1 paimsime lie£iamojoje plok²-
tumoje, o koordinat¦ yn nukreipsime normal
es kryptimi. Tada (4.10) s¡lyg¡
ta²ke x0 galima perra²yti taip:

n∑
i,j=1

aij
∂yn
∂xi

∂yn
∂xj

= 0. (4.14)

1. Tarkime, (4.7) lygtis yra Laplaso lygtis. Tada (4.14) s¡lyg¡ galima
uºra²yti taip:

n∑
i=1

(∂yn
∂xi

)2
= 0. (4.15)
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Ta£iau
n∑
i=1

( ∂yn
∂xi

)2
= 1.

Tod
el kiekvienas glodus pavir²ius S yra laisvas Laplaso operatoriaus atºvilgiu.
P a s t a b a . Ko²i uºdavinys Laplaso lyg£iai yra nekorekti²kai suformuluo-

tas (ºr. 3 sk. Adamaro pavyzdi�). Tiksliau, jo sprendiniai netolygiai priklauso
nuo pradiniu� s¡lygu�.

2. Tarkime, (4.7) lygtis yra ²ilumos laidumo lygtis:

ut − a2
n−1∑
i=1

uxixi = f(x, t), t = xn, x = (x1, . . . , xn−1).

Tada (4.14) s¡lyga yra tokia:

n−1∑
i=1

( ∂yn
∂xi

)2
= 0.

Ta£iau
n∑
i=1

( ∂yn
∂xi

)2
= 1,

tod
el ( ∂yn
∂t

)2
= 1.

Suintegrav¦ ²ia lygti�, gausime yn = ±t + const. Taigi charakteristiniai ²ilumos
laidumo lygties pavir²iai yra plok²tumos, statmenos t a²iai.

P a s t a b a . Kadangi hiperplok²tuma t = 0 ²ilumos laidumo lyg£iai yra
charakteristinis pavir²ius, tai Ko²i s¡lygose

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), ut

∣∣
t=0 = ψ(x)

funkciju� ϕ ir ψ negalima pasirinkti laisvai. Parodysime, kad antroji s¡lyga yra
nereikalinga. Ta²ke t = 0 i²vestin
es

uxi = ϕxi , uxixi = ϕxixi , i = 1, . . . , n− 1.

I�stat¦ jas i� ²ilumos laidumo lygti�, gausime tapatyb¦

ψ = a2
n−1∑
i=1

ϕxixi + f.

Taigi antroji Ko²i s¡lyga yra nereikalinga.
3. Tarkime, (4.7) lygtis yra bangavimo lygtis:

utt − a2
n−1∑
i=1

uxixi = f(x, t), t = xn, x = (x1, . . . , xn−1).
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Tada (4.14) s¡lyga yra tokia:

( ∂yn
∂t

)2
− a2

n−1∑
i=1

( ∂yn
∂xi

)2
= 0.

Tiesiogiai galima parodyti, kad ²i¡ lygti� tenkina funkcija

ω(x, t) = a(t− t0)± |x− x0|;

£ia

|x− x0|2 =
n−1∑
i=1

(xi − x0
i )2.

Lygtis
a(t− t0)± |x− x0| = 0

apibr
eºia erdv
eje Rn k	ugio pavir²iu� (ºr. 4.1 pav.).
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(x0, t0)

t

x

α
..
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......

........

4.1 pav.

�ia α � kampas tarp k	ugio a²ies ir sudaromosios. Jis randamas i² formul
es
tgα = a. Taip apibr
eºtas k	ugis daºnai vadinamas charakteristiniu k	ugiu.

Pavir²ius, kuris n
e viename savo ta²ke nelie£ia charakteristinio k	ugio, yra
laisvasis pavir²ius. Pavyzdºiui, bet kokia plok²tuma, statmena t a²iai, yra lais-
vasis pavir²ius (bangavimo lyg£iai).
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4.3. KO�I�KOVALEVSKAJOS IR HOLMGRENO TEOREMOS
TIESINEI ANTROS EIL 
ES LYG�IU� SISTEMAI

Tegu S � glodus n− 1 dimensijos pavir²ius erdv
eje Rn,

Lu =
n∑

i,j=1
aij(x)uxixj +

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u.

I² koe�cientu� prie antros eil
es i²vestiniu� sudarome kvadratin¦ form¡

Λ(x, ξ) =
n∑

i,j=1
aij(x)ξiξj , ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Nagrin
esime Ko²i uºdavini�: rasti funkciją u, kuri paviršiaus S aplinkoje tenkintų
lygtį

Lu = f(x) (4.16)

ir pradines sąlygas

u
∣∣
S

= ϕ(x), ∂u

∂λ

∣∣∣
S

= ψ(x); (4.17)

£ia: λ � nelie£iamoji kryptis pavir²iui S, ϕ ir ψ � ºinomos funkcijos.
Tarkime pavir²iu� S galima apibr
eºti lygtimi ω(x) = 0. Jeigu ºinomos funkci-

jos ϕ,ψ ir f pasirenkamos laisvai, tai s¡lyga

Λ(x, ωx) 6= 0

yra b	utina ir pakankama, kad (4.16) lygtis ir (4.17) pradin
es s¡lygos vienareik²-
mi²kai apibr
eºtu� pavir²iuje S funkcij¡ u ir visas jos i²vestines iki antrosios eil
es
imtinai. Tuo atveju, kai S yra charakteristinis pavir²ius, t.y.

Λ(x, ωx) = 0,∀x∈S,

funkciju� ϕ,ψ ir f pasirinkti laisvai negalima.
Paprastosios diferencialin
es pirmos eil
es lygties Ko²i uºdavinio

du

dt
= f(t, u), u

∣∣
t=0 = u0 (4.18)

sprendinio egzistavim¡ ir vienati� pirm¡ kart¡ i�rod
e O. L. Ko²i. Tiksliau, parod
e,
kad ta²ko t = 0 aplinkoje egzistuoja vienintelis analizinis (4.18) Ko²i uºdavinio
sprendinys, jeigu funkcija f yra analizin
e ta²ko (0, u0) aplinkoje. I�rodymo id
eja
yra labai paprasta. Jeigu funkcija

u(t) =
∞∑
i=0

αit
i (4.19)
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yra (4.18) Ko²i uºdavinio analizinis sprendinys, tai α0 = u0, α1 = f(0, u0).
Lik¦ koe�cientai α2, α3, . . . randami vienareik²mi²kai diferencijuojant lygti� ta²ke
t = 0. Pavyzdºiui,

α2 = 1
2

(∂f(t, u)
∂t

+ ∂f(t, u)
∂u

f(t, u)
)∣∣∣
t=0,u=u0

.

Taigi visi koe�cientai αi randami vienareik²mi²kai i² pa£ios lygties ir Ko²i s¡lygu�.
Vadinasi, sprendinys yra vienintelis. Sprendinio egzistavimui pakanka i�rodyti,
kad laipsnin
e eilut
e su taip apibr
eºtais koe�cientais konverguoja pakankamai
maºoje ta²ko t = 0 aplinkoje. Tam galima panauduoti maºorantu� metod¡.

Nagrin
ejamas Ko²i uºdavinys

dv

dt
= M

[(
1− t

r

)(
1− v − u0

r

)]−1
, v

∣∣
t=0 = u0.

Jo sprendini� v galima rasti kintamu�ju� atskyrimo metodu. Tegu

v(t) =
∞∑
i=0

βit
i.

Galima i�rodyti, kad ²i eilut
e maºoruoja funkcijos u eilut¦, t.y. |αi| ≤ βi, ∀i =
0, 1, . . ., jeigu tik skai£ius M yra pakankamai didelis, o skai£ius r pakankamai
maºas. Tai i�rodo (4.19) eilut
es konvergavim¡ ir (4.18) Ko²i uºdavinio sprendinio
egzistavim¡.

S. V. Kovalevskaja apibendrino ²i¡ teorem¡ daliniu� i²vestiniu� diferenciali-
n
ems lygtims. �ia be i�rodymo pateiksime vien¡ i² Ko²i�Kovalevskajos teoremos
variantu�.

4.1 teorema (Ko²i�Kovalevskajos). Tegu S � laisvasis operatoriaus L atºvil-
giu analizinis n−1 dimensijos pavir²ius erdv
eje Rn; ϕ, ψ � analizin
es pavir²iuje S
funkcijos. Be to, tegu funkcijos aij , ai, a ir f yra analizin
es tam tikroje pavir²i-
aus S aplinkoje. Tada pakankamai maºoje pavir²iaus S aplinkoje egzistuoja
vienintelis (4.16), (4.17) Ko²i uºdavinio analizinis sprendinys.

Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad Ko²i�Kovalevskajos teoremoje lygtis yra antro-
sios eil
es, o ie²komasis sprendinys yra analizinis. Tuo atveju, kai (4.16) lygties
ir (4.17) Ko²i s¡lygu� de²in
es pus
es n
era analizin
es funkcijos, bet pakankamai
glodºios, negalime reikalauti, kad sprendinys b	utu� analizinis. Pakanka reikalauti
tik tu� jo i²vestiniu�, kurios i�eina i� lygti�, tolydumo. Neanaliziniu atveju Ko²i uº-
davinys, neºi	urint daugelio matematiku� pastangu�, n
era pilnai i²tirtas.

Tarkime, i�einan£ios i� operatoriaus L koe�cientus funkcijos yra analizin
es ku-
rioje nors pavir²iaus S aplinkoje, S � laisvasis operatoriaus L atºvilgiu analizinis
pavir²ius, o (4.17) Ko²i s¡lygu� ir (4.16) sistemos de²iniosios pus
es funkcijos yra
pakankamai glodºios, ta£iau ne analizin
es. Tada (ºr. [1]) yra teisinga teorema.

4.2 teorema (Holmgreno). Tarkime, patenkintos auk²£iau nurodytos s¡ly-
gos. Tada, jeigu egzistuoja (4.16), (4.17) Ko²i uºdavinio sprendinys (neb	utinai
analiziniu� funkciju� klas
eje), tai jis yra vienintelis.



5 S K Y R I U S

Hiperbolin
es lygtys. Ko²i uºdavinys

5.1. DALAMBERO FORMUL 
E

Ie²kosime vienmat
es bangavimo lygties

utt − a2uxx = f(x, t), x ∈ R, t > 0, (5.1)

sprendinio, tenkinan£io pradines s¡lygas:

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R; (5.2)

£ia f, ϕ, ψ � ºinomos funkcijos.
Bangavimo lygti� atitinka charakteristiku� lygtis x′2 − a2 = 0. Integruodami

j¡, randame dvi charakteristiku� klases:

x− at = const, x+ at = const. (5.3)

Kadangi (5.1), (5.2) Ko²i uºdavinys yra tiesinis, tai ji� patogu i²skaidyti i� du
paprastesnius Ko²i uºdavinius:

utt − a2uxx = 0, u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x) (5.4)

ir
utt − a2uxx = f(x, t), u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0. (5.5)

I² pradºiu� rasime (5.4) Ko²i uºdavinio sprendini�. Tuo tikslu vietoje kinta-
mu�ju� x ir t apibr
e²ime naujus nepriklausomus kintamuosius

ξ = x− at, η = x+ at.

Tada homogenin
e bangavimo lygtis virs lygtimi

uξη = 0.

Jos bendrasis sprendinys
u = c1(ξ) + c2(η);

£ia c1 ir c2 � bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. I�stat¦ i� ²it¡ formul¦
vietoje kintamu�ju� ξ ir η ju� i²rai²kas kintamaisiais x ir t, gausime homogenin
es
bangavimo lygties bendr¡ji� sprendini�

u = c1(x− at) + c2(x+ at). (5.6)

Funkcijas c1 ir c2 parinksime taip, kad funkcija u tenkintu� (5.2) pradines s¡lygas,
t.y. pareikalausime, kad funkcijos c1 ir c2 tenkintu� lyg£iu� sistem¡

c1(x) + c2(x) = ϕ(x),
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−ac′1(x) + ac′2(x) = ψ(x).

Suintegrav¦ antr¡j¡ lygti�, gausime dvieju� lyg£iu� su dviem neºinomomis funkci-
jomis sistem¡. �ios sistemos sprendiniai

c1(x) = 1
2ϕ(x)− 1

2a

x∫
0

ψ(τ) dτ − c
2a,

c2(x) = 1
2ϕ(x) + 1

2a

x∫
0

ψ(τ) dτ + c
2a ;

£ia c � laisvoji konstanta. Pirmoje formul
eje argument¡ x pakeiskime x− at, o
antroje formul
eje x + at. I�stat¦ gautas funkciju� c1, c2 i²rai²kas i� (5.6) formul¦,
gausime (5.4) Ko²i uºdavinio sprendini�

u(x, t) = 1
2
(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+ 1

2a

x+at∫
x−at

ψ(τ) dτ. (5.7)

Pastaroji formul
e vadinama Dalambero formule.
Tarkime, funkcija ψ yra diferencijuojama, o funkcija ϕ � dukart diferenci-

juojama. Tada funkcija u, apibr
eºta (5.7) formule, yra dukart diferencijuojama,
tenkina homogenin¦ bangavimo lygti� ir (5.2) pradines s¡lygas. Be to, jeigu ²itos
s¡lygos yra patenkintos, tai i² (5.7) formul
es i²plaukia, kad (5.4) Ko²i uºdavinio
sprendinys yra vienintelis ir tolygiai priklauso nuo pradiniu� s¡lygu�.

P a s t a b a . Jeigu (5.4) Ko²i uºdavinio sprendinys nagrin
ejamas tik tri-
kampyje, apribotame ties
emis

x− at = const, x+ at = const, t = 0,

tai (5.2) pradines s¡lygas pakanka apibr
eºti tik ²io trikampio pagrinde (ºr. 5.1
pav.).

Rasime (5.5) Ko²i uºdavinio sprendini�. Tuo tikslu kiekvienam τ > 0 su-
darome pagalbini� uºdavini�:

vtt − a2vxx = 0, x ∈ R, t > τ, (5.8)

v|t=τ = 0, vt|t=τ = f(x, τ). (5.9)

Jeigu funkcija f yra diferencijuojama, tai pagal Dalambero formul¦ (5.8), (5.9)
Ko²i uºdavinio sprendinys

v(x, t, τ) = 1
2a

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(y, τ) dy.
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Parodysime, kad funkcija

u(x, t) =
t∫

0

v(x, t, τ) dτ (5.10)

yra (5.1) Ko²i uºdavinio sprendinys.
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x− at = cx+ at = ct

x

5.1 pav.

Kadangi funkcija v yra (5.8), (5.9) Ko²i uºdavinio sprendinys, tai

ut = v(x, t, t) +
t∫

0

vt(x, t, τ) dτ =
t∫

0

vt(x, t, τ) dτ,

utt = vt(x, t, t) +
t∫

0

vtt(x, t, τ) dτ = f(x, t) +
t∫

0

vtt(x, t, τ) dτ,

utt − a2uxx = f(x, t) +
t∫

0

[
vtt(x, t, τ)− a2vxx(x, t, τ)

]
dτ = f(x, t).

Taigi funkcija u, apibr
eºta (5.10) formule, yra (5.5) Ko²i uºdavinio sprendinys1.

1�itas metodas vadinamas Diuamelio principu. Jo esm
e yra ta, kad tiesin
es nehomogeni-
n
es daliniu� i²vestiniu� lygties Ko²i arba mi²raus uºdavinio su nulin
emis pradin
emis s¡lygomis
sprendini� galima i²reik²ti atitinkamu homogenin
es lygties sprendiniu. Pavyzdºiui, Ko²i uº-
davinio

utt + Lu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,
u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0

sprendini� galima i²reik²ti formule

u(x, t) =

t∫
0

v(x, t, τ) dτ,

kurioje v(x, t, τ) yra Ko²i uºdavinio

vtt + Lv = 0, x ∈ Rn, t > τ,

v|t=τ = 0, vt|t=τ = f(x, τ)
sprendinys, o L � tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koe�cientai nepriklauso nuo t ir
kuriame kintamojo t atºvilgiu yra ne auk²tesn
es kaip pirmos eil
es i²vestin
es. Analogi²kai yra
konstruojamas ir Ko²i uºdavinio

ut +Mu = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,
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Akivaizdu, kad (5.4), (5.5) Ko²i uºdaviniu� sprendiniu� suma, t.y. funkcija

u(x, t) = 1
2
(
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

)
+ 1

2a

x+at∫
x−at

ψ(y) dy+

+ 1
2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(y, τ) dydτ, (5.11)

yra (5.1), (5.2) Ko²i uºdavinio sprendinys. Funkcija u yra dukart diferen-
cijuojama, jeigu funkcijos ψ ir f yra diferencijuojamos, o funkcija ϕ � dukart
diferencijuojama.

P a s t a b a . Naudojant (5.6) formul¦, galima rasti ne tik Ko²i, bet ir
mi²raus uºdavinio sprendini�. Sprendºiant mi²ru�ji� uºdavini�, reikia tur
eti omenyje
tai, kad funkcijos c1 ir c2 apibr
eºtos ne visoms argumentu� reik²m
ems. Argu-
mentai x− at ir x + at gali ir nepriklausyti funkciju� c1, c2 apibr
eºimo sritims.
Taigi, sprendºiant mi²ru� uºdavini�, reikia tinkamai prat¦sti funkcijas c1, c2 arba
(tai visi²kai ekvivalentu) ϕ ir ψ.

u|t=0 = 0
sprendinys. �ia M � tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koe�cientai nepriklauso nuo
kintamojo t ir kuriame yra i²vestin
es tik pagal kintamuosius x.
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5.2. KO�I U�DAVINYS PLOK�TUMOJE

Tiesin¦ hiperbolin¦ antros eil
es lygti� su dviem nepriklausomais kintamaisiais
naudojant nei²sigimusi¡ transformacij¡ galima suvesti i� antr¡ji� kanonini� pavi-
dal¡. Tod
el i² karto nagrin
esime lygti�:

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y). (5.12)

Priminsime, kad pastarosios lygties charakteristikos yra ties
es

x = const, y = const.

Tegu plok²tumoje Oxy kreiv
e l yra apibr
eºta lygtimis y = g(x) ir x = h(y)
(funkcija h yra atvirk²tin
e funkcijai g) ir n
e viename ta²ke nelie£ia (5.12) lygties
charakteristiku�. Be to, tegu funkcijos g ir h yra diferencijuojamos.

Kreiv
es l aplinkoje ie²kosime (5.12) lygties sprendinio, tenkinan£io pradines
s¡lygas:

u|l = ϕ(x), uy|l = ψ(x). (5.13)

Tarkime, funkcijos a, b, c, f, ϕ, ϕ′ ir ψ yra tolydºios. Atkreipsime d
emesi� i� tai,
kad funkcijos u i²vestin
e ux kreiv
eje l taip pat yra vienareik²mi²kai apibr
eºta.
I² tikru�ju� diferencijuodami pirm¡j¡ pradin¦ s¡lyg¡, gausime lygyb¦

ux|l + g′(x)uy|l = ϕ′(x),

kuri¡ galima perra²yti taip:

ux|l = ϕ′(x)− g′(x)ψ(x) ≡ ω(x). (5.14)

Paºym
ekime ux = v, uy = w. Sta£iakampyje ABCD (ºr. 5.2 pav.) imkime
bet koki� ta²k¡ P (x, y). I² jo br
eºiame atkarpas PM ir PN , lygiagre£ias su
koordina£iu� a²imis, iki susikirtimo su kreive l.
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x0 x1 x

y0

y1

y
A B

P
M

N
C

D

5.2 pav.

Kair¦ ir de²in¦ lygyb
es uy = w puses integruojame atkarpa PN , o (5.12) lygti�
� atkarpomis PN ir PM . Tada (5.12), (5.13) uºdavinys susiveda i� integraliniu�
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lyg£iu� sistem¡:

u(x, y) = ϕ(x) +
y∫

g(x)
w(x, η) dη,

v(x, y) = ω(x) +
y∫

g(x)

(
f(x, η)− av − bw − cu

)
dη,

w(x, y) = ψ(x) +
x∫

h(y)

(
f(ξ, y)− av − bw − cu

)
dξ.

Tegu

U =

 u
v
w

 .

Tada gaut¡ integralin¦ lyg£iu� sistem¡ galima perra²yti taip:

U = KU + F; (5.15)

£ia

F =


ϕ(x)

ω(x) +
y∫

g(x)
f(x, η)dη

ψ(x) +
x∫

h(y)
f(ξ, y)dξ

, KU =



y∫
g(x)

w(x, η)dη
y∫

g(x)

(
−a(x, η)v − bw − cu

)
dη

x∫
h(y)

(
−a(ξ, y)v − bw − cu

)
dξ


.

Funkcija U yra tolydus (5.15) lygties sprendinys tada ir tik tada, kai funkcija
u yra (5.12), (5.13) uºdavinio sprendinys. Tod
el pakanka i²nagrin
eti (5.15) lygti�.

Jeigu koe�cientai a = b = c = 0, tai

u(x, y) = ϕ(x) + ψ(x)
(
y − g(x)

)
+

y∫
g(x)

x∫
h(y)

f(ξ, η) dξ dη,

v(x, y) = ω(x) +
y∫

g(x)
f(x, η) dη,

w(x, y) = ψ(x) +
x∫

h(y)
f(ξ, y) dξ.

I²nagrin
esime bendr¡ji� atveji�. I�rodysime, kad (5.15) lygtis turi tolydu� spren-
dini� ir jis yra vienintelis. I² pradºiu� i�sitikinsime, kad Kn yra suspaudºiantysis
operatorius, jeigu tik n yra pakankamai didelis sveikas skai£ius.

Tegu Ω � sritis, apribota kreive l ir atkarpomis AB ir BC (ºr. 8.2 pav.),

|U| = max{|u|, |v|, |w|}, M = max
Ω
|U|, A = max

Ω
{|a|+ |b|+ |c|+ 1}.

Matematin
es indukcijos metodu i�rodysime nelygyb¦∣∣KnU(x, y)
∣∣ ≤ MAn

n! (x+ y − x0 − y0)n, ∀n = 0, 1, 2, . . . . (5.16)
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Kai n = 0, nelygyb
e yra akivaizdi. Tegu n = 1. Tada

|KU| = max
{∣∣ y∫
g(x)

w(x, η) dη
∣∣∣,

∣∣∣ y∫
g(x)

(
a(x, η)v + bw + cu

)
dη
∣∣∣, ∣∣∣ x∫

h(y)

(
a(ξ, y)v + bw + cu

)
dξ
∣∣∣} ≤

≤MA(x+ y − x0 − y0).

Tarkime, (5.16) nelygyb
e yra teisinga kokiam nors n. I�rodysime, kad ji yra
teisinga n+ 1. Tegu un, vn ir wn yra vektoriaus KnU komponent
es. Tada

|Kn+1U| = |K(KnU)| = max
{∣∣∣ y∫

g(x)

wn(x, η) dη
∣∣∣,

∣∣∣ y∫
g(x)

(
a(x, η)vn + bwn + cun

)
dη
∣∣∣, ∣∣∣ x∫
h(y)

(
a(ξ, y)vn + bwn + cun

)
dξ
∣∣∣}≤

≤ MAn

n! Amax
{∣∣∣ y∫

g(x)

(x+ η − x0 − η0)n dη
∣∣∣, ∣∣∣ x∫

h(y)

(ξ + y − ξ0 − y0)n dξ
∣∣∣} ≤

≤ MAn+1

(n+ 1)! (x+ y − x0 − y0)n+1.

Taigi ∀ n = 0, 1, 2, . . . yra teisinga (5.16) nelygyb
e.
Tegu U ir Ũ � bet kokie du vektoriai. Tada (ºr. (5.16) nelygybe)

max
Ω

∣∣KnU−KnŨ
∣∣ ≤ Andn

n! max
Ω

∣∣U− Ũ
∣∣; (5.17)

£ia d = x1 + y1 − x0 − y0. Egzistuoja skai£ius N toks, kad

Andn

n! < 1, ∀ n > N.

Tegu n > N. Tada Kn yra suspaudºiantysis operatorius.
Paºym
ekime K̂U = KU + F. Pasteb
esime, kad∣∣K̂nU− K̂nŨ

∣∣ =
∣∣K(K̂n−1U

)
+ F−K

(
K̂n−1Ũ

)
− F

∣∣ =

=
∣∣K(K̂n−1U− K̂n−1Ũ

)∣∣ = . . . =
∣∣KnU−KnŨ

∣∣.
Tod
el K̂n taip pat yra suspaudºiantysis operatorius.
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Tada lygtis
K̂U = U,

kartu ir (5.15) lygtis turi vieninteli� tolydu� sprendini�. Parodysime, kad (5.15)
lygties sprendinys tolygiai priklauso nuo pradiniu� s¡lygu�. Tarkime,

U = KU + F, Ũ = KŨ + F̃.

Tada

U− Ũ = K(U− Ũ) + F− F̃ = K2(U− Ũ) + K(F− F̃) + F− F̃ = . . . =

= Kn(U− Ũ) + Kn−1(F− F̃) + . . .+ K(F− F̃) + F− F̃

ir yra teisinga formul
e

U− Ũ = Kn(U− Ũ) + Kn−1(F− F̃) + . . .+ K(F− F̃) + F− F̃.

Pasinaudoj¦ (5.17) nelygybe, i�vertinsime kiekvien¡ de²in
es ²ios lygyb
es pus
es
nari�. Tada gausime i�verti�

(
1− Andn

n!

)
max

Ω
|U− Ũ| ≤ max

Ω
|F− F̃|

n−1∑
s=0

Asds

s! .

Kadangi

1− Andn

n! > 0,

tai

max
Ω
|U− Ũ| ≤

(
1− Andn

n!

)−1 n−1∑
s=0

Asds

s! max
Ω
|F− F̃|.

Taigi esant maºam pradiniu� duomenu� poky£iui gaunamas maºas sprendinio
pokytis.

Apibendrindami ²iuos rezultatus galime tvirtinti: jeigu funkcijos a, b, c ir f
yra tolydºios srityje Ω, o funkcijos ϕ, ϕ′ ir ψ yra tolydºios atkarpoje [x0, x1], be
to, kreiv
e l yra laisvoji (5.12) lygties atºvilgiu, tai egzistuoja vienintelis (5.12),
(5.13) Ko²i uºdavinio sprendinys, tolygiai priklausantis nuo pradiniu� duomenu�.
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Tegu
Ω = {(x, y) : 0 < x < x0, 0 < y < y0}.

Srityje Ω ie²kosime lygties

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y) (5.18)

sprendinio, tenkinan£io pradines s¡lygas

u|x=0 = ϕ(y), u|y=0 = ψ(x). (5.19)

Taip suformuluotas uºdavinys yra vadinamas Gursa uºdaviniu.
P a s t a b a . Ties
es x = 0 ir y = 0 yra (5.18) lygties charakteristikos. Tod
el

(5.19) s¡lygose funkcijos u i²vestiniu� ux ir uy laisvai apibr
eºti negalima.
Tarkime, funkcijos a, b, c ir f yra tolydºios sta£iakampyje Ω, o funkcijos ϕ

ir ψ diferencijuojamos atkarpose [0, y0] ir [0, x0]. Be to, tegu ϕ(0) = ψ(0).
Paºym
ekime ux = v, uy = w. Tada (5.18), (5.19) uºdavinys, lygiai taip pat

kaip ir 8.2 skyrelyje, susiveda i� triju� integraliniu� lyg£iu� sistem¡:

u(x, y) = ψ(x) +
y∫
0
w(x, η)dη,

v(x, y) = ψ′(x) +
y∫
0

(
f(x, η)− av − bw − cu

)
dη,

w(x, y) = ϕ′(y) +
x∫
0

(
f(ξ, y)− av − bw − cu

)
dξ.

Tegu

U =

 u
v
w

 .

Tada ²i¡ integraliniu� lyg£iu� sistem¡ galima perra²yti kaip operatorin¦ lygti�:

U = KU + F; (5.20)

£ia

F =


ψ(x)

ψ′(x) +
y∫

g(x)
f(x, η)dη

ϕ′(x) +
x∫

h(y)
f(ξ, y)dξ

 , KU =



y∫
g(x)

w(x, η)dη
y∫

g(x)

(
−a(x, η)v − bw − cu

)
dη

x∫
h(y)

(
−a(ξ, y)v − bw − cu

)
dξ


.

Vektorin
e funkcija U yra tolydus (5.20) lygties sprendinys tada ir tik tada,
kai funkcija u yra (5.18), (5.19) uºdavinio sprendinys. Tod
el pakanka i²nagrin
eti
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(5.20) lygti�. �ioje lygtyje operatorius K yra to paties tipo kaip ir (5.15) lygtyje.
Be to, visos funkcijos i�einan£ios i� operatoriu� K, tenkina reikiamas glodumo
s¡lygas. Tod
el galime tvirtinti, kad (5.20) lygtis sta£iakampyje Ω turi vieninteli�
tolydu� sprendini�, tolygiai priklausanti� nuo pradiniu� duomenu�.

P a s t a b a . Gursa uºdavinio, taip pat (5.12), (5.13) uºdavinio sprendini�
galima rasti nuosekliu�ju� artiniu� metodu. Gursa uºdavinio atveju pradini� artini�
galima imti toki�:

u0 = ψ(x), v0 = ψ′(x) +
y∫

0

f(x, η)dη, w0 = ϕ′(y) +
x∫

0

f(ξ, y)dξ,

o kitus artinius apibr
eºti rekuren£iosiomis formul
emis:

us =
y∫

0

ws−1(x, η)dη,

vs = −
y∫

0

(
a(x, η)vs−1 + bws−1 + cus−1

)
dη,

ws = −
x∫

0

(
a(ξ, y)vs−1 + bws−1 + cus−1

)
dξ.

Kadangi

|us| ≤
MAs

s! (x+ y)s, |vs| ≤
MAs

s! (x+ y)s, |ws| ≤
MAs

s! (x+ y)s,

tai eilut
es

u =
∞∑
s=0

us, v =
∞∑
s=0

vs, w =
∞∑
s=0

ws

konverguoja tolygiai, o funkcijos u, v ir w tenkina (5.20) lygti�.
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5.4. RYMANO METODAS

I²vesime integralin¦ formul¦, kuri apibr
eºia (5.12), (5.13) uºdavinio sprendini�
funkcijomis, esan£iomis lygties ir pradiniu� s¡lygu� de²in
ese pus
ese. Tarkime,
diferencialin
eje i²rai²koje

Lu ≡ uxy + aux + buy + cu

funkcijos a ir b yra diferencijuojamos, o funkcija c tolydi. Tada operatoriu� L
atitinka formaliai jungtinis operatorius

L∗v ≡ vxy − (av)x − (bv)y + cv.

Tegu l yra glodi plok²tumoje Oxy kreiv
e, n
e viename savo ta²ke nelie£ian-
ti tiesiu� x = const, y = const; P (x0, y0) � koks nors �ksuotas ta²kas. I² jo
iki susikirtimo su kreive l br
eºiame lygiagre£ias su koordina£iu� a²imis atkarpas
PM ir PN . Apribot¡ kreive l ir atkarpomis PM,PN sriti� paºym
esime Ω (ºr.
5.3 pav.).

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..............................................................................................................

...
...
...
...
...
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
.

...............................................................................................................................................................................................

.....
...
..
..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

...........

...
..
..
..

..............

..
..
..
......
.
.
.
.
.
.
.
.
.

..............

x

y
P M

N

l
Ω

5.3 pav.

Tarkime, srityje Ω funkcijos u ir v yra pakankamai glodºios. Tada yra
teisinga Gryno formul
e ∫

Ω

(vLu− uL∗v) dxdy =

=
∫
∂Ω

[vux cos(n, y) + auv cos(n, x) + buv cos(n, y)− uvy cos(n, x)] dl; (5.21)

£ia kont	uras ∂Ω lygus atkarpu� PM, PN ir lankoMN sumai. Kadangi atkarpos
PN ta²kuose cos(n, x) = −1, cos(n, y) = 0, tai (5.21) formul
eje integralas ²ia
atkarpa lygus

P∫
N

(vy − av)u dy.

Atkarpos PM ta²kuose cos(n, x) = 0, cos(n, y) = 1. Tod
el (5.21) formul
eje
integralas ²ia atkarpa lygus

∫ M

P

(vux + buv) dx = vu
∣∣∣M
P
−

M∫
P

(vx − bv)u dx.
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I�stat¦ ²iuos rei²kinius i� (5.21) formul¦, perra²ysime j¡ taip:

vu
∣∣∣
P

= vu
∣∣∣
M
−
∫
Ω

(vLu− uL∗v) dxdy +
P∫
N

(vy − av)u dy −
M∫
P

(vx − bv)u dx+

+
∫
NM

[vux cos(n, y) + auv cos(n, x) + buv cos(n, y)− uvy cos(n, x)] dl.

Tarkime, ²ioje lygyb
eje u yra (5.12), (5.13) Ko²i uºdavinio sprendinys, o v yra
Gursa uºdavinio

L∗v = 0, v
∣∣∣
PN

= exp
{ y∫
y0

a(x, s) ds
}
, v
∣∣∣
MP

= exp
{ x∫
x0

b(s, y) ds
}
, v
∣∣∣
P

= 1

sprendinys. Tada

u
∣∣∣
P

= vu
∣∣∣
M
−
∫
Ω

vf dxdy +
∫
NM

[vux cos(n, y) + auv cos(n, x)+

+buv cos(n, y)− uvy cos(n, x)] dl.

Pakeit¦ integral¡ kont	uruNM antros r	u²ies kreiviniu integralu, gausime Rymano
formul¦

u
∣∣∣
P

= vu
∣∣∣
M
−
∫
Ω

vf dxdy +
∫
NM

(vux + buv) dx+ (uvy − auv) dy. (5.22)

Funkcija v yra vadinama Rymano funkcija. Ji nepriklauso nei nuo Ko²i s¡lygu�,
nei nuo kont	uro l. Funkcija u ir jos i²vestin
es ux, uy kont	uro NM ta²kuose yra
ºinomos. Tod
el (5.22) formul
e apibr
eºia (5.12), (5.13) Ko²i uºdavinio sprendini�
ta²ke P Rymano funkcija v ir funkcijomis, esan£iomis (5.12) lygties bei (5.13)
pradiniu� s¡lygu� de²in
ese pus
ese.

Jeigu taikydami (5.21) Gryno formul¦ i²vestines uxy ir vxy pakeisime i²ves-
tin
emis uyx ir vyx ir pakartosime (5.22) formul
es i²vedim¡, tai gausime kit¡
Rymano formul¦

u
∣∣∣
P

= vu
∣∣∣
N
−
∫
Ω

vf dxdy +
∫
NM

(buv − uvx) dx+ (−vuy − auv) dy. (5.23)

P a s t a b a . Jeigu patenkintos s¡lygos, garantuojan£ios Ko²i ir Gursa uº-
daviniu� sprendiniu� egzistavim¡ (ºr. 8.2 ir 8.3 skyrelius), tai (5.12), (5.13) Ko²i
uºdavinio sprendini� galima i²reik²ti bet kuria i² (5.21), (5.22), (5.23) formuliu�.
Be to, ²ios formul
es apibr
eºia t¡ pati� sprendini� ir jis tolygiai priklauso nuo
pradiniu� s¡lygu�.
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Nagrin
esime n-mat¦ bangavimo lygti�

utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0. (5.24)

J¡ atitinka charakteristin
e lygtis

ω2
t − a2

n∑
i=1

ω2
xi = 0. (5.25)

�ios lygties sprendinys

ω(x, t) = a(t− t0)± |x− x0|

apibr
eºia erdv
eje Rn charakteristini� k	ugi�. K	ugio pavir²ius apibr
eºiamas lygtimi

a(t− t0)± |x− x0| = 0.

Tegu KT � nupjautinis k	ugis, kurio pagrindai Ω0 ir ΩT yra plok²tumose
t = 0 ir t = T , T ∈ [0, t0]; ST � jo ²oninis pavir²ius (ºr. 5.4 pav.).
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(x0, t0)

t

x

KT

Ω0

ΩT
ST

5.4 pav.

Tarkime, k	ugyjeKT funkcija f yra tolydi, o funkcija u � dukart diferencijuojama
ir tenkina (5.24) lygti�. Tada∫

KT

(utt − a2∆u)ut dxdt =
∫
KT

utf dxdt. (5.26)

Pasinaudoj¦ integravimo dalimis formule ir akivaizdºiomis tapatyb
emis

ututt = 1
2
∂

∂t
u2
t , uxiuxit = 1

2
∂

∂t
u2
xi , ∀i = 1, 2, . . . , n,

perra²ysime (5.26) tapatyb¦ taip:∫
∂KT

[1
2
(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
cos(n, t)−

n∑
i=1

a2uxiut cos(n, xi)
]
dS =
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=
∫
KT

utf dxdt; (5.27)

£ia ∂KT � nupjautinio k	ugio KT pavir²ius; n � i²orinis k	ugio KT atºvilgiu
vienetinis normal
es vektorius pavir²iui ∂KT . Kadangi

cos(n, t)|ΩT = 1, cos(n, t)|Ω0 = −1,

cos(n, xi)|ΩT = 0, cos(n, xi)|Ω0 = 0,

∀i = 1, 2, . . . , n, tai (5.27) tapatyb¦ galima perra²yti taip:

1
2

∫
Ωt

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx
∣∣t=T
t=0 + 1

2

∫
ST

{(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
cos(n, t)−

−2a2
n∑
i=1

uxiut cos(n, xi)
}
dS =

∫
KT

utf dxdt. (5.28)

Pasteb
esime, kad pavir²iaus ST ta²kuose

ωt = ∂ω

∂n cos(n, t), ωxi = ∂ω

∂n cos(n, xi), ∀i = 1, 2, . . . , n.

I�stat¦ ²itas reik²mes i� (5.25) lygti�, gausime lygyb¦

cos2(n, t)− a2
n∑
i=1

cos2(n, xi) = 0.

Panaudoj¦ j¡ (5.28) formul
eje, integral¡ pavir²iumi ST perra²ysime taip:∫
ST

a2

cos(n, t)

n∑
i=1

(
ut cos(n, xi)− uxi cos(n, t)

)2
dS.

Kadangi cos(n, t)|ST > 0, tai pointegralin
e ²io integralo funkcija yra neneigia-
ma. Tod
el atmet¦ (5.28) lygyb
eje integral¡ pavir²iumi ST , gausime nelygyb¦∫

Ωt

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx
∣∣t=T
t=0 ≤

∫
KT

2utf dxdt. (5.29)

Tuo atveju, kai f(x, t) ≡ 0, j¡ galima perra²yti taip:∫
Ωt

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx ≤

∫
Ω0

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx. (5.30)



5.5. ENERGETIN 
ES NELYGYB 
ES. VIENATIES TEOREMA 67

Bendruoju atveju (ºr. [1]) yra teisingas i�vertis∫
ΩT

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx ≤

≤ eT
{∫

Ω0

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx+

∫
KT

f2 dxdt
}
. (5.31)

Nelygyb
es (5.30) ir (5.31) daºnai yra vadinamos energetin
emis nelygyb
emis.
P a s t a b a . Pateikt¡ (5.31) nelygyb
es i�rodym¡ be dideliu� pakeitimu� gali-

ma atlikti gana pla£iai hiperboliniu� lyg£iu� klasei. �iai klasei priklauso lygtis

utt −
n∑

i,j=1
aij(x, t)uxixj +

n∑
i=1

ai(x, t)uxi + a(x, t)u = f(x, t);

£ia: funkcijos ai, a ir f yra tolydºios, o funkcijos aij = aji yra diferencijuojamos,
be to,

n∑
ij=1

aijξiξj ≥ ν
n∑
i=1

ξ2
i , ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, ν = const > 0.

5.1 teorema. Tarkime, Ko²i uºdaviniuose{
utt − a2∆u = f1(x, t),
u|t=0 = ϕ1(x), ut|t=0 = ψ1(x),

{
utt − a2∆u = f2(x, t),
u|t=0 = ϕ2(x), ut|t=0 = ψ2(x)

funkcijos f1, f2 sutampa k	ugyje Kt0 , o funkcijos ϕ1, ϕ2 ir ψ1, ψ2 sutampa srityje
Ω0. Jeigu egzistuoja ²iu� uºdaviniu� sprendiniai, tai k	ugyje Kt0 jie sutampa.

/ Tegu u1 yra pirmojo, o u2 � antrojo uºdavinio sprendiniai. Tada k	ugyje
Kt0 funkcija u = u1 − u2 tenkina homogenin¦ bangavimo lygti�

utt − a2∆u = 0,
o srities Ω0 ta²kuose nulines pradines s¡lygas

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.
Tod
el (ºr. (8.31) nelygyb¦)∫

Ωt

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx ≤

∫
Ω0

(
u2
t + a2

n∑
i=1

u2
xi

)
dx = 0.

�i nelygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai ut = ux1 = · · · = uxn = 0, t.y. kai
u(x, t) = const. Kadangi u(x, 0) = 0, tai u(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ Kt0 .

I ² v a d a . Tegu u yra Ko²i uºdavinio{
utt − a2∆u = 0, x ∈ Rn, t > 0,
u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ Rn,

sprendinys. Jeigu aibiu� suppϕ ir suppψ sankirta su sritimi Ω0 yra tu²£ia aib
e,
tai k	ugyje Kt0 sprendinys u tapa£iai lygus nuliui.
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5.6. BANGAVIMO LYGTIES SPRENDIMAS TRIMA�IU
ATVEJU. KO�I U�DAVINYS

Tegu n = 3. Ie²kosime bangavimo lygties

utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ R3, t > 0, (5.32)

sprendinio, tenkinan£io pradines s¡lygas

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R3. (5.33)

Kadangi uºdavinys yra tiesinis, tai ji� galima i²skaidyti i� tris paprastesnius uº-
davinius. Kiekvien¡ i² ju� nagrin
esime atskirai. I² pradºiu� rasime homogenin
es
bangavimo lygties

utt − a2∆u = 0, x ∈ R3, t > 0, (5.34)

sprendini�, tenkinanti� pradines s¡lygas

u|t=0 = 0, ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R3. (5.35)

Po to rasime (5.34) homogenin
es bangavimo lygties sprendini�, tenkinanti� pra-
dines s¡lygas

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = 0, x ∈ R3. (5.36)

Pabaigoje rasime (5.32) nehomogenin
es bangavimo lygties sprendini�, tenkinanti�
homogenines pradines s¡lygas

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ R3.

Sud
ej¦ tokiu� Ko²i uºdaviniu� sprendinius, gausime ie²kom¡ji� (5.32), (5.33) Ko²i
uºdavinio sprendini�.

Pirmojo Ko²i uºdavinio sprendinio ie²kosime vidurkiu metodu. Tegu

v(x, r) = 1
|Sr|

∫
Sr(x)

ψ(y) dSy (5.37)

yra funkcijos ψ reik²miu� aritmetinis vidurkis sferoje

Sr(x) =
{
y∈R3 : |x− y| = r

}
.

I²tirsime pagrindines funkcijos v savybes.
1. Tarkime, funkcija ψ yra tolydi. Tada

v(x, 0) = ψ(x).

/ I�vertinsime skirtum¡

|v(x, r)− ψ(x)| = 1
|Sr|

∣∣∣ ∫
Sr(x)

(ψ(y)− ψ(x)) dSy
∣∣∣ ≤ max

y∈Br(x)
|ψ(y)− ψ(x)|.
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Pagal prielaid¡ funkcija ψ yra tolydi. Tod
el

max
y∈Br(x)

|ψ(y)− ψ(x)| → 0,

kai r → 0. Taigi v(x, 0) = ψ(x). .
2. Tarkime, funkcija ψ yra diferencijuojama. Tada i²vestin
e vr yra apr
eºta,

kai r → 0.
/ Kiekvien¡ ta²k¡ y ∈ Sr(x) vienareik²mi²kai atitinka ta²kas ω ∈ S1(0), ir

y = x+ rω (ºr. 5.5 pav.).
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5.5 pav.

Be to, dSy = r2dω; £ia dω � sferos S1(0) ploto elementas. Tod
el (5.37) formul¦
galima perra²yti taip:

v(x, r) = 1
4π

∫
S1(0)

ψ(x+ rω)dω. (5.38)

Kadangi funkcija ψ yra diferencijuojama, tai

∣∣vr(x, r)∣∣ = 1
4π

∣∣∣ ∫
S1(0)

∂ψ(x+ rω)
∂r

dω
∣∣∣ ≤ max

y∈B1(x)
|∇ψ(y)| <∞. .

3. Tarkime, funkcija ψ yra dukart diferencijuojama. Tada

vrr(x, r) + 2
r
vr(x, r) = ∆xv(x, r).

/ Pasteb
esime, kad

vr(x, r) = 1
4π

∫
S1(0)

∂ψ(x+ rω)
∂r

dω = 1
4πr2

∫
Sr(x)

∂ψ(y)
∂ny

dSy;

£ia ny � sferos Sr(x) vienetinis normal
es vektorius ta²ke y. Remiantis (4.5)
formule,

∫
Sr(x)

∂ψ(y)
∂ny

dSy =
∫

Br(x)

∆ψ(y) dy =
r∫

0

∫
Sρ(x)

∆ψ(y) dSdρ
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(pasirinkome sferines koordinates). Tod
el

vr(x, r) = 1
4πr2

r∫
0

∫
Sρ(x)

∆ψ(y) dSdρ,

o i²vestin
e

vrr(x, r) = ∂

∂r

( 1
4πr2

r∫
0

∫
Sρ(x)

∆ψ(y) dSdρ
)

=

= −2
r

1
4πr2

r∫
0

∫
Sρ(x)

∆ψ(y) dSdρ+ 1
4πr2

∫
Sr(x)

∆ψ(y) dS =

= −2
r
vr(x, r) + 1

4π

∫
S1(0)

∆xψ(x+ rω)dω = −2
r
vr(x, r)+

+∆x

( 1
4π

∫
S1(0)

ψ(x+ rω)dω
)

= −2
r
vr(x, r) + ∆xv(x, r).

Toliau funkcijos ψ reik²miu� aritmetini� vidurki� sferoje Sr(x) ºym
esime

{ψ}x,r.

Parodysime, kad funkcija u(x, t) = t{ψ}x,at yra (5.34), (5.35) Ko²i uºdavinio
sprendinys. Tiksliau, i�rodysime teorem¡.

5.2 teorema. Tegu ψ � dukart diferencijuojama erdv
eje R3 funkcija. Tada
funkcija

u(x, t) = t{ψ}x,at = 1
4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(y) dS

yra (5.34), (5.35) Ko²i uºdavinio sprendinys.

/ Pasinaudoj¦ 1 ir 2 funkcijos v savyb
emis, parodysime, kad funkcija u tenk-
ina pradines s¡lygas:

u|t=0 = 0 · ψ(x) = 0,

ut|t=0 = {ψ}x,at|t=0 + at
∂

∂at
{ψ}x,at|t=0 = ψ(x).

Pasinaudoj¦ 3 funkcijos v savybe, i�rodysime, kad funkcija u tenkina homogenin¦
bangavimo lygti�:

utt = 2a ∂

∂at
{ψ}x,at + ta2 ∂2

∂(at)2 {ψ}x,at =

= ta2
{

2
at

∂

∂at
{ψ}x,at + ∂2

∂(at)2 {ψ}x,at
}

= ta2∆x{ψ}x,at =

= a2∆xt{ψ}x,at = a2∆u. .
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5.3 teorema. Tegu ϕ yra triskart diferencijuojama erdv
eje R3 funkcija. Ta-
da funkcija

u(x, t) = ∂

∂t

(
t{ϕ}x,at

)
yra (5.34), (5.36) Ko²i uºdavinio sprendinys.

/ Pasinaudoj¦ 1 ir 2 funkcijos v savybe, gausime

u|t=0 = {ϕ}x,at|t=0 + at
∂

∂at
{ϕ}x,at|t=0 = ϕ(x).

Naudodamiesi 3 funkcijos v savybe, suskai£iuosime i²vestin¦

ut = 2a ∂

∂at
{ϕ}x,at + a2t

∂2

∂(at)2 {ϕ}x,at = a2t∆x{ϕ}x,at.

Kai t→ 0, rei²kinys ∆x{ϕ}x,at yra apr
eºtas. Tod
el i²vestin
e ut|t=0 = 0. Be to,
akivaizdu, kad

utt = ∂

∂t

[
a2t∆x{ϕ}x,at

]
= a2∆x

∂

∂t

(
t{ϕ}x,at

)
= a2∆u.

Taigi funkcija u yra (5.34), (5.36) Ko²i uºdavinio sprendinys. .
Tarkime, yra patenkintos 2 ir 3 teoremu� s¡lygos. Tada funkcija

u(x, t) = t{ψ}x,at + ∂

∂t

(
t{ϕ}x,at

)
(5.39)

tenkina (5.34) lygti� ir (5.33) pradines s¡lygas.
I ² v a d a . Tarkime, funkcijos ϕ ir ψ yra lygios nuliui apr
eºtos srities Ω ⊂ R3

i²or
eje, o pa£ioje srityje Ω i�gyja bet kokias reik²mes. Kadangi (5.39) formul
eje
integruojama sfera Sat(x), kurios centras yra ta²ke x, o spindulys lygus at, tai
(5.34), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinys:

u(x, t) ≡ 0, kai at < d,

u(x, t) 6≡ 0, kai d < at < D,

u(x, t) ≡ 0, kai D > at;
£ia: d = inf

y∈Ω
|x− y|, D = sup

y∈Ω
|x− y|.

Beliko rasti (5.32) lygties sprendini�, tenkinanti� homogenines pradines s¡ly-
gas. Remdamiesi Diuamelio principu, suformuluosime pagalbini� Ko²i uºdavini�:{

wtt − a2∆w = 0, x ∈ R3, t > τ,

w|t=τ = 0, wt|t=τ = f(x, t), x ∈ R3.
(5.40)

Tarkime, funkcija f(x, t) turi tolydºias antros eil
es i²vestines kintamu�ju� x atºvil-
giu ir yra tolydi kintamojo t atºvilgiu. Tada pagal (5.39) formul¦ (5.40) uº-
davinio sprendinys

w(x, t, τ) = (t− τ){f}x,a(t−τ).
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Akivaizdu, kad funkcija

u(x, t) =
t∫

0

w(x, t, τ) dτ

ir jos i²vestin
e

ut = w(x, t, t) +
t∫

0

wt(x, t, τ) dτ =
t∫

0

wt(x, t, τ) dτ

ta²ke t = 0 lygios nuliui. Parodysime, kad funkcija u tenkina (5.32) lygti�. I²
tikru�ju�

utt = wt(x, t, t) +
t∫

0

wtt(x, t, τ) dτ =

= f(x, t) + a2∆
t∫

0

w(x, t, τ) dτ = f(x, t) + a2∆u.

Integrale

u(x, t) =
t∫

0

w(x, t, τ) dτ

vietoje kintamojo τ apibr
e²ime nauj¡ kintam¡ji� r = a(t− τ). Tada

u(x, t) =
t∫

0

{ 1
4πa2(t− τ)

∫
Sa(t−τ)(x)

f(y, τ) dSy
}
dτ =

= 1
4πa2

at∫
0

1
r

∫
Sr(x)

f(y, t− r/a) dSdr = 1
4πa2

∫
Bat(x)

1
r
f(y, t− r/a) dy;

£ia r = |x− y|.
Tegu funkcijos ϕ, ψ ir f tenkina nurodytas s¡lygas. Tada funkcija

u(x, t) = t{ψ}x,at + ∂

∂t

(
t{ϕ}x,at

)
+ 1

4πa2

∫
Bat(x)

1
r
f(y, t− r/a) dy (5.41)

yra (5.32), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinys. Formul
e (5.41) yra vadinama
Kirchhofo formule.

P a s t a b a . Jeigu funkcijos ϕ, ψ ir f yra pakankamai glodºios, o funkcija
u yra (5.32), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinys, tai pagal vienaties teorem¡ ²i�
sprendini� galima i²reik²ti (5.41) formule. Be to, i² pa£ios formul
es matyti, kad
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maºi tam tikra prasme funkciju� ϕ, ψ ir f poky£iai duos maº¡ sprendinio pokyti�.
Jeigu funkciju� ϕ, ψ ir f glodumas yra maºesnis uº t¡, kuris reikalingas (5.41)
formulei i²vesti, tai funkcija u, apibr
eºta (5.41) formule, jau nebus dukart difer-
encijuojama. Kartu ji nebus (5.32), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinys. Ta£iau
tai dar nerei²kia, kad (5.32), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinys neegzistuoja. �iuo
atveju galime tvirtinti tik tai, kad jo negalima i²reik²ti (5.41) formule. Kitais
metodais galima i�rodyti (5.32), (5.33) Ko²i uºdavinio sprendinio egzistavim¡,
reikalaujant i² funkciju� ϕ, ψ ir f maºesnio glodumo.



74 5. HIPERBOLIN 
ES LYGTYS

5.7. BANGAVIMO LYGTIES SPRENDIMAS DVIMA�IU
ATVEJU. KO�I U�DAVINYS

Nagrin
esime Ko²i uºdavini�:{
utt − a2∆u = 0, x ∈ R2, t > 0,
u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R2.

(5.42)

Jo sprendini� i²reik²ime (5.39) formule. Funkcija

u(x, t) = 1
4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(y) dS + ∂

∂t

( 1
4πa2t

∫
Sat(x)

ϕ(y) dS
)
, x ∈ R3, t > 0,

tenkina trimat¦ bangavimo lygti� ir (5.33) pradines s¡lygas. Tarkime, ²ioje
formul
eje funkcijos ϕ ir ψ nepriklauso nuo tre£iojo argumento x3, t.y. ϕ =
ϕ(x1, x2), ψ = ψ(x1, x2). Tada funkcija u(x, t) taip pat nepriklausys nuo ar-
gumento x3 ir tenkins dvimat¦ bangavimo lygti�. Tai leidºia (5.39) formul
eje
integralus sfera Sat(x) ⊂ R3 suvesti i� integralus skrituliu Bat(x) ⊂ R2.

Tegu dσ = dy1dy2 � sferos Sat(x) elemento dS projekcija i� plok²tum¡ y3 = 0.
Tada (ºr. 5.6 pav.)
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5.6 pav.

cos γ = dσ

dS
=
√

(at)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

at
.

Tod
el (5.39) formul¦ galima uºra²yti taip:

u(x1, x2, t) = 1
2πa

∫
Bat(x)

ψ(y1, y2) dy1dy2√
(at)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

+

+ 1
2πa

∂

∂t

∫
Bat(x)

ϕ(y1, y2) dy1dy2√
(at)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

. (5.43)

Jeigu ϕ yra triskart, o ψ � dukart diferencijuojamos erdv
eje R2 funkcijos, tai
funkcija u, apibr
eºta (5.43) formule, yra ie²komasis (5.42) Ko²i uºdavinio spren-
dinys. Formul
e (5.43) yra vadinama Puasono formule.



5.7. KO�I U�DAVINYS DVIMA�IU ATVEJU 75

I ² v a d a . Funkcijos u reik²m
e ta²ke (x1, x2, t) yra apibr
eºta (ºr. (5.43)),
jeigu funkciju� ϕ ir ψ reik²m
es yra ºinomos ne sferoje

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 = (at)2,

kaip yra trima£iu atveju, o visame skritulyje

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤ (at)2.

Tarkime, funkcijos ϕ ir ψ lygios nuliui apr
eºtos srities Ω ⊂ R2 i²or
eje, o srities
Ω viduje gali i�gyti bet kokias reik²mes. Tada (5.43) formule apibr
eºtas (5.42)
Ko²i uºdavinio sprendinys

u(x, t) ≡ 0, kai at < d,

u(x, t) 6≡ 0, kai d < at < D,

u(x, t) 6≡ 0, kai D > at;

£ia: d = inf
y∈Ω
|x− y|, D = sup

y∈Ω
|x− y|.

Beliko i²spr¦sti Ko²i uºdavini�:{
utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ R2, t > 0,
u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ R2.

(5.44)

Jo sprendini� galima rasti taikant Diuamelio princip¡. Tegu f(x, t) yra dukart
diferencijuojama kintamojo x atºvilgiu funkcija ir tolydi kintamojo t atºvilgiu.
Tada, lygiai taip pat kaip ir trima£iu atveju, galima i�rodyti, kad (5.44) Ko²i
uºdavinio sprendinys

u(x1, x2, t) =

= 1
2πa

t∫
0

∫
Ba(t−τ)(x)

f(y1, y2, τ) dy1dy2√
a2(t− τ)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

dτ. (5.45)

P a s t a b a . Jeigu (5.43) Puasono formul
eje funkcijos ϕ ir ψ nepriklau-
so nuo antrojo argumento, t.y. ϕ = ϕ(x1), ψ = ψ(x1), tai sprendinys u taip
pat nepriklausys nuo jo. Kartu jis tenkins vienmat¦ bangavimo lygti�. Galima
parodyti, kad dvimat
es bangavimo lygties sprendinys, apibr
eºtas (5.43) formule,
susiveda i� vienmat
es bangavimo lygties sprendini�, apibr
eºt¡ (5.7) Dalambero
formule.



6 S K Y R I U S

Parabolin
es lygtys. Ko²i uºdavinys

6.1. MAKSIMUMO PRINCIPAS. VIENATIES TEOREMOS

Tegu Ω ⊂ Rn � apr
eºta sritis, QT = Ω × (0, T ) � cilindras, kurio apatinis
pagrindas � Ω, o vir²utinis pagrindas ΩT , T � cilindro auk²tis, ST = ∂Ω× [0, T ]
� cilindro ²oninis pavir²ius, ΓT = ST ∪ Ω (ºr. 6.1 pav.).
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xn

x1, . . . , xn−1Ω

6.1 pav.

6.1 teorema. Tegu funkcija u ∈ C2,1(QT ∪ ΩT )∩C(QT ) tenkina homogeni-
n¦ ²ilumos laidumo lygti�

ut − a2∆u = 0. (6.1)

Tada didºiausi¡ ir maºiausi¡ reik²mes ji i�gyja arba cilindro ²oniniame pavir²iuje
ST , arba jo apatiniame pagrinde Ω, t.y.

min
ΓT

u(x, t)≤u(x, t)≤ max
ΓT

u(x, t), ∀(x, t)∈QT . (6.2)

/ Pakanka i�rodyti kuri¡ nors vien¡ nelygyb¦. I² tikru�ju�, jeigu funkcija u tenk-
ina (6.1) lygti� ir didºiausi¡ reik²m¦ i�gyja pavir²iuje ΓT , tai funkcija −u taip pat
tenkins (6.1) lygti� ir tod
el didºiausi¡ reik²m¦ i�gys pavir²iuje ΓT . Ta£iau funkci-
jos −u didºiausia reik²m
e sutampa su funkcijos u maºiausia reik²me. Vadinasi,
funkcija u maºiausi¡ reik²m¦ i�gys pavir²iuje ΓT .

I�rodysime, kad funkcija u didºiausi¡ reik²m¦ i�gyja pavir²iuje ΓT . Pagal teore-
mos s¡lyg¡ u∈ C(QT ) . Tod
el egzistuoja ta²kas (x0, t0)∈QT , kuriame funkcija
u i�gyja didºiausi¡ reik²m¦. Tegu

max
(x,t)∈ΓT

u(x, t) = m, max
(x,t)∈QT

u(x, t) = M.

Akivaizdu, kad m≤M . Reikia i�rodyti, kad m = M . Tarkime prie²ingai, kad
m < M. Tada ta²kas (x0, t0) 6∈ ΓT , nes u(x0, t0) = M. Tod
el (x0, t0) yra cilindro
QT vidinis ta²kas arba vir²utinio pagrindo ΩT ta²kas.
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Funkcija
v(x, t) = u(x, t)− ε(t− t0), ∀ε > 0,

ta²ke (x0, t0) lygi M . Ta²kuose (x, t)∈ΓT funkcija

v(x, t)≤m+ εT < M

visiems pakankamai maºiems ε. Tod
el didºiausi¡ reik²m¦ funkcija v i�gyja arba
cilindro QT viduje, arba jo vir²utiniame pagrinde ΩT . Tegu (x∗, t∗) yra ta²kas,
kuriame funkcija v i�gyja didºiausi¡ reik²m¦. I² pradºiu� tarkime, (x∗, t∗)∈QT .
Tada ²itame ta²ke

vt = vxi = 0, vxixi ≤ 0, ∀i = 1, . . . , n,

ir yra teisinga nelygyb
e
vt − a2∆v≥ 0.

Ta£iau
vt − a2∆v = ut − a2∆u− ε = −ε < 0.

Gauta prie²tara i�rodo, kad ta²kas (x∗, t∗) n
era cilindro QT vidinis ta²kas.
Tarkime, ta²kas (x∗, t∗)∈ΩT , t.y. t∗ = T, ir x∗ � vidinis srities Ω ta²kas.

Tada ²itame ta²ke

vt≥ 0, vxi = 0, vxixi ≤ 0, ∀i = 1, . . . , n,

ir yra teisinga nelygyb
e
vt − a2∆v≥ 0.

Ta£iau
vt − a2∆v = ut − a2∆u− ε = −ε < 0.

Gauta prie²tara i�rodo, kad ta²kas (x∗, t∗) 6∈ ΩT . Taigi prielaida, jog m < M ,
yra neteisinga ir m = M . .

�i teorema kartais vadinama ²ilumos laidumo lygties maksimumo principu. Ji�
galima taikyti ir platesnei paraboliniu� lyg£iu� klasei. Pavyzdºiui, 6.1 teorema
yra teisinga lyg£iai

ut − Lu = 0,

kurioje

Lu =
n∑

i,j=1
aij(x, t)uxixj +

n∑
i=1

ai(x, t)uxi ,

o koe�cientai aij tenkina nelygyb¦

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ ν
n∑
i=1

ξ2
i , ν = const > 0, ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn)∈Rn.

Be to, maksimumo (minimumo) atveju pakanka reikalauti, kad funkcija u
tenkintu� ne lygti�

ut − Lu = 0,
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o nelygyb¦
ut − Lu≤ 0 (ut − Lu≥ 0).

�itos pastabos leidºia suformuluoti bendresn¦ teorem¡.

6.2 teorema. Tegu funkcija u ∈ C2,1(QT ∪ ΩT )∩C(QT ) tenkina nelygyb¦

ut − Lu≤ 0 (ut − Lu≥ 0.)

Tada didºiausi¡ (maºiausi¡) reik²m¦ funkcija u i�gyja pavir²iuje ΓT .

Pasinaudoj¦ maksimumo principu, i�rodysime mi²riojo ir Ko²i uºdaviniu� vie-
naties teoremas.

6.3 teorema. Mi²rusis uºdavinys
ut − a2∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,
u
∣∣
t=o = ϕ(x), x∈Ω,

u
∣∣
ST

= ψ(x, t), (x, t)∈ST ,
(6.3)

negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu� C2,1(QT ∪ ΩT )∩C(QT ) erdv
eje.

/ Tarkime, u1 ir u2 � du (6.3) uºdavinio sprendiniai. Tada ju� skirtumas
u = u1 − u2 yra mi²riojo uºdavinio

ut − a2∆u = 0, (x, t) ∈ QT ,
u|t=o = 0, x∈Ω,
u|ST = 0, (x, t)∈ST ,

sprendinys. Pavir²iaus ST ir srities Ω ta²kuose funkcija u lygi nuliui. Pagal
maksimumo princip¡ ji yra lygi nuliui bet kuriame cilindro QT ta²ke. Taigi
u1 = u2. .

6.4 teorema. Ko²i uºdavinys{
ut − a2∆u = f(x, t), x∈Rn, t > 0,
u
∣∣
t=o = ϕ(x), x∈Rn,

(6.4)

erdv
eje C2,1(Rn × (0,∞))∩C(Rn × [0,∞)) negali tur
eti dvieju� skirtingu� apr
eº-
tu� sprendiniu�.

/ Tegu u1 ir u2 � du apr
eºti (6.4) Ko²i uºdavinio sprendiniai. Tada ju�
skirtumas u = u1 − u2 yra apr
eºtas Ko²i uºdavinio{

ut − a2∆u = 0, x∈Rn, t > 0,
u|t=o = 0, x∈Rn,
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sprendinys. Paºym
esime

M = sup
x∈Rn,t≥ 0

|u(x, t)|, QaR,T = {(x, t)∈Rn+1 : |x| < aR, 0 < t < T};

£ia R ir T � �ksuoti teigiami skai£iai.
Tiesiogiai galima i�rodyti, kad funkcija

vR(x, t) = M

R2

( |x|2
a2 + 2nt

)
tenkina homogenin¦ ²ilumos laidumo lygti� ir

vR(x, 0)≥ 0, ∀x : |x| ≤ aR,

vR(x, t)≥M, ∀t : t∈ [0, T ], |x| = aR.

Bet tada funkcija vR − u taip pat tenkins homogenin¦ ²ilumos laidumo lygti� ir

vR(x, 0)− u(x, 0)≥ 0, ∀x : |x| ≤ aR,

vR(x, t)− u(x, t)≥ 0, ∀t : t∈ [0, T ], |x| = aR.

Pagal maksimumo princip¡ funkcija vR − u i�gyja maºiausi¡ reik²m¦ cilindro
QaR,T ²oniniame pavir²iuje arba jo apatiniame pagrinde. Ta£iau ²ituose ta²ku-
ose funkcija vR − u yra neneigiama. Taigi ji yra neneigiama ir visame cilindre
QaR,T . Tod
el

u(x, t)≤ vR(x, t), ∀(x, t)∈QaR,T .

Kadangi funkcija −u taip pat tenkina homogenin¦ ²ilumos laidumo lygti� ir ta²ke
t = 0 lygi nuliui, tai

−u(x, t)≤ vR(x, t), ∀(x, t)∈QaR,T .

Paskutin
es dvi nelygyb
es yra ekvivalen£ios nelygybei

|u(x, t)| ≤ vR(x, t) = M

R2

( |x|2
a2 + 2nt

)
, ∀t≥ 0, ∀x : |x| ≤ aR.

Laisvai pasirenkame ta²kus x ir t, o skai£iu� R artiname i� begalyb¦. Tada
i² pastarosios nelygyb
es i²plaukia i�vertis |u(x, t)| ≤ 0. Kadangi ta²kus x ir t
pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u(x, t) = 0 ir u1(x, t) =
u2(x, t), ∀(x, t)∈Rn × [0,∞). .
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I² pradºiu� nagrin
esime Ko²i uºdavini�{
ut − a2∆u = 0, x∈Rn, t > 0,
u|t=o = ϕ(x), x∈Rn.

(6.5)

I�rodysime, kad jo sprendini� galima i²reik²ti Puasono formule:

u(x, t) = 1
(4πa2t)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy. (6.6)

I²vesdami j¡ naudosime integralini� Furj
e transformacijos metod¡. Taikydami
²i� metod¡, manysime, kad visi atliekami veiksmai yra teis
eti. Kitame skyrelyje
i�rodysime, kad funkcija u, apibr
eºta Puasono formule, yra (6.5) Ko²i uºdavinio
sprendinys, jeigu funkcija ϕ yra tik tolydi ir apr
eºta.

Priminsime, kad tiesiogin
e ir atvirk²tin
e Furj
e transformacijos erdviniu� kin-
tamu�ju� atºvilgiu apibr
eºiamos formul
emis:

û(ξ, t) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξu(x, t) dx,

u(x, t) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

e−ixξû(ξ, t) dξ;

£ia xξ =
n∑
k=1

xkξk � skaliarin
e sandauga erdv
eje Rn.

Funkciju� ut ir ∆u Furj
e transformacijos:

ût (ξ, t) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξut(x, t) dx =

= ∂

∂t

( 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξu(x, t) dx
)

= ût(ξ, t),

∆̂u(ξ, t) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξ∆u(x, t) dx =

= 1
(2π)n/2

n∑
k=1

∫
Rn

(−iξk)eixξuxk(x, t) dx =

= 1
(2π)n/2

n∑
k=1

∫
Rn

(−iξk)2eixξu(x, t) dx = −ξ2û(ξ, t);
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£ia ξ2 =
∑n
k=1 ξ

2
k. Pritaik¦ Furj
e transformacijos operatoriu� abiems ²ilumos

laidumo lygties pus
ems, gausime paprast¡j¡ diferencialin¦ kintamojo t atºvilgiu
lygti�

ût + a2ξ2û = 0.

I� kintam¡ji� ξ galima ºi	ur
eti kaip i� parametr¡. �i lygtis yra tiesin
e pirmos eil
es
lygtis, ir jos bendrasis sprendinys

û(ξ, t) = C(ξ)e−a
2ξ2t.

Kadangi

û(ξ, 0) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξu(x, 0) dx = 1
(2π)n/2

∫
Rn

eixξϕ(x) dx = ϕ̂(ξ),

tai
ϕ̂(ξ) = C(ξ)

ir
û(ξ, t) = ϕ̂(ξ)e−a

2ξ2t.

Pritaik¦ ²ios lygyb
es abiems pus
ems atvirk²tini� Furj
e transformacijos opera-
toriu�, gausime

u(x, t) = 1
(2π)n/2

∫
Rn

e−ixξϕ̂(ξ)e−a
2ξ2t dξ.

Vietoje funkcijos ϕ̂ i�statykime jos integralin¦ i²rai²k¡ ir sukeiskime integravimo
tvark¡. Tada gausime formul¦

u(x, t) = 1
(2π)n

∫
Rn

(∫
Rn

e−i(x−y)ξ−a2ξ2t dξ
)
ϕ(y) dy =

=
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy;

£ia
G(x− y, t) = 1

(2π)n

∫
Rn

e−i(x−y)ξ−a2ξ2t dξ.

Suskai£iuosime integral¡

G(x, t) = 1
(2π)n

∫
Rn

e−ixξ−a
2ξ2t dξ.

Tuo tikslu i²skirsime piln¡ji� kvadrat¡

−a2ξ2t− ixξ = −
n∑
k=1

(a2ξ2
kt+ ixkξk) = −

n∑
k=1

[
a2t
(
ξk + i

xk
2a2t

)2
+ x2

k

4a2t

]
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ir integral¡ G(x, t) perra²ysime taip:

G(x, t) = 1
(2π)n e

− x2

4a2t

n∏
k=1

∞∫
−∞

e
−a2t

(
ξk + i xk2a2t

)2

dξk. (6.7)

�itoje formul
eje visi integralai yra to paties tipo. Kiekvien¡ i² ju� galima uºra²yti
tokiu pavidalu:

I =
∞∫
−∞

e−a
2t(s+ iσ0)2

ds.

Parodysime, kad integralas I nepriklauso nuo parametro σ0.
Tegu l � uºdaras kont	uras kompleksin
eje kintamojo z = s+ iσ plok²tumoje

(ºr. 6.2 pav.).
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s

σ

0−N

σ0

N

6.2 pav.
Pagal Ko²i teorem¡

0 =
∫
l

e−a
2tz2

dz =
N∫
−N

e−a
2t(s+ iσ0)2

ds+
0∫

σ0

e−a
2t(N + iσ)2

dσ+

+
−N∫
N

e−a
2ts2

ds+
σ0∫
0

e−a
2t(−N + iσ)2

dσ. (6.8)

Kadangi ∣∣∣ σ0∫
0

e−a
2t(±N + iσ)2

dσ
∣∣∣≤ e−a2tN2

σ0∫
0

ea
2tσ2

dσ → 0

kai N →∞, tai per
ej¦ (6.8) formul
eje prie ribos, gausime
∞∫
−∞

e−a
2t(s+ iσ0)2

ds =
∞∫
−∞

e−a
2ts2

ds.

I² ²ios lygyb
es i²plaukia, kad (6.7) formul
eje visi integralai po sandaugos ºenklu
yra lyg	us. Be to, integralas

∞∫
−∞

e−a
2ts2

ds = 1
a
√
t

∞∫
−∞

e−x
2
dx = 2

a
√
t

∞∫
0

e−x
2
dx =
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= 2
a
√
t

( ∞∫
0

∞∫
0

e−x
2 − y2

dxdy
)1/2

= 2
a
√
t

( ∞∫
0

π/2∫
0

e−r
2
rdϕdr

)1/2
= 1
a

√
π

t
.

Tod
el funkcija

G(x, t) = 1
(4πa2t)n/2

e−
x2

4a2t . (6.9)

Tokiu b	udu formalu�ji� (6.5) Ko²i uºdavinio sprendini� galima i²reik²ti (6.6)
formule. Uºra²ysime j¡ tokiu pavidalu:

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy = 1
(4πa2t)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy. (6.10)

Funkcija G yra vadinama ²ilumos laidumo lygties fundamentaliuoju sprendiniu
(arba Gryno funkcija).

Ko²i uºdavinio {
ut − a2∆u = f(x, t), x∈Rn, t > 0,
u|t=o = 0, x∈Rn,

(6.11)

formalu�ji� sprendini� rasime taikydami Diuamelio princip¡. Tuo tikslu ∀τ > 0
rasime formalu�ji� Ko²i uºdavinio{

vt − a2∆v = 0, x∈Rn, t > τ,

u|t=τ = f(x, τ), x∈Rn,

sprendini�. Pagal (6.10) formul¦

v(x, t, τ) =
∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dy.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad funkcija

u(x, t) =
t∫

0

v(x, t, τ) dτ =
t∫

0

∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ (6.12)

yra (6.11) Ko²i uºdavinio formalusis sprendinys.
Sud
ej¦ (6.5) ir (6.11) Ko²i uºdaviniu� sprendinius, gausime funkcij¡

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy +
t∫

0

∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ, (6.13)

kuri yra formalusis Ko²i uºdavinio{
ut − a2∆u = f(x, t), x∈Rn, t > 0,
u|t=0 = ϕ(x), x∈Rn,

sprendinys.
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Tarkime, funkcija ϕ yra tolydi ir apr
eºta erdv
eje Rn. I�rodysime, kad funkcija

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy (6.14)

yra apr
eºtas Ko²i uºdavinio{
ut − a2∆u = 0, x∈Rn, t > 0,
u|t=o = ϕ(x), x∈Rn,

(6.15)

sprendinys. I² pradºiu� i�rodysime pagrindines funkcijos G savybes.
1. Srityje Rn × (0,∞) funkcija G yra teigiama ir be galo diferencijuojama.

Tai tiesiogiai i²plaukia i² funkcijos G apibr
eºimo.
2. Integralas ∫

Rn

G(x− y, t) dy = 1, ∀x∈Rn, t > 0.

/ Kadangi
∞∫
−∞

e−x
2
dx =

√
π,

tai ∫
Rn

G(x− y, t) dy = 1
(4πa2t)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2
4a2t dy =

= 1
(4πa2t)n/2

∫
Rn

e−
y2

4a2t dy = 1
(4πa2t)n/2

n∏
k=1

∞∫
−∞

e−
y2
k

4a2t dyk =

= (2a
√
t)n

(4πa2t)n/2
( ∞∫
−∞

e−x
2
dx
)n

= 1. .

3. Tegu δ > 0 yra �ksuotas teigiamas skai£ius. Tada∫
|x|>δ

G(x, t) dx→ 0,

kai t→ 0.
/ Kadangi ∫

Rn

e−x
2
dx =

( ∞∫
−∞

e−s
2
ds
)n

= (
√
π)n <∞,
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tai ∫
|x|>δ

G(x, t) dx = 1
(4πa2t)n/2

∫
|x|>δ

e−
x2

4a2t dx = 1
πn/2

∫
|ξ|> δ

2a
√
t

e−ξ
2
dξ → 0,

kai t→ 0. .
4. Tegu funkcija ϕ yra apr
eºta ir tolydi erdv
eje Rn, M = max

x∈Rn
|ϕ(x)| ir

K ⊂ Rn � kompaktas. Tada

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy ⇒ ϕ(x), x∈K,

kai t→ 0, ir
max

x∈Rn,t≥ 0
|u(x, t)| ≤M.

/ Laisvai pasirenkame kompakt¡ K ir pakankamai maº¡ teigiam¡ skai£iu� ε.
Tada

|u(x, t)− ϕ(x)| =
∣∣∣ ∫
Rn

G(x− y, t)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy
∣∣∣≤

≤
∣∣∣ ∫
|x−y|<δ

G(x− y, t)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∫
|x−y|>δ

G(x− y, t)(ϕ(y)− ϕ(x)) dy
∣∣∣≤

≤ max
|x−y| ≤ δ

|ϕ(y)− ϕ(x)|+ 2M
∫

|x−y|>δ

G(x− y, t) dy;

£ia δ yra bet koks teigiamas skai£ius. Parinksime ji� taip, kad b	utu� patenkinta
nelygyb
e

max
|x−y| ≤ δ,x∈K

|ϕ(x)− ϕ(y)| < ε

2 .

Pagal 3 funkcijos G savyb¦ egzistuoja skai£ius t0 toks, kad

2M
∫

|x−y|>δ

G(x− y, t) dy < ε

2 , ∀t < t0.

I² gautu� i�ver£iu� i²plaukia, kad

|u(x, t)− ϕ(x)| < ε x∈K, t∈ [0, t0).

Taigi
u(x, t) ⇒ ϕ(x), x∈K,
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kai t→ 0. Pasinaudoj¦ 2 funkcijos G savybe, i�vertinsime funkcijos u moduli�:

sup
x∈Rn,t≥ 0

|u(x, t)| ≤ sup
x∈Rn

|ϕ(x)| = M..

5. Funkcija G tenkina ²ilumos laidumo lygti�

Gt(x, t)− a2∆G(x, t) = 0, ∀x∈Rn, t > 0. (6.16)

/ Suskai£iuosime i²vestines:

Gt = ∂

∂t

( 1
(4πa2t)n/2

e−
x2

4a2t

)
= 1

(4πa2t)n/2
e−

x2

4a2t

( x2

4a2t2
− n

2t

)
,

Gxkxk = ∂2

∂x2
k

( 1
(4πa2t)n/2

e−
x2

4a2t

)
= 1

(4πa2t)n/2
e−

x2

4a2t

( x2
k

4a4t2
− 1

2a2t

)
.

I�stat¦ jas i� (6.16) lygti�, gausime tapatyb¦. .

6.5 teorema. Tegu ϕ∈ C(Rn) ir sup
x∈Rn

|ϕ(x)| = M . Tada funkcija

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy

yra (6.15) Ko²i uºdavinio sprendinys. Be to,

sup
x∈Rn,t≥ 0

|u(x, t)| ≤M.

/ I² pradºiu� i�sitikinsime, kad funkcija u∈ C(Rn × (0,∞)). Fiksuojame tei-
giamus skai£ius R, τ ir T (τ < T ). I�rodysime, kad funkcija u yra tolydi
uºdarame cilindre

QR,τ,T = {(x, t)∈Rn+1 : |x| ≤R, t∈ [τ, T ]}.

Kiekvienam baigtiniam teigiamam skai£iui δ

u(x, t) = 1
(4πa2t)n/2

∫
|y|<δ

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy+

+ 1
(4πa2t)n/2

∫
|y|>δ

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy. (6.17)

Pirmasis i² ²iu� integralu� yra tolydi cilindre QR,τ,T funkcija. I�rodysime, kad
antrasis integralas tolygiai art
eja i� nuli�, kai δ →∞.
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Tegu (x, t)∈QR,τ,T , |y| > δ ir δ > 2R. Tada

|x− y| ≥ |y| − |x| = 1
2 |y|+

1
2 |y| − |x| ≥

1
2 |y|

ir yra teisingas i�vertis∣∣∣ 1
(4πa2t)n/2

∫
|y|>δ

e−
|x−y|2
4a2t ϕ(y) dy

∣∣∣≤ M

(4πa2τ)n/2

∫
|y|>δ

e−
|y|2

16a2T dy =

= M

(4πa2τ)n/2
|S1|

∞∫
δ

e−
r2

16a2T rn−1dr.

Paskutinis rei²kinys nepriklauso nei nuo x, nei nuo t. Be to, kai δ → ∞, inte-
gralas

∞∫
δ

e−
r2

16a2T rn−1dr → 0,

nes toks pat integralas su r
eºiais nuo 0 iki ∞ yra apr
eºtas. Taigi antrasis
integralas (6.17) formul
eje tolygiai art
eja i� nuli�, kai δ →∞. Ta£iau tada funkcija
u cilindre QR,τ,T yra tolydi kaip tolygiai konverguojan£iu� tolydºiu� funkciju� riba.
Artindami R ir T i� ∞, o τ i� 0, gausime, kad u∈ C(Rn × (0,∞)). I² 4 funkcijos
G savyb
es i²plaukia, kad

u∈ C(Rn × [0,∞)), u
∣∣
t=0 = ϕ(x) ir sup

x∈Rn,t≥ 0
|u(x, t)| ≤M.

Dabar i�rodysime, kad funkcija u yra be galo diferencijuojama ir visas jos
i²vestines galima gauti diferencijuojant (6.14) formul¦ po integralo ºenklu. I²
pradºiu� i�rodysime, kad funkcija u∈ C∞(QR,τ,T ); £ia R, τ ir T (τ < T ) � bet
kokie �ksuoti teigiami skai£iai.

Laisvai pasirenkame multiindeks¡ β = (β1, · · · , βn), sveik¡ neneigiam¡ skai-
£iu� α ir formaliai skai£iuojame i²vestin¦

Dα
t Dβ

xu(x, t) =
∫
Rn

Dα
t Dβ

xG(x− y, t)ϕ(y) dy. (6.18)

Kadangi funkcija ϕ yra tolydi, o funkcija G � be galo diferencijuojama, tai
(6.18) pointegralin
e funkcija yra tolydi ∀x, y ∈Rn ir t > 0. Tegu δ yra �ksuotas
teigiamas skai£ius. Tada integral¡ (6.18) formul
eje galima i²skaidyti i� dvieju�
integralu� sum¡:∫

|y|<δ

Dα
t Dβ

xG(x− y, t)ϕ(y) dy +
∫
|y|>δ

Dα
t Dβ

xG(x− y, t)ϕ(y) dy.

Pirmasis i² ju� yra tolydi cilindre QR,τ,T funkcija, nes sritis {y ∈Rn : |y| < δ}
yra apr
eºta. I�rodysime, kad antrasis integralas tolygiai art
eja i� nuli�, kai δ →∞.
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Visu� pirma pasteb
esime, kad diferencijuojant funkcij¡ G(x − y, t) arba jos
i²vestin¦ kintamojo t atºvilgiu, jos vardiklyje t laipsnis padid
es vienetu, o skaitik-
lyje |x − y| laipsnis padid
es dviem. Analogi²kai, diferencijuojant j¡ arba jos
i²vestin¦ kintamojo xk atºvilgiu, vardiklyje t laipsnis ir skaitiklyje xk − yk laip-
snis padid
es vienetu. Tod
el

Dα
t Dβ

xG(x− y, t) =
|β|∑
j=0

α∑
i=0

e−
|x−y|2
4a2t

Pij(x− y)
tn/2+i+j ;

£ia Pij yra 2i+ j laipsnio polinomas.
Tegu (x, t)∈QR,τ,T , |y| > δ ir δ > 2R. Tada

|x− y| ≥ |y| − |x| ≥ 1
2 |y|, |x− y| ≤ |y|+ |x| ≤ 3

2 |y|.

Pasinaudoj¦ ²iomis nelygyb
emis, i�vertinsime integral¡∣∣∣ ∫
|y|>δ

Dα
t Dβ

xG(x− y, t)ϕ(y) dy
∣∣∣≤

≤M
∫
|y|>δ

|β|∑
j=0

α∑
i=0

cij(|x− y|2i+j + 1)
tn/2+i+j e−

|x−y|2
4a2t dy≤

≤M
∫
|y|>δ

|β|∑
j=0

α∑
i=0

c′ij(|y|2i+j + 1)
τn/2+i+j e−

|y|2
16a2T dy≤

≤Mc(τ)
∫
|y|>δ

(|y|2α+|β| + 1) e−
|y|2

16a2T dy =

= Mc(τ)|S1|
∞∫
δ

(r2α+|β| + 1)rn−1 e−
r2

16a2T dr; (6.19)

£ia cij , c′ij ir c(τ) � teigiamos konstantos.
Paskutinis rei²kinys (6.19) nelygyb
eje nepriklauso nei nuo x, nei nuo t ir

art
eja i� nuli�, kai δ →∞. Norint tuo i�sitikinti, pakanka pasteb
eti, kad

∞∫
0

(r2α+|β| + 1)rn−1 e−
r2

16a2T dr <∞.

Remiantis teorema apie integralu�, priklausan£iu� nuo parametro, diferencijavim¡
po integralo ºenklu, funkcija Dα

t Dβ
xu(x, t)∈ C(Rn × (0,∞)) . Skai£ius α ir mul-

tiindeksas β pasirinkti laisvai. Tod
el galime tvirtinti, kad u∈ C∞(Rn × (0,∞)).
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Beliko i�rodyti, kad funkcija u tenkina homogenin¦ ²ilumos laidumo lygti�.
Remiantis 5 funkcijos G savybe,

ut − a2∆u =
∫
Rn

(Gt(x− y, t)− a2∆xG(x− y, t))ϕ(y) dy = 0.

Teorema i�rodyta. .
Tegu funkcija ϕ yra tolydi ir apr
eºta. Tada funkcija

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy

yra apr
eºtas (6.15) Ko²i uºdavinio sprendinys. Pagal 6.4 teorem¡ jis yra vien-
intelis. Be to, paskutin¦ formul¦ galima perra²yti taip:

u(x, t) = π−
n
2

∫
Rn

e−ξ
2
ϕ(x+ 2a

√
tξ) dξ.

I² jos i²plaukia, kad

sup
x∈Rn,t≥ 0

|u(x, t)| ≤ sup
x∈Rn

|ϕ(x)|.

Gauta nelygyb
e i�rodo, kad sprendinys u tolygiai priklauso nuo pradiniu� s¡lygu�.
Tegu n = 3, o funkcija ϕ∈ C(R3) yra neneigiama ir nelygi nuliui tik maºoje

ta²ko x0 aplinkoje. Paºym
ekime ²i¡ aplink¡ U(x0). Tada (6.15) Ko²i uºdavinio
sprendini� u galima interpretuoti kaip k	uno temperat	ur¡ ta²ke x∈R3 laiko mo-
mentu t > 0. Pagal (6.14) formul¦

u(x, t) =
∫
R3

G(x− y, t)ϕ(y) dy =
∫

U(x0)

G(x− y, t)ϕ(y) dy.

Kadangi funkcija G yra teigiama, tai

u(x, t) > 0, ∀x∈R3, t > 0.

Be to,
u(x, 0) = ϕ(x) = 0, ∀x ∈ U(x0).

�ios funkcijos u savyb
es leidºia tvirtinti, kad ²ilumos sklidimo greitis yra begali-
nis. Gaut¡ prie²tar¡ galima paai²kinti tuo, kad prielaidos, kuriomis grindºiama
²ilumos laidumo teorija, n
era tikslios. Antra vertus, ²i prie²tara praktiniams
skai£iavimams i�takos nedaro. Esant didel
ems |x| reik²m
ems ir maºoms t > 0
reik²m
ems, k	uno temperat	ura u(x, t) yra be galo maºa. Tod
el prakti²kai (6.14)
formul
e apibr
eºia baigtini� ²ilumos sklidimo greiti� ir pakankamai tiksliai apra²o
i�vairius ²iluminius procesus.
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6.6 teorema. Tegu funkcija f ∈ C2,1(Rn × (0,∞)) ir ‖f‖C2,1 ≤M <∞. Ta-
da funkcija

u(x, t) =
t∫

0

∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ (6.20)

yra Ko²i uºdavinio {
ut − a2∆u = f(x, t), ∈Rn, t > 0,
u|t=o = 0, x∈Rn,

(6.21)

sprendinys.

/ Fiksuojame teigiamus skai£ius R, h ir T , (h < T ). I�rodysime, kad funkcija
u∈ C2,1(QR,h,T ). Tuo tikslu (6.20) formul
eje vietoje kintamu�ju� y, τ apibr
e²ime
naujus nepriklausomus kintamuosius z = y−x, s = t−τ . Rezultat¡ uºra²ysime
taip:

u(x, t) =
t∫

0

∫
Rn

G(z, s)f(z + x, t− s) dzds.

Formaliai suskai£iuosime funkcijos u i²vestines:

uxi(x, t) =
t∫

0

∫
Rn

G(z, s)fxi(z + x, t− s) dzds,

uxixj (x, t) =
t∫

0

∫
Rn

G(z, s)fxixj (z + x, t− s) dzds, (6.22)

ut(x, t) =
∫
Rn

G(z, t)f(z + x, 0) dz +
t∫

0

∫
Rn

G(z, s)ft(z + x, t− s) dzds.

Kiekvienam δ > 0 apibr
e²ime be galo diferencijuojamu� funkciju� sek¡

uδ(x, t) =
t−δ∫
0

∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ =

=
t∫
δ

∫
Rn

G(z, s)f(z + x, t− s) dzds.

Pasinaudoj¦ 2 funkcijos G savybe, i�vertinsime skirtumus:

|uδ(x, t)− u(x, t)| =
∣∣∣ δ∫

0

∫
Rn

G(z, s)f(z + x, t− s) dzds
∣∣∣≤
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≤ δ‖f‖C ≤ δM,

|uδxi(x, t)− uxi(x, t)| =
∣∣∣ δ∫

0

∫
Rn

G(z, s)fxi(z + x, t− s) dzds
∣∣∣≤

≤ δ‖fxi‖C ≤ δM,

∣∣∣uδxixj (x, t)− uxixj (x, t)∣∣∣ =
∣∣∣ δ∫

0

∫
Rn

G(z, s)fxixj (z + x, t− s) dzds
∣∣∣≤

≤ δ‖fxixj‖C ≤ δM,

|uδt (x, t)− ut(x, t)| =
∣∣∣ δ∫

0

∫
Rn

G(z, s)ft(z + x, t− s) dzds
∣∣∣≤

≤ δ‖ft‖C ≤ δM.

I² ²iu� i�ver£iu� i²plaukia, kad integralai u, uxi , uxixj ir ut konverguoja tolygiai
cilindreQR,h,T . Remiantis teorema apie integralu�, priklausan£iu� nuo parametro,
diferencijavim¡ po integralo ºenklu, funkcija u∈ C2,1(QR,h,T ) ir yra teisingos
(6.22) formul
es. Kadangi cilindro parametrai r, h ir T pasirinkti laisvai, tai
artindami R ir T i� begalyb¦, o h � i� nuli�, gausime u∈ C2,1(Rn × (0,∞)).

Beliko i�rodyti, kad funkcija u yra (6.21) Ko²i uºdavinio sprendinys. Pasi-
naudoj¦ 5 funkcijos G savybe, gausime

uδt (x, t)− a2∆uδ(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy+

+
t−δ∫
0

∫
Rn

(
Gt(x− y, t− τ)f(y, τ)− a2∆xG(x− y, t− τ)

)
f(y, τ) dydτ =

=
∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy. (6.23)

Tegu δ → 0. I�rodysime, kad integralas∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy ⇒ f(x, t)

cilindre QR,h,T .
Laisvai pasirenkame skai£iu� ε > 0. Pasinaudoj¦ 2 funkcijos G savybe,

i�vertinsime skirtum¡∣∣∣ ∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy − f(x, t)
∣∣∣ =
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=
∣∣∣ ∫
Rn

G(x− y, δ)(f(y, t− δ)− f(x, t)) dy
∣∣∣≤

≤
∫
Rn

G(x− y, δ)|f(y, t− δ)− f(y, t)| dy +
∫
Rn

G(x− y, δ)|f(y, t)− f(x, t)| dy≤

≤ max
y∈Rn,t∈ [h,T ]

|f(y, t− δ)− f(y, t)|+ max
|x−y|<d,t∈ [h,T ]

|f(y, t)− f(x, t)|+

+2M
∫

|x−y|>d

G(x− y, δ) dy;

£ia d � bet koks teigiamas skai£ius. Ji� parinksime taip, kad b	utu� patenkinta
nelygyb
e

max
|x−y|<d,t∈ [h,T ]

|f(y, t)− f(x, t)| < ε

3 .

Pagal 3 funkcijos G savyb¦ egzistuoja skai£ius δ > 0 toks, kad

2M
∫

|x−y|>d

G(x− y, δ) dy < ε

3 .

Jeigu reikia, ji� dar sumaºinsime tiek, kad

max
y∈Rn,t∈ [h,T ]

|f(y, t− δ)− f(y, t)| = max
y ∈Rn,t∈ [h,T ]

∣∣∣ t∫
t−δ

fτ (y, τ)dτ
∣∣∣≤ δM <

ε

3 .

I² ²iu� nelygybiu� i²plaukia, kad∣∣∣ ∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy − f(x, t)
∣∣∣ < ε, ∀(x, t)∈QR,h,T .

Taigi, kai δ → 0, integralas∫
Rn

G(x− y, δ)f(y, t− δ) dy ⇒ f(x, t)

cilindre QR,h,T . Be to, kai δ → 0,

uδt (x, t) ⇒ ut(x, t), ∆uδ(x, t) ⇒ ∆u(x, t)

cilindre QR,h,T . Per
ej¦ (6.23) formul
eje prie ribos, kai δ → 0, gausime lygti�

ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), ∀(x, t)∈QR,h,T .

Tegu R ir T → ∞, o h → 0. Tada funkcija u tenkins ²i¡ lygti� ∀(x, t)∈Rn ×
(0,∞).
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I�rodysime, kad funkcija u tenkina pradin¦ s¡lyg¡. Remiantis 2 funkcijos G
savybe,

|u(x, t)| ≤ t‖f‖C ≤ tM.

Pa
em¦ t = 0, gausime u(x, 0) = 0. .
Jei yra patenkintos 6.5 ir 6.6 teoremu� s¡lygos, tai funkcija

u(x, t) =
∫
Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy +
t∫

0

∫
Rn

G(x− y, t− τ)f(y, τ) dydτ

yra Ko²i uºdavinio{
ut − a2∆u = f(x, t), x∈Rn, t > 0,
u|t=o = ϕ(x), x∈Rn,

(6.24)

sprendinys. Be to,

sup
y∈Rn,t∈ [0,T ]

|u(x, t)| ≤ ‖ϕ‖C + T‖f‖C , ∀T > 0.

I² ²io i�ver£io ir 6.4 teoremos i²plaukia, kad (6.24) uºdavinys yra suformuluotas
korekti²kai.

P a s t a b o s :

1. I�rodydami 6.6 teorem¡, reikalavome, kad funkcija

f ∈ C2,1(Rn × (0,∞)).

I² tikru�ju� teorem¡ galima i�rodyti esant daug maºesn
ems prielaidoms (ºr.
[13], [24]). I² funkcijos f pakanka reikalauti, kad ji b	utu� tolydi, apr
eºta
ir pagal erdvines koordinates tenkintu� Helderio s¡lyg¡, t.y. egzistuotu�
konstantos A > 0 ir α∈ (0, 1] tokios, kad

|f(y, t)− f(x, t)| ≤A|x− y|α, ∀y ∈Rn.

Antra vertus, sprendiniui egzistuoti nepakanka vien tik funkcijos f toly-
dumo ir apr
eºtumo. Tiksliau, galima sukonstruoti funkcij¡ f (ºr. [13],
[14]), kuri yra tolydi ir apr
eºta, ta£iau juostoje Rn× (0, T ), T > 0 (6.24)
Ko²i uºdavinys sprendinio neturi.

2. Integralini� Furj
e transformacijos metod¡ galima taikyti i�vairioms lygtims.



7 S K Y R I U S

Papras£iausios elipsin
es lygtys

7.1. DUKART DIFERENCIJUOJAMU� FUNKCIJU� INTEGRALIN 
E I�RAI�KA

Papras£iausia ir kartu viena i² svarbiausiu� elipsiniu� lyg£iu� yra Laplaso lygtis

∆u = 0. (7.1)

J¡ nagrin
esime srityje Ω ⊂ Rn, n≥ 2. Priminsime, kad

∆u =
n∑
i=1

uxixi .

A p i b r 
e º i m a s . Sakysime, kunkcija u yra harmoninė apr
eºtoje srityje
Ω, jeigu u∈ C2(Ω) ir ∀x∈Ω tenkina Laplaso lygti�. Funkcija u yra harmonin
e
neapr
eºtoje1 srityje Ω, jeigu u∈ C2(Ω), ∀x∈Ω tenkina Laplaso lygti� ir

u(x) = O
(
|x|2−n

)
, (7.2)

kai |x| → ∞.
P a v y z d º i a i :

1. Funkcija u(x) ≡ 1 yra harmonin
e bet kokioje srityje Ω ⊂ R2. Jeigu n > 2,
tai funkcija u(x) ≡ 1 yra harmonin
e tik apr
eºtoje srityje Ω ⊂ Rn.

2. Funkcija
u(x, y) = x

x2 + y2 , x, y ∈R,

yra harmonin
e visoje plok²tumoje R2, i²skyrus koordina£iu� pradºios ta²k¡.

3. Funkcija
u(x, y) = x2 − y2, x, y ∈R,

yra harmonin
e bet kokioje apr
eºtoje srityje Ω ⊂ R2. Neapr
eºtoje srityje
ji n
era harmonin
e.

1�is harmonin
es funkcijos apibr
eºimas n
era visuotinai priimtas. Kartais sakoma, kad funk-
cija u yra harmonin
e kokioje nors srityje Ω, jeigu ji ²ioje srityje yra dukart diferencijuojama
ir tenkina Laplaso lygti�. Jeigu funkcija u dar tenkina (7.2) s¡lyg¡, tai sakoma, kad ji yra
harmonin
e ∞. Be to, vietoje (7.2) s¡lygos kartais reikalaujama, kad

u(x)→ 0, kai |x| → ∞, n≥ 3,

u(x) = o(ln |x|), kai |x| → ∞, n = 2.
Naudojantis teorema apie harmonin
es funkcijos pa²alinam¡ ypating¡ ta²k¡ (ºr. 7.10 teorem¡),
galima i�rodyti, kad ²ios s¡lygos yra ekvivalen£ios.
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4. Tegu x∈Rn. Funkcija

E(x) =


1

(n− 2)|S1|
|x|2−n, n > 2,

− 1
|S1|

ln |x|, n = 2,

kai x 6= 0, tenkina Laplaso lygti� (patikrinkite). Tod
el, kai n = 2, ji
yra harmonin
e bet kokioje apr
eºtoje srityje Ω ⊂ Rn, jeigu tik 0 6∈ Ω.
Neapr
eºtoje srityje ji n
era harmonin
e. Kai n > 2, funkcija E(x) yra
harmonin
e tiek apr
eºtoje srityje, tiek ir neapr
eºtoje srityje Ω, jeigu tik
ta²kas 0 6∈ Ω.

Funkcija E yra vadinama fundamentaliuoju (kartais singuliariuoju) Laplaso
lygties sprendiniu. Ji� galima rasti ie²kant Laplaso lygties sprendinio, priklau-
san£io tik nuo spindulio r = |x|.

Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius, o
funkcijos u, v ∈ C2(Ω). Tada yra teisinga Gryno formul
e∫

Ω

(v∆u− u∆v) dx =
∫
S

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dS.

Laisvai pasirenkame ta²k¡ x0 ∈Ω. Pakankamai maºiems ε rutulys Bε(x0) ⊂ Ω.
Tokiems ε apibr
e²ime sriti� Ωε(x0) = Ω \ Bε(x0). Jos pavir²ius ∂Ωε(x0) = S ∪
Sε(x0) (ºr. 7.1 pav).
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7.1 pav.

Kadangi u, v ∈ C2(Ωε(x0)), tai srityje Ωε(x0) yra teisinga Gryno formul
e∫
Ωε(x0)

(v∆u− u∆v) dx =
∫

S∪Sε(x0)

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dS. (7.3)

Nagrin
ejant j¡, patogu i²skirti atvejus: n > 2 ir n = 2. Tarkime, n > 2, o
v = r2−n, r = |x− x0|. Akivaizdu, kad v ∈ C2(Ωε(x0)). Be to, srityje Ωε(x0) ji
tenkina Laplaso lygti�. Tod
el ∫

Ωε(x0)

u∆v dx = 0.
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Kadangi u∈ C2(Ω), tai egzistuoja konstanta c tokia, kad

∣∣∣ ∫
Bε(x0)

v∆u dx
∣∣∣≤ c ∫

Bε(x0)

1
rn−2 dx = c

ε∫
0

∫
Sr

1
rn−2 dSdr =

= c|S1|
ε∫

0

r dr = c|S1|
ε2

2 .

Tod
el ∫
Ωε(x0)

v∆u dx→
∫
Ω

v∆u dx,

kai ε→ 0. Sferos Sε(x0) ta²kuose v = ε2−n. Tod
el∣∣∣ ∫
Sε(x0)

v
∂u

∂n dS
∣∣∣≤ c ∫

Sε(x0)

1
εn−2 dS = εc|S1| → 0,

kai ε→ 0. Be to, funkcijos v i²vestin
e normal
es kryptimi

∂v

∂n = − ∂

∂r
(r2−n) = (n− 2)r1−n = (n− 2)ε1−n.

Tod
el ∫
Sε(x0)

u
∂v

∂n dS =
∫

Sε(x0)

(n− 2)ur1−n dS = (n− 2)|S1|
1
|Sε|

∫
Sε(x0)

u dS.

Pagal vidutiniu� reik²miu� teorem¡ egzistuoja ta²kas x̂∈Sε(x0) toks, kad

1
|Sε|

∫
Sε(x0)

u dS = u(x̂).

Kadangi funkcija u yra tolydi, tai u(x̂) → u(x0), kai ε → 0. Per
ej¦ (7.3)
formul
eje prie ribos, kai ε→ 0, gausime formul¦∫

Ω

v∆u dx =
∫
S

(
v
∂u

∂n − u
∂v

∂n

)
dS − (n− 2)|S1|u(x0)|.

Padalij¦ j¡ i² (n− 2)|S1| ir x0 pakeit¦ x, o x � y, rezultat¡ uºra²ysime taip:

u(x) = −
∫
Ω

E(|x− y|)∆u(y) dy+

+
∫
S

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy. (7.4)
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Jeigu srityje Ω funkcija u yra harmonin
e, tai (7.4) formul
eje integralas sritimi
Ω yra lygus nuliui. Tod
el harmonin
ems funkcijoms yra teisinga paprastesn
e
formul
e

u(x) =
∫
S

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy. (7.5)

P a s t a b o s :

1. Paskutin
es dvi formul
es i²lieka teisingos ir, kai n = 2. Norint tuo i�sitikinti,
pakanka (7.3) formul
eje paimti v = ln r ir pereiti prie ribos, kai ε→ 0.

2. Galima i�rodyti, kad (7.5) formul
e i²lieka teisinga ir apr
eºtos srities i²or
eje,
jeigu tik ²ioje srityje funkcija u tenkina Laplaso lygti� ir u(x) → 0, kai
|x| → ∞ (ºr. [17] ).
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7.2. PAPRAS�IAUSIOS HARMONINIU� FUNKCIJU� SAVYB 
ES

7.1 teorema. Tarkime, kokioje nors srityje Ω ⊂ Rn funkcija u yra dukart
diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygti�. Tada ²ioje srityje ji yra be galo dife-
rencijuojama.

/ Laisvai pasirenkame ta²k¡ x0 ∈Ω. Tegu Ω′ ⊂ Ω � grieºtai vidin
e sri-
tis; S′ = ∂Ω′ � glodus pavir²ius; x0 ⊂ Ω′. Pagal teoremos s¡lyg¡ u∈ C2(Ω).
Tod
el funkcija u∈ C2(Ω′) ir j¡ galima i²reik²ti fundamentaliu Laplaso lygties
sprendiniu, t.y.

u(x) =
∫
S′

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy, ∀x∈Ω′.

Tegu Ω′′ ta²ko x0 aplinka tokia, kad Ω′′ ⊂ Ω′. Pastarojoje formul
eje pointe-
gralin
e funkcija yra tolydi kintamu�ju� x∈Ω′′, y ∈S′ atºvilgiu ir be galo difer-
encijuojama kintamu�ju� x∈Ω′′ atºvilgiu. Remiantis teorema apie integralu�,
priklausan£iu� nuo parametro, diferencijavim¡ po integralo ºenklu, u∈ C∞(Ω′′) .
Kadangi ta²kas x0 ∈Ω pasirinktas laisvai, tai funkcija u∈ C∞(Ω) . .

7.2 teorema (vidurin
es reik²m
es teorema). Tarkime, srityje Ω ⊂ Rn funk-
cija u yra dukart diferencijuojama ir tenkina Laplaso lygti�. Tada

u(x) = 1
|SR|

∫
SR(x)

u(y) dSy, ∀x∈Ω, R > 0 : BR(x) ⊂ Ω. (7.6)

/ Tegu BR(x) ⊂ Ω. Tada funkcija u∈ C2(BR(x)) ir yra teisinga formul
e

u(x) =
∫

SR(x)

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy. (7.7)

Sferos SR(x) ta²kuose funkcija

E(|x− y|) = E(R),

o jos normalin
e i²vestin
e

∂E(|x− y|)
∂ny

= − 1
|SR|

.

Be to, ∫
SR(x)

∂u(y)
∂ny

dSy =
∫

BR(x)

∆u(y) dy = 0.

Tod
el (7.7) formul¦ galima perra²yti taip:

u(x) = 1
|SR|

∫
SR(x)

u(y) dSy. .
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7.3 teorema (atvirk²tin
e vidurin
es reik²m
es teorema). Tegu Ω ⊂ Rn yra ap-
r
eºta sritis, u∈ C(Ω) ir (7.6) formul
e yra teisinga ∀x∈Ω, R > 0 : BR(x) ⊂ Ω.
Tada srityje Ω funkcija u yra harmonin
e.

/ I² pradºiu� i�rodysime, kad u∈ C∞(Ω) . Tegu δ yra pakankamai maºas
teigiamas skai£ius, o f � kokia nors intervale (−δ, δ) be galo diferencijuojama
neneigiama ir �niti funkcija. Akivaizdu, kad ∀x∈Ω \ {x∈Ω : dist(x, S)≤ δ}
rutulys Bδ(x) ⊂ Ω. Tod
el ∀x∈Ω\{x∈Ω : dist(x, S)≤ δ}, ir ∀R≤ δ yra teisinga
(7.6) formul
e. Padaugin¦ j¡ i² Rn−1f(R) ir rezultat¡ suintegrav¦ parametro R
atºvilgiu nuo 0 iki δ, gausime

u(x)
δ∫

0

Rn−1f(R) dR =
δ∫

0

1
|SR|

Rn−1f(R)
∫

SR(x)

u(y) dSy dR =

= 1
|S1|

∫
Bδ(x)

f(|x− y|)u(y) dy = 1
|S1|

∫
Ω

f(|x− y|)u(y) dy.

Padalij¦ ²i¡ formul¦ i²
δ∫

0

Rn−1f(R) dR,

rezultat¡ uºra²ysime taip:

u(x) =
(
|S1|

δ∫
0

Rn−1f(R) dR
)−1 ∫

Ω

f(|x− y|)u(y) dy. (7.8)

Esminis skirtumas tarp (7.6) ir (7.8) formuliu� yra tas, kad (7.8) formul
eje
integravimo sritis nepriklauso nuo kintamojo x. Tod
el galime pasinaudoti teo-
rema apie integralu�, priklausan£iu� nuo parametro, diferencijavim¡ po integralo
ºenklu. Nagrin
ejamuoju atveju pointegralin
e funkcija yra be galo diferencijuo-
jama kintamu�ju� x atºvilgiu ir tolydi abieju� kintamu�ju� x, y atºvilgiu. Be to,
integravimo sritis Ω yra apr
eºta. Tod
el funkcija u, apibr
eºta (7.8) formule, sri-
tyje Ω \ {x∈Ω : dist(x, S)≤ δ} yra be galo diferencijuojama. Artindami δ i�
nuli�, gausime, kad u∈ C∞(Ω) .

I�rodysime, kad funkcija u tenkina Laplaso lygti�. Laisvai pasirenkame ta²k¡
x∈Ω ir teigiam¡ skai£iu� R toki�, kad BR(x) ⊂ Ω. Tada funkcija u∈ C2(BR(x))
ir yra teisinga formul
e

u(x) = −
∫

BR(x)

E(|x− y|)∆u(y) dy +

+
∫

SR(x)

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy. (7.9)
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Sferos SR(x) ta²kuose |x− y| = R. Tod
el∫
SR(x)

E(|x− y|)∂u(y)
∂ny

dSy = E(R)
∫

SR(x)

∂u(y)
∂ny

dSy = E(R)
∫

BR(x)

∆u(y) dy.

Be to,
∂E(|x− y|)

∂ny
= − 1
|SR|

.

Pasinaudoj¦ (7.6) formule, gausime

−
∫

SR(x)

u(y)∂E(|x− y|)
∂ny

dSy = 1
|SR|

∫
SR(x)

u(y) dSy = u(x).

I�stat¦ gautas integralu� i²rai²kas i� (7.9) formul¦, perra²ysime j¡ tokiu pavidalu:∫
BR(x)

(
E(R)− E(r)

)
∆u(y) dy = 0; (7.10)

£ia r = |x−y|. Akivaizdu, kad ∀y ∈BR(x) rei²kinys E(R)−E(r) yra neigiamas.
Tod
el (7.10) lygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai rutulyje BR(x) funkcija ∆u
kei£ia ºenkl¡. Vadinasi, egzistuoja ta²kas x̂∈BR(x) toks, kad

∆u(x̂) = 0. (7.11)

Savaime ai²ku, kad kiekvien¡ konkretu� skai£iu� R atitinka savas ta²kas x̂∈BR(x)
ir x̂→ x, kai R→ 0. Kadangi u∈ C2(Ω), tai (7.11) lygyb
eje galima pereiti prie
ribos, kai R → 0. Taigi ta²ke x∈Ω funkcija u tenkina Laplaso lygti�. Kadangi
ta²k¡ x∈Ω pasirinkome laisvai, tai

∆u(x) = 0, ∀x∈Ω,

o tai ir rei²kia, kad srityje Ω funkcija u yra harmonin
e. .

7.4 teorema (harmoniniu� funkciju� maksimumo principas). Tegu u yra har-
monin
e funkcija apr
eºtoje srityje Ω, S = ∂Ω ir u∈ C(Ω). Tada maºiausi¡ ir
didºiausi¡ reik²mes ji i�gyja pavir²iuje S.

/ Pagal teoremos s¡lyg¡ funkcija u∈ C(Ω) . Tod
el ji yra apr
eºta ir egzistuoja
ta²kas x0 ∈Ω, kuriame funkcija u i�gyja didºiausi¡ reik²m¦. Tegu u(x0) = M =
max
x∈Ω

u(x). Reikia i�rodyti, kad x0 ∈S. Tarkime prie²ingai, kad x0 ∈Ω. Tada

pakankamai maºiems R rutulys BR(x0) ⊂ Ω. Remiantis 7.2 teorema,

u(x0) = 1
|SR|

∫
SR(x0)

u(y) dSy.
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Ta£iau ²ita lygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai

u|SR(x0) = u(x0) = M.

Pasirink¦ vietoje R skai£iu� R′ < R, gausime

u|SR′ (x0) = u(x0) = M.

Tod
el galima tvirtinti, kad

u(x) = M, ∀x∈BR(x0).

I�rodysime, kad u(x) = M, ∀x∈Ω.
Laisvai pasirenkame ta²k¡ x∗ ∈Ω. Tegu l yra kokia nors lauºt
e, gulinti srityje

Ω ir jungianti ta²kus x∗, x0 (ºr. 7.2 pav.).
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N

x∗

7.2 pav.

Tegu
δ = 1

2dist{l, ∂Ω}.

Lauºt
eje l parenkame ta²kus x1, . . . , xN taip, kad b	utu� patenkintos nelygyb
es

1
2δ < |x

i+1 − xi| < δ, ∀i = 0, 1, . . . , N ;

£ia xN+1 = x∗. Ta²kas x1 ∈Bδ(x0) ir rutulys Bδ(x0) ⊂ Ω. Tod
el

u(x) = u(x0) = M, ∀x∈Bδ(x0).

Ta²kas x2 ∈Bδ(x1) ir rutulys Bδ(x1) ⊂ Ω. Tod
el

u(x) = M, ∀x∈Bδ(x1).

T¦sdami ²it¡ proces¡ N -uoju ºingsniu gausime, kad

u(x) = M, ∀x∈Bδ(xN+1).

Ta£iau x∗ = xN+1 ∈Bδ(xN+1). Tod
el u(x∗) = u(x0) = M . Kadangi ta²kas
x∗ ∈Ω pasirinktas laisvai, tai u(x) = M, ∀x∈Ω. Pagal teoremos s¡lyg¡ funkcija
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u∈ C(Ω). Tod
el u(x) = M, ∀x∈Ω. Taigi, jeigu funkcija u didºiausi¡ reik²m¦
i�gyja srities Ω vidiniame ta²ke, tai ji yra konstanta (²iuo atveju teorema yra
triviali). Prie²ingu atveju, kai u(x) 6= const, didºiausi¡ reik²m¦ funkcija u i�gyja
ta²ke x0 ∈S.

�iame i�rodyme funkcij¡ u pakeit¦ −u, gausime, kad maºiausi¡ reik²m¦ funk-
cija u i�gyja pavir²iuje S. .

I ² v a d a . Jeigu harmonin
e funkcija yra konstanta pavir²iaus S ta²kuose,
tai ji yra konstanta visoje uºdaroje srityje Ω.

P a s t a b a . Neapr
eºtos srities atveju yra teisingas analogi²kas teiginys.
Jeigu funkcija u yra dukart diferencijuojama neapr
eºtoje srityje Ω ir tenkina
²ioje srityje Laplaso lygti�, tai funkcija u srityje Ω negali tur
eti nei lokalaus
minimumo, nei lokalaus maksimumo ta²ku�. Tiksliau, jeigu ta²ke x0 yra teisinga
nelygyb
e

u(x0)≥u(x) ∀x : |x− x0| < ε, ε > 0

arba
u(x0)≤u(x), ∀x : |x− x0| < ε, ε > 0,

tai funkcija u yra pastovi visoje srityje Ω.
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7.3. DIRICHL 
E IR NOIMANO U�DAVINIU� FORMULAVIMAS

Kra²tini� uºdavini� elipsinei lyg£iai vadinsime vidiniu, jeigu jo sprendiniai ie²komi
apr
eºtoje srityje, ir i²oriniu, jeigu jo sprendiniai ie²komi apr
eºtos srities i²or
eje.
Svarbiausi kra²tiniai uºdaviniai antros eil
es elipsin
ems lygtims yra Dirichl
e (pir-
masis kra²tinis) ir Noimano (antrasis kra²tinis) uºdaviniai.

Bendros antros eil
es elipsiniu� lyg£iu� teorijos £ia nenagrin
esime, o apsiri-
bosime Laplaso lygtimi. J¡ nagrin
esime arba apr
eºtoje srityje Ωi ⊂ Rn, arba
jos i²or
eje Ωe = Rn \ Ωi. Bendr¡ sri£iu� Ωi ir Ωe pavir²iu� ºym
esime raide S

Vidinis Dirichl
e uºdavinys Laplaso lyg£iai formuluojamas taip:
Rasti funkcij¡ u∈ C2(Ωi)∩C(Ωi), kuri srityje Ωi tenkintu� Laplaso lygti�

∆u(x) = 0, x∈Ωi, (7.12)

ir pirm¡ kra²tin¦ s¡lyg¡

u(x) = ϕ(x), x∈S; (7.13)

£ia: S � dalimis glodus pavir²ius, ϕ � tolydi funkcija.
I²orinis Dirichl
e uºdavinys Laplaso lyg£iai formuluojamas taip pat kaip vi-

dinis. Reikia tik papildomai pareikalauti, kad funkcija u tenkintu� s¡lyg¡

u(x) = O(|x|2−n), kai |x| → ∞. (7.14)

Tegu funkcija u∈ C1(Ωi), ta²kas ξ ∈S ir α � pakankamai maºas teigiamas
skai£ius. Tada ta²kas ξ − αnξ yra vidinis srities Ωi ta²kas (ºr. 7.3 pav.) ir
egzistuoja kryptin
e iºvestin
e

∂u(ξ − αnξ)
∂nξ

.

A p i b r 
e º i m a s . Tegu S ∈ C1. Sakysime, funkcija u∈ C1(Ωi) pavir²iuje
S turi taisyklingą normalin¦ i²vestin¦, jeigu artinant α i� +0 normalin
e i²vestin
e

∂u(ξ − αnξ)
∂nξ

tolygiai konverguoja (ta²ku� ξ ∈S atºvilgiu) i� savo ribin¦ reik²m¦.
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7.3 pav.
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�it¡ ribin¦ reik²m¦ ºym
esime
[
∂u(ξ)
∂nξ

]
i

, t.y.

[
∂u(ξ)
∂nξ

]
i

= lim
α→+0

∂u(ξ − αnξ)
∂nξ

.

Remiantis apibr
eºimu galima tvirtinti, kad taisyklinga normalin
e i²vestin
e
pavir²iuje S yra tolydi. Tarkime, pavir²iuje S egzistuoja funkcijos u taisyklinga
normalin
e i²vestin
e. I�rodysime, kad u∈ C(Ωi) . Pagal Niutono�Leibnico formul¦

u(ξ) = u(ξ − αnξ) +
α∫

0

∂

∂t
u(tnξ + ξ − αnξ)dt, ∀ξ ∈S.

Kadangi ∣∣∣∣∂u(ξ − τnξ)
∂nξ

∣∣∣∣ ≤ const, ∀ξ ∈S, τ ∈ [0, α],

tai
u(ξ − αnξ)− u(ξ) ⇒ 0, ξ ∈S,

kai α → +0, ir u∈ C(S) . Tegu dabar ξ ∈S, x∈Ωi ir η ∈S : x = η − αnη (ºr.
7.4 pav.). Kai α→ +0, ta²kas x→ ξ. Be to, i²vestin
e

∂u(η − αnξ)
∂nη

yra apr
eºta ir u∈ C(S) . Tod
el

|u(x)− u(ξ)| ≤ |u(ξ)− u(η)|+ |u(η)− u(x)| ≤ |u(ξ)− u(η)|+ αC → 0,

kai x → ξ. Pagal apibr
eºim¡ tai ir rei²kia, kad u∈ C(Ωi).
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x

·

7.4 pav.

·
ξ

Ωe

Ωi

Jeigu funkcija u∈ C1(Ωe), tai jos taisyklinga normalin
e i²vestin
e pavir²iuje S
apibr
eºiama analogi²kai, t.y.[

∂u(ξ)
∂nξ

]
e

= lim
α→+0

∂u(ξ + αnξ)
∂nξ

.

Formuluojant vidini� ir i²orini� Noimano uºdavinius, reikalausime, kad S ∈ C1.
Vidinis Noimano uºdavinys Laplaso lyg£iai formuluojamas taip:
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Rasti funkcij¡ u∈ C2(Ωi), kuri srityje Ωi tenkintu� Laplaso lygti�

∆u = 0,

ir pavir²iuje S egzistuotu� jos taisyklinga normalin
e i²vestin
e[
∂u(ξ)
∂nξ

]
i

= ψ(ξ); (7.15)

£ia ψ � tolydi pavir²iuje S funkcija.
I²orinis Noimano uºdavinys Laplaso lyg£iai formuluojamas taip pat. Reikia

tik papildomai pareikalauti, kad dideliems |x| funkcija u tenkintu� (7.14) s¡lyg¡.
P a s t a b a . Nagrin
ejant Noimano uºdavini�, galima atsisakyti prielaidos

S ∈ C1 ir reikalauti, kad pavir²ius S b	utu� tik dalimis glodus. �iuo atveju kra²tin
e
s¡lyga turi b	uti patenkinta tuose pavir²iaus S ta²kuose, kuriuose normal
e egzis-
tuoja.

P a s t a b a . Tiesinei antrosios eil
es lyg£iai

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x)

vidinis ir i²orinis Dirichl
e uºdaviniai formuluojami lygiai taip pat kaip ir Laplaso
lyg£iai. Formuluojant Noimano uºdavini�, kra²tin
e s¡lyga apibr
eºiama taip:

lim
x→ξ

n∑
i,j=1

aij(x)uxj cos(n(ξ), xi) = ψ(ξ), ξ ∈S;

£ia: x = ξ − αnξ ∈Ωi, α > 0 vidinio Noimano uºdavinio atveju ir x = ξ +
αnξ ∈Ωe, α > 0 i²orinio Noimano uºdavinio atveju.
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7.4. VIENATIES TEOREMOS

7.5 teorema. Vidinis (i²orinis) Dirichl
e uºdavinys{
∆u(x) = f(x), x∈Ωi (x∈Ωe),
u(x) = ϕ(x), x∈S,

negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�.

/ Tarkime, vidinis (i²orinis) Dirichl
e uºdavinys turi du sprendinius u1 ir u2.
Tada ju� skirtumas u = u1 − u2 srityje Ωi (srityje Ωe) tenkina Laplaso lygti� ir
homogenin¦ kra²tin¦ s¡lyg¡

u(x) = 0, x∈S.

I²nagrin
esime vidinio Dirichl
e uºdavinio atveji�. Pagal maksimumo princip¡
didºiausi¡ ir maºiausi¡ reik²mes funkcija u i�gyja pavir²iuje S. Ta£iau pavir-
²iuje S ji lygi nuliui. Tod
el u(x) = 0, ∀x∈Ωi. Taigi bet kokie du vidinio
Dirichl
e uºdavinio sprendiniai sutampa.

Nagrin
ejant Dirichl
e uºdavini� srityje Ωe, patogu i²skirti du atvejus: n = 2
ir n > 2. Tegu n = 2. Dideliems |x| kiekviena i² funkciju� u1, u2 yra apr
eºta.
Tod
el egzistuoja teigiamos konstantos M1 ir M2 tokios, kad

max
x∈Ωe

|u1(x)| ≤M1, max
x∈Ωe

|u2(x)| ≤M2

ir
max
x∈Ωe

|u(x)| ≤M1 +M2 ≡M.

Laisvai pasirenkame ta²k¡ x0 ∈Ωi ir skrituli� BR0(x0) ⊂ Ωi. Akivaizdu, kad
funkcija ln(|x− x0|/R0) srityje Ωe yra teigiama ir tenkina Laplaso lygti�. Be to,
pakankamai dideliems R sritis Ωi ⊂ BR(x0). Tokiems R funkcija

uR = M

(
ln |x− x

0|
R0

/
ln R

R0

)
srityje ΩR(x0) = Ωe ∩BR(x0) yra teigiama ir harmonin
e. Be to,

u(x) = 0, uR(x) > 0, x∈S,

ir
|u(x)| ≤M, uR(x) = M, x∈SR.

Tod
el pagal harmonin
es funkcijos maksimumo princip¡

|u(x)| ≤uR(x), ∀x∈ΩR.
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Laisvai pasirenkame ta²k¡ x∈Ωe. Artindami skai£iu� R i� +∞, gausime ne-
lygyb¦

|u(x)| ≤ 0, ∀x∈Ωe.

�i nelygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai u(x) = 0. Taigi u1(x) = u2(x).
Liko i²nagrin
eti atveji�, kai n > 2. �iuo atveju funkcija u tenkina srityje

Ωe Laplaso lygti�, lygi nuliui pavir²iaus S ta²kuose ir tenkina (7.14) s¡lyg¡.
Pakankamai dideliems R sritis Ωi ⊂ BR(0) ir u(x) = O(R2−n), kai x∈SR.
Srityje ΩR(0) = Ωe ∩ BR(0) funkcija u yra harmonin
e. Tod
el didºiausi¡ ir
maºiausi¡ reik²mes ji i�gyja arba pavir²iuje S arba sferos SR(0) ta²kuose. Taigi

|u(x)| ≤C/Rn−2, ∀x∈ΩR.

Laisvai pasirenkame ta²k¡ x∈Ωe. Artindami skai£iu� R i� +∞, gausime, kad
u(x) = 0 ir u1(x) = u2(x), ∀x∈Ωe. .

7.6 teorema. Tegu S ∈ C2 . Tada bet kokie du vidinio Noimano uºdavinio∆u(x) = f(x), x∈Ωi,[
∂u(x)
∂nx

]
i

= ψ(x), x∈S,

sprendiniai, jeigu jie egzistuoja, gali skirtis tik konstanta.

/ Tegu u1, u2 yra du nagrin
ejamo uºdavinio sprendiniai. Tada funkcija
u = u1−u2 srityje Ωi tenkina Laplaso lygti�, o jos taisyklinga normalin
e i²vestin
e[

∂u(x)
∂nx

]
i

= 0.

Kadangi S yra pavir²ius klas
es C2, tai (ºr. [1], 12 skyreli�)∫
Ωi

n∑
k=1

u2
xk
dx =

∫
S

u

[
∂u(x)
∂nx

]
i

dS = 0. (7.16)

�i lygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai u(x) = const, ∀x∈Ωi, t.y. u1(x) −
u2(x) = const. .

7.7 teorema. Tegu S ∈ C2 . Tada bet kokie du i²orinio Noimano uºdavinio
∆u(x) = f(x), x∈Ωe,[
∂u(x)
∂nx

]
e

= ψ(x), x∈S,

u(x) = O(|x|2−n), |x| → ∞,

sprendiniai, jeigu jie egzistuoja, kai n = 2, gali skirtis tik konstanta ir, kai n > 2,
sutampa.
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/ Tegu u1, u2 yra du i²orinio Noimano uºdavinio sprendiniai. Tada funkcija
u = u1− u2 srityje Ωe tenkina Laplaso lygti�, jos taisyklinga normalin
e i²vestin
e[

∂u(x)
∂nx

]
e

= 0

ir u(x) = O(|x|2−n), kai |x| → ∞.
Pakankamai dideliems R sritis Ωi guli sferos SR viduje. Tokiems R apibr
e²i-

me sriti� ΩR = Ωe ∩BR(0). Jos pavir²ius ∂ΩR = S ∪ SR. Sritis ΩR yra apr
eºta.
Be to, S yra pavir²ius klas
es C2 . Tod
el (ºr. [1], 12 skyreli�)∫

ΩR

n∑
k=1

u2
xk
dx =

∫
S

u

[
∂u

∂n

]
e

dS +
∫
SR

u
∂u

∂n dS.

Kadangi funkcijos u taisyklinga normalin
e i²vestin
e lygi nuliui, tai pastar¡j¡
formul¦ galime perra²yti taip:∫

ΩR

n∑
k=1

u2
xk
dx =

∫
SR

u
∂u

∂n dS.

Dideliems |x| harmonin
es funkcijos i²vestin
e

Dαu(x) =
{
O(|x|2−n−|α|), n > 2,
O(|x|−1−|α|), n = 2

(²i� teigini� i�rodysime 7.9 skyrelyje). Tod
el∫
ΩR(0)

n∑
k=1

u2
xk
dx =

{
O(|R|2−n|), n > 2,
O(|R|−1), n = 2.

Artindami ²ioje lygyb
eje R i� ∞, gausime

u(x) = const, ∀x∈Ωe.

Kadangi u(x) = O(|x|2−n), kai |x| → ∞, tai

u(x) = u1(x)− u2(x) =
{

0, n > 2,
const, n = 2.

Taigi bet kokie du i²orinio Noimano uºdavinio sprendiniai sutampa, jeigu n > 2,
ir gali skirtis tik konstanta, jeigu n = 2. .

P a s t a b a . Paskutin
es dvi teoremos yra teisingos, kai S ∈ C1+α, 0 < α <
1 (ºr. [14]). Be to, jeigu yra ºinoma, kad ie²komasis sprendinys yra dukart difer-
encijuojama uºdaroje srityje funkcija, tai 7.6 ir 7.7 teoremos i²lieka teisingos,
kai pavir²ius S yra tik dalimis glodus.
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7.5. FORMALUS DIRICHL 
E U�DAVINIO SPRENDIMAS. GRYNO
FUNKCIJA

I² pradºiu� i²nagrin
esime vidini� Dirichl
e uºdavini�:

∆u(x) = f(x), x∈Ωi, u(x) = ϕ(x), x∈S. (7.17)

Tarkime, kad ²io uºdavinio sprendinys egzistuoja ir ji� galima i²reik²ti formule

u(x) = −
∫
Ω

E(|x− y|)∆u(y) dy+

+
∫
S

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy. (7.18)

Be to, tegu ∀x∈Ωi egzistuoja funkcija g(x, y) tokia, kad

∆yg(x, y) = 0, y ∈Ωi, g(x, y) = −E(|x− y|), y ∈S, (7.19)

ir yra teisinga Gryno formul
e:∫
Ωi

[g(x, y)∆u(y)− u(y)∆g(x, y)] dy =

=
∫
S

[
g(x, y)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂g(x, y)

∂ny

]
dS. (7.20)

Tada (7.17) uºdavinio sprendinys

u(x) = −
∫
Ω

G(x, y)f(y) dy −
∫
S

∂G(x, y)
∂ny

ϕ(y) dS; (7.21)

£ia G(x, y) = g(x, y) + E(|x − y|). Funkcija G(x, y) yra vadinama Gryno funk-
cija. J¡ naudojant, bendrojo pavidalo Dirichl
e uºdavinio sprendimas susiveda i�
konkretaus (7.19) Dirichl
e uºdavinio sprendim¡.

Jeigu f(x) ≡ 0, t.y. funkcija u tenkina Laplaso lygti�, tai (7.17) Dirichl
e
uºdavinio sprendinys

u(x) = −
∫
S

∂G(x, y)
∂ny

ϕ(y) dS. (7.22)

I²vesdami (7.21) formul¦, reikalavome, kad funkcijos u ir g tenkintu� (7.18)
ir (7.20) integralines formules. �ios formul
es yra teisingos, jeigu pavir²ius S
ir funkcijos u, g tenkina reikiamas glodumo s¡lygas. Pavyzdºiui, pakanka
reikalauti, kad pavir²ius S b	utu� dalimis glodus, o funkcijos u, g ∈ C2(Ωi) .
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Arba galima pareikalauti, kad pavir²ius S ∈ C2, o funkcijos u, g ∈ C2(Ωi) ir
pavir²iuje S egzistuotu� taisyklingos normalin
es i²vestin
es:[

∂u

∂n

]
i

ir
[
∂g

∂n

]
i

.

Taigi, jeigu yra ºinoma, kad (7.17) ir (7.19) Dirichl
e uºdaviniu� sprendiniai yra
pakankamai glodºios funkcijos, tai visi atlikti veiksmai yra teis
eti ir (7.21) for-
mul
e apibr
eºia (7.17) Dirichl
e uºdavinio sprendini�.

Laplaso lyg£iai toks pats rezultatas yra teisingas ir i²orinio Dirichl
e uºdavinio
atveju (kai n > 2). Norint tuo i�sitikinti pakanka pasteb
eti, kad formul
es

u(x) =
∫
S

(
E(|x− y|)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(|x− y|)

∂ny

)
dSy

ir

0 =
∫
S

(
g(x, y)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂g(x, y)

∂ny

)
dS

yra teisingos tiek vidin
eje, tiek ir i²orin
ese srityse.
I²orinio Dirichl
e uºdavinio atveju (7.21) formul
e i²lieka teisinga, jeigu parei-

kalausime, kad funkcija u tenkintu� papildomas s¡lygas

u(x) = O(|x|2−n), uxi = O(|x|1−n), i = 1, . . . , n, |x| → ∞

ir integralas sritimi Ωe konverguotu�. Atveji� n = 2 rekomenduojame i²nagrin
eti
savaranki²kai.
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Ie²kosime funkcijos u∈ C2(BR(0))∩C(BR(0)), kuri rutulyje BR(0) tenkintu�
Laplaso lygti�

∆u(x) = 0
ir ta²kuose x∈S kra²tin¦ s¡lyg¡

u(x) = ϕ(x), ϕ∈ C(SR) .

P a s t a b a . Puasono lygties atveju Dirichl
e uºdavinys susiveda i� Dirichl
e
uºdavini� Laplaso lyg£iai. Tod
el £ia nagrin
esime tik Dirichl
e uºdavini� Laplaso
lyg£iai.

Sprendºiant ²i� uºdavini�, panaudosime (7.22) formul¦. Tiksliau, tarsime, kad
Dirichl
e uºdavinys rutulyje BR(0) turi sprendini� ir jis yra pakankamai glo-
dus. Po to i²vesime integralin¦ formul¦, apibr
eºian£i¡ sprendini�. Pabaigoje
i�rodysime, kad tokiu b	udu sukonstruota funkcija i² tikru�ju� yra ie²komasis Di-
richl
e uºdavinio sprendinys.

Tarkime, kad nagrin
ejamo Dirichl
e uºdavinio sprendinys egzistuoja. Pa-
ºym
ekime ji� raide u ir tegu u∈ C2(BR(0)) . Sukonstruosime Gryno funkcij¡
G(x, y). Tuo tikslu laisvai pasirenkame ta²k¡ x∈BR(0). Raide x′ paºym
esime
ta²k¡, simetrini� ta²kui x sferos SR atºvilgiu. Tai rei²kia, kad ta²kai x ir x′ guli
viename spindulyje, i²einan£iame i² koordina£iu� pradºios, ir |x||x′| = R2. Raide
ξ paºym
ekime ta²k¡ sferoje SR. Ta²kus 0, x, x′ ir ξ sujunkime atkarpomis (ºr.
7.5 pav.).

Trikampiai ∆0xξ ir ∆0x′ξ yra pana²	us, nes ta²ke 0 jie turi bendr¡ kamp¡ ir
prie jo proporcingas kra²tines.
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7.5 pav.
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0
R ξ

x
r

r′

x′

�i¡ kra²tiniu� proporcingumo s¡lyg¡ galima uºra²yti taip:

|x|
R

= R

|x′|
.

Kitos trikampiu� ∆0xξ, ∆0x′ξ kra²tin
es taip pat yra proporcingos. Paºym
ej¦
r = |x− ξ|, r′ = |x′ − ξ|, ²iu� kra²tiniu� proporcingumo s¡lyg¡ uºra²ysime taip:

r

r′
= |x|

R
. (7.23)

Toliau nagrin
esime atveji� n > 2. Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad dydºiai r ir
r′ yra proporcingi, o

E(r) =
(
R

|x|

)n−2
E(r′).
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Tegu y ∈ BR(0) ir r′ = |x′ − y. Tada funkcija E(r′), kaip kintamojo y funkcija,
∀x∈BR(0) yra harmonin
e rutulyje BR(0). Tod
el funkcija

g(x, y) ≡ −
(
R

|x|

)n−2
E(r′)

yra Dirichle uºdavinio

∆yg(x, y) = 0, y ∈BR(0), g(x, y) = −E(r), r = |x− y|, y ∈SR(0),

sprendinys. Taigi Gryno funkcija

G(x, y) = E(r)−
(
R

|x|

)n−2
E(r′).

Pagal (7.22) formul¦ formalu� Dirichl
e uºdavinio sprendini� rutulyje BR(0) galima
uºra²yti taip:

u(x) = −
∫

SR(0)

∂G(x, ξ)
∂nξ

ϕ(ξ)dSξ. (7.24)

Suskai£iuosime Gryno funkcijos normalin¦ i²vestin¦

−∂G(x, ξ)
∂nξ

= − ∂

∂nξ

[
E(r)−

( R
|x|

)n−2
E(r′)

]
=

= 1
|S1|

[ 1
rn−1 cos(r,nξ)−

( R
|x|

)n−2 1
r′n−1 cos(r′,nξ)

]
. (7.25)

Pagal kosinusu� teorem¡

cos(r,nξ) = R2 + r2 − |x|2

2rR ,

cos(r′,nξ) = R2 + r′2 − |x′|2

2r′R = R2 +R2|x|−2r2 −R4|x|−2

2rR2|x|−1 .

I�stat¦ ²ias i²rai²kas i� (7.25) formul¦ ir suprastin¦ pana²ius narius, gausime

−∂G(x, ξ)
∂nξ

= 1
|S1|

R2 − |x|2

Rrn
≡ K(x, ξ).

Taigi (7.24) formul¦ galima perra²yti taip:

u(x) =
∫
SR

K(x, ξ)ϕ(ξ)dSR, x∈BR(0). (7.26)

Funkcija K yra vadinama Puasono branduoliu, o (7.26) formul
e � Puasono for-
mule.

P a s t a b a . Puasono formul
e i²vesta, kai n > 2. Atvejis n = 2 na-
grin
ejamas analogi²kai. Reikia tik atkreipti d
emesi� i� tai, kad (7.24) formul
e
yra teisinga ir, kai n = 2.
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7.8 teorema. Tegu ϕ∈ C(SR) . Tada funkcija u, apibr
eºta (7.26) formule,
rutulyje BR(0) tenkina Laplaso lygti� ir sferos SR(0) ta²kuose sutampa su funk-
cija ϕ.

/ I² pradºiu� i�rodysime papras£iausias funkcijos K savybes.
1. Funkcija K(x, ξ)≥ 0, ∀x∈BR(0), ξ ∈SR(0).
2. Rutulyje BR(0) funkcija K(x, ξ) tenkina Laplaso lygti�

∆xK(x, ξ) = 0, ∀ξ ∈SR(0).

/ Fiksuokime ta²k¡ ξ ∈SR(0). Funkcija K nuo funkcijos

V (x) = R2 − |x|2

rn

skiriasi tik pastoviu daugikliu. Tod
el pakanka i�rodyti, kad funkcija V tenkina
Laplaso lygti�. Suskai£iuosime jos i²vestines:

Vxi(x) = −2xi
rn
− n (R2 − |x|2)(xi − ξi)

rn+2 ,

Vxixi(x) = − 2
rn

+ 4nxi(xi − ξi)
rn+2 − nR

2 − |x|2

rn+2 +

+n(n+ 2)(R2 − |x|2)(xi − ξi)2

rn+4 .

Susumav¦ i²vestines Vxixi nuo 1 iki n, gausime

∆V (x) = −2n
rn

+ 4n |x|
2

rn+2 − 4n (x, ξ)
rn+2 − n

2R
2 − |x|2

rn+2 + n(n+ 2)(R2 − |x|2)
rn+2 =

= n
−2r2 + 4|x|2 − 4(x, ξ) + 2R2 − 2|x|2

rn+2 = 0 . .

3. Integralas ∫
SR(0)

K(x, ξ) dSR = 1, ∀x∈BR(0). (7.27)

/ Funkcija u(x) ≡ 1∈ C2(BR(0)) . Be to, rutulyje BR(0) ji yra harmonin
e
ir sferos SR(0) ta²kuose lygi vienetui. Tod
el j¡ galima i²reik²ti (7.26) formule,
kuri, kai ϕ = 1, virsta (7.27) lygybe. .

Kintamu�ju� x∈BR(0), ξ ∈SR(0) atºvilgiu funkcija K(x, ξ) yra be galo difer-
encijuojama, o funkcija ϕ sferoje SR(0) yra tolydi. Remiantis teorema apie
integralu�, priklausan£iu� nuo parametro, diferencijavim¡ po integralo ºenklu,
funkcija u, apibr
eºta (7.26) formule, rutulyje BR(0) yra be galo diferencijuojama
ir jos i²vestines galima skai£iuoti po integralo ºenklu. Pasinaudoj¦ antra funkci-
jos K savybe, galime tvirtinti, kad funkcija u tenkina Laplaso lygti�. I�rodysime,
kad funkcija u∈ C(BR(0)) ir u(ξ) = ϕ(ξ), ∀ξ ∈SR(0). Laisvai pasirenkame
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ta²k¡ ξ ∈SR(0), skai£iu� ε > 0 ir ta²k¡ x∈BR(0), artim¡ ta²kui ξ. Remiantis
tre£ia funkcijos K savybe, skirtumas

u(x)− ϕ(ξ) =
∫

SR(0)

K(x, η)(ϕ(η)− ϕ(ξ)) dSη.

Tegu ρ yra koks nors teigiamas skai£ius ir Σρ(ξ) = SR(0) ∩Bρ(ξ). Tada

|u(x)− ϕ(ξ)| ≤
∣∣∣ ∫

Σρ(ξ)

K(x, η)(ϕ(η)− ϕ(ξ)) dSη
∣∣∣+

+
∣∣∣ ∫
SR(0)\Σρ(ξ)

K(x, η)(ϕ(η)− ϕ(ξ)) dSη
∣∣∣.

Paºym
ekime paskutiniu� dvieju� integralu� modulius atitinkamai I1 ir I2. Pasi-
naudoj¦ 1 ir 3 funkcijos K savyb
emis, i�vertinsime I1 :

I1≤ max
η ∈Σρ(ξ)

|ϕ(η)− ϕ(ξ)|
∫

Σρ(ξ)

K(x, η) dSη ≤ max
η ∈Σρ(ξ)

|ϕ(η)− ϕ(ξ)|.

Skai£iu� ρ parinksime taip, kad I1 ≤ ε/2. Tai padaryti galima, nes ϕ ∈
C(SR(0)) . Kadangi funkcija ϕ yra apr
eºta, tai

I2≤ 2 max
η∈SR(0)

|ϕ(η)| max
η ∈SR(0)\Σρ(ξ)

1
|x− η|n

(R2 − |x|2)|SR|
|S1|R

≤

≤ C

ρn
(R2 − |x|2)≤ ε

2 ,

jeigu tik ta²kas x yra pakankamai arti ta²ko ξ ∈ S. Tokiems x yra teisinga
nelygyb
e

|u(x)− ϕ(ξ)| ≤ ε, ∀x∈SR(0).

Taigi funkcija u∈ C(BR(0)) ir u(ξ) = ϕ(ξ), ∀ξ ∈SR(0). .
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Tarkime, neneigiama funkcija u∈C2(BR(0))∩C(BR(0)) ir rutulyje BR(0) tenk-
ina Laplaso lygti�. Pagal Puasono formul¦

u(x) = R2 − |x|2

|S1|R

∫
SR(0)

u(ξ)
rn

dSξ, ∀x∈BR(0);

£ia r = |x− ξ|. Kadangi
R− |x| ≤ r≤R+ |x|,

tai

u(x)≥ (R− |x|)Rn−2

(R+ |x|)n−1
1
|SR|

∫
SR(0)

u(ξ) dSξ

ir

u(x)≤ (R+ |x|)Rn−2

(R− |x|)n−1
1
|SR|

∫
SR(0)

u(ξ) dSξ.

Pagal vidurin
es reik²m
es teorem¡

1
|SR|

∫
SR(0)

u(ξ) dSξ = u(0).

Tod
el
(R− |x|)Rn−2

(R+ |x|)n−1 u(0)≤u(x)≤ (R+ |x|)Rn−2

(R− |x|)n−1 u(0).

�ios nelygyb
es vadinamos Harnako nelygyb
emis.

7.9 teorema (Liuvilio). Tarkime, funkcija u erdv
eje Rn yra apr
eºta i² apa£ios
(arba i² vir²aus) ir ∀x∈Rn tenkina Laplaso lygti�. Tada ji yra konstanta.

/ Jeigu funkcija u yra apr
eºta i² vir²aus ir tenkina Laplaso lygti�, tai funkcija
−u yra apr
eºta i² apa£ios ir taip pat tenkina Laplaso lygti�. Tod
el pakanka
i²nagrin
eti atveji�, kai funkcija u yra apr
eºta i² apa£ios.

Tarkime, u(x)≥ − C, ∀x∈Rn. Akivaizdu, kad funkcija u∗(x) = u(x) + C
yra neneigiama ir ∀x∈Rn tenkina Laplaso lygti�. Tod
el ∀R > 0 yra teisingos
Harnako nelygyb
es:

(R− |x|)Rn−2

(R+ |x|)n−1 u∗(0)≤u∗(x)≤ (R+ |x|)Rn−2

(R− |x|)n−1 u∗(0).

Per
ej¦ prie ribos, kai R → 0, gausime nelygybes

u∗(0)≤u∗(x)≤u∗(0).

I² ju� i²plaukia, kad u∗(x) = u∗(0). Taigi u(x) = u(0), ∀x∈Rn. .
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7.8. HARMONIN 
ES FUNKCIJOS
PA�ALINAMASIS YPATINGAS TA�KAS

Tarkime, ta²kas x0 ∈Ω ir funkcija u yra harmonin
e srityje Ω\{x0}. Ta²kas x0 yra
funkcijos u pašalinamasis ypatingas ta²kas, jeigu artinant x i� x0 funkcija u did
eja
l
e£iau uº fundamentalu� Laplaso lygties sprendini�, t.y. u(x) = o

(
E(|x − x0|)

)
,

kai |x− x0| → 0.

7.10 teorema. Tarkime, funkcija u yra harmonin
e srityje Ω \ {x0}, o ta²kas
x0 yra jos pa²alinamasis ypatingas ta²kas. Tada funkcij¡ u ta²ke x0 galima
apibr
eºti taip, kad ji b	utu� harmonin
e visoje srityje Ω.

/ Koordina£iu� a²is visada galima perkelti taip, kad ta²kas x0 pereitu� i� koor-
dina£iu� pradºi¡. Tarkime, kad tai jau yra padaryta ir x0 = 0. Tada pakankamai
maºiems R > 0 rutulys BR(0) ⊂ Ω. Tokiems R funkcija

U(x) =
∫

SR(0)

K(x, ξ)u(ξ) dSξ

rutulyje BR(0) tenkina Laplaso lygti� ir sferos SR(0) ta²kuose sutampa su funk-
cija u (ºr. 7.8 teorem¡). Kadangi funkcija U ∈ C(BR(0)), tai ji rutulyje BR(0)
yra apr
eºta. Tod
el U(x) = o

(
E(|x|)

)
, kai |x| → 0. Ta£iau tada funkcija

v = U − u srityje BR(0) \ {0} yra harmonin
e, sferos SR(0) ta²kuose lygi nuliui
ir v(x) = o

(
E(|x|)

)
, kai |x| → 0.

Tarkime, n > 2. Tada egzistuoja funkcija ω(δ) tokia, kad ω(δ) → 0, kai
δ → 0, ir

|v(x)| ≤ ω(δ)
|x|n−2 , ∀x : |x| < δ.

Funkcija

ωδ(x) = 2
(

1
|x|n−2 −

1
Rn−2

)
ω(δ)

yra harmonin
e srityje {x : δ < |x| < R}. Be to, sferos SR(0) ta²kuose v(x) =
ωδ(x) = 0, o sferos Sδ ta²kuose (pakankamai maºiems δ)

v(x)≤ ω(δ)
δn−2 ≤ 2

(
1

δn−2 −
1

Rn−2

)
ω(δ) = ωδ(x).

Pagal maksimumo princip¡ v(x)≤ωδ(x), ∀x : δ≤ |x| ≤R. �i� i�rodym¡ pakar-
toj¦ funkcijai −v, gausime −v(x)≤ωδ(x), ∀x : δ≤ |x| ≤R. Paskutines dvi
nelygybes galima uºra²yti taip:

|v(x)| ≤ωδ(x), ∀x : δ≤ |x| ≤R.

Artindami skai£iu� δ i� 0, gausime, v(x) = 0, ∀x∈BR(0) \ {0}. Taigi funkcija
u srityje BR(0) \ {0} sutampa su harmonine visame rutulyje BR funkcija U .
Apibr
eºkime funkcijos u reik²m¦ ta²ke x = 0 lygybe u(0) = U(0). Tada funkcija
u bus harmonin
e visame rutulyje BR(0), kartu ir visoje srityje Ω. .

Kai n = 2, ²i¡ teorem¡ rekomenduojame i�rodyti savaranki²kai.
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Tarkime, funkcija u yra apibr
eºta srityje Ω ⊂ Rn, n≥ 2. Fiksuokime skai£iu�
R > 0 toki�, kad Ω ⊂ BR(0). Kiekvienam ta²kui x∈Ω priskirkime ta²k¡

y = x

|x|2
R2,

simetrini� sferos SR(0) atºvilgiu. Tada sriti� Ω atitiks sritis

Q =
{
y ∈Rn : y = x

|x|2
R2, x∈Ω

}
.

Tegu

v(y) = Rn−2

|y|n−2 u
( y

|y|2
R2
)
, y ∈Q.

Taip apibr
eºt¡ funcij¡ v vadinsime funkcijos u Kelvino transformacija.
I�rodysime, kad funkcija u tenkina Laplaso lygti� srityje Ω tada ir tik tada, kai

funkcija v tenkina Laplaso lygti� srityje Q. Tuo tikslu suskai£iuosime i²vestines:

vyi = ∂

∂yi

( Rn−2

|y|n−2u
)

= Rn−2
{ ∂

∂yi

( 1
|y|n−2

)
u+ 1
|y|n−2

n∑
k=1

uxk
∂xk
∂yi

}
,

vyiyi = Rn−2
{ ∂2

∂y2
i

( 1
|y|n−2

)
u+ 2 ∂

∂yi

( 1
|y|n−2

) n∑
k=1

uxk
∂xk
∂yi

}
+

+Rn−2
{ 1
|y|n−2

n∑
k=1

uxk
∂2xk
∂y2

i

+ 1
|y|n−2

n∑
k,l=1

uxkxl
∂xk
∂yi

∂xl
∂yi

}
.

Sumuodami antros eil
es i²vestines nuo 1 iki n, gausime

∆v = Rn−2
{ n∑
k=1

uxk

[
2

n∑
i=1

∂

∂yi

( 1
|y|n−2

)∂xk
∂yi

+ 1
|y|n−2 ∆yxk

]}
+

+Rn−2
{ 1
|y|n−2

n∑
k,l=1

uxkxl

( n∑
i=1

∂xk
∂yi

∂xl
∂yi

)}
. (7.28)

Funkciju�
xk = yk

|y|2
R2, k = 1, . . . , n,

i²vestin
es
∂xk
∂yi

=
(
δik
|y|2
− 2ykyi
|y|4

)
R2,

∂2xk
∂y2

i

=
(
−4yiδik
|y|2

− 2yk
|y|4

+ 8y2
i yk
|y|6

)
R2.
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Pasinaudoj¦ ²iomis formul
emis, lengvai galime i�sitikinti, kad

2
n∑
i=1

∂

∂yi

(
1

|y|n−2

)
∂xk
∂yi

= 2(n− 2)yk
|y|n+2 R2,

n∑
i=1

∂xk
∂yi

∂xl
∂yi

= δkl
|y|4

, ∆yxk = −2(n− 2)yk
|y|n+2 R2.

I�stat¦ ²ias i²rai²kas i� (7.28) formul¦, gausime, kad visi koe�cientai prie pirmos
eil
es i²vestiniu� uxk ir prie mi²riu�ju� antros eil
es i²vestiniu� uxkxl lyg	us nuliui.
Tod
el pastar¡j¡ formul¦ galime perra²yti taip:

∆yv = Rn+2

|y|n+2 ∆xu.

Taigi funkcija v tenkina Laplaso lygti� tada ir tik tada, kai j¡ tenkina funkcija u.
Tarkime, sritis Q yra neapr
eºta (taip bus tada, kai ta²kas 0∈Ω) ir funkcija

v srityje Q yra harmonin
e. Tada funkcija

u(x) = Rn−2

|x|n−2 v
( x

|x|2
R2
)

tenkina Laplaso lygti� srityje Ω\{0} ir ta²kas x = 0 yra funkcijos u pa²alinamasis
ypatingas ta²kas. Tod
el funkcij¡ u ta²ke x = 0 galima apibr
eºti taip, kad ji b	utu�
harmonin
e visoje srityje Ω.

7.11 teorema. Tarkime, funkcija v apr
eºtos srities i²or
eje tenkina Laplaso
lygti� ir

v(y) → 0, kai |y| → ∞, (n > 2),

|v(y)| ≤ const, kai |y| → ∞ (n = 2).

(�ios s¡lygos kartais yra vadinamos reguliarumo s¡lygomis.) Tada

Dαv(y) =
{
O(|y|2−n−|α|), kai |y| → ∞ (n > 2),
O(|y|−1−|α|), kai |y| → ∞ (n = 2).

/ Fiksuokime skai£iu� R > 0 toki�, kad funkcija v tenkintu� Laplaso lygti� rutulio
BR(0) i²or
eje. Tada funkcija

u(x) = 1
|x|n−2 v

( x

|x|2
)

tenkins Laplaso lygti� srityje B1/R(0)\{0}. Be to, u(x) = o
(
E(|x|)

)
, kai |x| → 0.

Ta²kas x = 0 yra funkcijos u pa²alinamasis ypatingas ta²kas. Tai leidºia (ºr.
7.10 teorem¡) funkcij¡ u ta²ke x = 0 apibr
eºti taip, kad gautoji funkcija (j¡
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ºym
esime ta pa£ia raide u) b	utu� harmonin
e visame rutulyje B1/R(0). Kartu
rutulyje B1/R(0) ji bus be galo diferencijuojama. Ta£iau tada funkcija

v(y) = 1
|y|n−2 u

( y

|y|2
)
, y ∈Rn \BR(0),

taip pat bus be galo diferencijuojama.
Ta²ko x = 0 aplinkoje funkcija u yra apr
eºta ir turi apr
eºtas bet kurios eil
es

dalines i²vestines kintamu�ju� xk, k = 1, . . . , n, atºvilgiu. Kai |y| → ∞, funkciju�
|y|2−n ir yi|y|−2, i = 1, . . . , n, dalin
es i²vestin
es

Dα
(
|y|2−n

)
= O(|y|2−n−|α|),

Dα
(
yi|y|−2) = O(|y|−1−|α|).

Tod
el, kai |y| → ∞, i²vestin
e

Dαv(y) =
{
O(|y|2−n−|α|), (n > 2),
O(|y|−1−|α|), (n = 2). .

7.12 teorema. Tegu ϕ∈ C(SR(0)) . Tada funkcija

v(y) = 1
|S1|

∫
SR(0)

|y|2 −R2

R |y − ξ|n
ϕ(ξ) dSξ, y ∈Rn \BR(0)

yra i²orinio Dirichl
e uºdavinio

∆v(y) = 0, y ∈Rn \BR(0),

v(y) = ϕ(y), y ∈SR(0),
v(y) = O(|y|2−n), |y| → ∞,

sprendinys.

/ Vidinio Dirichl
e uºdavinio

∆u(x) = 0, x∈BR(0), u(x) = ϕ(x), x∈SR(0),

sprendinys

u(x) = 1
|S1|

∫
SR(0)

R2 − |x|2

R |x− ξ|n
ϕ(ξ) dSξ

(ºr. (7.26) formul¦). Funkcijos u Kelvino transformacija

v(y) = Rn−2

|y|n−2u
( y

|y|2
R2
)

= 1
|S1|

∫
SR(0)

|y|2 −R2

R |y − ξ|n
ϕ(ξ) dSξ

yra Dirichl
e uºdavinio rutulio BR(0) i²or
eje sprendinys. Pastarojoje formul
eje
pereidami nuo kintamu�ju� x prie kintamu�ju� y, pasinaudojome tuo, kad |x| =
R2|y|−1 ir |x− ξ| = |y − ξ||x|R−1 = |y − ξ|R|y|−1. .



8 S K Y R I U S

�turmo�Liuvilio uºdavinys

8.1. �TURMO�LIUVILIO OPERATORIUS. KRA�TINIO
U�DAVINIO SPRENDINIU� EGZISTAVIMO
IR VIENATIES TEOREMOS

Operatoriu�

Au = − d

dx

(
p(x)u′(x)

)
+ q(x)u(x)

vadinsime reguliariuoju Šturmo–Liuvilio operatoriumi (arba tiesiog �turmo�Liu-
vilio operatoriumi) segmente [a, b], jeigu funkcijos p, p′, q ∈ C[a, b] ir

p(x)≥ p0 > 0, ∀x∈ [a, b].

Aib¦ funkciju� {u} tokiu�, kad u ir u′ yra absoliu£iai tolydºios segmente [a, b],
o u′′ ∈ L2(a, b), vadinsime operatoriaus A apibr
eºimo sritimi ir ºym
esime D(A).

Tegu A yra �turmo�Liuvilio operatorius. Aib
eje D(A) ie²kosime lygties

Au = f(x), x∈ (a, b) (8.1)

sprendinio, tenkinan£io kra²tines s¡lygas{
u(a) + αu′(a) = 0,
u(b) + βu′(b) = 0.

(8.2)

�ia: f ∈ L2(a, b), o α ir β � bet kokie real	us skai£iai (nei²skiriant ir simboliu�
±∞).

I�rodysime pagalbini� teigini�.

8.1 lema. Tegu u � absoliu£iai tolydi segmente [a, b] funkcija, u′ ∈ L2(a, b) .
Tada ∀ε > 0 ir ∀x∈ [a, b] yra teisinga nelygyb
e

u2(x)≤ ε
b∫
a

u′
2(y) dy +

( 1
b− a

+ 1
ε

) b∫
a

u2(y) dy. (8.3)

/ Laisvai pasirenkame ta²kus x, x0 ∈ [a, b]. Pagal Niutono�Leibnico formul¦

u2(x)− u2(x0) =
x∫

x0

du2(y) = 2
x∫

x0

u(y)u′(y) dy. (8.4)
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Pasinaudoj¦ nelygybe

2ab≤ εa2 + 1
ε
b2, ε > 0, a, b∈R,

i�vertinsime paskutinio integralo moduli�

∣∣∣2 x∫
x0

u(y)u′(y) dy
∣∣∣≤ 2

b∫
a

|u(y)||u′(y)| dy≤ ε
b∫
a

u′
2(y) dy + 1

ε

b∫
a

u2(y) dy.

I² ²io i�ver£io ir (8.4) formul
es i²plaukia nelygyb
e

u2(x)≤u2(x0) + ε

b∫
a

u′
2(y) dy + 1

ε

b∫
a

u2(y) dy.

Suintegrav¦ j¡ nuo a iki b kintamojo x0 atºvilgiu ir rezultat¡ padalij¦ i² b − a,
gausime (8.3) nelygyb¦. .

8.1 teorema. Tegu q(x)≥ q0, ∀x∈ [a, b]; £ia q0≥ 0 pakankamai didelis skai-
£ius (ji� sukonkretinsime i�rodydami teorem¡). Tada (8.1), (8.2) uºdavinys funk-
ciju� klas
eje D(A) negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�.

/ Tegu funkciju� klas
eje D(A) yra du (8.1), (8.2) kra²tinio uºdavinio spren-
diniai u1 ir u2. Tada ju� skirtumas u = u1 − u2 ∈D(A), tenkina lygti�

Au = 0 (8.5)

ir (8.2) kra²tines s¡lygas. I�rodysime, kad u = 0.
Kadangi funkcija u tenkina (8.5) lygti�, tai

b∫
a

uAu dx = 0.

Panaudoj¦ integravimo dalimis formul¦, perra²ysime ²i¡ tapatyb¦ taip:

b∫
a

(
p u′

2 + q u2) dx− p uu′|ba = 0. (8.6)

Atskirai i²nagrin
esime du papras£iausius atvejus.
1. Tegu α = β = 0. Tada

b∫
a

(
p u′

2 + q u2) dx = 0. (8.7)
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�iuo atveju galime imti q0 = 0. I² tikru�ju�, jeigu q(x)≥ q0 = 0 ir funkcija u
tenkina (8.2) kra²tines s¡lygas, tai (8.7) tapatyb
e yra galima tik tuo atveju, kai
u = 0.

2. Tegu α < 0, β > 0 ir bent vienas i² ²iu� skai£iu� yra baigtinis. Tada (8.6)
tapatyb¦ galima perra²yti taip:

b∫
a

(
p u′

2 + q u2) dx+ p(b)u
2(b)
β
− p(a)u

2(a)
α

= 0. (8.8)

�iuo atveju galime imti q0 = 0. I² tikru�ju�, jeigu q(x)≥ q0 = 0, tai (8.8) tapatyb
e
yra galima tik tuo atveju, kai u = 0.

I²nagrin
esime bendr¡ji� atveji�. Tarkime, koe�cientai α ir β nelyg	us nuliui
(atvejis, kai vienas koe�cientas lygus nuliui, nagrin
ejamas analogi²kai). I�vertin-
sime neintegralinius (8.8) tapatyb
es narius. Funkcijos u2 reik²m
es ta²kuose a ir
b (ºr. (8.3) i�verti�) nevir²ija

ε

b∫
a

u′
2(x) dx+

( 1
b− a

+ 1
ε

) b∫
a

u2(x) dx, ∀ε > 0.

Pa
em¦

ε = 1
2p0

(p(b)
|β|

+ p(a)
|α|

)−1

ir paºym
ej¦

q0 =
(p(b)
|β|

+ p(a)
|α|

)( 1
b− a

+ 1
ε

)
,

gausime nelygyb¦
b∫
a

(1
2p0 u

′2 + (q − q0)u2
)
dx≤ 0. (8.9)

Pagal teoremos s¡lyg¡ q(x)≥ q0. Be to, p0 > 0. Tod
el (8.9) nelygyb
e yra galima
tik tuo atveju, kai u = 0. .

8.2 teorema. Tegu q(x)≥ q0, ∀x∈ [a, b] (£ia skai£ius q0 i² 8.1 teoremos).
Tada ∀f ∈ L2(a, b) egzistuoja vienintelis (8.1), (8.2) kra²tinio uºdavinio sprendi-
nys u∈D(A).

/ Tegu u1 6≡ 0 ir u2 6≡ 0 paprastosios diferencialin
es lygties Au = 0 spren-
diniai, tenkinantys s¡lygas:

u1(a) + αu′1(a) = 0, u2(b) + βu′2(b) = 0.

I² paprastu�ju� diferencialiniu� lyg£iu� teorijos yra ºinoma, kad tokie sprendiniai
egzistuoja. Ju� galima ie²koti tarp lygties Au = 0 sprendiniu�, tenkinan£iu� tam
tikras pradines s¡lygas. Pavyzdºiui, jeigu α 6= 0, tai u1 galima ie²koti tarp
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lygties Au = 0 sprendiniu�, tenkinan£iu� pradines s¡lygas: u(a) = 1, u′(a) =
−1/α. Be to, sprendiniai u1 ir u2 ∈ C2[a, b] (smulkiau apie tai ºr. [12] knygoje).

I�rodysime, kad sprendiniai u1 ir u2 yra tiesi²kai nepriklausomi. Tarkime
prie²ingai, u1 = cu2. Tada funkcija u1 tenkins (8.5) lygti� ir (8.2) kra²tines
s¡lygas. Kadangi q(x)≥ q0, tai (ºr. 8.1 teoremos i�rodym¡) u1 = 0. Ta£iau
u1(a) = 1. Taigi padaryta prielaida yra neteisinga ir funkcijos u1, u2 yra tiesi²kai
nepriklausomos.

Tegu

G(x, y) = 1
C

{
u1(x)u2(y), kaix≤ y,
u1(y)u2(x), kaix≥ y.

Konstant¡ C sukonkretinsime v
eliau. O dabar i�rodysime kelet¡ funkcijos G
savybiu�.

1. Kvadrate [a, b] × [a, b] funkcija G yra tolydi ir simetrin
e. Tai tiesiogiai
i²plaukia i² jos apibr
eºimo.

2. Funkcija G tenkina (8.2) kra²tines s¡lygas. Norint tuo i�sitikinti, pakanka
pasteb
eti, kad

[
G(x, y) + αGx(x, y)]x=a = u1(a) + αu′1(a)

C
u2(y) = 0,

[
G(x, y) + βGx(x, y)]x=b = u2(b) + βu′2(b)

C
u1(y) = 0.

3. Kiekviena i² funkciju� u1 ir u2 tenkina (8.5) lygti�. Tod
el, kai x 6= y, ²i¡
lygti� tenkina ir funkcija G.

4. Konstant¡ C galima parinkti taip, kad

Gx(x, y)
∣∣∣y=x+0

y=x−0
= 1
p(x) . (8.10)

/ Pagal funkcijos G apibr
eºim¡

Gx(x, y)
∣∣∣y=x+0

y=x−0
= u′1(x)u2(x)

C
− u1(x)u′2(x)

C
= − 1

C

∣∣∣∣ u1(x) u2(x)
u′1(x) u′2(x)

∣∣∣∣ .
Determinanto

w(x) =
∣∣∣∣ u1(x) u2(x)
u′1(x) u′2(x)

∣∣∣∣
i²vestin
e

w′(x) = u1(x)u′′2(x)− u2(x)u′′1(x).

Kadangi

u′′i (x) = 1
p(x)

(
−p′(x)u′i(x) + q(x)ui(x)

)
, ∀i = 1, 2,

tai

w′(x) = −p
′(x)
p(x)

(
u′2(x)u1(x)− u2(x)u′1(x)

)
= −p

′(x)
p(x) w(x).
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Taigi funkcija w yra lygties

w′(x)
w(x) = −p

′(x)
p(x)

sprendinys. Suintegrav¦ ²i¡ lygti�, gausime

w(x) = w(a)p(a) 1
p(x) .

Tod
el
Gx(x, y)

∣∣∣y=x+0

y=x−0
= − 1

C
w(a)p(a) 1

p(x) = 1
p(x) ,

kai C = −p(a)w(a).
Funkcija, kuri tenkina visas 1 � 4 punktuose nurodytas s¡lygas, vadinama

Gryno funkcija. Ji yra susijusi su operatoriumi A ir (8.2) kra²tin
emis s¡lygomis.
Apibr
e²ime funkcij¡

u(x) =
b∫
a

G(x, y)f(y) dy, f ∈ L2(a, b) .

I�rodysime, kad ji priklauso operatoriaus A apibr
eºimo sri£iai D(A), tenkina
(8.1) lygti� ir (8.2) kra²tines s¡lygas.

I² pradºiu� i�sitikinsime, kad funkcija u yra absoliu£iai tolydi. Pagal Niuto-
no�Leibnico formul¦

u(x2)− u(x1) =
b∫
a

x2∫
x1

Gx(x, y)f(y) dydx, ∀x1, x2 ∈ [a, b]. (8.11)

Kadangi funkcijos G i²vestin
e Gx yra apr
eºta, o f ∈ L2(a, b), tai pointegralin
e
funkcija Gx(x, y)f(y), kaip dvieju� kintamu�ju� funkcija, yra sumuojama kvadrate
(a, b)× (a, b). Ta£iau tada funkcija

b∫
a

Gx(x, y)f(y) dy

yra sumuojama intervale (a, b) ir (8.11) formul
eje galima sukeisti integravimo
tvark¡. Taigi skirtumas

u(x2)− u(x1) =
x2∫
x1

( b∫
a

Gx(x, y)f(y) dy
)
dx, ∀x1, x2 ∈ [a, b].

Pagal apibr
eºim¡ funkcija u yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b] ir b.v. x∈ (a, b)
egzistuoja sumuojama i²vestin
e

u′(x) =
b∫
a

Gx(x, y)f(y) dy.
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I�rodysime, kad funkcija u′ yra absoliu£iai tolydi. I² pradºiu� i�sitikinsime,
kad funkcija p u′ yra absoliu£iai tolydi. Laisvai pasirenkame x1, x2 ∈ [a, b]. Tada
skirtumas

p(x)u′(x)
∣∣∣x=x2

x=x1
=

b∫
a

p(x)Gx(x, y)
∣∣∣x2

x1
f(y) dy =

x1∫
a

p(x)Gx(x, y)
∣∣∣x2

x1
f(y) dy+

+
x2∫
x1

p(x)Gx(x, y)
∣∣∣x2

x1
f(y) dy +

b∫
x2

p(x)Gx(x, y)
∣∣∣x2

x1
f(y) dy. (8.12)

Paskutinius tris integralus paºym
esime atitinkamai I1, I2 ir I3. Pasinaudoj¦
Niutono�Leibnico formule, taip pat 3 ir 4 funkcijos G savyb
emis, perra²ysime
juos taip:

I1 =
x1∫
a

x2∫
x1

d

dx

(
p(x)Gx(x, y)

)
f(y) dxdy =

x1∫
a

x2∫
x1

q(x)G(x, y)f(y) dxdy =

=
x2∫
x1

( x1∫
a

G(x, y)f(y) dy
)
q(x) dx,

I3 =
b∫

x2

x2∫
x1

d

dx

(
p(x)Gx(x, y)

)
f(y) dxdy =

b∫
x2

x2∫
x1

q(x)G(x, y)f(y) dxdy =

=
x2∫
x1

( b∫
x2

G(x, y)f(y) dy
)
q(x) dx,

I2 =
x2∫
x1

{
p(x)Gx(x, y)

∣∣∣x=y−0

x=x1
− p(x)Gx(x, y)

∣∣∣
x=y−0

}
f(y) dy+

+
x2∫
x1

{
p(x)Gx(x, y)

∣∣∣x=x2

x=y+0
+ p(x)Gx(x, y)

∣∣∣
x=y+0

}
f(y) dy =

=
x2∫
x1

y∫
x1

d

dx

(
p(x)Gx(x, y)

)
f(y) dxdy +

x2∫
x1

x2∫
y

d

dx

(
p(x)Gx(x, y)

)
f(y) dxdy−

−
x2∫
x1

f(y) dy =
x2∫
x1

x2∫
x1

q(x)G(x, y)f(y) dxdy −
x2∫
x1

f(y) dy.
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I�stat¦ gautas integralu� I1, I2 ir I3 reik²mes i� (8.12) lygyb¦, gausime

p(x)u′(x)
∣∣∣x=x2

x=x1
=

x2∫
x1

( b∫
a

G(x, y)f(y) dy
)
q(x) dx−

x2∫
x1

f(x) dx =

=
x2∫
x1

(
u(x)q(x)− f(x)

)
dx.

Kadangi intervale (a, b) funkcija uq − f yra sumuojama, tai pagal apibr
eºim¡
funkcija p u′ yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b] ir b.v. x∈ (a, b) turi i²vestin¦(

p u′
)′ = qu− f, (8.13)

kuri yra sumuojama intrvale (a, b). Pagal teoremos s¡lyg¡ p∈ C1[a, b] ir p(x) >
p0 > 0. Tod
el funkcija p−1 ∈ C1[a, b] ir yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b].
Ta£iau tada funkcija u′, kaip dvieju� absoliu£iai tolydºiu� funkciju� p u′ ir p−1

sandauga, yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b], o i²vestin
e u′′ yra sumuojama
intervale (a, b). Tod
el galima atskliausti (8.13) lygyb
eje skliaustus ir perra²yti
j¡ taip:

u′′ = q u− p′u′ − f
p

. (8.14)

Kadangi funkcija f ∈ L2(a, b), tai de²in
e (8.14) lygyb
es pus
e yra erdv
es L2(a, b)
elementas. Taigi u′′ ∈ L2(a, b) , o u∈D(A). Beliko i�rodyti, kad funkcija u tenk-
ina (8.1) lygti� ir (8.2) kra²tines s¡lygas. Ta£iau tai fakti²kai jau i�rodyta. Per-
stat¦ (8.13) lygyb
es narius, lengvai galime i�sitikinti, kad funkcija u tenkina (8.1)
lygti�. Remiantis 2 funkcijos G savybe, galima tvirtinti, kad funkcija u tenkina
(8.2) kra²tines s¡lygas. Be to, sukonstruotas sprendinys u yra vienintelis, nes
yra patenkintos 8.1 teoremos s¡lygos. .

P a s t a b o s :

1. Jeigu funkcija f ∈ C[a, b], tai u′′ ∈ C[a, b]. Norint tuo i�sitikinti, pakanka
pasteb
eti, kad (8.14) formul
es de²in
es pus
es glodumas sutampa su funkci-
jos f glodumu.

2. Nehomogeniniu� kra²tiniu� s¡lygu�

u(a) + αu′(a) = σa, u(b) + βu′(b) = σb (8.15)

atveju (8.1), (8.15) kra²tini� uºdavini� galima suvesti i� to paties pavidalo
kra²tini� uºdavini� su homogenin
emis kra²tin
emis s¡lygomis. I² tikru�ju� im-
kime koki¡ nors funkcij¡ h∈D(A), kuri tenkina (8.15) kra²tines s¡lygas.
Tada funkcija u = v + h∈D(A), tenkins (8.1) lygti� ir (8.15) kra²tines
s¡lygas, jeigu funkcija v ∈D(A), tenkins lygti�

Av = f −Ah, f −Ah∈ L2(a, b)

ir homogenines kra²tines s¡lygas

v(a) + αv′(a) = 0, v(b) + βv′(b) = 0.
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I² pradºiu� nagrin
esime kra²tini� uºdavini�

Au = f(x), x∈ (a, b), (8.16)

u(a) + αu′(a) = 0, u(b) + βu′(b) = 0, (8.17)

kai q yra bet kokia tolydi segmente [a, b] funkcija (ºr. 8.1 skyreli�). Tuo tikslu
perra²ysime (8.16) lygti� taip:

Au+ λ0u = f + λ0u;

£ia: λ0 : q(x) + λ0≥ q0, ∀x∈ [a, b] .
Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A+λ0I ir (8.17) kra²tines

s¡lygas. I² 8.2 teoremos i�rodymo i²plaukia:

1. Jeigu funkcija u∈D(A) yra (8.16), (8.17) kra²tinio uºdavinio sprendinys,
tai ji priklauso L2(a, b) ir yra integralin
es lygties

u(x) =
b∫
a

G(x, y)
(
f(y) + λ0u(y)

)
dy (8.18)

sprendinys;

2. Jeigu funkcija u∈ L2(a, b) yra (8.18) lygties sprendinys, tai u∈D(A),
tenkina (8.16) lygti� ir (8.17) kra²tines s¡lygas.

Taigi (8.16), (8.17) kra²tinis uºdavinys turi sprendini� funkciju� klas
eje D(A)
tada ir tik tada, kai (8.18) integralin
e lygtis turi sprendini� erdv
eje L2(a, b).

Tegu G yra integralinis operatorius, kurio branduolys yra Gryno funkcija
G(x, y), t.y.

Gu(x) =
b∫
a

G(x, y)u(y) dy.

Tada (8.18) lygti� galime perra²yti taip:

u = λ0Gu+ F ; (8.19)

£ia F = Gf. Kadangi Gryno funkcija yra tolydi ir simetrin
e, tai

(Gu, v) =
b∫
a

( b∫
a

G(x, y)u(y) dy
)
v(x) dx =

=
b∫
a

u(y)
( b∫
a

G(x, y)v(x) dx
)
dy = (u,Gv).
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Pagal apibr
eºim¡ tai rei²kia, kad operatorius

G : L2(a, b)→ L2(a, b)

yra savijungis. Be to, funkcija G∈ L2
(
(a, b)× (a, b)

)
. Tod
el operatorius G, vei-

kiantis i² erdv
es L2(a, b) i� erdv¦ L2(a, b), yra visi²kai tolydus (ºr. [1], 1.3 skyreli�).
Vadinasi, (8.19) lygtis yra Fredholmo lygtis ir jai galima taikyti ºinomas Fred-
holmo teoremas (ºr. [1], 1.3 skyreli�). I² ²iu� teoremu� i²plaukia, kad yra galimos
tik tokios dvi situacijos:

1. Homogenin
e lygtis
u− λ0Gu = 0 (8.20)

erdv
eje L2(a, b) turi tik trivialu� sprendini�. Tada (8.19) lygtis su kiekviena
funkcija F ∈ L2(a, b) turi sprendini� erdv
eje L2(a, b) ir jis yra vienintelis.

2. Jeigu (8.20) lygtis turi netrivialu� sprendini�, tai (8.19) lygtis turi spren-
dini� erdv
eje L2(a, b) tik tokioms funkcijoms F ∈ L2(a, b), kurios yra or-
togonalios jungtin
es homogenin
es lygties u − λ0G∗u = 0 sprendiniams.
Kadangi operatorius G yra savijungis, tai ²i lygtis sutampa su (8.20) lyg-
timi.

Taigi norint i²siai²kinti, kada (8.16), (8.17) kra²tinis uºdavinys funkciju�
klas
eje D(A) turi sprendini�, reikia ºinoti, kokioms parametro λ0 reik²m
ems
egzistuoja netrivialus (8.20) lygties sprendinys erdv
eje L2(a, b). Parodysime,
kad ²is uºdavinys yra ekvivalentus Šturmo–Liuvilio uºdaviniui: rasti tas parametro
λ reikšmes, kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au = λu (8.21)

sprendinys u∈D(A), tenkinantis (8.17) kraštines sąlygas. Tokios parametro λ reik²-
m
es yra vadinamos tikrinėmis reikšmėmis, o jas atitinkantys netrivial	us spren-
diniai vadinami tikrinėmis funkcijomis. Toliau trumpumo d
elei (8.21), (8.17)
uºdavinio tikrines reik²mes ir tikrines funkcijas vadinsime operatoriaus A tikri-
n
emis reik²m
emis ir tikrin
emis funkcijomis.

Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A+λ0I ir (8.17) kra²tines
s¡lygas; skai£ius λ0 : q(x) + λ0≥ q0, ∀x∈ [a, b]; G � integralinis operatorius su
branduoliu G(x, y). Perra²ykime (8.21) lygti� taip:

Au+ λ0u = (λ+ λ0)u.

Jeigu funkcija u∈D(A) yra netrivialus (8.21), (8.17) uºdavinio sprendinys kokiai
nors parametro λ reik²mei, tai (ºr. 8.2 teoremos i�rodym¡) ji yra operatorin
es
lygties

u = (λ+ λ0)Gu = 0 (8.22)

sprendinys erdv
eje L2(a, b). Ir atvirk²£iai. Jeigu kokiai nors parametro λ
reik²mei u yra netrivialus (8.22) lygties sprendinys erdv
eje L2(a, b), tai funk-
cija u∈D(A) ir yra (8.21), (8.17) uºdavinio sprendinys.
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P a s t a b a . Skai£ius λ yra (8.21), (8.17) uºdavinio tikrin
e reik²m
e tada ir
tik tada, kai skai£ius λ+ λ0 yra operatoriaus G charakteristinė reikšmė.

Tegu λ yra operatoriaus A tikrin
e reik²m
e. Tada λ + λ0 yra operatoriaus
A+λ0I tikrin
e reik²m
e. I�rodysime, kad λ+λ0 6= 0. Tarkime prie²ingai, λ+λ0 =
0. Tada egzistuoja funkcija u 6≡ 0, tenkinanti (8.17) kra²tines s¡lygas ir lygti�
Au+λ0u = 0·u = 0. Pagal 8.1 teorem¡ vienintelis tokio uºdavinio sprendinys yra
funkcija u ≡ 0. Gauta prie²tara i�rodo, kad skai£ius λ+λ0 = 0 n
era operatoriaus
A + λ0I tikrin
e reik²m
e.

Kiekvien¡ operatoriaus A + λ0I tikrin¦ reik²m¦ λ + λ0 atitinka tik viena
tiesi²kai nepriklausoma tikrin
e funkcija. Jeigu koki¡ nors tikrin¦ reik²m¦ atitinka
dvi tikrin
es funkcijos, tai ta²ke a jos tenkina (8.17) kra²tin¦ s¡lyg¡ ir i² ju�
sudarytas Vronskio determinantas w ta²ke a lygus nuliui. Ta£iau tada jis yra
lygus nuliui ∀x∈ [a, b], o tikrin
es funkcijos yra tiesi²kai priklausomos.

Priminsime, kad q(x) +λ0≥ q0, ∀x∈ [a, b]. Tod
el (ºr. 8.1 teoremos i�rodym¡)
yra teisinga nelygyb
e (Au+ λ0u, u)≥ 0, ∀u∈D(A). Be to, lygyb
e yra galima
tik tuo atveju, kai u ≡ 0.

Tarkime, λ+λ0 yra operatoriaus A+λ0I tikrin
e reik²m
e ir u � j¡ atitinkanti
tikrin
e funkcija. Tada

0 ≤ (Au+ λ0u, u) =
(
(λ+ λ0)u, u

)
= (λ+ λ0)(u, u). (8.23)

Kadangi (u, u) > 0 ir λ+λ0 6= 0, tai i² (8.23) nelygyb
es gauname, kad λ+λ0 > 0.
Taigi visos operatoriaus A + λ0I tikrin
es reik²m
es yra teigiamos.

Tegu λ+ λ0 ir σ + λ0 yra operatoriaus A + λ0I tikrin
es reik²m
es, o u ir v �
jas atitinkan£ios tikrin
es funkcijos. Tada

(λ+ λ0)(u, v) =
(
(A + λ0I)u, v

)
=
(
u, (A + λ0I)v

)
= (σ + λ0)(u, v).

Sulygin¦ kair¦ ir de²in¦ ²iu� lygybiu� puses, gausime (λ − σ)(u, v) = 0. I² ²ios
lygyb
es i²plaukia, kad skirtingas tikrines reik²mes atitinkan£ios tikrin
es funkcijos
yra ortogonalios erdv
eje L2(a, b) .

Priminsime, kad operatorius G : L2(a, b) → L2(a, b) yra visi²kai tolydus.
Tada (ºr. [1], 1.3 skyreli�) jo tikriniu� reik²miu� aib
e yra baigtin
e arba skai£ioji.
Be to, jeigu ji yra skai£ioji, tai sudaro art
ejan£iu� i� nuli� skai£iu� sek¡. I�rodysime,
kad nulis n
era tikrin
e operatoriaus G reik²m
e. Tarkime prie²ingai, kad erdv
eje
L2(a, b) egzistuoja funkcija f 6≡ 0 tokia, kad

b∫
a

G(x, y)f(y) dy = 0 · f(x) = 0. (8.24)

Kadangi funkcija u ≡ 0∈D(A) ir j¡ galima i²reik²ti (8.24) integralu, tai ji turi
tenkinti lygti�

− d

dx

(
p(x)u′(x)

)
+
(
q(x) + λ0

)
u(x) = f(x).

Kair
e ²ios lygties pus
e yra lygi nuliui, nes u ≡ 0. Tod
el ir de²in
e ²ios lygties
pus
e lygi nuliui, t.y. funkcija f ≡ 0. Gauta prie²tara i�rodo, kad skai£ius nulis
n
era operatoriaus G tikrin
e reik²m
e.
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I�rodysime, kad operatoriaus G tikriniu� reik²miu� aib
e n
era baigtin
e. Kiekvie-
n¡ tikrin¦ operatoriaus G reik²m¦ atitinka viena tiesi²kai nepriklausoma tikrin
e
funkcija, kuri apibr
eºia vienmati� tiesini� erdv
eje L2(a, b) poerdvi�. �iu� poerdviu�
tiesiogin
e suma sutampa su visa erdve L2(a, b). Kadangi nulis n
era tikrin
e op-
eratoriaus G reik²m
e, tai tikriniu� reik²miu� aib
e negali b	uti baigtin
e (prie²ingu
atveju erdv
e L2(a, b) b	utu� baigtin
es dimensijos erdv
e). Be to, operatoriaus G
tikriniu� funkciju� sistema yra pilna ir ortogonali erdv
eje L2(a, b). Akivaizdu, kad
j¡ visada galima ortonormuoti.

Tegu
{
µk
}∞
k=1 yra operatoriaus G tikriniu� reik²miu� sistema. Tada skai£iai

λk+λ0 = µ−1
k , k = 1, 2, . . . , yra operatoriaus A+λ0I tikrin
es reik²m
es. Kadangi

operatoriaus G tikrin
es reik²m
es µk → 0, kai k → ∞, tai operatoriaus A + λ0I
tikrin
es reik²m
es λk + λ0 → +∞. Be to, tikrin
es reik²m
es λk + λ0 > 0, ∀k =
1, 2, . . .. Tod
el jas galima sunumeruoti taip:

0 < λ1 + λ0 < λ2 + λ0 < · · · < λk + λ0 < · · · .

Kiekvien¡ tikrin¦ reik²m¦ λk + λ0, k = 1, 2, . . . , atitinka vienintel
e normuota
erdv
eje L2(a, b) tikrin
e funkcija uk. Pagal apibr
eºim¡ tikrin
e funkcija uk yra
integralin
es lygties uk = (λk + λ0)Guk sprendinys. Tod
el (ºr. 8.2 teoremos
i�rodym¡) funkcija uk ∈D(A), tenkina lygti� Auk + λ0uk = (λk + λ0)uk ir (8.17)
kra²tines s¡lygas. I²rei²k¦ i² ²ios lygties i²vestin¦ u′′k , gausime, kad tikrin
e funk-
cija uk ∈ C2[a, b].

I�rodytus teiginius suformuluosime teorema.

8.3 teorema. Tegu A yra �turmo�Liuvilio operatorius, o
{
λk
}
ir
{
uk
}
yra

ji� atitinkan£iu� tikriniu� reik²miu� ir tikriniu� funkciju� aib
es. Tada:

1. Tikriniu� reik²miu� aib
e yra skai£ioji art
ejan£iu� i� +∞ realiu� skai£iu� seka,
kurioje neigiamu� tikriniu� reik²miu� gali b	uti tik baigtinis skai£ius (nes λk+
λ0 > 0, ∀k = 1, 2, . . . ir λk → +∞).

2. Kiekvien¡ tikrin¦ reik²m¦ λk atitinka vienintel
e ortonormuota erdv
eje
L2(a, b) tikrin
e funkcija uk.

3. Tikriniu� funkciju� sistema
{
uk
}∞
k=1 yra pilna ortonormuota erdv
eje L2(a, b)

funkciju� sistema. Be to, uk ∈ C2[a, b], ∀k = 1, 2, . . . .

I ² v a d a . Tegu
{
uk
}∞
k=1 � ortonormuota erdv
eje L2(a, b) operatoriaus A

tikriniu� funkciju� sistema. Tada kiekvien¡ funkcij¡ u∈ L2(a, b) galima skleisti
eilute

u =
∞∑
k=1

(u, uk)uk(x),

konverguojan£ia erdv
eje L2(a, b) . Be to, funkcijos u normos1 kvadratas

‖u‖2 =
∞∑
k=1

(u, uk)2 <∞.

1�iame ir septintame skyriuose ra²ydami ‖ · ‖, tur
esime omenyje norm¡ erdv
eje L2(a, b).
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Tegu q(x)≥ 0, ∀x∈ [a, b] ir α = β = 0. Nagrin
esime �turmo�Liuvilio uºdavini�:

Au = λu, x∈ (a, b), (8.25)

u(a) = 0, u(b) = 0. (8.26)

�iuo atveju (ºr. 8.1 teorem¡) galima imti λ0 = 0. Kartu galime tvirtinti, kad
visos operatoriaus A tikrin
es reik²m
es λk yra teigiamos.

Tegu HA yra aib
e funkciju�, kurios segmente [a, b] yra absoliu£iai tolydºios,
tenkina (8.26) kra²tin¦ s¡lyg¡ ir kuriu� pirmos eil
es i²vestin
es priklauso erdvei
L2(a, b). Akivaizdu, kad aib
e HA yra tiesin
e. Imkime aib
eje HA koki¡ nors sek¡{
uk
}∞
k=1. Sakysime, kad

uk
HA−→ 0, kai k →∞, jeiguu′k

L2(a,b)−→ 0, kai k →∞.

I�rodysime, kad aib
e HA su taip apibr
eºta topologija yra pilna erdv
e. Remiantis
apibr
eºimu, reikia i�rodyti, kad bet kokia fundamentali erdv
eje HA seka konver-
guoja.

Tegu
{
uk
}∞
k=1 � fundamentali erdv
eje HA seka, t.y.

u′k − u′m
L2(a,b)−→ 0, kai k, m→∞.

Kadangi erdv
e L2(a, b) yra pilna, tai egzistuoja elementas v ∈ L2(a, b) toks, kad

u′k
L2(a,b)−→ v, kai k →∞.

I�rodysime, kad funkcija

u =
x∫
a

v(y) dy

priklauso erdvei HA. Akivaizdu, kad funkcija u yra absoliu£iai tolydi. Be to, jos
i²vestin
e u′ = v ∈ L2(a, b) ir u(a) = 0. Beliko i�rodyti, kad u(b) = 0. Pasinaudoj¦
Helderio nelygybe, i�vertinsime skirtum¡

|uk(x)− u(x)| =
∣∣∣ x∫
a

(
u′k(y)− v(y)

)
dy
∣∣∣≤√b− a‖u′k − v‖.

�is i�vertis yra teisingas ∀x∈ [a, b]. Ta²ke x = b kiekviena i² funkciju� uk lygi
nuliui. Be to,

u′k
L2(a,b)−→ v, kai k →∞.

Tod
el u(b) = 0 ir galime tvirtinti, kad funkcija u∈HA ir uk
HA−→ u, kai k →

∞. Vadinasi, erdv
e HA yra pilna.
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I² ²io i�rodymo taip pat i²plaukia, kad, jeigu

uk
HA−→ u, kai k →∞,

tai segmente [a, b]
uk(x)⇒u(x), kai k →∞,

t.y. seka {uk} konverguoja tolygiai segmente [a, b] i� funkcij¡ u. Be to, ∀u∈HA
yra teisingi i�ver£iai:

|u(x)| =
∣∣∣ x∫
a

u′(y) dy
∣∣∣≤√b− a‖u′‖, ∀x∈ [a, b], (8.27)

‖u(x)‖≤ (b− a)‖u′‖. (8.28)

Erdv
eje HA apibr
e²ime skaliarin¦ sandaug¡

[u, v] =
b∫
a

(pu′v′ + quv) dx

ir j¡ atitinkan£i¡ norm¡
|||u ||| =

√
[u, u].

Tiesiogiai galima i�rodyti, kad taip apibr
eºta skaliarin
e sandauga tenkina visas
skaliarin
es daugybos apibr
eºimo s¡lygas. Norma ||| · ||| yra vadinama energetine
norma, o erdv
e HA su joje apibr
eºta energetine norma � energetine erdve.

I�rodysime, kad i�vesta topologija erdv
eje HA yra ekvivalenti topologijai, kuri¡
indukuoja energetin
e norma. Kadangi aib
e HA yra tiesin
e, tai pakanka i�rodyti
toki� teigini�: seka {uk} konverguoja i� nuli� erdv
eje HA tada ir tik tada, kai ²i seka
konverguoja i� nuli� energetin
eje erdv
eje.

Tarkime |||uk ||| → 0, kai k →∞. Tada

|||uk ||| 2 =
b∫
a

(pu′k
2 + qu2

k) dx→ 0.

Pagal prielaid¡ p(x)≥ p0 > 0 ir q(x)≥ 0, ∀x∈ [a, b]. Tod
el
b∫
a

u′k
2
dx→ 0,

kai k →∞. Taigi seka
{
u′k
}∞
k=1 konverguoja i� nuli� erdv
eje L2(a, b).

Tegu seka
{
u′k
}∞
k=1 konverguoja i� nuli� erdv
eje L2(a, b). Pagal energetin
es

normos apibr
eºim¡

|||uk ||| 2 = [uk, uk] =
b∫
a

(pu′k
2 + qu2

k) dx.
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Kadangi funkcijos p ir q yra apr
eºtos, o

b∫
a

u2
k dx≤ (b− a)2

b∫
a

u′k
2
dx

(ºr. (8.28) nelygyb¦), tai egzistuoja konstanta C > 0 tokia, kad

|||uk ||| 2≤C‖u′k‖2.

Ta£iau tada |||uk ||| → 0, kai k →∞.
P a s t a b a . Jeigu u∈HA, v ∈D(A), tai [u, v] = (u,Av). I�stat¦ vietoje v

tikrin¦ operatoriaus A reik²m¦ uk, gausime

[u, uk] = (u,Auk) = λk(u, uk).

8.4 teorema. Tegu
{
uk
}∞
k=1 yra operatoriaus A tikriniu� funkciju� sistema,

ortonormuota erdv
eje L2(a, b). Tada ji yra pilna ortogonali funkciju� sistema
erdv
eje HA.

/ Tikrin
es funkcijos uk ∈D(A), ∀k = 1, 2, . . .. Tod
el

[un, uk] = (Aun, uk) = λn(un, uk) = λnδ
k
n, ∀n, k = 1, 2, . . . .

Kadangi tikrin
es reik²m
es λk yra teigiamos, tai skaliarin
e sandauga

[un, uk] = 0,

kai n 6= k. Taigi tikriniu� funkciju� sistema
{
uk
}∞
k=1 yra ortogonali erdv
eje HA.

I�rodysime, kad erdv
eje HA ji yra pilna. Tarkime prie²ingai. Tada egzistuoja
funkcija u∈HA (nelygi nuliui) tokia, kad

[u, uk] = 0, ∀k = 1, 2, . . . . (8.29)

Ta£iau
[u, uk] = λk(u, uk), λk > 0, ∀k = 1, 2, . . . . (8.30)

Tod
el
(u, uk) = 0 ∀k = 1, 2, . . . .

Taigi elementas u yra ortogonalus kiekvienam sistemos
{
uk
}∞
k=1 elementui.

Ta£iau ²i sistema yra pilna erdv
eje L2(a, b) . Tod
el u = 0. Gauta prie²tara i�rodo,
kad tikriniu� funkciju� sistema

{
uk
}∞
k=1 yra pilna erdv
eje HA. .

I ² v a d a . Tegu u∈HA. Tada

|||u ||| 2 = [u, u] =
[ ∞∑
k=1

(u, uk)uk,
∞∑
k=1

(u, uk)uk
]

=

=
∞∑
k=1

(u, uk)2[uk, uk] =
∞∑
k=1

C2
kλk <∞; (8.31)

£ia Ck = (u, uk), ∀k = 1, 2, . . ..



134 8. �TURMO�LIUVILIO U�DAVINYS

8.4. FURJ 
E EILU�IU� DIFERENCIJAVIMAS PANARIUI

Tegu
{
λk
}∞
k=1 yra �turmo�Liuvilio uºdavinio

Au = λu, x∈ (a, b), (8.32)

u(a) = 0, u(b) = 0 (8.33)

tikriniu� reik²miu� sistema, o
{
uk
}∞
k=1 � j¡ atitinkanti ortonormuota erdv
eje

L2(a, b) tikriniu� funkciju� sistema. Be to, tegu q(x)≥ 0, ∀x∈ [a, b] ir α = β = 0.
I�rodysime pagalbin¦ lem¡.

8.2 lema. Egzistuoja konstantos M1 ir M2 tokios, kad

∞∑
k=1

λ−1
k u2

k(x)≤M1,

∞∑
k=1

λ−2
k u′k

2(x)≤M2, ∀x∈ [a, b].

/ Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A ir (8.33) kra²tines
s¡lygas. Funkcija G(x, y)∈HA, o jos i²vestin
e Gx(x, y)∈ L2(a, b), kiekvienam
�ksuotam x∈ [a, b]. Be to, kai x 6= y, funkcija Gx(x, y) yra tolydi, o kai x = y,
turi baigtini� tr	uki�. Tod
el integralai

|||G ||| 2 =
b∫
a

[
p(y)G 2

y (x, y) + q(y)G 2(x, y)
]
dy, ‖Gx‖2 =

b∫
a

G 2
x (x, y) dy

kintamojo x atºvilgiu yra tolydºios segmente [a, b] funkcijos. Ta£iau tada seg-
mente [a, b] jos yra apr
eºtos. Taigi egzistuoja konstantos M1 ir M2 tokios, kad

|||G ||| 2≤M1, ‖Gx‖2≤M2.

Antra vertus,

|||G ||| 2 = [G,G ] =
∞∑
k=1

(G, uk)2[uk, uk] =
∞∑
k=1

λ−2
k u2

k(x) · λk =
∞∑
k=1

λ−1
k u2

k(x),

‖Gx‖2 = (Gx, Gx) =
∞∑
k=1

(Gx, uk)2 =
∞∑
k=1

λ−2
k u′k

2(x).

Lema i�rodyta. .

A p i b r 
e º i m a s . Sakysime, eilut
e
∞∑
k=1

ψk(x) segmente [a, b] konverguoja

reguliariai, jeigu eilut
e
∞∑
k=1
|ψk(x)| segmente [a, b] konverguoja tolygiai.
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Tegu u∈ L2(a, b). Tada

u =
∞∑
k=1

Ckuk(x), Ck = (u, uk), ∀k = 1, 2, . . . , (8.34)

ir

‖u‖2 =
∞∑
k=1

C2
k <∞.

Tikrin
es funkcijos uk ∈ C2[a, b], ∀k = 1, 2, . . . . Tod
el galime sudaryti eilutes

∞∑
k=1

Cku
′
k(x), (8.35)

∞∑
k=1

Cku
′′
k(x). (8.36)

I²tirsime ²iu� eilu£iu� konvergavim¡.

8.5 teorema (apie Furj
e eilu£iu� diferencijavim¡ panariui).

1. Tegu funkcija u∈HA. Tada (8.34) eilut
e segmente [a, b] konverguoja reg-
uliariai, o (8.35) eilut
e konverguoja L2(a, b) erdv
eje ir

u′(x) =
∞∑
k=1

Cku
′
k(x).

2. Tegu funkcija u∈D(A) ir tenkina (8.33) kra²tines s¡lygas. Tada (8.35)
eilut
e segmente [a, b] konverguoja reguliariai, o (8.36) eilut
e konverguoja
L2(a, b) erdv
eje ir

u′′(x) =
∞∑
k=1

Cku
′′
k(x).

3. Tegu u∈D(A), Au∈HA ir funkcija u tenkina (8.33) kra²tines s¡lygas.
Tada (8.36) eilut
e segmente [a, b] konverguoja reguliariai.

/ 1. Tegu u∈HA. I�rodysime, kad (8.34) eilut
e segmente [a, b] konverguoja
reguliariai. Pasinaudoj¦ Ko²i�Buniakovskio nelygybe, i�vertinsime baigtin¦ sum¡

m+n∑
k=n
|Ck||uk(x)| ≤

≤
(m+n∑
k=n

λkC
2
k

)1/2(m+n∑
k=n

λ−1
k u2

k(x)
)1/2

≤M1/2
1

(m+n∑
k=n

λkC
2
k

)1/2
. (8.37)
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Kadangi u∈HA, tai

|||u ||| 2 =
∞∑
k=1

λkC
2
k <∞

ir
m+n∑
k=n

λkC
2
k → 0,

kai m,n→∞. I² £ia ir (8.37) i�ver£io i²plaukia, kad (8.34) eilut
e segmente [a, b]
konverguoja reguliariai. Be to,∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n∑

k=1
Ckuk − u

∣∣∣∣∣∣∣∣∣2 =
∞∑

k=n+1
λkC

2
k → 0,

kai n→∞. Tod
el (8.34) eilut
e konverguoja i� funkcij¡ u tolygiai, o (8.35) eilut
e
konverguoja i� u′ erdv
eje L2(a, b).

2. Tegu funkcija u∈D(A) ir tenkina (8.33) kra²tines s¡lygas. Tada

Au =
∞∑
k=1

(Au, uk)uk =
∞∑
k=1

(u,Auk)uk =
∞∑
k=1

λkCkuk ∈ L2(a, b)

ir

‖Au‖2 = (Au,Au) =
∞∑
k=1

λ2
kC

2
k <∞. (8.38)

Pasinaudoj¦ Ko²i�Buniakovskio nelygybe, i�vertinsime baigtin¦ sum¡:

m+n∑
k=n
|Ck||u′k(x)| ≤

≤
(m+n∑
k=n

λ2
kC

2
k

)1/2(m+n∑
k=n

λ−2
k u′k

2(x)
)1/2

≤M1/2
2

(m+n∑
k=n

λ2
kC

2
k

)1/2
. (8.39)

Kadangi (8.38) eilut
e konverguoja, tai
m+n∑
k=n

λ2
kC

2
k → 0, kai m,n → ∞. I² £ia ir

(8.39) i�ver£io i²plaukia, kad (8.35) eilut
e segmente [a, b] konverguoja reguliariai.
I�rodysime, kad (8.36) eilut
e konverguoja erdv
eje L2(a, b). Priminsime, kad

tikrin
es funkcijos uk ∈ C2[a, b]. Tod
el lygyb
eje

− d

dx

(
pu′k
)

+ quk = λkuk

galima atskliausti skliaustus ir perra²yti j¡ taip:

u′′k = −p
′

p
u′k + q

p
uk −

1
p
λkuk.
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Padaugin¦ ²i¡ lygyb¦ i² Ck ir susumav¦ pagal k nuo n iki n+m, gausime

m+n∑
k=n

Cku
′′
k = −p

′

p

m+n∑
k=n

Cku
′
k + q

p

m+n∑
k=n

Ckuk −
1
p

m+n∑
k=n

Ckλkuk. (8.40)

Kadangi eilut
e
∞∑
k=1

λkCkuk konverguoja erdv
eje L2(a, b), o (8.34) ir (8.35) eilut
es

konverguoja segmente [a, b] reguliariai, tai (8.36) eilut
e konverguoja erdv
eje
L2(a, b) ir

∞∑
k=1

Cku
′′
k = −p

′

p
u′ + q

p
u− 1

p
Au ≡ u′′.

3. Tegu u∈D(A), Au∈HA ir funkcija u tenkina (8.33) kra²tines s¡lygas.
Tada

|||Au ||| 2 = [Au,Au] =
∞∑
k=1

λ2
kC

2
k [uk, uk] =

∞∑
k=1

λ3
kC

2
k <∞. (8.41)

Norint i�rodyti (8.36) eilut
es reguliaru� konvergavim¡ segmente [a, b], pakanka
i�rodyti eilut
es (ºr. (8.40))

∞∑
k=1

λkCkuk (8.42)

reguliaru� konvergavim¡ segmente [a, b]. Pasinaudoj¦ Ko²i�Buniakovskio nelygy-
be, i�vertinsime baigtin¦ sum¡

m+n∑
k=n

λk|Ck||uk(x)| ≤

≤
(m+n∑
k=n

λ3
kC

2
k

)1/2(m+n∑
k=n

λ−1
k u2

k(x)
)1/2

≤M1/2
1

(m+n∑
k=n

λ3
kC

2
k

)1/2
. (8.43)

Kadangi (8.41) eilut
e konverguoja, tai
m+n∑
k=n

λ3
kC

2
k → 0, kai m,n → ∞. I² £ia ir

(8.43) i�ver£io i²plaukia, kad (8.42) eilut
e, kartu ir (8.36) eilut
e segmente [a, b]
konverguoja reguliariai. Teorema i�rodyta. .

P a s t a b a . Tre£io ir ketvirto skyreliu� pradºioje suformuluotos prielaidos
n
era esmin
es. Pavyzdºiui, jeigu q yra bet kokia tolydi segmente [a, b] funk-
cija, tai prie abieju� lygties Au = λu pusiu� reikia prid
eti nari� λ0u, o skai£iu�
λ0 parinkti taip, kad q(x) + λ0≥ 0, ∀x∈ [a, b]. Koe�cientai α ir β taip pat
gali i�gyti bet kokias reik²mes. �iuo atveju skai£iu� λ0 reikia parinkti taip, kad
q(x) + λ0≥ q0, ∀x∈ [a, b], o vietoje skaliarin
es sandaugos

[u, v] =
b∫
a

(pu′v′ + quv) dx



138 8. �TURMO�LIUVILIO U�DAVINYS

reikia i�vesti skaliarin¦ sandaug¡

[u, v] =
b∫
a

(
pu′v′ + (q + λ0)uv

)
dx+ p

uv

β

∣∣∣
x=b
− puv

α

∣∣∣
x=a

.

Patikrinkite, kad taip apibr
eºta skaliarin
e sandauga tenkina visas skaliarin
es
daugybos apibr
eºimo s¡lygas.
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Tarkime, operatoriaus A koe�cientai p ir q tenkina 6.1 skyrelio s¡lygas, o funk-
cija

ρ∈C[a, b], ρ(x)≥ ρ0 > 0, ∀x∈ [a, b].
Apibendrintas �turmo�Liuvilio uºdavinys formuluojamas taip: rasti tas paramet-
ro λ reikšmes, kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au = λρu, x∈ (a, b), (8.44)

sprendinys u∈D(A), tenkinantis kraštines sąlygas

u(a) + αu′(a) = 0, u(b) + βu′(b) = 0. (8.45)

Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A ir (8.45) kra²tines s¡-
lygas. Be to, tegu1 q(x)≥ q0, ∀x∈ [a, b]. Tada apibendrint¡ �turmo�Liuvilio
uºdavini� galima suvesti i� integralin¦ lygti�

u(x) = λ

b∫
a

G(x, y)ρ(y)u(y) dy := λGu. (8.46)

Bendruoju atveju funkcija G(x, y)ρ(y) n
era simetrin
e. Vadinasi, operatorius G
n
era savijungis. Ta£iau (8.46) lygti� lengvai galima suvesti i� integralin¦ simetrinio
branduolio lygti�. Norint tuo i�sitikinti, reikia abi (8.46) lygties puses padauginti
i²
√
ρ(x) ir rezultat¡ uºra²yti taip:

v(x) = λ

b∫
a

G̃(x, y)v(y) dy ≡ λG̃v;

£ia: v(x) =
√
ρ(x)u(x), G̃(x, y) = G(x, y)

√
ρ(x)ρ(y). Funkcija G̃ kvadrate

[a, b] × [a, b] yra tolydi ir simetrin
e. Tod
el G̃ yra visi²kai tolydus savijungis
operatorius, veikiantis erdv
eje L2(a, b). Lengvai galima i�sitikinti (ºr. 8.3 teore-
mos i�rodym¡), kad: operatoriaus G̃ tikriniu� reik²miu� aib
e {µk} yra skai£ioji ir
sudaro art
ejan£iu� i� nuli� skai£iu� sek¡; kiekvien¡ tikrin¦ reik²m¦ µk atitinka vienin-
tel
e ortonormuota erdv
eje L2(a, b) tikrin
e funkcija vk; aib
e tikriniu� funkciju� {vk}
yra pilna ortonormuota erdv
eje L2(a, b) funkciju� sistema. Ta£iau tada λk = µ−1

k

yra apibendrinto �turmo �Liuvilio uºdavinio tikrin
es reik²m
es, o uk = vk/
√
ρ

� jas atitinkan£ios tikrin
es funkcijos. Tikrin
es funkcijos {uk} yra ortogonali
erdv
eje L2,ρ(a, b) funkciju� sistema, t.y.

b∫
a

uk(x)um(x)ρ(x) dx = δmk .

Be to, erdv
eje L2,ρ(a, b) ji yra pilna.

1�i prielaida n
era esmin
e (ºr. 8.4 skyrelio pabaig¡).
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8.6. SINGULIARUSIS �TURMO�LIUVILIO U�DAVINYS

Operatoriu�

Au = − d

dx

(
p(x)u′(x)

)
+ q(x)u, x∈ (a, b),

vadinsime singuliariuoju, jeigu bent viename i² intervalo (a, b) kra²tiniu� ta²ku�
funkcija p lygi nuliui arba funkcija q yra neapr
eºta, arba bent vienas i² ta²ku� a, b
lygus ∞. Ta²kus, kuriuose patenkinta nors viena i² ²iu� s¡lygu�, vadinsime singu-
liariaisiais ta²kais. Singuliariajame ta²ke kra²tin
es s¡lygos laisvai pasirinkti ne-
galima. Tam, kad j¡ tinkamai apibr
eºtume, turime atlikti papildomus tyrimus.
Bendrosios singuliariu�ju� kra²tiniu� uºdaviniu� teorijos £ia nenagrin
esime, o i²tir-
sime specialu�ji� atveji�, kai

p(x) = (x− a)ϕ(x), ϕ(x) > 0, ∀x∈ [a, b].

Be to, reikalausime, kad funkcijos p, p′ ir q ∈ C(a, b).
Tegu u1 ir u2 ∈ C2(a, b) � du tiesi²kai nepriklausomi lygties

Au = 0, x∈ (a, b), (8.47)

sprendiniai. I�rodysime kelet¡ pagalbiniu� teiginiu�.

8.3 lema. Jeigu sprendinys u1 yra apr
eºtas ta²ko x = a aplinkoje ir

u1(x) = (x− a)σψ(x), σ≥ 0, ψ(a) 6= 0, (8.48)

tai sprendinys u2 ta²ke x = a turi ypatum¡.

/ Kadangi funkcijos u1 ir u2 yra (8.47) lygties sprendiniai, tai rei²kinys

u1Au2 − u2Au1 = 0.

Ta£iau
u1Au2 − u2Au1 =

(
p(u2u

′
1 − u1u

′
2)
)′
.

Tod
el
p(u2u

′
1 − u1u

′
2) = C. (8.49)

�ia konstanta C 6= 0, nes sprendiniai u1 ir u2 yra tiesi²kai nepriklausomi. Pagal
lemos s¡lyg¡ ψ(a) 6= 0. Tod
el egzistuoja ta²ko x = a aplinka, kurioje funkcija
ψ nelygi nuliui. Tarkime, ψ(x) 6= 0, ∀x∈ [a, x1]. Tada (8.49) lygyb¦ galima
perra²yti taip: (u2(x)

u1(x)

)′
= − C

p(x)u2
1(x) , x∈ (a, x1].

I² jos i²plaukia, kad

u2(x) = u1(x)
( x∫
x1

−C dy
ϕ(y)ψ2(y)(y − a)2σ+1 + C1

)
, x∈ (a, x1]. (8.50)
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Pritaik¦ viduriniu� reik²miu� teorem¡, (8.50) lygyb¦ perra²ysime taip:

u2(x) = u1(x)
( −C
ϕ(x̂)ψ2(x̂)

x∫
x1

dy

(y − a)2σ+1 + C1

)
, x̂∈ [x, x1].

Kadangi u1(x) = (x− a)σψ(x), tai

u2(x) = w1(x) ln(x− a) + w2(x),

kai σ = 0, ir
u2(x) = w1(x) (x− a)−σ + w2(x),

kai σ > 0. �ia w1 ir w2 � apr
eºtos ta²ko x = a aplinkoje funkcijos. Taigi bet
kuriuo atveju sprendinys u2 ta²ke x = a turi ypatum¡. .

I ² v a d a . Sprendiniu� u1 ir u2 sandauga ta²ke x = a daugiausiai gali tur
eti
tik logaritmin¦ ypatum¡.

8.4 lema. Tarkime, patenkintos 8.3 lemos s¡lygos ir

q(x) = q0(x)
(x− a)s , q0(a) 6= 0, q0 ∈ C(a, b), 0≤ s < σ + 1.

Tada
lim
x→a

p(x)u′1(x) = 0.

Be to, jeigu rei²kinys q u1 yra apr
eºtas ta²ko x = a aplinkoje, tai ²ioje aplinkoje
i²vestin
e u′1(x) taip pat yra apr
eºta.

�io teiginio i�rodym¡ galima rasti [1] knygoje.
Tegu u1 ir u2 � du tiesi²kai nepriklausomi lygties Au = 0 sprendiniai. Be to,

tegu sprendinys u1 yra apr
eºtas ir tenkina (8.48) s¡lyg¡. Tada sprendinys u2
ta²ke x = a yra neapr
eºtas. Sprendiniu� u1, u2 tiesinis darinys u = C1 u1 +C2 u2
yra bendrasis (8.47) lygties sprendinys. Ta²ko x = a aplinkoje jis yra apr
eºtas
tik tuo atveju, kai C2 = 0. Kadangi lieka tik viena laisva konstanta, tai negalima
reikalauti, kad apr
eºtas sprendinys ta²ke x = a tenkintu� dvi laisvai pasirinktas
pradines s¡lygas. Kartu negalima reikalauti, kad apr
eºtas sprendinys ta²ke x =
a tenkintu� laisvai pasirinkt¡ kra²tin¦ s¡lyg¡. Tod
el nat	uralu pati� sprendinio
apr
eºtum¡ pateikti kaip kra²tin¦ s¡lyg¡. Uºra²yti ²i¡ s¡lyg¡ galima i�vairiai.
Praktiniuose uºdaviniuose daºniausiai j¡ uºra²o taip:

|u(a)| <∞.

P a s t a b a . Jeigu abu ta²kai a ir b yra singuliar	us (pavyzdºiui, kai p(a) = 0
ir p(b) = 0), tai sprendinio apr
eºtumo s¡lygas ta²kuose a ir b galima uºra²yti
taip:

|u(a)| <∞, |u(b)| <∞.

Tarkime, ta²kas a yra singuliarusis, ta²kas b � reguliarusis, o ρ � teigiama
tolydi funkcija (singuliariajame ta²ke ji gali b	uti lygi nuliui). Tada singuliarųjį
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�turmo�Liuvilio uºdavini� galima suformuluoti taip: rasti tas parametro λ reikšmes,
kurioms egzistuoja netrivialus lygties

Au = λ ρu, x∈ (a, b) (8.51)

sprendinys, tenkinantis kraštines sąlygas

|u(a)| <∞, u(b) + β u′(b) = 0. (8.52)

Operatoriu� A nagrin
esime erdv
eje L2,ρ(a, b). Jo apibr
eºimo sriti� D(A) api-
br
e²ime kaip aib¦ funkciju� u erdv
eje L2,ρ(a, b) tokiu�, kad:

1. ∀ε > 0 funkcija u ir jos i²vestin
e u′ yra absoliu£iai tolydºios segmente
[a+ ε, b].

2. Funkcija u tenkina (8.52) kra²tines s¡lygas.

3. Rei²kinys 1
ρ Au∈ L2,ρ(a, b) ir egzistuoja riba

lim
x→a

p(x)u′(x) = 0.

Srityje D(A) operatorius A yra savijungis, t.y.

(Au, v) = (u,Av), ∀u, v ∈D(A). (8.53)

Norint i�rodyti ²i¡ lygyb¦, reikia du kartus pritaikyti integravimo dalimis formul¦
ir pasteb
eti, kad

p u′v
∣∣∣b
a
− p u v′

∣∣∣b
a

= 0.

I² (8.53) formul
es i²plaukia, kad tikrin
es funkcijos, atitinkan£ios skirtingas
tikrines reik²mes, yra ortogonalios erdv
eje L2,ρ(a, b).

P a s t a b a . Nagrin
ejant (8.51) lygti�, i²lieka teisingi visi rezultatai, kurie
i�rodyti 8.3 ir 8.4 lemose. Norint tuo i�sitikinti, reikia (8.51) lygtyje koe�cient¡
q − λ ρ prie funkcijos u pakeisti koe�cientu q.

Tegu u1, u2 � du tiesi²kai nepriklausomi (8.47) lygties sprendiniai ir yra
patenkintos 8.3 ir 8.4 lemu� s¡lygos. Tada (8.51), (8.52) uºdavinys yra ekviva-
lentus integralinei lyg£iai

u(x) = λ

b∫
a

G(x, y) ρ(y)u(y) dy, (8.54)

kurioje G(x, y) yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A ir (8.52) kra²tines
s¡lygas. Jeigu λ = 0 n
era tikrin
e operatoriaus A reik²m
e, tai Gryno funkcija
konstruojama lygiai taip pat kaip ir reguliariuoju atveju. Remdamiesi 8.3 lemos
i²vada, galime tvirtinti, kad funkcija G ta²ke (a, a) gali tur
eti tik logaritmin¦
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ypatum¡. Kituose kvadrato [a, b] × [a, b] ta²kuose ji yra tolydi. Be to, Gryno
funkcija G yra simetrin
e; jos i²vestin
e Gx i�striºain
eje x = y turi tr	uki�

p(x)Gx(x, y)
∣∣∣y=x+0

y=x−0
= 1;

kai x 6= y,Gryno funkcija kintamojo x atºvilgiu tenkina lygti� AG = 0 ir kra²tines
s¡lygas:

|G(a, y)| <∞, G(b, y) + β Gx(b, y) = 0.

Tuo atveju, kai λ = 0 yra tikrin
e operatoriaus A reik²m
e, Gryno funkcijos,
kuri tenkintu� auk²£iau nurodytas s¡lygas, sukonstruoti negalima. Ta£iau galima
sukonstruoti apibendrint¡ Gryno funkcij¡ (smulkiau ºr. [17]). Ji skiriasi tik tuo,
kad vietoj (8.47) lygties tenkina lygti�

AG = ρ(x)u0(x)u0(y),

kurioje u0 yra tikrin
e funkcija, atitinkanti tikrin¦ reik²m¦ λ = 0. Be to, funkcij¡
G galima parinkti taip, kad

b∫
a

G(x, y)u0(y) ρ(y) dy = 0.

�iuo atveju (8.51), (8.52) uºdavinys taip pat yra ekvivalentus (8.54) integralinei
lyg£iai (i²skyrus tikrin¦ funkcij¡ u0).

Taigi abiem atvejais (8.51), (8.52) uºdavinys susiveda i� (8.54) integralin¦
lygti�, kuri¡ standartiniu b	udu galima suvesti i� simetrinio branduolio integralin¦
lygti�. Pavyzdºiui, jeigu (8.54) lygtyje vietoje ie²komos funkcijos u pasirinksime
funkcij¡ v = u

√
ρ, tai gausime lygti�

v = λKv, (8.55)

kurioje operatoriaus K branduolys K(x, y) = G(x, y)
√
ρ(x) ρ(y) yra simetrin
e

funkcija. Ta²ke (a, a) funkcija K gali tur
eti logaritmin¦ ypatum¡, o kituose
ta²kuose ji yra tolydi. Tod
el operatorius K yra Fredholmo operatorius ir na-
grin
ejant (8.55) lygti� galima remtis bendr¡ja Fredholmo lyg£iu� teorija. Tiksliau,
galima tvirtinti, kad:

1. Operatoriaus K charakteristiniu� reik²miu� aib
e yra skai£ioji ir sudaro ar-
t
ejan£iu� i� +∞ skai£iu� sek¡:

λ1 < λ2 < . . . < λk < . . . .

Kai q≥ 0 ir β≥ 0, tai λk ≥ 0, ∀k = 1, 2, . . . .

2. Operatoriaus K tikriniu� funkciju� sistema
{
vk
}∞
k=1 yra pilna ortogonali

erdv
eje L2(a, b) funkciju� sistema. Tarkime, ji yra ortonormuota.
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Gri�ºkime prie (8.51), (8.52) uºdavinio. Tiesiogiai galima patikrinti, kad{
λk
}∞
k=1 yra ²io uºdavinio tikriniu� reik²miu� sistema, o

{
uk
}∞
k=1, vk = uk

√
ρ

yra j¡ atitinkanti tikriniu� funkciju� sistema. Be to, kiekviena tikrin
e funkcija
uk ∈ C2(a, b]. Sistema

{
uk
}∞
k=1 yra pilna ir ortonormuota erdv
eje L2,ρ(a, b) .

Jeigu u∈ L2,ρ(a, b), tai j¡ galima skleisti Furj
e eilute

u(x) =
∞∑
k=1

Ck uk(x), Ck =
b∫
a

u(x)uk(x) ρ(x) dx, (8.56)

konverguojan£ia erdv
eje L2,ρ(a, b) .
Nagrin
ejamuoju atveju taip pat galima i�rodyti Furj
e eilu£iu� reguliaru�ji� kon-

vergavim¡ segmente [a+ε, b]. I�rodymas yra toks pat. Pavyzdºiui, jeigu q(x)≥ 0
ir β≥ 0, tai energetin¦ erdv¦ galima apibr
eºti kaip absoliu£iai tolydºiu� segmente
[a + ε, b], ∀ε > 0 funkciju� aib¦, kurios ta²ke x = b tenkina s¡lyg¡ u(b) = 0 ir
kurioms integralas

|||u ||| 2 =
b∫
a

(
p u′

2 + q u2
)
dx <∞.

Jeigu funkcija u∈HA, tai (8.56) eilut
e konverguoja reguliariai segmente [a +
ε, b], ∀ε > 0. Be to, jeigu integralas

b∫
a

[
p(y)G2

y(x, y) + q(y)G2(x, y)
]
dy,

kaip kintamojo x funkcija, yra apr
eºtas segmente [a, b], tai (8.56) eilut
e konver-
guoja reguliariai segmente [a, b].

P a s t a b a . Tarkime, funkcija u∈HA. Tada galima i�rodyti, kad:

1. Funkcija u yra apr
eºta ta²ko x = a aplinkoje, jeigu ²ioje aplinkoje yra
apr
eºta funkcija q.

2. Jeigu q(x)→∞, kai x→ a, tai u(a) = 0.
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Furj
e, arba kintamu�ju� atskyrimo, metodas

Kintamu�ju� atskyrimo metod¡ galima taikyti gana pla£iai tiesiniu� lyg£iu� klasei.
Lygtis Mu + Nu = 0 priklauso ²iai klasei, jeigu diferencialiniu� operatoriu� M
ir N koe�cientai yra skirtingu� kintamu�ju� funkcijos ir ie²komosios funkcijos u
i²vestin
es i�eina i� rei²kinius Mu ir Nu tik pagal skirtingus kintamuosius. Tarkime,
v ir w yra funkcijos, priklausan£ios nuo ²iu� skirtingu� kintamu�ju� ir u = v w.
Tada lygti� Mv w + Nv w = 0 galima suskaidyti i� dvi� lygtis. �iu� lyg£iu� atskiru�ju�
sprendiniu� sandauga yra atskirasis lygties Mu + Nu = 0 sprendinys. Bendr¡ji�
sprendini� gausime pa
em¦ tokiu� sprendiniu� tiesini� darini�.

9.1. FURJ 
E METODO SCHEMA DVIMA�IU� HIPERBOLIN 
ES
IR PARABOLIN 
ES LYG�IU� ATVEJAIS

Tegu A yra reguliarusis �turmo�Liuvilio operatorius. Rasime formalu�ji� hiper-
bolin
es lygties

utt + Au = 0, x∈ (a, b), t > 0, (9.1)

sprendini�, tenkinanti� pradines

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), ut

∣∣
t=0 = ψ(x), x∈ [a, b] (9.2)

ir kra²tines
u+ αux

∣∣
x=a = 0, u+ β ux

∣∣
x=b = 0, t≥ 0 (9.3)

s¡lygas.
Tegu u = v(x)T (t). I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ i� (9.1) lygti� ir atskyr¦

kintamuosius, gausime

−T
′′(t)
T (t) = A v(x)

v(x) .

Kair
eje ²ios lygyb
es pus
eje yra kintamojo t, o de²in
eje � kintamojo x funkci-
ja. �ios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Paºym
ekime
bendr¡j¡ ju� reik²m¦ raide λ. Tada funkcija u = v T yra (9.1) lygties sprendinys,
jeigu funkcija T yra lygties

T ′′ + λT = 0, (9.4)

o funkcija v � lygties
A v = λ v (9.5)

sprendinys. Be to, funkcija u = v T tenkins (9.3) kra²tines s¡lygas, jeigu ²ias
s¡lygas tenkins funkcija v. Taigi funkcijai v gavome �turmo�Liuvilio uºdavini�:



146 9. KINTAMU�JU� ATSKYRIMO METODAS

rasti tas parametro λ reikšmes, kurioms egzistuoja netrivialus (9.5) lygties sprendinys,
tenkinantis kraštines sąlygas

v + α vx
∣∣
x=a = 0, v + β vx

∣∣
x=b = 0. (9.6)

Tegu
{
λk
}∞
k=1 yra (9.5), (9.6) uºdavinio tikrin
es reik²m
es ir

{
vk
}∞
k=1 � jas

atitinkan£ios tikrin
es funkcijos, ortonormuotos erdv
eje L2(a, b). Kiekvienam λ =
λk rasime bendr¡ji� (9.4) lygties sprendini�. Neigiamiems λk, Tk = C1ke

−
√
|λk| t+

C2ke
√
|λk| t. Teigiamiems λk, Tk = C1k cos

√
λk t+C2k sin

√
λk t. Tuo atveju, kai

λk = 0, Tk = C1k + t C2k.
Kiekviena i² funkciju� vkTk, k = 1, 2, . . . , tenkina (9.1) lygti� ir (9.3) kra²tines

s¡lygas. Tod
el funkcija

u(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t)vk(x)

taip pat tenkina (9.1) lygti� ir (9.3) kra²tines s¡lygas. Pareikalav¦, kad funkcija
u tenkintu� (9.2) pradines s¡lygas, gausime

u(x, t) =
m∑
k=1

(
akch

√
|λk| t+ bk√

|λk|
sh
√
|λk| t

)
vk(x)+

+
∞∑

k=m+1

(
ak cos

√
λk t+ bk√

λk
sin
√
λk t

)
vk(x); (9.7)

£ia: m � neteigiamu� tikriniu� reik²miu� skai£ius, ak = (ϕ, vk), bk = (ψ, vk) �
funkciju� ϕ ir ψ Furj
e koe�cientai. Jeigu tikrin
e reik²m
e λm = 0, tai (9.7)
formul
eje vietoje funkciju� ch

√
|λm| t ir 1√

|λm|
sh
√
|λm| t reikia imti atitinkamai

1 ir t.
�inant (9.5), (9.6) uºdavinio tikrines reik²mes ir tikrines funkcijas, lengvai

galima rasti ir nehomogenin
es lygties

utt + Au = f(x, t), x∈ (a, b), t > 0, (9.8)

sprendini�, tenkinanti� pradines

u
∣∣
t=0 = 0, ut

∣∣
t=0 = 0, x∈ [a, b] (9.9)

ir (9.3) kra²tines s¡lygas. Jo ie²kosime tokiu pavidalu:

u(x, t) =
∞∑
k=1

Fk(t) vk(x).

I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ u i� (9.8) lygti�, gausime

∞∑
k=1

(
F ′′k (t) + λkFk(t)

)
vk(x) = f(x, t).
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Kadangi funkcijos vk yra tiesi²kai nepriklausomos, tai funkcija Fk, ∀k = 1, 2, . . . ,
turi tenkinti paprast¡j¡ diferencialin¦ lygti�

F ′′k (t) + λkFk(t) = fk(t); (9.10)

£ia fk = (f, vk) yra funkcijos f Furj
e koe�cientai kintamojo x atºvilgiu. Be to,
i² (9.9) i²plaukia, kad funkcija Fk turi tenkinti pradines s¡lygas

Fk(0) = 0, F ′k (0) = 0. (9.11)

Nehomogenin
es (9.10) lygties sprendinys, tenkinantis (9.11) pradines s¡ly-
gas,

Fk(t) =


1√
λk

t∫
0

sin
√
λk (t− τ) fk(τ) dτ, kai k > m,

1√
|λk|

t∫
0

sh
√
|λk| (t− τ) fk(τ) dτ, kai k≤m.

Tod
el formalu� (9.8), (9.9), (9.3) uºdavinio sprendini� galima i²reik²ti eilute

u(x, t) =
m∑
k=1

vk(x) 1√
|λk|

t∫
0

sh
√
|λk| (t− τ) fk(τ) dτ+

+
∞∑
k=1

vk(x) 1√
λk

t∫
0

sin
√
λk (t− τ) fk(τ) dτ. (9.12)

Bendruoju atveju nehomogenin
es (9.8) lygties sprendinio, tenkinan£io (9.2)
pradines ir nehomogenines kra²tines s¡lygas

u+ αux
∣∣
x=a = ν(t), u+ β ux

∣∣
x=b = µ(t), t≥ 0, (9.13)

galima ie²koti tokiu pavidalu:

u = w + ω.

�iuo atveju funkcij¡ ω reikia parinkti taip, kad ji tenkintu� (9.13) kra²tines s¡ly-
gas. Tada funkcijai w gausime kra²tini� uºdavini�

wtt + Aw = f − ωtt −Aω, x∈ (a, b), t > 0,

w
∣∣
t=0 = ϕ− ω

∣∣
t=0, wt

∣∣
t=0 = ψ − ωt

∣∣
t=0, x∈ [a, b],

w + αwx
∣∣
x=a = 0, w + β wx

∣∣
x=b = 0, t≥ 0,

su homogenin
em kra²tin
em s¡lygom. Savo ruoºtu ²i� uºdavini� galima i²skaidy-
ti i� du uºdavinius taip, kad vieno uºdavinio pradin
e ir kra²tin
e s¡lygos b	utu�
homogenin
es, o kito lygtis ir kra²tin
e s¡lyga b	utu� homogenin
es.

I²nagrin
esime parabolin
es lygties atveji�. I² pradºiu� rasime formalu� lygties

ut + Au = 0, x∈ (a, b), t > 0, (9.14)
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sprendini�, tenkinanti� pradin¦

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), x∈ [a, b], (9.15)

ir (9.3) kra²tines s¡lygas. �iuo atveju vietoje (9.4) lygties gausime diferencialin¦
lygti�

T ′ + λT = 0, (9.16)

o (9.5) lygtis ir (9.6) kra²tin
es s¡lygos i²liks tos pa£ios.
Kai λ = λk, bendrasis (9.16) lygties sprendinys

Tk(t) = Ck e
−λkt.

Tod
el funkcija uk = vk Tk, ∀k = 1, 2, . . . , tenkina (9.14) lygti� ir (9.3) kra²tines
s¡lygas. Ta£iau tada funkcija

u(x, t) =
∞∑
k=1

vk(x)Tk(t) =
∞∑
k=1

Cke
−λktvk(x)

taip pat tenkins (9.14) lygti� ir (9.3) kra²tines s¡lygas. Pareikalav¦, kad funkcija
u tenkintu� (9.15) pradin¦ s¡lyg¡, gausime formul¦

u(x, t) =
∞∑
k=1

ak e
−λkt vk(x), (9.17)

kurioje ak = (ϕ, vk) yra funkcijos ϕ Furj
e koe�cientai.
Nehomogenin
es lygties

ut + Au = f(x, t), x∈ (a, b), t > 0, (9.18)

sprendini�, tenkinanti� pradin¦

u
∣∣
t=0 = 0, x∈ [a, b], (9.19)

ir (9.3) kra²tines s¡lygas, galima i²reik²ti eilute

u(x, t) =
∞∑
k=1

vk(x)Fk(t), (9.20)

kurioje

Fk(t) =
t∫

0

e−λk(t−τ) fk(τ) dτ

yra Ko²i u²davinio
F ′k + λk Fk = fk(t), Fk(0) = 0,

sprendinys. �ia fk = (f, vk) yra funkcijos f Furj
e koe�cientai.
Bendruoju atveju (9.18) lygties sprendini�, tenkinanti� (9.15) pradin¦ ir (9.13)

kra²tines s¡lygas, galima rasti lygiai taip pat kaip ir hiperbolin
es lygties atveju.
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Pirmame skyrelyje gauti mi²riu� kra²tiniu� uºdaviniu� formal	us sprendiniai
hiperbolin
es ir parabolin
es lyg£iu� atvejais. �iame skyrelyje i�rodysime, kad for-
mal	us sprendiniai turi reikiam¡ tolydºiu� i²vestiniu� skai£iu�, tenkina atitinkam¡
lygti� bei pradines ir kra²tines s¡lygas, jeigu tik lyg£iu� ir pradiniu� s¡lygu� de²in
es
pus
es funkcijos yra pakankamai glodºios. I�rodydami tai remsim
es 8.5 teorema
apie Furj
e eilu£iu� diferencijavim¡ panariui.

Atsiºvelg¦ i� 8.4 skyrelio pabaigoje esan£i¡ pastab¡, atsisakysime neesminiu�
prielaidu�. Tiksliau, nagrin
esime bendr¡ji� atveji�, kai funkcija q yra tik tolydi, o
α ir β � bet kokie real	us skai£iai, nei²skiriant ir simboliu� ±∞.

9.1 teorema. Tegu funkcijos ϕ, ψ ∈D(A), tenkina (9.6) kra²tines s¡lygas
ir Aϕ∈HA. Tada funkcija u, apibr
eºta (9.7) formule, tenkina (9.1) lygti�, (9.2)
pradines ir (9.3) kra²tines s¡lygas. Be to, (9.7) eilut¦ galima dukart diferencijuoti
panariui pagal kintamuosius x ir t ir gautos eilut
es konverguos tolygiai, kai
x∈ [a, b], t≥ 0.

/ Kadangi neigiamu� tikriniu� reik²miu� λk yra baigtinis skai£ius, tai (9.7)
eilut
e (arba i² jos nariu� i²vestiniu� sudaryta eilut
e) konverguos tolygiai tada ir
tik tada, kai tolygiai konverguos eilut
e (arba i² jos nariu� i²vestiniu� sudaryta
eilut
e)

∞∑
k=m+1

(
ak cos

√
λk t+ bk√

λk
sin
√
λk t

)
vk(x).

�i eilut
e ir eilut
es, gautos dukart formaliai diferencijuojant j¡ pagal kintamuosius
x ir t, konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilut
es:

∞∑
k=m+1

(
λk |vk(x)|+ |v ′k(x)|+ |v ′′k (x)|

)
|ak|,

∞∑
k=m+1

(√
λk |vk(x)|+ 1√

λk
|v ′k(x)|+ 1√

λk
|v ′′k (x)|

)
|bk|.

Priminsime, kad funkcija vk tenkina lygti�

−p v ′′k − p ′v ′k + qvk = λkvk.

Tod
el paskutin
es dvi eilut
es konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilu-
t
es:

∞∑
k=m+1

(
|vk(x)|+ |v ′k(x)|+ |v ′′k (x)|

)
|ak|, (9.21)

∞∑
k=m+1

(√
λk |vk(x)|+ 1√

λk
|v ′k(x)|

)
|bk|. (9.22)
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Pagal teoremos s¡lyg¡ funkcijos ϕ ir ψ ∈D(A), tenkina (9.6) kra²tines s¡lygas
ir Aϕ∈HA. Tod
el (9.21) ir eilut
e

∞∑
k=m+1

|v ′k(x)||bk|

konverguoja tolygiai (ºr. teorem¡ apie Furj
e eilu£iu� diferencijavim¡ panariui).
Ta£iau tada eilut
e

∞∑
k=m+1

1√
λk
|v ′k(x)||bk|

taip pat konverguoja tolygiai. Beliko i�rodyti, kad tolygiai konverguoja eilut
e

∞∑
k=m+1

√
λk |vk(x)||bk|. (9.23)

Pagal teoremos s¡lyg¡ Aψ ∈ L2(a, b) ir funkcija ψ tenkina (9.6) kra²tines
s¡lygas. Tod
el

‖Aψ‖2 =
∞∑
k=1

λ2
kb

2
k <∞. (9.24)

Be to, egzistuoja konstanta M1 (ºr. 8.2 lem¡) tokia, kad

∞∑
k=1

λ−1
k v2

k(x)≤M1, x∈ [a, b].

Pasinaudoj¦ Ko²i�Buniakovskio nelygybe, i�vertinsime baigtin¦ sum¡

m+n∑
k=m

√
λk |vk(x)||bk| ≤

√√√√m+n∑
k=m

λ−1
k v2

k(x)

√√√√m+n∑
k=m

λ2
kb

2
k ≤M

1
2

1

√√√√m+n∑
k=m

λ2
kb

2
k.

Kadangi (9.24) eilut
e konverguoja, tai

m+n∑
k=m

λ2
kb

2
k → 0,

kai m,n→∞. Tod
el (9.23) eilut
e konverguoja tolygiai.
Taigi i�rod
eme, kad (9.7) eilut
e konverguoja tolygiai, kai x∈ [a, b], t≥ 0; j¡

galima dukart diferencijuoti panariui pagal kintamuosius x ir t; gautos eilut
es
konverguoja tolygiai i� atitinkam¡ funkcijos u i²vestin¦. Taigi funkcija u tenkina
(9.1) lygti�, (9.2) pradines s¡lygas

lim
t→0

u(x, t) = u(x, 0) =
∞∑
k=1

akvk(x) = ϕ(x),
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lim
t→0

ut(x, t) = ut(x, 0) =
∞∑
k=1

bkvk(x) = ψ(x)

ir (9.3) kra²tines s¡lygas. .
Nehomogenin
es lygties atveju formalusis (9.8), (9.9), (9.3) uºdavinio spren-

dinys u apibr
eºiamas (9.12) formule. Tarkime, funkcija f , kaip dvieju� kintamu�ju�
funkcija, yra tolydi. Be to, tegu kiekvienam �ksuotam t > 0 ji, kaip kintamojo x
funkcija, priklauso aibei D(A) ir tenkina (9.3) kra²tines s¡lygas. Tada funkcija
u, apibr
eºta (9.12) formule, yra dukart diferencijuojama pagal kintamuosius x
ir t, tenkina (9.8) lygti�, (9.9) pradines ir (9.3) kra²tines s¡lygas. �io teiginio
nei�rodin
esime. Nurodysime tik, kad ji� galima i�rodyti taikant Diuamelio metod¡
(ºr. 8.1 skyreli�).

I�rodysime analogi²k¡ teorem¡ parabolin
es lygties atveju.

9.2 teorema. Tegu funkcija ϕ∈HA. Tada funkcija u, apibr
eºta (9.17) for-
mule, yra tolydi juostoje [a, b]× [0,∞); turi tolydºias antros eil
es i²vestines pa-
gal kintam¡ji� x ir bet kurios eil
es i²vestines pagal kintam¡ji� t, kai (x, t)∈ [a, b]×
(0,∞); tenkina (9.14) lygti�, (9.15) pradin¦ ir (9.16) kra²tines s¡lygas.

/ Pagal teoremos s¡lyg¡ ϕ∈HA. Tod
el eilut
e

∞∑
k=1
|ak| |vk(x)|

segmente [a, b] konverguoja tolygiai (ºr. 8.5 teorem¡). �ia ak yra funkcijos ϕ
Furj
e koe�cientai. Priminsime, kad neigiamu� tikriniu� reik²miu� λk gali b	uti tik
baigtinis skai£ius ir λk → +∞, kai k →∞. Ta£iau tada ∀t≥ 0 eilut
e

u(x, t) =
∞∑
k=1

ake
−λktvk(x)

segmente [a, b] konverguoja tolygiai. Tod
el funkcija u∈ C([a, b]× [0,∞)) ir

lim
t→+0

u(x, t) = u(x, 0) =
∞∑
k=1

akvk(x) = ϕ(x).

Tegu l yra sveikas teigiamas skai£ius. Laisvai pasirenkame teigiamus skai£ius
τ ir T , τ < T . Pakankamai dideliems k

e−λktλlk ≤ e−λkτλlk, ∀t∈ [τ, T ],

ir rei²kinys de²in
eje ²ios nelygyb
es pus
eje yra apr
eºtas. Tod
el eilut
e

∞∑
k=1
|ak(−λk)le−λktvk(x)|

sta£iakampyje [a, b]× [τ, T ] konverguoja tolygiai, o funkcijos u i²vestin
e ∂lu
∂tl
∈

C([a, b]× [τ, T ]) . Artindami τ → 0, o T →∞, gausime ∂lu
∂tl
∈ C([a, b]× (0,∞)) .
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Tegu G yra Gryno funkcija, atitinkanti operatoriu� A ir (9.6) kra²tines s¡ly-
gas. Tada tikrin
e funkcija vk yra integralin
es lygties

vk(x) = λk

b∫
a

G(x, y) vk(y) dy

sprendinys, o jos i²vestin
e

v′k(x) = λk

b∫
a

Gx(x, y) vk(y) dy.

Padaugin¦ paskutin¦ lygti� i² ake−λkt, uºra²ysime j¡ taip:

ake
−λktv′k(x) =

b∫
a

Gx(x, y)λkake−λktvk(y) dy.

Laisvai pasirenkame teigiamus skai£ius τ ir T , τ < T . Gryno funkcijos i²vestin
e
Gx(x, y) turi tr	uki� tik ta²kuose x = y. Be to, jis yra baigtinis. Tod
el sta£i-
akampyje [a, b]× [τ, T ] eilut
e

∞∑
k=1

b∫
a

Gx(x, y)λkake−λktvk(y) dy

konverguoja tolygiai. Kartu sta£iakampyje [a, b] × [τ, T ] tolygiai konverguoja
eilut
e

∞∑
k=1

ake
−λktv′k(x).

Taigi funkcijos u i²vestin
e ux ∈ C([a, b]× [τ, T ]). Artindami τ → +0, o T →∞,
gausime ux ∈ C([a, b]× (0,∞)).

Priminsime, kad tikrin
e funkcija vk tenkina lygti� −p v′′k − p′v′k + qvk = λkvk.
Tod
el eilut
e

∞∑
k=1

ake
−λktv′′k (x)

konverguos tolygiai, jeigu tolygiai konverguos eilut
es:
∞∑
k=1

ake
−λktvk(x),

∞∑
k=1

akλke
−λktvk(x),

∞∑
k=1

ake
−λktv′k(x).

�iu� eilu£iu� tolygus konvergavimas jau i�rodytas. Tod
el uxx ∈ C([a, b]× (0,∞)) .
Beliko i�rodyti, kad funkcija u tenkina (9.14) lygti�, (9.15) pradin¦ ir (9.3)

kra²tines s¡lygas. Ta£iau tai yra akivaizdu, nes eilut¦

u(x, t) =
∞∑
k=1

ake
−λktvk(x)

galima diferencijuoti panariui.
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9.3. VIENATIES TEOREMA

I�rodysime, kad mi²rusis uºdavinys hiperbolinei ir parabolinei lygtims negali
tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�. Hiperbolin
es lygties atveju nagrin
esime mi²-
ru�ji� kra²tini� uºdavini�:

utt + Au = f(x, t), x∈ (a, b), t > 0, (9.25)

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), ut

∣∣
t=0 = ψ(x), x∈ [a, b], (9.26)

u+ αux
∣∣
x=a = ν(t), u+ β ux

∣∣
x=b = µ(t), t≥ 0. (9.27)

9.3 teorema. Tegu A yra reguliarusis �turmo�Liuvilio operatorius. Tada
mi²rusis (9.25), (9.26), (9.27) uºdavinys negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�.

/ Kadangi nagrin
ejamasis uºdavinys yra tiesinis, tai pakanka i�rodyti, kad
homogenin
e lygtis

utt + Au = 0, x∈ (a, b), t > 0, (9.28)

negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�, tenkinan£iu� homogenines pradines

u
∣∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0 = 0, x∈ [a, b], (9.29)

ir homogenines kra²tines

u+ αux
∣∣
x=a = 0, u+ β ux

∣∣
x=b = 0, t≥ 0, (9.30)

s¡lygas. Taigi reikia i�rodyti, kad (9.28), (9.29), (9.30) uºdavinys turi tik trivialu�
sprendini�.

Tarkime, funkcija u yra (9.28), (9.29), (9.30) uºdavinio sprendinys. Tada

t∫
0

b∫
a

ut
(
utt + Au

)
dxdt = 0.

Pritaik¦ integravimo dalimis formul¦, perra²ysime ²i¡ tapatyb¦ taip:

t∫
0

b∫
a

1
2
∂

∂t

(
u2
t + p u2

x + qu2) dxdt− t∫
0

p utux

∣∣∣x=b

x=a
dt = 0. (9.31)

Kadangi funkcija u tenkina (9.29) pradines s¡lygas, tai (9.31) tapatyb¦ galime
perra²yti taip:

1
2

b∫
a

(
u2
t + p u2

x + qu2) dx− t∫
0

p utux

∣∣∣x=b

x=a
dt = 0. (9.32)
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Tarkime, (9.30) kra²tin
ese s¡lygose koe�cientai α ir β nelyg	us nuliui. Tada
(9.32) tapatyb¦ galima perra²yti taip:

b∫
a

(
u2
t + p u2

x + qu2) dx+ p
u2

β

∣∣∣
x=b
− p u

2

α

∣∣∣
x=a

= 0.

I�vertinsime funkcijos u2 reik²mes ta²kuose a ir b. Imkime (8.3) nelygyb
eje

ε = 1
2p0. Tada

b∫
a

(
u2
t + 1

2p u
2
x

)
dx≤C

b∫
a

u2 dx; (9.33)

£ia: konstanta C priklauso tik nuo α, β, p0 = min
x∈ [a,b]

p(x) ir max
x∈ [a,b]

q(x).

Toki� pati� i�verti� (tik su kita konstanta) galima gauti ir tuo atveju, kai α =
β = 0 arba tik vienas i² skai£iu� α, β lygus nuliui.

Pagal Niutono�Leibnico formul¦

u(x, t) =
t∫

0

uτ (x, τ) dτ.

Pasinaudoj¦ Helderio nelygybe, i�vertinsime funkcijos u moduli�

|u(x, t)| ≤
( t∫

0

12 dτ
)1/2( t∫

0

u2
τ (x, τ) dτ

)1/2
.

I² ²ito i�ver£io i²plaukia nelygyb
e

b∫
a

u2(x, t) dx≤ t
t∫

0

b∫
a

u2
τ (x, τ) dxdτ. (9.34)

Sugretin¦ (9.34) su (9.33), gausime

b∫
a

(
u2
t + 1

2p u
2
x

)
dx≤C t

t∫
0

b∫
a

u2
τ (x, τ) dxdτ. (9.35)

I�rodysime, kad integralas

I(t) =
t∫

0

b∫
a

u2
τ (x, τ) dxdτ

yra lygus nuliui. Akivaizdu, kad I(t)≥ 0 ir

I ′(t) =
b∫
a

u2
t (x, t) dx.
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Atmet¦ (9.35) nelygyb
eje nari�
1
2pu

2
x, gausime nelygyb¦, kuri¡ uºra²ysime taip:

I ′(t)≤C t I(t).

I² pastarosios nelygyb
es i²plaukia, kad

I(t)≤ I(0) exp
{
Ct2/2

}
.

Pagal apibr
eºim¡ integralas I(0) = 0. Tod
el I(t) = 0, ∀t≥ 0 ir (9.35) nely-
gyb¦ galime uºra²yti taip:

b∫
a

(
u2
t + 1

2p u
2
x

)
dx≤ 0.

Kadangi koe�cientas p(x)≥ p0 > 0, galime tvirtinti, kad ut = ux = 0. Taigi
funkcija u yra konstanta. Ta²ke t = 0 ²i konstanta lygi nuliui (ºr. (9.29)
s¡lyg¡). Tod
el u(x, t) ≡ 0 ∀x∈ [a, b], t≥ 0. Vadinasi, mi²rusis (9.28), (9.29),
(9.30) uºdavinys turi tik trivialu� sprendini�. .

Parabolin
es lygties atveju nagrin
esime mi²ru�ji� kra²tini� uºdavini�:

ut + Au = f(x, t), x∈ (a, b), t > 0, (9.36)

u
∣∣
t=0 = ϕ(x), x∈ [a, b], (9.37)

u+ αux
∣∣
x=a = ν(t), u+ β ux

∣∣
x=b = µ(t), t≥ 0. (9.38)

9.4 teorema. Tegu A yra reguliarusis �turmo�Liuvilio operatorius. Tada
mi²rusis (9.36), (9.37), (9.38) uºdavinys negali tur
eti dvieju� skirtingu� sprendiniu�.

/ Kadangi nagrin
ejamas uºdavinys yra tiesinis, tai pakanka i�rodyti, kad
mi²rus uºdavinys

ut + Au = 0, x∈ (a, b), t > 0, (9.39)

u
∣∣
t=0 = 0, x∈ [a, b], (9.40)

u+ αux
∣∣
x=a = 0, u+ β ux

∣∣
x=b = 0, t≥ 0, (9.41)

turi tik trivialu� sprendini�.
Tegu funkcija u yra (9.39), (9.40), (9.41) uºdavinio sprendinys. Tada funkcija

v = e−λtu (skai£iu� λ parinksime v
eliau) tenkina homogenin¦ lygti�

vt + Av + λv = 0, (9.42)
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(9.40) pradin¦ ir (9.41) kra²tines s¡lygas. Kadangi funkcija v yra (9.42) lygties
sprendinys, tai

t∫
0

b∫
a

v
(
vt + Av + λv

)
dxdt = 0.

Pasinaudoj¦ integravimo dalimis formule ir (9.40) pradine s¡lyga, perra²ysime
²i¡ tapatyb¦ taip:

1
2

b∫
a

v2 dx+
t∫

0

[ b∫
a

p v2
x + (q + λ)v2 dx− p vvx

∣∣∣x=b

x=a

]
dt = 0. (9.43)

Parinksime skai£iu� λ taip, kad rei²kinys lauºtiniuose skliaustuose b	utu� nenei-
giamas (ºr. 8 sk. 8.1 teoremos i�rodym¡). Tada (9.43) tapatyb
e yra galima tik
tuo atveju, kai v(x, t) ≡ 0. Prisimin¦ funkcijos v apibr
eºim¡, galime tvirtinti,
kad ir funkcija u(x, t) ≡ 0. Taigi (9.39), (9.40), (9.41) uºdavinys turi tik trivialu�
sprendini�. .
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9.4. KAI KURIE MATEMATIN 
ES FIZIKOS U�DAVINIU�
PAVYZD�IAI

1 u º d a v i n y s (radialinis duju� svyravimas sferoje). Nagrin
esime maºus duju�
daleliu� svyravimus sferoje. Sferos pavir²iu� laikysime kietu ir neskvarbiu. Tre£i-
ame skyriuje i�rod
eme, kad duju� daleliu� grei£io potencialas u turi tenkinti lygti�

utt − a2∆u = 0, (9.44)

pradines s¡lygas

u
∣∣
t=0 = ϕ(r), ut

∣∣
t=0 = ψ(r) (9.45)

ir kra²tin¦ s¡lyg¡
∂u

∂r

∣∣∣
r=R

= 0 (9.46)

£ia: r � svyruojan£ios duju� dalel
es atstumas iki sferos centro, R � sferos spin-
dulys.

Sprendºiant ²i� uºdavini�, patogu vartoti sferines koordinates:

x = r sin θ cosα, y = r sin θ sinα, z = r cos θ.

Tiesiogiai galima i�rodyti, kad sferin
ese koordinat
ese Laplaso operatorius

∆u = 1
r2

∂

∂r
(r2ur) + 1

r2 sin θ
∂

∂θ
(uθ sin θ) + 1

r2 sin2 θ
uαα.

Kadangi pradin
ese s¡lygose funkcijos ϕ ir ψ priklauso tik nuo kintamojo r,
tai nat	uralu (9.44), (9.45), (9.46) uºdavinio sprendinio ie²koti kaip funkcijos
u = u(r, t). �iuo atveju funkcijos u i²vestin
es pagal kintamuosius θ ir α yra
lygios nuliui. Tod
el bangavimo lygti� galime perra²yti taip:

utt − a2
(
urr + 2

r
ur

)
= 0. (9.47)

Atskirojo (9.47) lygties sprendinio ie²kosime pavidalu u = T (t)v(r). I�stat¦
taip apibr
eºt¡ funkcij¡ i� ²i¡ lygti�, gausime

T ′′(t)
a2T (t) =

v′′(r) + 2
r
v′(r)

v(r) .

Kair
eje ²ios lygyb
es pus
eje yra kintamojo t funkcija, o de²in
e � kintamojo r
funkcija. �ios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Paºy-
m
ekime ju� bendr¡ reik²m¦ raide λ. Tada gausime dvi lygtis:

T ′′ + λa2T = 0, (9.48)

v′′ + 2
rv
′ + λv = 0 (⇔ (rv)′′ + λrv = 0). (9.49)
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Be to, funkcija v turi tenkinti kra²tin¦ s¡lyg¡

∂v

∂r

∣∣∣
r=R

= 0. (9.50)

Ie²komas sprendinys sferos viduje turi b	uti tolydus. Ta£iau tada sferos viduje jis
yra apr
eºtas. Kartu jis yra apr
eºtas ir sferos centre. Tod
el ta²ke r = 0 funkcija
v turi tenkinti kra²tin¦ s¡lyg¡

|v(0)| <∞. (9.51)

Bendrasis (9.49) lygties sprendinys

v(r) = C1
sin
√
λ r

r
+ C2

cos
√
λ r

r
.

Ta²ke r = 0 jis turi b	uti apr
eºtas. Tod
el C2 = 0. Pareikalausime, kad funkcija
v tenkintu� (9.50) kra²tin¦ s¡lyg¡. Tada gausime lygti�

√
λR cos

√
λR = sin

√
λR.

Paºym
ej¦
√
λR = µ, perra²ysime j¡ taip:

tgµ = µ. (9.52)

�i lygtis turi be galo daug neneigiamu� ²aknu�. Paºym
ekime jas µ0, µ1, µ2, . . .
Tada

λk =
(µk
R

)2
, vk = 1

r
sin µk

R
r, k = 1, 2, . . . ,

yra (9.49), (9.50), (9.51) uºdavinio tikrin
es reik²m
es ir tikrin
es funkcijos. Be to,
skai£ius λ0 = 0 yra tikrin
e reik²m
e. J¡ atitinka tikrin
e funkcija v0 = 1. Tikrin
es
funkcijos vk, k = 0, 1, 2, . . . , yra ortogonalios erdv
eje L2,r2(0, R).

Kai λ = λk, k = 1, 2, . . . , bendrasis (9.48) lygties sprendinys

Tk(t) = αk cos µkat
R

+ βk sin µkat
R

,

kai λ = λ0,
T0(t) = α0 + β0t.

Tod
el bendrasis (9.44), (9.45), (9.46) uºdavinio sprendinys

u(x, t) =
∞∑
k=0

Tk(t)vk(x) =

= α0 + β0t+ 1
r

∞∑
k=1

(
αk cos µkat

R
+ βk sin µkat

R

)
sin µkr

R
(9.53)



9.4. PAVYZD�IAI 159

tenkina (9.47) lygti� ir (9.46) kra²tin¦ s¡lyg¡. Funkcija u tenkins (9.45) pradines
s¡lygas, jeigu

α0 + 1
r

∞∑
k=1

αk sin µkr
R

= ϕ(r), (9.54)

β0 + 1
r

∞∑
k=1

µka

R
βk sin µkr

R
= ψ(r). (9.55)

Tikrin
es funkcijos vk yra ortogonalios erdv
eje L2,r2(0, R). Be to,

R∫
0

sin2 µkr

R
dr = R

2
µk

1 + µ2
k

, ∀k = 1, 2, . . . .

Tod
el koe�cientai αk, βk tenkins (9.54), (9.55) s¡lygas, jeigu

α0 = 3
R3

R∫
0

r2ϕ(r) dr, αk = 2
R

1 + µ2
k

µ2
k

R∫
0

rϕ(r) sin µkr
R

dr, k = 1, 2, . . . ,

µ0 = 3
R3

R∫
0

r2ψ(r) dr, βk = 2
R

1 + µ2
k

µ3
k

R∫
0

rψ(r) sin µkr
R

dr, k = 1, 2, . . . .

Funkcija u su taip apibr
eºtais koe�cientais αk, βk tenkina (9.44) lygti�, (9.45)
pradines ir (9.46) kra²tines s¡lygas.

P a s t a b a . Norint apibr
eºti duju� svyravim¡, primiausia reikia apibr
eºti ju�
daleliu� jud
ejimo greiti� v. Kadangi v = −gradu, tai (9.53) formul
es nari� α0 +β0t
galima atmesti.

2 u º d a v i n y s (radialinis duju� svyravimas begaliniame cilindre). Nagri-
n
esime maºus duju� daleliu� svyravimus begaliniame cilindre, kurio skersinis pj	u-
vis yra apskritimas, R � apskritimo spindulys. Apsiribosime tik tokiais svyravi-
mais, kuriu� grei£io potencialas u priklauso tik nuo laiko t ir svyruojan£ios dalel
es
atstumo iki cilindro a²ies. �iuo atveju patogu vartoti cilindrines koordinates:

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z (r =
√
x2 + y2).

Cilindrin
ese koordinat
ese Laplaso operatorius

∆u = urr + 1
r
ur + 1

r2uϕϕ + uzz.

Kadangi funkcija u nepriklauso nuo kintamu�ju� ϕ ir z, tai bangavimo lygtis i�gaus
toki� pavidal¡:

utt − a2
(
urr + 1

r
ur

)
= 0. (9.56)

Taigi funkcija u turi tenkinti (9.56) lygti�, pradines s¡lygas

u
∣∣
t=0 = ϕ(r), ut

∣∣
t=0 = ψ(r) (9.57)
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ir kra²tines s¡lygas

|u|
∣∣
r=0 <∞,

∂u

∂r

∣∣∣
r=R

= 0. (9.58)

Atskirojo (9.56) lygties sprendinio ie²kosime pavidalu u(r, t) = T (t)v(r).
Tada (9.56) i²siskaidys i� dvi lygtis:

T ′′ + λa2T = 0, (9.59)

v′′ + 1
r
v′ + λv = 0

(
⇔ −(rv′)′ = λrv

)
. (9.60)

Be (9.60) lygties, funkcija v dar turi tenkinti kra²tines s¡lygas:

|v(0)| <∞, ∂v

∂r

∣∣∣
r=R

= 0. (9.61)

Bendrasis (9.60) lygties sprendinys (ºr. 6.9 skyreli�)

v(r) = C1J0(
√
λ r) + C2N0(

√
λ r). (9.62)

Ta²ko r = 0 aplinkoje funkcija N0(
√
λ r) yra neapr
eºta. Tod
el (9.62) formul
eje

turime imti C2 = 0. Pareikalav¦, kad funkcija v tenkintu� (9.61) kra²tin¦ s¡lyg¡
ta²ke r = R, gausime lygti�

J ′0(
√
λR) = 0.

Tiesiogiai galima i�sitikinti, kad J ′0(x) = −J1(x). Tod
el pastar¡j¡ lygti� galima
perra²yti dar ir taip:

J1(
√
λR) = 0.

Tegu µ1, µ2, . . . yra lygties J1(µ) = 0 teigiamos ²aknys. Tada

λk =
(µk
R

)2
, vk(r) = J0

(µkr
R

)
yra (9.60), (9.61) uºdavinio tikrin
es reik²m
es ir tikrin
es funkcijos. Skai£ius λ0 =
0 taip pat yra tikrin
e reik²m
e. J¡ atitinka tikrin
e funkcija v0(x) ≡ 1. Tikrin
es
funkcijos vk, k = 0, 1, 2, . . . , yra ortogonalios erdv
eje L2,r(0, R).

Kai λ = λk, k = 1, 2, . . . , bendrasis (9.59) lygties sprendinys

Tk(t) = αk cos µkat
R

+ βk sin µkat
R

.

Kai λ = λ0, bendrasis (9.59) lygties sprendinys

T0(t) = α0 + β0t.

Funkcija

u(r, t) = α0 + β0t+
∞∑
k=1

(
αk cos µkat

R
+ βk sin µkat

R

)
J0
(µkr
R

)
(9.63)
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tenkina (9.56) lygti� ir (9.58) kra²tines s¡lygas. Funkcija u tenkins (9.57) pradi-
nes s¡lygas, jeigu

α0 +
∞∑
k=1

αkJ0
(µkr
R

)
= ϕ(r), β0 +

∞∑
k=1

µka

R
βkJ0

(µkr
R

)
= ψ(r).

Priminsime, kad tikrin
es funkcijos vk yra ortogonalios erdv
eje L2,r(0, R). Pasin-
audoj¦ ²i¡ tikriniu� funkciju� savybe, lengvai galime i�rodyti, kad

α0 = 2
R2

R∫
0

rϕ(r) dr, αk = 2
R2J2

0 (µk)

R∫
0

rϕ(r)J0
(µkr
R

)
dr,

β0 = 2
R2

R∫
0

rψ(r) dr, βk = 2
aRµkJ2

0 (µk)

R∫
0

rψ(r)J0
(µkr
R

)
dr.

Funkcija u su taip apibr
eºtais koe�cientais αk, βk, k = 1, 2, . . . , yra (9.56),
(9.57), (9.58) uºdavinio sprendinys.

P a s t a b a . Kadangi duju� daleliu� jud
ejimo greitis v = −gradu, tai (9.63)
formul
es nari� α0 + β0t galima atmesti.

3 u º d a v i n y s (apskritos membranos svyravimas). Nagrin
esime laisvus,
i�tvirtintus kont	uro ta²kuose, apskritos membranos svyravimus. Tarkime, pusi-
ausvyros pad
etyje membrana yra plok²tumoje Oxy ir jos kont	uras yra apskriti-
mas x2 + y2 = R2. Tada funkcija u, apra²anti membranos svyravim¡, turi
tenkinti dvimat¦ bangavimo lygti�

utt −∆u = 0, x2 + y2 < R2, t > 0, (9.64)

pradines s¡lygas
u
∣∣
t=0 = ϕ(x, y), ut

∣∣
t=0 = ψ(x, y) (9.65)

ir kra²tin¦ s¡lyg¡
u
∣∣
x2+y2=R2 = 0. (9.66)

Tegu u(x, y, t) = T (t)v(x, y). I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ u i� (9.64) lygti�
ir atskyr¦ kintam¡ji� t nuo kintamu�ju� x, y, gausime dvi lygtis:

T ′′ + λT = 0, (9.67)

∆v + λv = 0. (9.68)

Be to, funkcija v dar turi tenkinti kra²tin¦ s¡lyg¡

v
∣∣
x2+y2=R2 = 0. (9.69)

Atskirojo (9.68) lygties sprendinio ie²kosime kintamu�ju� atskyrimo metodu.
Vartosime polines koordinates:

x = r cos θ, y = r sin θ, θ∈ [0, 2π], r∈ [0, R].
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Polin
ese koordinat
ese Laplaso operatorius

∆v ≡ vxx + vyy = vrr + 1
r
vr + 1

r2 vθθ.

Tod
el (9.68) lygti� galima perra²yti taip:

vrr + 1
r
vr + 1

r2 vθθ + λv = 0. (9.70)

Tegu v(x, y) = w(r)Φ(θ). I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ v i� (9.70) lygti� ir atskyr¦
kintam¡ji� r nuo θ, gausime dvi lygtis:

r2w ′′ + rw ′ + (λr2 − µ)w = 0, (9.71)

Φ ′′ + µΦ = 0. (9.72)

Be to, funkcija Φ turi tenkinti periodi²kumo s¡lyg¡

Φ(θ) = Φ(θ + 2π). (9.73)

Prie²ingu atveju funkcija v = w(r)Φ(θ) b	utu� daugiareik²m
e.
Rasime (9.72), (9.73) uºdavinio tikrines reik²mes ir tikrines funkcijas. Tie-

siogiai galima i�rodyti, kad skai£iai µk = k2, k = 0, 1, 2, . . . , yra (9.72), (9.73)
uºdavinio tikrin
es reik²m
es. Tikrin¦ reik²m¦ µ0 atitinka normuota tikrin
e funk-
cija

Φ(θ) = 1√
2π
.

Kiekvien¡ tikrin¦ reik²m¦ µk = k2, k = 1, 2, . . . , atitinka dvi normuotos tikrin
es
funkcijos:

Φk(θ) =
√

2
π

cos kθ, Φ∗k(θ) =
√

2
π

sin kθ.

Tikriniu� funkciju� aib
e
{

Φk, Φ∗k
}
yra pilna ortonormuota erdv
eje L2(0, 2π) funk-

ciju� sistema.
Imkime (9.71) lygtyje µ = k2. Tada gausime

r2w ′′ + rw ′ + (λr2 − k2)w = 0. (9.74)

Be ²ios lygties, funcija w dar turi tenkinti kra²tines s¡lygas:

|w(0)| <∞, w(R) = 0. (9.75)

Taigi v
el gavome �turmo�Liuvilio uºdavini�. Tiesiogiai galima i�sitikinti, kad
(9.74) lygtis keitiniu ρ =

√
λ r susiveda i� Beselio lygti�. Tod
el vienintelis (daugik-

lio tikslumu) apr
eºtas (9.74) lygties sprendinys

wk(r) = Jk(
√
λ r).
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Pareikalav¦, kad ta²ke r = R jis tenkintu� (9.75) kra²tin¦ s¡lyg¡, gausime

Jk(
√
λR) = 0.

Tarkime, lygties Jk(ν) = 0 ²aknys yra ν(k)
1 , ν

(k)
2 , . . . . Tada

λ(k)
n =

(
ν(k)
n

/
R
)2

yra (9.74), (9.75) uºdavinio tikrin
es reik²m
es, o

wkn(r) = Jk
(
ν(k)
n

r

R

)/( R∫
0

rJ2
k

(
ν(k)
n

r

R

)
dr
) 1

2

yra jas atitinkan£ios tikrin
es funkcijos.
P a s t a b a . Dvima£io (9.68), (9.69) �turmo�Liuvilio uºdavinio tikrin
es

reik²m
es
λ(k)
n =

(
ν(k)
n

/
R
)2
.

Jas atitinka tikrin
es funkcijos:

Φk(θ)wkn(r), Φ∗k(θ)wkn(r), k = 0, 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . .

�iu� tikriniu� funkciju� aib
e yra pilna ortonormuota erdv
eje L2,r
(
(0, R)× (0, 2π)

)
funkciju� sistema.

Imkime (9.67) lygtyje λ = λ
(k)
n . Tada lygtis

T ′′ + λ(k)
n T = 0

turi du tiesi²kai nepriklausomus sprendinius:

Tkn(t) = cos ν
(k)
n t

R
, T ∗kn(t) = 1

ν
(k)
n

sin ν
(k)
n t

R
.

Funkcija

u =
∞∑
k=0

∞∑
n=1

((
αknΦk(θ) + α∗knΦ∗k(θ)

)
Tkn(t)+

+
(
βknΦk(θ) + β∗knΦ∗k(θ)

)
T ∗kn(t)

)
wkn(r)

tenkina (9.64) lygti� ir (9.66) kra²tin¦ s¡lyg¡. Koe�cientus αkn, α∗kn ir βkn, β∗kn
apibr
e²ime taip, kad funkcija u tenkintu� (9.65) pradines s¡lygas, t.y.

∞∑
k=0

∞∑
n=1

(
αknΦk(θ) + α∗knΦ∗k(θ)

)
wkn(r) = ϕ̃(r, θ) ≡ ϕ(x, y),

∞∑
k=0

∞∑
n=1

(
βknΦk(θ) + β∗knΦ∗k(θ)

)
wkn(r) = ψ̃(r, θ) ≡ ψ(x, y).
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Funkcija u su taip apibr
eºtais koe�cientais αkn, α∗kn ir βkn, β∗kn tenkina (9.64)
lygti�, (9.65) pradines ir (9.66) kra²tin¦ s¡lygas.

4 u º d a v i n y s (Dirichl
e uºdavinys rutulyje). Ie²kosime Laplaso lygties

∆u = 0, (x, y, z)∈BR ⊂ R3 (9.76)

sprendinio, tenkinan£io kra²tin¦ s¡lyg¡

u
∣∣
SR

= ψ(x, y, z). (9.77)

Sferin
ese koordinat
ese

x = r sin θ cosα, y = r sin θ sinα, z = r cos θ,

r∈ [0, R], θ∈ [o, π], α∈ [0, 2π], Laplaso operatorius

∆u = 1
r2

∂

∂r
(r2ur) + 1

r2 sin θ
∂

∂θ
(uθ sin θ) + 1

r2 sin2 θ
uαα.

Tod
el (9.76) lygti� galima uºra²yti taip:

∂

∂r
(r2ur) + 1

sin θ
∂

∂θ
(uθ sin θ) + 1

sin2 θ
uαα = 0. (9.78)

�ioje lygtyje atskirsime kintam¡ji� r nuo kintamu�ju� θ ir α. Tegu u = v(r)Y (θ, α).
I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ i� (9.78) lygti�, i²skaidysime j¡ i� dvi lygtis:

r2v′′ + 2rv′ = νv, (9.79)

1
sin θ

∂

∂θ
(Yθ sin θ) + 1

sin2 θ
Yαα + νY = 0. (9.80)

Fizikine prasme (9.78) lygties sprendinys turi b	uti apr
eºta vienareik²m
e funk-
cija. Tod
el funkcija Y turi tenkinti kra²tines s¡lygas:

|Y (0, α)| <∞, |Y (π, α)| <∞, (9.81)

Y (θ, α) = Y (θ, α+ 2π). (9.82)

Tegu Y = Q(θ)Φ(α). I�stat¦ taip apibr
eºt¡ funkcij¡ i� (9.80) lygti�, gausime dvi
lygtis:

1
sin θ

∂

∂θ
(Qθ sin θ) + νQ− µ

sin2 θ
Q = 0, (9.83)

Φ′′ + µΦ = 0. (9.84)

Be to, funkcija Φ turi tenkinti periodin¦ kra²tin¦ s¡lyg¡

Φ(α) = Φ(α+ 2π). (9.85)
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Lengvai galima i�rodyti, kad skai£iai µk = k2, k = 0, 1, 2, . . . , yra (9.84), (9.85)
uºdavinio tikrin
es reik²m
es. Tikrin¦ reik²m¦ µ0 = 0 atitinka tikrin
e funkcija
Φ0 = 1. Tikrines reik²mes µk, k = 1, 2, . . . , atitinka tikrin
es funkcijos:

Φk = cos kα, Φ∗k = sin kα.

Imkime (9.83) lygtyje µ = k2. Tada funkcija Q turi tenkinti lygti�

1
sin θ

∂

∂θ
(Qθ sin θ) + νQ− k2

sin2 θ
Q = 0.

ir kra²tines s¡lygas:
|Q(0)| <∞, |Q(π)| <∞.

Apibr
eº¦ nauj¡ kintam¡ji� t = cos θ, gausime jau i²nagrin
et¡ �turmo�Liuvilio
uºdavini�:

d

dt

(
(1− t2)Pt

)
− k2P

1− t2 + νP = 0,

|P (−1)| <∞, |P (1)| <∞;

£ia P (t) = P (cos θ) = Q(θ). �io uºdavinio tikrin
es reik²m
es

νn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

o tikrin
es funkcijos P (k)
n (t) yra prijungtin
es Leºandro funkcijos. Kai k = 0,

funkcijos P (0)
n (t) = Pn(t) yra Leºandro polinomai.

Gri�ºkime prie (9.80), (9.81), (9.82) uºdavinio. Skai£iai

νn = n(n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

yra ²io uºdavinio tikrin
es reik²m
es, o

Yn,0 = Pn
(
cos θ

)
, Yn,k = P (k)

n

(
cos θ

)
cos kα, Y ∗n,k = P (k)

n

(
cos θ

)
sin kα,

k = 1, 2, . . . n, yra jas atitinkan£ios tikrin
es funkcijos. Jos vadinamos elemen-
tariosiomis sferinėmis funkcijomis. Galima i�rodyti, kad elementariosios sferin
es
funkcijos yra pilna ortogonali erdv
eje L2,sin θ

(
(0, π)× (0, 2π)

)
= L2(S1) funkciju�

sistema. Vadinasi, kitu� tikriniu� funkciju� ir tikriniu� reik²miu� (9.80), (9.81), (9.82)
uºdavinys neturi.

Imkime (9.79) lygtyje ν = n(n+ 1). Lygtis

r2v′′ + 2rv′ − n(n+ 1)v = 0

turi du tiesi²kai nepriklausomus sprendinius: v1 = rn ir v2 = r−n−1. Pirmasis i²
ju� yra intervale (0, R) apr
eºtas, o antrasis ta²ko r = 0 aplinkoje turi ypatum¡.
Tod
el apr
eºtas rutulyje BR Laplaso lygties atskirasis sprendinys

un = rnYn(θ, α);
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£ia

Yn(θ, α) = αnPn(cos θ) +
n∑
k=1

(αnk cos kα+ βnk sin kα)P (k)
n (cos θ).

Bendr¡ji� Laplaso lygties sprendini� patogu uºra²yti taip:

u =
∞∑
n=0

( r
R

)n
Yn(θ, α).

Kai r = R,

u =
∞∑
n=0

Yn(θ, α).

Tod
el (9.77) kra²tin¦ s¡lyg¡ galime uºra²yti taip:

∞∑
n=0

Yn(θ, α) = ψ.

�i s¡lyga yra patenkinta, jeigu

αn = 2n+ 1
4π

∫
S1

ψ(θ, α)Pn(cos θ) dS,

αnk = 2n+ 1
2π

(n− k) !
(n+ k) !

∫
S1

ψ(θ, α)P (k)
n (cos θ) cos kα dS,

βnk = 2n+ 1
2π

(n− k) !
(n+ k) !

∫
S1

ψ(θ, α)P (k)
n (cos θ) sin kα dS;

£ia dS = sin θ dθ dα � vienetin
es sferos ploto elementas. Funkcija u su taip
apibr
eºtais koe�cientais αn ir αnk, βnk yra (9.76), (9.77) uºdavinio sprendinys.

5 u º d a v i n y s (Laplaso operatoriaus tikrin
es reik²m
es ir tikrin
es funk-
cijos rutulyje BR ⊂ R3). Nagrin
esime uºdavini�

∆u = −λu, x2 + y2 + z2 < R3, (9.86)

u
∣∣
SR

= 0. (9.87)

Rasime jo tikrines reik²mes ir tikrines funkcijas. Sferin
ese koordinat
ese

x = r sin θ cosα, y = r sin θ sinα, z = r cos θ,

r∈ [0, R], θ∈ [o, π], α∈ [0, 2π], Laplaso operatorius

∆u = 1
r2

∂

∂r
(r2ur) + 1

r2 sin θ
∂

∂θ
(uθ sin θ) + 1

r2 sin2 θ
uαα.
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Tod
el (9.86) lygti� galime perra²yti taip:

urr + 2
r
ur + 1

r2 sin θ
∂

∂θ
(uθ sin θ) + 1

r2 sin2 θ
uαα + λu = 0.

Imkime ²ioje lygtyje u = v(r)Y (θ, α). Tolesn
e sprendimo eiga yra tokia pati
kaip ir 4 uºdavinio. �ia tik funkcijai v gausime �turmo �Liuvilio uºdavini�:

r2v′′ + 2rv′ − n(n+ 1)v + λr2v = 0, (9.88)

|v(0)| <∞, v(R) = 0. (9.89)

Vietoj funkcijos v apibr
eºkime nauj¡ neºinom¡ funkcij¡ ω =
√
r v. Tada

(9.88) lygtis virs Beselio lygtimi

ω′′ + 1
r
ω′ +

(
λ−

(
n+ 1

2

)2 1
r2

)
ω = 0.

Jos sprendinys, apr
eºtas ta²ko r = 0 aplinkoje, yra pirmos r	u²ies Beselio funkcija

ω(r) = Jn+ 1
2
(
√
λ r).

Ta²ke r = R funkcija ω turi tenkinti (9.89) kra²tin¦ s¡lyg¡. Tod
el

Jn+ 1
2
(
√
λR) = 0.

Paºym
ekime
√
λR = µ. Tegu µ(n+ 1

2 )
1 , µ

(n+ 1
2 )

2 , . . . yra lygties

Jn+ 1
2
(µ) = 0

²aknys. Tada skai£iai

λin =
(µn+ 1

2
i

R

)2

yra (9.86), (9.87) uºdavinio tikrin
es reik²m
es. Kiekvien¡ tikrin¦ reik²m¦ λin
atitinka 2n+ 1 tikriniu� funkciju�:

1√
r
Jn+ 1

2

(
µ
n+ 1

2
i

r

R

)
Yn0(θ, α),

1√
r
Jn+ 1

2

(
µ
n+ 1

2
i

r

R

)
Ynk(θ, α),

1√
r
Jn+ 1

2

(
µ
n+ 1

2
i

r

R

)
Y ∗nk(θ, α),

k = 1, 2, . . . , n.
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