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I SKYRIUS

Variacinio skaiCiavimo lygtys

1.1 PAPRASCIAUSI VARIACINIO SKAICIAVIMO
UZDAVINIU PAVYZDZIAI

Vienas i§ pirmujy variacinio skai¢iavimo uzdaviniy yra 1696 m. J. Bernulio suformu-
luotas uzdavinys apie brachistochrone:

luzdavinys. PlokStumoje Ozy yra du taskai, nesantys vienoje vertikalioje
tieséje. Tegu x1,y; Ir xs,ys yra Siy tasky koordinatés. IS tasko (x1,y1) i taska (x2, yo)
kreive [ be trinties slenka materialus taskas. Pradiniu laiko momentu jo greitis v lygus
nuliui. Aibéje tokiy kreiviy reikia rasti tg, kuria slinkdamas materialus taskas pasiekty
taska (x2, y2) per trumpiausia laika. IeSkomoji kreivé | yra vadinama brachistochrone.

Tarkime, koordinaciy asSys z, y parinktos taip, kaip nurodyta 2.1 paveikslélyje,

X1 o
- —
Y
2.1 pav.
o kreive [ apibrézta lygtimi
y=y(x), x € [x1,22). (1.1)
Tada
y(1) = w1, yla2) = o (1.2)
Pagal energijos tvermés désni
mv?
5 = m9(y —yu);

¢ia: m — slenkancio tasko mase, g — laisvojo kritimo pagreitis. Kadangi

dl dx
= 2 — /1 1227
vi== Yyt

tai
V1+y?
_vityT dx

29(y — y1)

dt =
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Suintegrave Sia lygybe nuo x; iki x5, gausime

\/1+y
\/2911 Y1)

¢ia T - laikas, kurj sugaiSta materialus taskas, judédamas kreive [ i§ tasko (z1,y1) i
taSka (.’L‘Q, yg)

Kiekvienai pakankamai glodziai kreivei [, apibréZtai (1.1) lygtimi ir tenkinanciai
(1.2) salygas, (1.3) integralas i gyja konkrecia skaiting reikSme. Todél i ji galima Ziuréti
kaip i funkcionala! ir nagrinéjama uZdavinj performuluoti taip:

Tegu y = y(z),x € (a,b) yra diferencijuojama funkcija, tenkinanti (1.2) salyga.
Aibéje tokiy funkciju reikia rasti ta, kuriai (1.3) funkcionalas i gyja maZiausia reikSme.

2uzdavinys. Teguv = v(z,y, z) yra §viesos sklidimo nehomogeninéje me-
dZiagoje greitis. Rasti $viesos sklidimo trajektorija [, jungiancia tasSkus (x1,y1,21) Ir
(302, Y2, Zz)-

Tarkime, Sviesos sklidimo trajektorija yra apibréZiama lygtimis:

Z2

T=I(y) = (1.3)

y:y(fﬂ), Z:Z(f), T e [1'1;1'2}' (1.4)

Tada
y(e1) =y, ylx2) =w2, z(x1) =21, 2(x2) = 2. (1.5)

A T, dr
1 ! !
|v] = p7ie +y 4z R

tai Sviesos spindulys, iSeinantis i§ tasko (x1, y1, 21), pasieks taska
(22, Y2, 22) per laika

Kadangi

1 12 12
T=1 / TV (1.6)
lv(z,y,2)]

Pagal Ferma désni Sviesa sklinda ta trajektorija, kuria laikas 7" yra minimalus.
Kiekvienai pakankamai glodZiai trajektorijai [, apibréztai (1.4) lygtimis ir tenki-

nanciai (1.5) salygas, (1.6) integralas jgyja konkrecig skaiting reikSmeg. Todél i inte-

gralg I galime zioréti kaip i funkcionalg ir (1.3) uZdavini galime performuluoti taip:

ITegu X yra normuota erdvé su norma || - ||. Tada funkcija p(x,y) = ||z — y||, x,y € X apibréZia
atstuma tarp tasky z ir y erdvéje X. Tegu 9 yra kokia nors aibé elementy z erdvéje X. Tada atvaizdis
f: 9N — R vadinamas funkcionalu su apibrézimo sritimi 201. PavyzdZiui, integralas

1
I(y) = / y() dx,
0

nagrinéjmas funkcijy aibéje
M = {y € C[0,1] : y(0) = a,y(1) = b}

yra funkcionalas su apibréZimo sritimi 21 erdvéje C[0, 1] .



1.1. PAPRASCIAUSI VARIACINIO SKAICIAVIMO UZDAVINIU PAVYZDZIAI 5

Teguy = y(z), z = z(x), © € [x1, x2], yra diferencijuojamos funkcijos, tenki-
nancios (1.5) salygas. Tokiy funkcijuy aibéje reikia rasti tas, kurioms (1.6) funkcionalas
igyja maZiausia reik§me.

3uzdavinys. Tegul yra uZdaras kontiras erdvéje R3 08 - pavirsius, uz-
temptas ant kontiro [. Tokiy pavirsiy aibéje reikia rasti ta, kurio plotas yra maZiausias.

Tarkime, ortogonalioje koordinaciy sistemoje Ozyz pavirSius S apibréZiamas lyg-
timi v = u(z,y), z,y € Q, 9Q — kontaro [ projekcija i plok§tuma Ozxy (Zr. 2.2
pav.).

2.2 pav.
Tada pavirSiaus S plotas

|S|El(u):/\/1+u§+u§dxdy. (1.7
Q

Jeigu taskas (z,y) € 09, tai taskas (z, y, u(x, y)) € l. Tai reiskia, kad funkcija u(z, y)
taskuose (z,y) € 9 igyja Zinomg reik§me. Sig salyga galima uZraSyti taip:

U0 = (@, 9); (1.8)
¢ia ¢ — zinoma funkcija.

Kiekvienai diferencijuojamai funkcijai u, tenkinanciai (1.8) salyga, (1.7) integralas
igyja konkrecia skaiting reikSme. Vadinasi, i integralg I galime Zitréti kaip i funkcio-
nala. Tai leidzia 3 uZdavinj performuluoti taip:

Tegu u = u(x,y) yra diferencijuojama srityje €2 funkcija, tenkinanti (1.8) salyga.
Tokiy funkcijy aibéje reikia rasti ta, kuriai (1.7) funkcionalas i gyja maZiausia reik§me.

4uzdavinys. PlokS§tumoje Oxy yra du taskai, sujungti atkarpa ir kreive [, ku-
rios ilgis a. Tokiy kreiviy aibéje reikia rasti ta, kuri kartu su atkarpa apriboja didZiausio
ploto figiirg.

Tarkime, kad tie taskai yra x aSyje ir turi koordinates (z1,0), (x2,0), o kreive I
galima apibrézti lygtimi y = y(z), x € [x1, x2]. Tada

y(x1) =0, ylaz)=0. (1.9)

Figaros, apribotos kreive [ ir atkarpa [x1, z5], plotas lygus

Z2

S| = I(y) = /ydx. (1.10)

Z1
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Kreives [ ilgis
T2
|l\:G(y):/\/1+y’2dx. (1.11)
T

Kiekvienai diferencijuojamai funkcijai y = y(z), x € [z1, z2], tenkinanéiai (1.9)
salyga, (1.10) ir (1.11) integralai jgyja konkrecias skaitines reik§mes. Todél i juos
galima ziuréti kaip | funkcionalus ir 4 uZzdavinj performuluoti taip:

Tegu y = y(z), € [x1, 2], yra diferencijuojama funkcija, tenkinanti (1.9) sa-
lyga. Tokiy funkcijy aibgje reikia rasti ta, kuriai (1.10) funkcionalas igyja didZiausia
reik§me, o (1.11) funkcionalas igyja reikSme¢ a.

Visuose Siuose uzdaviniuose ieSkome funkcijos (arba keliy funkciju), kuri tenk-
ina tam tikras papildomas salygas ir suteikia funkcionalui ekstremalia, t.y. minimalia
arba maksimalia, reikSme¢. Tiesa, 4 uzZdavinyje ieSkomoji funkcija kartu su (1.9) turi
tenkinti dar ir (1.11) salyga, kuri yra visai kitokio pobudZio. Apibendrindami Siuos
uZdavinius sakysime, kad pagrindinis variacinio skai¢iavimo uZdavinys yra rasti tokia
funkcija, kuriai nagrinéjamas funkcionalas jgyja ekstremalia reik§me. Sis uzdavinys
yra analogiSkas elementariems analizés uzdaviniams, kai yra ieSkomi vienos arba keliy
kintamuyju funkcijos ekstremumo taskai. Vieno kintamojo diferencijuojamos funkcijos
f atveju salyga f’(x) = 0 yra batina lokalaus ekstremumo egzistavimo salyga. Funkci-
onalo atveju taip pat yra iSvedama butina ekstremumo egzistavimo salyga. DaZniausiai
tai yra daliniy iSvestiniy lygtis. Ja turi tenkinti ieSkomoji funkcija, jeigu tik ji egzis-
tuoja. ISvesdami biiting ekstremumo egzistavimo salyga, naudosime kelis teiginius. Jie
yra vadinami pagrindinémis variacinio skai¢iavimo lemomis.
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1.2 PAGRINDINES VARIACINIO SKAICIAVIMO LEMOS

1.1 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a, b] funkcija ir

b
/f(m)n(m) dr =0, VneCi(a,b).

Tada f(x) =0, Va € [a,b].

< Tarkime prieSingai, kad lemos salygos yra patenkintos, tatiau funkcija f(z) # 0.
Tada egzistuoja taskas xg € [a,b] : f(xg) # 0. Tegu f(xg) > 0. Kadangi funkcija f
yra tolydi, tai egzistuoja tasko ¢ aplinka (xg — €, zg + €) tokia, kad f(z) > 0, Vz €
(xo—e, xo+e). Jeigu taskas x( yra segmento [a, b] krastinis taskas, pavyzdziui, 2o = b,
tai reikia imti vienpusg $io tasko aplinka. Aibéje C3°(a,b) imkime kokia nors funkcija
7, kuri yra teigiama Vz € (xo — &, xo +¢) ir lygi nuliui, kai z € [a, b]\ [x0 — €, 20 +€].
Tada

Tte

b
0= [ f@nia)ds= [ fwn)de>o.

Gauta priestara irodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi f(x) = 0, Vz €
[a, b]. Atvejis, kai f(zo) < 0, nagrinéjamas analogiskai. >

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypiu, trilypiy ir apskritai n-lypiy integraly
atveju.

1.2 lema. Tegu () yra apréZta erdvéje R™ sritis, f € C(Q) ir

/f(x)n(x) dex =0, VYneCi(Q).
Q

Tada f(x) = 0, Vx € Q.

Pastaba. Sioslemos jrodymas yra analogiSkas 1.12 lemos jrodymui. Be to,
1.2 lema islieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje sriti €2 pakeisime glodZiu n-maciu
pavirSiumi S.

Kity triju lemy irodymas yra visiskai kitokio pobidzio.

1.3 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a, b] funkcija ir

b
/ﬂmwmm:m Vi € C1(a,b) : n(a) = n(b) = 0.

Tada funkcija f yra konstanta.
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< Pazymékime

Tada ,
/(f(fc)—C)dchO- (1.12)

Tegu

Akivaizdu, kad taip apibréZta funkcija 7 tenkina lemos salygas, o jos i§vestiné 7’ (x) =
f(x) — C. Todél

/(f(x)fC’)f(:E)dx:O. (1.13)

a

Padauging (1.12) lygybe i§ —C' ir pridéje prie (1.13), rezultata uZrasysime taip:

/(f(x) _C)2dz=0.

Taciau §i lygybé yra galima tik tuo atveju, kai f(z) = C, V& € [a,b]. >
Si teiginj galima apibendrinti.
1.4 lema. Tegu f yra tolydi intervale [a, b] funkcija ir

b

/ F(@)n™ () dz = 0,

a

v € C*a,b) :n(a) = --- =n""H(a) = 0,n(b) = --- = "~ (b) = 0.
Tada

fx)=Co+Ci(x—a)+Co(z —a)* + -+ Cp_y(z—a)" Y
¢iaCy,C1,Cs,...,Cy,_1 yra tam tikros konstantos.
Sio teiginio jrodyma galima rasti [3] knygoje.
1.5lema. Tegu f ir g yra tolydZios segmente [a, b] funkcijos ir

b
/ (g(e)n(@) + f@)r (@) de =0, VyeCab):na)=nb)=0. (114)

a

Tada f € C'(a,b) ir f'(z) = g(z), YV € [a,b].
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< Tegu

Tada

/ (f(z) — w(@))f () dz =0, Ve Cha,b).

Funkcija f — w tenkina 1.3 lemos salygas. Todél ji yra konstanta, t.y.

T

o) = /g(t) dt + C.

a

Akivaizdu, kad taip apibréZta funkcija yra tolydi ir turi tolydZia i§vesting f/ = g. >
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1.3 BUTINA EKSTREMUMO EGZISTAVIMO SALYGA.
OILERIO LYGTIS.

Tegu Q C R?, F € C(Q x R); [ — glodi kreivé, gulinti srityje € ir jungianti du taskus.
Tarkime, kreive [ galima apibrézti lygtimi y = y(z), = € [a,b] ir y(a) = «, y(b) = .
Tada Vz € [a,b] taskas (z,y(x)) € Q. Aibe diferencijuojamy funkcijy, tenkinanciy
Sias salygas, paZzymékime raide 1.

Apibrézkime funkcionala

b
I(y) :/F(Ly,y’)dm, y € M. (1.15)

a

Tada pagrindinis variacinio skai¢iavimo uZdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija
y € N tokia, kad funkcionalas I jgyty ekstremalia, t.y. minimalig arba maksimalia,
reikime. Cia yra kalbama apie absoliutyjj ekstremuma, t.y. ie§koma funkcija turi bti
tokia, kad

I(y) <I(7), Vgem

arba
I(y) > I(y), VyeMm

Norint apibrézti lokalaus ekstremumo savoka, reikia apibrézti funkcijos (kreivés) ap-
linkos sgvoka.

Tegu € > 0 yra fiksuotas skaiius ir y € 9. Funkcijos y nulinés eilés (arba
stiprigja) € aplinka vadinsime aibg

Mo ={yem: Jax, [y(z) — y(x)| < e}

Funkcijos y pirmosios eilés (arba silpnaja) € aplinka vadinsime aibg

My ={y € M: max [5(z) —y(x)| + max 9 (z) — ¢/ (2)| < e}
ApibréZzimas. Sakysime, kad funkcija y € 90 suteikia funkcionalui [
stipryji (silpnaji) lokaly ekstremuma, jeigu kokioje nors stipriojoje € aplinkoje 9%
(silpnojoje ¢ aplinkoje 91;)

I(y) <I(y), YyeM (YyeM)

arba
Ily) > I(y), VyeMy (Vye).

Jeigu kokia nors funkcija y suteikia funkcionalui I absoliutyji ekstremuma, tai ji
suteikia ir stipruji lokaly ekstremuma, tuo labiau ir silpnaji lokaly ekstremuma. Todél,
jeigu kokia nors salyga yra biitina tam, kad funkcija y suteikty funkcionalui I silpnaji
lokaly ekstremuma, tai $i salyga yra bitina ir tam, kad funkcija y suteikty funkcionalui
1 stipruji lokaly ekstremuma, tuo labiau ir absoliutyji ekstremuma. Taigi iSvedant bii-
ting ekstremumo salyga, reikia iSnagrinéti silpnojo lokalaus ekstremumo atveji.
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Pastaba. Integralas I turi prasme ir tuo atveju, kai funkcija y néra tolydZiai
diferencijuojama intervale [a, b]. Tiksliau integralas I turi prasme, kai funkcija y tolydi
intervale [a, b] ir turi tolydZia daling i$vesting visame intervale, i§skyrus, baigtinj tasky
skaiCiy, kuriuose turi pirmos riiSies triikki (tokios funkcijos vadinamos dalimis glo-
dZiomis funkcijomis). Todél aibés 9N apibréZime vietoje tolydZziai diferencijuojamy
intervale [a, b] funkcijy, galime imti dalimis glodZias funkcijas.

Toliau vietoje nattiralios tolydumo salygos reikalausime, kad funkcija F' turéty
tolydzias dalines iSvestines iki antrosios eilés imtinai pagal visus savo argumentus.
Atkreipsime démesi i tai, kad, irodant kai kuriuos teiginius, pakanka reikalauti tik
pirmyjy iSvestiniy tolydumo.

Tarkime, funkcija y € 91 suteikia (1.15) funkcionalui silpnaji lokaly ekstremuma,
o funkcija n € C}(a,b). Funkcija y + en priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y
aplinkai, jeigu skaiciaus ¢ modulis yra pakankamai mazas. Todél tokioms e reikSméms
yra teisinga viena i$ nelygybiy

Iy) < I(y +en) arba I(y) > I(y +en).
Tegu ®(g) = I(y + en). Pagal apibréZzima

b
#/(0) = tig LD =IO [T oy o) + o9/ @)

e—0 e
a

Taskas ¢ = 0 yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todel ®(0) = 0. Sia
salyga galima perrasyti taip:

b
/[Fy(ac,y,y’)n(x) + Fy/(x,y,y’)n’(m)} de =0, VnecCha,b). (1.16)

a

Taigi funkcija y turi tenkinti (1.16) integraling tapatybg.

Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcija y € 91 tenkina (1.16) integra-
ling tapatybe, tai nebiitinai ji suteikia funkcionalui silpnaji lokaly ekstremuma. Siuo
atveju sakysime, kad funkcionalas I igyja stacionarigja reikSme, o funkcija y yra sta-
cionarusis funkcionalo I taskas.

Panaudoje integravimo dalimis formulg, perrasysime (1.16) integraling tapatybe
taip:

b P
JEvns) = [ B0y @) it @)z =0, e chiab).

a

Pagal 1.3 lema funkcija y turi tenkinti lygti

T

Fy(a,y,y) / Fy(t,y(t),y/ () dt = C. (117)

a
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Si lygtis vadinama Oilerio lygtimi (integraline forma).

Irodyta teigini galima suformuluoti taip: jeigu funkcijay € 90 suteikia funkciona-
[ui I silpnajj lokaly ekstremuma, tai egzistuoja konstanta C tokia, kad funkcija y yra
(1.17) integralinés lygties sprendinys.

Pastaba. ISvesdami (1.17) lygti, nesinaudojome tuo, kad funkcija F’ turi toly-
dZig iSvesting F,. Galima irodyti (Zr. [3]), kad funkcija y tenkina taip pat integraling
lygti

F<xay7y/) - yle’(xay7yl) - /Fm(tay(t)ay/<t)) dt = 07 YIS [a’?b]' (118)

Grijzkime dabar prie (1.16) integralinés tapatybés. Pagal 1.5 lema koeficientas prie
7’ turi tolydZia kintamojo x atZvilgiu iSvestine. Todél (1.16) integraline tapatybe gal-
ima perrasyti taip:

Fy’ (xa ya ?/)77

r=aqa

b
= /[Fy(ay,y’) - %(Fy/ (%‘ayvy'))}n(l‘) dz =0,

vn € Ci(a,b) . Kadangi n(a) = n(b) = 0, tai
d
/{Fy(ac,y,y’) - a(Fy/ (m,y,y’))}n(m) dr =0, VneCia,b).

Sioje integralingje tapatybéje reidkinys, esantis lauZtiniuose skliaustuose, tenkina 1.1
lemos salygas. Todél funkcija y yra diferencialinés lygties

d
Fy(w,y,y') = —(Fy (@,9,4)) =0 (1.19)

sprendinys. Si lygtis vadinama Oilerio lygtimi (diferencialine forma). Padauging Oile-
rio lygti i§ /', ja kartais patogu perraSyti taip:

% (F(:L’, Y, y/) - y/Fy’ (Z, Y, y/)) - Fa:(xv Y, y/) =0 (1.20)
Suformuluosime jrodyta teigini. Jeigu funkcija y € 9N suteikia funkcionalui 1
silpngji lokaly ekstremuma, tai ji turi tenkinti (1.19) ir (1.20) Iygtj.
Pastaba. Funkcija F,/(z,y,y’) turi pilngja tolydZia kintamojo z atZvilgiu
iSvesting. Taciau jos negalima skleisti pagal Zinoma sudétinés funkcijos diferencijav-
imo formulg, t.y. negalima panauduoti formulés

d

a(Fy’) = Fhy + Fyy’yl + Fy’y’y”a

nes funkcija y turi tik pirmosios eilés tolydZia iSvesting y'.
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Irodysime, kad i§vestiné y” egzistuoja ir yra tolydi, jeigu Fys,s # 0. Sis teiginys
kartais yra vadinamas Hilberto teorema. Funkcijos I antros eilés iSvestinés Iy, Fy,,
)y yra tolydzios. Todél

Fy(z + az,y(x + ax),y' (@ + az)) — Fy (,y(2),y'(2))
AT
Ay !

Ay
:le F/i F//i,
[y ] + Byl + Fyy ]

Cia rei¥kiniai lauZtiniuose skliaustuose yra atitinkamy i$vestiniy reik§més tarpiniuose
taskuose. Be to, kai ax — 0, reiSkinys kairéje Sios lygybeés puséje turi riba %(Fy/ ), 0
reiskiniai [Fy,/], [Fyy], 2—%, ir [F/,/] arteja atitinkamai prie Fi,r, Fyy, 3/, it Fyyryyr.
Todél, jeigu F,r # 0, tai reiskinys 3% turi riba ir

im Aiy/ =y = %(Fy’) — Foy — Fyy’y/.

Az—0 AT Eyry

Taigi, jeigu F,/, # 0, i8vestiné y” yra tolydi ir (1.19) Oilerio lygti galima perrasyti
taip:
EJ/y/y” + EJy'y/ + F’cy’ - Fy = 0 (121)

Si lygtis yra diferencialiné antros eilés lygtis, o jos bendrasis integralas turi dvi laisva-
sias konstantas. Jas galima surasti i$ Siy salygu:

y(a) =, y(b) =p. (1.22)

Pastaba. Jeigu Iy, = O tik kai kuriuose taSkuose, tai Siuose taskuose iSvesti-
né y' arba neegzistuoja, arba turi truki.

Antros eilés lygtims, i§ kuriy galima iSreiksti i$vesting 3", yra teisinga tokia teo-
rema.

1.1 teorema. (BernsSteino) Lygtis

y' =2(z,y,y)
turi vienintelj sprendinj, tenkinantj (1.22) salygas, jeigu funkcija ® ir jos iSvestinés
®,, &, yra tolydZios ir egzistuoja konstanta k bei apréZtos neneigiamos funkcijos
v(z,y), u(x,y) tokios, kad
2
[@(z, y, )| < vi@,y)y” +u@y), Py(@,y.9) >k

Sios teoremos jrodyma galima rasti [3] knygoje.
PavyzdzZziai:

1. Pateiksime pavyzdij funkcionalo, kurio ekstremalé suteikia jam silpna lokaly ek-
stremuma, taciau nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumo. Tegu

1
I(y) = /3/3 da.
0
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IS pradZiy tarkime, kad
M= {y € C'[0,1] : y(0) =0, y(1) = 1}.

Oilerio lygties

d 2
—(3y"") =0
7 3v")

bendrasis sprendinys y = Cyz + Cs. Taigi nagrinéjamo funkcionalo ekstremalés
yra tiesés. Pareikalave, kad jos priklausyty aibei 9%, gausime vienintelg leisting
ekstremalg

y = .
Kiekvienai funkcijai n € C3(0, 1) yra teisinga nelygybé

1

Ily+mn) — /n (3+n")dz >0,
0
jeigu tik
17" lcfan < 3.

Todél rasta ekstremalé y = x suteikia funkcionalui I silpng lokaly ekstremuma.
Parodysime, kad ji nesuteikia stipraus lokalaus ekstremumo.

Tegu 9 yra aibé dalimis glodZiy funkcijy, tenkinanciy krastines salygas y(0) =
0, y(1) = 1. Kiekvienam n > 2, apibrézkime funkcija

—/nz, x €[0,1/n];
Ne(x) =3 —1/y/n, x €[1/n,1/2];
—1//n+ 2z —1)/y/n, xell/2,1]

Akivaizdu, kad ji yra tolydi intervale 0, 1 ir turi tolydZia iSvesting visame inter-
vale, i§skyrus taskus 1/n ir 1/2. Be to, kraStiniuose taskuose 1(0) = 0, (1) = 0
ir jos norma

Inllcoa = 1/vn — 0,

kai n — oo. Todél funkcija y + 7, priklauso bet kokiai stipriai funkcijos y
aplinkai, jeigu tik n yra pakankamai didelis skaicius. Taciau

1
y+n7l / 1+nn
0

1/n 1
=1+ /(3n7n3/2)d:n+/(12/n+8/n\/ﬁ)dz:f\/ﬁ+o(l)%foo,
0 1/2

kai n — oo. Taigi funkcija y = z nesuteikia funkcionalui [ stipry lokaly mini-
muma.
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2. Tegu
M= {y e C'-1,1]:y(-1) = 0,y(1) = 2¢?sh 5}.

Reikia rasti funkcija y € 9, kuri funkcionalui
1
I(y) = /67”(3/2 +6y%) do
-1

suteikty ekstremalig reikSme.

Sio funkcionalo ekstremales rasime i§ Oilerio lygties
d
)
Suprasting ja gausime lygti
/

y' +y —6y =0,

kurios sprendiniai
Y= Cle—?)w + 02621:

yra nagriné¢jamo funkcionalo ekstremalés. Tarp $iy ekstremaliy randame ta, kuri
tenkina nurodytas salygas. Po elementariy skai¢iavimy gauname

Y= _e—3x 4 62:c+5

Irodysime, kad rasta ekstremalé suteikia funkcionalui I absoliuty minimuma.
Laisvai pasirenkame funkcijan € C}(—1,1). Tada

Iy+n)—1I(y) = /{el[(y’ +1')2 +6(y +n)%] — e[y + 6y} da =

-1

1
/ e (200 + 12yn +1/* + 6% dz =
Z1

1 1
/e 0% + 60 da + 2% yn|*=" +/[12emy7 %(26%/) ndz.
21 1
Kadangi n(—1) = n(1) = 0 ir ekstremalé y tenkina Oilerio lygti, tai skirtumas
1
Iy+n) — /e n +677 |dx > 0.
as

Pagal apibrézima tai ir reiskia, kad ekstremalé y suteikia funkcionalui I absoli-
uty minimuma.
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Siame pavyzdyje Oilerio lygties ekstremales radome gana lengvai. Bendru atveju
Oilerio lygtis integruojama gana retai. ISskirsime kelis papras¢iausius Oilerio lygties
integravimo atvejus.

1. Tarkime, funkcija F' = F'(z,y), t.y. funkcija F tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojo 3. Tada Oilerio lygtis

néra diferencialiné lygtis. Jos sprendinys y = y(x) arba x = z(y), bendru
atveju, néra leistina ekstremalé (ji netenkina papildomy salygu). Todél dazniau-
siai toks variacinis uzdavinys sprendiniy neturi.

2. Tarkime, funkcija F = M (z,y) + N(x,y)y’, M, N € C'([a,b] x R'). Tada
Oilerio lygtis

taip pat néra diferencialiné lygtis ir bendru atveju variacinis uzdavinys sprendinio
neturi. Jeigu
My(‘ra y) - Nw(xa y) = Oa

tai reiskinys M (x,y) dz + N(x,y) dy yra pilnas diferencialas ir integralas

b b
I(y) = /(M(%y) + N(xz,y)y') do = /(M(xyy) dz + N(z,y) dy)

a a

nepriklauso nuo integravimo kelio. Tai reiSkia, kad su kiekviena leistina funkcija
y integralas I(y) yra pastovus ir variacinis uzdavinys neturi prasmes.

3. Tarkime, funkcija F' = F(z,y’), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo y.
Tada Oilerio lygtis
d
%Fy’ (‘T7 y/) =0
turi pirmajj integrala Fy/(x,y’) = C. Gauta lygtis yra pirmos eilés diferencialiné
lygtis. ISsprendg ja rasime ekstremales.

4. Tarkime, funkcija F' = F(y,y’), t.y. F tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo x.
Tada Oilerio lygtis

d

I F N /F , !/ — 0

—(F(y,9) —y'Fy(y,1)

turi pirmaji integrala F(y,vy') — v'Fy (y,y’) = C. Gauta lygtis taip pat yra
pirmos eilés diferencialiné lygtis. ISsprendg ja rasime ekstremales.

Pavyzdy s (uzdavinys apie brachistochrone). Plokstumoje Ozy yra du taskai,
nesantys vienoje vertikalioje tieséje. Tegu x1,y ir xs, y2 yra $iy tasky koordinatés.
I8 tasko (z1, 1) i taska (z2, y2) kreive [ be trinties slenka materialus taskas. Pradiniu
laiko momentu jo greitis v lygus nuliui. Aibéje tokiy kreiviy reikia rasti ta, kuria
slinkdamas materialus taSkas pasiekty taska (z2,y2) per trumpiausia laika.
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Tarkime, taskas (x1,y;) yra koordinaCiy pradZios taskas (0,0). Tada (Zr. 1.1
skyrelj) laikas T, kurj sugaiSta materialus taSkas, judédamas kreive [ i§ tasko (0, 0)

i taska (w2, y2) lygus

/W

Siame integrale pointegraliné funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo . Todél ji
atitinkanti Oilerio lygtis turi pirmaji integrala

1 /2 /2
[1+y? oy _c
4 Vv +y?)

Suprasting $i reiskini gausime pirmos eilés paprastaja diferencialing lygti

y(1+y'%) =Ch.

Tegu y' = ctgt. Tada

C
y=Csin’t = 71(1 — cos 2t).

Kadangi
do — di{ = 2Cysintcostdt = C1(1 — cos 2t) dt,
y ctgt
tai
T = G (Qt —sin2t) + Cs.

Tarkime, kai ¢ = O taskas x(O),y(O) = (0,0). Tada konstanta Co = 0 ir gauname
ieSkomos ekstremalés parametrines lygtys:

_ G

5 — (2t —sin2t), y= %(1 — cos 2t).

Sios lygtys apibréZia vienparametring cikloidZiy $eima. Konstanta C; randama i§ sa-
lygos y(x2) = yo. Taigi brachistochroné yra cikloidé.

Parodysime, kad butina lokalaus ekstremumo egzistavimo salyga néra pakankama.
Tarkime funkcija y, tenkinanti salygas y(0) = 1, y(w) = 2 yra stacionari funkcionalo

T

I(y) = / 4y (z) — 2592 (2)] de

0

reik§me. Tada ji tenkina Oilerio lygti

4y" + 25y = 0.
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Sios lygties bendrasis sprendinys
5 5
Y= C’lcos?x +CQSin?x.

Pareikalave, kad taip apibrézta funkcija y tenkinty nurodytas salygas, gausime

5z 49 5z
= COS — Sin —.
y 2 2

Kiekvienai funkcijai n € C§(0, ) skirtumas

Ity +mn)—1(y) = /[477’2 — 25n%] da.

Imkime cia 1
n(z) = - sinmz, mn,m € N.
Tada
Iy +n) — I(y) = 7m(4m? — 25)/2n>.

Kartu galime tvirtinti, kad I(y + n) < I(y), kaim < 5/2ir I(y +n) > I(y), kai
m > 5/2. Taigi stacionarus funkcionalo taskas nebitinai yra ekstremumo taskas.
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1.4 KELIU FUNKCIJU ATVEJIS

Tegu y = (y1,--.,Yn) yra tolydZiai diferencijuojama vektoriné funkcija, tenkinanti
salygas

yla)=ca, yb)=p a=(a1,...,an), B=(B1,---,0n) (1.23)

Tokiy funkciju aibéje nagrinésime funkcionalg

b
I(y) = / Fla,y,y) dr. (1.24)

Pagrindinis variacinio skai¢iavimo uZdavinys, taip pat stipriojo ir silpnojo lokalaus
ekstremumo savokos Siam funkcionalui formuluojamos taip kaip ir vienos funkcijos
atveju.

Tarkime, funkcija y, tenkinanti auk$¢iau nurodytas salygas, suteikia (1.24) funk-
cionalui silpna lokaly ekstremuma. Tada kiekvienai fiksuotai vektorinei funkcijai n =
M1y--smn)s mi € Ci(ayb), i = 1,2,...,n, ir vektoriui ¢ = (e1,...,6n), & —
neneigiami realus skaiciai, yra teisinga viena i$ nelygybiy

I(y) < I(y+en), I(y)>1I(y+en), en=(e1m,--,nMn),

n

1/2
jeigu tik skaicius |e| = (Z 52) yra pakankamai mazas. Tegu

3

i=
O(e) =1(y +en).
Pagal apibrézima
b
o, (0) = /[Fyk (2, 9,y ) () + Fyr (2, 9,y ) (x) | do, VE=1,2,...,n.

a

TaSkas ¢ = 0 yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todel @, (0) = 0, Vk =
1,2,...,n. Taigi Vk = 1,2, ..., n funkcija yy turi tenkinti integraling tapatybe

b
[ [Pt + By o i) dz =0,

a

Toliau, kaip ir vienos funkcijos atveju, galima jrodyti, kad Vk = 1,2, ..., n funkcija
Y tenkina Oilerio lygti integraline forma:

Fy (z,9,9) —/Fyk(ty(t),y’(t))dtzck (1.25)

ir Oilerio lygti diferencialine forma:

d
F, (z,y,y") — a(Fy; (:v,y,y’)) =0. (1.26)
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P astab a. Jeigu funkcija y suteikia (1.24) funkcionalui silpna lokaly ekstremu-
mag ir determinantas

det|FULU{ (J?, ya y/)| 7é Oa

tai galima irodyti (zr. [3]), kad Vk = 1,2, ..., n funkcija y;, turi antros eilés tolydZias
iSvestines. Siuo atveju (1.26) Oilerio lygtys yra antros eilés lygtys ir ju bendrieji in-
tegralai turi 2n laisvyju konstanty. IeSkomoji vektoriné funkcija y turi tenkinti (1.23)
salygas. | jas jeina lygiai 2n skaliariniy salygy. Taigi laisvyju konstanty yra lygiai
tiek pat, kiek ir salygy joms rasti.

Pavyzdys. Rasti funkcionalo

w/2

2 2
I(y) = /(yi +yy + 21y + 2zy1) dz, Yy = (y1,92)
0

ekstremales, tenkinancias kraStines salygas

y1(0) = =1, 92(0) =1, w1(7/2) =0, y2(7/2) = —7/2.

I8 Oilerio lygciu
yi —ya ==, Yy —y1 =0,

eliminave ieSkoma funkcija y;, gausime lygti
yg —Y2 =1
Jos bendrasis sprendinys
yo = C1e” + Coe™® + C3cosx + Cysinx — x;
¢ia C1, Cy, U5, Cy — laisvosios konstantos. I§ antrosios Oilerio lygties randame
y1 =194 = Cre” + Coe™® — C3cosx — Cysinx.
Pareikalave, kad funkcijos y;, yo tenkinty krastines salygas, gausime
Ci=0,=04,=0, Cs3=1.
Taigi leistina ekstremalé yra kreivé, apibréZiama dviem skaliariném funkcijom:

Y1 = —COST, Yo =COST — T.
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1.5 AUKSTESNES EILES ISVESTINIU ATVEJIS

Nagrinésime funkcionalg

b
I(y) =/F(x,y,y’,---,y("))da:. (1.27)

Tarkime, funkcija y yra n karty tolydZiai diferencijuojama ir tenkina salygas
yla)=a, y'(a) = o1,...,y" "V (a) = an_1, (1.28)

y(0) =B, y'(b) = B1,- ..,y V(b) = Bu_1, (1.29)

o funkcija F' turi pirmos eiles tolydZias dalines i§vestines pagal visus argumentus.

Absoliutaus ekstremumo uzdavinys (1.27) funkcionalui formuluojamas taip kaip
ir (1.15) funkcionalui. Lokalaus ekstremumo uzdavini galima apibrézti ivairiai. Tai
priklauso nuo to, kaip apibréSime kreivés aplinkos sagvoka. Nagrinéjamu atveju kreivés
aplinkos savoka nattraliai galima apibréZti nuo nulinés iki n-osios eilés. Nulinés eilés
aplinka yra vadinama stipriaja, o n-osios eilés aplinka — silpnaja.

Tegu funkcija y, tenkinanti i§vardytas salygas, suteikia (1.27) funkcionalui lokaly
ekstremuma (nesvarbu kokj), o funkcija n € Cfj(a, b). Tada realaus kintamojo funkcija
®(e) = I(y + en) taske ¢ = 0 turi lokaly ekstremuma ir

b
0) = [ [Fop (o) + By oy (@) + -

o @,y ™ ()] d = 0.
Kelis kartus pritaike integravimo dalimis formule, perraSysime §ig tapatybe taip:

b

/{Fy(n) — /Fy(n—l) dx +//Fy<n72) dxdr — - --
a a a

a

+ (—1)"/---/Fy d:c---dx} ™ (2) dz = 0. (1.30)

Kadangi reiskinys figtiriniuose skliaustuose tenkina 1.4 lemos salygas, tai funcija y turi
tenkinti integraling Oilerio lygti:

Fy(m — /Fqu) dz + //Fy(nfz) dxdxr — - -- (1.31)

—|—(—1)”/-~-/Fydaj--~d$:C’o—i-C'l(x—a)+~-~+C’n_1(x—a)"_1.
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Diferencijuodami ja n karty, gausime diferencialing Oilerio lygti:

%(. . %{% [%Fy(m — Fyoon |+ Fynn b= (132)
+(-1)"E, ) + (<) F, = 0.

Jeigu funkcija F turi tolydZias dalines i§vestines pagal visus savo argumentus iki (n +
1)-os eilés imtinai, o funkcija y — tolydZias i§vestines iki 2n-os eilés imtinai, tai (1.32)
lygti galima perraSyti taip:

d d'IL
F Foideidt (=1 ——
+- 4+ (-1) T

y‘%y F,

Lo = 0. (1.33)

P avyzdys. Rasti funkcionalo

1
I(y) = / " 4y — 2ay) do
0

ekstremales, tenkinancias kraStines salygas

y(0) =y(1)=0; '(0)=2,9'(1) = —4.

Oilerio lygties
y @y =12z

bendrasis sprendinys
y=C1+ Cox + C3e™ " + Cye® — 2:173;
¢ia C1, Cy, C3, Cy — laisvosios konstantos. I$ krastiniy salygu randame
Ci=03=0,=0, Cy=2.
Taigi leistina ekstremalé yra kreive, apibréZiama lygtimi

y = 2x(1 —2?).
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1.6 DAUGIALYPIO INTEGRALO ATVEIJIS

Nagrinésime funkcionalg

I(u) = /F(m,u,um) dx. (1.34)

Q

Cia: Q € R™ — apréZta sritis; S = 0 — dalimis glodus pavir$ius; F — funkcija, turinti
tolydzias dalines i$vestines iki antros eilés imtinai pagal visus savo argumentus; u —
tolydziai diferencijuojama srityje €2 funkcija, tenkinanti salyga

ulg=¢(z), eS8, ¢eC(S). (1.35)

Tokiy funkcijy u aibéje reikia rasti ta, kuri (1.34) funkcionalui suteikia absoliuty ek-
stremuma. Lokalaus (silpnojo ir stipriojo) ekstremumo savokos (1.34) funkcionalui
apibréziamos visiskai taip pat kaip ir vienmaciu atveju. Reikia tik apibrézti funkcijos
u silpnaja ir stipriaja aplinkas.

Tarkime, aibéje funkciju, tenkinanciy nurodytas salygas, egzistuoja tokios, kuri-
oms (1.34) funkcionalas igyja baigting reikSme¢. Daugiamaciu atveju, skirtingai nuo
vienmacio, gali nebiiti né¢ vienos diferencijuojamos funkcijos, tenkinancios (1.35) sa-
lyga, kuriai (1.34) funkcionalas igyty baigting reikSme¢. Smulkiau apie tai zr. [3]
knygoje.

Tegu funkcija u, tenkinanti (1.35) salyga, suteikia (1.34) funkcionalui silpna lokaly
ekstremuma, o funkcija € C}(Q2). Be to, tegu srityje € funkcija u yra dukart difer-
encijuojama. Funkcija u + en yra kokioje nors silpnoje funkcijos v aplinkoje, jeigu
skaiCiaus € modulis yra pakankamai mazas. Todel tokiems ¢ yra teisinga viena i$ nely-
gybiu

I(u) < I(u+en), I(u)>I(u-+en).

Tegu ®(e) = I(u + en). Pagal apibréZima

'(0) = [ |Fu(z,u,ug)n(z) + z”: Fu,, (,u,u;)1, (z)| dz.
i

Q

Taskas € = 0 yra realaus kintamojo funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todél
®'(0) = 0ir Vn € C}(Q) yra teisinga integraliné tapatybeé:

/[Fu(‘rvuaux Z Uz, l‘ Uy Uy 77;ck( )} dz = 0. (1.36)

Q

Pritaike integravimo dalimis formulg, Sia tapatybe perraSysime taip:

Fu(z,u,ug) — i i By, (z,u,uz))|n(x)dz+
1 dl‘k

+/ZF“% T, u,ug) cos(n, zp)n(x) dS =0, Vne CH(Q).
4 k=1
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Funkcija n(z) = 0, kai z € S. Todél integralas pavir§iumi S yra lygus nuliui ir yra
teisinga integraliné tapatybé

/[Fu(x, U, Uy ) — En: % (Fu% (z, u,uz))}n(x) der=0, Vne C})(Q) .

o k=1

Reiskinys, esantis lauZtiniuose skliaustuose, tenkina 1.2 lemos salyga. Todél jis yra
lygus nuliui, t.y.

Fo(z,u,u;) — z”: % (Furk (z,u, U»L)> =0. (1.37)

k=1

Irodyta teigini suformuluosime taip: jeigu dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija
u suteikia (1.34) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma, tai ji turi tenkinti (1.37)
Oilerio lygt.

Glodus Oilerio lygties sprendinys vadinamas ja atitinkan¢io funkcionalo ekstre-
male. Aisku, ekstremalé ne visada suteikia funkcionalui silpng lokaly ekstremuma.
Nagrinéjamu atveju, kaip ir vieno realaus kintamojo funkcijai, reikalingas papildomas
tyrimas.

Pastab a. ISvesdami (1.37) lygti reikalavome, kad funkcija v bty dukart dife-
rencijuojama. Priminsime, kad vienmaciu atveju reikalavome tik pirmos iSvestinés
tolydumo, o antros eilés iSvestinés tolyduma jrodéme. Be to, vienmaciu atveju i
pradZiy iSvedéme integraling Oilerio lygti (i kurig jeina tik pirmosios iSvestinés), o
po to diferencialing (i kurig jau ieina ir antrosios i§vestinés). AnalogiSka teorija yra
galima ir daugiamaciu atveju. Taciau ji jau néra tokia paprasta.

Pavyzdys. Tegu Q yra apréZta sritis erdvéje R", S = 99 — dalimis glodus
pavirSius, ¢ — tolydi pavirSiuje S funkcija. IeSkoma dukart diferencijuojama srityje €2
funkcija, kuri pavirSiuje S igyja Zinoma reikSmeg ¢ ir funkcionalui

I(w) =Q/de

suteikia minimalig reikSme. Sis variacinis uZdavinys susiveda i kraStinio uZdavinio

" d Uy,
;dfﬂz<m> 0, z€Q wuls=p), z€b8
sprendima. Gauta lygtis yra netiesiné antrosios eilés daliniy iSvestiniy lygtis ir vadi-
nama minimaliy pavirsiy lygtimi. Gerai Zinoma, kad §is uZdavinys, dvimaciu atveju,
bet kokiai tolydZiai funkcijai ¢ turi vieninteli sprendinj tada ir tik tada, kai sritis {2 yra
iskila. Jeigu srities dimensija yra didesné uz du, tai srities iSkilumas néra natdiralus
dvimatés situacijos apibendrinimas. Taciau §is uzdavinys turi vieninteli sprendini,
jeigu pavirsius S yra klasés C? ir jo vidutinis kreivumas yra neneigiamas (7r. [7]).
AnalogiSkas teiginys yra teisingas ir prie maZesniy glodumo salygu (Zr. [9], [4]).
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1.7 BENDRESNI FUNKCIONALAL
NATURALIOSIOS KRASTINES SALYGOS

[rodyti Siame skyriuje teiginiai iSlieka teisingi ir bendresniy pavidaly funkcionalams.
DaZniausiai tai funkcionalai, i kuriuos, be iprasto integralo, jeina papildomi nariai,
priklausantys nuo Zinomuy funkcijy reik§miy integravimo réZiy taSkuose arba integrav-
imo srities kraStiniuose taskuose. [rodysime, kad tokiems fukcionalams Oilerio lygtis
iSlieka ta pati, o papildomi nariai turi itakos tik krastinéms salygoms. Be to, skirtingai
nuo anks$ciau iSnagrinéty uzdaviniy, nereikalausime, kad ieSkomoji funkcija tenkinty
kokias nors iSankstines salygas.
Vienmaciu atveju nagrinésime funkcionala

b
I(y) = / F(z,9.y') dz + o(y(a)) + d(y(d)); (1.38)

¢ia: F' — funkcija, turinti tolydZias dalines iSvestines pagal visus argumentus iki antros
eilés imtinai, o ¢ ir 1) — diferencijuojamos funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama funkcija y suteikia (1.38) funkcionalui bent sil-
pna lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkcija n € C'[a,b]. Funkcija y +
en priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu tik skaiciaus € modulis
yra pakankamai mazas. Priminsime, kad taskuose a ir b funkcijai y nekeliame jokiy
iSankstiniy salygu. Todeél funkcija ) taskuose a ir b gali jgyti bet kokias reikSmes.

Tegu () = I(y + en). Tada

I(y +en) — I(y)

’ 1 _
(I)(O)*eh—% €

b
= / [Fy(x,y, 4" In(z) + Fy (2,9, 9" )0 ()] de+ ¢ (y(a))n(a) + ' (y(b))n(b).

a

Taskas e = 0 yra lokalaus ekstremumo taskas. Todél ®’(0) = 0. Taigi funkcija y turi
tenkinti integraling tapatybe

b
/ (5 )0(@) + By (9, ()] s+ & (9(a)) () + ' (5(6))n(b) = 0.

a

Panaudoj¢ integravimo dalimis formulg, ja perraSysime taip:

b
/[Fy(%y,y’) - %(Fy/ (iv,y,y’))]n(x) dz+

r=b

+ Fy(z,y,y")n(x)| 4+ ¢ (yla))n(a) + 4" (y(b))n(b) = 0. (1.39)

r=a
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Imdami n € C}(a,b), gausime, kad funcija y turi tenkinti Oilerio lygti:

d
F, - %(Fy) =0. (1.40)
Grizkime dabar prie (1.39) integralinés tapatybés. Kadangi funkcija y tenkina (1.40)
Oilerio lygti, tai (1.39) tapatybe galima perraSyti taip:

z=b

Ey(z,y,9y (@) + ¢ (y(a)n(a) + ' (y(b))n(b) = 0.

r=a

Priminsime, kad funkcija n taskuose a ir b gali igyti bet kokias reikSmes. Todél
paskutinéje tapatybéje koeficientai prie n(a) ir prie n(b) turi bati lygus nuliui, t.y.
taskuose a ir b turi biiti patenkintos tokios salygos:

oo = ¢ ((a)), (1.41)

vy =~V (y(D)). (1.42)

Sios krastinés salygos yra vadinamos natiiraliosiomis krastinémis salygomis.

Pastaba. Nagringjant (1.38) funkcionalg ieSkomai funkcijai nekéléme inter-
valo (a, b) taskuose jokiy iSankstiniy salygy. VisiSkai taip pat nagrinéjamas funkci-
onalas, kai viename krastiniame taske ieSkoma funkcija tenkina nurodytas salygas, o
kitame krastiniame taSke nekeliame jokiy iSankstyniy salygy. PavyzdZiui, jeigu taske
x = a nekeliame jokiy iSankstyniy salygu, o taske x = b reikalausime, kad ieSkoma
funkcija tenkinty krastine salyga y(b) = 3, tai Oilerio lygtis iSlieka ta pati, o krastinés
salygos bus tokios:

Fy

Fy

Fylo=a = ¢'(y(a)), y(b)=p.

P avyzdys. Raskime funkcionalo

1
I(y) = / e (y'% + 62 + 12y) dx
0

ekstremales, tenkinancias naturalias kraStines salygas.
Funkcionalg I atitinka Oilerio lygtis

y'+y' —6y—6=0,
o naturalias kraStines salygas galima uZraSyti taip:
y'(0)=0, ¥'(1)=0.

ISsprendg §i uZdavini randame leisting ekstremale y = —1. Parodysime, kad funkcio-
nalui 7 ji suteikia absolitity minimuma. Kiekvienai funkcijai € C1[0, 1] skirtumas
1
Iy+n)—I(y) = /6;8[77/2 + 692 + 2y’ + 12yn + 129] da.
0
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Pritaike integravimo dalimis formulg, po to pasinaudoj¢ Oilerio lygtimi bei nattiralio-
siomis kraStinémis salygomis, gausime

1
I(y+n) / 12@ﬂc +12e"y — %(Qezy')]ndx—&—
0
1 1
+2e”y'n[7Z5 Jr/e“’(n’2 + 61%) / (0> + 6n%) dz > 0.
0 0
Taigi rasta ekstremalé y = —1 suteikia funkcionalui I absoliiity minimuma.

P avyzdy s. Raskime funkcionalo

2

y) = / 22y de — 2y(1) +2(2)

1

ekstremales, tenkinancias naturalias krastines salygas.
I$sprendg Oilerio lygti

—(22%y') = 0,

7 (227Y)

randame ekstremaliy Seima
y=C1+ Cy/x.

Natiraliasias kraStines salygas galima uZraSyti taip:

Pareikalave, kad rastos ekstremalés tenkinty Sias salygas, gausime
y=1/2+1/x.

Patikrinsime, kad §i ekstremalé suteikia funkcionalui I absolitity minimuma. Kiekvie-
nai funkcijai € C[1, 2] skirtumas

Iy +n) - / 2200 + 2 de — 2(1) + 2(2)n(2) + 7°(2).

Panaudoje integravimo dalimis formule, Oilerio lygti bei nattiralias kraStines salygas,
§i skirtuma perraSysime taip:

2

I(y+) - I(y) = / 22 do + n2(2) > 0.

Taigi rasta ekstremalé y = 1/2 + 1/ suteikia funkcionalui I absolifity minimuma.
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Daugiamaciu atveju nagrinésime funkcionala

u):/F(x,u,u$)dx+/g0(x,u)d5; (1.43)
s
Cia: Q) yra apréZta sritis erdvéje R™, S = 99 — dalimis glodus pavirSius, F' ir ¢ —
pakankamai glodZios funkcijos.

Tarkime, dukart diferencijuojama srityje €2 funkcija u suteikia (1.43) funkcionalui
bent silpng lokaly ekstremuma. Laisvai pasirenkame funkcija n € Cl(ﬁ) ir skaiciy
¢, kurio modulis yra pakankamai maZzas. Tada funkcija u + en priklauso kokiai nors
silpnai funkcijos u aplinkai, o realaus kintamojo funkcija ®(¢) = I(u + en) taske
e = 0 igyja ekstremalig reik§me. Todél jos iSvestiné taske ¢ = 0 yra lygi nuliui. Sia
salyga galima uZraSyti taip:

/{ X, U, Uy) idi( e, (T u,um))}n(ac) dx+

Q k=1
+ / {Z Fu, (2, u,uz)cos(n, zi)n(z) + pu(z, u)} n(x)dS =0, (1.44)
% k=1

vn € C1(Q) . Imkime € C}(2) . Tada integralas pavirSiumi S paskutinéje tapatybéje
bus lygus nuliui. Atmet¢ ji, gausime tapatybeg

/[Fu(x, U, Ug) — Zn: %(Fumk (x,u, uI))}n(x) dx =0.
o k=1

Pagal 1.2 lemg Si tapatybé yra galima tik tuo atveju, kai funkcija u tenkina Oilerio

lygti:
F, Z ( uTk) —0. (1.45)

Grizkime dabar prie (1.44) integralinés tapatybés. Kadangi funkcija u tenkina (1.45)
lygti, tai (1.44) tapatybéje integralas sritimi €2 lygus nuliui ir yra teisinga tapatybé

/[2": Fufk T, U, Uy ) cos(n, Tg) + @y (2, u)]n(w) dS =0, VneCiQ).
k=1

Kadangi funkcija n pavirSiaus S taSkuose gali jgyti bet kokias reikSmes, tai §i tapatybé
yra galima tik tuo atveju, kai reiSkinys lauZtiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y.
pavirSiaus .S taskuose funkcija w turi tenkinti salyga

ZFqu (z,u,uy) cos(n, xg) + @u(x,u) =0, z€.
k=1

Si kragting salyga taip pat yra vadinama natiiraligja kraitine salyga.
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Pavyzdys. Tegu Q yra apréZta sritis erdvéje R", S = 99 — dalimis glodus
pavirSius, x — tolydi pavir§iuje S funkcija, |x(z)| < 1,Vx € S, k — Zinoma teigiama
konstanta. Reikia rasti dukart diferencijuojama srityje €2 funkcija, kuri funkcionalui

1
[(u):/mdx+/nud5+/§ku2dx

Q S Q

suteikia minimalia reik§me?. Sis variacinis uZdavinys susiveda i kraStinio uZdavinio

Ug,

. d
;T% <\/1+u§>

=ku, x €,

n
Ug,

ZZ:; m% kK, x€S

sprendima. Cia y = (71,...,7s) — vienetinis normalés vektorius pavirSiui S, i§orinis
srities (2 atzvilgiu. Kai k£ = 0, gauta lygtis yra minimaliy pavirSiy lygtis. Ji turi spren-
dini, tenkinanti pirmaja krasSting salyga, tik prie tam tikry papildomy salygy. Sios
salygos yra susijusios su srities {2 iSkilumu (Zr. 1.6 skyrelj). Juy galima atsisakyti, jeigu
pirmaja krasting salyga (priminsime, kad ji yra tiesiné) pakeisime natiiraliaja (netie-
sine) kraStine salyga. Tiksliau yra Zinoma, kad, bet kokiai tolydZiai funkcijai s, mod-
uliu mazesnei uZ vieneta, suformuluotas kraStinis uzdavinys turi vieninteli sprendini,
nepriklausomai nuo srities {2 geometriniy savybiy (zZr. [12], [13], [14]).

%Kai n = 2 ieSkoma funkcija apraso skys&io, esangio cilindriniame kapiliare, laisvaji pavirsiu.
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1.8 KINTAMU INTEGRAVIMO REZIU ATVEJIS

Tegu I, ir [, yra kokios nors glodzZios kreivés plokitumoje R?, o [ — glodi kreive, kurios
vienas galas yra kreivéje [, o kitas — kreivéje I;,. Tokiy kreiviy aibg paZymékime raide
9. Tarkime, kreives [, [, ir [, galima apibréZti atitinkamai lygtimis: y = y(z), y =
a(z) iry = B(z). Aibéje M ieskosime kreivés ! : y = y(x), kuri funkcionalui

I(y) = /F(myw’) dx (1.46)

suteikia ekstremuma.

Tarkime, kreivé [ : y = y(x) suteikia (1.46) funkcionalui silpna lokaly ekstremu-
ma, o kreivés I(¢) : y = y(z,e) yra "artimos” kreivei [ ir y(x,0) = y(z). Kadangi
"artimas" kreives turime imti i aibés 901, tai ju galai turi guléti kreivese [, ir I (Zr. 2.3
pav.).

2.3 pav.

Tarkime, kreivés I(e) taskai, esantys kreivése I, ir [, turi koordinates a(e), y(a(e), €)
irb(e), y(b(e), £). Akivaizdu, kad a(0) = a, b(0) = b.
Istatykime i (1.46) integrala vietoje funkcijos y funkcija y(x,¢), o integravimo
réZius a ir b pakeiskime réZiais a(e) ir b(e). Taskas ¢ = 0 yra funkcijos
b(e)
be) = [ Flaye.2).y/ (0,0 do
a(e)

lokalaus ekstremumo taskas. Todél ®'(0) = 0. Kadangi

®'(0) = b(0)- F(w,y,9)|,_, = @' (0) - Fla,9,9)] ,_,+

b(e)
dy(z,¢) oy (x,€)
/ noY\T, &)
+/[Fy($7y7y) 9% + Fy(2,9,9) R ]dx e
a(e)

tai funkcija y turi tenkinti integraling tapatybe

b'(0) - Fla,y,y')|,_, —a'(0)- F(z,y,9")|,_,+
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b(e)

oy(x, 9y (z,
n / {Fy(x,y,y/) y(ai- D) +Fy/(x7y,y/)%] dr| _ =0.  (147)
a(e)
Pastebésime, kad
b(e) 5 ,( ) b(e) d 0 ( )
N9y (@,€) _ , L (e =
/E‘/(I’y’y) Oe d =0 /Fy (x’y’y)dx( Oe )dz e=0
a(e) a(e)
y(b(e),e) dy(a(e),€)
J— ’ / —_ ’ / —
= Fy (x,y,y )’ _ e e—0 Fy (x,y,y )’ —a Oe e=0
7 Oy(a.2)
’ y\x, e
_/d (Fy/(x,:% )) 5 d e
a(e)
Be to,
d iy ) dy(a(e), )
Tyae)e)| =@+ A0
d e oy o 99(0(),€)
Sy =y v+ LoD

Todél (1.47) tapatybe galima perraSyti taip:
b,(O) (F(JZ, Y, y/) - Fy’ (.23, Y, y/)y/) |z:b_

—a’(O) (F(JJ7 Y, y/) - E//(mv Y, y/)y/) |:1::a+

/ dy(b(e), €) _ / dy(a(e),e)
+Fy’ (1', v.¥ ) r=b de e=0 Fy/ (CC, vy ) r=a de €:0+
b
/ i / 8y(l‘7 5) _
+ [ [P - 2 (B[22 de=o.

a

I8 pradziy imkime "artimas" kreives () taip, kad ju galai sutapty su ekstremalés [
galais, t.y.

yla(e),e) = yla), y(b(e),e) = y(b) (1.49)

visoms galimoms parametro ¢ reikSméms. Tada (1.48) integralinéje tapatybéje visi
neintegraliniai nariai yra lygts nuliui ir ja galima perraSyti taip:

b

/{Fy(»ny, y') — % (Fy (%y,y’))} 8y59m€7g)

a

Pagal 1.1 lema S$i tapatybé yra galima tik tada, kai funkcija y tenkina Oilerio lygti:

d
Fy(zy.y) - — (Fy (.9, y/)) — 0. (1.50)
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Grizkime prie (1.48) tapatybés. Kadangi funkcija y tenkina (1.50) Oilerio lygti, tai
(1.48) tapatybe galima perrasyti taip:

b'(0) - (F(x,y.9") = Fy (2, 9,9)y) | ,_y—

—a'(0) - (F(z,y,9') — Fy (z,9,9))| _ +

dy(b(e), €) dy(a(e), €)

=0.
r=b de ‘e:O T=a de

e=0

+Fy’('ray7y/) _Fy/(x7y7yl)

Imdami $ioje tapatybéje funkcijas y(z, ) taip, kad jos tenkinty antraja i§ (1.49) salygu,
gausime, kad taSke x = a funkcija y tenkina salyga

dy(a(e),¢)

=0.
r=a de

a'(0) - (F(x, v, y') — Fy(x,y, y/)y,) e=0

+ Fy/($7y7y,)

r=a

Reikalaudami, kad funkcijos y(x,¢) tenkinty pirmaja i§ (1.49) salygu, gausime, kad
taske x = b funkcija y tenkina salyga

dy(b(e), e
b'(0) - (F(z,y,y") - Fy/(m,yw’)y’)‘ + Fy(2,y.9') CELe) -y,
=b x=b de e=0
Sios salygos vadinamos transversalumo salygomis. Kadangi taskai
(a(e),y(ale),e)) v (ble),y(b(e),€))
guli kreivése [, ir [, tai iSvestinés
dy(a(e), ¢) / / dy(b(e), €) oy L3
I ASASTA — . hCANALERDA = B'(b) - b
LS| =d@a0), HEEE 51 (),
Todél transversalumo salygas galima perraSyiti taip:
Fz,y,y)|,_, + (&'(@) =y (@) Fy(x,9.9)|,_, = 15D

F(a,y,y")|,_, + (B () =y (@) Fy(,y.9)|,_, =

Taigi transversalumo salygos apibréZia rysj tarp ekstremalés [ krypties koeficiento 3’
ir kreiviy [, I, krypties koeficienty o', 8’ kiekviename kreiviy [, I, take.
Pastabos:

1. Jeigu tik vienas ekstremalés [ galas yra itvirtintas, tai transversalumo salyga turi
biiti patenkinta nejtvirtintame gale.

2. Tarkime, F(z,y,") = Q(z,y)\/1 + y'*. Tada pirmaja i§ (1.51) transversalumo
salyguy galima perraSyti taip:
Y
+ Q(a/ _ y/)

1+y? —_—
Qy1+y o N+y?
Suprasting ¢ia panasius narius, gausime

Q1+ a'y)|z=a = 0.

/

=0.

Tr=a
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Jeigu pirmasis daugiklis $ioje salygoje nelygus nuliui, tai antrasis daugiklis yra
lygus nuliui ir galime tvirtinti, kad ekstremalés ir kreivés, kuria ji slenka, krypties
vektoriai yra ortogonaliis. Siuo atveju transversalumo salyga susiveda i ortogo-
nalumo salyga.

. Jeigu kreivé [, yra apibrézta lygtimi a(x,y) = 0, tai transversalumo salyga

galima uZraSyti taip:

Fr,y,y) —y (@) Fy(z,y,y) _ Fy(z.y.y) (1.52)
az(:v,y) ay(x,y)

Funkcionalo
b
I(y)=/F(m,y,y’)dw, Y= (Y1, Yn)

atveju, kai taskas a laisvai gali judéti pavirSiumi «(z,y) = 0, transversalumo
salyga yra tokia:

F(IE, yvy/) - yll(x)Fy’l (xvya y/) et *y;z(x)Fyg (xaya y/)
oz (z,y)
_Fyyy) o F@yy)
Qy, (:,C, y) Qy,, (‘Tv y)

PavyzdzZiai:

1.

Rasti atstuma nuo tasko (—2, 3v/3) iki pusapskritimio
h:y=+v1—(z—1)2%:=p6(x), ze€l0,2].

Sio uzdavinio sprendimas susiveda i toki variacini uZdavini. Aibégje glodZiy
kreiviy [ : y = y(x), kurios vienas galas jtvirtintas taske (—2,3v/3), o ki-
tas galas guli pusapskritime y = fB(z), x € [0,2], reikia rasti ta, su kuria

funkcionalas
b

I(y) = / V1+y?de
-2

igyja minimalia reik§me.

Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtis

d(_ v _\_,
dz \ \/1+y'?
Jos bendrasis sprendinys y = C1x + C5 priklauso nuo dviejy laisvy konstanty.

Be to, yra nezinoma ir b reik§mé. Taigi yra tris neZinomos konstantas C, C5 ir
b. Joms rasti turime dvi krastines ir vieng transversalumo salygas:

—201 4 Cs = 3V/3,
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bCh + Cy = /1= (b=1)2,
1-b oy
144 (e ) =0
! (Ml—w—JP 1)w1+cf

I8 pirmu ju dviejy krastiniy salygu ir treciosios transversalumo salygos randame:

Cy = —-Cy = —\/3, b = 1/2. Todél ekstremalé y = —V/3x + \/3, o ieSkomas

atstumas
1/2

d:/\/1+(\/§)2d:n:5.

. Aibé¢je glodziy kreiviy, kuriy vienas galas yra jtvirtintas koordinaciy pradzio-

je, o kitas galas yra tieséje [, : y = max + n rasti ta, kuri suteikia ekstremuma

funkcionalui
b T
I(y) = / A
Y
0
Kadangi pointegraliné funkcija tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo z, tai na-
grinéjamo funkcionalo Oilerio lygtis turi pirmaji bendraji integrala

Vity? 1 y?

y y1+y?

Atskire Sioje lygtyje kintamuosius ir suintegrave, gausime Oilerio lygties ben-
draji sprendini

1
oy
Taigi ekstremalés yra apskritimai. Kadangi ieSkoma ekstremalé turi eiti per ko-
ordinaciy pradZia, tai C2 = 1/C? ir ekstremalés lygtj galima perrayti taip:

(x—l—Cg)Q +y? =

z? — 202 4+ 9° = 0.

Ekstremalés ir kreivés [;, sankirtos taske turi biti patenkinta transversalumo sa-

lyga
1 Cy—0

m y(b)
Be to, ju sankirtos taSkas turi guléti tieséje

Yy =mx+n.

I§ pastaryjy dvieju lyg€iy randame Cy = —n/m. Todél ieSkomg ekstremalés
lygti galima perrasyti taip:
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1.9 TRUKIU SPRENDINIU ATVEJIS

IS pradZiy i$nagrinésime viena pavyzdj. Akivaizdu, kad

1
I(y) = /y2(1 —y)2dx >0, Vy:yeCl-1,1],y(=1)=0, y(1) =1.

Funkcija
~ z, xz€]0,1],
yw) = {0, z€[~1,0]
taSke x = —1 lygi nuliui, o taske z = 1 lygi vienetui. Jos iSvestiné 7’ taske x = 0

turi truki. Todél funkcija 3 néra tolydZiai diferencijuojama intervale [—1, 1]. Vis délto
integralas I(¥) turi prasme ir

1
1G) = [#0-5)ds =0,

Taigi minimuma funkcionalui 7 suteikia funkcija, kuri nepriklauso C'[—1, 1] erdvei.
Apibendrindami §i pavyzdi, matome, kad kartais funkcionalo ekstremumo reikia
ieskoti platesnéje funkciju klaséje. Siame skyrelyje tokia klase laikysime visuma dal-
imis glodZiy kreiviy.
Tarkime, dalimis glodi kreivé [ : y = y(z) suteikia ekstremuma funkcionalui

b
szme%ny (1.53)

Be to, tegu funkcijos y i§vestiné y’ turi triikj tik viename taske Z € (a, b).
Artimas kreives pazymékime [(¢). Atskirai i$nagrinésime du atvejus. Tegu l(¢) :
y=y(x)+en(z), n € C5°(a,b) (Zr. 2.4 pav.).

Y l Y

Funkcija

<I’(€)=I(y+€77)=/F(w7y+€n,y’+€n’)dw+/F(x,y+6n,y’+€n’)dw

a T
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turi ekstremuma taske € = 0. Todél

T b
(I)/(O) = /(FyW+Fy’77/) dm"‘/(FyW‘FFy’U/) dr =
; d / d
- /(Fy B %Fy)ndaz - /(Fy B %Fy/)ndx Eym o=7—0 Eym e=540 0
a T

I8 Sios integralinés tapatybés gauname, kad funkcija y tenkina Oilerio lygti

d
Fy~ —Fy =0, (1.54)

o reiskinys F/ (x,y,y’) taske x = 7 yra tolydus, t.y.

Fy

A—osz/}

T=T

. (1.55)

Tegul(e) 1y = y(z,¢€), y(T(e),e) = y(T) (Zr. 2.5 pav.) ir
2()
B() = 1(y(w,2) = [ Floyy(w2).y/(@,2) dot

o

Tada PO
() =7 O)F
r=x+
s oy Foo ay’
Y Y Y Y
F,—= + F,, d F,—= + F, d .
+/<y85+ y@s) xs:o+/(y85+ y@s) Tezo
a Z(e)

TaSkas ¢ = 0 yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todél ®'(0) = 0. Kadangi
taSkuose x = Z £ 0 iSvestiné

d . . Jy

- =7(0) -y = =0

yEE)e)| =70 @) _ +on| =0
tai Sia salyga galime perraSyti taip:

z'(0)(F—y'Fy) eez0 —2'(0) (F—y'Fy) |z:5+0+

#(e) b
v [ (-Gt o+ [ (5 - m) gt

a z(e)

= 0.
e=0
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IS Sios tapatybés gauname, kad funkcija y tenkina (1.54) Oilerio lygti, o reiskinys
F(z,y,y") —y'Fy(x,y,y) taske x = Z yra tolydus, t.y.

(F=yFy)l,_s0=F=9Fy)|,_s.0 (1.56)

Taigi taske Z funkcija y turi tenkinti (1.55) ir (1.56) salygas. Sios salygos yra
vadinamos Erdmano—Vejerstraso salygomis.

Tarkime, yra Zinomas bendrasis Oilerio lygties integralas. Kadangi Oilerio lygtis
yra antros eilés lygtis, tai jis priklauso nuo dviejuy laisvyjuy konstanty. Be to, inter-
valams (a, Z) ir (7, b) jos apskritai yra skirtingos. Tiksliau, tegu

y =wi(z,Cr,C2)
yra bendrasis integralas intervale (a, Z), 0
y = wa(z,C3,Cy)

yra bendrasis integralas intervale (Z,b). Siuo atveju turime 5 laisvasias konstantas
C1,Cs,C3,Cy ir y(Z). Joms apibréZti taip pat yra 5 salygos: dvi krastinés salygos

dvi Erdmano —VejerStraso salygos ir funkcijos y tolydumo salyga taske .
Pastaba. Analogiskas Erdmano—Vejerstraso salygas galima i$vesti ir daugia-
lypio integralo atveju.
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1.10 IZOPERIMETRINIS UZDAVINYS

Kokioje nors uzdary, guliniy plokStumoje, tam tikro ilgio kreiviy aibéje ieSkosime
tokios, kuri apriboja didZiausio ploto figiira. Toks uzdavinys vadinamas izoperimetri-
niu uzdaviniu siauraja prasme (Zr. 1.1 skyrelio 4 uZdavini). Jis susiveda | uZdavini,
kai reikia rasti funkcija, kuri vienam funkcionalui suteikia ekstremuma, o kitas funk-
cionalas jgyja konkrecia reikSme. Bendru atveju galima ieSkoti funkcijos, kuri vienam
funkcionalui suteikia ekstremuma, o kiti funkcionalai igyja nurodytas reikSmes. Taip
suformuluotas uZdavinys vadinamas izoperimetriniu placiaja prasme.

Nagrinésime paprasc¢iausia izoperimetrini uzdavini. Tegu 9 yra aibé diferencijuo-
jamy segmente [a, b] funkciju, tenkinaniy krastines salygas

yla) = o, y(b) =4, (1.57)

ir tokiu, kad funkcionalas

J(y) = /‘If(:v,y,y’)dx = d; (1.58)

a
¢ia d — tam tikras skaiCius. Aibéje 901 reikia rasti funkcija, kuriai funkcionalas

b
I(y) = /F(r,%y’) dx (1.59)

a

igyja ekstremalia reikSme.

Pastaba. Suformuluotas uzdavinys turi prasme¢, jeigu duota funkcionalo J
reiksSmé d yra grieZtai tarp jo ekstremaliy reikSmiy, t.y. néra jo ekstremali reikSmé.
PrieSingu atveju egzistuoja tik viena arba kelios ekstremalés, kurioms funkcionalas J
igyja duotg reikSme. Sios ekstremalés ir sudaro visa leistiny kreiviy aibe. Taigi, na-
grinéjant toki atveji, bendra teorija netenka prasmés. Kartu galime tvirtinti, kad tais
atvejais, kai ekstremalé suteikia griezta ekstremuma, ka tik iSskirtas reikalavimas yra
bitinas.

Tarkime, funkcijos F'ir ¥ turi tolydZias dalines iSvestines pagal visus argumentus
iki antros eilés imtinai, o skaiCiy d parinktas taip, kad aibé 21 yra netuscia. Taikant
LagranZo daugikliy metoda, izoperimetrinis uZdavinys susiveda i jau i§nagrinéta vari-
acinio skai¢iavimo uzdavinj be papildomy funkciniy salygu. [rodysime paprasc¢iausia
Oilerio teoremos varianta.

1.2 teorema. (QOilerio) Tarkime, funkcija y € 0 suteikia (1.59) funkcionalui ekstre-
mumg ir néra funkcionalo J ekstremalé. Tada egzistuoja skaicius \ toks, kad funkcija
y yra funkcionalo

H(y) = 1(y) + \J(y) (1.60)

ekstremalé.
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< Tarkime, kad funkcija y € 20 suteikia (1.59) funkcionalui ekstremuma ir néra
funkcionalo J ekstremalé. Laisvai pasirenkame funkcijas 71,72 € C§°(a, b) . Funkcija
Yy + €111 + €2m2 priklauso kokiai nors silpnai funkcijos y aplinkai, jeigu tik skai¢iy
ir €5 moduliai yra pakankamai mazi. ApibréZkime dviejy realiy kintamyju funkcija
O(e1,e2) = J(y + €111 + €2m2). Jos pirmos eilés iSvestinés

b
_/[q,y_%(q;y,)}md% i=1,2.

61:[:‘2:0

0d
651-

Pagal teoremos salyga funkcija y néra funkcionalo J ekstremalé. Todél reiSkinys

[‘I'y - % (\Ily’)}

tapaciai nelygus nuliui ir funkcija 7o galima parinkti taip, kad
b

= /[xpy - %(\yy,)}nz dz # 0.

5125220

oo
862

a

Kadangi J(y) = d, tai taskas (0, 0) yra lygties ®(£1,¢2) = d sprendinys. Remiantis
neisreikstiniy funkcijy teorema, lygtis ®(e1,e2) = d apibréZia o kaip kintamojo &,
funkcija, jeigu tik skaiciaus £; modulis yra pakankamai maZas. Be to, iSvestiné

fb{‘l’y - %(‘I’y’)}nl dx

a

df:‘g q)gl

d€1 e1=0 (1382

51:6220 b

f[\l/y - %(‘py’)}n? da:.

a

Taskas e = 0 yra funkcijos 5(81) = I(y+e1m +e2(21)n2) lokalaus ekstremumo
tasSkas. Todél

@'(51)|61:O = 0.
Sia salyga galima uZrayti taip:
b b
[l - e mas+ 2| (A= (B mda =
/ d / d
= /[Fy — = (Fy)|mdo+ /\/[\Ify — () | dz = 0; (1.61)
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Tegu F'+ \U = H. Tada (1.61) tapatybg galima perraSyti taip:

d
/[Hy - *I(Hy')}m dr =0, Vne Cg(a,b).

Pasinaudoje 1.1 lema, gausime, kad funkcija y turi tenkinti Oilerio lygti:

H, — %(Hy/) =0. (1.62)

Taigi y yra funkcionalo
b
H(y) = /H(:c,y7y’)dw

ekstremalé. >

Jeigu i§ anksto yra Zinoma, kad ekstremalé egzistuoja, tai remiantis Oilerio teo-
rema ja galima rasti. I§ tikryju, integruodami (1.62) Oilerio lygti rasime jos bendraji
sprendini y = y(C4, Ca, ). Jis priklauso nuo trijy laisvy konstanty: dviejy integrav-
imo konstanty C', Cy ir parametro A. Remiantis Oilerio teorema ieSkomas sprendinys
priklauso §iai ekstremaliy Seimai. Todél belieka tik apibrézti parametrus C7, Cs ir A.
Jie randami i$ dviejuy (1.57) krasStiniy salygu ir (1.58) funkcinés salygos.

Pastabos:

1. Teorema iSliks teisinga, jeigu joje funkcija y pakeisime vektorine funkcija y =
(y1,...,Yn). Be to, vietoje (1.58) funkcinés salygos galime imti bet kokj baig-
tini skaiiy tokiy salyguy.

2. Suformuluotas izoperimetrinis uzZdavinys susiveda | papras¢iausia variacini uz-
davinj su funkcionalu H = I + A\J. Jeigu funkcionala H padauginsime i$§ kokios
nors konstantos, tai gauta funkcionalg atitiks ta pati ekstremaliy Seima kaip ir
funkcionala H. Todél funkcionala H galime uZrasyti simetrinéje formoje

H =X I+ X J.

I$skirkime atveji, kai Ay = Ao = 0. Tada aibé funkcinalo I ekstremaliy, ku-
rioms funkcionalas J igyja pastovia reik§me sutampa su aibe funkcinalo J ek-
stremaliu, kurioms funkcionalas I jgyja pastovia reik§me.

Pavyzdziai:
1. Tegu 9 yra tokiy funkcijy {y € C(0,7), y(0) = y(x) = 0} aibeé, kad

funkcionalas
s

J(y) = /ysinxdx =1.
0
Aibéje 91 reikia rasti funkcija, kuri funkcionalui

I(y) = /y’g(ﬂc) dx

0
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suteikia bent silpna lokaly ekstremuma.

Sudarome funkcionala
H(y) = 1(y) + AJ(y).
Ji atitinka Oilerio lygtis
2y" — Asinz = 0,

kurios bendrasis sprendinys
AL
y= —3 sinx + Ciz + Cs.

Pareikalave, kad ekstremalé y € 9 gausime C; = Cy = 0, A = —4 /7. Todél
ieSkoma ekstremalé

2 .
y = —sinz.
T
Parodysime, kad ji suteikia funkcionalui I absoliuty minimuma.

Tegu funkcijan € C1(0, 7) ir tenkina salyga J(n) = 0. Tada funkcija y+n € 9
ir skirtumas

2 2
I(y+77)—f(y)=/[(y'+77’)2—y’ ]dl‘=2/y’n’dm+/77’ do =
0 0 0
N [ 7 i 2
=2y'n O—Q/yndx—i—/n dr =
- 0 0
12 12

:2/y77dw—|—/n dm:/n dx > 0.

0 0 0

2. Aibéje glodziu ilgio d kreiviu, jungianciy du dotus taskus A ir B, rasti ta, kuri,
kartu su atkarpa AB, apriboja didZiausio ploto figiira.
Tarkime, taskai A ir B yra x aSyje ir turi koordinates a, 0 ir b,0. Be to, tegu
kreivé [, jungianti Siuos taskus, randasi vir§ z aSies ir ja galima apibréZzti lygtimi
y = y(z), z € (a,b). Figiros, esanfios tarp x aSies ir kreivés [ (Zr. 2.6 pav.),

Y

plotas lygus



42

1. VARIACINIO SKAICIAVIMO LYGTYS

Kreives [ ilgis
b
J(y) = /\/1 +y?dx = d.

Taigi reikia rasti funkcija y, kuri suteikia funkcionalui I didZiausia reikSme ir
tenkina papildoma salyga J(y) = d.

Apibrézime funkcionalg

b
H(y):/H(y,y’)dm; H(y,y) =y+A\/1+y>

Kadangi funkcija H tiesiogiai nepriklauso nuo x, tai §i funkcionalg atitinkanti
Oilerio lygtis tiri pirmaji bendraji integrala

/
g+ 14y? - N —L— =C
V14 y?

Suprasting ji, gausime
A

\/1+y’2.

y=0Cp —
Tarkime 3y’ = tg . Tada
y=C1 — Acosp.

Diferencijuodami $j reiSkini pagal x, gausime

d
y = )\singo—(p =tg .
dz
I8 ¢ia randame
x = Asinp + Co.
Kartu gauname Oilerio lygties ekstremaliy Seima
y=C1—Acosp, x=Asinp+ Cs.
Eliminave i8 Siy lyg¢iy parametra ¢, gausime lygtj

(= Co)? + (y— C1)% = A2

Akivaizdu, kad §i lygtis apibréZia apskritimy Seima. Taigi, jeigu ieSkoma ek-
stremalé egzistuoja, tai ji apibréZia apskritima. Parametrus C, Cs ir A vien-
areikSmiskai galima rasti i§ dvieju kraStiniy salygu ir papildomos funkcinés sa-
lygos.
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1.11 SALYGINIO EKSTREMUMO UZDAVINYS

Variacinio skai¢iavimo uZdaviniuose papildomos salygos gali biiti jvairaus pavidalo.
Kartais papildoma salyga susiveda i tai, kad ieSkomoji ekstremalé turi guléti tam tik-
rame pavir§iuje. Siame skyrelyje nagrinésime papraséiausia variacinio skai¢iavimo
uzdavinj su tokia salyga. Tarkime, funkcijos y, z € C'[a, b] tenkina krastines salygas

yla) =ay, yb) =051, z(a)=as =z(b)=p5 (1.63)
ir lygti
d(x,y,z) =0. (1.64)
Tokiy funkcijy aibéje reika rasti tas, kurioms funkcionalas
b
I(y,z) = /F(ay,z,y',z’)dw (1.65)

a

igyja ekstremalia reikSme.

Geometriné Sio uZdavinio interpretacija yra tokia. Reikia rasti kreive, kuri yra
(1.64) pavirSiuje, eina per du taskus ir suteikia (1.65) funkcionalui ekstremuma.

Jeigu iS (1.64) salygos z galétume iSreiksti kaip funkcija nuo x ir y, tai istate gauta
jos isSraiska i (1.65) funkcionala gautume uzdavini be jokios papildomos salygos. Pa-
nauduosime $ig idéja iSvesdami lygtis, kurias turi tenkinti ieSkomosios funkcijos y ir
z.

Tarkime, funkcijos y ir z tenkina (1.64) lygti, (1.63) krastines salygas ir suteikia
funkcionalui I(y, z) bent silpng lokaly ekstremuma. Be to, tegu funkcijos ® daliné
iSvestiné

P, (x,y(x),2(x)) #0, Vz € [a,b]’. (1.66)
Tada iS (1.64) lygties z galima iSreiksti kaip kintamujy z ir y funkcija. Vadinasi, (1.64)
lygti galima uZraSyti taip: z = @(x,y) ir z(z) = p(z,y(x)). Istate i (1.65) vietoje z
funkcija ¢, gausime funkcionala:

b b
/F(x,y,w(x,y)7y’7<px(x,y)+<py(fc,y)y’)dwE/\I’(I,yw’)dw-
a a

Funkcija y suteikia Siam funkcionalui ekstremuma (taciau dabar jau besalygini). Todél
ji turi tenkinti Oilerio lygti:

—(¥y) -, =0. (1.67)

Kadangi

\I/y:Fy+Fz<Py+Fz’(<pxy+¢yyy,)v Uy = Fy + Forpy,

38ia salyga galima pakeisti bendresne
o (2, y(x), 2(x)) + P2 (2, y(2), 2(2)) #0, Vz € [a,b].
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d d d o
@(\Py') = %(Fy/) + %(FZ’)‘PZJ +FZ’(‘Pyx +90yyy/)a Py = —(}fy7

z

tai (1.67) lygti galima perraSyti taip:

d

d
()~ By (- () — o) gL =0, (1.68)

dx
IRilgai kreives y = y(x), z = z(x) reiskinys

d
%(Fz’) _Fz
D,

yra kintamojo z funkcija. Pazymékime ji A(x). Tada (1.68) lygtis i$siskaido i dviejy
lygciy sistema:
d

d
—(Fy) — F, — A(z)®, = 0.
Sig sistema galima uZradyti taip:
d * *
d
—(F}) — F} =0 1.70
T (F2) = F2 =05 (1.70)

¢ia F* = F + \®. Kartu irodéme toki teigini: Tarkime, diferencijuojamos funkci-
jos y ir z tenkina (1.64) lygti, (1.63) kraStines salygas ir (1.65) funkcionalui suteikia
ekstremuma. Tada jos turi tenkinti (1.69) ir (1.70) Iygtis.

ISvestos (1.69) ir (1.70) lygtys yra Oilerio lygtys funkcionalui

b
I'(y,2) = /F*(x,y,z,y’,z’)dm.

a

Atkreipsime démesj i tai, kad Lagranzo daugiklis A yra kintamojo « funkcija. Elimi-

nave A ir z i§ (1.64), (1.69) ir (1.70) lygciu, gausime funkcijos y atZvilgiu antrosios

eilés diferencialing lygti. Jos bendrasis integralas priklauso nuo dviejuy laisvyjuy kon-

stanty. Sioms konstantoms apibréZti yra dvi krastinés salygos: y(a) = aq, y(b) = B1.
Pavyzdys. GlodZiy sferoje

Sp={(z,y,2) e R®: 2% + ¢y 4 22 = R?}
kreiviy aibéje, jungianciu du duotus sferos taskus, reikia rasti maziausio ilgio kreive
(tokios kreivés vadinamos geodezinémis kreivémis).

Sferinése koordinatése sferos lygtis yra apibréziama taip:

= Rcospcosf, y= Rsinpcosf, z= Rsinb,
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v €[0,27n], 0 € [—7/2,7/2].

Tarkime, ¢ = (0) yra ieSkomos kreivés sferoje Sg lygtis. Be to, tegu duotus
taskus sferoje atitinka parametro 6 reik§més 6, 0. Tada kreivés, jungiancios Siuos
sferos taskus, ilgis

02
I(p) = /\/E¢’2+2F@’9’+G9’2 do;
01
Cia E = 90 = R%cos?0, F = r,rg = 0,G = = R? yra sferos pirmosios

kvadratinés formos koeficientai, 6’ = 1. Nagrlnejamu atveju funkcionalas

02
= /\/1 + ¢'? cos2 0 db.
01

Ji atitinka Qilerio lygtis

d ¢’ cos? 6
— | —F/——= | =0.
di \ \/1+ o' cos? 6
Jos pirmasis integralas
@' cos? 6
14 ¢'* cos? 6

Atskire kintamuosius ji galima perrasyti taip:

d\/%tge

-

Integruodami abi Sios lygties puses, gausime bendragl Oilerio lygties sprendini

=Ch.

(p = — arccos ———— tg 0+ Cs.

Ji galima perraSyti taip:
1-C% \/
Tl cos(Cy — ) =
1

Padauging kaire ir deSing Siy lygybiy puses i§ R cos @ ir griZz¢ prie kintamyjy z, y ir
z, gausime

1— 2 /1_ 2
z = Ax + By, A:R@cos(]'g,B:Ric1

1 1

tgl = (cos Cq cos ¢ + sin Cy sin ).

sin Cs.

IS ¢ia iSplaukia, kad ieSkoma kreivé yra plokStumoje, einancioje per koordinaciy pra-
dzig. Tokios plokstumos iskerta sferoje didziosius apskritimus. Todél galime tvirtinti,
kad geodeziné kreivé sferoje yra mazesnis didZiojo apskritimo lankas, jungiantis du
duotus apskritimo taskus.

Pastabos:
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1. Jeigu (1.64) salygoje funkcija @ nepriklauso nuo ivestiniy 4 ir 2/, tai tokia
salyga yra vadinama holonomine, prieSingu atveju neholonomine. [rodytas tei-
ginys iSlieka teisingas ir neholonominés salygos

O(z,y,2,y,2) =0 (1.71)
atveju (Zr. [8], [3]).

2. Oilerio lygciy sistema holonominés ir neholonominés salygos atvejais i§ esmés
skiriasi. Tai susij¢ su tuo, kad neholonominiy salygu atveju (1.69) ir (1.70)
lygtys yra pirmos eilés lygtys funkcijos A atzvilgiu.

3. Nagrinéjant tokio tipo uzZdavinius, holonominiy arba neholonominiy salygu gali
biti bet koks baigtinis skaiCius (Zr. [8]).

Pavyzdys. Kokia uZdara kreive [ turi skristi 1éktuvas, kad per laika T" apskri-
ety didZiausio ploto figiira, jeigu léktuvo greitis, kai néra véjo, lygus vg, o véjo greitis
a yra patovus ir turi pastovia krypti.

Tarkime véjo kryptis yra nukreipta z aSies kryptimi ir lektuvo padéti laiko momentu
t galima apibréZti lygtimis:

Be to, tegu
a = aft)

yra kampas tarp z aSies ir lektuvo krypties. Léktuvo greicio vektorius
v(t) = (@'(t), 5 (1))-
Antra vertus §is greicio vektorius
v(t) = (vg cosa + a,vpsin ).
Sulyging Sias reikSmes gausime
2 =vgcosa+a, Yy =vysina. (1.72)

Plotas figtiros, kurios konturu skrenda léktuvas, iSreiSkiamas integralu

T
0

Taigi reikia rasti kreive [, kuri tenkinty (1.72) salygas ir suteikty funkcionalui I(I)
didziausia reikSme.
Apibrézkime funkcionala

M\H

T
I“(l) = /[a:y’ —yx' — M\ (2’ —vgcosa —a) — \a(y — asina)]dt.
0
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Cia turime tris neZzinomas funkcijos

Jas atitinka trys Oilerio lygtys:

d d )
%(Fx/)me—O <:>%(*y*)\1)*y —O,
i(F)—F—O <:>£( — X))+ =0
ar v T T YT =0

d

%(Fa/) —F,=0 <= —Aisina+ Aycosa =0.
IS pirmyju dviejy lygciy randame
204+ Co = A, 2y+Ci1 = —)\1.

Koordinaciy pradZia perkelkime lygiagreciai koordinaciy aSims taip, kad konstan-
tos C1, Cy buty lygios nuliui. Tada, paZyméj¢ naujas koordinates tomis paciomis
raidémis, gausime

x=XA/2, y=-—X\/2.

Apibrézkime polines koordinates
T =7rcosp, Yy=rsingp.

IS pastaryju dviejy formuliy iSplaukia, kad

tgp= ¥ =N
14 X )\2 '
Be to, reiskinys
1

= = ctga

W ctg o
Todél yra teisiga formulé

tgp = —ctga.
IS jos randame
a=p+m/2

Kartu galime tvirtinti, kad kiekvienu laiko momentu ¢ kampas tarp léktuvo krypties ir
padéties vektoriy yra status.
Istate rasta o reikSme 1 (1.72) formules, gausime sistema

¥ = —vpsing +a, Yy = wvgcosp.
Padauging pirmaja lygyti i§ x, antraja iS y ir abi gautas lygtis sudéje gausime lygti

xx' +yy = ax = arcos = arsina.
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Ja galima perraSyti taip:

dr .
r— = arsina.
dt

Kadangi sin a = ¢’ /vy, tai
dr  ady
dt v dt’
Suintegrave pastaraja lygti, gausime

r:gy—&—C.
Vo

Tai yra elipsés lygtis, kurios vienas i§ Zidiniu yra koordinaciy pradZios taske. Jos
ekscentricitetas e = a/vy < 1 (pagal uzdavinio prasmg). Todél elipsés didZioji asis
nukreipta y asies kryptimi.

——

_

—_

2.7 pav.
Taigi didZiausio ploto figira, kuria apibréZia skrisdamas léktuvas, yra elipsé. Sios
elipsés didzioji aSis yra nukreipta statmenai véjo krypciai. Be to, léktuvo kryptis
kiekvienu laiko momentu yra ortogonali léktuvo radiuso vektoriui (Zr. 2.7 pav.).
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1.12 VARIACINIO SKAICIAVIMO UZDAVINYS
PARAMETRINE FORMA

Tegu [ yra kokia nors kreive, esanti plok§tumoje R?. Sioje plokitumoje ne visada

egzistuoja ortogonali koordinaciy sistema Ozy, kurioje kreive [ galima apibrézti lyg-

timi y = y(z). Todél natiralu i$nagrinéti bendraji atveji, kai kreive [ yra apibréZta
parametrinémis lygtimis:

z=¢(t), y=v(), telt,ta].
Tokiy kreivés [ parametrizaciju egzistuoja be galo daug. IS tikryju, jeigu
g: (7’1,7’2) — (tl,tz)

yra kokia nors monotoniskai didéjanti diferencijuojama funkcija ir

tai
T = @(7)7 Yy= ¢(T)7 TE [Tla TQ]
yra kita kreivés [ parametrizacija.
Pavyzdy s. Parametrinés lygtys:

x =acost, y=asint, tE[-m, 7|

plokstumoje R? apibréZia apskritima. Tegu 7 = tgt /2 Tada t = 2 arctg 7 ir gauname
kitas apskritimo parametrines lygtis:

1—72 2a1

:a71+72’ y:71+72, T € (—00,00).

T

Tegu [ yra kokia nors kreivé, apibrézZta parametrinémis lygtimis
v=x(t), y=yt), telt,ta]

Apibrézkime funkcionala

ta

I() = /F(t,x,y,:k,y) dt. (1.73)

ty

I §i integralg reikia Ziyréti kaip i funkcionalg priklausanti nuo kreivés [, o ne kaip i
funkcionala, priklausanti nuo dviejuy funkcijy z ir y. Papras¢iausias variacinio skaici-
avimo uzdavinys Siam funkcionalui formuluojamas taip:Reikia rasti glodZig kreive [,
kuri Siam funkcionalui suteikia ekstremalig reiksme. Taip suformuluotas uzdavinys turi
prasmg, jeigu funkcionalo reik§Smé nepriklauso nuo konkrecios kreivés [ parametrizaci-
jos. Taigi formuluojant variacinio skai¢iavimo uzdavini parametrine forma pointe-
gralinés funkcijos negalima pasirinkti laisvai. Rasime salygas, kurias turi tenkinti
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funkcija F', kad (1.73) funkcionalas nepriklausyty nuo konkrecios kreivés [ parametri-
zacijos.
Tegu x ir y yra kokio nors parametro ¢ funkcijos ir z(t1) = a, x(t2) = b. Tada

integrala
b

/F(x, v,y ) dz

galima perraSyti taip:
2

/F(:I:, Y, g,);isdt.
T
t1

Atkreipsime démesi i tai, kad Sio integralo pointegraliné funkcija tiesiogiai nepriklauso
nuo kintamojo ¢ ir yra homogeniné pirmo laipsnio funkcija kintamujy z ir ¢ atzvilgiu.

Irodysime, kad (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkrecios kreives [ paramet-
rizacijos tada ir tik tada, kai pointegraliné funkcija F' tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojo t ir yra homogeniné pirmo laipsnio funkcija kintamujy « ir y atZvilgiu.

Tegu

z=p(t), y=v(), telt,ta],

yra kokia nors kreivés [ parametrizacija ir
g: (Tla 7-2) — (ﬁla t2)

yra monotoniSkai didéjanti diferencijuojama funkcija. Tada

z=9(r)=¢(g(1), y=v(T)=19(9(r), 7€l[n,ml

yra kita kreives [ parametrizacija. Jeigu (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkre-
Cios kreivés [ parametrizacijos, tai

to

[ Pttt o0,60),50) de =

t1

- / F(r, (1), $(r), §(r), (r)) dr. (1.74)

Tegu
h : (tl,tg) — (’7’1,7’2)

yra funkcijos g atvirkStiné funkcija. Tada

dr = h(t)dt, ¢(t) = p(Mh(t), &) =$(D)h(t), h(t)>0

ir (1.74) lygybe galima perrasyti taip:

[ Floto vt e, i)
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(2

= /F(h(t),w(t),w(t%¢(t)/h(t),¢(t)/h(t))h(t) dt.

ISvedant $ig lygybe, vietoje visos kreivés [ galima imti bet kokj jos lanka. Todél

ji i8liks teisinga, jeigu integravimo réZius t;,t, pakeisime bet kokiais kitais réZiais

1hth o t1 <) < thy < ty. Taiau tai yra imanoma tik tuo atveju, kai pointegralinés
funkcijos sutampa, t.y. kai

F(t,0(8), v (1), ¢(t), $(t)) =

= F(h(t), (t), (t), 9 (1) /1(t), () /1(t) ) (1) (1.75)
Paéme (1.75) formuléje funkceija h(t) = ¢t + C, gausime

F(t,o(t),1(t),9(t),0(t)) = F(t + C,(t), v(t), o(t), ¥(t)).

Si lygybeé yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcija F' tiesiogiai nepriklauso nuo kinta-
mojo t, t.y. kai
F=F(z,y, 7).

Imkime (1.75) formuléje funkcija h(t) = kt, k = Const > 0. Tada
F(p(t),w(t), ¢(t), () = F(p(t), (), () /K, () /) k.
Pastaroji lygybé yra ekvivalenti tokiai:
F(z,y, ki, ky) = kF(z,y,&,7). (1.76)

Pagal apibréZima tai reiSkia, kad F' yra homogeniné pirmo laipsnio funkcija kintamuju
2 ir y atzvilgiu. Tiksliau, funkcija F' yra teigiamai homogeniné pirmo laipsnio funkcija
kintamuju 2 ir y atzvilgiu, nes daugiklis & > 0.
Jeigu funkcija F' tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo ¢ ir teigiamoms daugiklio
k reikSméms tenkina (1.76) salyga, tai yra teisinga (1.75) formulé. Savo ruoztu tai
reiSkia, kad (1.73) funkcionalas nepriklauso nuo konkrecios kreivés [ parametrizacijos.
PavyzdizZiai:

1. Tegu [ yra uzdara kreivé plok§tumoje R?, apibréZta parametrinémis lygtimis:
I:I(t), y:y(t)7 te [t17t2]'

Tada plotas figiiros, apribotas kreive [, lygus

2. Tegu [ yra kreivé plok§tumoje R?, apibréZta parametrinémis lygtimis:

x=ua(t), y=y(t) tE[t1,ta].
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Tada kreivés [ lanko ilgis
to
I(l) = / V&2 + g2 dt.
t1

Abiem atvejais pointegralinis reiSkinys tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo ¢ ir yra
homogeniné pirmojo laipsnio funkcija kintamyju z, y atzvilgiu.

Tarkime, funkcija F' tiesiogiai neprilauso nuo kintamojo ¢ ir teigiamoms daugiklio
k reik§Sméms tenkina (1.76) salyga. Be to, tegu €2 yra kokia nors sritis plokStumoje R?;
M — aibé glodziy trajektoriju, esandiy srityje €2 ir jungiandiy du taskus (trajektorija
— tai kreivé kartu su apéjimo kryptimi). Pagrindinis variacinio skai¢iavimo uZdavinys
funkcionalui

to
10 = / Fla,y,i,5) dt (1.77)
ty

formuluojamas taip: aibéje 901 reikia rasti kreive, kuri (1.77) funkcionalui suteikia eks-
tremumg. Cia turime omenyje absoliutyji ekstremuma. Norint apibréZti lokaliojo ek-
stremumo salyga, kaip ir neparametriniu atveju reikia apibrézti kreivés aplinkos sa-
voka.

Sakysime, kreivé [; yra kreivés [ stiprioje € aplinkoje, jeigu egzistuoja parametri-
zacijos

L: IZ‘P(t)a y:’(/)(t)a te (t17t2)7
ll . $:g01(t)7 y:¢1(t)7 te(tlth)v

tokios, kad

2 2
(p1(t) — ()" + (V1 (t) —¥(t))” <&, VtE€ [ti,ta).
Jeigu kartu su $ia nelygybe yra patenkinta dar ir nelygybé

2

(21(t) — @(1)* + (i () — D())* <
< /@20 LR F0) + 030, Ve [t

tai sakysime, kad kreive [; yra kreivés [ silpnoje ¢ aplinkoje.

Tiesiogiai galima isitikinti, kad Sios nelygybés yra invariantinés galimy kreivés [
parametrizacijy atZvilgiu. Be to, jos turi paprasta geometring prasmg. Pirmoji nely-
gybé rodo, kad atstumas tarp atitinkamy kreivés [ ir kreivés [; taSky nevirsija €. Jeigu
yra teisinga antroji nelygybé, tai galima jrodyti, kad kampas tarp liestiniy atitinkamu-
ose kreives [ ir kreivés [; taSkuose nevir§ija e /2 (smulkiau apie tai Zr. [3] knygoje).

Tarkime, kreivé

L: ZL':l'(t), y:y(t)7 te [t13t2]7 lem

suteikia (1.77) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma. Be to, tegu 11,12 €
C&°(t1, ta) . Tada kreive

h:w=xt)+em(t), y=y(t)+eam(t), telti,to],
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yra kokioje nors kreivés [ silpnoje aplinkoje, jeigu tik €; ir €2 moduliai yra pakankamai
mazi skaiciai. Integralas
I(ll) = CI)(El, 52).

yra dviejy realiy kintamyjy funkcija. Taskas (0,0) yra funkcijos ® lokalaus ek-
stremumo taskas. Todél

®.,(0,0)=0, ©.(0,0)=0.

IS Siy salygu, lygiai taip pat kaip ir neparametriniu atveju, gauname, kad funkcijos
x = z(t) ir y = y(¢) tenkina Oilerio lygtis:

d d
a(Fi,) —F, =0, ﬁ(Fy') —F, =0. (1.78)

Jeigu funkcijos x ir y yra dukart tolydZiai diferencijuojamos, tai abi (1.78) lygtys
yra antros eilés diferencialinés lygtys. Kadangi kreivés [ parametrizacijy yra be galo
daug, tai Sios lygtys turi biti priklausomos. PrieSingu atveju jos apibréZty ne tik kreive
l, bet ir jos parametrizacija. [rodysime, kad abi (1.78) lygtis galima suvesti | viena.

Kaire ir desing (1.76) formulés puses diferencijuokime parametro k atzvilgiu, o po
to imkime parametra k = 1. Tada gausime formule

Fii + Fyy = F.

Diferencijuodami $ig formule kintamuju x,y, ¢,y atzvilgiu, gausime atitinkamai to-
kias formules:
Fm:xFa;x+yFyma Fy:way+yFyy7

Paskutines dvi formules galima perrasyti taip:

2 —dy a2
Bendrg Siy santykiy reikSme pazymékime F}. Pasinaudoje (1.79) formulémis, (1.78)
lygtis perrasysime taip:

EFs0 + 0Fsy + EFs + §Fsy = 2F30 + UFya,
TFye + yFyy + 3Fy + §Fyy = 2F3y + yFyy.
Suprasting vienodus reiSkinius ir F;, Fyy, Fyy 1SreiSke I, gausime dvi lygtis:
[(Fay — Fyo) + (9 — 2§) 1] =0,
& [(Fyw — Fay) + (& — 9i) 1] = 0.

Kadangi #2 + 92 # 0, tai reiSkinys lauZtiniuose skliaustuose turi biiti lygus nuliui.
Vadinasi, (1.78) lygtys susiveda i vieng Oilerio—Vejerstraso lygti:

Fyy — Fyo + (9 — i) Fy = 0. (1.80)
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Prie Sios lygties su dviem nezinomom funkcijom z ir y reikia prijungti dar viena lygti,
kuri charkterizuoja konkrety parametro ¢ parinkima. Pavyzdziui, jeigu parametra ¢
apibréztume Kaip kreivés [ lanko ilgj s, tai i§ formulés ds? = dz? + dy? iSplaukty, kad
funkcijos x ir y turi dar tenkinti lygtj ©2 + % = 1.
Jeigu (1.80) lygtyje Fy # 0, tai ja galima perrayti taip:
Fiy — Fy Ty — Yy

Fi(32+g2)%2 (32 + g2)3/2
Kaire Sios lygties pusé yra nulinés eilés homogeniné funkcija kintamuju z ir y atzvil-
giu, o desiné puseé yra kreives [ kreivis. Todél paskutiné lygtis, kartu ir (1.80) nesikeicia,
pakeitus kreivés [ parametrizacija.
Isvesdami (1.78) Oilerio lygtis, reikalavome tik pirmuyju & ir g iSvestiniy toly-

d
dumo. Todél Siose lygtyse iSvestiniy T (Fm) ir T (Fy) negalima skleisti pagal Zinoma
sudétinés funkcijos iSvestinés skai¢iavimo formulg. Norint jrodyti antros eilés iSves-

tiniy & ir ¢ tolyduma, reikia irodyti Hilberto teoremos analoga parametriniu atveju.
Tokia teorema yra teisinga. Reikia tik salyga Fy,,, # O pakeisti salyga F; # 0 (irodyma
7r. [3] knygoje).
Suformuluosime paprasciausig izoperimetrinj uzdavinj parametrine forma. Tegu
M yra aibé glodziy kreiviy, apibréZty parametrinémis lygtimis
r=x(t), y=yt), tEelt ]

ir jungian¢iy du duotus taskus P, P». Reikia rasti tokig kreive [ € 9, kad funkciona-
las

to
1) = / Fla,y,,7) dt
ty

igyty ekstremalia reikSme, o funkcionalas
ta
J() = /\Il(x,y,m',g)) dt = d = const;
t1
¢ia F'ir ¥ yra teigiamai homogeninés pirmo laipsnio funkcijos kintamuju z, y atZvil-

giu.

teisingi ir funkcionalams parametrinéje formoje. Tarkime, funkcijos F' ir ¥ yra dukart
diferencijuojamos visy savo kintamuyjy atZvilgiu. Tada yra teisinga tokia teorema.

1.3 teorema. Tarkime kreivé [, apibréZta parametrinémis lygtimis

x==x(), y=uy(t), tEelt,ta],

yra suformuluoto izoperimetrinio uZdavinio sprendinys. Tada egzistuoja tokia kon-
stanta A, kad ji yra funkcionalo

to
H) = [ Hpdg) e H=F+ 0,
t1
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ekstremalé, t.y. tenkina Oilerio lygtis:

d

d
7 (Hi) —H, =0,

o

g) — H, =0.

Pavyzdys. Aibéje uzdary kreiviy, kurios apibrézia figra ploto S, rasti ta,
kurios lanko ilgis maziausias.
Tarkime, [ yra uzdara kreivé, apibrézta parametrinémis lygtimis

v=x(t), y=y(t), telt ]
UZdarumo salyga reiSkia, kad jos abu galai sutampa, t.y

x(t) = x(tz), y(t) = y(t2).

Kreivés [ lanko ilgis
to
I(l) = /\/x'Q' + 32 dt.
ty

Figiiros, apribotos kreive [, plotas

ta

J() = %/(gcy'—ydc)dt:S.

t1

Taigi reikia rasti tokig uZdara kreive [, kuriai funkcionalas I jgyja ekstremalia reik§me,
o funkcionalas .J Zinoma reik§me S.
Apibrézkime funkcionala

to
) = [ Hesy.d.9)d
t1

¢ia funkcija
. . 5 A, :
H(z,y,&,9) = V@2 + §? + 5 (0y — yi).
Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtys:

d d
%Hi_Hx—Oa %Hy_Hy_O

Jos susiveda i Oilerio —Vejerstraso lygti

H,, — H, & — i

H1(¢2+y2)3/2 - (332+y2)3/2'

Tiesiogiai galima isitikinti, kad reiSkiniai

Hy, ) o
(Hyy — Hyz) = X\, Hy = =% = (3% + %) 732

—3y
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Todél pastaraja lygti galima perrasyti taip:

iy —gi 1

= (32 + 2)3/2 s

Cia 1/r yra kreivés [ kreivis. Taigi kreivés [ kreivis yra pastovus. Vadinasi ieSkoma
kreive yra apskritimas.

Pastaba. Siateorija galima apibendrinti, kai [ yra kreivé erdvéje R? arba R™.
Be to, ja taip pat galima apibendrinti ir kartotiniams integralams.



1.13. TRANSVERSALUMO SALYGA PARAMETRINEJE FORMOJE 57

1.13 TRANSVERSALUMO SALYGA PARAMETRINEJE
FORMOIJE

Tarkime, funkcija FF = F(x,y,,y) tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo ¢ ir yra
teigiamai homogeniné pirmojo laipsnio funkcija iSvestiniy &, y atzvilgiu; 9t — aibé
glodziy kreiviy, kuriy vienas galas laisvai gali judéti kreive I; : a(z,y) = 0, o kitas
yra fiksuotas taske P (2, y2). Be to, tegu funkcija « turi tolydZias pirmos eilés dalines
iSvestines o, oy, i§ kuriy bent viena nelygi nuliui.
Teskosime kreivés | € 901, kuri funkcionalui
to
1) = /F(x,y, i) dt (1.81)
t1

suteikty ekstremalig reikSme.
Tarkime, kreiveé [ € 91, apibréZta parametrinémis lygtimis

x:m(t)v y:y(t)’ te [tlth]a

suteikia (1.81) funkcionalui bent silpna lokaly ekstremuma. Be to, tegu kreive l~,
apibréZta parametrinémis lygtimis,

T=uat)+em(t), §=uy(t)+eam(t), te[t,ts]

priklauso aibei 9. Tada 1, (t5) = 12 (t2) = 0, taskas (Z(t,),7(t1)) € Iy irl yrakokioje
nors silpnoje ekstremalés [ aplinkoje, jeigu tik skaiiy €1, €2 moduliai yra pakankamai
mazi.
Apibrézkime dviejy realiy kintamyju funkcija
to

(e1,e2) = / F((t) + v (), y(t) + eama(t), a(8) + exin (£), (1) + £xiin(t)) db.

Kreivé | € 9. Todél taske ¢ = ¢, turi biti patenkinta salyga

V(er,e2) = a(x(ty) +em(tr),y(t1) + eamz(t1)) = 0.

Taskas (0, 0) yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas ir ¥(0,0) = 0. Todél egzis-
tuoja tokia parametro A reik§mé, kad

=0.

81:(32:0 -

., + )\\Ilsl| =0, &, + )\\1152]

E€1=€2 =0 -
ISvestinés
12

d t=t
‘1)51(61752)|51:82:0 = /{Fx - %(Fj:)}m dt+ Fym|,_, = —Fim|,_, ,

t1
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ta
d t=t
q)EQ(Elagl)‘El:EQ:O = /|:F’ll - %(Fy)},’h dt + Fzﬂ]2|t:t? = _Fy'772‘t:t1a
t1

nes ekstremalé z = z(t), y = y(t), t € [t1, t2] tenkina (1.78) Oilerio lygtis ir n: (t2) =
n2(t2) = 0. I§vestinés

Ve, eymo = Qulz(®).y()m )],

Ve, |51:52:0 - ay(ﬂ?(t)vy(t))nz(t)lt:n?
Todél taske ¢ = ¢; turi biti patenkintos tokios salygos:

(=F3 + Xag)m =0, (=Fy+ Aay)ns = 0.

Suprastine Sias lygybes i8 11 (¢1) ir 12(¢1) ir eliminave parametra A gausime, kad taske
t = t; turi biiti patenkinta transversalumo salyga

Fj;ay — Fyaz =0. (182)

Parodysime, kad (1.82) transversalumo salyga sutampa su (1.52) transversalumo
salyga, kai parametras ¢t = x. IS tikryju, tegu ¢ = z. Tada

F(z,y,i,9) = F(z,y,1,9/2)t = F(z,y,9)%,
Fo=Fri- By (~5)=F-yF,
T — Yy j}2 - ) y'
os 1
Fy:m-Fy/-E:Fy,
ir (1.82) transversalumo salyga galima perraSyti taip:
(F —y'E, ), — Fyay = 0.

Akivaizdu, kad pastaroji salyga sutampa su (1.52) transversalumo salyga.

Pastaba. Jeigu kitas ekstremalés [ galas néra jtvirtintas, o laisvai gali judéti
kreive Iy : 5(z,y) = 0, tai Siame ekstremalés gale turi biti patenkinta transversalumo
salyga

Fifpy — FyBz =0. (1.83)

Pavyzdys. Tegu 9 yra aibé glodZiy kreiviy, kuriy vienas galas yra tieséje
l1 1 ax 4 by + ¢ = 0, o kitas taske Ps(z2,y2). Aibéje 9 reikia rasti kreive [, kurios
ilgis yra maZziausias.

Tarkime, kreivé [ € 901, apibréZta parametrinémis lygtimis:

x==xz(), y=y(t), tEe€lt,ta],

turi maziausig ilgi

to
I(l):/\/i:2+y2dt.
t1
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Tada funkcijos z ir y tenkina Oilerio lygtis:
i yog (L)oo
dt /32 + 2 T dt /32 4 2 e
Jy pirmieji integralai:
T Y
= (1, = Cs.
VE+E D R

Siose lygtyse konstantos C, C yra priklausomos. Tiksliau jos tenkina salyga

C}+Ci=1.
Be to, _
y_0C
i O

Todél galime tvirtinti, kad ieSkoma ekstremalé yra tiesé. Taske ¢ = ¢; ekstremalé yra
ties¢je /1. Todél Siame taske turi biiti patenkinta transversalumo salyga

z b— y a
\/:i2+y2 \/3b2+y2

Ja galima perraSyti taip:
y b

i a
Taigi ekstremalé [ ir tiesé [, yra statmenos. Pareikalave, kad ekstremalé [ eity per taska
P5, gausime ekstremalés lygti

b
— Y2 = —( — z2).
y=—y2=_(z—22)
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad ekstremalés [ ir tiesés [; sankirtos tasko koordinatés

b2z — abys — ac —abxy + a®ys — be
xl = 2 2 b yl = 2 2 )
a’+b a’+b

o atstumas tarp taskuy P;, P» lygus

_axsy 4 bys + ¢

d
@+



2 SKYRIUS

Geometrine lauko teorija

Pirmame skyriuje buvo iSvestos biitinos kai kuriy funkcionaly ekstremumo egzista-
vimo salygos, t.y. Oilerio lygtys. Sios lygtys yra svarbi ir kartu igskirtin¢ diferen-
cialiniy lygc¢iy klasé. Jy iSskirtinuma nusako tai, kad Oilerio lygti galima suvesti i
visi§kai simetring pirmosios eilés diferencialiniy lygc¢iy sistema. Be to, Oilerio lygties
sprendiniy aibéje galima iSskirti tam tikras sprendiniy aibes (ekstremaliy laukus). Ge-
ometriné teorija, aprasanti Siuos laukus, yra svarbi tiek variaciniame skaiciavime, tiek
artimose disciplinose, tokiose kaip optika, mechanika, kvantiné mechanika ir t.t.

2.1 KANONINE OILERIO LYGCIY FORMA

Tegu, ! : y = y(x), x € [a,b] yra funkcionalo

b
I(y) = / Fla,y,y) dr, @1

ekstremalé, t.y. tenkina Oilerio lygti. Be to, tegu kiekviename ekstremalés taske
Fyy(z,y,y") #0.
Oilerio lygtyse (1.17) ir (1.18) iSskirkime neintegralinius reiSkinius
p=Fy(zyy) iv H=F(r,yy)—yFylzyy).
Kadangi Fy, (z,y,y’) # 0, tai lygti
p="Fy(zyy)

galima iSspresti 4’ atzvilgiu ir i’ iSreiksti per z, y ir p. Parodysime, kad Oilerio lygti

Fy(l'vyayl) - %(Fy/(x,y,y/)) =0 (2.2)
galima perraSyti taip, kad i jq tiesiogiai ieity funkcijos p ir H. Tuo tikslu kartu su
kintamaisiais x,¥ ir ' nagrinésime Kintamuosius z,y ir p. IraSykime i reiSkini H
vietoje 4’ jo iSraiSka per x,y ir p. Tada gausime reiSkinj, priklausanti nuo $iu trijy
kintamyjy. PaZymékime jji ta pacia raide H. Tuo atveju, kai funkcija H = H(z,y,y’),
jos diferencialas

dH =dF —y'dp—pdy' = F,dz+ F,dy+pdy' —y' dp — pdy’ =

= F,dx + F,dy — y' dp. 2.3)
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Jeigu i H zitrésime kaip i funkcija nuo kintamyju x, y ir p, tai jos diferencialas
dH = H, dx + H,dy + H, dp. (2.4)
Sulyging ju iSraiskas, gausime
H,=F,, H,=F, H,=-y.
Todeél (2.2) Oilerio lygti galima perraSyti taip:

d d
Hyzﬁ, Hp:—ﬁ. 2.5)

Gauta sistema vadinama Hamiltono arba kanonine Oilerio lyg¢iy sistema. Taigi viena
antros eilés diferencialing Oilerio lygti su viena neZinoma funkcija y suvedéme i dvie-
ju pirmos eilés diferencialiniy lyg€iy sistema su dviem nezZinomomis funkcijomis y ir
p. Beto, i§ (2.2), (2.4) ir (2.5) formuliy iSplaukia, kad iSilgai ekstremalés

dH
dr T

Jeigu funkcija F' tiesiogiai nepriklauso nuo z, tai ir funkcija H taip pat tiesiogiai
nepriklauso nuo z. Siuo atveju iSilgai ekstremalés

dH

— =0 ir H= t.
. ir cons

Analogiskai nagrinéjami keliy neZinomy funkciju bei salyginio ekstremumo uz-
davinio atvejai. ISnagrinésime salyginio ekstremumo uZdavinj. Tegu vektoriné funkci-

jay =y(z), z € [a,b],y = (y1,. .., Yn) tenkina neholonomines salygas

Yi(z,y,y') =0, Vi=1,2,...,m, m<n

b
= /F(x,y,y') dz

suteikia ekstremalig reikSme. Be to, tegu

ir funkcionalui

det‘way x))| #0, V€ la,b]

ir
m

F*(,y,y', N = F(z,y,0/) + > Ni(@)ei(z, u,9);
=1

Cia A = (A1,..., \n), A\; — LagranZo daugikliai, i = 1,2, ..., n. I§skirkime reiskinius:

pi:F;;(xayvy/7>‘)a H:F 7yaya Z:% v 5y7y/7)‘)'
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Kadangi det | Fyéy}
gos, tai i lygciy

# 0 ir ekstremalés taskuose yra patenkintos neholonominés saly-

pi:nglf(xayvyl?A)a i:172a"'7n

galima i8reik$ti y; per z,y;, \; ir p;, ¢ = 1,2,...,n. Toliau kartu su kintamaisiais
x,y; ir y, nagrinésime kintamuosius x,y; ir p;, ¢ = 1,2,...,n. [raSykime i reiskinj
H vietoje 3 jo i8raiSka per x, y, p ir gauta reiskinj paZymékime ta padia raide H. Tuo
atveju, kai funkcija H = H(x,y,y’, \), jos diferencialas

dH = dF* — id(ygpi) = F; dr + XH:F; dy; + Xn:pz‘ dy;—

i=1 =1 =1

= (Zpi dy; +vi dpi) = Fyde+) Fydy—> yidpi.
i=1

i=1 i=1

Jeigu i H Ziurésime kaip i funkcija nuo z, y; ir p;, tai
n n
dH = H,dx+ Y Hy,, dy; + Y _ Hp, dp;.
i=1 i=1
Sulyging gautus reiskinius, turime
F; =H,, H, :Fy*i’ Hy, :_yz/"

Todél antros eilés Oilerio lygciy sistema

yi—@(Fy;)zo, i=1,2,...,n

susiveda i kanoning pirmos eilés diferencialiniy lygciu sistema

dp; dy;
g, Lo—m,, i=12...n

de dx

Pastaroji sistema vadinama Hamiltono arba kanonine Oilerio lygciy sistema.
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2.2 EKSTREMALIU LAUKAI IR TRANSVERSALES

Tegu  yra jungioji sritis plokstumoje R? ir {1} — aib¢ kreiviy klases C' . Jeigu aibés
{1} kreiviy galai priklauso srities € krastiniams taskams ir per kiekvieng srities € taska
eina tik viena kreivé [ € {l}, tai sakysime, kad aibé {l} yra laukas, dengiantis sritj (2.
Be to, jeigu aibé {} yra kokio nors funkcionalo ekstremalés, tai sakysime, kad {l} yra
ekstremaliy laukas.

ISskirsime kelis specialius ekstremaliy laukus. Tarkime, funkcionalo

10) = [ Play.y)da @6
1
ekstremaliy aibé {/} yra vienparametriné kreiviy Seima, apibréZta lygtimis'
y=(x,h), heElhy,hs], x € [a(h),bh)];

Cia funkcija ¢ yra tolydi ir turi tolydZias dalines i§vestines ¢,., @, @.n. Be to, tegu
ekstremaliy [ galai yra C! klasés kreivése 71, 72 ir funkcijos ¢ i$vestiné

on(x, h) > 0.

Tada aibé {I} yra ekstremaliy laukas. Toks laukas vadinamas nuosavu lauku. Atkreip-
sime démes;j i tai, kad lygti y = ¢(x, h) galima i§spresti parametro h atzvilgiu

h = h(z,y),
o rasta funkcija h yra vienareikSmé ir turi tolydzias dalines iSvestines iki antros eilés
imtinai uzdaroje srityje, apribotoje kreivemis 1, 2, y = @(z, h1) iry = ¢(x, ha).
Tarkime dabar, kad ekstremaliy aibé {l}, apibréZta lygtimis
y=wp(z,h), helhi,h, z¢€la,bh),
iSeina i$ vieno tasko A(a, ), t.y.
ola,h) =a, Yh € [hy,hs].
Be to, tegu Va’' > a ekstremaliy aibé

Y= 50(‘1‘7h’)> h e [hlah2]7 T e [a’/>b(h)}

Jeigu nagrinéjamas funkcionalas parametrine forma ir jo ekstremaliy aibé {l} yra apibrézta
parametrinémis lygtimis

x =@t h), y=1(t,h), telt,ta], h€ [h1,h2],

tai ekstremaliy lauky apibréZimas yra analogiSkas. Cia tik i§ funkcijy ¢ ir 1) reikalaujama, kad jos biity
dukart tolydZiai diferencijuojamos uzdarame statiakampyje [¢1,t2] X [h1, hz] ir determinantas

Yt Ph

det Bi

#0.
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yra laukas. Tada aibe {I} vadinsime centriniu ekstremaliy lauku.
Apibrézimas. Tegu {I} yra funkcionalo I ekstremaliy laukas. Sakysime,
kreivé «y yra lauko {l} transversal¢, jeigu bet kuri lauko ekstremalé, kertanti -, kerta ja
transversaliai.
Konkretumo délei nagrinésime (2.6) funkcionala. Tada ekstremalés [ : y = y(z) ir
kreivés 7 : y = g(x) sankirtos taske transversalumo salyga yra tokia

F(z,y.y) —y'Fy(2,y,y") + 9 Fy(2,y.9) = 0. 2.7
Ja galima perraSyti taip

H(z,y,y')dx+ p(z,y,y") dg = 0.

Si salyga nusako ry§j tarp ekstremalés ir transversalés krypties koeficienty ju sankir-
tos taske. Todél kiekviename ekstremalés lauko taske yra Zinoma lauko transversalés
kryptis, jeigu tik

H*(z,y,y') + p*(z,y,y) # 0. (2.8)

Tegu lauko ekstremalés yra apibréZiamos lygtimis y = o(x, h). Tada visas lauko
transversales rasime iSsprende pirmos eilés diferencialing lygti

Fy (&, (. ), ol (2, 1)) 2

== Qe W Ey (@, pla. h), L (e, b))~

— F(z,o(z, h), ¢, (x,h) = 0; 2.9)

&ia h = h(z,y). Kartu galime tvirtinti, kad per kiekvieng lauko taika eina vienintelé
transversalé. Taigi transversaliy aibé yra vienparametrinis kreiviy laukas, jeigu tik
yra patenkinta (2.8) salyga. Toliau §i lauka vadinsime transversaliy lauku. RysSis tarp
ekstremalés ir transversalés krypties koeficienty, ju sankirtos taske apibréZiamas (2.9)
formule. IS jos matome, kad kampas tarp krypties vektoriy yra nelygus nuliui, jeigu
reiskinys F' # 0. Siuo atveju ekstremaliy ir transversaliy laukai apibréZia srities
tinkla (Zr. 3.1 pav.).

3.1 pav.

Pavyzdys. Tegu F(z,y,9) = Q(z,y)v1+y'? ir Q(z,y) # 0. Tada trans-
versalumo salyga reiSkia ortogonalumga ir transversaliy bei ekstremaliy laukas apibré-
Zia ortogonaly tinkla.
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Pastaba. Jeigu ekstremalés ir transversalés sankirtos taSke /' = 0, tai Siame
taske ekstremalé lieCia transversale. Todél ten, kur yra svarbus tinklo egzistavimas,
reikalausime?, kad reiskinys

F(z,¢(x,h), ¢, (z,h)) # 0.

Turint lauko transversale, galima iSspresti atvirkstini uzdavini, t.y. rasti ekstrema-
liy lauka. IS tikruju, transversalumo salyga kiekviename transversalés taSke viena-
reikSmiskai apibrézia lauko ekstremalés krypti. Tada galime rasti ekstremales (Oile-
rio lygties sprendinius), kurios eity per laisvai pasirinktg transversalés taska ir jame
turéty reikiama krypti. IS bendros diferencialiniy lyg€iy teorijos yra Zinoma, kad
toks uzdavinys turi vieninteli sprendini, jeigu transversalés taskuose kryptims, tenki-
nancioms transversalumo salyga, Oilerio lygties koeficientas prie antros eilés iSvestinés
Fyy # 0. Taigi, jeigu transversalumo salyga kiekviename transversalés taske viena-
reikSmiskai apibréZia lauko ekstremalés krypti ir yra patenkinta pastaroji salyga, tai
lauko transversalé vienareik§miskai apibréZia pati lauka.

Pavyzdys. Tegu F(z,y,y') = v/ 1+ y'*. Tada Oilerio lygties

Fy(z,y,y) — %Fy/ (z,9,9) =0
sprendiniai (ekstremalés) yra tiesés plokStumoje R?. Siy ekstremaliy aibéje iSskirsime
kelis skirtingus ekstremaliy laukus.

1. Tegu {l} yra aibé lygiagreciy tiesiuy, dengianéiy visg plok§tuma R?. Tada taip
apibréZta aibé yra ekstremaliy laukas. Sio lauko transversalés yra tiesés, ortogonalios
ekstremaliy lauko {/} tieséms. Jeigu transversalé v yra tiesé, tai ja atitinkantis ek-
stremaliy laukas yra aibé lygiagreciy tiesiu, statmeny tiesei 7.

2. Tegu {l} yra aibé spinduliy, iSeinan¢iy i§ koordinaliy pradZzios ir dengianciy
visa plok§tuma R?. Taip apibréZta aibé yra ekstremaliy laukas. Sio lauko transversalés
yra apskritimai, su centru koordinaciy pradzioje. Jeigu transversalé ~ yra apskritimas
su centru koordinaciy pradZioje, tai ja atitinkantis ekstremaliy laukas yra iSeinanciy i
koordinaciy pradZios spinduliy aibé.

3. Tegu 2 yra iSkila sritis, taskas A ¢ €2, {I} aibé atkarpy, kurios eina per taska A ir
dengia sritj 2. Taip apibréZta aib¢ yra ekstremaliy laukas. Jeigu taskas A € 02, tai ek-
stremaliy laukas yra centrinis su centru taske A. Jeigu taskas A ¢ 012, tai ekstremaliy
laukas yra nuosavas. Abiem atvejais lauko transversalés yra sritj {2 dengiantis lankai,
kuriuos iSkerta apskritimai su centru taSke A. Jeigu transversalé « yra apskritimo, ku-
rio centras taSke A, lankas, kertantis sritj {2, tai ja atitinkantis ekstremaliy laukas yra
statmeny transversalei «y ir esanciy srityje €2 atkarpy aibé.

4. Tegu 7 yra C? Klasés kreivé. I3 kiekvieno kreivés  tagko, ta pacia kryptimi, ke-
liame jai ilgio h statmenj. Aibé tokiy atkarpy yra ekstremaliy laukas, jeigu tik skaicius
h < hg, ho yra pakankamai mazas teigiamas skaicius. Kreivé -y yra §io lauko transver-
salé. Kiti atkarpy galai apbréZia kreive, kuri statmena kiekvienai lauko ekstremalei.
Todél ji yra ekstremaliy lauko transversalé. Imdami i € [0, ho) gausime transversaliy
lauka.

2Ivairiose lauko teorijos taikymuose §io reikalavimo galima atsisakyti. Taip pat galima atsisakyti (2.8)
salygos. Smulkiau apie tai Zr. [8] knygoje.
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Kreives | : y = y(x), = € [a, ] lanko I-ilgiu vadinsime integralo
b
I(y) = /F(ax%y’) dx

reik§me?. Jeigu F(z,y,y') = \/1 + y'?, tai kreivés [ lanko I-ilgis sutampa su kreives
[ lanko ilgiu.

Tegu {l} yra centrinis ekstremaliy laukas su centru taske A(a,«). Kiekvienoje
lauko ekstremaléje [ atidékime vienoda I-ilgio lanka, kurio pradZia yra taske A(a, &),
o galas — taske B. Lanky galai apibréZzia kreive ~y (Zr. 3.2 pav.).

Y

3.2 pav.

2.1 teorema. Kreivé ~y yra ekstremaliy lauko {l} transversalé tada ir tik tada, kai
kiekvienos ekstremalés | lanko, kurio pradZia yra taske A, o galas kreivéje -y, I-ilgis
yra pastovus.

< Tarkime, ekstremalé [ ir kreive + kertasi taske B(b, 5). Be to, tegu ekstremalés [
lankg AB ir kreive v galima apibrézti lygtimis

Tada ju sankirtos taske
g9(b) = (b, b,g(b)).
Kiekvienam taskui B(b, 3) € ~ ekstremalés [, jungiancios taskus A ir B(b, 8) lanko
I-ilgis
b
10) = [ Flavplanb g(0). ¢ (0,.9(0) d

yra pastovus. Todél jo iSvestiné, kintamojo b atzvilgiu, lygi nuliui, t.y.

F(z,0,¢)| _,+

3 Analogigkai apibréZiamas kreivés I, apibréZtos parametrinémis lygtimis
$=$(t), y:y(t)z te [tlatQ]v

lanko I-ilgis. Reikia tik i§ pointegralinés funkcijos F'(t,z,y, &, y) pareikalauti, kad ji tiesiogiai neprik-
lausyty nuo kintamojo ¢ ir biity teigiamai homogeniné pirmojo laipsnio funkcija kintamyju , ¥ atZvilgiu.
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b
+ / Fy(x,0,¢") (¢v + 09 (b)) + Fy (x,0,¢") (0} + ©9 (b)) da = 0.

Kadangi kreivé [ : y = o(x, b, §) yra funkcionalo I ekstremalé, tai pastaraja salyga
galima perrasyti taip:

F(z,0,0")| _, + Fy(z,0,¢) (pp+ 0pg'(b)|,_, = 0.
Ekstremalés [ ir kreives -y sankirtos taske g(b) = ¢(b, b, g(b)). Todél

g'(b) = @' (b, b, (b)) + @u(b, b, 9(b)) + (b, b, 9(b))g'(b)-
ir
F($7 12 @l)‘m:b - (Lp/@j’ b, g(b)) - g/(b))Fy' ($7 1) @l)‘m:b =0.
Taigi kreivé v : y = g(z) yra ekstremaliy lauko {l} transversalé.

Tegu kreiveé 7y : y = g(x) yra transversalé. Tada kiekviename jos taske B(b, g(b))
integralo 7(b) iSvestiné lygi nuliui. Todél integralas I(b) = const. Taigi kiekvieno
ekstremalés [ lanko AB, kurio pradzia yra taske A, o galas taske B € ~, I-ilgis yra
pastovus. >

Pavyzdys. Tegu F(z,y,y') = /1 +y'*. Tada ekstremalés yra tiesés, iSei-
nancios i$ tasko A. Kreivé y yra apskritimas su centru taske A.

Tegu {l} yra ekstremaliy laukas ir v, yra $io lauko transversalé. Kiekvienoje
lauko ekstremaléje ta pacia kryptimi atidékime vienoda [I-ilgio lanka, kurio pradZia
yra transversaléje v, . Tada kiti lanko galai plok§tumoje R? apibréZia kreive o (7r. 3.3
pav.).

)
B
A Y2
71
x
3.3 pav.

2.2 teorema. Kreivé o yra ekstremaliy lauko {l} transversalé.
< Tarkime, ekstremalé [ kerta kreives 71, 2 taSkuose A(a, ), B(b, 8). Be to, tegu
liy=9(@a,0bp8), n:y=ga@), 12:y=g).
Ekstremalés [ ir kreiviy 1, 72 sankirtos taskuose
g91(a) = ¢(a,a,h(a), b, B),  g2(b) = (b, a, ; b, g2(D)).
Ekstremalés [ lanko, jungiancio taskus A(a, ) € v ir B(b, 8) € o, I-ilgis

b
I(a’b) = /F(aj)30(1‘7a‘7gl(a’)5b792(b))7gp/(x7a‘7gl(a’)5b792(b))) dz

a
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yra pastovus. Todél jo iSvestinés kintamuyju a ir b atZvilgiu lygios nuliui. Prilyging
nuliui iSvesting kintamojo b atzvilgiu, gausime (Zr. 2.1 teoremos jrodyma), kad kreivé
2 : y = go(x) yra transversalé, t.y. tenkina salyga

F(z, 0,0, — (¢ — 90) By (2, 0,¢")|,_, = 0.

Taigi kreivé «y : y = go(x) yra funkcionalo transversalé. >
Per kiekvieng lauko {l} taska eina lygiai viena transversalé. Todél yra teisinga
atvirkstiné teorema.

2.3 teorema. Tegu 71,72 yra lauko {l} transversalés. Tada visi ekstremaliy | € {l}
lankai, jungiantis transversales 71, 2, turi vienoda I-ilgj.

Pavyzdys. Tegu F(x,y,y) = \/1+y'? ir 41,7 yra transversalés. Ek-
stremalés yra tiesés statmenos transversaléms. Todél lankai, jungiantis Sias transver-

sales, yra to paties ilgio atkarpos, esancios abiejy transversaliy normalése.
Pastab a. Sios teoremos iSlieka teisingos ir funkcionalui parametrine forma.
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2.3  JUNGTINIAI TASKAI

Tegu, Iy : y = p(x, ho),z € [a,b] yra ekstremalé, einanti per taska A(a, «) ir turinti
Siame taske krypties koeficientg hg, t.y. ¢’ (a, hg) = hg. Be to, tegu

Fyy(a, o, hg) # 0.

Tada F,,(a,a, h) # 0, jeigu tik h yra pakankamai arti ho. Todél tokioms h reiks-

méms Oilerio lygtis

d
Fy—%Fy/ :0

turi vieninteli sprendini, tenkinantj pradines salygas
y|w=a =, y/‘xza = h.

Visy $iy sprendiniy aibé apibréZia pluosta ekstremaliy {/}, iSeinaniy i tasko A(a, «v).
Aibé {l} yra vienparametriné kreiviy Seima. Kiekviena ekstremalg ! galima apibrézti
lygtimi

y=(x,h), heEhy,hs;

Cia h yra ekstremalés [ krypties koeficientas taske a, t.y.
y'(a,h) = h.

Kai h = hg, gauname ekstremalg /.

Apibrézimas. Jeigu pluosto {I} gaubiamoji turi su ekstremale /y bendra
taska B(b, B) ir B(b,3) # A(a,«), tai taskas B(b, 3) vadinamas jungtiniu tasku*
taskui A(a, «), o reik§mé b — jungtine reikS§me reik§mei a, ekstremalés [ atzvilgiu.

Tarkime, taskas B(b, 8) yra jungtinis taSkui A(a, ). Tada jis priklauso ekstremaliy
pluosto, iseinandio i$ tasko A(a, «), gaubiamajai . Kiekviename gaubiamosios taske
turi buti patenkinta salyga

dy(x, h)
————==0. 2.10
oh (2.10)
Kadangi taskas B(b, 8) priklauso gaubiamajai -y ir ekstremalei [y, tai
8y(b, ho)
———= =0. 2.11
oh @1

Taigi kiekvieng reikSme b, jungting reikSmei a, galima rasti i§ (2.11) lygties. Atkreip-
sime démesij | tai, kad (2.11) salyga yra tik bitina gaubiamosios egzistavimo salyga.
Todél norint isitikinti, ar (2.11) lygties sprendiniai i$ tikryju yra jungtinés reikSmes,
reikia atlikti papildoma tyrima. Be to, norint i§ Sios lygties rasti jungtinius taSkus,
reikia i§ anksto turéti visa pluosta ekstremaliy. Todeél pateiksime kita, tiesiogini, jung-
tiniy tasky radimo metoda.

Kiekvienam h € [hq, ho] ekstremalé [ : y = o(x, h) tenkina Oilerio lygti

d

Fy(x7 90('73’ h)) @l(l‘v h)) - %Fy’ (33, @(x7 h)’ 90/('1:’ h)) = 0.

4Taip suformuluotas jungtinio tasko apibréZimas funkcionalui neparametrine forma yra teisingas ir
funkcionalui parametrine forma.
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Diferencijuodami ja parametro h atzvilgiu, gausime lygti

d
Fyy(ph(x7 h) + Fyy'@%(ia h) T iz (Fy’ywh(x7 h) + Fy/y/(p;l(l‘, h)) =0.
Imkime ¢ia h = hg ir paZymékime reiskinj
0 h
7('0(;}; o) = u(x).
Tada pastaraja lygti galima perrasyti taip:
d
Su— —(Ru') =0;
u= (Ru)

R(x) = Fyy (:E, o(x, ho), ¢ (z, ho)),

S(l‘) = Fyy (x, (p(:& h0)7 90/(337 ho)) - %Fy’y (:E, Lp(.’L‘, ho), ‘pl(xv ho)).

Pastaroji lygtis yra tiesiné antros eilés diferencialiné lygtis. Ji vadinama Jakobio lyg-
timi.
Tegu ug yra Jakobio lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas
uO‘z:a =0, uE)l:c:a =1L

Irodysime teorema.

2.4 teorema. Tarkime, iSilgai ekstremalés l reiSkinys R # 0. Tada

1. Jeigu reikSmé b yra jungtiné reikSmei a ekstremalés ly atZvilgiu, tai b yra lygties
uo(x) = 0 sprendinys.

2. Jeigu b yra lygties uo(x) = O sprendinys, tai reikSmé b yra jungtiné reikSmei a.

< Tegu reik§Smé b yra jungtiné reikSmei a ekstremalés [ atzvilgiu. Tada ji tenkina
(2.11) lygti, t.y.

&P(ba hO) -0
oh '
Funkcijos ug ir d¢/0h tenkina Jakobio lygti ir tas pacias pradines salygas
Op(a, h
ug(a) =0, 790(;,1 o) _ 0;
oy (a, h
up(a) =1, B0 (;}; o) _y,
Todél jos sutampa, t.y.
890(377 hO)
wol®) =""gn

ir galime tvirtinti, kad uo(b) = 0.
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Irodysime atvirkstinj teiginj. Tegu uo(b) = 0, b > a. Apibrézkime funkcija

elzh)—p@ho) kai h # ho;

'(/)(.’L', h) = h—ho .
%90(56, ho) = ug(x), kaih = hg.

Funkcija v yra tolydi pagal abu kintamuosius ir turi pirmos eilés tolydZias dalines
iSvestines. Be to,

’(/J(b, ho) = UQ(b) =0.
Funkcijos v daliné iSvestiné
(b, ho) = ug(b) # 0.

I8 tikryju, jeigu tiesinés homogeninés antros eilés lygties sprendinys kokiame nors
taske yra lygus nuliui kartu su savo iSvestine, tai jis yra tapatingai lygus nuliui. Taciau
up(a) = 1 # 0. Gauta priestara jrodo, kad taskas (b, ho) yra lygties

P(xz,h) =0

sprendinys ir Sios lygties = galima iSreiksti kaip tolydZia h funkcija. Be to, kai h — hy,
x > b. Todél egzistuoja tokia tolydi funkcija e = €(d) (¢ — 0, kai § — 0), kad

Y(b+e(0), ho +0) =0,

jeigu tik § yra pakankamai mazas teigiamas skaicius. Remiantis funkcijos ) apibrézi-
mu, galime tvirtinti, kad tokioms § reik§méms yra teisinga lygybé

p(b+(8), ho + 6) = (b +£(0), ho).
Tai reiskia, kad pakankamai maZzoms teigiamoms § reik§méms kreivés
y =z, ho+0), y =z, ho)
kertasi taSke B;s(b + €(9), p(b + £(9), ho + 9)) ir taskas
Bs(b+¢€(d), o(b+e(d), ho + 6)) = B(b, ¢(b, ho),

kai § — 0. Vadinasi reik§mé b yra jungtiné reik§mei a ekstremalés [y atzvilgiu. >
ISvados:

1. Jeigu reikSme b yra jungtiné reikSmei a, tai reikSmeé a yra jungtiné reikSmei b.

2. Tarkime, jungtinés reik§més b, b > a ir b’, b’ > o’ yra maZiausios reikSméms a
ira’. Tada, jeigu o’ > a, tai b’ > b.

3. Tegu jungtiné reikSmé b, b > a yra maZiausia reikSmei a. Tada b yra tolydi a, o
taip pat kity parametry, apibréZianciy ekstremalg [y, funkcija.
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Apibrézimas. Sakysime, ekstremalé [y : y = ¢(x, hg), « € [a, b] tenkina
Jakobio salyga, jeigu
uo(z) #0, Vz € (a,b).

Jeigu pastaroji nelygybé yra teisinga Va € (a, ], tai sakysime, kad ekstremalé [y tenk-
ina sustiprintg Jakobio salyga.

Tegu {I} yra ekstremaliy laukas, dengiantis sriti 2. Sakysime ekstremalé [ € {l}
yra apsupta ekstremaliy lauko {l}, jeigu kiekvienas jos taskas yra srities 2 vidinis
taskas.

2.5 teorema. Tarkime, ekstremaléje | (iskaitant ir kurj nors vieng jos gala) néra tasky,
jungtiniy kitam ekstremalés galui ir iSilgai jos (jskaitant abu jos galus) reiskinys

Fyy >0 (Fyy <0).
Tada ekstremale | galima apsupti ekstremaliy lauku.

< Tarkime, ekstremalé [ jungia taskus A(a,«) ir B(b, 3). Be to, tegu nei taskas
B(b, B), nei bet kuris kitas ekstremalés [ taskas néra jungtinis taskui A(a, o) ir iSilgai
ekstremalés [ (iskaitant abu jos galus) reiSkinys Fy.,» > 0. Tada egzistuoja toks ek-
stremalés [ tesinys I’, jungiantis taskus A’(a’, &') ir B(b, 8), @’ < a, kad ekstremaléje
I (iskaitant ir taska B(b, 3)) néra tasky jungtiniy taskui A’(a’,a’.)

I$ tasko A’(a’, o) bréziame ekstremaliy pluosta, apibréZta lygtimi

Yy= QO(Z’, h)
Cia h yra ekstremalés liestinés krypties koeficientas taske A’(a’, o), t.y.
ol (a’,h) = h.

Parametro reik§me h = R’ atitinka ekstremalé [’.
Pagal teoremos salyga iSilgai ekstremalés [ iSvestiné

Op(x, h)

T‘h:h/ > 07 Vo € [a,b].

Kadangi ji yra tolydi, tai egzistuoja tokia h’ aplinka [h/ — ¢, i/ + €], kad

dela,h) >0, Vz€lab], he[h —eh' +e].
oh
Remiantis teorema apie diferencialiniy lygc€iuy sprendiniy diferencijavimg pagal para-
metra, funkcija ¢ turi tolydZias dalines iSvestines @y, @, it @,,. Todél (Zr. 2.2 skyreli)
taip apibréztas ekstremaliy pluostas yra ekstremaliy laukas, supantis ekstremalg [.
Pastaba. AnalogiSka teorema yra teisinga ir funkcionalui parametrine forma.
Cia tik vietoje salygos F,,» # 0 reikia pareikalauti (Zr. 1.12 skyreli), kad F; # 0.
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2.4 OILERIO LYGTIES INTEGRAVIMAS

Tegu 71, 72 yra dvi glodZios kreives plokitumoje R?. I3 skirtingy plokstumos tasky
iki kreiviy -y, y2 bréZiame ekstremaliy lankus /1, [, kertanCius jas transversaliai. Ge-
ometring vieta tasky ploksStumoje vadinsime I-hiperbole, jeigu i$ kiekvieno jos tasko
iSeinanciy ekstremaliy /y, l» lanky I-ilgiy skirtumas yra pastovus, t.y.

I(ly) — I(l2) = const.

Tegu {l;} yra visuma ekstremaliy, kuriy vienas galas yra I-hiperboléje, o kitas
kreivéje v;, @ = 1, 2. Be to, tegu ekstremaliy [; lankai, jungiantis I-hiperbole ir kreive
~i, nesikerta (i = 1,2). Tada ekstremaliy /; lanky I-ilgiai I(l;), kaip lanko galy funkci-
jos, turi pilng diferenciala.

Siame skyrelyje reikalausime, kad kiekviename nagrin¢jamame taike

Fy/y/ # O
ir kiekviename nagrinéjamos ekstremalés taske reiSkinys

F(z,y,y") #0.

I8 laisvai pasirinkto I-hiperbolés tasko iSeinanciy ekstremaliy /1, l» lanky I-ilgiy
skirtumas yra pastovus. Todél iSilgai /-hiperbolés diferencialas

dI(ly) — dI(ly) = 0.

Kadangi ekstremalés [y, l> tenkina Oilerio lygt ir kerta kreives 71, 72 transversaliai,
tai i§ pastarosios salygos gauname, kad iSilgai pasirinktos /-hiperbolés Sakos

H(z,y,y))dx + p(z,y, 1) dy — H(z,y,y5) dz — p(z,y, y5) dy = 0;

ia y1, yb yra ekstremaliy [y, I liestiniy krypties vektoriai, jy sankirtos taske A(z,y)
su I-hiperbole. PerraSykime $ia salyga taip:

- )

dx p(z,y,y1) — (e, y,y5)

ia dy/dx yra I-hiperbolés liestinés krypties vektorius taske A(x,y). Vietoje x, y, v’
iveskime naujus kintamuosius z, y, p (Zr. 3.1 skyreli). Tada gausime lygti

@ — 7H(:E7yapl)7H(x7yvp2) (2 12)

dx p1— P2

Tarkime dabar, kad I(y1,72) yra I-hiperbolés lankas, einantis per fiksuota taska
A(z,y). Artinkime kreive ~y; prie kreivés 7, taip, kad ji buty kiek norima maZoje
kreives -y, silpnojoje (pirmos eilés) aplinkoje. Parodysime, kad lankas (1, 7y2) artéja
prie ekstremalés, kuri eina per taska A(z, y) ir kerta kreive 7 transversaliai. Tiksliau
parodysime, kad kreivéms 1, y2 susiliejant, I-hiperbolé iSsigimsta i ekstremalg.
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2.6 teorema. Jeigu kreivés ~yi,yo susilieja, tai I-hiperbolés Saka, einanti per taska
A(z,y), tampa ekstremale, kuri eina per taska A(x,y) ir kerta susiliejusias kreives
Y1 72 transversaliai.

< Artinant kreive v, i kreive o, ekstremalé [ artéja i ekstremalg lo. Todél p; — po
ir (2.12) lygtis pereina i lygti
dy  OH
de  Op’
Slap = Fy(z,y,y'), z,y — taSko A(x, y) koordinatés, y’ ekstremalés I; liestines kryp-
ties vektorius taSke A(z, y). Tai yra viena i$§ kanoniniy Oilerio lyg¢iy. Parodysime, kad
yra patenkinta ir kita Oilerio lygtis.
Tegu {l} yra pluostas ekstremaliy, kurios kerta kreive -y; transversaliai. Ekstremalé
Iy priklauso §iam ploustui. Kiekviena ekstremalé ! € {l} kerta kreive +y transversaliai.
Todél ekstremalés [, einancios per taska A(x,y) ir kertanCios kreive ~ transversaliai,
lanko [-ilgio pilnas diferencialas

dI(l) = H dx + pdy;

Sia H = H(x,y,p), p = Fy(x,y,y'), v yra ekstremalés [ € {I} liestinés krypties
kooeficientas taske A(x,y). Remiantis butina pilnojo diferencialo salyga, turime

0H n OH 0Op Op
dy  Op Oy Oz
Kadangi H,, = —dy/dz, tai pastaraja salyga galima perraSyti taip:
OH _op dy  op
oy Oy dx Oz’
Pakeite reiSkini deSinéje Sios lygties puséje pilna i§vesting dp/dx, gausime Oilerio
lygti
dp OH
de Oy’
Taigi funkcijos y ir p tenkina Hamiltono lygéiy sistema. >
Pavyzdys. Tegu F(z,y,y') = /1 + y'>. Iinagrinésime kelis papras¢iausius
atvejus.

1. Tarkime, kreivés i1, yo iSsigimsta i du taskus Op, Oo. Tada ekstremalés yra
tiesés, o I-hiperbolé yra viena jprastos hiperbolés Saky, kuri eina per taskg A
ir kurios Zidiniai yra O1, O,. Jeigu taska O — O1, tai hiperbolé iSsigimsta i
pora tiesiu, viena i kuriy eina per taskus O ir A. Pastaroji tiesé yra ekstremalg,
apibréZianti atstuma tarp tasky O; ir A.

2. Tarkime, 71,72 yra dvi nelygiagreCios tiesés ir A duotas taskas. Tegu /; yra
ekstremalés lankas, kurio vienas galas yra taske A, o kitas tieséje ; ir |I;| yra §io
lanko ilgis (i = 1,2). Be to, tegu ~y; yra tiesé lygiagreti tiesei y; ir nutolusi nuo
jos atstumu |l;| — |l2|. Tada I-hiperbolé yra ties¢, einanti per taska A ir tiesiy
~a, v, sankirtos taska (Zr. 3.4 pav.). Jeigu tiese o suksime apie taska O taip,
kad ji susiliety su tiese 1, tai I-hiperbolé pereis i tiesg, einancig per taska A,
statmenai tiesei 7y .
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3.4 pav.

I§vada. Tarkime, kreivé vy, yra apibréZta lygtimi y = ¢(z, h), o funkcija ¢
yra tolydi ir turi tolydZias pirmos eilés dalines iSvestines. Be to, tegu I(x,y,~;,) yra
I-atstumas nuo tasko A(x, y) iki kreivés ~y;,. Tada kiekvienai fiksuotai c reikSmei

8[(33, Y, ’Yh) _
oh
yra ekstremalés lygtis. IS tikruju, lygtis
I(‘T7 Y, ’Vh') - I(.’E, y7’7h) = C(h/ - h)

apibréZzia I-hiperbole. Jeigu b’ — h, tai kreivé v, — -y, ir I-hiperbolé pereina |
ekstremalg, iSilgai kurios
OI(z,y,vm) _
oh -
Parodysime, kad Oilerio lygties sprendimas yra ekvivalentus vienos pirmos eilés
daliniy iSvestiniy lygties sprendimui. I§ pradziy jrodysime, kad I-atstumas nuo tasko
A(z,y) iki kreivés + tenkina viena pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygti.

2.7 teorema. Tegu~y yra C' klasés kreivé ir I (x,y, ) yra I -atstumas nuo tasko A(z, y)
iki kreivés . Tada funkcija I tenkina daliniy iSvestiniy lygtj

% - H(m,y,g—;); 2.13)

ia funkcija H = H(x,y,p) (Zr. 3.1 skyrelj).

< Tegu [ yra ekstremalé, einanti per taska A(z,y) ir kertanti kreivg -y taske B(u, v)
transversaliai. Tada ekstremalés, jungianéios taskus A(zx,y) ir B(u,v), lanko I-ilgio
diferencialas

dI = H(z,y,p(x,y)) dx + p(z,y) dy — H(u,v, p(u,v)) du — p(u,v) dv.

Ekstremalé [ kerta kreive ~y transversaliai. Todél ekstremalés [ ir kreivés ~y sankirtos
taske B(u,v) reiSkinys

H(u,v,p(u,v)) du+ p(u,v)dv =0
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ir diferencialas
dl = H(z,y,p(x,y)) de + p(z,y) dy.

IS Cia gauname, kad
ol ol
H=_— = —.
or p y
Kadangi H = H(x,y, p), tai funkcija I tenkina lygti
ol 0l
a. = H( Y, 7) .
or Y dy
Teorema irodyta. >
Irodysime atvirkstinj teigini.

2.8 teorema. Tegu I = I(x,y) yra tolydi funkcija, turinti pirmos eilés tolydZias da-
lines iSvestines. Jeigu funkcija I tenkina (2.13) lygti, tai fiksuotai c reikSmei I (z,y) —c
yra I-atstumas nuo tasko A(z,y) iki kreivés I(x,y) = c.

< Tegu funkcija I yra (2.13) lygties sprendinys. Si lygtis tiesiogiai nepriklauso nuo
funkcijos I. Todél I(x,y) — c taip pat yra (2.13) lygties sprendinys. Remiantis 2.7
teorema [-ilgis I(x,y, ) nuo tasko A(x,y) iki kreivés v tenkina (2.13) lygti. Kreivés
~ taskuose
I(z,y,v) = I(z,y) —c=0.

Taciau (Zr. pirmos eilés diferencialiniy daliniy i$vestiniy lygciy teorija), jeigu pirmos
eilés daliniy iSvestiniy lygties integralai sutampa kokioje nors kreivéje, tai jie sutampa.
Taigi
I(%ZJa’Y) = I(ZL’,y) —C
ir teorema jrodyta. >
Daliniy iSvestiniy lygtis

ol o1

—=H (Jf‘ IR 7)

or 4 Qy
vadinama Hamiltono lygtimi. Parodysime, kad Sios lygties integravimas yra ekviva-
lentus Oilerio lygties integravimui.

2.9 teorema. Oilerio lygties sprendimas yra ekvibvalentus Hamiltono lygties sprendi-
mui.

a4 Tegu y = p(x,u,v) yra Oilerio lygties bendrasis sprendinys, priklausantys nuo
dviejy parametry u,v. Laisvai pasirenkame glodZig kreive ~y. Per kiekviena jos taSko
galima nubréZti ekstremalg, kuri kirsty v transversaliai. Todél galima apibrézti I-
atstuma nuo laisvai pasirinkto taSko A(z,y) iki kreivés . Atstumas I(x,y,y) tenkina

Hamiltono lygti
ol ol
—=H — ).
Ox (x, Y 8y)

Fiksuotai c reikSmei Sig lygti tenkina ir funkcija I + c.
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Tegu {7} yra vienparametriné kreiviy Seima, nesudaranti transversaliy lauko nei
vienoje nagrinéjamos plok§tumos dalyje ir I (x, y, v, ) yra I-atstumas nuo tasko A(z, y)
iki kreivés vy. Pridéje konstanta ¢, gausime (2.13) lygties sprendini I(z,y,vs) + ¢,
priklausantj nuo dviejy parametry c ir h. Kadangi {~;,} néra transversaliy laukas, tai
konstanty c ir h negalima pakeisti viena. IS tikryju, konstanta ¢ nepriklauso nuo h.
Todél $ias konstantas galima pakeisti viena tik tuo atveju, kai

I(J?, Y, 'Y}L-HL’) = I(xv Y, ’Yh) + h'.

Taciau tada

(@, y, ) — I(@,y,7m) = 1,
t.y. [-atstumas tarp kreiviy .y p/ ir v, yra pastovus. Todél aibé {7y } yra transversaliy
Seima. Gauta prieStara jrodo, kad kostanty c ir / negalima sujungti | viena.

Tarkime, yra Zinomas (2.13) lygties bendras integralas I(x,y, h), h — laisva kon-
stanta. Kadangi (2.13) lygtis tiesiogiai nepriklauso nuo I, tai jos bendraji integrala
galima uZra$yti taip:

I=1I(z,y,h)+c.
Remiantis 2.8 teorema kiekvienai fiksuotai & reikmei funkcija I (z, y, h) — d apibrézia

I-atstuma nuo tasko A(x,y) iki kreiveés I(x,y, h) = d, d — kostanta. Pagal 2.6 teore-

mos iSvada
oI

% =
yra ekstremalés lygtis. Taip apibréZta ekstremalé priklauso nuo dviejy laisvy kon-
stanty h ir c. Todél (2.14) formulé apibréZia bendra Oilerio lygties sprendinj. >

Pavyzdziai:

1. Tegu F(x,y,y') = /14 y'*. Tada
13':#:\/]_—292 p:yi
/1+y/2 /1+y/2

( ( ? ) ( ( ) )

rcosh + ysinh = 0,

c (2.14)

/

Tegu vy, yra tiesé
einanti per koordinaciy pradzig. Tada I-atstumas nuo tasko A(x,y) iki kreivés
. yra iprastas atstumas nuo tasko A(z,y) iki tiesés vy, t.y.
I(x,y,h) = xcosh + ysinh.
Remiantis 2.9 teorema Hamiltono lygties bendrasis integralas
I =xcosh+ysinh+c;

¢ia h ir ¢ — laisvosios konstantos.
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2. Tegu
/ V 1+3/12
F(z,y,y') = ——+.
v(z,y)

Tada , )

Yy 2 2
= ) H +p =3
v\/l—i-y’2 v?

ir Hamiltono lygti galima uZrasyti taip:

01\?2 oI\2 1

G (G-

ox Ay v2
Siuo atveju I-atstumas yra optinis atstumas (ekstremalés, jungiancios kreive - ir
taska A(z,y), lanko I-ilgis). Konkreéiu atveju, kai

v(z,y) =y

ekstremalés yra apskritimai, kertantis = a$j sta¢iu kampu. Jeigu v, yra tiesé

xcosh +ysinh =0,

tai optinis atstumas nuo tasko A(z,y) iki tiesés ~y, lygus

I(z,y,vn) = \/x2+y2<h+ g —arctgg)7
x

o bendrasis Hamiltono lygties sprendinys

I= \/x2+y2<h+g—arctg%> +ec.



3 SKYRIUS

Pakankamos silpno ir stipraus
ekstremumo salygos

3.1 LEZANDRO IR VEJERSTRASO SALYGOS

Tarkime, funkcija y, tenkinanti krastines salygas

yla) =a, y(b) =4, (3.1
suteikia funkcionalui ,
1) = [ Plo.y)ds (32)

bent silpna lokaly ekstremuma.

Laisvai pasirenkame kokia nors funkcija n € C§°(a, b) . Tada funkcija y + en yra
kokioje nors silpnoje funkcijos y aplinkoje, jeigu tik € modulis yra pakankamai maZas
skaiCius. ApibréZkime realaus kintamojo funkcija

O(e) = I(y +en).

Tarkime, Sig funkcija galima skleisti Teiloro eilute ¢ laipsniais. Tada funkcijos ®
pokytis

d(e) — D(0) = e®'(0) + %@”(0) +..

b
e®'(0) = 5/(Fy77 + Fyn') dz,

a

b
29"(0) = &2 /(Fyyn2 + 2F, ' + Fy/y/n’Q) dx

yra pirmasis, antrasis ir t.t. funkcijos ® diferencialai, atitinkantys argumento pokytj €.
Paéme Siame skleidinyje € = 1, gausime funkcionalo I pokytj

1
I(y+n)—I(y) ='(0) + 5<I>“(0) + ...
Reiskiniai

6I(y,n) = @'(0) = [Cif(yﬂn)} N
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§I%(y,n) = @"(0) = Ligf(y + 577)] )
e=0

yra vadinami pirmaja, antraja ir t.t. funkcionalo I variacijomis.
Pagal prielaida funkcija y suteikia funkcionalui I silpnaji lokaly ekstremuma. To-
dél pirmoji variacija 01 (y,n) = 0, o funkcionalo I pokytis

2
€
Iy +en) = I(y) = 58I (y,m) + -
Salyga

b
52I(y,7]) = /(Fyyn2 + 2Fyyzm7' + Fy/y/n’Q) dr >0 (<£0), VneCi(a,b),

a

yra biitina, kad ekstremalé y suteikty funkcionalui I minimuma (maksimuma). Paste-
béje, kad 211’ = (n?)’, antraja variacija perraSysime taip:

b

d 2
82y, ) = /[(Fyy - %(Fyy/))ff + Fyryn” | da. (3.3)
.o . d . . .
Pazymékime S = F, — d—Fyy/, R = Fy,. Tarkime, ekstremalé y suteikia (3.2)
x
funkcionalui minimuma. Tada
b
/ (S? + Ry*) de >0, Ve C3(a,b). (3.4)

a

Irodysime, kad koeficientas
R(‘T) = Fy/y/(z7y(x)7y,(x)) Z Oa \V/I € [avb}'

Tarkime, prieSingai, kad egzistuoja taskas & € [a, ] toks, kad R(#) < 0. Taliau tada
egzistuoja tasko Z aplinka (& — ¢, % + ¢), kurioje R(z) < 0.
Imkime (3.4) nelygybéje n(x) = 0, kai © € (& — e, & + ¢). Tada (3.4) nelygybe
galima perraSyti taip:
T+e
/ (Sn* + Rn’2) dx > 0.

T—e

Parinkime funkcija 7 taip, kad ji smarkiai osciliuoty ir jos modulis buity pakankamai
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mazas. Tada!
T+e
/ (Sn* + Ry'?) dz < 0.

r—E&

Taigi tare, kad R(x) < 0, gavome prieStara. Kartu jrodéme tokj teigini.

3.1 teorema. Tegu y yra (3.2) funkcionalo ekstremalé. Tada salyga
Fyy(z,y(z),y'(x)) >0, V€ [a,b], (3.5)
yra biitina, kad ekstremalé y suteikty (3.2) funkcionalui silpng lokaly minimuma.
Analogiskai galima irodyti, kad salyga
Fyy(z,y(z),y'(x)) <0, V€ [a,b], (3.6)

yra bitina, kad ekstremalé y suteikty (3.2) funkcionalui silpng lokaly maksimuma.
Sios salygos pirma karta buvo i§vestos A. M. LeZandro ir yra vadinamos LeZandro
salygomis.
Pastab a. Tegu (3.2) formuléje funkcija y = y(x), x € [a, b] yra vektoriné, t.y.
y = (y1,...,Yn). Tada 3.1 teorema iSlieka teisinga. Reikia tik atitinkamai apibrézti
LagranZo salyga. Lokalaus minimumo atveju ji apibréZiama taip:

n

Z Fygy; (z,y(x),y (x))&E >0, Vz € la,b], V€= (&,...,&) € R™.

ij=1

Maksimumo atveju nelygybés Zenklas yra prieSingas.
Apibrézkime keturiy kintamyju funkcija

E(xayvpv q) = F($7y7Q) - F(.’E, yvp) - (q _p)Fy'(xvyvp)
Taip apibréZta funkcija vadinama Vejerstraso funkcija.

3.2 teorema. Jeigu visuose ekstremalés y = y(z),xz € [a,b] taskuose yra teisinga

nelygybé
E(z,y,y',q) 20, (<0)

bet kokiai baigtinei q reikSmei, tai ekstremalé y = y(x) suteikia funkcionalui I stipry
lokaly minimumg (maksimuma).

1$i i¥vada yra intuitivi. Taciau ja galima jrodyti ir grieZtai. Reikia tik pasinaudoti Frydrichso nelygybe
b b
/772(90) dz < (b—a)? /n'2(x) dz, ¥ne C§(a,b).
a

a

Jos irodyma galima rasti [2] knygoje.
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Sios teoremos jrodyma galima rasti [3] knygoje. Be to, ji i§lieka teisinga ir tuo
atveju, kai funkcija y = y(x) yra vektoriné. Cia tik i p ir ¢ reikia Zitiréti kaip | vektorius
erdvéje R™, o Vejerstraso funkcija apibréZti taip:

E(z,y,p,q) = F(z,y,q) — F(z,y,p) = > _ (¢ — pi) Fy(x,y,p)-

i=1
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3.2 JAKOBIO SALYGA

Siame skyrelyje toliau nagrinésime antraja variacija. Tarkime, y yra funkcionalo

I(y) = /F(l’, y,y') du (3.7)

ekstremalé, tenkinanti salygas:
yla) = a, y(b) = p. (3.8)
Be to, tegu ekstremaléje yra patenkinta sustiprinta LeZandro salyga:
Fyy(z,y(z),y (x)) >0, Vz € la,b. (3.9)

Priminsime, kad antroji funkcionalo [ variacija

b
d
52](%77) = /(5772+R77I2) dx, S:Fyy_ %Fyy’a R=Fyy.

a

Pakeiskime 7 funkcija v ir apibréZkime funkcionalg

b
/Su+Ru d.

Funkcionalg K atitinka Oilerio lygtis:

d

T (Ru') — Su=0. (3.10)

Si lygtis dar yra vadinama Jakobio lygtimi. Kadangi R > 0, tai Jakobio lygtj galima
perraSyti taip:
u' +pu +qu=0, Vz€la,bl. (3.11)

Tai yra antros eilés tiesiné diferencialiné lygtis. Priminsime kai kuriuos Zinomus faktus
i§ paprasty diferencialiniy lyg€iy teorijos (ju irodymus galima rasti [10] knygoje).
Tarkime, funkcijos p, ¢ € Cla, b] ir ¢ € [a, b]. Tada bet kokiems o, 01 € R egzistuoja
vienintelis (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

u(c) =0, u'(c)=o0.

Be to, $is sprendinys yra apibréZtas visame intervale [a, b]. Jeigu T € (a,b) ir u # 0
yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis salyga u(Z) = 0, tai v/(Z) # 0. Todél
taske © = 7 funkcija u keiCia Zenkla. Jeigu w; ir ug yra kokie nors du (3.11) lygties
sprendiniai ir turi bendra Sakni, tai jie yra tiesiSkai priklausomi. Tarkime, wp ir us
yra du tiesiSkai nepriklausomi (3.11) lygties sprendiniai. Tada tarp bet kuriy dvieju
gretimy vieno sprendinio Sakny yra lygiai viena kito sprendinio Saknis.
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Tarkime, funkcija ug yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas
up(a) =0, wug(a) =1.

Be to, tegu ug(z) # 0, V& € (a,b]. Tada bet kuris kitas sprendinys intervale [a, b]
negali turéti daugiau kaip vieng Sakni. Irodysime, kad egzistuoja toks sprendinys,
kuris intervale [, b] neturi né vienos Saknies.

Tegu u,, yra (3.11) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

uu(a‘) =K u;(a) =1

¢ia ;1 — mazas teigiamas parametras. IS bendros diferencialiniy lyg€iu teorijos yra
Zinoma, kad sprendinys w,, parametro j atzvilgiu yra tolydi funkcija. Kai p = 0,
sprendinys u,, sutampa su u. Pagal prielaida uo(b) > 0. Akivaizdu, kad pakankamai
mazoms parametro y reik§mems u,,(b) > 0. Be to, u,(a) > 0. Todel, jeigu intervale
[a, b] sprendinys w,, turi Saknis, ju turi biti ne maZiau kaip dvi. Taciau intervale [a, b]
sprendinys u,, negali turéti daugiau kaip viena Sakni. Norint tuo jsitikinti, pakanka
prisiminti, kad sprendinys v intervale [a, b] turi tiktai viena Saknj. Taigi galima rasti
parametro 4 reik§me tokia, kad intervale [a, b] sprendinys u,, Sakny neturéty.

Tarkime, ug yra (3.10) lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas

Jeigu sprendinys uo(xz) # 0, Va € (a,b), tai sakysime, kad ekstremalé y tenkina
Jakobio salyga, o jeigu ug(z) # 0, Va € (a, b, tai sakysime, kad ekstremalé y tenkina
sustiprinta Jakobio salyga.

Tegu w € Cl[a, b]. Tada

(n*w)" = 2w + n*w’
ir
b
/(27777'11) +n*w)dx =0, Vne€ CF(a,b).

Panaudojg $ia integraling tapatybe, antraja funkcionalo I variacijg perrasysime taip:

b
§%1(y,n) = /[(S +w')p? + 2w + Ry'?] da.

a

Pointegralinis reiSkinys lauZtininiuose skliaustuose yra pilnas kvadratas
/N2 / 12 ;w2
(S +w')n” + 2nm'w + Ry :R<7] +ET}),

kai

S—l—w'—%:O.
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/
u . .
Istate w = —R—u , gausime lygti

S - (RZ)/—RZ; —0,

kuri lengvai susiveda i (3.10) Jakobio lygti.
Tarkime, patenkintos sustiprintos LeZandro ir Jakobio salygos. Tada egzistuoja
!

(3.10) lygties sprendinys w1 : u1(z) # 0, Vo € [a,b]. Teguw = R Tada antraja
Uy

funkcionalo I variacija galima perraSyti taip:

b
2 _ 1 g 2
6<1(y,m) f/R(n + Rn) dz.

Akivaizdu, kad

8*I(y,n) > 0.
Be to,
8*I(y,m) =0
tada ir tik tada, kai w
n + i 0, Vz € [a,b)].

Si lygtis yra tiesiné pirmos eilés lygtis. Jos sprendinys

w(s)

n(z) = n(a) exp{—/ RG) ds} =0, Vz€la,b,

nes n(a) = 0. Taigi antroji funkcionalo I variacija
6°I(y,m) > 0
ir lygybe yra galima tik tuo atveju, kai = 0. Suformuluosime jrodyta teiginj.

3.3 teorema. Tarkime, ekstremalé y tenkina sustiprintas LeZandro ir Jakobio salygas.
Tada funkcionalo I antroji variacija

82I(y,n) >0

ir lygybé yra galima tik tuo atveju, kai 7 = 0.
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3.3 PAKANKAMA SILPNOJO EKSTREMUMO SALYGA

Pagal apibréZima funkcija y suteikia funkcionalui

b

I(y) = / Fla,yy)de y(a)=a, y(b)=4

a

silpng lokaly ekstremuma, jeigu ji suteikia ekstremuma kokioje nors funkcijos y silp-
noje ¢ aplinkoje, t.y. jeigu

I(y) 2 1(y), V§: |y(@) —yl@)| + [y (z) —§'(@)| <& Vz € [a,b],
arba
Ily) < I(y), Y§: |y(z) —y(@)|+y'(z) -y (x) <e, Vz€lab]

Priminsime, kad F' = F(z,y,y’) yra dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija
pagal visus argumentus, kai (z,y) € Q € R?, 0y’ € R. Irodysime teorema.

3.4 teorema. Jeigu funkcionalo I ekstremalé y tenkina sustiprintas LeZandro ir Jako-
bio salygas, tai ji suteikia funkcionalui I silpng lokaly ekstremuma.

< Tegu y yra funkcionalo I ekstremalé; taskai (z,y(z)) € Q, V& € [a,b]; p -
pakankamai maZas teigiamas skaicius; 7 € C}(a,b) . Funkcija y + 7 priklauso funkci-
jos y silpnai p aplinkai, jeigu

Pagal Teiloro formulg

Iy -+ )~ 1y) = 6T(ym) + 581 (y.0) + 6

b
2
62[(y7 77) = /(Fyy7]2 + 2Fyy’nnl + Fy’y’nl )dl’,

b
~ ~ 2
0= /[(Fyy - Fyy)’]2 + 2(Fyy — F'yy’)7777/ + (Fyry — Fy’y’)n/ ] dz,

M| —

o funkcijos Fy,, F,, Fy, yraatitinkamy iSvestiniy reikSmés tarpiniame taSke

(@, y(z) + 61 (x)n(2), ¥ (2) + O2(2) (2)), Oi(z) €[0,1], i=1,2.
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PaZymékime

ﬁyy — By =e1, By —Fyy =ca, Fyy = Fyy =es.
Kadangi F' yra dukart tolydZiai diferencijuojama funkcija, tai
le1l, [e2l, les] =0, kai [n|, [#'| = 0.
Laisvai pasirenkame skaiCiy € > 0. Imkime skaiciy p > 0 tiek maZza, kad
lei| <e, Vi=1,2,3.

Pagal teoremos salyga y yra funkcionalo I ekstremalé. Todeél

b

o skirtumas
b

1
I(y—i—n)—l(y):5/(Sn2+Rn’2)d:c+57

a

b

1
5= 3 /(517]2 + 2eamn’ + 637]/2) dx.

a

Be to, yra teisingi tokie iverciai:

b b
/ () de < (b— )’ / (@) de, (2] <7 + 0

a

Todel

b b
1
61= 5 [ el + leabi® + (el + sl do < 2 (14 (0= a)?) [ of*
Pagal teoremos salyga ekstremalé y tenkina sustiprintas LeZandro ir Jakobio saly-
gas. Todél egzistuoja skaiius k > 0: R(z) — k > 0, Va € [a, b], ir lygties
(R~ k) — Su=0
dz

sprendinys, tenkinantis salygas
u(a) =0, u'(a)=1,

yra nelygus nuliui V2 € (a,b]. Jeigu 3.3 teoremos jrodyme R pakeisime R — k, tai
gausime

b b
/(5772 +Rr]'2) dz > k/n’2 dx.
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Be to, lygybé yra galima tik tuo atveju, kai n = 0. Taciau tada

b
Ity+n) —I(y) > %{k —2e(1 4 (b—a)Q)} /n'Qda: >0,

a

jeigu tik skaiCius € > 0 yra pakankamai mazas, o 7 # 0 ir tenkina nurodytas salygas.
Taigi ekstremalé y suteikia funkcionalui I silpna lokaly ekstremuma. >

Galima irodyti, kad Jakobio salyga yra bitina lokalaus ekstremumo egzistavimo
salyga. Tiksliau yra teisunga tokia teorema.

3.5 teorema. Tarkime, funkcionalo I ekstremalé y tenkina sustiprinta LeZandro sg-
lyga ir funkcija uo(x) intervalo (a,b) viduje turi Saknj. Tada ekstremalé y nesuteikia
funkcionalui I silpno lokalaus ekstremumo.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [8] knygoje.

Pastaba. Jeigu yra patenkintos sustiprintos LeZandro ir Jakobio salygos ir, be
to, LeZandro salyga yra patenkinta kokioje nors ekstremalés y aplinkoje, tai ekstremalé
y suteikia funkcionalui I stipry lokaly ekstremuma. Sio teiginio irodyma galima rasti
[11] knygoje.
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3.4 HAMILTONO PRINCIPAS

Variacinis skai¢iavimas yra naudojamas fizikos ir mechanikos uzdaviniy matemati-
niams modeliams sudaryti, tiksliau i§vesti lygtims, aprasancioms i vairius fizikos ir me-
chanikos uzdavinius. Sias lygtis galima i§vesti tuo padiu variaciniu principu. Jo esmé
yra tokia.

I t

tll

3.1 pav.
Tarkime, laiko momentu ¢; nagrinéjamas kinas yra I padétyje, o laiko momentu o —
II padétyje. Peréjimas i3 I padeéties | IT galimas skirtingais keliais (Zr. 3.1 pav.).
Pazymésime raidémis 7' ir P kiino kineting ir potencing energijas. Tada realiame
procese, veikiant potencinéms jégoms, integralas

ta

I:/(T—P)dt

ty

igyja stacionaria reik§me. Sis variacinis principas vadinamas Hamiltono principu. Kar-
tais stacionari reik§mé yra maZiausia integralo reik§meé. Todél Hamiltono principas dar
yra vadinamas maZiausio veiksmo principu.

ISnagrinésime kelis pavyzdZzius.

1. Materialus taskas metamas vertikaliai aukStyn. Rasti tasko trajektorija, jeigu yra
Zinoma tasko koordinaté ir greitis pradiniu laiko momentu. Tarkime, tasko trajektorija
galima apibrézti lygtimi y = y(¢). Be to, tegu pradiniu laiko momentu ¢ = 0 aukstis
y(0) = 0, o greitis v = ¢. Tasko kinetiné energija

po Mt _mi
2 2
Tasko potenciné energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalg

to

I(y) = /(mQy2 - mgy) dt.

t1

Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtis

d
ﬁ(mf!) +mg = 0.
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Jos bendrasis sprendinys
1
y = _59t2 + Cit + Cs.

Pagal prielaida y(0) = 0, §(0) = ¢. Todél Cy = 0, 0 C; = c. Vadinasi, vertikaliai
aukStyn mesto materialaus tasko trajektorija yra apraSoma lygtimi

L oo
Y= figt + ct.

2. Materialus taskas metamas kampu « (Zr. 2.7 pav.) pradiniu greiciu c. Rasti Sio

tasko trajektorija.

y C

3.2 pav.
Tarkime, taSko trajektorija galima apibrézti lygtimis
y:y(t)a :L':l'(t)

Tada tasko kinetiné energija

T= %(# +2),

0 potenciné energija
P = mgh = mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

2}

I(x,y) = /(%@2 +9?) — mgy) dt.

t1

Si funkcionala atitinka Oilerio lygtys:

d, . .
%(mx) =0, —(my) +mg = 0.

Perrasysime jas taip:

Bendrieji Siy lygciy integralai:
I’cht+02, yifgt2+03t+04.

Pagal prielaida 2(0) = 0, y(0) = 0. Todél Cy = Cy = 0. Be to,

J;(O) = ccosq, y(O) =csina, c= |C|
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Todél
C1 =ccosa, Cy =csina.

Taigi nagrinéjamojo tasko trajektorija galima apraSyti lygtimis:

T = ctcosa, y:—th—i-ctSina.

3. ISvesti planety judéjimo désnius. Tegu M yra Saulés masé, m — planetos mase.
Pagal visuotinj traukos désni abi masés veikia viena kita jéga, kurios dydis

Mm
F=—-—y—7.
r
Veikiant $iai jégai, potenciné energija
M dP
p=—2m po O
r dr

km
PaZymékime yM = k . Tada P = ———. Planetos kinetiné energija
T
m m
T=—v?=—(i®+¢?).
5 5 (@7 +97)
Nagrinéjant §j uzdavini, patogu ivesti polines koordinates:
T = TCOoSsp, y =rsinp.
Polinése koordinatése

T= %(7‘2 +r2p%).

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionala

to
k
I(r,p) = /[%(# +r2g?) + = dt.
ty

Si funkcionalg atitinka Oilerio lygtys:

d, .. km 9 d .
%(mr>+r72_mr90 =0, @(WT p) =

Antrosios lygties bendrasis integralas
r2p =C.

Rasime pirmosios lygties bendraji integralg. Padaugine pirmaja lygti i 7, o antraja i
(, perraSysime jas taip:

k
i —rig® + —i = 0.
r

2rrp? +1r2pp = 0.



92 3. PAKANKAMOS SILPNO IR STIPRAUS EKSTREMUMO SALYGOS

Sudéje Sias lygtys gausime,
. .92 2. .. k .
rE Ao +ripp + <7 =0.
r

Pastebésime, kad kairioji pastarosios lygties pusé yra pilnasis diferencialas. Todél ja
galima perrasyti taip:

drl k
— 7(7'“2+r2gb2)—; =0.

dt 12
Suintegrave Sia lygti, gausime antraji Oilerio lygciy integrala
1 oo, 2.9 Kk
- ——-=C.
2(7" +7r7°9°) . 1

Suintegrave pirmaji integrala nuo ¢; iki to, gausime

i W 1

2 . 2
- dt = — dp = =C(ta — t1).
2/7"@ 2/7’ v=3 (t2 —t1)
t1 ty

Tai yra antrasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad planetos skrieja aplink Saulg taip, kad
spindulys, jungiantis planeta su Saule, per vienoda laiko tarpg apibrézig vienoda plota.
ISreiske iS pirmojo integralo ¢ ir istate i antraji, gausime

PerraSysime $ia lygti taip:

d 2
4 — dt = %dgp.
2k _ C?
200+ 5 ==
Sios lygties bendrasis integralas
arccos{&} Cw_C
Rt 20,02 ) T T

Perrasysime ji taip:

02
r= .

k2 +2C1C? cos(p — Cs)

Tai yra elipsés lygtis polinése koordinatese. Kai C'y = 0, gausime, kad elipsés asis yra
tieséje p = 0. PaZymékime

02
p=— e=\1+29¢

Tada elipsés lygti galima uZraSyti taip:

__r
1+ecosp’
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Tai yra pirmasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad planeta skrieja aplink Saulg elipse,
kurios viename i§ Zidiniy yra Saulé.
Elipsés pusasés
P k C
=——, (1 <0, b=.pa= .
1 D =20,

“= 1-— 62 201 ’
Tegu T yra laikas, per kurj planeta apskrieja aplink Saulg. Tada elipsés plotas

1
b= -CT.
Ta 5

I8 Siy formuliy lengvai galima iSvesti, kad

Tai yra treciasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad laiko kvadratas, per kuri planeta ap-
skrieja aplink Saulg, yra proporcingas didZiosios pusa$és kubui.

4. Strypas AB, ilgio [, yra jtvirtintas gale A. Kitas jo galas B yra laisvas ir prie jo
pritvirtintas svoris masés m. Nustatyti strypo pusiausvyros forma, nekreipiant démesio
1 jo paties svori.

Tarkime, x aSis yra horizontali tiesé, einanti per taska A. Laisvai pasirenkame taska
S € AB. Pazymékime raide s lanko AS ilgi. Tada sunkio jégu potenciné energija

1
Py; =mgh = /mg sin ads;
0

Cia h yra atstumas nuo tasko B iki x aSies, o o — kampas tarp x aSies ir stypo liestinés
taske S (Zr. 2.8 pav.).

3.3 pav.

Tarkime, kampas « yra parametro s funkcija, t.y. & = «(s). Tada strypo tamprumo
jégu potenciné energija
l

Py Z/JO/2(S) ds;
0

8ia o/ = da/ds - strypo kreivis, J — tamprumo modulis. Todél bendra strypo po-
tenciné energija

1
pP= /(Ja’2 + mgsina) ds
0
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Tarkime, funkcija @ = «(s),s € [0,1], apraSo realy strypo i§linkimg. Tada ji turi
tenkinti Oilerio lygti
2Ja" —mgcosa = 0.

Be to, itvirtintame strypo gale A turi buti patenkinta krastiné salyga a(0) = «g, 0
laisvame gale transversalumo salyga o/ (1) = 0.

Tarkime, strypas yra mazai iSlinkes (t.y. artimas z aSei) ir funkcijay = y(z),z €
[0, ], apraSo jo i§linkimg. Tada

Y
tana = —
dzr

Q
R

Dél tos pacios prieZasties

ds  dx?’  ds?  ds

b

cosa = 1, l:/\/l—i—y’Q(x)dsc%b.

0

da d’y  d*a d <d2y) ~ d3y
dz3’

" ds \da?

Be to, tegu oy = 0. Tada Oilerio lygti ir kraStines salygas galima uZraSyti taip:

QJ@ —mg=0, y(0)=0,%(0)=0,y"(b)=0.
d.rg ) Y ?

Sios Oilerio lygties bendrasis sprendinys

m,
Yy = 712Lgfmg + C12% + Cox + Cs.
IS kraStiniy salygy randame
_ _mgb o
Ci = i Co=C5=0.

Taigi mazai iSlenkto strypo pusiausvyros padéti apraso funkcija

mg

_ Mg, 3 _ 9.2
—12J(x 3lz?).

Y
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1. Rasti funkcionalo I ekstremales:

1 2
@ I(y)=[ (ﬂcy’ +y ) dz,
0
1 2
) Iy) = | (v* + 120y) da,
0
1 2
© Iy)=[ (y’ +9y2 -2y sinx) dz,
0
1
@ I(y) = [ (y* + 2zyy’) da,
0
1
@ I(y) = [V1+y*da,
0
1
0 I(y) = [a7"V1+y? da,
0
1
(@ I(y,2) = f(y’2 % 2yz) dz,
0
1
(h) I(y,2) = f(y’2 + 292" + 2% 2zy') dz,
0
1
() I(y) = _Of (1+y"%)dw, y(0)=0,/(0)=1,y(1) =1,9'(1) = 1,
1
0 I(y) = ];(%y”2 +y) de,
y(—=1) =0,y (=1) =0,y(1) = 0,'(1) = 0,
1
® I(y) = [(y"* +y? — 2yz°) da.
0

2. Trodykite, kad aibéje tolydziai diferencijuojamy funkciju, tenkinanciy krastines
salygas y(0) = 0, y(2) = 1, néra tokios, kuri suteikty silpna lokaly minimuma

2
funkcionalui I(y) = [y’ 21— y")? dx. Taiau aibéje dalimis glodZiy funkcijy,
0

tenkinanciy tas pacias kraStines salygas, yra tokia, kuri suteikia stipry lokaly
minimuma.

3. Aibéje kreiviu, kurias vienareikSmiSkai galima projektuoti | x aj ir kurios jungia
du fiksuotus taskus, rasti ta, kurig sukdami apie x asi gautume maziausio ploto
pavirsiy.

4. Tarkime, taskai a ir b gali laisvai judéti kreivemis y = «(x) iry = S(z), o

b
funkcionalas I(y) = [(x,y)\/1+ y'* dz. ParaSyti transversalumo salygas
a

taskuose a ir b.
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. Patikrinti, ar funkcionalas I (y) =

b

CTegul(y) = [v (1 — y/)? dx. Rasti dalimis glodZias ekstremales.

a

b

CTegu I(y) = [(y'* — 6y'*)dx, y(0) = 0,y(b) = S. Rasti dalimis glodZias

ekstremales.

(yIZ—y2) dz, y(0) =0,y(b) = 3, tenkina

O e

Jakobio salyga.

b
. Patikrinti, ar funkcionalas I(y) = [(y'* + 42 + ) dz, y(0) = 0,y(b) = 5,
0

tenkina Jakobio salyga.

. Rasti izoperimetrinio uZdavinio ekstremales:

b b
@ I(y) = [y*dz, yla)=a,y(b) =B, kai [yde =S,
b

b
) I(y) = [ydz, yla)=a, y(b) =B kai [/1+y*de=1;

a

b
© I(y) = [yV/1+y? dz, y(a) = a,y(b) = b,
b
kai [\/1+y?de=1.
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1.

.Nurodymas. Istirti ekstremales y = x/2 iry = {

1
(a y= fZIQ + Ciz + Cs,
(b) y= 23+ Crz + Co,
1

(©) y=Cre® + Cre™ + 3 sinz,
(d) integralas nepriklauso nuo integravimo kelio,
(e) y=Ciz+ Oy,
() 2? + (y — C1)? = C3,
(g) y=Cre® + Cre™ + C3cosz + Cysinz,

z=C1e"+Coe ™ — C3cosx — Cysinz,
(h) y= Cix+ Cy,z = C3x + Cy,
@ y=u,

. 1,
= —— —1)?

0 y=—5 " 1)
k) y= Cie® + Che % + es <C’3 cos ?l‘ + O sin ?x) +

+e % (C’5 CoS @x + Cg sin @x) + 28

z,

[0,1];
1 1,2].

T e 1
x €[1,2]

)

.y = C1ch®=%2 _ grandininé kreivé. Sukant ja apie z a§j, gaunamas pavir-

C
Sius, vadinamas katenoidu. Priklausomai nuo tasky iSsidéstymo plokStumoje

gali egzistuoti vienas sprendinys, du arba né vieno.

14 d(a)y'(a) =0, 145 (b)y(b)=0.

. Ekstremalés yra lauZztinés linijos, kuriy visos dalys priklauso tiesiy y = C ir

y = x + Cs Seimoms. ¢

. Ekstremalés yra lauztinés linijos, kurios jungia du fiksuotus taskus, ir kuriy visos

dalys yra atkarpos su krypties koeficientais /3 ir —+/3.

. Jeigu 0 < b < m, tai Jakobio salyga yra patenkinta. Jeigu b > m, tai Jakobio

salyga néra patenkinta.

. Jakobio salyga yra patenkinta Vb.

(@) y = \x? + Cix + Co; konstantos Cy, Cy ir A randamos i§ salygu: y(a) =
b

a,y(b) =Bir [ydz =S,

a

(b) ekstremalés yra apskritimai (z—C1)?+ (y—C2)? = A?; konstantos C4, C
b
ir A randamos i¥ salygu: y(a) = a,y(b) = Bir [ /1 +y?de = )\

(c) ekstremalés yra grandininés kreivés y + A = C7 ch ’”5102 ; konstantos C1,

b
Oy ir A randamos i3 salygu: y(a) = a,y(b) = Bir [ /1 +y*dz = \.
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