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1 S K Y R I U S

Sumuojamu funkciju� erdv
es

1.1. APIBR�IMAS IR PAGRINDIN 
ES SAVYB 
ES

Tegu Ω yra sitis erdv
eje Rn, p > 0. Raide Lp(Ω) ºym
esime i²matuojamu�
srityje Ω funkciju� u = u(x), x ∈ Ω aib¦ tokiu, kad integralas1∫

Ω

|u(x)|p dx <∞.

Pakeit¦ funkcijos u ∈ Lp(Ω) reik²mes kokioje nors nulinio mato ta²ku� aib
eje
gausime funkcij¡, su kuria ²is integralas i�gyja t¡ pa£i¡ reik²m¦. Tod
el visas
tokias funkcijas mes galime laikyti ekvivalen£iomis ir ºym
eti ta pa£ia raide u.

Jeigu u ∈ Lp(Ω) ir c ∈ R arba C, tai cu ∈ Lp(Ω) . Be to, jeigu u, v ∈ Lp(Ω),
tai u+ v ∈ Lp(Ω) . Paskutinis teiginys i²plaukia i² nelygyb
es

|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p),

kuri yra teisinga su bet kokiais realiais skai£iais a ir b. Taigi aib
e Lp(Ω) yra
tiesin
e. Skai£iu�

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

, p ≥ 1

vadinsime funkcijos u ∈ Lp(Ω) norma. Taip apibr
eºta norma tenkina visas
normos apibr
eºimo s¡lygas:

1. ‖u‖Lp(Ω) ≥ 0 ir ‖u‖Lp(Ω) = 0 tada ir tik tada, kai u = 0.

2. ‖cu‖Lp(Ω) = c‖u‖Lp(Ω), ∀c ∈ C ar R.

3. ‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω).

Paskutin
e nelygyb
e vadinama Minkovskio nelygybe (ºr. 1.2 skyreli�).
Jeigu p ∈ (0, 1) aib
e Lp(Ω) n
era normuojama. Ta£iau joje galima apibr
eºti

metrika
ρ(u, v) =

∫
Ω

|u(x)− v(x)|p dx.

Sakysime i²matuojama srityje Ω funkcija u yra i² esm
es apr
eºta ²ioje srityje,
jeigu |u(x)| ≤ const beveik su visais x ∈ Ω. Visu� tokiu� funkciju� aib¦ ºym
esime
L∞(Ω), o tikslu� apatini� tokiu� konstantu� r
eºi� vrai sup

x∈Ω
|u(x)| arba ess sup

x∈Ω
|u(x)|.

Skai£iu�
‖u‖L∞(Ω) =vrai sup

x∈Ω
|u(x)|

1Funkcijos |u|p i²matuojamumas seka i² funkcijos u i²matuojamumo.
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vadinsime funkcijos u ∈ L∞(Ω) norma. Tiesiogiai galima i�sitikinti, kad taip
apibr
eºta norma tenkina visas normos apibr
eºimo s¡lygas.

Skai£iu� p ∈ (1,∞) atitinka skai£ius q ∈ (1,∞) apibr
eºtas formule

1
p

+ 1
q

= 1.

Nagrin
ejant erdv
es Lp(Ω) savybes lygiagre£iai patogu nagrin
eti to paties tipo
erdv¦ Lq(Ω) . Funkcijoms u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) yra teisinga Helderio nelygyb
e
(ºr. 1.2 skyreli�) ∫

Ω

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖u‖Lq(Ω).

Kai p = 2 erdv
e L2(Ω) yra Hilberto erdv
e. Joje skaliarin¦ sandaug¡ galima
apibr
eºti taip:

(u, v)L2(Ω) =
∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Funkcijoms i² erdv
es L2(Ω) yra teisinga Schwarco nelygyb
e

|(u, v)L2(Ω)| ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).

Ji i²plaukia i² Helderio nelygyb
es.

1.1 lema. I²matuojama funkcija u priklauso erdvei Lp(Ω) tada ir tik tada,
kai

sup
{∫

Ω

|u(x)|v(x) dx : v(x) ≥ 0, x ∈ Ω, ‖v‖Lq(Ω) ≤ 1
}

yra baigtinis ir tada ²is supremumas yra ekvivalentus ‖u‖Lp(Ω).

Su visais p > 0 erdv
e Lp(Ω) yra pilna. Kai p ∈ [1,∞] erdv
e Lp(Ω) yra
Banacho erdv
e. Kai p ∈ (1,∞) erd
e Lp(Ω) yra separabili (t.y joje egzistuoja
skaiti visur tir²ta aib
e). Erdv
e L∞(Ω) n
era separabili. Erdv
e C(Ω) yra erdv
es
L∞(Ω) poerdvis. Erdv
e C(Ω) yra separabili, jeigu sritis Ω yra apr
eºta.
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1.2. KAI KURIOS DA�NAI VARTOJAMOS NELYGYB 
ES

1. Tegu p > 1. Tada ∀a, b ∈ R1 yra teisinga Jungo nelygybė:

|ab| ≤ 1
p
|a|p + 1

p′
|b|p

′
,

1
p

+ 1
p′

= 1. (1.1)

I² jos lengvai i²vedama nelygyb
e

|ab| ≤ ε

p
|a|p + ε−p

′/p

p′
|b|p

′
, ∀ε > 0,

kuri, kai p = 2, virsta tokia:

|ab| ≤ ε

2 |a|
2 + 1

2ε |b|
2, ∀ε > 0.

2. Tegu p > 1. Tada ∀u ∈ Lp(Ω), ∀v ∈ Lq(Ω) yra teisinga Helderio nelygybė:∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x) dx
∣∣∣ ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω),

1
p

+ 1
q

= 1. (1.2)

Pastaroji nelygyb
e i²lieka teisinga, kai p = 1, q =∞. Taikant matematin
es
indukcijos metod¡, Jungo ir Helderio nelygybes galima apibendrinti. Tik-
sliau, yra teisingos tokios nelygyb
es:

|a1 · . . . · aN | ≤
N∑
i=1

1
pi
|ai|pi ,

∣∣∣∫
Ω

u1 · . . . · uN dx
∣∣∣ ≤ N∏

i=1
‖ui‖Lpi (Ω);

£ia ai ∈ R1, ui ∈ Lpi(Ω), pi > 1, ∀i = 1, 2, . . . , N ir
N∑
i=1

1
pi

= 1.

Jeigu p > 0, q > 0, 1/p+1/q = 1/r ir u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω), tai uv ∈ Lr(Ω)
ir yra teisinga nelygyb
e

‖uv‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω).

3. Tegu p ≥ 1. Tada ∀u, v ∈ Lp(Ω) yra teisinga Minkovskio nelygybė:

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω). (1.3)

4. Tegu Ω yra apr
eºta sritis erdv
eje Rn. Tada ∀y ∈ Rn yra teisinga nelygyb
e∫
Ω

|x− y|−ε dx ≤ |S1|
(2d)n−ε

n− ε
, 0 ≤ ε < n; (1.4)

£ia d = diam Ω.
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5. Tegu 1 ≤ p <∞, X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm ir f � apibr
eºta, ma£ioji aib
eje X×Y
funkcija. Tada yra teisinga Minkovskio nelygybė kartotiniams integralams(∫

X

∣∣∣ ∫
Y

f(x, y) dy
∣∣∣p dx)1/p

≤
∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|p dx
)1/p

dy, (1.5)

jeigu tik integralas (1.5) nelygyb
es de²in
eje yra baigtinis.

�i¡ nelygyb¦ i�rodysime, kai abu integralai yra baigtiniai. Paºym
ekime

F (x) =
∣∣∣ ∫
Y

f(x, y) dy
∣∣∣.

Tada ∫
X

F p(x) dx ≤
∫
X

F p−1(x)
∫
Y

|f(x, y)| dydx =

=
∫
Y

∫
X

|f(x, y)|F p−1(x) dxdy ≤

≤
∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|p dx
)1/p(∫

X

F p(x) dx
)1/p′

dy.

I�vertindami pastar¡ji� integral¡, pasinaudojome Helderio nelygybe. Su-
prastin¦ kairi¡j¡ ir de²ini¡j¡ gautos nelygyb
es puses, i²(∫

X

F p(x) dx
)1/p′

gausime (1.5) nelygyb¦.

6. Tegu f yra pusties
eje t > 0 diferencijuojama funkcija ir jos i²vestin
e f ′ ∈
Lp(R1

+), p > 1. Tada yra teisinga Hardžio nelygybė

I ≡
∞∫

0

t−p|f(t)− f(0)|p dt ≤
( p

p− 1

)p ∞∫
0

|f ′(t)|p dt. (1.6)

Pagal Niutono�Leibnico formul¦

t−1(f(t)− f(0)) = t−1
t∫

0

f ′(τ) dτ =
1∫

0

f ′(st) ds.

Tod
el

I =
∞∫

0

∣∣∣ 1∫
0

f ′(st) ds
∣∣∣p dt.
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Pagal Minkovskio nelygyb¦

I1/p ≤
1∫

0

( ∞∫
0

|f ′(st)|p dt
)1/p

ds =
1∫

0

s−1/p ds
( ∞∫

0

|f ′(t)|p dt
)1/p

.

Apskai£iav¦ integral¡ nuo s−1/p ir pak
el¦ abi gautos nelygyb
es puses laip-
sniu p, gausime (1.6) nelygyb¦.

1.1 teorema (Interpoliacin
e nelygyb
e). Tegu 1 ≤ p < q < r ir skai£ius θ ∈
(0, 1) yra tokie, kad

1
q

= θ

p
+ 1− θ

r
.

Tada jeigu u ∈ Lp(Ω)∩Lr(Ω), tai u ∈ Lq(Ω) ir

‖u‖Lq(Ω) ≤ ‖u‖θLp(Ω)‖u‖
1−θ
Lr(Ω).

1.2 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta sritis erdv
eje Rn ir 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Tada
jeigu u ∈ Lq(Ω), tai u ∈ Lp(Ω) ir yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Lp(Ω) ≤ |Ω|1/p−1/q‖u‖Lq(Ω).
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Apibendrintosios i²vestin
es ir Sobolevo erdv
es

Klasikin
eje daliniu� i²vestiniu� lyg£iu� teorijoje nagrin
ejamu� lyg£iu� sprendiniai yra
ie²komi pakankamai glodºiu� funkciju� klas
eje. Ta£iau praktik²kai daºnai susidu-
riama su tokiomis lygtimis, kurios negali tur
eti glodºiu� sprendiniu�, nors apra²o
paprastus ir daºnai gamtoje pasitaikan£ius rei²kinius. Pavyzdºiui, bangavimo
lygtis

utt − a2(x)uxx = 0
su tr	ukiu koe�cientu a apra²o nevienalyt
es stygos svyravim¡. Akivaizdu, kad
tokios lygties sprendinys negali tur
eti tolydºiu� antrosios eil
es i²vestiniu�.

I² pateikto pavyzdºio matome, kad nagrin
ejant tokias daliniu� i²vestiniu� lygtis
ju� sprendiniams reikia suteikti kit¡, platesn¦ prasm¦. Tiksliau, sprendiniu� reikia
ie²koti platesn
eje funkciju� klas
eje, kuriai priklausytu� ir tr	ukios funkcijos. Kartu
²i funkciju� klas
e neturi b	uti labai plati. J¡ reikia parinkti taip, kad apiben-
drintasis sprendinys b	utu� vienintelis. Be to, tr	ukios funkcijos neturi klasikiniu�
i²vestiniu�. Tod
el reikia i�vesti kit¡ (apibendrint¡) i²vestin
es s¡vok¡.

I�vair	us apibendrintos i²vestin
es apibr
eºimo variantai buvo si	ulomi jau tre-
£iame ²io amºiaus de²imtmetyje. Ta£iau tik ketvirto de²imtme£io pabaigoje S.
L. Sobolevas i�ved
e apibendrintosios i²vestin
es s¡vok¡, kuri ²iuo metu visuotinai
priimta; apibr
eº
e funkciju� erdves Wk

p(Ω), W̊k
p(Ω) ir nustat
e pagrindinius tokiu�

erdviu� s¡ry²ius. Erdv
es Wk
p(Ω), W̊k

p(Ω) pla£iai naudojamos ²iuolaikiniu� diferen-
cialiniu� daliniu� i²vestiniu� lyg£iu� teorijoje.

2.1. VIDUTIN 
ES FUNKCIJOS. JU� SAVYB 
ES

Tegu Ω yra sritis erdv
eje Rn, u � sumuojama srityje Ω funkcija. Prilygin¦ j¡
nuliui srities Ω i²or
eje, gausime funkcij¡ (j¡ ºym
esime ta pa£ia raide), apibr
eºt¡
visoje erdv
eje Rn. Kiekvienai tokiai funkcijai sukonstruosime vidutiniu� funkciju�
sek¡, kurios elementai yra glodºios ir tam tikra prasme artimos u funkcijos.

Tegu ω ∈ C∞[0,∞), ω(t) > 0, ∀t ∈ [0, 1) ir ω(t) = 0, ∀ t ∈ [1,∞). Apibr
eº-
kime funkciju� sek¡

ωρ(x) = cρ−nω(ρ−2|x|2), x ∈ Rn, ρ > 0;

£ia c � teigiama konstanta. Integralas∫
Rn

ωρ(x) dx = cρ−n
∫
|x|<ρ

ω(ρ−2|x|2) dx =

= cρ−n|S1|
ρ∫

0

ω(ρ−2|r|2)rn−1 dr = c|S1|
1∫

0

ω(t2)tn−1 dt > 0
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ir nepriklauso nuo parametro ρ. Parinkime konstant¡ c taip, kad∫
Rn

ωρ(x) dx = 1, ∀ρ > 0. (2.1)

Su kiekvienu ρ > 0 funkcija ωρ ∈ C∞(Rn) ir

ωρ(x) > 0, kai |x| < ρ,

ωρ(x) = 0, kai |x| ≥ ρ.

Funkcija

uρ(x) =
∫
ωρ(x− y)u(y) dy (2.2)

yra vadinama funkcijos u vidutine funkcija. �ioje formul
eje specialiai nenurod
e-
me integravimo srities. Kartais taip darysime ir ateityje. Galima manyti, kad
integravimo sritis yra Ω arba net visa erdv
e Rn. Ta£iau i² tikru�ju� integravimo
sritis yra

Ω ∩ {y ∈ Rn : |x− y| < ρ} ,

nes funkcija u yra lygi nuliui srities Ω i²or
eje, o funkcija ωρ(x − y) = 0, kai
|x− y| ≥ ρ.

I²nagrin
esime pagrindines tokiu� funkciju� savybes.

1. Funkcija ωρ ∈ C∞(Rn) . Be to, (2.2) formul
eje integravimo sritis yra baig-
tin
e. Tod
el vidutin
e funkcija uρ ∈ C∞(Rn) ir j¡ galima diferencijuoti po
integralo ºenklu:

Dα uρ(x) =
∫
Dα
x ωρ(x− y)u(y) dy. (2.3)

2. Tegu x ∈ Rn : dist{x,Ω} ≥ ρ. Tada (2.2) formul
eje pointegralinis rei²kinys
lygus nuliui ir vidutin
e funkcija uρ(x) = 0.

3. Tegu u ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞]. Tada

‖uρ‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω). (2.4)

/ Funkcija ωρ yra neneigiama. Tod
el

|uρ(x)| ≤
∫
ωρ(x− y)|u(y)| dy. (2.5)

Kai p = ∞, (2.4) i�vertis tiesiogiai i²plaukia i² (2.5) nelygyb
es ir (2.1)
formul
es. Kai p = 1, ²itas i�vertis gaunamas integruojant (2.5) nelygyb¦
sritimi Ω. Tegu p ∈ (1,∞). �iuo atveju

ωρ(x− y)|u(y)| = ω1/p′
ρ (x− y)ω1/p

ρ (x− y)|u(y)|, 1
p

+ 1
p′

= 1.
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Pritaik¦ tokiai funkciju� sandaugai Helderio nelygyb¦ bei (2.1) formul¦ gau-
sime

|uρ(x)| ≤
(∫

ωρ(x− y)|u(y)|p dy
)1/p

.

Pak
el¦ abi ²ios nelygyb
es puses p laipsniu ir suintegrav¦ sritimi Ω, perra-
²ysime gaut¡ nelygyb¦ taip:∫

Ω

|uρ(x)|p dx ≤
∫
Ω

∫
ωρ(x− y)|u(y)|p dydx.

Paskutinio integralo pointegralin
e funkcija yra neneigiama. Tod
el galime
keisti integravimo tvark¡. Be to,∫

ωρ(x− y) dx ≤
∫
Rn

ωρ(x− y) dx = 1.

Taigi ∫
Ω

|uρ(x)|p dx ≤
∫
Ω

|u(y)|p dx.

I² ²io i�ver£io i²plaukia (2.4) nelygyb
e. .

4. Tegu u ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞). Tada

‖uρ − u‖Lp(Ω) → 0, (2.6)

kai ρ→ 0.
/ Pasinaudoj¦ (2.1) formule, i�vertinsime skirtum¡

|uρ(x)− u(x)| =
∣∣∣∣∫ ωρ(x− y)

(
u(y)− u(x)

)
dy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫
ωρ(x− y)|u(y)− u(x)| dy. (2.7)

Tegu p > 1. Pakartoj¦ (2.4) nelygyb
es i²vedim¡, gausime∫
Ω

|uρ(x)− u(x)|p dx ≤
∫
Ω

∫
ωρ(x− y)|u(y)− u(x)|p dydx ≤

≤ sup
|z|<ρ

‖u(x+ z)− u(x)‖pLp(Ω). (2.8)

Toks pats i�vertis yra teisingas ir kai p = 1. Tik, ji� i²vedant, nereikia taikyti
Helderio nelygyb
es.
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I² (2.8) nelygyb
es i²plaukia

‖uρ − u‖Lp(Ω) ≤ sup
|z|<ρ

‖u(x+ z)− u(x)‖Lp(Ω).

Funkcija u ∈ Lp(Ω). Tod
el ji yra tolydi Lp prasme1, t.y.

sup
|z|<ρ

‖u(x+ z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε(ρ)

ir ε(ρ)→ 0, kai ρ→ 0. Taigi

‖uρ − u‖Lp(Ω) → 0, kai ρ→ 0. .

P a s t a b a . Kai p = ∞, tokios savyb
es n
era. Be galo diferencijuojamu�
funkciju� uρ sekos riba erdv
es L∞(Ω) normoje yra tolydi funkcija. Jeigu
u ∈ C(Ω), tai nat	uralu tik
etis, kad uρ⇒u srityje Ω, kai ρ → 0. Ta£iau
²ita savyb
e bus teisinga tik tuo atveju, jei funkcij¡ u prat¦sime i� platesn¦
sriti� i²laikydami glodum¡. Prat¦s¦ j¡ nuliu i� srities Ω i²or¦, bendru atveju
gausime tr	uki¡ funkcij¡. Tod
el funkciju� u ∈ C(Ω) vidutines funkcijas
uρ(x) nagrin
esime tik tokiems x ∈ Ω, kuriems dist{x, ∂Ω} > ρ. �iuo atveju
(2.2) formul
e i²lieka teisinga nepriklausomai nuo funkcijos u prat¦simo i�
platesn¦ sriti�.

5. Tarkime, funkcija u ∈ C(Ω). Tada

uρ(x)⇒u(x), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω.

/ Tegu Ω′ ⊂ Ω yra bet kokia grieºtai vidin
e sritis. Tada i² (2.7) nelygyb
es
ir (2.1) formul
es i²plaukia

sup
x∈Ω′

|uρ(x)− u(x)| ≤ sup
x∈Ω′

sup
|z|<ρ

|u(x+ z)− u(x)| → 0,

kai ρ→ 0. .
I ² v a d a . Jeigu funkcija u yra tolydi ir �niti srityje Ω, tai

uρ(x)⇒u(x), ∀x ∈ Ω.

I�rodysime du teiginius.

2.1 teorema. Aib
e C∞0 (Ω) yra tir²ta erdv
eje Lp(Ω), ∀p ∈ [1,∞).

/ Tegu u ∈ Lp(Ω). Tada ∀ε > 0 egzistuoja tokia grieºtai vidin
e sritis Ω′ ⊂ Ω,
kad

‖u‖Lp(Ω\Ω′) ≤ ε/2.

1�io teiginio i�rodym¡ galima rasti [?] knygoje.
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Apibr
eºkime funkciju� sek¡

uε(x) =
{
u(x), x ∈ Ω′,
0, x ∈ Rn \ Ω′.

Akivaizdu, kad
‖uε − u‖Lp(Ω) ≤ ε/2.

Pakankamai maºiems ρ > 0 funkcija uερ ∈ C∞0 (Ω). Pagal 4 vidutiniu� funkciju�
savyb¦ uερ → uε erdv
eje Lp(Ω), kai ρ→ 0. Pasirinkime toki� skai£iu� ρ, kad

‖uερ − uε‖Lp(Ω) ≤ ε/2.

Tada
‖uερ − u‖Lp(Ω) ≤ ‖uερ − uε‖Lp(Ω) + ‖uε − u‖Lp(Ω) ≤ ε.

Taigi bet kokios funkcijos u ∈ Lp(Ω) pakankamai maºoje aplinkoje yra funkcija
i² erdv
es C∞0 (Ω). .

2.2 teorema. Tarkime, funkcija u ∈ Lloc(Ω) ir integralas∫
Ω

uη dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Tada u(x) = 0 b.v. x ∈ Ω.

/ Tegu η yra bet kokia apr
eºta, mati ir �niti srityje Ω funkcija. Parodysime,
kad ∫

Ω

uη dx = 0.

Pakankamai maºiems ρ funkcija ηρ ∈ C∞0 (Ω). Pagal teoremos s¡lyg¡∫
Ω

uηρ dx = 0. (2.9)

Kadangi ηρ → η erdv
eje L(Ω), kai ρ → 0, tai egzistuoja tokia art
ejan£iu� i� nuli�
teigiamu� skai£iu� seka {ρk}, kad ηρk(x) → η(x) b.v. x ∈ Ω. Pagal 3 vidutiniu�
funkciju� savyb¦

|ηρk(x)| ≤ |η(x)|
b.v. x ∈ Ω. Tod
el b.v. x ∈ Ω

|u(x)ηρk(x)| ≤ |u(x)η(x)|.

�ios nelygyb
es de²in
eje yra sumuojama srityje Ω funkcija. Tod
el galime pasi-
naudoti Lebego teorema ir (2.9) formul
eje pereiti prie ribos po integralo ºenklu.
Taigi ∫

Ω

uη dx = 0;
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£ia η � bet kokia apr
eºta, mati ir �niti srityje Ω funkcija. Imkime ²ioje formul
eje

η(x) =
{

sign u(x), x ∈ Ω′,
0, x ∈ Ω \ Ω′;

£ia Ω′ ⊂ Ω � bet kokia grieºtai vidin
e sritis. Tada∫
Ω′

|u(x)| dx = 0.

I² ²ios lygyb
es i²plaukia, kad u(x) = 0 b.v. x ∈ Ω′. Kadangi sriti� Ω′ ⊂ Ω
pasirinkome laisvai, tai u(x) = 0 b.v. x ∈ Ω. .
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2.2. KOMPAKTI�KUMO KRITERIJUS ERDV 
ESE Lp(Ω)

Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis. I²vesdami kompakti²kumo kriteriju� erd-
v
eje Lp(Ω), remsim
es Hausdorfo ir Arcelà teoremomis:

2.3 teorema (Hausdorfo). Tegu X � metrin
e erdv
e ir aib
e K ⊂ X.

1. Tam, kad aib
e K b	utu� s¡lyginis kompaktas erdv
eje X b	utina, o jeigu X
pilna erdv
e, tai ir pakankama, kad ∀ε > 0 aibei K egzistuotu� baigtinis ε
tinklas.

2. Tegu X � pilna metrin
e erdv
e. Tada aib
e K yra s¡lyginis kompaktas erd-
v
eje X, jeigu ∀ε > 0 aibei K egzistuoja s¡lygi²kai kompaktinis ε tinklas.

2.4 teorema (Arcelà). Aib
e U yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω) tada ir
tik tada, kai ji yra apr
eºta, t.y.

sup
u∈U
‖u‖C(Ω) ≤M,

ir vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x+ z)− u(x)‖C(Ω) → 0, kai h→ 0.

Pagal Arcelà teorem¡ aib
e U yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω) tada ir
tik tada, kai:

1. Aib
e U yra apr
eºta, t.y.

sup
u∈U
‖u‖C(Ω) ≤M.

2. Aib
e U yra vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x+ z)− u(x)‖C(Ω) → 0,

kai h→ 0.

Analogi²kas teiginys yra teisingas ir erdv
ese Lp(Ω).

2.5 teorema. Tegu Ω ⊂ Rn yra apr
eºta sritis, p ∈ [1,∞) ir U ⊂ Lp(Ω). Aib
e
U yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje Lp(Ω) tada ir tik tada, kai:

1. Aib
e U yra apr
eºta, t.y.

sup
u∈U
‖u‖Lp(Ω) ≤M.

2. Aib
e U yra vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x+ z)− u(x)‖Lp(Ω) → 0,

kai h→ 0.
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/ Tarkime, aib
e U yra s¡lyginis kompaktas. Tada ji yra apr
eºta. Jeigu aib
e U
b	utu� neapr
eºta, tai egzistuotu� tokia funkciju� un ∈ U seka, kad ‖un‖Lp(Ω) ≥ n.
Ta£iau tai nei�manoma, nes i² tokios sekos negalima i²skirti konverguojan£io
posekio.

I�rodysime, kad aib
e U yra vienodai tolydi. Fiksuokime skai£iu� ε > 0. Pagal
Hausdorfo teorem¡ aibei U egzistuoja baigtinis ε/4 tinklas

u1, u2, . . . , uN .

Kiekviena i² funkciju� ui ∈ Lp(Ω). Tod
el ji yra tolydi Lp prasme, t.y.

sup
|z|<h

‖ui(x+ z)− ui(x)‖Lp(Ω) → 0, ∀i = 1, 2, . . . , N,

kai h→ 0. Kartu egzistuoja toks skai£ius h > 0, kad

sup
i=1,...,N

sup
|z|<h

‖ui(x+ z)− ui(x)‖Lp(Ω) ≤ ε/2.

Antra vertus, kiekvienai funkcijai u ∈ U egzistuoja toks elementas ui, kad

‖u− ui‖Lp(Ω) ≤ ε/4.

Pagal Minkovskio nelygyb¦

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x+ z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x+ z)− ui(x+ z)‖Lp(Ω)+

+ sup
i=1,...,N

sup
|z|<h

‖ui(x+ z)− ui(x)‖Lp(Ω) + sup
u∈U

sup
|z|<h

‖ui(x)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε.

Taigi aib
e U yra vienodai tolydi.
Dabar tarkime, aib
e U yra apr
eºta ir vienodai tolydi. I�rodysime, kad ji yra

s¡lyginis kompaktas erdv
eje Lp(Ω). Su kiekvienu �ksuotu ρ > 0 aib
e

Uρ = {uρ : u ∈ U}

yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω) . I² tikru�ju�

sup
uρ∈Uρ

sup
x∈Ω
|uρ(x)| = sup

u∈U
sup
x∈Ω

∣∣∣∣∫ ωρ(x− y)u(y) dy
∣∣∣∣ ≤

≤ ‖ωρ‖Lp′ (Ω) sup
u∈U
‖u‖Lp(Ω) ≤ C(ρ)M

ir
sup
uρ∈Uρ

sup
|z|<h

sup
x∈Ω
|uρ(x+ z)− uρ(x)| =

= sup
u∈U

sup
|z|<h

sup
x∈Ω

∣∣∣∣∫ [ωρ(x+ z − y)− ωρ(x− y)
]
u(y) dy

∣∣∣∣ ≤
≤ sup
x∈Ω

sup
|z|<h

‖ωρ(x+ z − y)− ωρ(x− y)‖Lp′ (Ω) sup
u∈U
‖u‖Lp(Ω) ≤
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≤M |Ω|1/p′ sup
x,y∈Ω

sup
|z|<h

|ωρ(x+ z − y)− ωρ(x− y)| → 0,

kai h → 0. Kartu aib
e Uρ yra s¡lyginis kompaktas ir erdv
eje Lp(Ω) (nes
kiekviena seka, konverguojanti erdv
eje C(Ω), konverguoja ir erdv
eje Lp(Ω)).
Be to,

sup
u∈U
‖uρ(x)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ sup

u∈U
sup
|z|<h

‖u(x+ z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε(ρ);

£ia ε(ρ) → 0, kai ρ → 0. Vadinasi, aib
e Uρ yra ε(ρ) tinklas aibei U. Pagal
Hausdorfo teorem¡ aib
e U yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje Lp(Ω). .

Analogi²kas teiginys yra teisingas ir neapr
eºtos srities atveju. Tiksliau, yra
teisinga tokia teorema.

2.6 teorema. Tegu Ω yra neapr
eºta sritis ir 1 < p <∞. Aib
e U yra s¡lyginis
kompaktas erdv
eje Lp(Ω) tada ir tik tada, kai tenkinamos abi 2.5 teoremos
s¡lygos ir

sup
u∈U
‖u‖Lp(Ω\BR) ≤ δ(R);

£ia δ(R)→ 0, kai R→∞.
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Tegu u ir η yra glodºios srityje Ω funkcijos, i² kuriu� bent viena yra �niti.
Tada yra teisinga integravimo dalimis formul
e∫

Ω

uηxk dx = −
∫
Ω

uxkη dx. (2.10)

Remiantis ²ia formule, i�vedama viena i² pagrindiniu� ²iuolaikin
es matematin
es
�zikos s¡voku� � apibendrintoji i²vestin
e.

A p i b r 
e º i m a s . Tegu u, v ∈ Lloc(Ω). Funkcija v yra funkcijos u apiben-
drintoji išvestinė srityje Ω kintamojo xk atºvilgiu, jeigu∫

Ω

uηxk dx = −
∫
Ω

vη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.11)

Kaip ir klasikiniu atveju, funkcijos u apibendrint¡ i²vestin¦ ºym
esime uxk .
Toks ºym
ejimas netur
etu� kelti painiavos, nes jei funkcija u turi klasikin¦ i²ves-
tin¦, tai ji tenkina (2.10) integravimo dalimis formul¦, kartu ir (2.11) tapatyb¦.
Vadinasi, jeigu egzistuoja funkcijos u klasikin
e i²vestin
e, tai egzistuoja ir jos
apibendrinta i²vestin
e ir jos abi sutampa.

Analogi²kai apibr
eºiamos bet kurios eil
es apibendrintos i²vestin
es.
A p i b r 
e º i m a s . Tegu u, v ∈ Lloc(Ω), α = (α1, . . . , αn) � �ksuotas mul-

tiindeksas ir ∫
Ω

uDα η dx = (−1)|α|
∫
Ω

vη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.12)

Tada v := Dα u yra funkcijos u apibendrinta išvestinė srityje Ω.
Apibendrintoms i²vestin
ems galioja didel
e dalis (ta£iau ne visos!) klasikiniu�

i²vestiniu� savybiu�. Pamin
esime kai kurias i² ju�.

1. Apibendrintos i²vestin
es apibr
eºimas yra korekti²kas. Tiksliau, jeigu v =
Dα u srityje Ω, tai v = Dα u kiekvienoje srityje Ω′ ⊂ Ω. Norint tuo
i�sitikinti, pakanka (2.12) integralin
eje tapatyb
eje paimti funkcij¡ η, kurios
supp η ⊂ Ω′.

2. Tarkime, srityje Ω egzistuoja funkciju� u ir v apibendrintos i²vestin
es Dα u
ir Dα v. Tada egzistuoja ir ju� tiesinio darinio c1u + c2v apibendrinta
i²vestin
e Dα(c1u+ c2v) ir teisinga formul
e

Dα(c1u+ c2v) = c1D
α u+ c2D

α v.

�i formul
e tiesiogiai i²plaukia i² apibendrintos i²vestin
es apibr
eºimo.

3. Jeigu srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrinta i²vestin
e Dα u, tai ji
yra vienintel
e. I�rodysime tai. Tegu v1 = Dα u ir v2 = Dα u yra funkcijos
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u apibendrintos i²vestin
es srityje Ω. Tada funkcija v = v1 − v2 tenkina
integralin¦ tapatyb¦∫

Ω

v(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω) .

Pagal 2.2 teorem¡ v(x) = 0 b.v. x ∈ Ω. Taigi v1 = v2.

4. Tarkime, srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrinta i²vestin
e v = Dα u
ir funkcijos v apibendrinta i²vestin
e w = Dβ v. Tada srityje Ω egzistuoja
funkcijos u apibendrinta i²vestin
e Dα+β u ir ji sutampa su w. I² tikru�ju�∫

Ω

uDα+β η dx = (−1)|α|
∫
Ω

v Dβ η dx = (−1)|α+β|
∫
Ω

wη dx.

Taigi w = Dα+β u.

5. Bet kokioje grieºtai vidin
eje srityje Ω′ ⊂ Ω pakankamai maºiems ρ galima
keisti vietomis vidurkinimo ir diferencijavimo operaciju� tvark¡. I�rodysime
tai. Tegu v = Dα u yra funkcijos u apibendrinta i²vestin
e srityje Ω, δ =
dist{Ω′, ∂Ω}, x ∈ Ω′ ir ρ < δ. Kintamu�ju� y atºvilgiu funkcija ωρ(x− y) ∈
C∞0 (Ω). Be to,

∂

∂xk
ωρ(x− y) = − ∂

∂yk
ωρ(x− y), ∀k = 1, 2, . . . , n.

Tod
el

Dα uρ(x) =
∫
Dα
x ωρ(x− y)u(y) dy =

= (−1)|α|
∫
Dα
y ωρ(x− y)u(y) dy =

∫
ωρ(x− y)v(y) dy = vρ(x).

Taigi
vρ(x) = Dα uρ(x). (2.13)

P a s t a b a . Kadangi funkcijos vρ ir uρ yra glodºios, tai (2.13) formul
eje
i²vestin
e Dα yra klasikin
e.

Tegu funkcijos u apibendrinta i²vestin
e Dα u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞. Tada
i² (2.13) formul
es ir 4 vidutiniu� funkciju� savyb
es i²plaukia, kad

Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ
→ Dα u, (2.14)

erdv
eje Lp(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω, kai ρ→ 0.

6. Dvieju� funkciju� sandaugos apibendrintai i²vestinei galioja i�prasta formul
e.
Tiksliau, jeigu srityje Ω egzistuoja funkciju� u, v apibendrintos i²vestin
es
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uxi , vxi ir rei²kinys uxiv + uvxi yra lokaliai sumuojama srityje Ω funk-
cija, tai egzistuoja sandaugos uv apibendrinta i²vestin
e (uv)xi ir teisinga
formul
e

(uv)xi = uxiv + uvxi . (2.15)

D
el paprastumo ²i� teigini� i�rodysime, kai funkcijos u, v, uxi ir vxi yra lokaliai
kvadratu integruojamos srityje Ω. Laisvai pasirenkame η ∈ C∞0 (Ω). Tada∫

Ω

uρvρηxi dx = −
∫
Ω

(
uρxivρ + uρvρxi

)
η dx, ∀ρ > 0. (2.16)

Be to,
uρ → u, vρ → v, uρxi → uxi , vρxi → vxi

erdv
eje L2(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω, kai ρ → 0. Remiantis 3 vidutiniu� funkciju�
savybe, (2.16) tapatyb
eje galima pereiti prie ribos. Taigi∫

Ω

uvηxi dx = −
∫
Ω

(
uxiv + uvxi

)
η dx

ir teisinga (2.15) formul
e.

Suformuluosime kit¡ apibendrintos i²vestin
es apibr
eºim¡ ir i�rodysime, kad
abu apibr
eºimai yra ekvivalent	us.

A p i b r 
e º i m a s . Tegu funkcijos u ir v ∈ Lloc(Ω). Sakysime, funkci-
ja v yra funkcijos u apibendrinta i²vestin
e srityje Ω ir ra²ysime v = Dα u,
α = (α1, . . . , αn) � �ksuotas multiindeksas, |α| = k, jeigu egzistuoja tokia seka
{um} ⊂ Ck(Ω), kad

um → u, Dα um → v

erdv
eje1 Lloc(Ω), kai m→∞.
Tegu v = Dα u pagal pastar¡ji� apibr
eºim¡. Tada ∀m = 1, 2, . . . yra teisinga

integravimo dalimis formul
e:∫
Ω

umD
α η dx = (−1)|α|

∫
Ω

Dα umη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.17)

Per
ej¦ ²ioje formul
eje prie ribos, kai m → ∞, gausime, kad funkcijos u ir v
tenkina (2.12) tapatyb¦, t.y. v = Dα u pagal pirm¡ji� apibr
eºim¡.

Tegu v = Dα u pagal pirm¡ji� apibr
eºim¡. Tada ∀ ρ > 0 vidutin
es funkcijos
uρ ∈ C∞(Ω) ir

uρ → u, Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ
→ Dα u

erdv
eje Lloc(Ω), kai ρ→ 0. Vadinasi, v = Dα u pagal antr¡ji� apibr
eºim¡.

1Sakysime, seka {um} konverguoja i� funkcij¡ u erdv
eje Lloc(Ω), jeigu um → u erdv
eje
L(Ω′), kai m→∞; £ia Ω′ � bet kokia grieºtai vidin
e sritis.
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2.7 teorema. Tarkime, ∀m = 1, 2, . . . funkcija um srityje Ω turi apibendrin-
t¡ i²vestin¦ Dα um ir

um → u, Dα um → v

erdv
eje Lloc(Ω), kai m→∞. Tada srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrinta
i²vestin
e Dα u ir ji lygi v.

Norint i�rodyti ²i¡ teorem¡, pakanka (2.17) formul
eje pereiti prie ribos, kai
m→∞.

P a s t a b a . Teorema i²lieka teisinga ir tuo atveju, kai sekos {um} ir
{Dα um} konverguoja silpnai, t.y. pakanka reikalauti, kad ∀η ∈ C∞0 (Ω)∫

Ω

umη dx→
∫
Ω

uη dx,

∫
Ω

Dα umη dx→
∫
Ω

vη dx,

kai m→∞.
Tarkime, srityje Ω egzistuoja funkcijos u pirmos eil
es apibendrintos i²vestin
es

uxi ,∀i = 1, 2, . . . , n, ir y = y(x) � C1 klas
es difeomor�zmas, transformuojantis
sriti� Ω i� sriti� Ω̃. I�rodysime, kad funkcija ũ(y) = u(x(y)) srityje Ω̃ turi pirmosios
eil
es apibendrintas i²vestines ir jos skai£iuojamos pagal i�prastas formules. Pagal
antr¡ apibendrintos i²vestin
es apibr
eºim¡ egzistuoja tokia seka {um} ⊂ C1(Ω),
kad

um → u, umxi → uxi

erdv
eje Lloc(Ω), kai m→∞. Tegu ũm(y) = um(x(y)). Tada

ũm ∈ C1(Ω̃), ũmyk =
n∑
i=1

umxi
∂xi
∂yk

ir

ũm → ũ, ũmyk →
n∑
i=1

uxi
∂xi
∂yk

erdv
eje Lloc(Ω), kai m→∞. Pagal 2.7 teorem¡ srityje Ω̃ egzistuoja funkcijos ũ
pirmosios eil
es apibendrintos i²vestin
es ũyk ir yra teisingos i�prastos formul
es

ũyk =
n∑
i=1

uxi
∂xi
∂yk

, ∀k = 1, 2, . . . , n.

Analogi²kas teiginys teisingas ir auk²tesniu�ju� eiliu� apibendrintoms i²vesti-
n
ems.

Priminsime vien¡ paprast¡ fakt¡ i² analiz
es: diferencijuojama funkcija, ku-
rios visos pirmosios eil
es i²vestin
es lygios nuliui, yra konstanta. �i savyb
e yra
teisinga ir apibendrintoms i²vestin
ems. �ia i�rodysime bendresni� teigini�.

2.8 teorema. Tarkime, funkcija u srityje Ω turi visas k-osios eil
es apiben-
drintas i²vestines ir jos visos lygios nuliui. Tada funkcija u yra (k − 1)-ojo
laipsnio polinomas srityje Ω.
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/ Pagal teoremos s¡lyg¡ ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω ir pakankamai maºiems ρ teisinga
lygyb
e

Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ

= 0, |α| = k.

Kadangi uρ yra glodi funkcija ir visos jos k-osios eil
es i²vestin
es lygios nuliui,
tai

uρ(x) = P (ρ)(x);

£ia P (ρ) yra (k − 1)-ojo laipsnio polinomas. Pagal 3 vidutiniu� funkciju� savyb¦

‖P (ρ)‖L(Ω′) = ‖uρ‖L(Ω′) ≤ ‖u‖L(Ω′).

I² £ia i²plaukia, kad aib
e
{
P (ρ)}

ρ>0 apr
eºta. Kartu ji yra kompaktin
e, nes
(k − 1)-ojo laipsnio polinomu� aib
e yra baigtinio matavimo erdv
e. Tod
el i² jos
galima i²skirti poseki�

uρk(x) = P (ρk)(x),

konverguojanti� erdv
eje L(Ω′). Tarkime, (k−1)-ojo laipsnio polinomas P (x) yra
²io posekio ribinis elementas. Pagal 4 vidutiniu� funkciju� savyb¦

uρk(x)→ u(x).

Taigi u(x) = P (x) srityje Ω′. Kadangi sriti� Ω′ ⊂ Ω pasirinkome laisvai, tai

u(x) = P (x)

srityje Ω. .
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2.4. APIBENDRINTOSIOS I�VESTIN 
ES IR
ABSOLIU�IAI TOLYD�IOS FUNKCIJOS

Apibendrintos ir klasikin
es i²vestin
es s¡vokos i² esm
es skiriasi. Tai susij¦ su
tuo, kad apibendrinta i²vestin
e turi integralini� pob	udi�. Priminsime, kad apiben-
drinta i²vestin
e � tai lokaliai sumuojama funkcija. Ta£iau sumuojama funkcija
yra apibr
eºiama nulinio mato ta²ku� aib
es tikslumu ir i� j¡ reikia ºi	ur
eti kaip
i� ekvivalen£iu� funkciju� klas¦. Tod
el toliau kalb
edami apie ta²kines funkciju�
savybes, pavyzdºiui, tolydum¡, tur
esime omenyje, kad funkcijos ekvivalenti²ku-
mo klas
eje galima i²rinkti atstov¡, turinti� nurodyt¡ savyb¦. Be to, vis¡ ekvi-
valenti²kumo klas¦, kaip ir konkretu� jos atstov¡, ºym
esime ta pa£ia raide.

Nagrin
ejant funkcij¡ u, turin£i¡ tam tikros eil
es apibendrintas i²vestines,
sumuojamas laipsniu p srityje Ω, svarbu ºinoti, koki� glodum¡ ji gali i�gyti, jos
reik²mes kaip nors pakeitus nulinio mato ta²ku� aib
eje. Atsakymas £ia prik-
lauso nuo srities Ω matavimo, apibendrintu� i²vestiniu� eil
es ir nuo rodiklio p.
Tokie teiginiai (i�d
ejimo teoremos) bus nagrin
ejami v
eliau. O dabar i²tirsime
daug paprastesni� klausim¡. Tiksliau, parodysime, kad pirmos eil
es apibendrintu�
i²vestiniu� egzistavimas susij¦s su absoliutaus tolydumo s¡voka.

2.9 teorema. Tegu n = 1. Tada:

1. Jeigu u yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b] funkcija, tai intervale (a, b)
egzistuoja jos apibendrinta i²vestin
e ux ∈ L(a, b) ir ji b.v. x ∈ (a, b)
sutampa su klasikine i²vestine.

2. Jeigu u ∈ L(a, b) ir intervale (a, b) egzistuoja apibendrinta i²vestin
e ux ∈
L(a, b), tai funkcija u yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b] ir yra teisinga
formul
e

u(x) = u(a) +
x∫
a

uy(y) dy;

£ia uy � apibendrinta i²vestin
e.

/ Tarkime, funkcija u yra absoliu£iai tolydi segmente [a, b]. Tada b.v. x ∈
(a, b) egzistuoja klasikin
e i²vestin
e ux ir ji yra sumuojama intervale (a, b). Kiek-
vienai funkcijai η ∈ C∞0 (a, b) funkcija uη yra absoliu£iai tolydi. Tod
el b.v.
x ∈ (a, b) egzistuoja klasikin
e i²vestin
e

(uη)x = uxη + uηx

ir
b∫
a

(uxη + uηx) dx = 0.

I² ²ios integralin
es tapatyb
es i²plaukia, kad ux yra funkcijos u apibendrinta
i²vestin
e.
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Tarkime, funkcija v ∈ L(a, b) yra funkcijos u apibendrinta i²vestin
e. Tada
funkcija

w(x) =
x∫
a

v(y) dy

yra absoliu£iai tolydi. Pagal pirm¡ teoremos teigini� ji intervale (a, b) turi apiben-
drint¡ i²vestin¦ wx = v. Ta£iau (u−w)x = 0 ir pagal 2.8 teorem¡ u(x)−w(x) =
const. I² £ia i²plaukia, kad funkcija u yra absoliu£iai tolydi ir const = u(a).
Kadangi apibendrinta i²vestin
e ux = v, tai

u(x) = u(a) +
x∫
a

uy(y) dy. .

P a s t a b a . Jeigu tolydi funkcija u turi klasikin¦ i²vestin¦ b.v. x ∈ (a, b),
bet n
era absoliu£iai tolydi, tai intervale (a, b) apibendrintos i²vestin
es ji neturi.
Taigi i² klasikin
es i²vestin
es egzistavimo b.v. x ∈ (a, b) dar neseka apibendrintos
i²vestin
es egzistavimas intervale (a, b).

I²nagrin
esime keliu� kintamu�ju� atveji�.

2.10 teorema. Tarkime, n > 1 ir srityje Ω funkcija u turi apibendrint¡
i²vestin¦ uxi . Tada u yra absoliu£iai tolydi funkcija kintamojo xi atºvilgiu,
b.v. likusiems kintamiesiems x′i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ir yra teisinga
Niutono�Leibnico formul
e

u(x+ hei)− u(x) =
xi+h∫
xi

d

dτ
u(x1, . . . , xi−1, τ, xi+1, . . . , xn) dτ ;

£ia ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), o integravimo r
eºiai yra tokie, kad atkarpa (x, x+
hei) guli srityje Ω.

/ Tegu Ω′ ⊂ Ω yra bet kokia grieºtai vidin
e sritis. Pagal 4 vidutiniu� funkciju�
savyb¦

‖uρ − u‖L(Ω′) → 0, ‖uρxi − uxi‖L(Ω′) → 0,

kai ρ→ 0. Kartu b.v. x′i integralai

b′(x′i)∫
a′(x′

i
)

|uρ − u| dxi → 0,
b′(x′i)∫
a′(x′

i
)

|uρxi − uxi | dxi → 0;

£ia intervalai (a′(x′i), b′(x′i)) yra tiesiu�, lygiagre£iu� su xi a²imi, ir srities Ω′
sankirta (ºr. 2.1 pav.).
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2.1 pav.
Pagal antr¡ apibendrintu� i²vestiniu� apibr
eºim¡ tokiems x′i funkcija u turi api-
bendrint¡ i²vestin¦ uxi intervale (a′(x′i), b′(x′i)). Kartu ²iame intervale funkcija
u yra absoliu£iai tolydi kintamojo xi atºvilgiu ir yra teisinga Niutono�Leibnico
formul
e

u(x+ hei)− u(x) =
xi+h∫
xi

d

dτ
u(x1, . . . , xi−1, τ, xi+1, . . . , xn) dτ.

Kadangi sriti� Ω′ pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u b.v.
x′i yra absoliu£iai tolydi intervale (a(x′i), b(x′i)) ir ²iame intervale yra teisinga
Niutono�Leibnico formul
e. .

I ² v a d a . Tegu funkcija u srityje Ω turi pirmos eil
es apibendrintas i²vesti-
nes uxi ,∀i = 1, 2, . . . , n. Tada ji negali tur
eti tr	ukio (n− 1)-ma£iame pavir²iuje.
Pavyzdºiui, jeigu funkcija u turi tr	uki� hiperplok²tumoje xn = 0, tai ji neturi
apibendrintos i²vestin
es uxn (ºr. 2.2 pav.).
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Ta£iau kai i 6= n, apibendrintos i²vestin
es uxi gali egzistuoti.

P a v y z d º i a i :

1. Tarkime, glodus pavir²ius Γ dalija sriti� Ω i� dvi dalis Ω1, Ω2. Be to, tegu
funkcija u ∈ C(Ω) ir kiekvienoje i² sri£iu� Ω1, Ω2 yra diferencijuojama (ºr.
2.3 pav.).
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Parodysime, kad srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrintos i²vestin
es
uxi , ∀i = 1, 2, . . . , n. Kadangi u ∈ C1(Ωk), k = 1, 2, tai ∀η ∈ C∞0 (Ω) yra
teisinga integralin
e tapatyb
e∫

Ωk

uηxi dx = −
∫
Ωk

uxiη dx+
∫
∂Ωk

uη cos(nk, xi)dSk; (2.18)

£ia nk � pavir²iaus Sk = ∂Ωk vienetinis normal
es vektorius, i²orinis srities
Ωk atºvilgiu. Imkime (2.18) tapatyb
eje k = 1, po to k = 2 ir gautas
tapatybes sud
ekime. Tur
edami omenyje, kad

η(x) = 0,∀x ∈ S = ∂Ω, ir n1(x) = −n2(x),∀x ∈ Γ,

rezultat¡ perra²ysime taip:∫
Ω

uηxi dx = −
∫
Ω

uxiη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Pagal pirm¡ apibendrintos i²vestin
es apibr
eºim¡ funkcija u turi srityje Ω
apibendrint¡ i²vestin¦ uxi ir kiekvienoje i² sri£iu� Ωk, k = 1, 2, ji sutampa
su klasikine i²vestine uxi .

2. Tegu u(x) = |x|α, α > 1 − n, B = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Parodysime,
kad funkcija u rutulyje B turi pirmos eil
es apibendrintas i²vestines ir jos
randamos pagal i�prast¡ formul¦

uxi = αxi|x|α−2.

Kiekvienam h > 0 apibr
eºkime sek¡ funkciju�

u(h)(x) =
{
|x|α, |x| > h,

hα, |x| ≤ h.

Funkcija u(h) rutulyje B turi pirmosios eil
es apibendrintas i²vestines (ºr.
1 pavyzdi�) ir

u(h)xi(x) =
{
αxi|x|α−2, |x| > h,

0, |x| < h.

Be to,

‖u(h) − u‖L(B) =
∫
|x|<h

∣∣ |x|α − hα∣∣ dx ≤ Chα+n → 0,

‖u(h)xi − αxi|x|
α−2‖L(B) =

∫
|x|<h

∣∣αxi|x|α−2∣∣ dx ≤
≤ |α|

∫
|x|<h

|x|α−1 dx = |α||S1|
h∫

0

rα+n−2dr = |α||S1|hα+n−1

α+ n− 1 → 0,
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kai h → 0. Pagal 2.7 teorem¡ rutulyje B egzistuoja funkcijos u = |x|α
pirmos eil
es apibendrintos i²vestin
es uxi = αxi|x|α−2.

P a s t a b a . Akivaizdu, kad neigiamiems α rutulyje B funkcija u n
era
diferencijuojama. Net jeigu kokiu nors b	udu pakeisime jos reik²mes nuli-
nio mato ta²ku� aib
eje, vis tiek gausime funkcij¡, kuri bus ne tik netolydi,
bet ir neapr
eºta.

3. Tarkime, funkcijos ϕ ir ψ yra sumuojamos intervale (0, 1), bet ne absoliu-
£iai tolydºios. Tada i² 2.10 teoremos i²plaukia, kad funkcija

u(x1, x2) = ϕ(x1) + ψ(x2), (x1, x2) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1)

neturi pirmos eil
es apibendrintu� i²vestiniu� srityje Ω. Ta£iau∫
Ω

uηx1x2 dx =
∫
Ω

(ϕηx1)x2 dx+
∫
Ω

(ψηx2)x1 dx =

= 0 =
∫
Ω

0 · η dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Tod
el srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrinta i²vestin
e ux1x2 ir ji lygi
nuliui.

I² ²io pavyzdºio matome, kad funkcija u gali tur
eti auk²tesniu� eiliu� api-
bendrintas i²vestines, netur
edama ºemesniu� eiliu� apibendrintu� i²vestiniu�.
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2.5. ERDV 
ES Wk
p(Ω) IR W̊k

p(Ω)

Aib¦ funkciju� u ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞], kurios turi apibendrintas i²vestines

Dα u ∈ Lp(Ω), ∀α : |α| ≤ k,

ºym
esime Wk
p(Ω). Aib
e Wk

p(Ω) yra tiesin
e. Joje galima apibr
eºti norm¡

‖u‖Wk
p(Ω) =

∑
|α|≤k

‖Dα u‖Lp(Ω). (2.19)

Tiesiogiai galima i�sitikinti, kad taip apibr
eºta norma tenkina visas normos api-
br
eºimo s¡lygas. Priminsime, kad

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u|p dx
)1/p

,

kai p <∞, o
‖u‖L∞(Ω) =vrai sup

x∈Ω
|u(x)|.

Aib
e Wk
p(Ω) su taip apibr
eºta norma yra normuota erdv
e. Erdv
eje Wk

p(Ω)
galima i�vesti ir kit¡ ekvivalen£i¡ norm¡ (j¡ ºym
esime tuo pa£iu normos ºenklu)

‖u‖Wk
p(Ω) =

(∫
Ω

∑
|α|≤k

|Dα u|p dx
)1/p

. (2.20)

Kiekvienu konkre£iu atveju naudosime t¡ norm¡, kuri bus patogesn
e. Kai k = 0,
erdv
e Wk

p(Ω) yra Lp(Ω).
Erdv
e Wk

p(Ω) yra Banacho erdv
e. I�rodysime tai. Pagal Banacho erdv
es
apibr
eºim¡ reikia i�rodyti, kad erdv
e Wk

p(Ω) yra pilna. Tarkime, seka {um} yra
fundamentali erdv
eje Wk

p(Ω). Tada ∀α : |α| ≤ k seka {Dα um} yra fundamentali
erdv
eje Lp(Ω), t.y.

‖um − um′‖Lp(Ω) → 0, ‖Dα um −Dα um′‖Lp(Ω) → 0,

kaim irm′ →∞. Kadangi erdv
e Lp(Ω) yra pilna, tai egzistuoja tokios funkcijos
u, ωα ∈ Lp(Ω), kad

‖um − u‖Lp(Ω) → 0, ‖Dα um − ωα‖Lp(Ω) → 0,

kai m → ∞. Pagal 2.7 teorem¡ srityje Ω egzistuoja funkcijos u apibendrintos
i²vestin
es

Dα u = ωα ∈ Lp(Ω),

t.y. u ∈ Wk
p(Ω), ir seka {um} konverguoja i� u erdv
eje Wk

p(Ω). Taigi erdv
eje
Wk

p(Ω) kiekviena fundamentali seka konverguoja.
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Erdv
e Wk
p(Ω) yra separabili, kai p ∈ [1,∞), ir re�eksyvi, kai p ∈ (1,∞).

�iu� teiginiu� i�rodymas remiasi tuo, kad atitinkamiems p erdv
e Lp(Ω) yra sepa-
rabili ir re�eksyvi ir erdv¦ Wk

p(Ω) galima sutapatinti su erdviu� Lp(Ω) baigtin
es
tiesiogin
es sandaugos poerdviu (ºr. [?], [?]).

Kai p = 2, erdv
e Wk
p(Ω) yra Hilberto erdv
e. Skaliarin¦ sandaug¡ joje galima

apibr
eºti taip:

(u, v)Wk
2(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤k

Dα uDα v dx.

Jeigu Wk
2(Ω) yra realiu�ju� funkciju� erdv
e, tai bruk²nys nera²omas. Daºnai

Hilberto erdv¦ Wk
2(Ω) ir j¡ atitinkanti� poerdvi� W̊k

2(Ω) ºymi Hk(Ω) ir H̊k(Ω).

2.11 teorema. Tegu u ∈ Wk
p(Ω) ir f yra Ck klas
es difeomor�zmas, trans-

formuojantis sriti� Ω i� sriti� Ω̃. Tada funkcija v = u ◦ f−1 ∈Wk
p(Ω̃) ir

C1‖u‖Wk
p(Ω) ≤ ‖v‖Wk

p(Ω̃) ≤ C2‖u‖Wk
p(Ω);

£ia C1 ir C2 � teigiamos konstantos, priklausan£ios tik nuo funkciju� f ir f−1

normu� erdv
ese Ck(Ω) ir Ck(Ω̃).

�itos teoremos i�rodymas i²plaukia i² apibendrintu� i²vestiniu� savybiu�.
Erdves Wk

p(Ω) galima apibr
eºti ir tuo atveju, jeigu vietoje ,,plok²£ios“ sri-
ties Ω imsime pakankamai glodºi¡ n-mat¦ daugdar¡ S. Pavyzdºiui, tegu n-
mat
e daugdara S yra lygi sumai baigtinio skai£iaus n-ma£iu� daugdaru� Si, i =
1, . . . , N, ir kiekvien¡ daugdar¡ Si galima Ck klas
es difeomor�zmu fi transfor-
muoti i� sriti� Ωi ⊂ Rn. Sakysime, funkcija u ∈Wk

p(S), jeigu

u ◦ f−1
i ∈Wk

p(Ωi), ∀i = 1, . . . , N.

Norm¡ erdv
eje Wk
p(S) galima apibr
eºti taip:

‖u‖Wk
p(S) =

N∑
i=1
‖u ◦ f−1

i ‖Wk
p(Ωi).

Erdv
eje Wk
p(Ω) i²skirsime poerdvi� W̊k

p(Ω). Sakysime, funkcija u i² erdv
es
Wk

p(Ω) priklauso poerdviui W̊k
p(Ω), jeigu egzistuoja seka {um} ⊂ C∞0 (Ω), kon-

verguojanti i� u erdv
eje Wk
p(Ω). Taigi

W̊k
p(Ω) = C∞0 (Ω)

Wk
p(Ω)

.

Erdv
es W̊k
p(Ω) elementai turi kelet¡ svarbiu� savybiu�. Tarkime, funkcija u ∈

W̊k
p(Ω). Tada egzistuoja seka {um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti i� u erdv
eje Wk

p(Ω).
Funkcijas u ir um,m = 1, 2, . . . prat¦sime nuliu i� Rn\Ω. Kiekvienam α, |α| ≤ k,
apibr
eºkime funkcij¡

ωα(x) =
{
Dα u(x), x ∈ Ω,
0, x ∈ Rn\Ω.
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Akivaizdu, kad bet kokioje srityje Q ⊃ Ω funkcijos u ir ωα ∈ Lp(Q) . Be to,
∀m = 1, 2, . . . funkcijos um ∈ C∞0 (Q) ir

‖um − u‖Lp(Q) = ‖um − u‖Lp(Ω) → 0,

‖Dα um − ωα‖Lp(Q) = ‖Dα um −Dα u‖Lp(Ω) → 0,

kai m→∞. Pagal 2.7 teorem¡ u ∈Wk
p(Q).

Tegu funkcija u ∈ W̊k
p(Ω). Prat¦skime j¡ nuliu i� srities Ω i²or¦ ir gaut¡

funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide u. I�rodysime, kad vidutin
es funkcijos uρ → u
erdv
eje Wk

p(Ω), kai ρ → 0. Funkcija u ∈ Wk
p(Q), ∀Q : Ω ⊂ Q. Kadangi Ω ⊂ Q

yra grieºtai vidin
e sritis, tai pakankamai maºiems ρ > 0 srityje Ω galima sukeisti
diferencijavimo ir vidurkinimo operaciju� tvark¡. Tod
el

Dα uρ = (Dα u)ρ → Dα u, ∀α : |α| ≤ k,

erdv
eje Lp(Ω), kai ρ → 0. Pagal apibr
eºim¡ tai rei²kia, kad uρ → u erdv
eje
Wk

p(Ω), kai ρ→ 0.
P a s t a b a . Jeigu funkcija u ∈Wk

p(Ω) prat¦sime nuliu i� Rn\Ω, tai gausime
funkcij¡, kuri srityje Q ⊃ Ω gali ir netur
eti apibendrintu� i²vestiniu�. Norint tuo
i�sitikinti pakanka pasteb
eti, kad funkcija u ∈ Wk

p(Ω), prat¦sta nuliu i� srities Ω
i²or¦, gali tur
eti tr	uki� n− 1 matavimo pavir²iuje. Tai rei²kia, kad ne kiekviena
funkcija u ∈Wk

p(Ω) priklauso poerdviui W̊k
p(Ω). Taigi Wk

p(Ω) 6= W̊k
p(Ω). I²imti�

sudaro atvejis Ω = Rn.

2.12 teorema. Tegu Ω = Rn. Tada erdv
es Wk
p(Ω) ir W̊k

p(Ω) sutampa.

/ Savaime ai²ku, kad W̊k
p(Ω) ⊂ Wk

p(Ω). I�rodysime, kad bet kokia funk-
cija u ∈ Wk

p(Ω) priklauso ir poerdviui W̊k
p(Ω). Laisvai pasirenkame funkcij¡

u ∈Wk
p(Ω). Apibr
eºkime funkciju� sek¡

uR(x) = u(x)ζ (|x|/R) ;

£ia: R yra teigiamas parametras, ζ(t) � be galo diferencijuojama intervale [0,∞)
funkcija, lygi 1, kai t ∈ [0, 1], monotoni²kai maº
eja, kai t ∈ [1, 2], ir lygi nuliui,
kai t ≥ 2. Akivaizdu, kad funkcijos u ir uR rutulyje BR = {x ∈ Rn : |x| < R}
sutampa. Be to, rei²kinio ζ(|x|/R) i²vestin
es yra tolygiai apr
eºtos parametro R
atºvilgiu. Tod
el ∀α, |α| ≤ k, yra teisingas i�vertis

‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω) = ‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω\BR) ≤

≤ C
∑
|β|≤|α|

‖Dβ u‖Lp(Ω\BR); (2.21)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkre£ios funkcijos u ∈ Wk
p(Ω) pasirinkimo.

K-dangi ‖u‖Wk
p(Ω) <∞, tai rei²kinys de²iniojoje (2.21) nelygyb
es pus
eje art
eja

i� nuli�, kai R→∞. Kartu

‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω) ≤ ε(R)→ 0,
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kai R → ∞. Seka {(uR)ρ} ⊂ C∞0 (Ω) ir konverguoja i� u erdv
eje Wk
p(Ω), kai

R→∞, ρ→ 0. Tai rei²kia, kad u ∈ W̊k
p(Ω). .

Kiekvienai funkcijai u ∈ W̊k
p(Ω) ir v ∈ Wk

p′(Ω) yra teisinga integravimo
dalimis formul
e∫

Ω

uDα v dx = (−1)|α|
∫
Ω

v Dα u dx, ∀α : |α| ≤ k. (2.22)

I² tikru�ju� ∀u ∈ W̊k
p(Ω) egzistuoja seka {um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti i� u

erdv
eje Wk
p(Ω) . Pagal pirm¡ apibendrintos i²vestin
es apibr
eºim¡ ∀um yra tei-

singa tapatyb
e ∫
Ω

umD
α v dx = (−1)|α|

∫
Ω

v Dα um dx.

Per
ej¦ prie ribos, kai m→∞, gausime (2.22) formul¦. Poerdvio W̊k
p(Ω) pakeisti

visa erdve Wk
p(Ω) £ia negalima. Tuo galima lengvai i�sitikinti. Tegu k = 1,

funkcijos u, v ∈ C1(Ω) ir S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius. Tada yra teisinga
integravimo dalimis formulė∫

Ω

uvxi dx = −
∫
Ω

uxiv dx+
∫
S

uv cos(n, xi) dS;

£ia bendru atveju integralas pavir²iumi S nelygus nuliui. �i formul
e i²lieka
teisinga, jeigu u ∈ W1

p(Ω), v ∈ W1
p′(Ω) ir sritis Ω yra tokia, kad erdv
e C1(Ω)

yra tir²ta erdv
ese W1
p(Ω) ir W1

p′(Ω). Jeigu funkcija u ∈ W̊1
p(Ω), tai integralas

pavir²iumi S yra lygus nuliui ir galima sakyti, kad funkcija u pavir²iuje S yra
,,lygi nuliui“. Analogi²ka situacija yra ir erdv
es W̊k

p(Ω) atveju. Tarkime, u ∈
W̊k

p(Ω). Tada galima sakyti, kad pavir²iuje S ji yra ,,lygi nuliui“ kartu su visomis
savo apibendrintomis i²vestin
emis iki (k − 1)-os eil
es imtinai.

I�rodysime dar vien¡ svarbi¡ poerdvio W̊1
p(Ω) elementu� savyb¦.

2.13 teorema (Frydrichso nelygyb
e). Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis.
Tada ∀u ∈ W̊1

p(Ω) yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Lp(Ω) ≤ d‖ux‖Lp(Ω); (2.23)

£ia d yra srities Ω diametras.

/ Aib
e C∞0 (Ω) yra tir²ta erdv
eje W̊1
p(Ω). Tod
el (2.23) nelygyb¦ pakanka

i�rodyti ∀u ∈ C∞0 (Ω). Laisvai pasirenkame funkcij¡ u ∈ C∞0 (Ω). Prat¦skime j¡
nuliu i� srities Ω i²or¦, o gaut¡ funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide u. Tada
u ∈ C∞0 (Q), ∀Q ⊃ Ω.

Tegu Q yra kubas, kurio briauna d. Pasukus koordinates ir perk
elus ju�
pradºi¡, visada galima pasiekti, kad

Q = {x ∈ Rn : 0 < xi < d, ∀i = 1, 2, . . . , n}.
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Tod
el i² karto tarkime, kad sritis

Ω ⊂ Q = {x ∈ Rn : 0 < xi < d, ∀i = 1, 2, . . . , n}.

Pagal Niutono�Leibnico formul¦

u(x) =
xn∫
0

∂u(x′n, t)
∂t

dt, x′n = (x1, . . . , xn−1).

Pasinaudoj¦ Helderio nelygybe i�vertinsime funkcijos u moduli�

|u(x)| ≤
xn∫
0

∣∣∣∣∂u(x′n, t)
∂t

∣∣∣∣ dt ≤
d∫

0

∣∣∣∣∂u(x′n, t)
∂t

∣∣∣∣ dt ≤

≤

 d∫
0

dt

1/p′  d∫
0

∣∣∣∣∂u(x′n, t)
∂t

∣∣∣∣p dt
1/p

= d1/p′

 d∫
0

∣∣∣∣∂u(x′n, t)
∂t

∣∣∣∣p dt
1/p

.

I² ²io i�ver£io i²plaukia nelygyb
e∫
Q

|u(x)|p dx ≤ dp/p
′+1
∫
Q

|uxn(x)|p dx = dp/p
′+1
∫
Ω

|uxn(x)|p dx,

kuri yra ekvivalenti nelygybei

‖u‖Lp(Ω) ≤ d‖uxn‖Lp(Ω).

Pakeit¦ funkcijos u i²vestin¦ uxn gradientu ux, gausime (2.23) nelygyb¦. .
Teorem¡ i�rod
eme tar¦, kad p > 1. Kai p = 1, teorema i²lieka teisinga. �iuo

atveju i�rodymas yra beveik toks pats. Nereikia tik taikyti Helderio nelygyb
es.
P a s t a b a . I�rodant Frydrichso nelygyb¦, reikalavimas u ∈ W̊1

p(Ω) yra
esminis. Poerdvio W̊1

p(Ω) pakeisti visa erdve W1
p(Ω) negalima. Tuo lengvai

galima i�sitikinti imant u ≡ 1.
Pasinaudojus Frydrichso nelygybe, funkcijos u ∈ W̊k

p(Ω) ºemesniu� eiliu� i²-
vestiniu� normas galima i�vertinti auk²tesniu� eiliu� i²vestiniu� normomis erdv
eje
Lp(Ω) . Pavyzdºiui, kai k = 2,

‖uxi‖Lp(Ω) ≤ d‖uxixn‖Lp(Ω), ∀i = 1, 2, . . . , n.

Tod
el erdv
eje W̊k
p(Ω) galima i�vesti norm¡

‖u‖W̊k
p(Ω) =

∑
|α|=k

‖Dα u‖pLp(Ω)

1/p

, (2.24)

ekvivalen£i¡ normai erdv
eje Wk
p(Ω) (ºr. 2.20 formul¦).
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2.6. FUNKCIJU� I� ERDV 
ES Wk
p(Ω) PRAT�SIMAS

Nagrin
ejant erdves W̊k
p(Ω), srities Ω forma neturi jokios i�takos. Kiekvien¡ erdv
es

W̊k
p(Ω) element¡ galima prat¦sti nuliu i� Rn \ Ω ir nagrin
eti kaip erdv
es Wk

p(Q)
element¡ bet kokioje standartin
eje srityje Q ⊃ Ω, pavyzdºiui, rutulyje arba
kube. Sud
etingesn
e situacija yra erdv
es Wk

p(Ω) atveju. Tiksliau, funkcij¡ u ∈
Wk

p(Ω) ne visada galima prat¦sti i� Rn \ Ω i²laikant ,,glodum¡“. Tai priklauso
nuo srities Ω. Pavyzdºiui, jeigu plok²tumoje i�vesime polines kordinates

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ,

tai funkcija u = θ srityje

Ω = {(x, y) : 1 < ρ < 2, 0 < θ < 2π}

bus sumuojama ir tur
es joje sumuojamas apibendrintas i²vestines. Ta£iau ji
nebus absoliu£iai tolydi tiesiu� x = const > 0 atkarpose, kertan£iose sriti� Ω, ir
tod
el (ºr. 2.10 teorem¡) netur
es apibendrintu� pirmosios eil
es i²vestiniu� srityje

Ω̃ = {(x, y) : 1 < ρ < 2, 0 ≤ θ < 2π}.

B	utinu� ir pakankamu� s¡lygu�, kada erdv
es Wk
p(Ω) elementus b	utu� galima

prat¦sti i� platesn¦ sriti� i²laikant ,,glodum¡“, n
era. Kai srities Ω pavir²ius S
yra pakankamai glodus, toki� prat¦sim¡ sukonstruoti galima. �ia pateiksime
konstrukcij¡, kuri remiasi erdv
es Wk

p(Ω) elementu� aproksimacija aib
es C∞(Ω)
elementais. Kaip matome i² k¡ tik i²nagrin
eto pavyzdºio, tokia aproksimacija
ne visada galima. I²skirsime gana pla£i¡ klas¦ sri£iu�, kai tokia aproksimacija
galima.

2.14 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta, ºvaigºdin
e1 atºvilgiu kurio nors savo
vidinio ta²ko sritis. Tada aib
e C∞(Ω) yra tir²ta erdv
eje Wk

p(Ω).

/ Tarkime, sritis Ω yra ºvaigºdin
e kurio nors savo vidinio ta²ko atºvilgiu.
Tegu ²is ta²kas yra koordina£iu� pradºioje. Prie²ingu atveju koordina£iu� pradºi¡
reikia perkelti i� t¡ ta²k¡.

Laisvai pasirenkame funkcij¡ u ∈ Wk
p(Ω). Tegu u(λ)(x) = u(λx), λ ∈ (0, 1).

Tada funkcija uλ ∈Wk
p(Ω), ∀λ ∈ (0, 1). Kadangi funkcija u ∈ Lp(Ω) yra tolydi

Lp prasme, tai

‖u− u(λ)‖Lp(Ω) = ‖u(x)− u(λx)‖Lp(Ω) → 0,

kai λ→ 1. D
el tos pa£ios prieºasties ∀α : |α| ≤ k

‖Dα u−Dα u(λ)‖Lp(Ω) = ‖Dα u− λ|α|(Dα u)(λ)‖Lp(Ω) ≤

1Sritis Ω yra žvaigždinė atºvilgiu kurio nors savo vidinio ta²ko, jeigu bet kuris spindulys,
i²einantis i² to ta²ko, kerta srities pavir²iu� tik viename ta²ke.
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≤ ‖Dα u− (Dα u)(λ)‖Lp(Ω) + (1− λ|α|)‖(Dα u)(λ)‖Lp(Ω) → 0,

kai λ → 1. Vadinasi, seka {u(λ)} konverguoja i� funkcij¡ u erdv
eje Wk
p(Ω), kai

λ→ 1.
Akivaizdu, kad ∀λ ∈ (0, 1), sritis λΩ ⊂ Ω. Tod
el vidutin
es funkcijos (u(λ))ρ ∈

C∞(Ω) ir, kai ρ → 0, konverguoja i� funkcij¡ u(λ) erdv
eje Wk
p(Ω). Ta£iau tada

i² sekos {(u(λ))ρ} galima i²rinkti poseki� {(u(λ))ρλ}, konverguojanti� i� funkcij¡ u
erdv
eje Wk

p(Ω). Vadinasi, aib
e C∞(Ω) yra tir²ta erdv
eje Wk
p(Ω). .

I ² v a d a . Tegu sritis Ω yra pusrutulis B+ = {x ∈ Rn : |x| < 1, xn > 0} ir
funkcija u lygi nuliui, kai |x| > 1 − ε. Tada anks£iau pateiktoje konstrukcijoje
poseki� {(u(λ))ρλ} galima parinkti taip, kad kiekviena i² funkciju� (u(λ))ρλ b	utu�
lygi nuliui, kai |x| > 1− ε/2.

I²tirsime erdv
es W1
p(Ω) atveji�.

2.15 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es pavir²ius ir
Q ⊃ Ω. Tada egzistuoja tiesinis apr
eºtas prat¦simo operatorius

Π : W1
p(Ω)→ W̊1

p(Q).

Be to, jeigu u ∈W1
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω.

/ I�rodym¡ i²skaidysime i� tris etapus.
1. Tarkime, Ω = B+, u ∈W1

p(B+) ir funkcija u lygi nuliui pussfer
es

S+ = {x ∈ Rn : |x| = 1, xn > 0}

aplinkoje. Lyginiu b	udu prat¦s¦ funkcij¡ u i� pusrutuli� B–, gausime funkcij¡

v(x) =
{
u(x), x ∈ B+,

u(x′n,−xn), x ∈ B–.

Parodysime, kad funkcija v ∈ W̊1
p(B). Remiantis 2.14 teoremos i²vada, egzis-

tuoja tokia seka {um} ⊂ C∞(B+), konverguojanti i� u erdv
eje W̊1
p(B+), kad

∀m = 1, 2, . . . , funkcija um lygi nuliui pussfer
es S+ aplinkoje. Kiekvien¡ funkcij¡
um lyginiu b	udu prat¦skime i� pusrutuli� B–. Prat¦stos funkcijos

vm(x) =
{
um(x), x ∈ B+,

um(x′n,−xn), x ∈ B–,

yra �ni£ios ir tolydºios visame rutulyje B. Pusrutuliuose B+ ir B– jos yra be
galo diferencijuojamos. Tod
el vm ∈ W̊1

p(B) (ºr. 2.4 skyrelio 1 pavyzdi�) ir

‖vm‖W1
p(B) = 21/p‖um‖W1

p(B+). (2.25)

Be to,
‖vm − v‖Lp(B) → 0, ‖vmxi − ωi‖Lp(B) → 0,
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kai m→∞. �ia

ωi(x) =


uxi(x), x ∈ B+, i = 1, 2, . . . , n,
uxi(x′n,−xn), x ∈ B–, i = 1, 2, . . . , n− 1,
−uxn(x′n,−xn), x ∈ B–, i = n.

Remiantis 2.7 teorema, rutulyje B egzistuoja funkcijos v apibendrintos i²-
vestin
es vxi = ωi, ∀i = 1, 2, . . . , n, ir v ∈ W̊1

p(B). Kadangi

‖vm − v‖W1
p(B) → 0,

kai m→∞, tai (2.25) lygyb
eje galima pereiti prie ribos. Taigi

‖v‖W1
p(B) = 21/p‖u‖W1

p(B+).

2. Tarkime, ta²kas x∗ ∈ ∂Ω, U � ta²ko x∗ aplinka, u ∈W1
p(Ω), aib
e Ω∪U ⊂

Q ir suppu ⊂ U. Be to, tegu egzistuoja toks difeomor�zmas f : U → B, kuris
sriti� Ω ∩ U atvaizduoja i� pusrutuli� B+, o pavir²iu� ∂Ω ∩ U i� skrituli� {x : |x| =
1, xn = 0} (ºr. 2.4 pav.).
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2.4 pav

Tada funkcija ũ = u ◦ f−1 ∈ W1
p(B+) ir pussfer
es S+ aplinkoje lygi nuliui.

Kadangi funkcija ũ tenkina 1 punkto s¡lygas, tai j¡ galima prat¦sti i� pusrutuli�
B–. Prat¦sta funkcija ṽ ∈ W̊1

p(B). Apibr
e²ime funkcij¡ v = ṽ ◦f. Akivaizdu, kad
v ∈ W̊1

p(U). Funkcij¡ v prat¦sime nuliu i� Rn \U ir prat¦st¡ funkcij¡ paºym
esime
ta pa£ia raide v. Tada funkcija v ∈ W̊1

p(Q). Be to, v(x) = u(x), ∀x ∈ Ω ir

‖v‖W1
p(Q) ≤ C‖u‖W1

p(Ω);

£ia konstanta C priklauso tik nuo funkciju� f ir f−1 normu� erdv
eje C1.
3. I²nagrin
esime bendr¡ji� atveji�. Kadangi Ω yra apr
eºta sritis ir S yra C1

klas
es pavir²ius, tai egzistuoja baigtinis skai£ius tokiu� atviru� aibiu� U1, . . . , UN ,
kad:

1) Ω ⊂
N⋃
i=1

Ui ⊂ Q.

2) Aib
e U i ⊂ Ω arba Ui tenkina 2 punkto s¡lygas, i = 1, 2, . . . , N.



2.6. FUNKCIJU� I� ERDV 
ES Wk
p(Ω) PRAT�SIMAS 35

Tegu {ζi(x)}Ni=1 yra vieneto skaidinys (ºr. teorem¡ apie vieneto skaidini�),
atitinkantis aibiu� sistem¡ U1, U2, .., UN . Kitais ºodºiais tariant, ζi ∈ C∞0 (Rn),
supp ζi ⊂ Ui, ∀i = 1, 2, . . . , N, ir

N∑
i=1

ζi(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

Tada

u(x) =
N∑
i=1

ui(x);

£ia ui(x) = u(x)ζi(x). Laisvai pasirenkame koki¡ nors funkcij¡ ui. Jeigu aib
e
U i ⊂ Ω, tai funkcija ui ∈ W̊1

p(Ω). Prat¦s¦ j¡ nuliu i� Rn \ Ω, gausime funkcij¡
vi ∈ W̊1

p(Q). Tuo atveju, kai aibiu� Ui ir ∂Ω sankirta yra netu²£ia, aib
e Ui
tenkina 2 punkto s¡lygas. Tod
el egzistuoja tokia funkcija vi ∈ W̊1

p(Q), kad
vi(x) = ui(x), ∀x ∈ Ω, ir yra teisingas i�vertis

‖vi‖W1
p(Q) ≤ C‖ui‖W1

p(Ω). (2.26)

Dabar prat¦simo operatoriu� Π galima apibr
eºti taip:

Πu := v =
N∑
i=1

vi.

�ioje sumoje kiekviena funkcija vi ∈ W̊1
p(Q). Tod
el ir funkcija v ∈ W̊1

p(Q). Be
to, v(x) = u(x), ∀x ∈ Ω, ir yra teisingas i�vertis

‖v‖W1
p(Q) ≤ C‖u‖W1

p(Ω); (2.27)

£ia konstanta C priklauso tik nuo p, Ω ir Q. .
P a s t a b a . I² ²ios teoremos i�rodymo i²plaukia, kad kartu su (2.27) yra

teisingas i�vertis
‖v‖Lp(Q) ≤ C‖u‖Lp(Ω);

£ia konstanta C priklauso tik nuo p, Ω ir Q. Be to, jeigu u ∈ Lp(Ω), uxi ∈ Lq(Ω),
q > p ir sritis Ω yra klas
es C1, tai remiantis Frydrichso nelygybe galima i�rodyti,
kad u ∈ Lq(Ω). Kartu galime tvirtinti, kad u ∈W1

q(Ω).
Tarkime, kad Ω yra neapr
eºta sritis ir egzistuoja tokia atviru� aibiu� sistema

{Ui}∞i=1, kad:

1. Ω ⊂
∞⋃
i=1

Ui ⊂ Q.

2. Aib
e U i ⊂ Ω arba yra tokia pati kaip 2.15 teoremos i�rodymo 2 dalyje,
i = 1, 2, . . .

3. Difeomor�zmu� fi : Ui → B ir f−1
i : B → Ui normos erdv
ese C1(Ui) ir

C1(B) nevir²ija kokios nors konstantos, bendros visoms Ui.
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4. Aibiu� sistemos {Ui}∞i=1 kartotinumas yra baigtinis, t.y. kiekvienas ta²kas
x ∈ Ω priklauso ne daugiau kaip N aib
ems Ui, ir skai£ius N nepriklauso
nuo ta²ko x.

Tada 2.15 teoremoje pateikta prat¦simo konstrukcija tinka ir neapr
eºtos srities
atveju. Tiksliau, yra teisinga teorema.

2.16 teorema. Tegu Ω yra neapr
eºta erdv
eje Rn sritis, tenkinanti anks£iau
i²vardytas s¡lygas. Tada egzistuoja tiesinis apr
eºtas prat¦simo operatorius

Π : W1
p(Ω)→ W̊1

p(Q).

Be to, jeigu u ∈W1
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω.

Analogi²kos teoremos yra teisingos ir erdv
ems Wk
p(Ω), kai k > 1. I²nagrin
e-

sime apr
eºtos srities atveji�.

2.17 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta sritis, S = ∂Ω � Ck klas
es pavir²ius ir
Ω ⊂ Q. Tada egzistuoja tiesinis apr
eºtas prat¦simo operatorius

Π : Wk
p(Ω)→ W̊k

p(Q).

Be to, jeigu u ∈Wk
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω, ir

‖v‖Wk
p(Q) ≤ C‖u‖Wk

p(Ω); (2.28)

£ia konstanta C priklauso tik nuo p, k, Ω ir Q.

/ Tarkime, Ω = B+, o u � pakankamai glodi pusrutulyje B+ funkcija, lygi
nuliui kokioje nors pakankamai maºoje pussfer
es S+ aplinkoje. Apibr
eºkime
funkcij¡

v(x) =


u(x), x ∈ B+,
k∑
j=0

αju(x′n,−2−jxn), x ∈ B–;

£ia α1, . . . , αk yra lyg£iu� sistemos

k∑
j=0

αj(−2−j)m = 1, m = 0, 1, . . . , k,

sprendinys (pastaroji sistema turi vieninteli� sprendini�, nes jos determinantas
nelygus nuliui). Taip apibr
eºta funkcija v ∈ Ck(B), supp v ⊂ B ir

‖v‖Wk
p(B) ≤ C‖u‖Wk

p(B+).

Konstanta C priklauso tik nuo p ir k. Kaip ir 2.15 teoremoje, galima paro-
dyti, kad toki� prat¦sim¡ galima atlikti ∀u ∈ Wk

p(B+). Tolesnis i�rodymas yra
analogi²kas 2.15 teoremos i�rodymui ir remiasi vieneto skaidiniu bei 2.11 teorema.
.
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I ² v a d a . Jeigu sritis Ω yra tokia, kad erdv
es Wk
p(Ω) elementus galima

prat¦sti i� platesn¦ sriti� i²laikant ,,glodum¡“ ir (2.28) i�verti�, tai aib
e C∞(Ω) yra
tir²ta erdv
eje Wk

p(Ω) .
P a s t a b a . Reikalavimas, kad S b	utu� Ck klas
es pavir²ius, susij¦s tik su

teoremoje panaudota prat¦simo konstrukcija. Yra kitos funkciju� u ∈ Wk
p(Ω)

prat¦simo konstrukcijos, i²laikan£ios glodum¡. Pavyzdºiui, galima reikalauti,
kad sritis Ω tenkintu� vadinam¡j¡ minimalaus glodumo s¡lyg¡.

Tegu ϕ : Rn−1 → R1 yra funkcija, tenkinanti Lip²ico s¡lyg¡

|ϕ(x′)− ϕ(x̄′)| ≤M |x′ − x̄′|, ∀x′, x̄′ ∈ Rn−1

su Lip²ico konstanta M ir

Ω = {(x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕ(x′)}, x′ = (x1, . . . , xn−1).

Sriti�, kuri¡ gausime pasuk¦ arba past	um¦ Ω, vadinsime specialiąja lipšicine sritimi.
A p i b r 
e º i m a s . Tegu Ω yra atvira erdv
eje Rn aib
e, S = ∂Ω. Sakysime,

pavir²ius S yra minimaliai glodus, jeigu egzistuoja seka atviru� aibiu�

U1, U2, . . . , Un, . . . , Ω ⊂
∞⋃
i=1

Ui

ir tokie skai£iai ε > 0, M > 0, N ∈ N, kad:

1. Jeigu x ∈ S, tai Bε(x) ⊂ Ui su tam tikru indeksu i.

2. Sistemos {Ui}∞i=1 kartotinumas nevir²ija N.

3. Kiekvienam i egzistuoja specialioji lipšicinė sritis Ωi, su tokia Lip²ico kon-
stanta Mi ≤M, kad

Ui ∩ Ω = Ui ∩ Ωi.

Taigi 2.17 teorema i²lieka teisinga daug platesnei sri£iu� klasei. �iai klasei gali
b	uti priskirtos sritys, kuriu� kra²tiniu� ta²ku� aib
e yra minimaliai glodi. Apytik-
sliai tokias sritis galima apib	udinti kaip sritis, kuriu� kra²tiniu� ta²ku� aib
e yra
pavir²ius, tenkinantis Lip²ico s¡lyg¡. Akivaizdu, kad pavir²ius S turi minimalų
glodumą, jeigu S yra C1 klas
es pavir²ius. Be to, jeigu Ω yra apr
eºta arba i²kila
sritis, tai pakanka baigtinio skai£iaus atviru� aibiu� Ui.
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2.7. U�DAVINIAI

1. Tegu u, v ∈ L2(Ω) ir bent viena i² ²iu� funkciju� yra �niti. I�rodykite, kad
pakankamai maºiems ρ > 0 yra teisinga formul
e∫

Ω

uρ(x)v(x) dx =
∫
Ω

u(x)vρ(x) dx. (2.29)

2. Tegu u+ = max{u, 0}, u– = min{u, 0}, u ∈ W1
1(Ω) (⇒ u = u+ + u–,

|u| = u+ − u–). I�rodykite, kad u+, u–, |u| ∈W1
1(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite pirmuoju apibendrintos i²vestin
es api-
br
eºimu.

3. Tegu f ∈ L∞(R) yra dalimis glodi funkcija, u ∈ W1
1(Ω). I�rodykite, kad

f ◦ u ∈W1
1(Ω) ir

∂

∂xi
(f ◦ u) =

{
f
′(u)uxi , u 6∈ E,

0, u ∈ E;

£ia E � aib
e ta²ku�, kuriuose funkcija f n
era glodi.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite 2 uºdaviniu.

4. Tegu ∂Ω yra C1 klas
es pavir²ius, funkcija u ∈ Lp(Ω), o jos apibendrintos
i²vestin
es uxi ∈ Lq(Ω),∀i = 1, 2, . . . , n, q > p. I�rodykite, kad u ∈W1

q(Ω).
N u r o d y m a s . Pasinaudokite Frydrichso nelygybe.



3 S K Y R I U S

Erdviu� Wk
p i�d
ejimo teoremos

Sakysime, normuota erdv
e B1 įsideda i� normuot¡ erdv¦ B2, jeigu kiekvienas
elementas u ∈ B1 priklauso erdvei B2 ir

‖u‖B2 ≤ C‖u‖B1 ;

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Erdv
es B1 i� erdv¦ B2
i�d
ejimo operatoriumi vadinsime toki� operatoriu�, kuris kiekvienam elementui u ∈
B1 priskiria ji� pati�, bet kaip erdv
es B2 element¡. Taigi erdv
es B1 i�d
ejimas i� erdv¦
B2 yra ekvivalentus i�d
ejimo operatoriaus apr
eºtumui. Be to, jeigu kiekviena
apr
eºta aib
e erdv
eje B1 yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje B2, tai sakysime, kad
erdv
e B1 kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ B2, o i�d
ejimo operatorius yra visi²kai
tolydus.

Kai kurios erdviu� Wk
p(Ω) i�d
ejimo teoremos gaunamos tiesiogiai i² ju� apibr
e-

ºimo. Pavyzdºiui, erdv
e W̊1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lp(Ω). Ta£iau n
era akivaizdu,

kad apr
eºtos srities atveju erdv
e W̊1
p(Ω) kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ Lp(Ω) arba

i� erdv¦ C(Ω), jeigu p > n. Analogi²ki teiginiai yra teisingi erdv
ems Wr
q(Ω) ir

Cm(Ω). Pavyzdºiui, jeigu r < k, tai erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wr

q(Ω) tam
tikriems q > p ir, kuo didesnis yra skirtumas k − r, tuo platesnis rodiklio q
pasirinkimas. Be to, jeigu (k−m)p > n, tai erdv
e Wk

p(Ω) kompakti²kai i�sideda
i� erdv¦ Cm(Ω). Tokius ir pana²ius teiginius nagrin
esime ²iame skyriuje. �iame
skyriuje taip pat nagrin
esime ir funkciju� u ∈Wk

p(Ω) ,,p
edsakus“ (n−1)-ma£iuose
pavir²iuose. Parodysime, kad tai yra nauji objektai, kuriuos galima traktuoti
kaip aib¦ funkciju�, turin£iu� trupmenin
es eil
es i²vestines.

3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA

Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, k(x, y) � tolydi, kai x 6= y, ir apr
eºta
funkcija, x, y ∈ Ω, α ∈ (0, n), v ∈ Lp(Ω),

K v(x) =
∫
Ω

k(x, y)
|x− y|α

v(y) dy, x ∈ Ω. (3.1)

Taip apibr
eºtas operatorius K yra vadinamas integraliniu operatoriumi su silpna
ypatuma.

3.1 teorema. Tegu α < n/p′, 1/p + 1/p′ = 1. Tada K yra visi²kai tolydus
operatorius, veikiantis i² erdv
es Lp(Ω) i� erdv¦ C(Ω).
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/ Tegu p < ∞, v ∈ Lp(Ω), u = K v ir r = |x − y|. Pagal teoremos s¡lyg¡
funkcija k yra apr
eºta. Tod
el egzistuoja tokia konstanta C, kad

|u(x)| ≤ C
∫
Ω

r−α|v(y)| dy ≤ C‖r−α‖Lp′ (Ω)‖v‖Lp(Ω)

(i�vertindami integral¡ sritimi Ω pasinaudojome Helderio nelygybe). Integralas∫
Ω

r−α dy ≤ |S1|
(diam Ω)n−α

n− α

(ºr. 1.2 skyreli�). Tod
el

|u(x)| ≤ C1(diam Ω)n/p
′−α‖v‖Lp(Ω), ∀x ∈ Ω,

ir
sup
x∈Ω
|u(x)| ≤ C1(diam Ω)n/p

′−α‖v‖Lp(Ω). (3.2)

I�rodysime, kad u ∈ C(Ω). Laisvai pasirinkime skai£iu� δ > 0. Tada

u(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy +
∫

Ω\Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy. (3.3)

Kadangi ∫
Ω∩Bδ(x)

r−α dy ≤ |S1|
δn−α

n− α
,

tai pirm¡ji� integral¡ (3.3) formul
eje galima i�vertinti taip:∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω∩Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C1δ
n/p′−α‖v‖Lp(Ω) → 0, (3.4)

kai δ → 0. Antrasis integralas (3.3) formul
eje yra tolydi kintamu�ju� x funkcija.
Tod
el funkcija u yra tolydi kaip tolygiai konverguojan£iu� tolydºiu� funkciju� riba.

Rei²kinys

|u(x+ z)− u(x)| ≤
∫
Ω

∣∣∣ k(x+ z, y)
|x+ z − y|α

− k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy ≤ I1 + I2 + I3;

£ia

I1 =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x+ z, y)
|x+ z − y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

I2 =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

I3 =
∫

Ω\Bδ(x)

∣∣∣ k(x+ z, y)
|x+ z − y|α

− k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy.
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Integralas
I1 ≤ C1δ

n/p′−α‖v‖Lp(Ω)

(ºr. (3.4) nelygyb¦). Jeigu ta²kas x+z yra pakankamai arti ta²ko x, tai Bδ(x) ⊂
B2δ(x+ z) ir

I2 ≤ C1(2δ)n/p
′−α‖v‖Lp(Ω).

Srityje Ω \Bδ(x) funkcija
k(x, y)
|x− y|α

yra tolydi. Tod
el

I3 ≤ ε(|z|, δ)‖v‖Lp(Ω);

£ia ε(t, δ)→ 0, kai t→ 0. I² ²iu� i�ver£iu� i²plaukia, kad

|u(x+ z)− u(x)| ≤
(
C1δ

n/p′−α + C1(2δ)n/p
′−α + ε(|z|, δ)

)
‖v‖Lp(Ω).

Laisvai pasirenkame skai£iu� ε > 0. Fiksuokime toki� δ > 0, kad

C1δ
n/p′−α + C1(2δ)n/p

′−α ≤ ε/2

(tai padaryti galima, nes n − αp′ > 0). Kadangi ε(t, δ) → 0, kai t → 0, tai
egzistuoja toks skai£ius h > 0, kad ε(|z|, δ) ≤ ε/2, ∀z : |z| < h. Ta£iau tada

sup
|z|<h

sup
x∈Ω
|u(x+ z)− u(x)| ≤ ε‖v‖Lp(Ω). (3.5)

Tegu aib
e V ⊂ Lp(Ω) yra apr
eºta ir

U = {u = K v : v ∈ V }.

I² (3.2) ir (3.5) i�ver£iu� i²plaukia, kad aib
e U erdv
eje C(Ω) yra apr
eºta ir vienodai
tolydi. Pagal Arcel∆a teorem¡ aib
e U yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω).
Taigi operatorius

K : Lp(Ω)→ C(Ω)

yra visi²kai tolydus.
Kai p = ∞, teoremos i�rodymas yra analogi²kas. Netgi paprastesnis, nes

nereikia taikyti Helderio nelygyb
es. .
Tegu s ≤ n yra sveikasis teigiamas skai£ius, Ωs � srities Ω sankirta su plok²-

tuma Rs. Kai s = n, sritis Ωn = Ω. Priminsime, kad sritis � tai netu²£ia, atvira,
susijusi aib
e. Tod
el aib
e Ωs yra atvira. Tarkime, kad ji yra netu²£ia.

3.2 teorema. Tegu n/p′ ≤ α < n/p′ + s/p. Tada K yra visi²kai tolydus
operatorius, veikiantis i² erdv
es Lp(Ω) i� erdv¦ Lq(Ωs). �ia q bet koks teigiamas
skai£ius, tenkinantis nelygyb¦ α < n/p′ + s/q.

/ Atskirai i²nagrin
esime du atvejus: p ≤ q ir p > q. Tegu p ≤ q. Tokios p ir q
reik²m
es yra galimos, nes α < n/p′ + s/p. Kartu egzistuoja toks skai£ius β > 0,
kad

α+ 2β = n/p′ + s/q.
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Tod
el rei²kini� r−α|v| galime perra²yti taip:

r−α|v| = r−s/q+β |v|p/qr−n/p
′+β |v|1−p/q. (3.6)

Tegu v ∈ Lp(Ω) . I�rodysime, kad r−α|v| yra sumuojama aib
eje Ωs ×Ω funkcija.
Pagal Jungo nelygyb¦ (imame p1 = q, p2 = p′, p3 = qp/(q − p))

r−α|v| ≤ 1
q
r−s+βq|v|p + 1

p′
r−n+βp′ + q − p

qp
|v|p.

Pakanka i�rodyti, kad kiekvienas i² rei²kiniu� ²ios nelygyb
es de²in
eje yra sumuo-
jamas aib
eje Ωs × Ω. Akivaizdu, kad tre£iasis rei²kinys yra sumuojama srityje
Ω funkcija. Integralas∫

Ω

r−n+βp′ dy ≤ C(diam Ω)βp
′
<∞. (3.7)

Tod
el antrasis rei²kinys taip pat yra sumuojama aib
eje Ωs × Ω funkcija. Inte-
gralas ∫

Ωs

r−s+βq dx ≤ C(diam Ωs)βq <∞. (3.8)

Tod
el ∫
Ωs×Ω

r−s+βq|v(y)|p dydx =
∫
Ω

|v(y)|p
(∫
Ωs

r−s+βq dx
)
dy ≤

≤ C(diam Ωs)βq‖v‖pLp(Ω) <∞ (3.9)

(£ia pasinaudojome Tonelio teorema). Taigi funkcija r−s+βq|v|p yra sumuojama
aib
eje Ω×Ωs. Kartu funkcijos r−α|v| ir kr−α|v| yra sumuojamos aib
eje Ω×Ωs.
Pagal Fubinio teorem¡ funkcija

u(x) =
∫
Ω

k(x, y)
rα

v(y) dy

yra sumuojama aib
eje Ωs. I�rodysime, kad u ∈ Lq(Ωs). Priminsime, kad funkcija
k yra apr
eºta. Tod
el

|u(x)| ≤ C
∫
Ω

r−α|v(y)| dy.

Perra²ysime ²i¡ nelygyb¦ taip:

|u(x)| ≤ C
∫
Ω

r−s/q+β |v(y)|p/q r−n/p
′+β |v(y)|1−p/q dy.

(ºr. (3.6) formul¦). Pagal Helderio nelygyb¦

|u(x)| ≤ C
(∫

Ω

r−s+βq|v(y)|p dy
)1/q(∫

Ω

r−n+βp′ dy
)1/p′(∫

Ω

|v(y)|p dy
) q−p

qp

.
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(imame p1 = q, p2 = p′, p3 = qp/(q − p)). Kairi¡j¡ ir de²ini¡j¡ ²ios nelygyb
es
puses keliame q laipsniu ir integruojame sritimi Ωs. Pasinaudoj¦ (3.7), (3.8) ir
(3.9) nelygyb
emis, gausime∫

Ωs

|u(x)|q dx ≤ Cq(diam Ωs)βq(diam Ω)βq‖v‖qLp(Ω).

Kartu yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C(diam Ωs)β(diam Ω)β‖v‖Lp(Ω). (3.10)

Tarkime, V yra apr
eºta erdv
eje Lp(Ω) aib
e, t.y. egzistuoja toks teigiamas
skai£ius M, kad

‖v‖Lp(Ω) ≤M, ∀v ∈ V.

I² (3.10) i�ver£io i²plaukia, kad aib
e

U = {u = K v : v ∈ V }

yra apr
eºta. Parodysime, kad ji yra vienodai tolydi.
Laisvai pasirinkime skai£iu� ε > 0. Pagal Minkovskio nelygyb¦

‖u(x+ z)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ‖u1‖Lq(Ωs) + ‖u2‖Lq(Ωs) + ‖u3‖Lq(Ωs);

£ia:

u1(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x+ z, y)
|x+ z − y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

u2(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

u3(x) =
∫

Ω\Bδ(x)

∣∣∣ k(x+ z, y)
|x+ z − y|α

− k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

δ � bet koks teigiamas skai£ius. Integralus u1 ir u2 galima i�vertinti visi²kai taip
pat kaip ir integral¡ u :

‖u1‖Lq(Ωs) ≤ C(diam Ωs)β(2δ)β‖v‖Lp(Ω),

‖u2‖Lq(Ωs) ≤ C(diam Ωs)βδβ‖v‖Lp(Ω).

Fiksuokime toki� skai£iu� δ > 0, kad

‖u1‖Lq(Ωs) + ‖u2‖Lq(Ωs) ≤ C(diam Ωs)β
(
(2δ)β + δβ

)
M ≤ ε/2.

Srityje Ω \Bδ(x) funkcija
k(x, y)
|x− y|α

yra tolydi. Tod
el

‖u3‖Lq(Ωs) ≤ ε(|z|, δ)‖v‖Lp(Ω) ≤ ε(|z|, δ)M, ∀z ∈ Bδ(x);
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£ia ε(t, δ)→ 0, kai t→ 0.
Fiksuokime toki� skai£iu� h > 0, kad

ε(|z|, δ)M ≤ ε/2, ∀z : |z| < h.

Tada
‖u(x+ z)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ε, ∀z, v : |z| < h, v ∈ V.

Taigi aib
e U yra vienodai tolydi. Pagal 2.5 teorem¡ aib
e U yra s¡lyginis kom-
paktas erdv
eje Lq(Ωs), o operatorius

K : Lp(Ω)→ Lq(Ωs)

yra visi²kai tolydus.
Tegu dabar q < p. Imkime toki� skai£iu� r ≥ p, kad α < n/p′ + s/r. Pagal

Helderio nelygyb¦

‖u‖Lq(Ωs) ≤ |Ωs|
r−q
rq

(∫
Ωs

|u(x)|r dx
)1/r

.

Kadangi r ≥ p, tai (ºr. (3.10) i�verti�)

‖u‖Lr(Ωs) ≤ C(diam Ωs)β(diam Ω)β‖v‖Lp(Ω).

Tod
el
‖u‖Lq(Ωs) ≤ C|Ωs|

r−q
rq (diam Ωs)β(diam Ω)β‖v‖Lp(Ω).

Tolesnis i�rodymas yra analogi²kas atvejui q ≥ p. .
P a s t a b a . I² teoremos i�rodymo i²plaukia, kad bet kokiam �ksuotam z ∈

Rn ir visiems pakankamai maºiems t > 0 yra teisinga nelygyb
e:

‖u(x+ tz)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ε(t)‖v‖Lp(Ω);

£ia ε(t)→ 0, kai t→ 0.
Funkcija

ki(x, y) = 1
|S1|

xi − yi
|x− y|

, i = 1, 2, . . . , n,

yra tolydi, kai x 6= y, ir apr
eºta ∀x, y ∈ Ω. Tod
el operatorius Ki, apibr
eºtas
formule

Ki v(x) =
∫
Ω

ki(x, y)
|x− y|n−1 v(y) dy = 1

|S1|

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

v(y) dy, i = 1, 2, . . . , n,

yra operatorius su silpna ypatuma (α = n − 1). Visi suformuluoti 3.1 ir 3.2
teoremose teiginiai i²lieka teisingi ir operatoriui Ki . Tiksliau, yra teisinga tokia
teorema.

3.3 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis. Tada:
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1. Operatorius
Ki : Lp(Ω)→ C(Ω)

yra visi²kai tolydus, kai p > n.

2. Kai 1 ≤ p ≤ n ir n− p < s ≤ n, q ≥ 1, operatorius

Ki : Lp(Ω)→ Lq(Ωs)

yra visi²kai tolydus, jeigu

1− n

p
+ s

q
> 0.

Rodiklis q∗ :
1− n

p
+ s

q∗
= 0 (3.11)

vadinamas ribiniu. Jeigu 3.3 teoremoje q = q∗, tai operatorius

Ki : Lp(Ω)→ Lq∗(Ωs)

n
era visi²kai tolydus. Ta£iau galima i�rodyti, kad jis yra apr
eºtas. Tiksliau, yra
teisinga tokia teorema.

3.4 teorema. Tegu 1 < p < n, n− p < s ≤ n. Tada operatorius

Ki : Lp(Ω)→ Lq∗(Ωs)

yra apr
eºtas.

�ios teoremos nei�rodin
esime. Pamin
esime tik, kad jos i�rodymas remiasi
i�ver£iu

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖v‖Lp(Ω); (3.12)

£ia

u(x) =
∫
Rn

v(y)
|x− y|α

dy, α < n,

q > p, s/q = α − n/p′ > 0. �io i�ver£io i�rodym¡ galima rasti [?] knygoje, kai
s = n = 1, [?] knygoje, kai s = n ≥ 1, ir [?] knygoje, kai s ≤ n, n ≥ 1.
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3.2. FUNKCIJU� u ∈ W̊1
p(Ω) INTEGRALIN 
E I�RAI�KA

Tegu Ω yra apr
eºta sritis, S = ∂Ω � dalimis glodus pavir²ius. Tada ∀u ∈ C2(Ω)
ir ∀x ∈ Ω yra teisinga integralin
e i²rai²ka

u(x) = −
∫
Ω

E(x− y)∆u(y) dy+

+
∫
S

(
E(x− y)∂u(y)

∂ny
− u(y)∂E(x− y)

∂ny

)
dSy;

(3.13)

£ia

E(x) =


1

|S1|(n− 2)|x|n−2 , kain > 2,

1
|S1|

ln 1
|x|
, kain = 2,

yra singuliarusis Laplaso lygties sprendinys (ºr. [?]). Jeigu funkcija u yra �niti,
tai (3.13) formul
eje integralas pavir²iumi S yra lygus nuliui. �iuo atveju

u(x) = −
∫
Ω

E(x− y)∆u(y) dy. (3.14)

Funkcija E turi pirmos eil
es apibendrintas i²vestines

∂E(x)
∂xi

= − 1
|S1|

xi|x|−n, ∀i = 1, 2, . . . , n.

Kai n > 2, ²i� teigini� i�rod
eme 2.4 skyrelyje (kai n = 2, i�rodymas yra analogi²kas).
Pagal apibendrintos i²vestin
es apibr
eºim¡ ∀u ∈ C∞0 (Ω) yra teisinga integralin
e
tapatyb
e

−
∫
Ω

E(x− y)∆u(y) dy =
n∑
i=1

1
|S1|

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

uyi(y) dy.

Tod
el (3.14) formul¦ galime perra²yti taip:

u(x) =
n∑
i=1

1
|S1|

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

uyi(y) dy. (3.15)

3.1 lema. Kiekvienai funkcijai u ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga (3.15) formul
e (ly-

gyb
e £ia suprantama kaip lygyb
e erdv
eje Lp(Ω), t.y. kairioji pus
e lygi de²iniajai
b.v. x ∈ Ω).

/ Laisvai pasirenkame funkcij¡ u ∈ W̊1
p(Ω). Pagal poerdvio W̊1

p(Ω) api-
br
eºim¡ egzistuoja seka {um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti i� u erdv
eje W1

p(Ω) .
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Kiekvienai funkcijai um yra teisinga (3.15) formul
e, t.y.

um(x) =
n∑
i=1

1
|S1|

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

umyi(y) dy.

Perra²ykime ²i¡ formul¦ taip:

um =
n∑
i=1

KiDi um; (3.16)

£ia: Di � diferencijavimo operatorius pagal kintam¡ji� yi, o

Ki v = 1
|S1|

∫
Ω

xi − yi
|x− y|n

v(y) dy, i = 1, 2, . . . , n,

yra integralinis operatorius su silpna ypatuma (ºr. 3.1 skyreli�). Pagal 3.3 teo-
rem¡ Ki yra visi²kai tolydus operatorius, veikiantis i² erdv
es Lp(Ω) i� erdv¦
Lp(Ω) (imame s = n, q = p). Be to, Di yra tolydus operatorius, veikiantis i²
erdv
es W̊1

p(Ω) i� erdv¦ Lp(Ω). Tod
el (3.16) formul
eje galima pereiti prie ribos,
kai m→∞. Taigi

u =
n∑
i=i

KiDi u, ∀u ∈ W̊1
p(Ω) . (3.17)

Kartu ∀u ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga (3.15) formul
e. .
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3.3. ERDVIU� W1
p(Ω) I�D 
EJIMO TEOREMOS

�iame skyrelyje suformuluosime ir i�rodysime pagrindines erdviu� W1
p(Ω) i�d
ejimo

teoremas. I² pradºiu� i²nagrin
esime erdv
es W̊1
p(Ω) atveji�.

3.5 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis ir p > n. Tada erdv
e
W̊1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω) ir i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

/ Kiekvienai funkcijai u ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga (3.17) formul
e

u =
n∑
i=1

KiDi u.

Akivaizdu, kad operatorius Di : W̊1
p(Ω) → Lp(Ω), i = 1, 2, . . . , n, yra tolydus.

Be to, pagal 3.3 teorem¡ integralinis operatorius

Ki : Lp(Ω)→ C(Ω), i = 1, 2, . . . , n,

yra visi²kai tolydus. Tod
el operatorius

KiDi : W̊1
p(Ω)→ C(Ω) ∀i = 1, 2, . . . , n,

kartu ir operatorius

K =
n∑
i=1

KiDi

yra visi²kai tolyd	us. .
P a s t a b a . �i teorema teigia, kad kiekvienos funkcijos u ∈ W̊1

p(Ω) ekvi-
valenti²kumo klas
eje yra funkcija u ∈ C(Ω) ir teisingas i�vertis

‖u‖C(Ω) ≤ C‖u‖W̊1
p(Ω); (3.18)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Be to, kiekviena apr
eºta
aib
e erdv
eje W̊1

p(Ω) yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω).
�i¡ teorem¡ galima patikslinti. Funkcija u ∈ W̊1

p(Ω) yra ne tik tolydi, bet ir
priklauso Helderio klasei su tam tikru rodikliu α.

3.6 teorema. Tegu Ω ⊂ Rn yra apr
eºta sritis, p > n, α ≤ 1 − n/p. Tada
erdv
e W̊1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cα(Ω) ir

|u(x)− u(y)| ≤ C‖ux‖Lp(Ω)|x− y|α, ∀x, y ∈ Ω. (3.19)

Be to, kai α < 1− n/p, i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

/ Tegu funkcija u ∈ W̊1
p(Ω). Prat¦skime j¡ nuliu i� srities Ω i²or¦ ir gaut¡

funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide u. Tada u ∈ W̊1
p(Q); £ia Q ⊃ Ω � bet kokia

standartin
e sritis. Imkime Q rutuli�, kurio spindulys yra pakankamai didelis.
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Laisvai pasirinkime ta²kus x, y ∈ Ω. Skirtumas

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− ũρ(x)|+ |u(y)− ũρ(x)| ≤ I1 + I2;

£ia

I1 = 1
|Bρ|

∫
Bρ(x)

|u(x)− u(z)| dz, I2 = 1
|Bρ|

∫
Bρ(x)

|u(y)− u(z)| dz,

o funkcija

ũρ(x) = 1
|Bρ|

∫
Bρ(x)

u(z) dz

yra funkcijos u vidutin
e reik²m
e rutulyje Bρ(x), ρ = |x− y|.
Tegu z ∈ Bρ(x), ω = z − x

|z − x|
∈ S1(x), t = |z − x|. Tada b.v. ω ∈ S1(x)

funkcija u yra absoliu£iai tolydi spindulyje {z ∈ Rn : z = x + tω, t ≥ 0}. Pagal
Niutono�Leibnico formul¦

|u(x)− u(z)| = |u(x)− u(x+ tω)| =
∣∣∣ t∫
0

d

dτ
u(x+ τω) dτ

∣∣∣ =

=
∣∣∣ t∫
0

n∑
i=1

ui(x+ τω)ωi dτ
∣∣∣ ≤ t∫

0

|∇u(x+ τω)| dτ ;

£ia ui(x) = ∂u(x)/∂xi, ∇u = (u1, . . . , un), ω = (ω1, . . . , ωn). Tod
el

I1 ≤
1
|Bρ|

∫
Bρ(x)

t∫
0

|∇u(x+ τω)| dτdz =

= 1
|Bρ|

ρ∫
0

∫
S1(x)

( t∫
0

|∇u(x+ τω)| dτ
)
tn−1 dωdt ≤

≤ 1
|Bρ|

ρ∫
0

∫
S1(x)

( ρ∫
0

|∇u(x+ τω)| dτ
)
tn−1 dωdt =

= ρn

n|Bρ|

ρ∫
0

∫
S1(x)

|∇u(x+ τω)| dωdτ ≤

≤ ρn

n|Bρ|

( ρ∫
0

∫
S1(x)

|∇u(x+ τω)|pτn−1 dωdτ
)1/p( ρ∫

0

∫
S1(x)

τ−
n−1
p−1 dτdω

)1/p′
=
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= ρn

n|Bρ|

( ∫
Bρ(x)

|uz(z)|p dz
)1/p
|S1|1/p

′

(
ρ−

n−1
p−1 +1

−n−1
p−1 + 1

)1/p′

=

= Cρ(p−n)/p
( ∫
Bρ(x)∩Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

≤ Cρ(p−n)/p
(∫

Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

.

Rutulys Bρ(x) ⊂ B2ρ(y). Tod
el

I2 ≤
1
|Bρ|

∫
B2ρ(y)

|u(y)− u(z)| dz.

Toliau i�vertinimas yra visi²kai toks pats kaip integralo I1 atveju, t.y.

I2 ≤ C(2ρ)(p−n)/p
(∫

Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

.

Pasinaudoj¦ ²iais integralu� I1, I2 i�ver£iais, gausime

|u(x)− u(y)| ≤ I1 + I2 ≤ C‖uz‖Lp(Ω)|x− y|1−n/p.

I² ²io i�ver£io i²plaukia, kad erdv
e W̊1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C1−n/p(Ω).

Jeigu β > α, tai erdv
e Cβ(Ω) kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ Cα(Ω). Tod
el, kai
α < 1− n/p, erdv
e W̊1

p(Ω) kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ Cα(Ω). .

3.7 teorema. Tegu Ωs yra srities Ω ir erdv
es Rs sankirta, s > n − p, 1 ≤
p ≤ n ir s/q ≥ n/p − 1. Tada erdv
e W̊1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lq(Ωs). Be to, kai
s/q > n/p− 1, i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolyd	us.

/ I²nagrin
esime atveji�, kai s/q > n/p− 1. Pagal 3.3 teorem¡ operatorius

Ki : Lp(Ω)→ Lq(Ωs), i = 1, 2, . . . , n,

yra visi²kai tolydus. Tod
el operatorius

KiDi : W̊1
p(Ω)→ Lq(Ωs), i = 1, 2, . . . , n,

kartu ir operatorius

K =
n∑
i=1

KiDi : W̊1
p(Ω)→ Lq(Ωs)

yra visi²kai tolydus.
Atvejis s/q = n/p − 1 nagrin
ejamas analogi²kai. Reikia tik pasinaudoti 3.4

teorema. .
P a s t a b a . I² ²ios teoremos i²plaukia, kad kiekvienos funkcijos u ∈ W̊1

p(Ω)
ekvivalenti²kumo klas
eje yra funkcija u ∈ Lq(Ωs) ir

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖u‖W̊1
p(Ω); (3.20)
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£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u ∈ W̊1
p(Ω). Be to, jeigu

s/q > n/p−1, tai kiekviena apr
eºta aib
e erdv
eje W̊1
p(Ω) yra s¡lyginis kompaktas

erdv
eje Lq(Ωs).
I ² v a d o s :

1. Remiantis i�ver£iais, gautais i�rodant 3.1 ir 3.2 teoremas, galima tvirtinti,
kad (3.18) ir (3.20) nelygyb
ese konstanta C priklauso tik nuo Ω ir Ωs
diametru�, ta£iau nepriklauso nuo ju� geometriniu� savybiu�.

2. Jeigu (3.7) teoremoje paimsime s = n ir p = q, tai gausime, kad erdv
e
W̊1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lp(Ω) ir i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

3.8 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius. Tada:

1. Jeigu p > n, tai erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω) ir i�d
ejimo operatorius

yra visi²kai tolydus.

2. Jeigu s > n − p, 1 ≤ p ≤ n ir s/q ≥ n/p − 1, tai erdv
e W1
p(Ω) i�sideda

i� erdv¦ Lq(Ωs). Be to, jeigu s/q > n/p − 1, tai i�d
ejimo operatorius yra
visi²kai tolydus.

/ Tegu Q yra tokia apr
eºta sritis (galima imti, pavyzdºiui, pakankamai
didelio spindulio rutuli�), kad Ω ⊂ Q. Kiekvien¡ funkcij¡ u ∈ W1

p(Ω), i²laiky-
dami glodum¡, prat¦skime i� sriti� Q (ºr. 2.15 teorem¡). Tiksliau, konstruojame
prat¦simo operatoriu� Π, kuris kiekvienai funkcijai u ∈ W1

p(Ω) priskiria toki¡
funkcij¡ v = Πu ∈ W̊1

p(Q), kad

‖v‖W1
p(Q) ≤ C‖u‖W1

p(Ω), v
∣∣
Ω= u.

Tarkime, patenkintos pirmo teoremos punkto s¡lygos ir U ⊂ W1
p(Ω) yra

apr
eºta aib
e. Tada aib
e ΠU yra apr
eºta erdv
eje W̊1
p(Q). Pagal 3.5 teorem¡

aib
e ΠU yra s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Q). Kartu aib
e V = ΠU
∣∣
Ω yra

s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Ω). Taigi erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω) ir

i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus. Antrasis teoremos teiginys i�rodomas
analogi²kai. .

P a s t a b a . �ioje teoremoje i�rodyta, kad esant atitinkamoms s¡lygoms yra
teisingos nelygyb
es:

‖u‖C(Ω) ≤ C‖u‖W1
p(Ω), ∀u ∈W1

p(Ω), (3.21)

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖u‖W1
p(Ω), ∀u ∈W1

p(Ω) . (3.22)

Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad ²iose nelygyb
ese normos ‖ · ‖W1
p(Ω) negalima

pakeisti norma ‖ · ‖W̊1
p(Ω). Be to, skirtingai nuo (3.18) ir (3.20) nelygybiu�, kon-

stanta C £ia priklauso ne tik nuo srities diametro, bet ir nuo jo pavir²iaus
geometriniu� savybiu� (tiksliau, nuo operatoriaus Π normos).

Pirm¡ji� 3.8 teoremos teigini� galima patikslinti.



52 3. ERDVIU� Wk
p(Ω) I�D 
EJIMO TEOREMOS

3.9 teorema. Tegu p > n, α ≤ 1−n/p, Ω ⊂ Rn yra apr
eºta sritis, S = ∂Ω �
C1 klas
es pavir²ius. Tada erdv
e W1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cα(Ω) ir, kai α < 1−n/p,
i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

�ios teoremos i�rodymas yra visi²kai toks pats kaip pirmojo 3.8 teoremos
teiginio. Tik erdv¦ C reikia pakeisti erdve Cα ir remtis ne 3.5, o 3.6 teorema.

I�d
ejimo teoremos yra teisingos ir neapr
eºtos srities atveju.

3.10 teorema. Tegu Ω ⊂ Rn yra neapr
eºta sritis, tenkinanti 2.16 teoremos
s¡lygas. Tada:

1. Jeigu p > n, tai erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω).

2. Jeigu p > n, α ≤ 1− n/p, tai erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cα(Ω).

3. Jeigu s > n − p, p ≥ 1, p ≤ q < ∞ ir s/q ≥ n/p − 1, tai erdv
e W1
p(Ω)

i�sideda i� erdv¦ Lq(Ωs).

/ Tegu u ∈ W1
p(Ω). I²laikydami glodum¡ prat¦skime funkcij¡ u i� srities Ω

i²or¦ ir gaut¡ funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide. Tada pagal 2.16 teorem¡

‖u‖W1
p(Rn) ≤ C̃‖u‖W1

p(Ω);

£ia konstanta C̃ nepriklauso nuo konkre£ios funkcijos u.
Tegu U1, U2, . . . , Un, . . . yra kartotinumoN atviru� aibiu� (pavyzdºiui, rutuliu�)

sistema, dengianti vis¡ erdv¦ Rn, Ωs = Ω ∩ Rs, Usk = Uk ∩ Rs. Akivaizdu, kad
Ωs ⊂

⋃
k

Usk .

I�rodysime tre£i¡ji� teoremos teigini�. Tegu s > n− p ir s/q ≥ n/p− 1. Tada
pagal 3.8 teorem¡

‖u‖Lq(Us
k

) ≤ C‖u‖W1
p(Uk);

£ia konstanta C nepriklauso nei nuo u, nei nuo k. Raide K paºym
ekime visum¡
indeksu� k, kuriems aib
e Usk yra netu²£ia. Tada

‖u‖qLq(Ωs) ≤
∑
k∈K
‖u‖qLq(Us

k
) ≤ C

q
∑
k∈K
‖u‖qW1

p(Uk).

Kadangi q ≥ p, tai

∑
k

‖u‖qW1
p(Uk) =

∑
k

[ ∫
Uk

(
|ux|p + |u|p

)
dx
]q/p

≤

≤
[∑
k

∫
Uk

(
|ux|p + |u|p

)
dx
]q/p

=
[∑
k

∫
Rn

(
|ux|p + |u|p

)
χk(x) dx

]q/p
;
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£ia: χk � aib
es Uk charakteristinė funkcija, |ux|p =
n∑
i=1
|uxi |p. Aibiu� sistemos

{Uk} kartotinumas nevir²ija N, t.y. kiekvienas ta²kas x ∈ Rn gali priklausyti
ne daugiau kaip N aib
ems Uk. Tod
el∑

k

χk(x) ≤ N, ∀x ∈ Rn.

Kartu
‖u‖Lq(Ωs) ≤ CN

1/p‖u‖W1
p(Rn) ≤ C̃CN1/p‖u‖W1

p(Ω).

Taigi erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lq(Ωs) ir tre£iasis teoremos teiginys i�rodytas.

Pirmasis ir antrasis teoremos teiginiai i�rodomi analogi²kai. .
Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad funkcija u, priklausanti erdvei W1

p(Ω) arba jos
poerdviui W̊1

p(Ω), yra apibr
eºta b.v. x ∈ Ω. Tod
el i² pirmo ºvilgsnio atrodo,
kad n
era prasm
es kalb
eti apie jos reik²mes aib
eje Ωs = Ω ∩ Rs, kai s < n, nes
aib
es Ωs Lebego matas erdv
eje Rn lygus nuliui. I² tikru�ju� erdv
es W̊1

p(Ω) atveju
i�d
ejimo teorema teigia, kad kiekvienos funkcijos u ∈ W̊1

p(Ω) ekvivalenti²kumo
klas
eje yra konkretus atstovas (ji� galima apibr
eºti (3.15) formule), apibr
eºtas
bet kokiame srities Ω pj	uvyje plok²tuma Rs ir turintis teoremoje nurodytas
savybes.

I�rodysime dar vien¡ svarbi¡ tokiu� atstovu� savyb¦. Tegu Ωs ir Ω∗s yra du
artimi ir lygiagret	us srities Ω pj	uviai plok²tuma Rs. Tada funkcijos u

∣∣
Ωs

ir u
∣∣
Ω∗s

yra artimos Lq normos prasme. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.11 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, 1 ≤ p ≤ n, s > n− p,
q <∞, 1−n/p+s/q ≥ 0. Tada kiekvienos funkcijos u ∈ W̊1

p(Ω) ekvivalenti²kumo
klas
eje yra atstovas, apibr
eºtas aib
eje Ωs = Ω∩Rs ir bet kokiam z ∈ Rn, |z| = 1,
norma

‖u(x+ tz)− u(x)‖Lq(Ωs) → 0,
kai t→ 0.

/ Laisvai pasirinkime funkcij¡ u ∈ W̊1
p(Ω). Prat¦skime j¡ nuliu i� srities Ω

i²or¦ ir gaut¡ funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide u. Tada u ∈ W̊1
p(Q), ∀Q :

Q ⊃ Ω. Be to, pakankamai maºiems t > 0 skirtumas

u(x+ tz)− u(x) ∈ W̊1
p(Q)

ir

‖u(x+ tz)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ C
n∑
i=1
‖uxi(x+ tz)− uxi(x)‖Lp(Q).

Kadangi uxi ∈ Lp(Q), tai ji yra tolydi Lp prasme. Tod
el
n∑
i=1
‖uxi(x+ tz)− uxi(x)‖Lp(Q) → 0,

kai t→ 0. Taigi
‖u(x+ tz)− u(x)‖Lq(Ωs) → 0,

kai t→ 0. .



54 3. ERDVIU� Wk
p(Ω) I�D 
EJIMO TEOREMOS

P a s t a b o s :

1. Toks pat teiginys yra teisingas ir erdv
es W1
p(Ω) atveju. Tik 3.11 teoremoje

aib¦ Ωs reikia pakeisti bet kokia aibe Ω′s : Ω′s ⊂ Ωs.

2. I�rodytos i�d
ejimo teoremos i²lieka teisingos, jeigu jose sriti� Ωs = Ω ∩ Rs
pakeisime pavir²iumi S = Ω∩ Γ; £ia Γ � glodus1 s-matis pavir²ius. Be to,
galimas ir toks atvejis, kai S = ∂Ω arba pavir²iaus ∂Ω dalis.

3.12 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius, s > n − p, 1 ≤ p ≤ n ir s/q ≥ n/p − 1. Tada erdv
e W1

p(Ω) i�sideda
i� erdv¦ Lq(S) . Be to, jeigu s/q > n/p − 1, tai i�d
ejimo operatorius yra visi²kai
tolydus.

�ios teoremos i�rodym¡ galima rasti [?] knygoje.
I ² v a d a . Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es

pavir²ius, u ∈W1
p(Ω), v ∈W1

p′(Ω), p ≥ 1. Tada yra teisinga integravimo dalimis
formul
e ∫

Ω

uvxi dx = −
∫
Ω

uxiv dx+
∫
S

uv cos(n, xi)dS. (3.23)

/ Kadangi funkcijas u, v galima prat¦sti i� platesn¦ sriti� i²laikant glodum¡,
tai erdv
e C1(Ω) yra tir²ta erdv
ese W1

p(Ω) ir W1
p′(Ω). Tod
el egzistuoja seka

{uk}, konverguojanti i� u erdv
eje W1
p(Ω), ir seka {vk}, konverguojanti i� v erdv
eje

W1
p′(Ω). Kiekvienam k = 1, 2, . . . yra teisinga integravimo dalimis formul
e∫

Ω

ukvkxi dx = −
∫
Ω

ukxivk dx+
∫
S

ukvk cos(n, xi)dS. (3.24)

Pagal 3.12 teorem¡

‖u− uk‖Lp(S) ≤ C‖u− uk‖W1
p(Ω),

‖v − vk‖Lp′ (S) ≤ C‖v − vk‖W1
p′ (Ω).

Be to,
‖u− uk‖W1

p(Ω) → 0, ‖v − vk‖W1
p′ (Ω) → 0,

kai k →∞. Tod
el (3.24) formul
eje galima pereiti prie ribos, t.y. pakeisti funkci-
jas uk ir vk atitinkamai funkcijomis u ir v. .

K o m e n t a r a i :

1. I�d
ejimo teoremu� apribojimai rodikliams yra tiksl	us. Erdv
e W1
p(Ω) nei�si-

deda i� erdv¦ Lq(Ωs), jeigu s/q < n/p− 1. Pavyzdºiui, funkcija

u(x) = |x|α, 1− n/p < α < −s/q,
1Priminsime, kad pavir²ius vadinamas glodºiu, jeigu jis yra C1 klas
es pavir²ius.
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rutulyje B = {x ∈ Rn : |x| < 1} yra sumuojama laipsniu p :∫
B

|u(x)|p dx =
∫
B

|x|αp dx ≤ C/(n+ αp) <∞.

Be to, egzistuoja jos pirmosios eil
es apibendrintos i²vestin
es (ºr. 2.4 sky-
relio 4 pavyzdi�)

uxi(x) = αxi|x|α−2, x ∈ B, i = 1, 2, . . . , n,

ir rutulyje B jos yra sumuojamos laipsniu p :∫
B

|uxi(x)|p dx ≤ αp
∫
B

|x|(α−1)p dx ≤ C ′/(n+ (α− 1)p) <∞.

Taigi funkcija u ∈W1
p(B). Ta£iau rutulyje Bs = B∩Rs ji n
era sumuojama

laipsniu q, nes integralas∫
Bs

|u(x)|q dx =
∫
Bs

|x|αq dx

diverguoja, kai s + αq < 0. Tod
el funkcija u 6∈ Lq(Bs) ir erdv
e W1
p(B)

nei�sideda i� erdv¦ Lq(Bs) .
Neapr
eºtos srities atveju erdv
e W1

p(Ω) nei�sideda i� erdv¦ Lq(Ω), jeigu q < p.
Pavyzdºiui, funkcija

u(x) = |x|α, −n
q
< α < −n

p
,

priklauso erdvei W1
p(Rn \B), ta£iau nepriklauso erdvei Lq(Rn \B) (pa-

tikrinkite). Tod
el W1
p(Rn \B) nei�sideda i� erdv¦ Lq(Rn \B).

2. Rodiklis q∗, apibr
eºtas (3.11) lygtimi, vadinamas ribiniu. Atkreipsime d
e-
mesi�, kad rodiklis q∗ yra apibr
eºtas tik kai p < n. Be to, q∗ > p. Erdv
e
W1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lq(Ωs), jeigu q ≤ q∗, ir nei�sideda i� j¡, jeigu q > q∗.

3. Jeigu p ≥ n, tai apr
eºtos srities atveju erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lq(Ωs),

∀q ≥ 1. Neapr
eºtos srities atveju erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lq(Ω),

∀q : p ≤ q < ∞. Jeigu p > n, tai erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω),

nepriklausomai nuo to, ar sritis Ω yra apr
eºta, ar ne. Ta£iau jeigu sritis
Ω yra neapr
eºta, tai ji dar turi tenkinti 2.16 teoremos arba analogi²kas
s¡lygas, garantuojan£ias apr
eºto prat¦simo operatoriaus egzistavim¡.

4. Kai p = n = 1, erdv
e W1
p(a, b) i�sideda i� erdv¦ C[a, b] (ºr. 2.9 teorem¡).

Jeigu p = n > 1, tai erdv
e W1
p(Ω) nei�sideda i� erdv¦ C(Ω). Pavyzdºiui,

funkcija

u(x) = ln
∣∣ln |x|∣∣, x ∈ Be−1 = {x ∈ Rn : |x| < e−1},
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rutulyje Be−1 yra sumuojama laipsniu n. Be to, rutulyje Be−1 egzistuoja
jos pirmosios eil
es apibendrintos i²vestin
es

uxi = xi|x|−2 ln−1 |x|,

sumuojamos laipsniu n (patikrinkite). Tod
el funkcija u ∈ W1
p(Be−1).

Ta£iau ji nepriklauso erdvei C(Be−1), nes turi tr	uki� koordina£iu� pradºioje.
Taigi erdv
e W1

p(Be−1) nei�sideda i� erdv¦ C(Be−1).

5. Erdv
es W1
p(Ω) i�d
ejimo operatorius i� erdv¦ C(Ω) yra visi²kai tolydus tik

tada, kai p > n. Jeigu p ≤ n, tai erdv
es W1
p(Ω) i�d
ejimo operatorius i�

erdv¦ Lq(Ωs) yra visi²kai tolydus tik tada, kai 1 − n/p + s/q > 0. Be
to, abiem atvejais Ω yra apr
eºta sritis. Neapr
eºtos srities atveju erdv
es
W1

p(Ω) i�d
ejimo operatorius i� erdv¦ C(Ω) arba i� erdv¦ Lq(Ωs) n
era visi²kai
tolydus. Pateiksime kelis pavyzdºius.

Tegu u ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = u(x− x(k)), k = 1, 2, . . . , |x(k)| → ∞,

kai k → ∞. Taip apibr
eºta funkciju� seka yra apr
eºta erdv
eje W1
p(Rn) su

bet kokiu rodikliu p > n. Be to, ji konverguoja i� nuli� erdv
eje C(Q) bet
kokiame kompakte Q ⊂ Rn, ta£iau nekonverguoja erdv
eje C(Rn). Tod
el i²
²ios sekos negalima i²skirti konverguojan£io erdv
eje C(Rn) posekio. Kartu
ji n
era s¡lyginis kompaktas erdv
eje C(Rn). Taigi erdv
es W1

p(Rn) i�d
ejimo
operatorius i� erdv¦ C(Rn) n
era visi²kai tolydus.

Tegu u ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = k−
n
p u(x/k), k = 1, 2, . . .

Taip apibr
eºta funkciju� seka yra apr
eºta erdv
eje W1
p(Rn) su bet kokiu

rodikliu p ≥ 1. Ta£iau nors ir labai dideli� teigiam¡ skai£iu� R pasirinktume,

sup
k
‖uk(x)‖Lp(Rn\BR) = sup

k
‖u(x)‖Lp(Rn\BR/k) 6→ 0,

kai k → ∞. Tod
el (ºr. 2.6 teorem¡) ji n
era s¡lyginis kompaktas erdv
eje
Lp(Rn). Taigi erdv
es W1

p(Rn) i�d
ejimo operatorius i� erdv¦ Lp(Rn) n
era
visi²kai tolydus.

Tegu p < n, u ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = k
n
p−1u(kx), k = 1, 2, . . .

Taip apibr
eºta funkciju� seka yra apr
eºta erdv
eje W1
p(B). Ta£iau nors ir

labai maº¡ teigiam¡ skai£iu� h pasirinktume,

sup
|z|<h

‖uk(x+ z)− uk(x)‖Lq∗ (B) = sup
|z|<h

‖u(x+ zk)− u(x)‖Lq∗ (Bk) 6→ 0,

kai k → ∞. Tod
el (ºr. 2.5 teorem¡) ji n
era s¡lyginis kompaktas erdv
e-
je Lq∗(B). Taigi W1

p(B) i�d
ejimo operatorius i� erdv¦ Lq∗(B) n
era visi²kai
tolydus.
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3.13 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius. Tada:

1. Jeigu m < k−n/p (t.y. kai 1/p− (k−m)/n < 0), tai erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda

i� erdv¦ Cm(Ω) ir i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

2. Jeigu 0 ≤ m ≤ k, p, q ≥ 1, q < ∞ ir 1/q ≥ 1/p − (k −m)/n, tai erdv
e
Wk

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm
q (Ω) ir tuo atveju, kai 1/q > 1/p − (k −m)/n,

i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

/ Pagal 3.8 teorem¡ erdv
e W1
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ C(Ω), jeigu p > n, ir i�

erdv¦ Lq(Ω), jeigu 1/q ≥ 1/p − 1/n. Be to, jeigu 1/q = 1/p − 1/n, tai i�d
ejimo
operatorius, nors ir n
era visi²kai tolydus, yra apr
eºtas. Tod
el ∀u ∈ Wk

p(Ω) ir
∀α : |α| = k − 1

Dα u ∈W1
p(Ω) ↪→

{
C(Ω), kai 1/p− 1/n < 0,
Lp1(Ω), kai 1/p1 = 1/p− 1/n.

Tegu v ∈ Lp(Ω), vxi ∈ Lp1(Ω), ∀i = 1, . . . , n. Kadangi Ω yra C1 klas
es sritis,
tai v ∈W1

p1
(Ω). Pasinaudoj¦ ²ia savybe, gausime, kad ∀α : |α| = k − 2

Dα u ∈W1
p1

(Ω) ↪→
{

C(Ω), kai 1/p− 2/n < 0,
Lp2(Ω), kai 1/p2 = 1/p− 2/n.

Taip samprotaudami, ∀α : |α| = k − r gausime

Dα u ∈W1
pr−1

(Ω) ↪→
{

C(Ω), kai 1/p− r/n < 0,
Lpr(Ω), kai 1/pr = 1/p− r/n.

I�rodysime antr¡ji� teoremos teigini�. Tegu 1/p1 = 1/p − 1/n, u ∈ Wk
p(Ω).

Tada Dα u ∈ Lp1(Ω), ∀α : |α| = k − 1. Be to, Dα u ∈ Lp1(Ω), ∀α : |α| ≤
k − 1. Tod
el u ∈ Wk−1

p1
(Ω). Taigi erdv
e Wk

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wk−1
p1

(Ω). Taip
samprotaudami, gausime

Wk
p(Ω) ↪→Wk−1

p1
(Ω) ↪→Wk−2

p2
(Ω) ↪→ . . . ↪→Wk−r

pr
(Ω).

Imkime £ia r = k −m ir paºym
ekime pr = q. Tada

Wk
p(Ω) ↪→Wm

q (Ω).

Erdv
es Wk
p(Ω) i�d
ejimo i� erdv¦ Wm

q (Ω) operatorius

Π = Πr−1 · . . . ·Π0;

£ia Πi yra erdv
es Wk−i
pi

(Ω) i�d
ejimo operatorius i� erdv¦ Wk−i−1
pi+1

(Ω), p0 = p. Be
to, jeigu vietoje bent vienos i² lygybiu� 1/pi = 1/p− i/n, i = 1, . . . ,m paimsime
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nelygyb¦ 1/pi > 1/p − i/n, tai atitinkamas i�d
ejimo operatorius bus visi²kai
tolydus. Kartu visi²kai tolydus bus ir operatorius Π.

I�rodysime pirm¡ji� teoremos teigini�. Tegu r = k −m ir 1/p − (k −m)/n <
< 0. Jeigu m = k − 1, tai funkcija u ir visos jos i²vestin
es iki (k − 1)-osios
eil
es imtinai yra tolydºios. Tod
el (ºr. 3.8 teorem¡) erdv
e Wk

p(Ω) i�sideda i�
erdv¦ Ck−1(Ω) ir i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus. Jeigu m < k − 1, tai
egzistuoja toks skai£ius q > max{p, n}, kad 1/q > 1/p− (k −m− 1)/n. Ta£iau
tada

Wk
p(Ω) ↪→Wm+1

q (Ω) ↪→ Cm(Ω).

Be to, kiekvienas i² ²iu� erdviu� i�d
ejimo operatoriu� yra visi²kai tolydus. Tod
el
erdv
es Wk

p(Ω) i�d
ejimo i� erdv¦ Cm(Ω) operatorius taip pat yra visi²kai tolydus.
.

Pirm¡ji� teoremos teigini� galima patikslinti. Remiantis 3.9 teorema, galima
i�rodyti, kad funkcijos u m-osios eil
es i²vestin
es yra ne tik tolydºios, bet ir tenkina
Helderio s¡lyg¡ su tam tikru rodikliu α. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.14 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius, α ≤ k − n/p−m. Tada erdv
e Wk

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cm+α(Ω) ir, kai
α < k − n/p−m, i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

3.15 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius, 1 < p < n, q <∞ ir

1
q

n− 1
n
≥ 1
p
− k −m

n
.

Tada erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm

q (S) ir tuo atveju, kai

1
q

n− 1
n

>
1
p
− k −m

n
, (3.25)

i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

/ Tegu
1
q1

= 1
p
− k −m− 1

n
.

Tada (ºr. 3.13 teorem¡) erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm+1

q1
(Ω). Kiekvienam

α : |α| ≤ m i²vestin
e Dα u ∈W1
q1

(Ω). Pagal teoremos s¡lyg¡

1
q

n− 1
n
≥ 1
q1
− 1
n
.

Tod
el (ºr. 3.8 teorem¡ ir pastab¡ prie 3.11 teoremos) erdv
e W1
q1

(Ω) i�sideda i�
erdv¦ Lq(S). Kartu erdv
e Wm+1

q1
(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm

q (S). Taigi erdv
e Wk
p(Ω)

i�sideda i� erdv¦ Wm
q (S). Be to, jeigu

1
q

n− 1
n

>
1
q1
− 1
n
,
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tai i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus. .
�it¡ teorem¡ galima apibendrinti. Tegu ΩΓ = Ω ∩ Γ, Γ � klas
es Ck s-matis

pavir²ius erdv
eje Rn. Tada yra teisinga teorema.

3.16 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius, 1 ≤ p < n, 0 ≤ m < k, 0 < s < n, s > n− p(k −m) ir

s

nq
≥ 1
p
− k −m

n
.

Tada erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm

q (ΩΓ) ir tuo atveju, kai

s

nq
>

1
p
− k −m

n
,

i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus.

Bendru atveju, remiantis vien 3.3 skyrelyje i�rodytais teiginiais, ²ios teoremos
tiesiogiai i�rodyti negalima. Reikia tikslesniu� funkciju� u ∈ Wk

p(Ω) integraliniu�
i�ver£iu�. Tokie i�ver£iai bus gauti 3.6 skyrelyje.

Pabaigoje dar suformuluosime erdviu� Wk
p(Ω) i�d
ejimo teorem¡ neapr
eºtos

srities atveju. Jos i�rodymas yra visi²kai toks pat kaip 3.10 teoremos.

3.17 teorema. Tegu Ω yra neapr
eºta erdv
eje Rn sritis, tenkinanti 2.16 teo-
remos s¡lygas, Ωs = Ω ∩ Rs. Tada:

1. Jeigu 0 ≤ m < k − n/p, tai erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cm(Ω).

2. Jeigu α ≤ k − n/p−m, tai erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Cm+α(Ω).

3. Jeigu
1 ≤ p ≤ q, q <∞, s > n− (k −m)p

ir
s/nq ≥ 1/p− (k −m)/n,

tai erdv
e Wk
p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wm

q (Ωs).
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3.5. EKVIVALEN�IOSIOS NORMOS ERDV 
ESE Wk
p(Ω)

3.18 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es
pavir²ius, ψ1, . . . , ψm � pusnorm
es erdv
eje Wk

p(Ω), C � tokia teigiama konstanta,
kad

ψi(u) ≤ C‖u‖Wk
p(Ω), ∀u ∈Wk

p(Ω), i = 1, 2, . . . ,m. (3.26)

Be to, tegu pusnorm
es ψ1, . . . , ψm apibr
eºia piln¡ funkciju� sistem¡ (k − 1)-ojo
laipsnio polinomu� aib
eje (t.y. jeigu ψ1(P ) = . . . = ψm(P ) = 0 ir P yra (k− 1)-
ojo laipsnio polinomas, tai P = 0). Tada normos

|||u|||Wk
p(Ω) =

∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) +
m∑
j=1

ψj(u) (3.27)

ir
‖u‖Wk

p(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dα u‖Lp(Ω) (3.28)

yra ekvivalen£ios.

/ Normos, apibr
eºtos (3.27) ir (3.28) formul
emis, yra ekvivalen£ios, jeigu
egzistuoja tokios teigiamos konstantos C1, C2, kad

C1|||u|||Wk
p(Ω) ≤ ‖u‖Wk

p(Ω) ≤ C2|||u|||Wk
p(Ω). (3.29)

Pirmoji i² (3.29) nelygybiu� i²plaukia i² (3.26) s¡lygos. I�rodysime antr¡j¡ ne-
lygyb¦. Tarkime prie²ingai, kad ²ita nelygyb
e yra negalima. Tada kiekvienam
nat	uraliajam n atsiras tokia funkcija un ∈Wk

p(Ω), kad

‖un‖Wk
p(Ω) ≥ n|||un|||Wk

p(Ω).

Tegu
vn = un

‖un‖Wk
p(Ω)

, n = 1, 2, . . .

Akivaizdu, kad
‖vn‖Wk

p(Ω) = 1, ∀n = 1, 2, . . .

I² £ia i²plaukia, kad seka {vn} erdv
eje Wk
p(Ω) yra apr
eºta. Erdv
e Wk

p(Ω)
i�sideda i� erdv¦ Wk−1

p (Ω) ir i�d
ejimo operatorius yra visi²kai tolydus. Tod
el
i² apr
eºtos erdv
eje Wk

p(Ω) sekos {vn} galima i²skirti konverguojanti� erdv
eje
Wk−1

p (Ω) poseki� {vni}. Be to, norma

|||vn|||Wk
p(Ω) ≤ 1/n→ 0, (3.30)

kai n→∞. I² £ia i²plaukia, kad

‖Dα vn‖Lp(Ω) → 0, ∀α : |α| = k,
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kai n → ∞. Ta£iau tada posekis {vni} konverguoja erdv
eje Wk
p(Ω). Kadangi

erdv
e Wk
p(Ω) yra pilna, tai egzistuoja toks elementas v ∈Wk

p(Ω), kad

v = lim
ni→∞

vni .

Funkcijos v visos k-osios eil
es i²vestin
es yra lygios nuliui. Tod
el (ºr. 2.3 skyrelio
2.8 teorem¡) v yra (k − 1)-ojo laipsnio polinomas. Paºym
ekime v = P. Tada

‖P‖Wk
p(Ω) = lim

ni→∞
‖vni‖Wk

p(Ω) = 1. (3.31)

I² (3.30) i�ver£io i²plaukia, kad

m∑
j=1

ψj(vni)→ 0,

kai ni →∞. Kadangi pusnorm
es ψj , j = 1, 2, . . . , yra tolydºios, tai

0 = lim
ni→∞

m∑
j=1

ψj(vni) =
m∑
j=1

ψj
(

lim
ni→∞

vni
)

=
m∑
j=1

ψj(P ).

Ta£iau ²i lygyb
e yra galima tik tuo atveju, kai P = 0. Gauta prie²tara i�rodo,
kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi egzistuoja tokia konstanta C2, kad

‖u‖Wk
p(Ω) ≤ C2|||u|||Wk

p(Ω).

Teorema i�rodyta. .
Specialiai parinkus pusnormes ψi, galima gauti kelet¡ svarbiu� nelygybiu�.
P u a n k a r e n e l y g y b 
e . Tegu k = 1 ir

ψ1(u) =
∣∣∣∫
ω

u dx
∣∣∣;

£ia ω � mati srityje Ω aib
e, |ω| > 0. Kiekvienai pastoviai funkcijai u ∈ W1
p(Ω)

i² lygyb
es ψ1(u) = |ω||u| = 0 i²plaukia, kad u = 0. Tod
el pusnorm
e ψ1 tenkina
3.18 teoremos s¡lygas. Taigi egzistuoja tokia teigiama konstanta C, kad

‖u‖Lp(Ω) ≤ C
(∣∣∣∫
ω

u dx
∣∣∣+

n∑
i=1
‖uxi‖Lp(Ω)

)
.

F r y d r i c h s o n e l y g y b 
e . Tegu k = 1 ir S = ∂Ω � pakankamai
glodus pavir²ius. Tada erdv
e W1

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Lp(S) ir pusnorm¦ galima
apibr
eºti taip:

ψ1(u) =
∣∣∣∫
S

u dS
∣∣∣.
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�iuo atveju 3.18 teoremos s¡lygos taip pat patenkintos. Tod
el egzistuoja tokia
teigiama konstanta C, kad

‖u‖Lp(Ω) ≤ C
(∣∣∣∫
S

u dS
∣∣∣+

n∑
i=1
‖uxi‖Lp(Ω)

)
.

Be to, kiekvienai funkcijai u ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga Frydrichso nelygyb
e.

‖u‖Lp(Ω) ≤ C
n∑
i=1
‖uxi‖Lp(Ω).

P a s t a b a . Frydrichso nelygyb
e 2.5 skyrelyje i�rodyta nereikalaujant i² ∂Ω
jokio glodumo.
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3.6. INTERPOLIACIN 
ES NELYGYB 
ES

Erdviu� Wk
p(Ω) i�d
ejimo teoremose gautus i�ver£ius galima patikslinti. Tik-

sliau, funkcijos u norm¡ erdv
eje Wk
p(Ω) galima pakeisti funkcijos u bei jos k-osios

eil
es i²vestiniu� normomis erdv
eje Lp(Ω) su tam tikrais teigiamais daugikliais. Be
to, vien¡ i² ²iu� daugikliu� galima pasirinkti laisvai. Tokios patikslintos nelygyb
es
yra vadinamos interpoliacinėmis nelygybėmis.

3.19 teorema. Tegu Ω yra bet kokia erdv
eje Rn sritis, Ωs = Ω∩Rs, ε � bet
koks teigiamas skai£ius. Tada:

1. Jeigu θ = k − r − n/p > 0, p ≥ 1, 0 ≤ r < k, tai kiekvienai funkcijai
u∈ W̊k

p(Ω) yra teisinga nelygyb
e∑
|α|=r

sup
x∈Ω

∣∣Dα u
∣∣ ≤ C1ε

θ
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Ω). (3.32)

2. Jeigu θ = k − r − n/p + s/q > 0, q ≥ p ≥ 1, 0 ≤ r < k, tai kiekvienai
funkcijai u∈ W̊k

p(Ω) yra teisinga nelygyb
e1∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θ
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Ω); (3.33)

£ia konstantos C1, C2 nepriklauso nuo u, ε, Ω ir Ωs.

/ Pagal poerdvio W̊k
p(Ω) apibr
eºim¡ kiekvien¡ jo element¡ galima aproksi-

muoti funkcijomis i² C∞0 (Ω) erdv
es Wk
p(Ω) normoje. Tod
el abu teoremos teig-

inius pakanka i�rodyti funkcijoms i² C∞0 (Ω). Tegu funkcija u∈C∞0 (Ω). Prat¦skime
j¡ nuliu i� srities Ω i²or¦ ir gaut¡ funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia raide u. Tada
prat¦sta funkcija u∈C∞0 (Rn) ir

u(x) = −
∫
Rn

E(x− y)∆u(y) dy (3.34)

(ºr. 3.2 skyreli�).
Interpoliacines nelygybes i�rodysime matematin
es indukcijos metodu. I² pra-

dºiu� i�sitikinsime, kad jos yra teisingos, kai k = 1 ir k = 2.
Tegu ζ yra kokia nors neneigiama be galo diferencijuojama funkcija, api-

br
eºta intervale [0,∞), ζ(t) = 1, kai t ≤ 1/2, ζ(t) = 0, kai t ≥ 1, ir ζ(t) ≥ 0,
kai 1/2 ≤ t ≤ 1 (ºr. 3.1 pav.).
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3.1 pav.
1 S¡lyga q ≥ p reikalinga tik tuo atveju, kai sritis Ω yra neapr
eºta.
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Apibr
eºkime funkcij¡

ζε(x) = ζ(ε−1|x|), x∈Rn, ε > 0.

Pasinaudoj¦ integravimo dalimis formule, perra²ykime (3.34) lygyb¦ taip:

u(x) = −
∫
Rn

E(x− y)ζε(x− y)∆u(y) dy−

−
∫
Rn

∆x

[
E(x− y)

(
1− ζε(x− y)

)]
u(y) dy.

Gautus integralus paºym
ekime atitinkamai uε(x) ir uε(x). I� integral¡ uε(x) gali-
ma ºi	ur
eti kaip i� integralini� operatoriu� su silpna ypatuma. Be to, jo branduolys
lygus nuliui, kai |x− y| > ε. Tod
el

sup
x∈Ω
|uε(x)| ≤ C1ε

n/p′−n+2‖∆u‖Lp(Ω) = C1ε
2−n/p‖∆u‖Lp(Ω),

kai p > n (ºr. (3.2) formul¦, α = n− 2), ir

‖uε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
n/p′+s/q−n+2‖∆u‖Lp(Ω) = C1ε

2−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1 (ºr. (3.10) formul¦, α = n− 2).
Integralo uε(x) branduolys lygus nuliui, kai |x− y| < ε/2 arba |x− y| > ε.

Pasinaudoj¦ ²ia savybe, gausime

sup
x∈Ω
|uε(x)| ≤ C2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω),

‖uε‖Lq(Ωs) ≤ C2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω)

(ºr. (3.2) ir (3.10) formuliu� i²vedim¡). Taigi

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤ sup

x∈Ω
|uε(x)|+ sup

x∈Ω
|uε(x)| ≤

≤ C1ε
2−n/p‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C1ε
2−n/p

∑
|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.35)

kai p > n, ir
‖u‖Lq(Ωs) ≤ ‖uε‖Lq(Ωs) + ‖uε‖Lq(Ωs) ≤

≤ C1ε
2−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C1ε
2−n/p+s/q

∑
|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω), (3.36)
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kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1.
Dabar (3.34) formul¦ perra²ykime taip:

u(x) = 1
|S1|

n∑
i=1

∫
Rn

xi − yi
|x− y|n

uyi(y) dy =

=
n∑
i=1

∫
Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1uyi(y) dy +

n∑
i=1

∫
Rn

∂

∂xi

( kεi (x− y)
|x− y|n−1

)
u(y) dy;

£ia
kiε(x) = 1

|S1|
xi
|x|
ζε(x), kεi (x) = 1

|S1|
xi
|x|
(
1− ζε(x)

)
.

I� integral¡

viε(x) =
∫
Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1uyi(y) dy

galima ºi	ur
eti kaip i� integralini� operatoriu� su silpna ypatuma. Be to, funkcija
kiε(x− y) = 0, kai |x− y| > ε. Tod
el

sup
x∈Ω
|viε(x)| ≤ C1ε

n/p′−n+1‖uyi‖Lp(Ω) = C1ε
1−n/p‖uyi‖Lp(Ω),

kai p > n (ºr. (3.2) formul¦, α = n− 1), ir

‖viε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
n/p′+s/q−n+1‖uyi‖Lp(Ω) = C1ε

1−n/p+s/q‖uyi‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1 (ºr. (3.10) formul¦, α = n− 1).
Tegu

vεi (x) =
∫
Rn

∂

∂xi

( kεi (x− y)
|x− y|n−1

)
u(y) dy.

�io integralo branduolys lygus nuliui, kai |x − y| < ε/2 arba |x − y| > ε.
Pasinaudoj¦ ²ia savybe, gausime

sup
x∈Ω
|vεi (x)| ≤ C2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω),

‖vεi ‖Lq(Ωs) ≤ C2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω)

(ºr. (3.2) ir (3.10) formuliu� i²vedim¡).
I² integralu� viε(x) ir vεi (x) i�ver£iu� i²vedama nelygyb
e

sup
x∈Ω
|u(x)| ≤

n∑
i=1

sup
x∈Ω
|viε(x)|+

n∑
i=1

sup
x∈Ω
|vεi (x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p

n∑
i=1
‖uxi‖Lp(Ω) + nC2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.37)
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kai p > n, ir nelygyb
e

‖u‖Lq(Ωs) ≤
n∑
i=1
‖viε‖Lq(Ωs) +

n∑
i=1
‖vεi ‖Lq(Ωs) ≤

≤ C1ε
1−n/p+s/q

n∑
i=1
‖uxi‖Lp(Ω) + nC2ε

−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω), (3.38)

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1.
Diferencijuodami (3.34) lygyb¦ kintamuojo xi atºvilgiu, gausime

uxi(x) = −
∫
Rn

∂

∂xi
E(x− y)∆u(y) dy = − 1

|S1|

∫
Rn

xi − yi
|x− y|n

∆u(y) dy =

= −
∫
Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1 ∆u(y) dy +

∫
Rn

∆x

( kεi (x− y)
|x− y|n−1

)
u(y) dy, i = 1, . . . , n.

Pastaruosius du integralus paºym
ekime atitinkamai wiε(x) ir wεi (x). Juos galima
i�vertinti visi²kai taip pat kaip integralus viε(x) ir vεi (x). Tiksliau,

sup
x∈Ω
|wiε(x)| ≤ C1ε

1−n/p‖∆u‖Lp(Ω), sup
x∈Ω
|wεi (x)| ≤ C2ε

−1−n/p‖u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir
‖wiε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε

1−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω),

‖wεi ‖Lq(Ωs) ≤ C2ε
−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1. Pasinaudoj¦ ²iais i�ver£iais, gausime

sup
x∈Ω
|uxi(x)| ≤ sup

x∈Ω
|wiε(x)|+ sup

x∈Ω
|wεi (x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−1−n/p‖u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir
‖uxi‖Lq(Ωs) ≤ ‖wiε‖Lq(Ωs) + ‖wεi ‖Lq(Ωs) ≤

≤ C1ε
1−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1. Kartu esant atitinkamoms s¡lygoms teisingi
tokie i�ver£iai: ∑

|α|=1

sup
x∈Ω
|Dα u(x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p

∑
|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−1−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.39)

∑
|α|=1

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤
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≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω). (3.40)

I² (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) ir (3.40) matome, kad interpoliacin
es
nelygyb
es yra teisingos, kai k = 1 ir k = 2. Tarkime, jos teisingos, kai k = m.
I�rodysime, kad jos teisingos, kai k = m+ 1.

Visu� pirma pasteb
esime, kad yra teisingi tokie i�ver£iai:∑
|α|=r

sup
x∈Ω
|Dα u(x)| ≤ C1ε

1−n/p
∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p

∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω),

∑
|α|=r

sup
x∈Ω
|Dα u(x)| ≤ C1ε

1−n/p
∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−1−n/p

∑
|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω),

∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−1−n/p+s/q

∑
|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω), (3.41)

kai p ≤ n, s > n− p, q ≥ p ≥ 1.
Tarkime, (3.32) ir (3.33) nelygyb
es teisingos, kai k = m. Teorema bus

i�rodyta, jeigu i�sitikinsime, kad (3.32) ir (3.33) nelygyb
es teisingos, kai k = m+1.
�is teoremos i�rodymo etapas i² esm
es yra toks pats abiem nelygyb
ems. Tod
el
i�rodysime tik antr¡j¡ (jos i�rodymas techni²kai truputi� sud
etingesnis).

Pagal indukcin¦ prielaid¡∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θm

∑
|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θm−m‖u‖Lp(Ω); (3.42)

£ia θm = m− r − n/p+ s/q, r < m, q ≥ p ≥ 1. Pa
em¦

ε = ‖u‖1/m
/( ∑
|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/m
,
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gausime nelygyb¦∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C
( ∑
|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θm/m
‖u‖θm/mLp(Ω) .

Pasinaudoj¦ (3.41) nelygybe (kai s = n, p = q), gausime∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C1ε
∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−1

∑
|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C3

( ∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2
·

·
( ∑
|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2
≤ C4

( ∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2
·

·
(∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)(1−θm)/2m
‖u‖θm/2mLp(Ω) ;

£ia θm = m− (r− 1). I² ²iu� nelygybiu� i²rei²k¦
∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ir pasinaudoj¦

Jungo nelygybe (su p = (2m−r+1)/m, p′ = (2m−r+1)/(m−r+1)), gausime∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C5

( ∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

) m
2m−r+1 ‖u‖

m−r+1
2m−r+1 ≤

≤ εC6
∑
|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C7ε
− m
m−r+1 ‖u‖Lp(Ω).

Pasinaudoj¦ ²iuo i�ver£iu, (3.42) nelygyb¦ perra²ysime taip:∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θm+1

∑
|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
θm+1−m−1‖u‖Lp(Ω);

£ia θm+1 = m+ 1− r − n/p+ s/q, r < m. Kai r = m,∑
|α|=m

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

∑
|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

(
C
′

1ε
1
∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′

2ε
−m‖u‖Lp(Ω)

)
≤

≤ C
′′

1 ε
1−n/p+s/q

∑
|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′′

2 ε
−m−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω).
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Sujung¦ pastar¡sias dvi nelygybes, gausime (3.33) nelygyb¦, kai k = m + 1.
Teorema i�rodyta. .

P a s t a b a . Jeigu (3.32) ir (3.33) nelygyb
ese paimsime

ε = ‖u‖1/kLp(Ω)

/(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/k
,

tai gausime multiplikatyviąsias nelygybes:

∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C
(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k
‖u‖θ/kLp(Ω), (3.43)

∑
|α|=r

sup
x∈Ω
|Dα u(x)| ≤ C

(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k
‖u‖θ/kLp(Ω); (3.44)

£ia θ = k− r−n/p+ s/q pirmos ir θ = k− r−n/p antros multiplikatyvios nely-
gyb
es atveju. I�rodysime interpoliacines nelygybes funkcijoms i² erdv
es Wk

p(Ω)
apr
eºtos srities Ω atveju.

3.20 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � Ck klas
es
pavir²ius ir patenkintos 3.19 teoremos s¡lygos. Tada ∀u∈Wk

p(Ω) ir pakankamai
maºam ε > 0 yra teisingos (3.32) ir (3.33) interpoliacin
es nelygyb
es.

/ Laisvai pasirinkime funkcij¡ u∈Wk
p(Ω). Prat¦skime j¡ i� koki¡ nors platesn¦

standartin¦ sriti� Q i²laikydami glodum¡. Prat¦st¡ funkcij¡ paºym
ekime ta pa£ia
raide u. Pagal 2.17 teorem¡ funkcija u∈ W̊k

p(Q) ir

‖u‖Wk
p(Q) ≤ C‖u‖Wk

p(Ω), ‖u‖Lp(Q) ≤ C‖u‖Lp(Ω).

I�rodysime (3.33) nelygyb¦ (pirmoji nelygyb
e i�rodoma visi²kai taip pat).
Kiekvienai funkcijai u∈ W̊k

p(Q) ir r < k yra teisinga nelygyb
e∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Q) ≤ C1ε
k−r

∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
−r‖u‖Lp(Q).

Tod
el ∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤
∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Q) ≤

≤ C1ε
k−r

∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
−r‖u‖Lp(Q) ≤

≤ C
′

1ε
k−r

k∑
j=0

∑
|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′

2ε
−r‖u‖Lp(Ω).
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Padaugin¦ kairi¡j¡ ir de²ini¡j¡ ²iu� nelygybiu� puses i² εr, gausime nelygyb¦, kuri
teisinga kiekvienam r = 1, 2 . . . , k − 1. Kartu yra teisinga nelygyb
e

k−1∑
r=1

εr
(∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)
≤ C

′

1(k − 1)εk
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C
′

1(k − 1)εk
k−1∑
j=0

∑
|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′

2(k − 1)‖u‖Lp(Ω).

Tegu ε0 = min{1/2C ′1(k − 1), 1}. Tada ∀ε ≤ ε0 teisinga nelygyb
e

k−1∑
r=1

εr
(∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)
≤

≤ 2C
′

1(k − 1)εk
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + 2C
′

2(k − 1)‖u‖Lp(Ω).

�ios nelygyb
es kair
eje visi nariai po sumos ºenklu yra neneigiami. Tod
el ∀r < k
yra teisinga nelygyb
e ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤

≤ 2C
′

1(k − 1)εk−r
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + 2C
′

2(k − 1)ε−r‖u‖Lp(Ω).

Remdamiesi ²ia nelygybe, gauname∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤
∑
|α|=r

‖Dα u‖Lq(Qs) ≤

≤ C1ε
θ
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Q) ≤

≤ C
′

1ε
θ

k∑
j=0

∑
|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′

2ε
θ−k‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C
′′

1 ε
θ
∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′′

2 ε
θ−k‖u‖Lp(Ω);

£ia Qs = Q∩Rs, θ = k− r− n/p+ s/q. Pakeit¦ ²ioje nelygyb
eje C
′′

1 i� C1, C
′′

2 i�
C2, gausime (3.33) nelygyb¦. .

I ² v a d o s :



3.6. INTERPOLIACIN 
ES NELYGYB 
ES 71

1. Erdv
es Wk
p(Ω) elementams teisingos multiplikatyviosios nelygybės:∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤

≤ C
′

1

(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k
‖u‖θ/kLp(Ω) + C

′

2ε
θ−k
0 ‖u‖Lp(Ω), (3.45)

∑
|α|=r

sup
x∈Ω
|Dα u(x)| ≤

≤ C
′

1

(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k
‖u‖θ/kLp(Ω) + C

′

2ε
θ−k
0 ‖u‖Lp(Ω); (3.46)

£ia θ = k− r−n/p+ s/q pirmos ir θ = k− r−n/p antros multiplikatyvios
nelygyb
es atveju. Jos i²vedamos i² (3.32), (3.33) nelygybiu�, kai

ε = min
{
‖u‖1/kLp(Ω)

/(∑
|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/k
, ε0

}
.

Savo ruoºtu i² (3.45), (3.46) i²vedamos (3.32), (3.33) interpoliacin
es nely-

gyb
es. Reikia tik pasinaudoti Jungo nelygybe.

2. Tegu 0 ≤ r ≤ k, s > n−p(k−r), θ = k−r−n/p+s/q > 0. Tada i² (3.32) ne-
lygyb
es i²plaukia, kad erdv
e Wk

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wr
q(Ωs). I�rodysime, kad

erdv
e Wk
p(Ω) kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ Wr

q(Ωs). Kadangi erdv
e Wk
p(Ω)

kompakti²kai i�sideda i� erdv¦ Lp(Ω), tai i² bet kokios apr
eºtos erdv
eje
Wk

p(Ω) sekos galima i²skirti konverguojanti� erdv
eje Lp(Ω) poseki�. I² (3.45)
nelygyb
es i²plaukia, kad ²is posekis konverguoja ir erdv
eje Wr

q(Ωs).

P a s t a b o s :

1. Atkreipsime d
emesi� i� tai, kad 3.20 teoremoje konstantos C1, C2 priklauso
nuo srities Ω.

2. Plok²£i¡ sriti� Ωs = Ω∩Rs kairiojoje (3.32) nelygyb
es pus
eje galima pakeisti
pavir²iumi S = Ω∩Γ, Γ � glodus s-matis erdv
eje Rn pavir²ius. Nagrin
ejant
kra²tinius uºdavinius elipsin
ems antrosios eil
es lygtims, daºnai naudojama
nelygyb
e

‖u‖L2(S) ≤ C1ε
1/2

n∑
i=1
‖uxi‖L2(Ω) + C2ε

−1/2‖u‖L2(Ω). (3.47)

Ji sutaps su (3.32) nelygybe, jeigu Ωs pakeisime S = ∂Ω ir paimsime
p = q = 2.
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3.7. ERDV 
ES Wk
p(Rn) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIK�M 
EMS

Kiekvienai funkcijai u∈C∞0 (Rn) galima apibr
eºti jos Furj
e transformacij¡

û(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn

eixξu(x) dx.

Pagal Parsevalio formul¦ ∫
Rn

|u(x)|2 dx =
∫
Rn

|û(ξ)|2 dξ.

Kiekvienam multiindeksui α = (α1, . . . , αn) funkcijos Dα u Furj
e transformacija

D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ), ξα = ξα1
1 · . . . · ξαnn .

Tod
el1

‖u‖2Hk(Rn) =
∑
|α|≤k

‖Dα u‖2L2(Rn) =
∫
Rn

|û(ξ)|2
∑
|α|≤k

|ξα|2 dξ.

Rei²kiniai
∑
|α|≤k

|ξα|2 ir 1+ |ξ|2k yra ekvivalent	us. Tiksliau, egzistuoja tokios dvi

teigiamos konstantos C1 ir C2, kad

C1
∑
|α|≤k

|ξα|2≤1 + |ξ|2k≤C2
∑
|α|≤k

|ξα|2.

Tod
el
C1‖u‖2Hk(Rn)≤

∫
Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2k) dξ≤C2‖u‖2Hk(Rn).

Pastarasis integralas yra apibr
eºtas sveikoms teigiamoms k reik²m
ems. Ta£iau
jis turi prasm¦ ir kitoms realioms k reik²m
ems. Be to, kai k∈(0, 1), jis yra
ekvivalentus rei²kiniui∫

Rn

|u(x)|2 dx+
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2k dxdy.

I² tikru�ju� ∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2k dxdy =
∫
Rn

∫
Rn

|u(x+ z)− u(x)|2

|z|n+2k dxdz.

Pritaik¦ vidiniam integralui Parsevalio formul¦, gausime∫
Rn

∫
Rn

|u(x+ z)− u(x)|2

|z|n+2k dxdz =
∫
Rn

∫
Rn

|û(ξ)|2 |e
iξz − 1|2

|z|n+2k dξdz.

1Priminsime, kad Hk(Rn) = Wk
2(Rn).
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Integralas∫
Rn

|eiξz − 1|2

|z|n+2k dz =
∫
Rn

|ei|ξ|z1 − 1|2

|z|n+2k dz = |ξ|2k
∫
Rn

|eiw1 − 1|2

|w|n+2k dw.

Norint ²ias lygybes pagri�sti, pakanka koordina£iu� a²is z1, . . . , zn pasukti taip,
kad vektorius ξ gul
etu� a²yje z1, o po to padaryti keitini� w = |ξ|z. Integralas∫

Rn

|eiw1 − 1|2

|w|n+2k dw > 0

ir konverguoja, kai k∈(0, 1). Tod
el egzistuoja tokios dvi teigiamos konstantos
C1 ir C2, kad

C1

∫
Rn

|û(ξ)|2|ξ|2k dξ≤
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2k dxdy≤C2

∫
Rn

|û(ξ)|2|ξ|2k dξ.

A p i b r 
e º i m a s . Tegu k∈(0, 1). Sakysime, funkcija u i² L2(Rn) priklauso
aibei Hk(Rn), jeigu rei²kinys

〈u〉Hk(Rn) =
(∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2k dxdy
)1/2

<∞.

Aib
e Hk(Rn) su norma

‖u‖Hk(Rn) =
(
‖u‖2L2(Rn) + 〈u〉2Hk(Rn)

)1/2
(3.48)

yra normuota erdv
e. Jeigu k > 1 ir n
era sveikasis skai£ius, tai norm¡ erdv
eje
Hk(Rn) galima apibr
eºti taip:

‖u‖Hk(Rn) =
( ∑
|α|<k

‖Dα u‖2L2(Rn) +
∑
|α|=[k]

〈Dα u〉2Hk−[k](Rn)

)1/2
; (3.49)

£ia [k] � sveikoji skai£iaus k dalis.
P a s t a b o s :

1. Normu� Hk(Rn) apibr
eºimai, kai k yra sveikasis skai£ius ir kai k n
era sveika-
sis skai£ius, skiriasi. Ta£iau abiem atvejais normos ekvivalen£ios rei²kiniui(∫

Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2k) dξ
)1/2

.

Tod
el erdv
es Hk(Rn) sudaro nat	urali¡ parametro k > 0 atºvilgiu erdviu�
skal¦.
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Analogi²kai galima apibr
eºti erdv¦ Wk
p(Rn) su rodikliu k > 0, kai k n
era

sveikasis skai£ius. Sakysime, funkcija u i² Lp(Rn) priklauso aibei Wk
p(Rn),

k∈(0, 1), jeigu rei²kinys

〈u〉Wk
p(Rn) =

(∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+pk dxdy
)1/p

<∞.

Aib
e Wk
p(Rn) su norma

‖u‖Wk
p(Rn) =

(
‖u‖pLp(Rn) + 〈u〉pWk

p(Rn)

)1/p

yra normuota erdv
e. Norm¡ erdv
eje Wk
p(Rn), kai k > 1 ir n
era sveikasis

skai£ius, galima apibr
eºti taip:

‖u‖Wk
p(Rn) =

( ∑
|α|<k

‖Dα u‖pLp(Rn) +
∑
|α|=[k]

〈Dα u〉p
Wk−[k]

p (Rn)

)1/p
.

2. Aib
e C∞0 (Rn) yra tir²ta erdv
eje Wk
p(Rn) ir tuo atveju, kai k n
era sveika-

sis skai£ius. I�rodymo schema yra tokia. I² pradºiu� reikia i�rodyti, kad
u(x)ξR(x) → u(x), kai R → ∞, o po to pasteb
eti, kad ∀ρ > 0 vidutin
e
funkcija

(uξR)ρ∈C∞0 (Rn)
ir

(uξR)ρ(x)→ u(x)ξR(x),
kai ρ→ 0. �ia ξR(x) = ξ(R−1x), ξ � be galo diferencijuojama neneigiama
funkcija, lygi vienetui, kai |x| < 1, ir lygi nuliui, kai |x| > 2.

Tegu Ω yra sritis erdv
eje Rn. Sakysime, funkcija u∈Lp(Ω) priklauso aibei
Wk

p(Ω), k∈(0, 1), jeigu rei²kinys

〈u〉Wk
p(Ω) =

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+pk dxdy
)1/p

<∞.

Aib
e Wk
p(Ω) su norma

‖u‖Wk
p(Ω) =

(
‖u‖pLp(Ω) + 〈u〉pWk

p(Ω)

)1/p

yra normuota erdv
e.
A p i b r 
e º i m a s . Tegu k > 1 ir n
era sveikasis skai£ius. Sakysime, funk-

cija u∈Wk
p(Ω), jeigu

Dα u∈Lp(Ω), ∀α : |α| < k,

ir

〈Dα u〉Wk−[k]
p (Ω) =

(∫
Ω

∫
Ω

|Dα u(x)−Dα u(y)|p

|x− y|n+p(k−[k]) dxdy
)1/p

<∞.



3.7. ERDV 
ES Wk
p(Rn) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIK�M 
EMS 75

Aib
eje Wk
p(Ω) norm¡ galima apibr
eºti taip:

‖u‖Wk
p(Ω) =

( ∑
|α|<k

‖Dα u‖pLp(Ω) +
∑
|α|=[k]

〈Dα u〉p
Wk−[k]

p (Ω)

)1/p
.

Tegu Ω = Rn+. Tada kiekvien¡ funkcij¡ u∈Wk
p(Rn+) i²laikant glodum¡ galima

prat¦sti i� vis¡ erdv¦ Rn. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema. Egzistuoja tiesinis apr
eºtas prat¦simo operatorius

Π : Wk
p(Rn+)→Wk

p(Rn).

Be to, jeigu u ∈Wk
p(Rn+) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x∈Rn+.

Pastarosios teoremos £ia nei�rodin
esime. Atkreipsime d
emesi� tik i� tai, kad
j¡ pakanka i�rodyti glodºioms funkcijoms. Tai, kad glodºios funkcijos yra tir²ta
aib
e, i�rodoma i�prastu b	udu. Reikia tik vidutin
es funkcijos apibr
eºime (ºr. 2.1
skyreli�) branduoli� ωρ(x− y) pakeisti branduoliu ωρ(x− y − ρen).

Naudojant vieneto skaidini� ir taikant 3.21 teorem¡, galima i�rodyti toki� tei-
gini�.

3.22 teorema. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � Ck+ε klas
es
pavir²ius. Tada egzistuoja tiesinis apr
eºtas prat¦simo operatorius

Π : Wk
p(Ω)→Wk

p(Rn).

Be to, jeigu u ∈Wk
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x∈Ω.
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3.8. FUNKCIJU� u∈Wk
p P 
EDSAKAI

Bendruoju atveju elementu� i² Sobolevo erdviu� Wk
p p
edsakai nepriklauso tai

pa£iai Sobolevo erdviu� skalei. Norint juos tiksliai apra²yti, reik
etu� apibr
eºti
kitas funkciju� erdvesI²imti� sudaro du atvejai:

1) k � sveikasis skai£ius;

2) p = 2.

�iuos du atvejus £ia ir nagrin
esime.
Tegu k yra sveikasis skai£ius ir Γ ⊂ Ω � glodus (n − 1)-matis pavir²ius.

Pagal 3.16 teorem¡ kiekvienos funkcijos u∈Wk
p(Ω) ekvivalenti²kumo klas
eje yra

atstovas u|Γ∈Lq(Γ) (jis vadinamas funkcijos u pėdsaku pavir²iuje Γ) ir teisingas
i�vertis

‖u‖Lq(Γ)≤C‖u‖Wk
p(Ω);

£ia q≤(n−1)p/(n−pk), jeigu n > pk, ir q≥1, jeigu n≤pk. Tegu M yra funkciju�
u i² erdv
es Wk

p(Ω) p
edsaku� pavir²iuje Γ aib
e. Akivaizdu, kad M yra tiesin
e aib
e.
Apibr
eºkime norm¡

|||ϕ||| = inf
u∈Wk

p(Ω),u|Γ=ϕ
‖u‖Wk

p(Ω). (3.50)

Aib
e M su taip apibr
eºta norma yra normuota erdv
e. Tiesiogiai galima i�rodyti,
kad ji yra pilna. I�rodysime, kad taip apibr
eºta erdv
e yra Sobolevo erdv
e Wr

p(Γ)
su tam tikru trupmeniniu rodikliu r.

I² pradºiu� i²nagrin
esime atveji�, kai Ω = Rn+ = {x∈Rn : xn > 0}, x = (x′, xn)
ir k = 1.

3.23 teorema. Tegu p > 1. Tada:

1. Funkcija u∈W1
p(Rn+) turi p
edsak¡ u|xn=0 := ϕ∈W1−1/p

p (Rn−1). Be to,

‖ϕ‖W1−1/p
p (Rn−1)≤C‖u‖W1

p(Rn
+

); (3.51)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

2. Kiekvienai ϕ∈W1−1/p
p (Rn−1) egzistuoja tokia funkcija

u∈W1
p(Rn+),

kad
u(x′, 0) = ϕ(x′)

ir teisinga nelygyb
e

‖u‖W1
p(Rn

+
)≤C‖ϕ‖W1−1/p

p (Rn−1); (3.52)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento ϕ.
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/ I�rodysime pirm¡ji� teoremos teigini�. Tegu u∈Wk
p(Rn+) ir u(x′, 0) =

= ϕ(x′). Remiantis 3.10 teorema, ϕ∈Lp(Rn−1) ir

‖ϕ‖Lp(Rn−1)≤C‖u‖W1
p(Rn

+
).

Kiekvien¡ element¡ u∈W1
p(Rn+) erdv
es W1

p(Rn+) normoje galima aproksimuoti
be galo diferencijuojamomis ir lygiomis nuliui pakankamai didelio rutulio i²or
eje
funkcijomis. Tod
el i�rodydami ²i� teigini�, galime tarti, kad funkcija u = u(x) yra
be galo diferencijuojama ir lygi nuliui pakankamai dideliems |x|.

Integralas

〈ϕ〉p
W1−1/p

p (Rn−1)
=
∫

Rn−1

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + z′)− ϕ(x′)|p

|z′|n−2+p dx′dz′ =

=
∫

|z′|=1

∫
Rn−1

∞∫
0

|ϕ(x′ + ρω′)− ϕ(x′)|p

ρp
dρdx′dω′.

Vietoje kintamu�ju� x′ apibr
eºkime naujus kintamuosius y′ taip, kad koordina£iu�
a²is y1 b	utu� nukreipta vektoriaus ω′ kryptimi. Tada

( ∞∫
−∞

|ϕ(y′ + ρω′)− ϕ(y′)|p dy1

)1/p
≤

≤1
ρ

ρ∫
0

( ∞∫
−∞

|u(y′ + ρω′, 0)− u(y′ + ρω′, t)|p dy1

)1/p
dt+

+1
ρ

ρ∫
0

( ∞∫
−∞

|u(y′ + ρω′, t)− u(y′, t)|p dy1

)1/p
dt+

+1
ρ

ρ∫
0

( ∞∫
−∞

|u(y′, t)− u(y′, 0)|p dy1

)1/p
dt≤

≤
ρ∫

0

(2‖ut(y′, t)‖Lp(R1) + ‖uy1(y′, t)‖Lp(R1)) dt.

I�vertindami ²iuos integralus, i² pradºiu� pasinaudojome Niutono�Leibnico for-
mule, o po to Minkovskio nelygybe.

I� paskutini� integral¡ galima ºi	ur
eti kaip i� kintamojo ρ funkcij¡, kuri ta²ke
ρ = 0 lygi nuliui. Pritaik¦ taip apibr
eºtai funkcijai Hardºio nelygyb¦, gausime

∞∫
0

ρ−p
( ρ∫

0

(2‖ut(y′, t)‖Lp(R1) + ‖uy1(y′, t)‖Lp(R1)) dt
)p
dρ≤
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≤
( p

p− 1

)p ∞∫
0

(2‖ut(y′, t)‖pLp(R1) + ‖uy1(y′, t)‖pLp(R1)) dt.

Tod
el

〈ϕ〉p
W1−1/p

p (Rn−1)
≤σ1

( p

p− 1

)p(
2‖ut(y′, t)‖pLp(Rn

+
) + ‖uy1(y′, t)‖pLp(Rn

+
)

)
;

£ia σ1 � (n − 1)-mat
es vienetin
es sferos plotas. Gri�º¦ prie senu� kintamu�ju� x′,
gausime i�verti�

〈ϕ〉p
W1−1/p

p (Rn−1)
≤C

n∑
i=1
‖uxi‖

p
Lp(Rn

+
).

Taigi funkcija ϕ∈W1−1/p
p (Rn−1) ir yra teisinga (3.51) nelygyb
e.

Antr¡ji� teoremos teigini� pakanka i�rodyti, kai funkcija ϕ∈C∞0 (Rn−1). Tegu
w � tokia be galo diferencijuojama erdv
eje Rn−1 funkcija, kad∫

Rn−1

w(x′) dx′ = 1

ir w(x′) = 0, kai |x′| > 1. Apibr
eºkime funkcij¡

v(x) =
∫

Rn−1

ϕ(x′ + xny
′)w(y′) dy′, xn≥0.

Akivaizdu, kad v(x′, 0) = ϕ(x′). Pagal Minkovskio nelygyb¦

‖v‖Lp(Rn−1)≤
∫

Rn−1

( ∫
Rn−1

|ϕ(x′ + xny
′)w(y′)|p dx′

)1/p
dy′≤

≤
∫

Rn−1

|w(y′)|
( ∫
Rn−1

|ϕ(x′ + xny
′))|p dx′

)1/p
dy′≤

≤‖ϕ‖Lp(Rn−1)

∫
Rn−1

|w(y′)| dy′, ∀xn≥0. (3.53)

Rasime funkcijos v i²vestines. Kai i < n,

vxi(x) = x−1
n

∫
Rn−1

ϕyi(x′ + xny
′)w(y′) dy′ =

= −x−1
n

∫
Rn−1

(ϕ(x′ + xny
′)− ϕ(x′))wyi(y′) dy′.
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Kai i = n,

vxn(x) = x−1
n

∫
Rn−1

n−1∑
i=1

ϕyi(x′ + xny
′)yiw(y′) dy′ =

= −x−1
n

∫
Rn−1

(ϕ(x′ + xny
′)− ϕ(x′))

n−1∑
i=1

(
yiw(y′)

)
yi
dy′.

I�vertinkime funkciju� vxi normas erdv
eje Lp(Rn+). Tegu i = 1, . . . , n−1. Pagal
Minkovskio nelygyb¦ norma

‖vxi‖Lp(Rn
+

)≤
∫

Rn−1

(∫
Rn

+

|ϕ(x′ + xny
′)− ϕ(x′)|px−pn dx

)1/p
|wyi(y′)| dy′ =

=
∫

Rn−1

( ∞∫
0

x−pn

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + xny
′)− ϕ(x′)|px−pn dx′dxn

)1/p
|wyi(y′)| dy′.

Paskutiniame integrale pereikime prie sferiniu� koordina£iu� (kintamu�ju� y′ atºvil-
giu). Tada pasinaudoj¦ Helderio nelygybe, gausime, kad ‖vxi‖Lp(Rn

+
) nevir²ija

C

1∫
0

rn−2
∫

|ω′|=1

( ∞∫
0

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + xnrω
′)− ϕ(x′)|p dx′ x−pn dxn

)1/p
dω′dr≤

≤C1

1∫
0

rn−2
( ∫
|ω′|=1

∞∫
0

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + xnrω
′)− ϕ(x′)|p dx′ x−pn dxndω

′
)1/p

dr =

= C1

1∫
0

rn−2
( ∫
Rn−1

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + rz′)− ϕ(x′)|p

|z′|n−2+p dx′dz′
)1/p

dr≤

≤C2

( ∫
Rn−1

∫
Rn−1

|ϕ(x′ + z′)− ϕ(x′)|p

|z′|n−2+p dx′dz′
)1/p

.

Taigi ∀i = 1, . . . , n− 1 teisinga nelygyb
e

‖vxi‖Lp(Rn
+

)≤C2〈ϕ〉W1−1/p
p (Rn−1). (3.54)

�i nelygyb
e yra teisinga ir kai i = n (tik su sava konstanta C2). I�rodymas yra
visi²kai toks pats.

Tegu ξ(t) yra be galo diferencijuojama monotoni²kai maº
ejanti intervale
[0,∞) funkcija, lygi vienetui, kai t∈[0, 1/2), ir lygi nuliui, kai t≥1. Apibr
eºkime
funkcij¡

u(x) = v(x)ξ(xn).
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Akivaizdu, kad u(x′, 0) = v(x′, 0) = ϕ(x′). Be to, i² (3.53) ir (3.54) i²plaukia
nelygyb
es:

‖u‖Lp(Rn
+

)≤‖v‖Lp(Rn
+

)≤‖ϕ‖Lp(Rn−1)

∫
Rn−1

|w(y′)| dy′,

‖uxi‖Lp(Rn
+

)≤‖vxi‖Lp(Rn
+

) + sup
t≥0
|ξ′(t)|‖v‖Lp(Rn

+
)≤

≤C2〈ϕ〉W1−1/p
p (Rn−1) + C3‖ϕ‖Lp(Rn−1).

Kartu yra teisinga (3.52) nelygyb
e. .
I ² v a d a . I² (3.51) ir (3.52) nelygybiu� i²plaukia, kad egzistuoja tokios tei-

giamos konstantos C1 ir C2, kad

C1|||ϕ|||≤‖ϕ‖W1−1/p
p (Rn−1)≤C2|||ϕ|||;

£ia |||·||| apibr
eºta (3.50) formule. Tod
el erdv
e W1−1/p
p (Rn−1) sutampa su funkciju�

i² erdv
es W1
p(Rn+) p
edsaku� hiperplok²tumoje xn = 0 erdve.

I�rodyt¡ teorem¡ lengvai galima apibendrinti bet kokiam sveikajam k≥1. Tik-
sliau, teisinga tokia teorema.

3.24 teorema. Tegu p > 1. Tada:

1. Funkcija u∈Wk
p(Rn+) turi p
edsak¡ hiperplok²tumoje xn = 0 ir

Dα u|xn=0 := ϕα∈Wk−|α|−1/p
p (Rn−1), |α| < k.

Be to,
‖ϕα‖Wk−|α|−1/p

p (Rn−1)≤C‖u‖Wk
p(Rn

+
); (3.55)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

2. Kiekvienam funkciju� ϕi∈Wk−i−1/p
p (Rn−1), i = 1, . . . , k−1, rinkiniui egzis-

tuoja tokia funkcija u∈Wk
p(Rn+), kad

∂iu(x′, 0)
∂xin

= ϕi(x′), i = 1, . . . , k − 1,

ir yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Wk
p(Rn

+
)≤C

k−1∑
i=0
‖ϕi‖Wk−i−1/p

p (Rn−1); (3.56)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkre£iu� elementu� ϕi.
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I ² v a d a . I² (3.55) ir (3.56) nelygybiu� i²plaukia, kad egzistuoja tokios tei-
giamos konstantos C1 ir C2, kad

C1|||ϕ|||≤‖ϕ‖Wk−1/p
p (Rn−1)≤C2|||ϕ|||.

Kartu galime tvirtinti, kad erdv
e W1−1/p
p (Rn−1) sutampa su funkciju� erdv
es

Wk
p(Rn+) p
edsaku� hiperplok²tumoje xn = 0 erdve.
Tarkime, Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis ir S = ∂Ω � Ck klas
es pavir²ius.

Tada yra teisinga teorema.

3.25 teorema. Tegu p > 1. Tada:

1. Funkcija u∈Wk
p(Ω) turi p
edsak¡ pavir²iuje S ir

Dα u
∣∣
S

= ϕα∈Wk−|α|−1/p
p (S), |α| < k.

Be to,
‖ϕα‖Wk−|α|−1/p

p (S)≤C‖u‖Wk
p(Ω);

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

2. Bet kokiai funkcijai ϕ∈Wk−1/p
p (S) egzistuoja tokia funkcija u∈Wk

p(Ω),
kad u|S = ϕ ir yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Wk
p(Ω)≤C‖ϕ‖Wk−1/p

p (S);

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento ϕ.

�i¡ teorem¡ galima i�rodyti i�prastu b	udu. Tik i² pradºiu�, naudojant vieneto
skaidini�, reikia apibr
eºti erdv¦ Wk−1/p

p (S) . Teoremos i�rodym¡ galima rasti [?]
knygoje.

P a s t a b a . Kiekvienai funkcijai u∈Wk
p(Ω) pavir²iuje S galima apibr
eºti

jos normalines i²vestines iki (k − 1)-osios eil
es imtinai. Tod
el 3.25 teoremos
antr¡j¡ dali� galima apibendrinti (ºr. 3.24 teoremos antr¡ teigini�).

I²nagrin
esime antr¡ji� atveji�. Tarkime, p = 2. Priminsime, kad erdv
e Wk
2 yra

Hilberto erdv
e. J¡ ºym
esime Hk.

3.26 teorema. Tegu k > 1/2 ir u∈Hk(Rn). Tada funkcija u turi p
edsak¡

u
∣∣
xn=0∈Hk−1/2(Rn−1)

ir yra teisinga nelygyb
e

‖u‖Hk−1/2(Rn−1)≤C‖u‖Hk(Rn); (3.57)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u∈Hk(Rn).
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/ Kadangi aib
e C∞0 (Rn) yra tir²ta erdv
eje Hk(Rn), tai teorem¡ pakanka
i�rodyti funkcijoms i² C∞0 (Rn).

Tegu u∈C∞0 (Rn) ir

û(ξ′, xn) = (2π)−(n−1)/2
∫

Rn−1

e−ix
′ξ′u(x′, xn) dx′

yra funkcijos u Furj
e transformacija kintamu�ju� x′ = (x1, . . . , xn−1) atºvilgiu.
Kita vertus,

û(ξ′, xn) = 1√
2π

∞∫
−∞

û(ξ)eiξnxn dξn;

£ia û(ξ) � funkcijos u Furj
e transformacija visu� kintamu�ju� x atºvilgiu. Kadangi
|eiξnxn | = 1, tai

|û(ξ′, 0)|≤ 1√
2π

∞∫
−∞

|û(ξ)| dξn. (3.58)

Pagal Helderio nelygyb¦

∞∫
−∞

|û(ξ)| dξn≤
( ∞∫
−∞

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξn
)1/2( ∞∫

−∞

dξn
(1 + |ξ′|2 + |ξn|2)k

)1/2
.

Paskutiniame integrale vietoje kintamojo ξn i�veskime nauj¡ kintam¡ji� t pagal
formul¦

ξn = t
√

1 + |ξ′|2.

Tada
∞∫
−∞

dξn
(1 + |ξ′|2 + |ξn|2)k = 1

(1 + |ξ′|2)k−1/2

∞∫
−∞

dt

(1 + t2)k .

Pagal teoremos s¡lyg¡ k > 1/2. Tod
el

∞∫
−∞

dt

(1 + t2)k = M <∞

ir
∞∫
−∞

|û(ξ)| dξn≤
( ∞∫
−∞

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξn
)1/2 M

(1 + |ξ′|2)k−1/2 .

Sugretin¦ pastar¡j¡ nelygyb¦ su (3.58), gausime

∫
Rn−1

(1 + |ξ′|2)k−1/2|û(ξ′, 0)|2 dξ′≤M2π

∞∫
−∞

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξndξ′.
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Rei²kinys nelygyb
es kair
eje yra ekvivalentus ‖u‖2Hk−1/2(Rn−1), o rei²kinys de²in
eje
� ‖u‖2Hk(Rn). Tod
el ∀u∈C∞0 (Rn) yra teisinga (3.57) nelygyb
e. Kartu ²i nelygyb
e
yra teisinga ir ∀u∈Hk(Rn). .

I ² v a d o s :

1. Tegu k > |α| + 1/2 ir funkcija u∈Hk(Rn). Tada jos i²vestin
e Dα u turi
p
edsak¡

Dα u
∣∣
xn=0∈Hk−|α|−1/2(Rn−1)

ir yra teisinga nelygyb
e

‖Dα u‖Hk−|α|−1/2(Rn−1)≤C‖u‖Hk(Rn);

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u∈Hk(Rn).

2. Tegu m < n, k > |α|−(n−m)/2 ir funkcija u∈Hk(Rn). Tada jos i²vestin
e
Dα u turi p
edsak¡

Dα u
∣∣
Rm∈Hk−|α|−(n−m)/2(Rm)

ir teisinga nelygyb
e

‖Dα u‖Hk−|α|−(n−m)/2(Rm)≤C‖u‖Hk(Rn);

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

P a s t a b a . Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � Ck+ε klas
es
pavir²ius. Tada 1 i²vadoje erdv¦ Rn−1 galima pakeisti pavir²iumi S, o 2 � erdv¦
Rs glodºiu s-ma£iu pavir²iumi Γ ⊂ Ω.

I�rodysime atvirk²tini� teigini�.

3.27 teorema. Tegu ϕ∈Hk−1/2(Rn−1), k > 1/2. Tada egzistuoja tokia funk-
cija

u∈Hk(Rn),

kad
u(x′, 0) = ϕ(x′)

ir
‖u‖Hk(Rn)≤C‖ϕ‖Hk−1/2(Rn−1); (3.59)

£ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento ϕ.

/ Pakanka i�rodyti, kad teorema teisinga ∀ϕ∈C∞0 (Rn−1). Apibr
eºkime funk-
cij¡

û(ξ′, xn) = ϕ̂(ξ′)w(xn
√

1 + |ξ′|2);

£ia w∈C∞0 (R1) ir w(t) = 1 ta²ko t = 0 aplinkoje. Apskai£iav¦ taip apibr
eºtos
funkcijos Furj
e transformacij¡ kintamojo xn atºvilgiu, gausime

û(ξ) = ϕ̂(ξ′)(1 + |ξ′|2)−1/2ŵ
(
ξn(1 + |ξ′|2)−1/2).
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Funkcijos u normos kvadratas erdv
eje Hk(Rn) ekvivalentus integralui∫
Rn

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξ

Pastar¡ji� integral¡ integruodami atskirai pagal kintamuosius ξ′ ir ξn, gausime

∫
Rn−1

|ϕ̂(ξ′)|2(1 + |ξ′|2)−1
∞∫
−∞

(1 + |ξ′|2 + ξ2
n)k|ŵ

(
ξn(1 + |ξ′|2)−1/2)|2 dξndξ′ =

=
∫

Rn−1

|ϕ̂(ξ′)|2(1 + |ξ′|2)k−1/2 dξ′
∞∫
−∞

(1 + t2)k|ŵ(t)|2 dt≤C‖ϕ‖2Hk−1/2(Rn−1).

Tod
el sukonstruotai funkcijai u teisinga (3.59) nelygyb
e. Beliko i�rodyti, kad
u(x′, 0) = ϕ(x′). Ta£iau tai i²plaukia i² formul
es û(ξ′, 0) = ϕ̂(ξ′). .

I ² v a d o s :

1. Tegu k > 1, ϕi∈Hk−i−1/2(Rn−1), i = 0, . . . , s ir k − s > 1/2. Tada
egzistuoja tokia funkcija u∈Hk(Rn), kad

∂iu(x′, 0)
∂xin

= ϕi(x′), ∀i = 0, . . . , s,

ir teisinga nelygyb
e

‖u‖Hk(Rn)≤C
s∑
i=0
‖ϕi‖Hk−i−1/2(Rn−1);

£ia konstanta C nepriklauso nuo elementu� ϕ1, . . . , ϕs.

2. Tegu ϕα∈Hk−|α|−(n−m)/2(Rm), k > (n −m)/2, α � multiindeksas, k −
|α| − (n−m)/2 > 0. Tada egzistuoja tokia funkcija u∈Hk(Rn), kad

Dα u
∣∣
Rm = ϕα

ir teisinga nelygyb
e

‖u‖Hk(Rn)≤C
∑
α

‖ϕα‖Hk−|α|−(n−m)/2(Rm);

£ia konstanta C nepriklauso nuo ϕα.
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3.9. U�DAVINIAI

1. I�rodykite nelygybes

(a) |Ω|−1/p‖u‖Lp(Ω)≤|Ω|−1/q‖u‖Lq(Ω), ∀u∈Lq(Ω), p≤q;

(b) ‖u‖Lq(Ω)≤‖u‖αLp(Ω)‖u‖
−α
Lr(Ω), u∈Lr(Ω),

p≤q≤r, 1/q = α/p+ (1− α)/r;
(c) ‖u‖Lq(Ω)≤ε‖u‖Lr(Ω) + ε−α‖u‖Lp(Ω), p≤q≤r,

α = (1/p− 1/q)(1/q − 1/r).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Jungo ir Helderio nelygyb
emis.

2. I�rodykite, kad (2.19) ir (2.20) normos yra ekvivalen£ios.

3. Tegu Ω yra apr
eºta i²kila sritis, u∈W1
1(Ω). I�rodykite, kad b.v. x∈Ω

teisinga nelygyb
e

|u(x)− uω|≤
dn

n|ω|

∫
Ω

|x− y|1−n|uy| dy, uω = 1
|ω|

∫
ω

u(x) dx;

£ia d = diam Ω, ω ⊂ Ω � kokia nors mati aib
e, |ω| 6= 0.
N u r o d y m a s . I�sitikinkite, kad pastar¡j¡ nelygyb¦ pakanka i�rodyti
funkcijoms u∈C1(Ω) ir pasinaudokite Niutono�Leibnico formule.

4. Tegu fi∈C∞0 (Rn−1), i = 1, . . . , n. I�rodykite nelygyb¦∫
Rn

n∏
i=1

fi(x′) dx≤
n∏
i=1

( ∫
Rn−1

|fi(x′)|n−1 dx′
)1/(n−1)

;

£ia fi(x′) = fi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).
N u r o d y m a s . Pasinaudokite matematin
es indukcijos metodu.

5. Tegu Ω yra apr
eºta i²kila sritis, u∈W1
1(Ω). I�rodykite nelygyb¦

‖u− uω‖Lp(Ω)≤
(
|S1|/|ω|

)1−1/p
dn‖ux‖Lp(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite 3 uºdaviniu.

6. Tegu p∈[1,∞). I�rodykite, kad kiekvienai funkcijai u∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga

nelygyb
e

‖u‖Lp(Ω)≤
(
|Ω|/|S1|

)1/n‖ux‖Lp(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Frydrichso�Puankare nelygybe.
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7. Tegu u∈ W̊1
p(Ω), p > n. I�rodykite, kad funkcija u∈C1−n/p(Ω) ir teisinga

nelygyb
e
osc

Ω∩BR
u≤CR1−n/p‖ux‖Lp(Ω);

£ia konstanta C priklauso tik nuo n ir p.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite 3.6 teoremos i�rodymu.

8. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � C1 klas
es pavir²ius.
I�rodykite, kad funkcija u∈W1

∞(Ω) tada ir tik tada, kai ji srityje Ω tenkina
Lip²ico s¡lyg¡.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Niutono�Leibnico formule.

9. I�rodykite, kad kiekvienai funkcijai u∈C∞0 (Ω) ir ∀k > 0 teisinga formul
e

u(x) =
n∑

i1,..,ik=1

∫
Rn

∂ku(u)
∂yi1 · · · ∂yik

(xi1 − yi1) · · · (xik − yik)
(k − 1)!|S1||x− y|n

dy.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite tapatybe

n∑
ik=1

∂

∂xk

(xi1 − yi1) · · · (xik−1 − yik−1)(xik − yik)
|x− y|n

=

= (k − 1)
(xi1 − yi1) · · · (xik−1 − yik−1)

|x− y|n
;

£ia k≥2, i1, . . . , ik−1 � �ksuoti, i²vestin
es apibendrintos.

10. Tegu Ω yra apr
eºta erdv
eje Rn sritis, S = ∂Ω � Ck klas
es pavir²ius,
0≤r < k, s > n− p(k − r), k − r − n/p+ s/q∗ = 0. I�rodykite, kad erdv
e
Wk

p(Ω) i�sideda i� erdv¦ Wr
q∗(Ωs).

N u r o d y m a s . I² pradºiu� i�rodykite, kad erdv
e W̊k
p(Ω) ↪→Wr

q∗(Ωs) (ºr.
9 uºdavini� ir 3.12 nelygyb¦). Po to pasinaudokite 2.17 teorema.

11. Tegu k∈[0, 1/2). I�rodykite nelygyb¦

‖x−ku‖L2(0,∞)≤C‖u‖Hk(0,∞), ∀u∈C∞0 (0,∞).

N u r o d y m a s . I² pradºiu� patikrinkite tapatyb¦ u = v − w; £ia

v(x) = 1
x

x∫
0

(u(x)− u(s)) ds, w(x) =
∞∫
x

1
s
v(s) ds.

Po to i�rodykite nelygybes:

‖x−kv‖L2(0,∞)≤C1‖u‖Hk(0,∞), ‖x−kw‖L2(0,∞)≤C2‖u‖Hk(0,∞).
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