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ISKYRIUS

Sumuojamu funkcijy erdves

1.1. APIBRZIMAS IR PAGRINDINES SAVYBES

Tegu Q yra sitis erdvéje R™, p > 0. Raide L, () Zymésime iSmatuojamy
srityje  funkcijy u = u(z), z € Q aibe tokiu, kad integralas'

/|u(m)|pdﬂc < .

Pakeite funkcijos u € L,(€2) reiksmes kokioje nors nulinio mato tasky aibéje
gausime funkcija, su kuria §is integralas jgyja ta pacia reikSme. Todél visas
tokias funkcijas mes galime laikyti ekvivalen¢iomis ir Zyméti ta pacia raide u.

Jeigu u € L, () ir ¢ € R arba C, tai cu € L,(€2) . Be to, jeigu u,v € Ly(£),
tal u+ v € L, () . Paskutinis teiginys isplaukia i§ nelygybés

|a + 6" < 2P(Jal” + [b["),
kuri yra teisinga su bet kokiais realiais skaitiais a ir b. Taigi aibé L,(Q) yra
tiesiné. Skaiciy
» 1/p
fullyior = ([ et ar) ", p=1
Q

vadinsime funkcijos u € L,(€2) norma. Taip apibrézta norma tenkina visas
normos apibrézimo salygas:

L JullL, @) = 0 ir [Jully, o) = 0 tada ir tik tada, kai u = 0.
2. HCU”LP(Q) = C”uHLp(Q), Ve e C ar R.

3. Jlut vl < llullL, @ + Vi, @-
Paskutiné nelygybé vadinama Minkovskio nelygybe (zr. 1.2 skyrelj).

Jeigu p € (0,1) aibé L,(€2) néra normuojama. Tafiau joje galima apibrézti
metrika

plu,v) = / ju(z) — ()P d.
Q

Sakysime iSmatuojama srityje € funkcija u yra i§ esmés aprézta Sioje srityje,
jeigu |u(z)| < const beveik su visais « € Q. Visy tokiy funkcijy aibe zZymésime
Lo (€2), o tiksly apatinj tokiy konstanty rézj vraisup |u(z)| arba ess sup |u(z)].

zEQ zEQ
Skaiciy © ©
lullr . oy =vraisup |u(z)]
e

'Funkcijos |u|P i§matuojamumas seka i§ funkcijos u i§matuojamumo.
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vadinsime funkcijos u € Loo(€2) norma. Tiesiogiai galima jsitikinti, kad taip
apibrézta norma tenkina visas normos apibrézimo salygas.
Skai¢iy p € (1, 00) atitinka skai¢ius ¢ € (1, 00) apibréztas formule

S =1
P q

Nagrinéjant erdvés L, (£2) savybes lygiagreciai patogu nagrinéti to paties tipo
erdve Ly (2) . Funkcijoms u € L, (), v € Lq(€) yra teisinga Helderio nelygybé
(zr. 1.2 skyrelj)
[u(z)v(z)] dr < [JullL, @ llullL,@)-
Q
Kai p = 2 erdvé Ly(f2) yra Hilberto erdvé. Joje skaliarine sandauga galima
apibrézti taip:
(U, v)1y00) = /u(x)v(ac) dx.
Q

Funkcijoms i§ erdvés Lo(Q2) yra teisinga Schwarco nelygybeé
|, 0) o) < Mulli @) vllez )
Ji i8plaukia i§ Helderio nelygybeés.

1.1 lema. IBmatuojama funkcija u priklauso erdvei L, () tada ir tik tada,
kai

sup{/ lu(z)|v(z) dr - v(z) > 0,2 € Q, v, (@) < 1}
Q

yra baigtinis ir tada 3is supremumas yra ekvivalentus [jully, (q)-

Su visais p > 0 erdvé L,(Q2) yra pilna. Kai p € [1,00] erdvé L,(Q) yra
Banacho erdvé. Kai p € (1,00) erdé L,(£2) yra separabili (t.y joje egzistuoja
skaiti visur tir§ta aib¢). Erdvé L., (Q) néra separabili. Erdvé C(Q) yra erdvés
Loo () poerdvis. Erdvé C(€2) yra separabili, jeigu sritis Q yra aprézta.
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1.2. KAl KURIOS DAZNAI VARTOJAMOS NELYGYBES

1. Tegu p > 1. Tada Va,b € R! yra teisinga Jungo nelygybé:

1 1 , 1 1
lab| < 5|a|p + ]7|b|p ' +—- =1 (L.1)

/

I8 jos lengvai iSvedama nelygybé

eP/r
blP, Ve>0,
|

abl < ZJaf? + =
p p
kuri, kai p = 2, virsta tokia:
ab| < Elal? + b2, Ve >0
-2 2¢ '
2. Tegu p > 1. Tada Vu € L(2), Yv € Ly (2) yra teisinga Helderio nelygybe:

1 1
[ @@ da] < ol S +7=1 a2
Q

Pastaroji nelygybé islieka teisinga, kai p = 1, ¢ = oo. Taikant matematinés
indukcijos metoda, Jungo ir Helderio nelygybes galima apibendrinti. Tik-
sliau, yra teisingos tokios nelygybés:

N N
1 )
lay ... an| < E ;|aipz7 ‘/Ul---wUNdJ?’SH”UiHLpi(Q)?
i=1 1" i=1
Q

1
Pi

N

daa; €RY uy € Ly (Q), pi >1,Vi=1,2,...,Nir 3
i=1

v € Ly (), tai uv € L, ()

Jeigup > 0,¢>0,1/p+1/g=1/riru € Ly(Q),
ir yra teisinga nelygybe

[[uv]

L) < llullu, @ lvliLg@)-
3. Tegu p > 1. Tada Yu, v € L,(2) yra teisinga Minkovskio nelygybé:
[u+vlL, @) < llullL,@ + v, @)- (1.3)

4. Tegu § yra aprézta sritis erdvéje R™. Tada Vy € R” yra teisinga nelygybé

(2d)"—*

/|x—y|75dx§ |S1] , 0<e<m (1.4)
Q

¢ia d = diam .
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5. Tegul <p<oo, X CR", Y C R"ir f — apibrézta, macioji aibéje X x Y
funkcija. Tada yra teisinga Minkovskio nelygybé kartotiniams integralams

1/p /p
/’/fxydy‘ dx //|fxy|pdx dy, (1.5)

jeigu tik integralas (1.5) nelygybés desinéje yra baigtinis.
Si@ nelygybe jrodysime, kai abu integralai yra baigtiniai. Pazymékime

r) = \Y/f@c,y) .
[rr@de< [F1@) [ 1) duds -
X Y

X
- / / ()| FP~ () dady <
Y X

< /</|f(x,y)|pdx)l/p(/Fp(:z:) dx)l/p/ dy.
voX

X

Tada

Ivertindami pastarajj integrala, pasinaudojome Helderio nelygybe. Su-
prastine kairigjg ir deSinigja gautos nelygybés puses, i§

( / PP() d:c) v
X

gausime (1.5) nelygybe.

6. Tegu f yra pustieséje ¢ > 0 diferencijuojama funkcija ir jos iSvestine f’' €
Lp(Ri), p > 1. Tada yra teisinga HardZio nelygybé

P \? /
I = P Pt < P dt. '
[ -soras (G2 [irora. ae
0 0
Pagal Niutono—Leibnico formule

() — F0) =t / f(r) dr = / f(st) ds.
0 0

Todel

1
f'(st)d "t
[ renad
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Pagal Minkovskio nelygybe

1

1 0 0
1/
Il/pﬁ/ /|f’ (st) |pdt ds:/sfl/pd8</|f/(t)|pdt) ’
0o 0 0

0

Apskaiciave integrala nuo s~ /P ir pakéle abi gautos nelygybés puses laip-
sniu p, gausime (1.6) nelygybe.

1.1 teorema (Interpoliaciné nelygybé). Tegu 1 < p < ¢ < r ir skaicius 6 €
(0,1) yra tokie, kad
1 6 1-90
+ .

qa p r
Tada jeigu u € L,(2) NL,(£2), tai u € Lq(Q) ir

llullL,

1.2 teorema. Tegu ) yra aprézta sritis erdvéje R™ ir 1 < p < g < oo. Tada
jeigu u € Ly (), tai u € L,(Q) ir yra teisinga nelygybé

ulle, @) < 12177 [ur, (q)-



2SKYRIUS

Apibendrintosios idvestinés ir Sobolevo erdves

Klasikinéje daliniy i§vestiniy lygéiy teorijoje nagrinéjamy lygéiy sprendiniai yra
ieskomi pakankamai glodziy funkcijy klaséje. Taciau praktikskai daznai susidu-
riama su tokiomis lygtimis, kurios negali turéti glodZiy sprendiniy, nors apraSo
paprastus ir daznai gamtoje pasitaikancius reigkinius. PavyzdZziui, bangavimo
lygtis
gy — a2 (2) Uy = 0

su trukiu koeficientu a apraSo nevienalytés stygos svyravima. Akivaizdu, kad
tokios lygties sprendinys negali turéti tolydziy antrosios eilés iSvestiniy.

I8 pateikto pavyzdzio matome, kad nagrinéjant tokias daliniy i§vestiniy lygtis
ju sprendiniams reikia suteikti kita, platesne prasme. Tiksliau, sprendiniy reikia
ieskoti platesnéje funkcijy klaséje, kuriai priklausyty ir trukios funkcijos. Kartu
§i funkcijy klasé neturi buti labai plati. Ja reikia parinkti taip, kad apiben-
drintasis sprendinys buty vienintelis. Be to, trukios funkcijos neturi klasikiniy
i§vestiniy. Todél reikia jvesti kita (apibendrinta) i§vestinés sgvoka.

Ivairus apibendrintos i§vestinés apibrézimo variantai buvo siulomi jau tre-
Cilame §io amziaus defimtmetyje. Taciau tik ketvirto deSimtmecio pabaigoje S.
L. Sobolevas jvedé apibendrintosios i§vestinés savoka, kuri §iuo metu visuotinai
priimta; apibrézé funkcijy erdves WE(Q), WE(Q) ir nustaté pagrindinius tokiy
erdviy sarysius. Erdvés W(Q), WE(Q) placiai naudojamos siuolaikiniy diferen-
cialiniy daliniy i8vestiniy lygé¢iy teorijoje.

2.1. VIDUTINES FUNKCIJOS. JU SAVYBES

Tegu Q yra sritis erdvéje R", u — sumuojama srityje © funkcija. Prilygine ja
nuliui srities €2 iSoréje, gausime funkcija (ja Zymésime ta pacia raide), apibrézta
visoje erdvéje R™. Kiekvienai tokiai funkcijai sukonstruosime vidutiniy funkcijy
seka, kurios elementai yra glodzios ir tam tikra prasme artimos u funkcijos.

Tegu w € C*[0,00), w(t) >0, Vt € [0,1) ir w(t) =0,V ¢ € [1,00). Apibréz-
kime funkcijy seka

wp(x) = ep "w(p~|z*), = eR", p>0;

Cia ¢ — teigiama konstanta. Integralas

Jenrde=eom [ o ey da -

R"™ lz|<p

=cp "|Sl|/ “2|r|?)rm 1dr—c|51|/ Hentdt >0
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ir nepriklauso nuo parametro p. Parinkime konstanta c taip, kad

wp(z)de =1, Vp>0. (2.1)

R’VL
Su kiekvienu p > 0 funkcija w, € C*(R") ir
wp(z) >0, kai |z|<p,

wp(x) =0, kai |z|>p.
Funkcija

up(z) = / wp(z — y)u(y) dy 2.2)

yra vadinama funkcijos w vidutine funkcija. Sioje formuléje specialiai nenurodé-
me integravimo srities. Kartais taip darysime ir ateityje. Galima manyti, kad
integravimo sritis yra € arba net visa erdvé R"™. Tafiau i§ tikryjy integravimo
sritis yra

Qn{y eR™ : [z —y| < p},
nes funkcija v yra lygi nuliui srities Q iSoréje, o funkcija w,(z —y) = 0, kai

|z —yl > p.
Isnagrinésime pagrindines tokiy funkciju savybes.

1. Funkcija w, € C*(R"). Be to, (2.2) formuléje integravimo sritis yra baig-

tiné. Todél vidutiné funkcija u, € C*(R") ir ja galima diferencijuoti po
integralo zenklu:

D u,(z) = /Dg wp(x —y)u(y) dy. (2.3)

2. Tegu z € R™ : dist{z, Q} > p. Tada (2.2) formuléje pointegralinis reikinys
lygus nuliui ir vidutiné funkcija u,(z) = 0.

3. Tegu u € Ly,(Q2), p € [1,00]. Tada

lupllL, @ < llullL,@)- (2.4)

< Funkcija w, yra neneigiama. Todél

fup ()] < / wp( — y)lu(y)] dy. @.5)

Kai p = oo, (2.4) jvertis tiesiogiai iSplaukia i§ (2.5) nelygybés ir (2.1)
formulés. Kai p = 1, Sitas jvertis gaunamas integruojant (2.5) nelygybe
sritimi Q. Tegu p € (1,00). Siuo atveju

1
wo(x —y)lu(y)| = wll,/p’(a? - y)w;}/p(w —y)luy)l, p + o 1.
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Pritaike tokiai funkcijy sandaugai Helderio nelygybe bei (2.1) formule gau-

sime s
il < (f wp(m—y)IU(y)pdy> |

Pakéle abi 8ios nelygybés puses p laipsniu ir suintegrave sritimi €2, perra-
Sysime gauta nelygybe taip:

Jlusteras < [ [ - luwl dyd.
Q Q

Paskutinio integralo pointegraliné funkcija yra neneigiama. Todél galime
keisti integravimo tvarka. Be to,

/w,,(x—y)dxﬁ/wp(x—y)dle.

RTL
Taigi
[lusteyrds < [ty dz.
Q

Q

I5 sio jvercio iSplaukia (2.4) nelygybe. >

. Tegu u € L,(Q2), p € [1,00). Tada

lup —ullL, @) — 0, (2.6)
kai p — 0.

< Pasinaudoje (2.1) formule, jvertinsime skirtuma

fup(2) — u(z)] = \ [t =) ats) ~ ute) o] <

< [wple = plutw) - ulz)] dy. @)

Tegu p > 1. Pakartoje (2.4) nelygybés i§vedima, gausime

J1uste) = u@lrdo < [ [wyle = plutw) - u@)p dyds <

Q

< lswlup lu(z + 2) — u(:r:)H’I:p(Q). (2.8)
z|<p

Toks pats jvertis yra teisingas ir kai p = 1. Tik, jj iSvedant, nereikia taikyti
Helderio nelygybés.
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I5 (2.8) nelygybés isplaukia

|up —ullL, @) < \S}lp |u(x + 2) —u(z)|L, (@)-
z|<p

Funkcija u € L, (). Todél ji yra tolydi L, prasme', t.y.

sup [[u(z + 2) — u(z)|r, @) < e(p)
|z|<p

ir e(p) — 0, kai p — 0. Taigi

lup —ullL, @ — 0, kai p—0.>

Pastaba. Kai p= oo, tokios savybés néra. Be galo diferencijuojamy
funkcijy u, sekos riba erdvés Lo, (£2) normoje yra tolydi funkcija. Jeigu
u € C(Q), tai naturalu tikétis, kad u, 2 u srityje Q, kai p — 0. Taciau
Sita savybé bus teisinga tik tuo atveju, jei funkcija u pratesime j platesne
sritj i8laikydami gloduma. Pratese jg nuliu j srities 2 i8ore, bendru atveju
gausime trukia funkcija. Todél funkcijy w € C(R2) vidutines funkcijas
u,(x) nagrinésime tik tokiems = € Q, kuriems dist{x, dQ} > p. Siuo atveju
(2.2) formulé islieka teisinga nepriklausomai nuo funkcijos u pratesimo j
platesne sritj.

5. Tarkime, funkcija u € C(2). Tada
u,(r) Zu(x), YV :Q CQ.
< Tegu Q' C Q yra bet kokia grieztai vidiné sritis. Tada i§ (2.7) nelygybés
ir (2.1) formulés iSplaukia

sup |u,(z) —u(x)| < sup sup |u(z + 2z) —u(z)| — 0,
e zeQ |z|<p

kai p — 0. >

I8vada. Jeigu funkcija u yra tolydi ir finiti srityje €2, tai

u,(z) Zu(x), Vre.

Irodysime du teiginius.
2.1 teorema. Aibé C5°(Q) yra tirsta erdvéje L,(£2), Vp € [1, 00).

a4 Tegu u € L, (). Tada Ve > 0 egzistuoja tokia grieztai vidiné sritis Q' C Q,
kad
llullL, @\ <e/2.

1Si0 teiginio jrodyma galima rasti [?] knygoje.
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Apibrézkime funkcijy seka

‘() u(z), x e,
u xTr) =
0, zeR"\Q.

Akivaizdu, kad
lu® —ullL, @) <e/2.
Pakankamai maziems p > 0 funkcija u;, € C§°(Q2). Pagal 4 vidutiniy funkcijy
savybe uj, — u® erdvéje L (12), kai p — 0. Pasirinkime tokj skaiciy p, kad
g, — s |, (@) < &/2.
Tada
uf, = ullL, @) < llug —ullL, @ + lu® —ullL, @ <e
Taigi bet kokios funkcijos u € L,(£2) pakankamai maZoje aplinkoje yra funkcija

is erdvés CP(Q). >

2.2 teorema. Tarkime, funkcija u € Li.(Q2) ir integralas

/undw =0, VneCg(Q).
Q

Tada u(z) =0 b.v. z € Q.

< Tegu n yra bet kokia aprézta, mati ir finiti srityje €2 funkcija. Parodysime,

kad
/undm =0.

Q
Pakankamai maziems p funkcija 7, € C§°(£2). Pagal teoremos salyga

/unp dxr = 0. 2.9)

Q

Kadangi n, — n erdvéje L(£2), kai p — 0, tai egzistuoja tokia artéjanciy i nulj
teigiamy skaiciy seka {py}, kad 7,, (z) = n(z) b.v. = € Q. Pagal 3 vidutiniy
funkcijy savybe

701 ()] < ()]
b.v. z € Q. Todél b.v. x € Q

(@), (2)] < fu(z)n(z)].

Sios nelygybés desinéje yra sumuojama srityje ) funkcija. Todél galime pasi-
naudoti Lebego teorema ir (2.9) formuléje pereiti prie ribos po integralo zenklu.

Taigi
/un dx = 0;

Q
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¢ia 1 — bet kokia aprézta, mati ir finiti srityje €2 funkcija. Imkime 8ioje formuléje

() signu(z), x €,
xTr) =
K 0, z e\ Q;

¢ia Q' C Q — bet kokia grieztai vidiné sritis. Tada

/ |u(z)| dx = 0.
o

I5 sios lygybés isplaukia, kad u(z) = 0 b.v. z € . Kadangi sritj ' C Q
pasirinkome laisvai, tai u(z) =0 b.v. z € Q. >
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2.2. KOMPAKTISKUMO KRITERIJUS ERDVESE L, ()

Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis. I§vesdami kompaktiskumo kriterijy erd-
véje Ly(Q2), remsimés Hausdorfo ir Arceld teoremomis:

2.3 teorema (Hausdorfo). Tegu X — metriné erdvé ir aibé K C X.

1. Tam, kad aibé K buty salyginis kompaktas erdvéje X butina, o jeigu X
pilna erdvé, tai ir pakankama, kad Ve > 0 aibei K egzistuoty baigtinis
tinklas.

2. Tegu X — pilna metriné erdvé. Tada aibé K yra salyginis kompaktas erd-
véje X, jeigu Ve > 0 aibei K egzistuoja salygiskai kompaktinis € tinklas.

2.4 teorema (Arcela). Aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje C () tada ir
tik tada, kai ji yra aprézta, t.y.

sup |[u||~ ey < M,
sup ey

ir vienodai tolydi, t.y.

sup sup ||u(x + z) — u(x)||c(§) — 0, kaih—0.
u€eU |z|<h

Pagal Arcela teorema aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje C(Q) tada ir
tik tada, kai:

1. Aibé U yra aprézta, t.y.

sup ||u||~ e < M.
sup ullemy

2. Aibé U yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup [u(z + 2) — w(z)q g — 0,
u€lU |z|<h

kai h — 0.
Analogiskas teiginys yra teisingas ir erdvése L, ().

2.5 teorema. Tegu Q2 C R" yra apréZta sritis, p € [1,00) ir U C L,(Q). Aibé
U yra salyginis kompaktas erdvéje L, () tada ir tik tada, kai:

1. Aibé U yra aprézta, t.y.

sup [lullp, @) < M.
uelU

2. Aibé U yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup |u(z + z) — u(z)||L, @) — 0,
wel |z|<h

kai h — 0.
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< Tarkime, aibé U yra salyginis kompaktas. Tada ji yra aprézta. Jeigu aibé U
buty neaprézta, tai egzistuoty tokia funkcijy u, € U seka, kad ||u,||L, @) > n-
Taciau tai neimanoma, nes i§ tokios sekos negalima i§skirti konverguojancio
posekio.

Irodysime, kad aibé U yra vienodai tolydi. Fiksuokime skai¢iy € > 0. Pagal
Hausdorfo teorema aibei U egzistuoja baigtinis /4 tinklas

Uy, uU2y...,UN-
Kiekviena i3 funkcijy u; € L,(€2). Todél ji yra tolydi L, prasme, t.y.

sup [lui(z + 2) —ui(z)|lL, @ — 0, Vi=1,2,...,N,
|z|<h

kai h — 0. Kartu egzistuoja toks skaicius h > 0, kad

sup sup [lui(z + 2) —ui(2)|L, @) <e/2.
i=1,...,N |z|<h

Antra vertus, kiekvienai funkcijai u € U egzistuoja toks elementas u;, kad
lu —uillL, ) <e/4.
Pagal Minkovskio nelygybe

sup sup ||u(z + 2) — u(:c)HLp(Q) < sup sup |Ju(z + z) —u;(x + z)||Lp(Q)+
u€elU |z|<h uelU |z|<h

+ sup sup |jui(z+z2) — ui(x)HLp(Q) + sup sup |lu;(z) — u(:c)||Lp(Q) <e.
i=1,...,N |z|<h wel |z|<h

Taigi aibé U yra vienodai tolydi.
Dabar tarkime, aibé U yra aprézta ir vienodai tolydi. Irodysime, kad ji yra
salyginis kompaktas erdvéje Ly (€2). Su kiekvienu fiksuotu p > 0 aibé

Up={u, :ueU}

yra salyginis kompaktas erdvéje C(2). I§ tikryjy

sup sup |u,(x)| = sup sup
u, €U, z€Q uelU ze

/wp(fﬂ —y)uly) dy‘ <

< lwplle,, @) sup [ullL, @) < Clp)M

ir
sup  sup sup |u,(z + 2) — u,(2)| =
up €U, |z|<h z€Q

= sup sup sup
u€U |z|<h xz€Q

[l =)~ e = ]ty dy‘ <

< sup sup [lwp(z + 2 —y) —wp(@ =y, @ sup ullL, @) <
z€Q |z|<h uelU
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< MIQIYP" sup_sup |wy(z + 2 — y) —wylz —y)| = 0,
z,y€Q |z|<h
kai h — 0. Kartu aibé U, yra salyginis kompaktas ir erdvéje L,(Q2) (nes
kiekviena seka, konverguojanti erdvéje C(€2), konverguoja ir erdvéje L,(€2)).
Be to,

sup [|up(x) — u(@)|L,@) < sup sup [[u(z + 2) — u(@)|L, @) < e(p);
uelU uw€elU |z|<h

¢ia e(p) — 0, kai p — 0. Vadinasi, aibé U, yra ¢(p) tinklas aibei U. Pagal
Hausdorfo teoremg aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje Ly (€2). >

Analogiskas teiginys yra teisingas ir neapréztos srities atveju. Tiksliau, yra
teisinga tokia teorema.

2.6 teorema. Tegu ) yra neaprézta sritisir 1 < p < oo. Aibé U yra salyginis
kompaktas erdvéje L,() tada ir tik tada, kai tenkinamos abi 2.5 teoremos
salygos ir

sup [JullL, @\Br) < I(R);
uclU

¢ia 6(R) — 0, kai R — oc.
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2.3.  APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES IR JU SAVYBES

Tegu v ir n yra glodzios srityje Q funkcijos, i§ kuriy bent viena yra finiti.
Tada yra teisinga integravimo dalimis formulé

/unmk dr = —/umknd:c. (2.10)

Q Q

Remiantis §ia formule, jvedama viena i§ pagrindiniy Siuolaikinés matematinés
fizikos savoky — apibendrintoji i§vestiné.

Apibrézimas. Tegu u,v € Ljo(€). Funkcija v yra funkcijos u apiben-
drintoji i§vestiné srityje €2 kintamojo zj atzvilgiu, jeigu

/unxk dx = —/vndm, Vi € C3°(Q). (2.11)

Q Q

Kaip ir klasikiniu atveju, funkcijos u apibendrinta isvestine Zymésime u,, .
Toks zyméjimas neturéty kelti painiavos, nes jei funkcija w turi klasikine i§ves-
tine, tai ji tenkina (2.10) integravimo dalimis formule, kartu ir (2.11) tapatybe.
Vadinasi, jeigu egzistuoja funkcijos u klasikiné i§vestiné, tai egzistuoja ir jos
apibendrinta i§vestiné ir jos abi sutampa.

Analogiskai apibréziamos bet kurios eilés apibendrintos iSvestinés.

Apibrézimas. Tegu u,v € Lioc(Q), a = (ay,...,a,) — fiksuotas mul-
tiindeksas ir

/uDo‘ndx = (—1)l /vndx, v € CF(Q). (2.12)
Q Q

Tada v := D u yra funkcijos u apibendrinta iSvestiné srityje €.
Apibendrintoms i§vestinéms galioja didelé dalis (ta¢iau ne visos!) klasikiniy
i§vestiniy savybiy. Paminésime kai kurias i§ jy.

1. Apibendrintos i§vestinés apibrézimas yra korektigkas. Tiksliau, jeigu v =
D> srityje Q, tai v = D%u kiekvienoje srityje Q' C Q. Norint tuo
isitikinti, pakanka (2.12) integralinéje tapatybéje paimti funkcija n, kurios
suppn C .

2. Tarkime, srityje 2 egzistuoja funkcijy w ir v apibendrintos i§vestinés D* u
ir D*v. Tada egzistuoja ir ju tiesinio darinio cju + cov apibendrinta
i§vestiné D(ciu + cov) ir teisinga formulé

D*(cru+ cov) = ¢t D¥u+ co D v.
Si formulé tiesiogiai i8plaukia i§ apibendrintos iSvestinés apibrézimo.

3. Jeigu srityje 2 egzistuoja funkcijos u apibendrinta i§vestiné D u, tai ji
yra vienintelé. Irodysime tai. Tegu v; = D u ir v = D u yra funkcijos
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u apibendrintos i§vestinés srityje 2. Tada funkcija v = v; — v tenkina
integraline tapatybe

/v(x)n(m) dx =0, V¥YneCi(Q).
Q

Pagal 2.2 teorema v(x) = 0 b.v. x € Q. Taigi v; = va.

. Tarkime, srityje Q egzistuoja funkcijos v apibendrinta i§vestiné v = D% u

ir funkcijos v apibendrinta i§vestiné w = D v. Tada srityje Q egzistuoja
funkcijos v apibendrinta i§vestiné D4  ir ji sutampa su w. I§ tikryjy

/upawndx: (=1)'! /vD%dx = (~1)le+7] /wndw-

Q Q Q

Taigi w = D**P u.

. Bet kokioje grieztai vidinéje srityje Q' C Q pakankamai maziems p galima

keisti vietomis vidurkinimo ir diferencijavimo operacijy tvarka. Irodysime
tai. Tegu v = D%wu yra funkcijos u apibendrinta i§vestiné srityje Q, § =
dist{Q, 00}, x € ' ir p < 4. Kintamyjy y atzvilgiu funkcija w,(z —y) €
Cs° (). Be to,

0 0
— W —y)=——w — Vk=1,2,...,n.
axk P(x y) 8yk p(m y)? k 9 an

Todél
D u(a) = [ D2 eplo = y)uly) dy =

— (~1)lel / D& wp(a — y)uly) dy = / wp( — y)(y) dy = vy(2).

Taigi
vp(x) = D% upy(x). (2.13)

P astab a. Kadangi funkcijos v, ir u, yra glodzios, tai (2.13) formuléje
i8vestiné D yra klasikiné.

Tegu funkcijos u apibendrinta i§vestiné D*u € L,(2), 1 < p < co. Tada
i§ (2.13) formuleés ir 4 vidutiniy funkcijy savybés isplaukia, kad

D*u, = (D" u)p — D%, (2.14)

erdvéje L, (), VQ': Q' C Q, kai p — 0.

. Dviejy funkcijy sandaugos apibendrintai i§vestinei galioja jprasta formulé.

Tiksliau, jeigu srityje Q egzistuoja funkcijy u,v apibendrintos iSvestinés
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Uy, , Vg, ir reidkinys uy,v + uv,, yra lokalial sumuojama srityje  funk-
cija, tai egzistuoja sandaugos uv apibendrinta i§vestiné (uv)., ir teisinga
formulé

(W) g, = Uy, U + UV, . (2.15)

Dél paprastumo §j teiginj jirodysime, kai funkcijos u, v, ug, ir v,, yralokaliai
kvadratu integruojamos srityje 2. Laisvai pasirenkame n € C3°(Q2). Tada

/upvpnzi der = — /(upm-vp + up’upzi)n dx, Vp>0. (2.16)
Q Q

Be to,
Up —> Uy, Vp =V, Upg, — Uz;, Vpz; — Vg,

erdvéje Lo(Q), VO : Q C Q, kai p — 0. Remiantis 3 vidutiniy funkcijy
savybe, (2.16) tapatybéje galima pereiti prie ribos. Taigi

/Uvnri dr = — /(u"czv + UUzL)’I? dx

Q Q
ir teisinga (2.15) formulé.

Suformuluosime kitg apibendrintos i§vestinés apibrézimg ir jrodysime, kad
abu apibrézimai yra ekvivalentus.
Apibrézimas. Tegu funkcijos u ir v € Lioc(Q2). Sakysime, funkci-
ja v yra funkcijos w apibendrinta iSvestiné srityje € ir raSysime v = D%u,
a = (ay,...,q,) — fiksuotas multiindeksas, |a| = k, jeigu egzistuoja tokia seka
{um} € C¥(), kad
Upy —> Uy, DUy, — v

erdvéje! Lioe(2), kai m — oo.
Tegu v = D u pagal pastaraji apibrézima. Tada Vm = 1,2,... yra teisinga
integravimo dalimis formulé:

/um D ydx = (—1)le /Da umndz, Yne Cio(N). (2.17)
Q Q

Peréje Sioje formuléje prie ribos, kai m — oo, gausime, kad funkcijos w ir v
tenkina (2.12) tapatybe, t.y. v = D u pagal pirmaji apibrézima.
Tegu v = D*u pagal pirmajj apibrézima. Tada V p > 0 vidutinés funkcijos
u, € C*(Q) ir
@ . @ «
U, = u, D up—(D u)p—)D U

erdvéje Lio.(Q), kai p — 0. Vadinasi, v = D* u pagal antrajj apibréZima.

ISakysime, seka {um} konverguoja j funkcija u erdvéje Lioe(9), jeigu um — u erdvéje
L(Q), kai m — oo; ¢ia Q' — bet kokia grieztai vidiné sritis.
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2.7 teorema. Tarkime, Vm = 1,2, ... funkcija u,, srityje € turi apibendrin-
ta iSvesting D u,, ir
U — U, D%u,, —v

erdvéje Lioe(2), kai m — oo. Tada srityje Q egzistuoja funkcijos u apibendrinta
iSvestiné D™ w ir ji lygi v.

Norint jrodyti Sia teorema, pakanka (2.17) formuléje pereiti prie ribos, kai
m — o0o.

Pastaba. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai sekos {u,,} ir
{D* u,, } konverguoja silpnai, t.y. pakanka reikalauti, kad ¥n € C5°(Q)

/umnd:c% /undx, /Da Umn dx — /vndaj,
Q Q Q

Q

kai m — oo.

Tarkime, srityje (2 egzistuoja funkcijos u pirmos eilés apibendrintos isvestinés
Uy, , Vi =1,2,...,n, ir y = y(z) — C! klasés difeomorfizmas, transformuojantis
stitj 2§ sritj €. Trodysime, kad funkcija @(y) = u(z(y)) srityje Q turi pirmosios
eilés apibendrintas i§vestines ir jos skai¢iuojamos pagal jprastas formules. Pagal
antra apibendrintos isvestinés apibrézima egzistuoja tokia seka {u,,} C C1(Q),
kad

Uy, — U, Umz; — Ug,

erdvéje Lioc(92), kai m — 0o. Tegu Gy, (y) = um (z(y)). Tada

~ n O
~m Cl Q P ~m = ma:-iz
u € ( ) u Yr zzzlu’ Iayk

ir

n
. - . Oz;
Uy —> U, U — Uy,
" e 2 gy
=1
erdvéje Lo (), kai m — co. Pagal 2.7 teorema srityje Q egzistuoja funkcijos 4
pirmosios eilés apibendrintos iSvestinés ,, ir yra teisingos jprastos formulés

- i ox;
(. :;uxi@7 Vk=1,2,...,n.

Analogiskas teiginys teisingas ir aukstesniyjy eiliy apibendrintoms iSvesti-
nems.

Priminsime vieng paprasta fakta i§ analizés: diferencijuojama funkcija, ku-
rios visos pirmosios eilés i§vestinés lygios nuliui, yra konstanta. Si savybé yra
teisinga ir apibendrintoms iSvestinéms. Cia irodysime bendresnj teiginj.

2.8 teorema. Tarkime, funkcija u srityje € turi visas k-osios eilés apiben-
drintas i$vestines ir jos visos lygios nuliui. Tada funkcija u yra (k — 1)-ojo
laipsnio polinomas srityje €.
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< Pagal teoremos salyga V' : ¥ C Q ir pakankamai maZiems p teisinga

lygybé
D*u, = (D" u)p =0, |a|=k.

Kadangi u, yra glodi funkcija ir visos jos k-osios eilés iSvestinés lygios nuliui,
tai
up(z) = P (z);

¢ia P yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. Pagal 3 vidutiniy funkcijy savybe
”P(p)”L(Q’) = |luplln) < llullLey-

I5 ¢a isplaukia, kad aibé {P(f’)}p>0 aprézta. Kartu ji yra kompaktiné, nes
(k — 1)-ojo laipsnio polinomy aibé yra baigtinio matavimo erdvé. Todél i§ jos
galima i8skirti posekj

Upy, (:L‘) = P(pk)(x)v

konverguojantj erdvéje L(€'). Tarkime, (k — 1)-ojo laipsnio polinomas P(x) yra
Sio posekio ribinis elementas. Pagal 4 vidutiniy funkcijy savybe

up, () = u(x).

Taigi u(z) = P(x) srityje . Kadangi sritj Q' C Q pasirinkome laisvai, tai

srityje Q. >
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2.4. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES IR
ABSOLIUCIAI TOLYDZIOS FUNKCIJOS

Apibendrintos ir klasikinés i§vestinés savokos i§ esmés skiriasi. Tai susije su
tuo, kad apibendrinta i§vestiné turi integralinj pobudj. Priminsime, kad apiben-
drinta iSvestiné — tai lokaliai sumuojama funkcija. Ta¢iau sumuojama funkcija
yra apibréziama nulinio mato tasky aibés tikslumu ir j ja reikia ziureti kaip
i ekvivalenéiy funkcijy klase. Todél toliau kalbédami apie taSkines funkcijy
savybes, pavyzdziui, tolyduma, turésime omenyje, kad funkcijos ekvivalentisku-
mo klaséje galima iSrinkti atstova, turintj nurodyta savybe. Be to, visa ekvi-
valentiskumo klase, kaip ir konkrety jos atstova, zZymésime ta pacia raide.

Nagrinéjant funkcija u, turinéig tam tikros eilés apibendrintas iSvestines,
sumuojamas laipsniu p srityje 2, svarbu zinoti, kokj glodumy ji gali igyti, jos
reik§mes kaip nors pakeitus nulinio mato tasky aibéje. Atsakymas ¢a prik-
lauso nuo srities 2 matavimo, apibendrinty i§vestiniy eilés ir nuo rodiklio p.
Tokie teiginiai (jdéjimo teoremos) bus nagrinéjami véliau. O dabar istirsime
daug paprastesnj klausima. Tiksliau, parodysime, kad pirmos eilés apibendrinty
iSvestiniy egzistavimas susijes su absoliutaus tolydumo savoka.

2.9 teorema. Tegu n = 1. Tada:

1. Jeigu u yra absoliuciai tolydi segmente [a,b] funkcija, tai intervale (a,b)
egzistuoja jos apibendrinta iSvestiné u, € L(a,b) ir ji b.v. = € (a,b)
sutampa su klasikine iSvestine.

2. Jeigu u € L(a,b) ir intervale (a,b) egzistuoja apibendrinta i§vestiné u, €
L(a,b), tai funkcija u yra absoliuciai tolydi segmente [a,b] ir yra teisinga

formulé
xT

u(z) = u(a) + / wy(y) dy:

a

¢ia u, — apibendrinta iSvestiné.

< Tarkime, funkcija u yra absoliudiai tolydi segmente [a,b]. Tada b.v. x €
(a, b) egzistuoja klasikiné i§vestiné u, ir ji yra sumuojama intervale (a, b). Kiek-
vienai funkcijai n € C§°(a,b) funkcija un yra absoliuciai tolydi. Todeél b.v.
x € (a,b) egzistuoja klasikiné igvestiné

(W?)x = Uz + UMy

ir
b
/(uwn + un,) dx = 0.

a

I8 Sios integralinés tapatybés iSplaukia, kad wu, yra funkcijos u apibendrinta
iSvestiné.
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Tarkime, funkcija v € L(a,b) yra funkcijos u apibendrinta iSvestiné. Tada
funkcija

wl@) = [ o) dy

a

yra absoliu¢iai tolydi. Pagal pirma teoremos teiginj ji intervale (a, b) turi apiben-
drinta i$vestine w, = v. Tadiau (u—w), = 0 ir pagal 2.8 teorema u(z) —w(z) =
const. I§ ¢ia iSplaukia, kad funkcija u yra absoliu¢iai tolydi ir const = u(a).
Kadangi apibendrinta iSvestiné u, = v, tai

x

w(z) =u(a) + /uy(y) dy.>

a

Pastaba. Jeigu tolydi funkcija w turi klasikine i§vestine b.v. z € (a,b),
bet néra absoliuciai tolydi, tai intervale (a,b) apibendrintos i§vestinés ji neturi.
Taigi i§ klasikinés i§vestinés egzistavimo b.v. z € (a, b) dar neseka apibendrintos
iSvestinés egzistavimas intervale (a, b).

Isnagrinésime keliy kintamyjy atvejj.

2.10 teorema. Tarkime, n > 1 ir srityje ) funkcija w turi apibendrinta
isvesting u,,. Tada w yra absoliuciai tolydi funkcija kintamojo x; atzvilgiu,
b.v. likusiems kintamiesiems z;, = (%1,...,%i—1,Tit1,...,Ln) I yra teisinga
Niutono—Leibnico formulé

d
u(x + he;) —u(x) = d—u(acl, ey X1y Ty KLy e e vy L) AT
T

Zq

diae; = (0,...,0,1,0,...,0), o integravimo réZiai yra tokie, kad atkarpa (z,x +
he;) guli srityje ).

< Tegu Q' C Q) yra bet kokia grieztai vidiné sritis. Pagal 4 vidutiniy funkcijy
savybe

||up - uHL(Q/) — 07 ||upri — Ug; L(Y) — 07

kai p — 0. Kartu b.v. z} integralai

b () v (%)

lu, —uldz; — 0, [@pw; — U, | dzi — 05

a’(x7) a’ ()

¢ia intervalai (a'(xf}),b'(z})) yra tiesiy, lygiagrefiy su x; afimi, ir srities '
sankirta (Zr. 2.1 pav.).
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2.1 pav.

Pagal antra apibendrinty i8vestiniy apibrézima tokiems z funkcija w turi api-
bendrinta i§vestine u,, intervale (a’(x}),b'(x})). Kartu siame intervale funkcija
u yra absoliuciai tolydi kintamojo x; atzvilgiu ir yra teisinga Niutono—Leibnico
formulé

u(x + he;) —u(x) = %u(asl, ey i1y Ty L1y -« -y Tpy) AT

z;

Kadangi sritj £’ pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcija u b.v.
x} yra absoliudiai tolydi intervale (a(z}),b(x})) ir Siame intervale yra teisinga
Niutono—Leibnico formulé. >

I8vada. Tegu funkcija u srityje €2 turi pirmos eilés apibendrintas ivesti-
nes u,,,vi = 1,2,...,n. Tada ji negali turéti trukio (n — 1)-mac¢iame pavirgiuje.
Pavyzdziui, jeigu funkcija w turi trukj hiperplok§tumoje x, = 0, tai ji neturi
apibendrintos i§vestinés u,,, (7r. 2.2 pav.).

u

2.2 pav.
Taciau kai ¢ # n, apibendrintos i§vestinés u,, gali egzistuoti.
Pavyzdziai:

1. Tarkime, glodus pavirsius I' dalija sritj © j dvi dalis €4, Q2. Be to, tegu
funkcija u € C(Q) ir kiekvienoje i§ sric¢iy 1, Qs yra diferencijuojama (Zr.
2.3 pav.).

2

2.3 pav.
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Parodysime, kad srityje 2 egzistuoja funkcijos u apibendrintos i§vestines
Ug,, Vi = 1,2,...,n. Kadangi u € C1(Qy), k = 1,2, tai Vn € C°(Q) yra
teisinga integraliné tapatybé

/7“79:1- dx = —/uzindx—l— / un cos(ng, x;)dSk; (2.18)

Qu Q, o,

¢ia ny — pavirSiaus S, = 02 vienetinis normalés vektorius, iSorinis srities
Q. atzvilgiu. Imkime (2.18) tapatybéje k = 1, po to k = 2 ir gautas
tapatybes sudékime. Turédami omenyje, kad

n(x) =0,V € S =09, ir ny(z)=-—ng(z),Vrel,

rezultata perraSysime taip:

/unwi dzx = —/uwindsc, Vn € Ci°(92).
Q Q

Pagal pirma apibendrintos i§vestinés apibrézima funkcija u turi srityje Q2
apibendrinta i§vesting u,, ir kiekvienoje i§ sri¢iy Q, k = 1,2, ji sutampa
su klasikine iSvestine ug,.

2. Tegu u(x) = |z|*, o > 1 —n, B = {& € R" : |z| < 1}. Parodysime,
kad funkcija u rutulyje B turi pirmos eilés apibendrintas iSvestines ir jos

randamos pagal iprasta formule
Uy, = oxy|x| 2.

Kiekvienam h > 0 apibrézkime seka funkcijy

2|, |z| > h,
U (@) = h& |z| < h.

Funkcija u(p) rutulyje B turi pirmosios eilés apibendrintas iSvestines (7r.

1 pavyzdj) ir
ox;lx|*2, x| > h,

0, |z| < h.
Be to,
) — ullus) = / |2 — h*|dx < Ch+" - 0,
|z|<h
Jutyo, = bl oy = [ fomifal =2 da <
|z|<h
h S hochnfl
<lol [ ot ae = falli] [reenar = LB
a+n-—1
|z|<h 0
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kai h — 0. Pagal 2.7 teorema rutulyje B egzistuoja funkcijos u = |z|
pirmos eilés apibendrintos i§vestinés u,, = ax;|z|¥ 2.

Pastaba. Akivaizdu, kad neigiamiems « rutulyje B funkcija u néra
diferencijuojama. Net jeigu kokiu nors budu pakeisime jos reik§mes nuli-
nio mato tasky aibéje, vis tiek gausime funkcija, kuri bus ne tik netolydi,
bet ir neaprézta.

. Tarkime, funkcijos ¢ ir ¢ yra sumuojamos intervale (0, 1), bet ne absoliu-

Giai tolydzios. Tada i§ 2.10 teoremos iSplaukia, kad funkcija
u(zy, x2) = @(x1) + Y(x2), (21,22) € Q= (0,1) x (0,1)

neturi pirmos eilés apibendrinty iSvestiniy srityje €. Taciau

/Uﬁxm dr = /(‘pnml)xz dr + /(1/)7]3:2):81 dr =

Q Q Q

:0=/O-ndx, Vn € C°(£2).
Q
Todél srityje 2 egzistuoja funkcijos v apibendrinta iSvestiné wy, o, ir ji lygi
nuliui.

I8 8io pavyzdzio matome, kad funkcija u gali turéti aukstesniy eiliy api-
bendrintas i§vestines, neturédama Zemesniy eiliy apibendrinty i§vestiniy.



2.5. ERDVES WE(Q) IR Wk(Q) 27

2.5. ERDVES WX(Q) IR WK(Q)
Aibe funkcijy u € Ly(2), p € [1, 00], kurios turi apibendrintas igvestines
D%u e L,(Q), Va:l|al <k,

Zymeésime WE(Q) Aibé WII;(Q) yra tiesiné. Joje galima apibrézti norma

lullwe@y = D 1D ullw,@)- (2.19)
la|<k

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad taip apibrézta norma tenkina visas normos api-
brézimo salygas. Priminsime, kad

1/p
||u||Lp(Q) = (/ |u|p d$> s

Q

kai p < o0, 0

l[ullL.. (@) =vraisup [u(z)].
e

Aibé WE(Q) su taip apibrézta norma yra normuota erdvé. Erdvéje WE(Q)
galima jvesti ir kitg ekvivalen¢ia norma (ja Zymésime tuo paciu normos Zenklu)

/
fulwyoy = ([ 3 1D az) ™. (2.20)

Q lal<k

Kiekvienu konkrec¢iu atveju naudosime ta norma, kuri bus patogesné. Kai k = 0,
erdvé WE(Q) yra Ly, ().

Erdveé ng(Q) yra Banacho erdvé. Jrodysime tai. Pagal Banacho erdvés
apibrézimg reikia jrodyti, kad erdvé Wg(ﬂ) yra pilna. Tarkime, seka {u,,} yra
fundamentali erdvéje WE(Q) Tada Va : |a| < k seka {D* u,, } yra fundamentali
erdvéje L, (), t.y.

||um — Um/HLp(Q) — 0, H D% u,, — D* Um'HLp(Q) — 0,

kai m ir m’ — oco. Kadangi erdvé L, () yra pilna, tai egzistuoja tokios funkcijos
U, we € Lp(Q), kad

l|tm — UHLP(Q) =0, [|D%upm — wa”Lp(Q) -0,

kai m — oo. Pagal 2.7 teoremg srityje Q egzistuoja funkcijos u apibendrintos
iSvestinés

D%u = w, € L,(Q),

t.y. u € WE(Q), ir seka {un,} konverguoja j u erdvéje W5(€2). Taigi erdvéje
WE(9) kiekviena fundamentali seka konverguoja.
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Erdvé WE(Q) yra separabili, kai p € [1,00), ir refleksyvi, kai p € (1,00).
Siq teiginiy jrodymas remiasi tuo, kad atitinkamiems p erdvé L,(€2) yra sepa-
rabili ir refleksyvi ir erdve WX(Q2) galima sutapatinti su erdviy Ly (€2) baigtinés
tiesioginés sandaugos poerdviu (7r. [?], [?]).

Kai p = 2, erdvé WII‘,(Q) yra Hilberto erdvé. Skaliarine sandaugg joje galima
apibreézti taip:

(us v)wi () :/ Z D*uD*v dz.
Q lal<k

Jeigu WX(Q) yra realiyjy funkcijy erdve, tai brukinys nerafomas. Daznai

Hilberto erdve W%(Q) ir ja atitinkantj poerdvi W5(Q) zymi H*(Q2) ir H*(Q).
2.11 teorema. Tegu u € W5(Q) ir f yra C* klasés difeomorfizmas, trans-

formuojantis sritj  j sritj Q. Tada funkcijav=uo f~! € Wg(ﬁ) ir

Chllullwie) < ||UHW1]§(5) < Collullwi (o)

¢ia Cy ir Cy — teigiamos konstantos, priklausancios tik nuo funkcijy f ir f -1
normy erdvése C¥(Q2) ir CX(Q).

Sitos teoremos irodymas i8plaukia i§ apibendrinty iSvestiniy savybiy.

Erdves ng (Q) galima apibrézti ir tuo atveju, jeigu vietoje ,,ploks¢ios* sri-
ties ) imsime pakankamai glodzia n-mate daugdara S. Pavyzdziui, tegu n-
maté daugdara S yra lygi sumai baigtinio skai¢iaus n-maciy daugdary S;,i =
1,..., N, ir kiekvieng daugdara S; galima C* klasés difeomorfizmu f; transfor-
muoti j sritj ; C R™. Sakysime, funkcija u € VVllj(S)7 jeigu

wo fi' € WE(Q), Vi=1,...,N.

Normg erdvéje WE(S) galima apibrézti taip:

N
[ullwis) = Z Juo flew;g(Qi)‘
=1

Erdvéje WE(Q) isskirsime poerdvi Wg(Q) Sakysime, funkcija u i§ erdveés
WE(€) priklauso poerdviui WII‘,(Q), jeigu egzistuoja seka {u,} C C5°(€2), kon-
verguojanti j u erdvéje W(Q). Taigi

; axoy V@

WE(Q) = CF(Q) .
Erdvés WE(Q) elementai turi keletg svarbiy savybiy. Tarkime, funkcija u €
WE(Q) Tada egzistuoja seka {un, } C C3°(€), konverguojanti j u erdvéje WE(Q).
Funkcijas v ir w,,, m = 1,2, ... pratesime nuliu j R"\Q. Kiekvienam «, |a| < k,
apibrézkime funkcija

() D*u(x), ze€Q,
wa(z) =
0, xz € R"\Q.
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Akivaizdu, kad bet kokioje srityje @ D € funkcijos u ir wa € Lp(Q). Be to,
Vm =1,2,... funkcijos u,, € C(Q) ir

l[tm — ullr, @) = lltm — ullL, @) = 0,
|| D“ Um — waHLp(Q) = || D“ Um — D~ u”Lp(Q) — 0,

kai m — oco. Pagal 2.7 teoremg u € WE(Q)

Tegu funkcija v € WE(Q) Prateskime jg nuliu j srities € iSore ir gauta
funkcijg pazymékime ta pacia raide u. Jrodysime, kad vidutinés funkcijos u, — u
erdvéje WE(Q), kai p — 0. Funkcija u € WE(Q), VQ : Q C Q. Kadangi Q C Q
yra grieztai vidiné sritis, tai pakankamai maziems p > 0 srityje 2 galima sukeisti
diferencijavimo ir vidurkinimo operacijy tvarka. Todél

D%u, = (D%u), = D%u, Va:|a| <k,

erdvéje L,(Q2), kai p — 0. Pagal apibrézima tai reiskia, kad v, — u erdvéje
WE(Q), kai p — 0.

Pastab a. Jeigu funkcija u € WE(Q) pratesime nuliu § R™\ Q, tai gausime
funkcija, kuri srityje Q D  gali ir neturéti apibendrinty iSvestiniy. Norint tuo
jsitikinti pakanka pastebéti, kad funkcija u € WE(Q), pratesta nuliu j srities
iSore, gali turéti truki n — 1 matavimo pavirSiuje. Tai reiSkia, kad ne kiekviena
funkcija u € W(Q) priklauso poerdviui WE(€2). Taigi W5(€2) # W5(€2). Isimt]
sudaro atvejis 2 = R".

2.12 teorema. Tegu Q = R". Tada erdvés W§(€) ir WE(Q) sutampa.

< Savaime aiku, kad WE(Q) C Wg(Q) Irodysime, kad bet kokia funk-
cija u € WE(Q) priklauso ir poerdviui W(Q). Laisvai pasirenkame funkcija
u € WE(Q). Apibrézkime funkcijy seka

uf(x) = u()¢ (|| /R);

¢ia: R yra teigiamas parametras, ((¢) — be galo diferencijuojama intervale [0, 00)
funkcija, lygi 1, kai ¢ € [0, 1], monotoniskai mazéja, kai ¢ € [1,2], ir lygi nuliui,
kai ¢ > 2. Akivaizdu, kad funkcijos u ir ug rutulyje Bg = {x € R" : |z| < R}
sutampa. Be to, reiskinio {(|x|/R) i8vestinés yra tolygiai apréZztos parametro R
atzvilgiu. Todél Vo, |a| < k, yra teisingas jvertis

I D% u® = D*ullr, (@) = | D*u™ — D* ullr, \Br) <
<C 3 1D ully om0 22D
1BI<]|

¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkrec¢ios funkcijos u € WE(Q) pasirinkimo.
K-dangi ||uHW1;(Q) < 00, tai reigkinys desiniojoje (2.21) nelygybés puséje artéja
i nulj, kai R — oco. Kartu

| D ut = D*ul|p, ) < e(R) =0,
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kai R — oo. Seka {(u),} C C§°(Q) ir konverguoja j u erdvéje WE(Q), kai
R — o0, p — 0. Tai reiskia, kad u € WE(Q) >

Kiekvienai funkcijai v € WX(Q) ir v € WK (Q) yra teisinga integravimo
dalimis formulé

/uDavdaz = (—1)‘a|/vDaudg;, Va:|a| < k. (2.22)
Q Q

Is tikryjy Yu € Wg(ﬂ) egzistuoja seka {un,} C CF(£), konverguojanti j u
erdvéje WE(Q) Pagal pirma apibendrintos iSvestinés apibrézima Vu,, yra tei-
singa tapatybeé

/um D®vdx = (—1) /UDO‘ Uy diT.

Q Q
Peré¢je prie ribos, kai m — oo, gausime (2.22) formule. Poerdvio WE(Q) pakeisti
visa erdve WE(Q) ¢a negalima. Tuo galima lengvai jsitikinti. Tegu k = 1,
funkcijos u,v € CY(Q) ir S = 9 — dalimis glodus pavirgius. Tada yra teisinga
integravimo dalimis formulé

/uvgji dxr = —/uwivdx—&-/uvcos(n,xi)ds;

Q Q S

¢ia bendru atveju integralas pavir§iumi S nelygus nuliui. Si formulé islieka
teisinga, jeigu u € W}(Q), v € W1, (Q) ir sritis Q yra tokia, kad erdvé Cl(Q)
yra tirSta erdvése W} (Q) ir W}, (Q). Jeigu funkcija u € W1(Q), tai integralas
pavirSiumi S yra lygus nuliui ir galima sakyti, kad funkcija u pavirsiuje S yra
,lygi nuliui“. Analogiska situacija yra ir erdveés WE(Q) atveju. Tarkime, u €
WE(Q) Tada galima sakyti, kad paviriuje S ji yra ,,lygi nuliui“ kartu su visomis
savo apibendrintomis iSvestinémis iki (k — 1)-os eilés imtinai.
Irodysime dar vieng svarbig poerdvio Wll)(Q) elementy savybe.

2.13 teorema (Frydrichso nelygybe). Tegu Q2 yra aprézta erdvéje R™ sritis.
Tada Yu € W}(Q) yra teisinga nelygybé

lullL, ) < dlluzllL, @) (2.23)
Cia d yra srities €} diametras.

a4 Aibé C5°(Q2) yra tirSta erdvéje Wllj(Q) Todél (2.23) nelygybe pakanka
jrodyti Yu € C§°(f2). Laisvai pasirenkame funkcija u € C3°(Q2). Prateskime ja
nuliu j srities {2 iSore, o gauta funkcija pazymékime ta pacia raide u. Tada
u € CP(Q), VQ D Q.

Tegu @ yra kubas, kurio briauna d. Pasukus koordinates ir perkélus ju
pradzia, visada galima pasiekti, kad

Q={zeR":0<a;<d, Vi=1,2,...,n}.
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Todeél is karto tarkime, kad sritis
NCcQ={zeR":0<z;<d, Vi=1,2,...,n}.
Pagal Niutono—Leibnico formule
xna ,
t
u(x) = /Mdt, 2 = (21, Ty_1)-

ot
0

Pasinaudoje Helderio nelygybe jvertinsime funkcijos v modulj

Ty d
Ou(x,t) Ou(xl,t)
< < _— <
o) < [ |2 ’dt/ 0 g <
0 0
d 1/p’ 1/ 1/p
/dt /‘3uz ,1) gt _ g /‘8uz ,t) gt
0

I3 sio jvercio iSplaukia nelygybé

/|u |pdx<d”/p+1/|u |”dx—dp/p+1/\u )P d,
Q

kuri yra ekvivalenti nelygybei

ulle, @ < dllue, [IL,©)-

Pakeite funkcijos u iSvestine u,, gradientu u,, gausime (2.23) nelygybe. >
Teorema jrodéme tare, kad p > 1. Kai p = 1, teorema islieka teisinga. Siuo

atveju jrodymas yra beveik toks pats. Nereikia tik taikyti Helderio nelygybeés.
Pastaba. Irodant Frydrichso nelygybe, reikalavimas u &€ Wll)(Q) yra

esminis. Poerdvio Wll)(Q) pakeisti visa erdve W}(Q) negalima. Tuo lengvai
galima jsitikinti imant v = 1.

Pasinaudojus Frydrichso nelygybe, funkcijos u € Wg(Q) zemesniy eiliy i3-
vestiniy normas galima jvertinti aukstesniy eiliy iSvestiniy normomis erdvéje
L, (). Pavyzdziui, kai k& = 2,

e L, @) < dlluee, L, @), Yi=12,...,n
Todél erdvéje WE(Q) galima jvesti norma

1/p

lallvosy = | Do 1D ullf 0 | (2.24)
la|=k

ckvivalendig normai erdvéje WE(Q) (zr. 2.20 formule).
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2.6. FUNKCIJY IS ERDVES WX(Q2) PRATESIMAS

Nagrinéjant erdves WIP‘(Q), srities 2 forma neturi jokios jtakos. Kiekvieng erdveés
WE(Q) elementa galima pratesti nuliu j R™ \  ir nagrinéti kaip erdvés WE(Q)
elementa bet kokioje standartingje srityje @ D €2, pavyzdziui, rutulyje arba
kube. Sudétingesné situacija yra erdveés ng (Q) atveju. Tiksliau, funkcija u €
WE(Q) ne visada galima pratesti j R™ \ Q islaikant ,,gloduma“. Tai priklauso
nuo srities 2. Pavyzdziui, jeigu plok§tumoje jvesime polines kordinates

x =pcosl, y=psinb,
tai funkcija u = 6 srityje
Q={(z,y):1<p<2,0<6<2r}

bus sumuojama ir turés joje sumuojamas apibendrintas iSvestines. Taciau ji
nebus absoliuciai tolydi tiesiy x = const > 0 atkarpose, kertanciose sritj 2, ir
todél (zr. 2.10 teorema) neturés apibendrinty pirmosios eilés i$vestiniy srityje

Q={(z,y):1<p<20<0<2r}.

Butiny ir pakankamy salyguy, kada erdves W};(Q) elementus buty galima
pratesti i platesne sritj iSlaikant ,,gloduma®, néra. Kai srities 2 pavir§ius S
yra pakankamai glodus, toki pratesima sukonstruoti galima. Cia pateiksime
konstrukcija, kuri remiasi erdvés WE(Q) elementy aproksimacija aibés C*°(Q)
elementais. Kaip matome i§ ka tik iSnagrinéto pavyzdzio, tokia aproksimacija
ne visada galima. ISskirsime gana placia klase sri¢iy, kai tokia aproksimacija
galima.

2.14 teorema. Tegu ) yra apréZta, Zvaigzdiné' atzvilgiu kurio nors savo
vidinio tagko sritis. Tada aibé C*(Q) yra tirsta erdvéje WE(Q).

< Tarkime, sritis 2 yra zvaigzdiné kurio nors savo vidinio tasko atzvilgiu.
Tegu §is taskas yra koordinaciy pradzioje. Priefingu atveju koordinaciy pradzia
reikia perkelti j ta taska.

Laisvai pasirenkame funkcija u € Wg(ﬂ) Tegu u™ (z) = u(A\z), A € (0,1).
Tada funkcija u* € W5(€2), VA € (0,1). Kadangi funkcija u € L,(Q) yra tolydi
L, prasme, tai

Ju —uV|lr,, @) = ulz) — u(\z)|r, @) — O,
kai A — 1. Dél tos patios priezasties Vo : |a| < k

ID%u = D*uM | ) = | D% u = AN (D* w) V1 0 <

ISritis © yra Zvaigzdiné atZvilgiu kurio nors savo vidinio tasko, jeigu bet kuris spindulys,
iSeinantis i§ to taSko, kerta srities pavirsiy tik viename taske.
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< D% u— (D% w)V @ + (1= ND[D* )Vl 0y = O,

kai A — 1. Vadinasi, seka {u}} konverguoja j funkcija u erdvéje W(€), kai
A= 1

Akivaizdu, kad VA € (0, 1), sritis AQ C Q. Todél vidutinés funkcijos (uM), €
C>(Q) ir, kai p — 0, konverguoja j funkcija u®) erdvéje Wg(Q) Taciau tada
i sekos {(u™),} galima iSrinkti posekj {(u™)),, }, konverguojantj j funkcija u
erdvéje ng(Q) Vadinasi, aibé C*°(Q) yra tirita erdvéje Wg Q). >

Isvada. Tegu sritis 2 yra pusrutulis BT = {z ¢ R" : || < 1,2, > 0} ir
funkcija w lygi nuliui, kai |x| > 1 — e. Tada anks¢iau pateiktoje konstrukcijoje
posekj {(u™),,} galima parinkti taip, kad kiekviena i§ funkcijy (uV),, buty
lygi nuliui, kai |z| > 1 —¢/2.

Istirsime erdves W] (Q) atvejj.

2.15 teorema. Tegu Q yra aprézta sritis, S = 0Q — C' klasés pavirsius ir
Q D Q. Tada egzistuoja tiesinis apréztas pratesimo operatorius

Wl 371
IT: W, () = W,(Q).
Be to, jeiguu € W}(Q) ir v =1Tlu, tai v(x) = u(z), kai x € Q.

< Irodyma isskaidysime j tris etapus.
1. Tarkime, Q@ = B*,u € WL (B*) ir funkcija v lygi nuliui pussferés

St={zeR":|z|=1,2, >0}
aplinkoje. Lyginiu budu pratese funkcija u j pusrutulj B, gausime funkcija

o) = {u(m), T € BT,

u(z,,—x,), =€ B

Parodysime, kad funkcija v € Wll)(B) Remiantis 2.14 teoremos i§vada, egzis-
tuoja tokia seka {u,,} C C*°(BT), konverguojanti j u erdvéje Wé(B*), kad
VYm =1,2,..., funkcija u,, lygi nuliui pussferés S* aplinkoje. Kiekvieng funkcija
Up, lyginiu budu prateskime j pusrutulj B~. Pratestos funkcijos

U (2], —2p), x € B,

yra finic¢ios ir tolydZzios visame rutulyje B. Pusrutuliuose B* ir B~ jos yra be
galo diferencijuojamos. Todél v, € WL(B) (zr. 2.4 skyrelio 1 pavyzdj) ir

vmllwi(s) = 21/p||um||w;(3+)- (2.25)

Be to,
lvm — vl By = 0, |vma; —willL,B) =0,
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kai m — oo. Cia

Uy, (), re€BYi=1,2,...,n,
wi(z) = { ug, (x),, —p), reB,i=12,...,n—1,

—Uy, (2, —x,), x€ B ,i=n.

Remiantis 2.7 teorema, rutulyje B egzistuoja funkcijos v apibendrintos is-
vestinés v,, = w;, Vi =1,2,...,n,irv € W%,(B). Kadangi

[vm = vllwis) = 0,
kai m — oo, tai (2.25) lygybéje galima pereiti prie ribos. Taigi
[vllw ) = 2" l[ullwys+)-
2. Tarkime, tagkas 2* € 9, U — tasko z* aplinka, u € W} (), aibé QUU C
Q@ ir suppu C U. Be to, tegu egzistuoja toks difeomorfizmas f : U — B, kuris

sriti @ N U atvaizduoja j pusrutulj B*, o pavirsiy 9Q N U | skritulj {z : |z| =
1,2, =0} (Zr. 2.4 pav.).

LTn

o0 f +
T T~ >
supp @

2.4 pav

Tada funkcija @ = wo f~' € W} (B") ir pussferés S* aplinkoje lygi nuliui.
Kadangi funkcija @ tenkina 1 punkto salygas, tai ja galima pratesti | pusrutulj
B~. Pratesta funkcija ¢ € Wllj(B). Apibrésime funkcija v = 9o f. Akivaizdu, kad
vE Wé(U) Funkcijg v pratesime nulzu i R™"\ U ir pratesta funkcija paZymeésime
ta pacia raide v. Tada funkcija v € W}(Q). Be to, v(z) = u(z), Vo € Qir

[vllwi@) < Cllullw @)

¢ia konstanta C priklauso tik nuo funkcijy f ir f~! normy erdvéje C!.

3. I¥nagrinésime bendrajj atveji. Kadangi Q yra aprézta sritis ir S yra C!
klasés pavirSius, tai egzistuoja baigtinis skai¢ius tokiy atviry aibiy Uy,..., Uy,
kad:

N

1) Qc YU, CQq.

i=1

1=

2) Aibé U; C Q arba U; tenkina 2 punkto salygas, i = 1,2,..., N.
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Tegu {¢;(z)}Y, yra vieneto skaidinys (Zr. teorema apie vieneto skaidinj),
atitinkantis aibiy sistema Uy, Us, .., Un. Kitais 7odZiais tariant, {; € C5°(R"),
supp(G C U;, Vi=1,2,..., N, ir

N
ZQ(;E) =1, Vxel.
i=1

Tada
N
u(a) = 3 uie);

¢ia u;(x) = u(x)(;(w). Laisvai pasirenkame kokia nors funkcija u;. Jeigu aibé
U, C (02, tai funkcija u; € W}(Q). Pratese ja nuliu j R" \ Q, gausime funkcija
v; € Wll)(Q) Tuo atveju, kai aibiy U; ir 990 sankirta yra netuscia, aibé U;
tenkina 2 punkto salygas. Todél egzistuoja tokia funkcija v; € Wllj(Q), kad
vi(x) = u;(x), Vo € Q, ir yra teisingas jvertis

willwi@) < Cllusllwi(e)- (2.26)

Dabar pratesimo operatoriy Il galima apibrézti taip:

N
Iu:=v= E Vs-
i=1

Sioje sumoje kiekviena funkcija v; € Wlla(Q) Todél ir funkcija v € Wé(@) Be
to, v(x) = u(x), Vo € Q, ir yra teisingas jvertis

[ollwi@) < Cllullwie):; (2.27)

¢ia konstanta C' priklauso tik nuo p, Q ir Q. >

Pastaba. I§ Sios teoremos jrodymo iSplaukia, kad kartu su (2.27) yra
teisingas jvertis

[vllLy @) < CllullL, @):

¢ia konstanta C priklauso tik nuo p, Q ir Q. Be to, jeigu u € L, (), ug, € Ly(Q),
q > pir sritis Q yra klasés C!, tai remiantis Frydrichso nelygybe galima jrodyti,
kad u € Ly(€2). Kartu galime tvirtinti, kad u € W}(Q).

Tarkime, kad €2 yra neaprézta sritis ir egzistuoja tokia atviry aibiy sistema
{Ui} o1, kad:

1. Qc UU;, CcQ.
=1

2. Aibé U; C Q arba yra tokia pati kaip 2.15 teoremos jrodymo 2 dalyje,
i=1,2,...

3. Difeomorfizmy f; : U; — B ir ffl : B — U; normos erdvése CH(U;) ir
CY(B) nevirsija kokios nors konstantos, bendros visoms Uj.
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4. Aibiy sistemos {U;}3°, kartotinumas yra baigtinis, t.y. kiekvienas taskas
z € Q priklauso ne daugiau kaip N aibéms U;, ir skai¢ius N nepriklauso
nuo tagko z.

Tada 2.15 teoremoje pateikta pratesimo konstrukcija tinka ir neapréztos srities
atveju. Tiksliau, yra teisinga teorema.

2.16 teorema. Tegu Q yra neaprézta erdvéje R™ sritis, tenkinanti anksciau
iSvardytas salygas. Tada egzistuoja tiesinis apréztas pratesimo operatorius

Cwl 271
IT: W, (Q) = WS(Q).
Be to, jeigu u € W] (Q) ir v = Ilu, tai v(x) = u(x), kai z € Q.

Analogiskos teoremos yra teisingos ir erdvéms WE(Q2), kai k > 1. Isnagrine-
sime apréztos srities atvejj.

_ 2.17 teorema. Tegu (2 yra aprézta sritis, S = 0§ - Ck klasés pavirius ir
Q C Q. Tada egzistuoja tiesinis apréztas pratesimo operatorius

IT: WE(Q) — WE(Q).
Be to, jeigu u € WE(Q) ir v = Ilu, tai v(z) = u(z), kai z € Q, ir

[vllwe(@) < Cllullwi o) (2.28)
¢ia konstanta C' priklauso tik nuo p, k, ) ir Q.

< Tarkime, Q@ = B, o u — pakankamai glodi pusrutulyje B* funkcija, lygi
nuliui kokioje nors pakankamai maZoje pussferés ST aplinkoje. Apibrézkime
funkcija
u(z), x € BT,

v(z) =

k .
> ojulal,—27x,), x € B
)

Gla aq,...,ar yra lygciy sistemos

Jj=0

sprendinys (pastaroji sistema turi vienintelj sprendinj, nes jos determinantas
nelygus nuliui). Taip apibrézta funkcija v € C¥(B), suppv C B ir

HUHWI;(B) < C||U||w1}§(3+)-

Konstanta C' priklauso tik nuo p ir k. Kaip ir 2.15 teoremoje, galima paro-
dyti, kad tokj pratesima galima atlikti Vu € Wg(B*). Tolesnis jrodymas yra
analogiskas 2.15 teoremos jrodymui ir remiasi vieneto skaidiniu bei 2.11 teorema.
>
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Isvada. Jeigu sritis ) yra tokia, kad erdvés ng(ﬂ) elementus galima
pratesti j platesne sritj iSlaikant ,,gloduma® ir (2.28) jverti, tai aibé C>(Q) yra
tirsta erdvéje WE(Q).

Pastaba. Reikalavimas, kad S buty C* klasés pavirgius, susijes tik su
teoremoje panaudota pratesimo konstrukcija. Yra kitos funkcijy u € WII;(Q)
pratesimo konstrukcijos, iSlaikancios gloduma. Pavyzdziui, galima reikalauti,
kad sritis 2 tenkinty vadinamaja minimalaus glodumo salyga.

Tegu ¢ : R"™! — R! yra funkcija, tenkinanti Lipsico salyga

lp(a’) = p(@)| < M|z’ = 7|, Va',7' e R
su Lip&ico konstanta M ir
Q={(2',2,) ER" 12y, > p(z")}, 2’ = (21,...,20-1).

Sritj, kurig gausime pasuke arba pastume €2, vadinsime specialigja lipSicine sritimi.
Apibrézimas. Tegu § yra atvira erdvéje R™ aibé, S = 9. Sakysime,
pavirSius S yra minimaliai glodus, jeigu egzistuoja seka atviry aibiy

U17U25"'aUn7~"a QCUUv
i=1

ir tokie skaiciai € > 0, M > 0, N € N, kad:
1. Jeigu z € S, tai B.(x) C U; su tam tikru indeksu 7.
2. Sistemos {U;}?°, kartotinumas nevirgija N.

3. Kiekvienam i egzistuoja specialioji lipSiciné sritis €2;, su tokia LipSico kon-
stanta M; < M, kad
U,NnQ=U;NQ,.

Taigi 2.17 teorema iglieka teisinga daug platesnei sriciy klasei. Siai klasei gali
buti priskirtos sritys, kuriy krastiniy ta§ky aibé yra minimaliai glodi. Apytik-
sliai tokias sritis galima apibudinti kaip sritis, kuriy krastiniy tasky aibé yra
pavirsius, tenkinantis Lip8ico salyga. Akivaizdu, kad pavir§ius S turi minimaly
gloduma, jeigu S yra C! klasés pavirsius. Be to, jeigu Q yra aprézta arba igkila
sritis, tai pakanka baigtinio skai¢iaus atviry aibiy Uj;.
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2.7.

1.

UZDAVINIAI

Tegu u,v € La(R2) ir bent viena i§ 8iy funkcijy yra finiti. Irodykite, kad
pakankamai maziems p > 0 yra teisinga formulé

/ wy()o(x) do = / w(w)oy () da. (2.29)

Q Q

. Tegu u* = max{u,0}, v~ = min{u,0}, u € WHQ) (= v = u* +u,

|u| = ut —u). Trodykite, kad u*,u, |u| € Wi (Q).
Nurodymas. Pasinaudokite pirmuoju apibendrintos i§vestinés api-
brézimu.

Tegu f € Loo(R) yra dalimis glodi funkcija, u € W1(f2). Irodykite, kad
foue Wi(Q)ir

0 _ W, ugE,
8xi(fou) B {0, u € F;

Cia E — aibé tasky, kuriuose funkcija f néra glodi.

Nurodymas. Pasinaudokite 2 uzdaviniu.

Tegu 0 yra C! klasés pavirsius, funkcija u € L,(£2), o jos apibendrintos
isvestines u,, € Ly(Q),Vi =1,2,...,n, ¢ > p. rodykite, kad u € W}(Q).

Nurodymas. Pasinaudokite Frydrichso nelygybe.
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Erdviy Wg jdejimo teoremos

Sakysime, normuota erdvé B; jsideda i normuoty erdve Bs, jeigu kiekvienas
elementas u € By priklauso erdvei By ir

l[ullz, < Cllulls,;

¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Erdvés By j erdve By
idéjimo operatoriumi vadinsime tokj operatoriy, kuris kiekvienam elementui u €
By priskiria ji patj, bet kaip erdvés Bs elementa. Taigi erdvés By jdéjimas j erdve
By yra ekvivalentus jdéjimo operatoriaus apréztumui. Be to, jeigu kiekviena
aprézta aibe erdvéje B; yra salyginis kompaktas erdvéje By, tai sakysime, kad
erdvé By kompaktiskai isideda j erdve By, o jdéjimo operatorius yra visiSkai
tolydus.

Kai kurios erdviy W};(Q) idéjimo teoremos gaunamos tiesiogiai i§ jy apibré-
zimo. Pavyzdziui, erdve W () isideda j erdve Ly, (). Taciau néra akivaizdu,
kad apréztos srities atveju erdve Wé(Q) kompaktiskai jsideda j erdve L, (£2) arba
i erdve C(Q), jeigu p > n. Analogigki teiginiai yra teisingi erdvéms W () ir
C™(Q). Pavyzdziui, jeigu r < k, tai erdve WE(Q) jsideda | erdve W (€2) tam
tikriems ¢ > p ir, kuo didesnis yra skirtumas k — r, tuo platesnis rodiklio ¢
pasirinkimas. Be to, jeigu (k —m)p > n, tai erdvé WX(Q) kompaktiskai jsideda
j erdve C™(€2). Tokius ir panasius teiginius nagrinésime Siame skyriuje. Siame
skyriuje taip pat nagrinésime ir funkcijy u € WE(9Q) ,,pédsakus* (n—1)-maciuose
pavir§iuose. Parodysime, kad tai yra nauji objektai, kuriuos galima traktuoti
kaip aibe funkcijy, turinéiy trupmeninés eilés iSvestines.

3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA

Tegu ) yra apréZta erdvéje R™ sritis, k(xz,y) — tolydi, kai = # y, ir aprézta
funkcija, z,y € Q, a € (0,n), v e Ly(Q),

Ko(z) = Mv(y) dy, x €. 3.1

) e —yle
Q

Taip apibréztas operatorius K yra vadinamas integraliniu operatoriumi su silpna
ypatuma.

3.1 teorema. Tegu a < n/p’, 1/p+1/p’ = 1. Tada K yra visiskai tolydus
operatorius, veikiantis i§ erdvés Ly(2) j erdve C(€Q).
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A Tegu p < 00, v € Lp(Q), w = Ko ir r = |z — y|. Pagal teoremos salyga
funkcija k yra aprézta. Todél egzistuoja tokia konstanta C, kad

u(x)] < C/Tfalv(y)l dy < Cllr~* L @ lvllL, @

(ivertindami integralg sritimi 2 pasinaudojome Helderio nelygybe). Integralas

Q'fb()(
/ O‘dy<|S|(dlam )

n—uoa
Q

(7r. 1.2 skyrelj). Todél
[u(@)] < Cy(diam Q)" ~|[v]|p, @), Vo e,
ir

sup |u(z)| < Cy(diam Q)n/p/_aH'UHLp(Q). (3.2)
€N

Irodysime, kad u € C(€). Laisvai pasirinkime skai¢iy 6 > 0. Tada

u(x) = / e k(z, y)u(y) dy + /'rﬂ%uww@My (3.3)
QNB;s(x) Q\B;s(x)

57’17&
[ orewsisi—

QNBs(x)

tai pirmajj integrala (3.3) formuléje galima jvertinti taip:

t/‘ P k(@ y)o(y) dy| < CLa™P o]l 0) = 0, G4
QNBys (:c)
kai § — 0. Antrasis integralas (3.3) formuléje yra tolydi kintamuyjy = funkcija.
Todél funkcija u yra tolydi kaip tolygiai konverguojanciy tolydziy funkcijy riba.
Reiskinys

(z + z, k(z,
lu(x + 2) — u(z |_/‘ ya_ (y)a
[z +z—yl* |-yl

[v(y)|dy < I + I + Is;

¢ia
I, — / Kzt zy) lo(y)| d
1 - ‘x + - — y|a y y7
QNBs(x)
k(z,y
A
|z -yl
QﬁBg(I)
k(rx+2z,y)  k(v,y)
I35 = — dy.
, /‘ e s bl dy

Q\Bs(z)
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Integralas )
I < C 6P vl @)

(zr. (3.4) nelygybe). Jeigu taskas x+ 2 yra pakankamai arti tasko x, tai Bs(z) C
Bos(x + 2) ir
I < C1(28)™7 = |u]|y,, (o-

k
Srityje Q \ Bs(x) funkcija F(@.y) yra tolydi. Todeél

|z —yl|*
Iz < e(l2], 6)[[vlle, @)
Cia e(t,0) — 0, kai ¢t — 0. I8 iy jver¢iy iSplaukia, kad
u(z + 2) — u(@)| < (C10™7' = 4+ C1(26)"7 = + (|2, 0)) [v]|r, () -
Laisvai pasirenkame skai¢iy € > 0. Fiksuokime tokj 6 > 0, kad
CLo™MP' = 4 O (26)"P < /2

(tai padaryti galima, nes n — ap’ > 0). Kadangi ¢(¢,0) — 0, kai ¢t — 0, tai
egzistuoja toks skaicius h > 0, kad €(|z|,9) < e/2, Vz: |z| < h. Tatiau tada

sup sup lu(z + 2) — u(w)| < elolly, (0)- (3.5)
|z|<h z€Q

Tegu aibé V' C L,(Q2) yra aprézta ir
U={u=Kv:veV}

I3 (3.2) ir (3.5) jverciy isplaukia, kad aibé U erdvéje C(Q) yra aprézta ir vienodai
tolydi. Pagal ArcelAa teoremg aibé U yra salyginis kompaktas erdvéje C(€Q).
Taigi operatorius

K :L,(Q) = C(Q)

yra visiSkai tolydus.

Kai p = oo, teoremos jrodymas yra analogiskas. Netgi paprastesnis, nes
nereikia taikyti Helderio nelygybés. >

Tegu s < n yra sveikasis teigiamas skaicius, 25 — srities 2 sankirta su ploks-
tuma R®. Kai s = n, sritis ,, = Q. Priminsime, kad sritis — tai netuscia, atvira,
susijusi aibé. Todél aibé Q4 yra atvira. Tarkime, kad ji yra netuscia.

3.2 teorema. Tegu n/p’ < o < n/p’ + s/p. Tada K yra visiskai tolydus
operatorius, veikiantis i§ erdvés L, () i erdve L (€2s). Cia g bet koks teigiamas
skaicius, tenkinantis nelygybe o < n/p’ + s/q.

< Atskirai i8nagrinésime du atvejus: p < g ir p > ¢. Tegu p < ¢q. Tokios p ir g
reikmeés yra galimos, nes o < n/p’ + s/p. Kartu egzistuoja toks skaicius 5 > 0,
kad

a+28=n/p +s/q.
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Todeél reiskinj r~|v| galime perrasyti taip:
r~ | = Tfs/‘HB\v\p/qrfn/p'+ﬁ|v|17p/q. (3.6)

Tegu v € Ly(£2) . Irodysime, kad r~*|v| yra sumuojama aibéje 2, x Q funkcija.
Pagal Jungo nelygybe (imame py = ¢, p = p’, ps = qp/(¢ — p))
1 1 / —
ro| < =SBy 4 Ay LD,
q p ap

Pakanka jrodyti, kad kiekvienas i§ reiskiniy Sios nelygybés desinéje yra sumuo-
jamas aibéje Qg x €. Akivaizdu, kad treciasis reiSkinys yra sumuojama srityje
Q) funkcija. Integralas

/r_""'ﬁpl dy < C(diam Q)ﬁp/ < 00. 3.7
Q

Todél antrasis reiSkinys taip pat yra sumuojama aibéje Q5 x €2 funkcija. Inte-
gralas

/r*”ﬂq dz < C(diam Q)¢ < oc. (3.8)
Qs
Todél
| et dyds = [ ot ([ rerde) dy <
Qs xQ Q Qs
< C(diam Qs)ﬁqnvnfp(m < o0 (3.9)

(¢ia pasinaudojome Tonelio teorema). Taigi funkcija r~5+59|v|P yra sumuojama
aibgje Q x Q. Kartu funkcijos r~%|v| ir kr~%|v| yra sumuojamos aibéje  x €.
Pagal Fubinio teoremg funkcija

utw) = [HE2 )0y

ro
Q

yra sumuojama aibéje Q. Irodysime, kad u € Ly(€25). Priminsime, kad funkcija
k yra aprézta. Todél

u(@)] <€ [ el dy
Q
Perrasysime $ia nelygybe taip:

u(z)] < C© / P T [ (y) [P/ PRy ()[R dy,
Q

(zr. (3.6) formule). Pagal Helderio nelygybe

a—-p

) < o [reromppay) " ([r a) " ([lotrras) ™

Q Q Q
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(imame p; = q, po = p', p3 = qp/(q — p)). Kairiaja ir desiniaja §ios nelygybés
puses keliame ¢ laipsniu ir integruojame sritimi Q;. Pasinaudoje (3.7), (3.8) ir
(3.9) nelygybémis, gausime

/|u(x)\q da < C*(diam 2,)%(diam Q)M ol]?_ .
Qs
Kartu yra teisinga nelygybé
[ull, 0.y < C(diam Q,)? (diam Q)°[|v|1,, (). (3.10)

Tarkime, V yra aprézta erdvéje L, (£2) aibé, t.y. egzistuoja toks teigiamas
skaicius M, kad
[vllL, @ <M, YveV.

I5 (3.10) jvercio isplaukia, kad aibé
U={u=Kv:veV}

yra aprézta. Parodysime, kad ji yra vienodai tolydi.
Laisvai pasirinkime skai¢iy ¢ > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

[u(@ + 2) = u(@)||Ly0.) < wllLg@.) + vl @) + lusllLg @)

Gia:
k(z + 2,9)
ur(z) = / m lv(y)| dy,
QﬂBg(m)
k(z,y)
w@) = [ |22 ewl s
QNBs(x)
k(z+2zy)  k(z,y)
ug(z) = — v(y)| dy,
(@) / |2+ 2z -yl Iw—yla|()‘
Q\B;(x)

0 — bet koks teigiamas skaicius. Integralus u; ir uy galima jvertinti visiskai taip
pat kaip ir integralg u :

IN

vt |y (2. C(diam ,)?(26)7 ||v||1, ()»

fuzllL, ) < C(diamQ)P6%(v]L, ().
Fiksuokime tokij skai¢iy § > 0, kad
Jut|lr, @) + luzlle, @.) < C(diam Q)7 ((26)° + 6% )M < ¢/2.

k(z,y)

|z —yl|*

Srityje Q \ Bs(z) funkcija yra tolydi. Todél

lusllr, . < e(lz], llvllL, @) < e(lz],0)M,  Vz € Bs(x);
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Cia e(t,0) — 0, kai t — 0.
Fiksuokime tokj skai¢iy h > 0, kad

e(|z],0)M <e/2, Vz:l|z| <h.

Tada
|u(x + 2) —u(@)|L, ) <& Vzv:lz|<h, veEV.

Taigi aibé U yra vienodai tolydi. Pagal 2.5 teorema aibé U yra salyginis kom-
paktas erdvéje L, (€25), o operatorius

K :L,(Q) — Lq(£2)

yra visiskai tolydus.
Tegu dabar ¢ < p. Imkime tokj skai¢iy r > p, kad a < n/p’ + s/r. Pagal
Helderio nelygybe

r—g , 1/r
Jullgon <1925 ([ Tu)l do)
Qs

Kadangi r > p, tai (zr. (3.10) jvertj)
lulle. (@) < C(diam Q)7 (diam Q)7 |[v]lr, )

Todél -
[0, < ClQ| 7 (diam Q)7 (diam Q)7 [|v]|L, (o)

Tolesnis jrodymas yra analogiskas atvejui ¢ > p. >
P astab a. I§ teoremos jrodymo isplaukia, kad bet kokiam fiksuotam z €
R"™ ir visiems pakankamai maZiems ¢ > 0 yra teisinga nelygybé:

[u(z +t2) = u(@)||Ly@.) < e@vllL, @)

Cia e(t) — 0, kai ¢ — 0.
Funkcija
1z —y

ks i =1,2,...,m,
@) = S e =y "

yra tolydi, kai = # y, ir aprézta Vz,y € 2. Todél operatorius K, apibréztas
formule

Kivx:/iv , 1=1,2,...,n,
D= e m%| e

yra operatorius su silpna ypatuma (o« = n — 1). Visi suformuluoti 3.1 ir 3.2
teoremose teiginiai iSlieka teisingi ir operatoriui K, . Tiksliau, yra teisinga tokia
teorema.

3.3 teorema. Tegu §Q yra aprézta erdvéje R™ sritis. Tada:
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1. Operatorius
K, :Ly,(Q) = C(Q)

yra visiSkai tolydus, kai p > n.
2 Kail<p<nirn—p<s<mn,q>1, operatorius
K+ Lp(2) = Lq(€2)
yra visiSkai tolydus, jeigu

n S

1-2 4250
p q
Rodiklis ¢* :
1-24+2 -9 G.11)
P q

vadinamas ribiniu. Jeigu 3.3 teoremoje ¢ = ¢*, tai operatorius
K; : Lp(§2) — Lg~(825)

néra visiskai tolydus. Taciau galima jrodyti, kad jis yra apréztas. Tiksliau, yra
teisinga tokia teorema.

3.4 teorema. Tegul < p<n,n—p<s<n. Tada operatorius
K; :L,(Q) — Ly« (Qy)
yra apréeztas.
Sios teoremos nejrodinésime. Paminésime tik, kad jos jrodymas remiasi

jverciu
llullL, . < CllvlL, @); (3.12)

v(y)
Rn

q>p,s/qg=a—n/p >0. Sio jverio jrodyma galima rasti [?] knygoje, kai
s=n =1, [?] knygoje, kai s =n > 1, ir [?] knygoje, kai s <n, n > 1.
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3.2. FUNKCIY u € W(Q) INTEGRALINE ISRAISKA

Tegu  yra aprézta sritis, S = 9Q — dalimis glodus pavirgius. Tada Yu € C?(9)
ir Vo €  yra teisinga integraliné israiska

u(z) = — /E(»T—y)Au(y) dy +
Q
Ou(y) OE( ) (3.13)
u(y .
' /(E(x*l/) Iny ~ul) on, )dszp
s
Cia 1
1S1](n — 2)|z[—2 kain > 2,
E(z) = . 1
- ln T kaln _ 27
|S1] ||

yra singuliarusis Laplaso lygties sprendinys (zr. |?]). Jeigu funkcija u yra finiti,
tai (3.13) formuléje integralas pavir§iumi S yra lygus nuliui. Siuo atveju

- /E(a: —y)Au(y) dy. (3.14)
Q

Funkcija E turi pirmos eilés apibendrintas iSvestines

OE(z) 1
— = i Vi=1,2,...,n.
oz, 5 |z ] ™™ i n
Kain > 2, § teiginj jrodéme 2.4 skyrelyje (kai n = 2, jrodymas yra analogiskas).
Pagal apibendrintos i§vestinés apibrézimg Yu € C5°(2) yra teisinga integraline
tapatybé

1 Yi
/Ex— ) Au(y) dy Zw o ) dy.

Todél (3.14) formule galime perraSyti taip:

n

1 i — Yi
u(e) = 3" e %uy () dy. (3.15)

lz —y

3.1 lema. Kiekvienai funkcijai u € W}(Q) yra teisinga (3.15) formulé (Iy-
gybeé Cia suprantama kaip lygybé erdvéje L, (), t.y. kairioji pusé lygi desiniajai
b.v. x € Q).

< Laisvai pasirenkame funkcija u € W.(9). Pagal poerdvio W.() api-
brézima egzistuoja seka {un,} C C§5°(Q), konverguojanti j u erdvéje W} (Q).
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Kiekvienai funkcijai u,, yra teisinga (3.15) formuleé, t.y.
n

1 Ti —Yi
m(x) = — | ——— Uy, (y) dy.
)= 2 | eyt (O

Perrasykime 8ig formule taip:
Um = Y K; Dty (3.16)
i=1

¢ia: D, — diferencijavimo operatorius pagal kintamajj y;, o

1 i —Yi
K;v L

- [ BTV ydy, i=1,2,...
P

yra integralinis operatorius su silpna ypatuma (Zr. 3.1 skyrelj). Pagal 3.3 teo-
rema K, yra visiskai tolydus operatorius, veikiantis i§ erdvés L,(€) i erdve
L,(©2) (imame s = n,q = p). Be to, D, yra tolydus operatorius, veikiantis i§
erdvés W%)(Q) i erdve L, (). Todeél (3.16) formuléje galima pereiti prie ribos,
kai m — oo. Taigi

n
u=>Y K,Dju, YueW.(Q). (3.17)

Kartu Vu € Wll)(Q) yra teisinga (3.15) formulé. >
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3.3. ERDVIY WII)(Q) jDEJll\/lO TEOREMOS
Siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime pagrindines erdviy WL(€) jdéjimo
teoremas. IS pradziy iSnagrinésime erdveés er)(Q) atvejj.

. 3.5 teorema. Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis ir p > n. Tada erdvé
W%)(Q) Isideda | erdve C(S?) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Kiekvienai funkcijai u € W%,(Q) yra teisinga (3.17) formulé

u= iKi D, u.
i=1

Akivaizdu, kad operatorius D, : WIID(Q) — Ly(), i =1,2,...,n, yra tolydus.
Be to, pagal 3.3 teorema integralinis operatorius

K, :L,(Q) —CQ), i=12,...,n,
yra visiSkai tolydus. Todél operatorius
K;D;:WL(Q) - C(Q) Vi=12...,n,
kartu ir operatorius

K = ifg D,
i=1

yra visiSkai tolydus. > )
Pastaba. Siteorema teigia, kad kiekvienos funkcijos u € WL() ekvi-

valentiskumo klaséje yra funkcija u € C(f) ir teisingas jvertis
||u||c(§) < OHU”W})(Q); (3.13)

cia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u. Be to, kiekviena aprézta
aibé erdvéje W1 (Q) yra salyginis kompaktas erdvéje c(Q).

giq teorema galima patikslinti. Funkcija u € W%)(Q) yra ne tik tolydi, bet ir
priklauso Helderio klasei su tam tikru rodikliu c.

3.6 teorema. Tegu Q C R" yra aprézta sritis, p > n, « < 1 —n/p. Tada
erdvé W1 () jsideda j erdve C*(Q) ir

lu(@) —u(y)| < Clluz|lL, @)l =yl Vao,y Q. (3.19)
Be to, kai a« < 1 — n/p, jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

< Tegu funkcija u € WI})(Q) Prateskime ja nuliu j srities  iSore ir gauta
funkcija pazymékime ta pacia raide u. Tada u € V‘V%)(Q); ¢ia Q D Q) — bet kokia
standartiné sritis. Imkime @ rutulj, kurio spindulys yra pakankamai didelis.
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Laisvai pasirinkime taskus z,y € Q. Skirtumas
lu(z) —u(y)| < Ju(z) = ,(2)| + |uly) = Gp(x)] < I + I;

¢ia

o funkcija
. 1
Up(x) = ﬁ / u(z) dz
By (z)
yra funkcijos v vidutiné reikSmeé rutulyje B,(z), p = |z — y|.

Tegu z € B,(z), w S

7l’|

€ Si(z), t = |z — z|. Tada b.v. w € Si(x)

funkcija u yra absoliuciai tolydi spindulyje {z € R" : z = 2 4+ tw,t > 0}. Pagal

Niutono—Leibnico formule

t
lu(z) — u(z)] = |u(z) — u(z + tw)] /di T+ Tw)dr| =
0

t o, ¢
= ‘/Zui(x—ﬁ—Tw)widT‘ §/\Vu(x—|—7w)|d7';
o =t 0

¢ia ui(x) = Ou(z)/0x;, Vu = (u1,...,up), w = (w1, ...,wy). Todél

I1<‘B—//|Vux—|—rw)\d7'dz—
By(x) 0

t
/ / |Vu(z + Tw)| dT)tnfl dwdt <
Si(z)

0

\/\
O\b O\b

,_.

—
8

-

p

/\Vu T+ Tw) |d7)t" Vdwdt =
0

p

)| dwdr <

0 a:)

P )

pn n—1 1/p / / _n=1 1/p'
< p p—1
< B, (/ / \Vu(x + Tw) [P dwdr) ( T dew)

0 Sl(z) 0 Sl(w)
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,":1+1 1/1’7/
p 1/p 1/13/ p r 1 _
luz(2)[Pdz ) [S1] TS

B, (@) St
1/p 1/p
= Cp(p—n)/p( / s (2)]P dz) < Cp—m/p (/ s (2)]P dz) )
B, (z)NQ Q
Rutulys B,(z) C Ba,(y). Todél
< [ ) - u)d

B2p (y)

Toliau jvertinimas yra visiskai toks pats kaip integralo I; atveju, t.y.
1/p
1< C2p) ([ funaraz)
Q

Pasinaudoje $iais integraly I, I jverCiais, gausime
u(z) — u(y)| < L+ Iz < Cllus|lL, )|z — y' /"
I8 Sio jvercio i8plaukia, kad erdve WIIJ(Q) jsideda j erdve C'~"/P(Q).

Jeigu 8 > a, tai erdve C8(Q) kompaktiskai jsideda j erdve ( C¥(Q). Todél, kai
o < 1—n/p, erdvée W}(Q) kompaktiskai jsideda j erdve C*(Q). >

3.7 teorema. Tegu (), yra srities () ir erdveés R?® sankirta, s > n—p, 1 <
p<n ir s/q>n/p—1. Tada erdvé W (Q) jsideda j erdve Ly(Ss). Be to, kai
s/q > n/p — 1, jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Isnagrinésime atvejj, kai s/q > n/p — 1. Pagal 3.3 teorema operatorius
K, :L,(Q) = Lg(Ry), i=1,2,...,n,
yra visiSkai tolydus. Todél operatorius
K;D;: WL(Q) = Lg(Q), i=1,2,...,n,
kartu ir operatorius
K = zn:Ki D; : WE(Q) — Lg(€%)
i=1

yra visiskai tolydus.

Atvejis s/q¢ = n/p — 1 nagrinéjamas analogiskai. Reikia tik pasinaudoti 3.4
teorema. >

P astab a. I8 Sios teoremos isplaukia, kad kiekvienos funkcijos u € Wll)(Q)
ekvivalentiskumo klaséje yra funkcija u € Lq(€,) ir

||UHLQ(QS) < C”u”v”vrl)(g)? (3.20)
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¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u € Wllj(Q) Be to, jeigu
s/q > n/p—1, tai kiekviena apréZta aibé erdvéje Wé(Q) yra salyginis kompaktas
erdvéje Lq(Qs).

Isvados:

1. Remiantis jverciais, gautais jrodant 3.1 ir 3.2 teoremas, galima tvirtinti,
kad (3.18) ir (3.20) nelygybése konstanta C priklauso tik nuo Q ir
diametry, ta¢iau nepriklauso nuo jy geometriniy savybiy.

2. Jeigu (3.7) teoremoje paimsime s = n ir p = ¢, tai gausime, kad erdvée
WL(€) jsideda j erdve Ly (€2) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

3.8 teorema. Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 0Q) — C! klasés
pavirsius. Tada:

1. Jeigu p > n, tai erdvé W%,(Q) jsideda j erdve C(Q) ir jdéjimo operatorius
yra visiskai tolydus.

2. Jeigus >n—p, 1 <p<mnirs/q>n/p—1, tai erdvé Wll)(Q) isideda
i erdve Lq(Qs). Be to, jeigu s/q > n/p — 1, tai jdéjimo operatorius yra
visiSkai tolydus.

< Tegu @Q yra tokia aprézta sritis (galima imti, pavyzdziui, pakankamai
didelio spindulio rutulj), kad Q@ C Q. Kiekviena funkcija u € W}(Q), islaiky-
dami gloduma, prateskime j sritj @ (Zr. 2.15 teorema). Tiksliau, konstruojame
pratesimo operatoriy II, kuris kiekvienai funkcijai u € er)(Q) priskiria tokia
funkeija v = IIu € WL(Q), kad

lvlwi@) < Cllullwi@y,  v|o=u.

Tarkime, patenkintos pirmo teoremos punkto salygos ir U C WIlD(Q) yra
aprézta aibé. Tada aibé IIU yra aprézta erdvéje Wé(Q) Pagal 3.5 teoremg
aibé TIU yra salyginis kompaktas erdvéje C(Q). Kartu aibé V = IIU | o yra
salyginis kompaktas erdvéje C(Q). Taigi erdve W1 (Q) jsideda j erdve C(Q) ir
idéjimo operatorius yra visiSkai tolydus. Antrasis teoremos teiginys jrodomas
analogiskai. >

Pastab a. Sioje teoremoje jrodyta, kad esant atitinkamoms salygoms yra
teisingos nelygybés:

lull oy < Cllullwi), Vu € Wi(Q), (3.21)
[ullLy0.) < Cllullwi), Yue Wi(Q). (3.22)
Atkreipsime démesj j tai, kad Siose nelygybése normos || - ||er)(Q) negalima

pakeisti norma || - ||V°VI1,(Q)' Be to, skirtingai nuo (3.18) ir (3.20) nelygybiy, kon-
stanta C ¢ia priklauso ne tik nuo srities diametro, bet ir nuo jo paviriaus
geometriniy savybiy (tiksliau, nuo operatoriaus IT normos).

Pirmajj 3.8 teoremos teiginj galima patikslinti.
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3.9 teorema. Tegup >n, a <1-n/p, Q@ C R" yra aprézta sritis, S = 90 —
C! klasés pavirsius. Tada erdvé W} (Q) jsideda j erdve C*(Q) ir, kai o« < 1—n/p,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

Sios teoremos irodymas yra visiskai toks pats kaip pirmojo 3.8 teoremos
teiginio. Tik erdve C reikia pakeisti erdve C® ir remtis ne 3.5, o 3.6 teorema.
Idéjimo teoremos yra teisingos ir neapréztos srities atveju.

3.10 teorema. Tegu Q C R" yra neaprézta sritis, tenkinanti 2.16 teoremos
salygas. Tada:

1. Jeigu p > n, tai erdvé WL(Q) jsideda j erdve C(Q).
2. Jeigup>n, a <1—n/p, tai erdvé W} (Q) jsideda j erdve C*(9).

3. Jeigus>n—p, p>1, p<qg<ooirs/q>n/p—1, tai erdvé W} (Q)
isideda j erdve Lq(Qs).

< Tegu u € Wé(Q) Islaikydami gloduma prateskime funkcija w i srities {2
iSore ir gauty funkcija pazymékime ta pacia raide. Tada pagal 2.16 teorema

[ullws@n) < C’HUHW}D(Q)?

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkrecios funkcijos u.

Tegu Uy,Us, ..., U,,...yrakartotinumo N atviry aibiy (pavyzdziui, rutuliy)
sistema, dengianti visg erdve R", Q, = QNR*, UJ = U, NR*. Akivaizdu, kad
Q, cUU;.

k

Irodysime treciajj teoremos teigini. Tegu s > n —p ir s/q > n/p — 1. Tada
pagal 3.8 teorema

lull,wy) < Cllullwyw,);

¢ia konstanta C nepriklauso nei nuo u, nei nuo k. Raide K pazymékime visumg,
indeksy k, kuriems aibé U} yra netuscia. Tada

q q q q
Hu”Lq(QS) < § Hu”Lq(U;) <C § HUHW%)(U,C)-
keK keK

Kadangi ¢ > p, tai

Z HUH%V%,(U;C) = Z{/(|uw|p + |u|p) dx:| q/p -
k

kUk

< [Z/(qulu up) aa]"” = [Z/(|um|p+|u|p>>{k($) ar|"":

k Us kE gn
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n
Cia: xi — aibés Uy charakteristiné funkcija, |u,|P? = > |ug,|P. Aibiy sistemos
i=1
{Ui} kartotinumas nevir§ija N, t.y. kiekvienas taskas x € R" gali priklausyti
ne daugiau kaip N aibéms Uj. Todél

ZXk(x) <N, VzeR".
k

Kartu }
[ullLy @) < CNYPullwi@ny < CONYP|lullwsq)-

Taigi erdve Wll)(Q) jsideda j erdve Ly (25) ir treciasis teoremos teiginys jrodytas.
Pirmasis ir antrasis teoremos teiginiai jrodomi analogigkai. >

Atkreipsime démesj j tai, kad funkcija u, priklausanti erdvei Wll)(Q) arba jos
poerdviui W;(Q), yra apibrézta b.v. x € Q. Todél i§ pirmo Zvilgsnio atrodo,
kad néra prasmes kalbéti apie jos reikSmes aibéje Qs = Q NR?, kai s < n, nes
aibés 0, Lebego matas erdvéje R™ lygus nuliui. 18 tikryjy erdvés W} (Q) atveju
idéjimo teorema teigia, kad kiekvienos funkcijos u € Wll)(Q) ekvivalentiskumo
klaséje yra konkretus atstovas (ji galima apibrézti (3.15) formule), apibréztas
bet kokiame srities 2 pjuvyje plok§tuma R® ir turintis teoremoje nurodytas
savybes.

Irodysime dar vieng svarbiag tokiy atstovy savybe. Tegu Qg ir QF yra du
artimi ir lygiagretus srities  pjuviai plok§tuma R?®. Tada funkcijos U|Qs ir u|Q:
yra artimos Ly normos prasme. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.11 teorema. Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis, 1 <p <mn, s >n—p,
q < 00,1=n/p+s/q > 0. Tada kiekvienos funkcijos u € W1(€2) ekvivalentiskumo
klaséje yra atstovas, apibréZtas aibéje Qs = QNR?® ir bet kokiam z € R", |z| = 1,
norma

u(z +tz) —u(z)|lL, @) =0,
kait — 0.

< Laisvai pasirinkime funkcijg u € WIIJ(Q) Prateskime ja nuliu j srities 2
iSore ir gautg funkcijg pazymékime ta pacia raide u. Tada u € VDVIl,(Q), vQ :
Q O Q. Be to, pakankamai maziems ¢ > 0 skirtumas

u(z +tz) — u(z) € WH(Q)
ir N
lu(z + t2) = u(@)|[y@.) < C Y e, (@ +t2) = g, () |1, (@)
i=1
Kadangi u,, € Lp(Q), tai ji yra tolydi L, prasme. Todél

D e (@ + t2) = g, (@)l (@) — O,
i=1

kai t — 0. Taigi
[u(z +tz) — u(@)[lLy@.) — O,
kai t — 0. >
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Pastabos:

1. Toks pat teiginys yra teisingas ir erdves W} (Q) atveju. Tik 3.11 teoremoje
aibe , reikia pakeisti bet kokia aibe Q0 : Q/ C Q.

2. Trodytos jdéjimo teoremos islieka teisingos, jeigu jose srit] 2, = Q N R?
pakeisime pavirgiumi S = QN7T; &a I - glodus' s-matis pavirsius. Be to,
galimas ir toks atvejis, kai S = 0 arba pavirgiaus 0f2 dalis.

3.12 teorema. Tegu € yra aprézta erdvéje R" sritis, S = 99 — C! klasés
pavirsius, s > n—p, 1 < p < nir s/q > n/p— 1. Tada erdvé Wé(Q) isideda
i erdve Ly(S) . Be to, jeigu s/q > n/p — 1, tai jdéjimo operatorius yra visiskai
tolydus.

Sios teoremos jrodyma galima rasti [?] knygoje.

Isvada. Tegu Q yra aprézta erdveje R™ sritis, S = 9Q — C! klasés
pavirsius, u € W%,(Q), v E Wé,(Q), p > 1. Tada yra teisinga integravimo dalimis
formulé

/uvmi dr = f/umiv der/uv cos(n, z;)dS. (3.23)

Q Q S

< Kadangi funkcijas u,v galima pratesti j platesne sritj iSlaikant gloduma,
tai erdve C'(Q) yra tirSta erdvése W] (Q) ir W}, (Q). Todél egzistuoja seka
{u}, konverguojanti j u erdvéje WL(€2), ir seka {v; }, konverguojanti j v erdvéje
Wé, (Q). Kiekvienam k = 1,2,... yra teisinga integravimo dalimis formulé

/ukvkwi dx = — /uk$ivk dx + /ukvk cos(n, x;)dS. (3.24)
Q Q s

Pagal 3.12 teorema
lu—ukllL,s) < Cllu = urllwi (o),

lv = vk, s) < Cllv = orllws, @)

Be to,
[w = upllwi@) = 0, [lo —vkllw, @) =0,
1

kai k — oo. Todél (3.24) formuléje galima pereiti prie ribos, t.y. pakeisti funkci-
jas ug ir vg atitinkamai funkcijomis u ir v. >
Komentarai:

1. Idéjimo teoremy apribojimai rodikliams yra tikslus. Erdvé W} (Q) nejsi-
deda j erdve Ly (£2y), jeigu s/q < n/p — 1. Pavyzdziui, funkcija

w(@) = lz|*, 1-n/p<a<-—s/q,

Priminsime, kad pavirgius vadinamas glodziu, jeigu jis yra C! klasés pavirgius.
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rutulyje B = {x € R" : |z| < 1} yra sumuojama laipsniu p :
/\u(x)|p dzx = / |z|*P dx < C'/(n + ap) < .
B B

Be to, egzistuoja jos pirmosios eilés apibendrintos iSvestinés (Zzr. 2.4 sky-
relio 4 pavyzdj)

Ug, () = azglz|®™%, z€B,i=1,2,...,n,

ir rutulyje B jos yra sumuojamos laipsniu p :

/|Ux1- (2)|Pdx < oP / 2| @ VP dz < O /(n + (a — 1)p) < oc.
B B

Taigi funkcija u € Wl (B). Taciau rutulyje B* = BNR® ji néra sumuojama
laipsniu ¢, nes integralas

/|u(x)\qu= /maqu
BS BS

diverguoja, kai s + ag < 0. Todél funkcija u & Lq(B*®) ir erdve Wl (B)
nejsideda j erdve Ly(B?).

Neapréztos srities atveju erdve W1 () nejsideda j erdve Lq(€2), jeigu ¢ < p.
Pavyzdziui, funkcija

n n
u(z) = lz|% ——<a<-——,
q p
priklauso erdvei W (R™ \ B), tatiau nepriklauso erdvei Lq(R" \ B) (pa-
tikrinkite). Todél WL(R™ \ B) nejsideda j erdve Ly (R™ \ B).

2. Rodiklis ¢*, apibréztas (3.11) lygtimi, vadinamas ribiniu. Atkreipsime dé-
mesj, kad rodiklis ¢* yra apibréztas tik kai p < n. Be to, ¢* > p. Erdveé
Wé(Q) jsideda j erdve Lq(€2s), jeigu ¢ < ¢*, ir nejsideda j ja, jeigu ¢ > ¢*.

3. Jeigu p > n, tai apréztos srities atveju erdveée Wé(Q) jsideda j erdve Lq (€s),
Vq > 1. Neapréztos srities atveju erdvé W%J(Q) jsideda j erdve Lq (),
Vg : p < g < oo. Jeigu p > n, tai erdvé Wll)(Q) jsideda j erdve C(Q),
nepriklausomai nuo to, ar sritis ) yra aprézta, ar ne. Tafiau jeigu sritis
Q yra neaprézta, tai ji dar turi tenkinti 2.16 teoremos arba analogiskas
salygas, garantuojancias aprézto pratesimo operatoriaus egzistavima.

4. Kai p = n = 1, erdvé W/ (a,b) jsideda j erdve Cla,b] (zr. 2.9 teorema).

Jeigu p = n > 1, tai erdvé W] (Q) nejsideda j erdve C(Q). Pavyzdziui,
funkcija

u(z) =In|ln|z||, z€ B ={zecR":|z|<e '},
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rutulyje B.-: yra sumuojama laipsniu n. Be to, rutulyje B.-1 egzistuoja
jos pirmosios eilés apibendrintos i§vestinés

Uy, = zi]x| "2 In "t |z,

i

sumuojamos laipsniu n (patikrinkite). Todeél funkcija u € Wé(Be—l).
Taciau ji nepriklauso erdvei C(B,-1), nes turi trukj koordinaciy pradzioje.
Taigi erdvé W] (B,-1) nejsideda j erdve C(B,-1).

. Erdvés W%,(Q) jdéjimo operatorius j erdve C(Q) yra visiskai tolydus tik

tada, kai p > n. Jeigu p < n, tai erdvés Wll)(Q) jdéjimo operatorius j
erdve Ly(Q,) yra visiskai tolydus tik tada, kai 1 — n/p + s/¢ > 0. Be
to, abiem atvejais () yra aprézta sritis. Neapréztos srities atveju erdves
W1(9) jdéjimo operatorius j erdve C(Q) arba j erdve Lq(Q,) néra visiskai
tolydus. Pateiksime kelis pavyzdzius.
Tegu u € CF(R"™) ir

ug(z) = u(x — x(k)), k=1,2,..., |m(k)\ — 00,

kai k — oo. Taip apibrézta funkcijy seka yra aprézta erdvéje WL(R™) su
bet kokiu rodikliu p > n. Be to, ji konverguoja i nulj erdvéje C(Q) bet
kokiame kompakte @) C R", taciau nekonverguoja erdvéje C(R"). Todél i3
Sios sekos negalima isskirti konverguojancio erdvéje C(R"™) posekio. Kartu
ji néra salyginis kompaktas erdvéje C(R™). Taigi erdvés W%,(R”) jdéjimo
operatorius j erdve C(R™) néra visiskai tolydus.

Tegu u € CPR") ir

up(z) =k vu(z/k), k=1,2,...

Taip apibrézta funkcijy seka yra aprézta erdvéje W} (R™) su bet kokiu
rodikliu p > 1. Tac¢iau nors ir labai didelj teigiama skai¢iy R pasirinktume,

SL;P Huk(I)HLp(R"\BR) = SI;P HU(Z)HLP(R"\BR/,C) # 0,

kai k — oo. Todél (Zr. 2.6 teorema) ji néra salyginis kompaktas erdvéje
L,(R"™). Taigi erdves W}(R") jdéjimo operatorius j erdve Ly(R") néra
visiskai tolydus.
Tegu p <n, u € CE(R") ir

up(z) = kv tu(kz), k=1,2,...

Taip apibrézta funkcijy seka yra aprézta erdvéje WIl,(B). Tadiau nors ir
labai maza teigiama skai¢iy h pasirinktume,
sup [lug(z + 2) — ug(2)|L,. 3y = sup [Ju(z + 2k) — u(z)||L . (B,) 7 0,
[z|<h |z|<h
kai k — oo. Todél (zr. 2.5 teorema) ji néra salyginis kompaktas erdve-
je Ly~ (B). Taigi WI})(B) idéjimo operatorius j erdve Ly~ (B) néra visiskai
tolydus.
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3.4. ERDVIY WX(Q2) JDEJIMO TEOREMOS

3.13 teorema. Tegu 2 yra apréita erdvéje R" sritis, S = 9Q — C! klasés
pavirsius. Tada:

1. Jeigum < k—n/p (t.y. kai 1/p—(k—m)/n <0), tai erdvé W5(€) jsideda
i erdve C™(Q) ir jdéjimo operatorius yra visikai tolydus.
2. Jeigu0<m<k, pg>1 g<oo ir 1/¢ >1/p— (k—m)/n, tai erdvé
k . . . m . . .
Wi (€?) isideda j erdve W () ir tuo atveju, kai 1/q > 1/p — (k —m)/n,
idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.
< Pagal 3.8 teoremg, erdveé Wé(ﬂ) jsideda j erdve C(Q), jeigu p > n, ir j
erdve Ly(Q), jeigu 1/¢ > 1/p — 1/n. Be to, jeigu 1/¢ = 1/p — 1/n, tai jdéjimo

operatorius, nors ir néra visiskai tolydus, yra apréztas. Todél Yu € WE(Q) ir
Va:lal=k—1
cQ kai 1/p—1/n<0
DQUEWé(Q)‘—) ( )7 a% /p /TL )
Ly, (), kai 1/pp=1/p—1/n.

Tegu v € Ly(Q), vz, € Lp, (Q), Vi =1,...,n. Kadangi Q yra C! klasés sritis,
tai v € W] (Q). Pasinaudojg 8ia savybe, gausime, kad Vo : |a| = k — 2
Cc(Q), kai 1/p—2/n <0,

D*u e W: (Q) —
p () {LPQ(Q), kai 1/pa=1/p—2/n.

Taip samprotaudami, Vo : |a] = k — r gausime

(Q)%{C(Q), kai 1/p—r/n <0,

Dy e W!
B L, (), kai 1/p,=1/p—r/n.

Pr—1

Irodysime antrajj teoremos teiginj. Tegu 1/p; = 1/p —1/n, u € WE(Q)
Tada D*u € Ly, (), Yo : Ja] = k — 1. Be to, D*u € Ly, (), Vo : |af <
k—1. Todél u € WE-1(Q). Taigi erdvé WE(€2) jsideda j erdve WE1(€2). Taip
samprotaudami, gausime

Kk k—1 k—2 k—r
Wi(Q) = WSH(Q) = W5 =(Q) = ... = WS (Q).
Imkime ¢ia r = k — m ir pazymékime p, = q. Tada
WE(Q) <= W2(Q).
Erdves WE(Q) jdéjimo j erdve W2'(Q2) operatorius
H:Hr_l'...'Ho;

gia I1; yra erdvés Wy () jdéjimo operatorius | erdve Wi~1=1(Q), po = p. Be

to, jeigu vietoje bent vienos i§ lygybiy 1/p; = 1/p—i/n, i =1,...,m paimsime
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nelygybe 1/p; > 1/p — i/n, tai atitinkamas jdéjimo operatorius bus visiskai
tolydus. Kartu visiskai tolydus bus ir operatorius II.

Irodysime pirmajj teoremos teiginj. Tegu r =k —m ir 1/p — (k—m)/n <
< 0. Jeigu m = k — 1, tai funkcija u ir visos jos i§vestinés iki (k — 1)-osios
eilés imtinai yra tolydzios. Todél (ir. 3.8 teorema) erdve WE(Q) jsideda j
erdve C*~1(Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus. Jeigu m < k — 1, tai
egzistuoja toks skai¢ius ¢ > max{p,n}, kad 1/¢ > 1/p — (k — m — 1)/n. Tadiau
tada

WE(Q) = WIH(Q) < C™(Q).
Be to, kiekvienas i§ §iy erdviy jdéjimo operatoriy yra visiS8kai tolydus. Todél
erdveés WE(Q) jdéjimo j erdve C™ () operatorius taip pat yra visiskai tolydus.
>

Pirmajj teoremos teiginj galima patikslinti. Remiantis 3.9 teorema, galima
irodyti, kad funkcijos u m-osios eilés i§vestinés yra ne tik tolydzios, bet ir tenkina
Helderio salyga su tam tikru rodikliu «. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.14 teorema. Tegu Q yra aprézta erdvéje R" sritis, S = 09 — C! klasés
pavirsius, o < k —n/p —m. Tada erdvé W5(€) jsideda j erdve C™+(Q) ir, kai
a < k—n/p—m, jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

3.15 teorema. Tegu 2 yra apréita erdvéje R" sritis, S = 99 — C! klasés
pavirsius, 1 <p <n, q < oo ir

1n—-1 k—m

q n

Tada erdvé W5(€) jsideda j erdve W

>

n

SRR

—~

S) ir tuo atveju, kai

In-1 1 k-
hmo o Fmm (3.25)
g n ~p n

idéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Tegu
1 1 k-m-1

q1

p
Tada (zr. 3.13 teorema) erdvé WE(Q) jsideda j erdve W21 (€). Kiekvienam
o |a| < misvestine D*u € W/, (). Pagal teoremos salyga

n

1n-1 1 1
>

g n T q n

Todél (zr. 3.8 teorema ir pastaba prie 3.11 teoremos) erdve W (€) jsideda j
erdve Lqy(S). Kartu erdve W (Q) jsideda j erdve Wi (S). Taigi erdve WE(Q)
isideda j erdve Wg'(S). Be to, jeigu

1n—-1 1 1
— > ,
q n q1 n
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tai jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus. >
Sita teorema galima apibendrinti. Tegu Qr = QN T, T' — klasés C¥ s-matis
pavirgius erdvéje R™. Tada yra teisinga teorema.
3.16 teorema. Tegu € yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 0Q — C! klasés
pavirSius, 1 <p<n, 0<m<k, 0<s<n, s>n—plk—m) ir
S k—m
nq

>

n

"=

Tada erdvé WII;(Q) isideda j erdve Wg'(Qr) ir tuo atveju, kai

s k—m

1
>7_
ng p n

)

jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

Bendru atveju, remiantis vien 3.3 skyrelyje irodytais teiginiais, §ios teoremos
tiesiogiai jrodyti negalima. Reikia tikslesniy funkcijy u € WE(Q) integraliniy
iverciy. Tokie jverciai bus gauti 3.6 skyrelyje.

Pabaigoje dar suformuluosime erdviy Wlp‘(Q) idéjimo teorema neapréztos
srities atveju. Jos jrodymas yra visiskai toks pat kaip 3.10 teoremos.

3.17 teorema. Tegu 2 yra neaprézta erdvéje R™ sritis, tenkinanti 2.16 teo-
remos salygas, Qs = QNR®. Tada:

1. Jeigu 0 <m < k —n/p, tai erdvé Wg(ﬂ) isideda j erdve C™(Q).
2. Jeigu o < k —n/p —m, tai erdvé W(€) jsideda j erdve C™*(€2).

3. Jeigu
1<p<gq g<oo, s>n—(k—m)p
ir
s/ng>1/p— (k—m)/n,
. - k . . . m
tai erdvé W(Q) jsideda j erdve W' (€2).
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3.5. EKVIVALENCIOSIOS NORMOS ERDVESE W ()

3.18 teorema. Tegu ) yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 09 — C! klasés
pavirsius, 1, . . . , ¥y, —pusnormés erdvéje WE(Q), C — tokia teigiama konstanta,
kad

i) < Cllullway, Yu € Wi(Q), i =1,2,...,m. (3.26)

Be to, tegu pusnormés v, ..., 1, apibréZia pilng funkcijy sistema (k — 1)-ojo
laipsnio polinomy aibéje (t.y. jeigu 1 (P) = ... = ¢, (P) =0 ir P yra (k—1)-
ojo laipsnio polinomas, tai P = 0). Tada normos

lullw o) = > ID* ulln, o) + > wi(u) (3.27)
|a|=k 7j=1
ir
lullws@) = > 1D L, @ (3.28)
la|<k

yra ekvivalencios.

< Normos, apibréztos (3.27) ir (3.28) formulémis, yra ekvivalen¢ios, jeigu
egzistuoja tokios teigiamos konstantos Cy, Cs, kad

Cillullwe) < llullwi@) < Callullwg)- (3.29)

Pirmoji i§ (3.29) nelygybiy iSplaukia i§ (3.26) salygos. Irodysime antraja ne-
lygybe. Tarkime priesingai, kad Sita nelygybé yra negalima. Tada kiekvienam
naturaliajam n atsiras tokia funkcija u, € VVII‘,(Q)7 kad

HU”HWE(Q) > ”|||Un|||wg(9)~

Tegu
U,

Vp = ,nm=1,2,...

Akivaizdu, kad
||U7LHW1}§(Q) =1, Vn=12,...

I5 dia iSplaukia, kad seka {v,} erdvéje WE(Q) yra aprézta. Erdve WE(Q)
jsideda j erdve Wg_l(Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus. Todél
i§ apréztos erdvéje WE(Q) sekos {v,} galima iskirti konverguojantj erdvéje
WE=1() posekj {vn, }. Be to, norma

Nonllwi ey < 1/n— 0, (3.30)
kai n — oo. I§ ¢ia i8plaukia, kad

| D* vnllL, @) — 0, Va: o =k,
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kai n — oo. Taciau tada posekis {v,,} konverguoja erdvéje Wg(Q) Kadangi
erdvé WE(Q) yra pilna, tai egzistuoja toks elementas v € WE(Q), kad

v= lim wv,,.
n;—00

Funkcijos v visos k-osios eilés i8vestinés yra lygios nuliui. Todél (zr. 2.3 skyrelio
2.8 teorema) v yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. Pazymékime v = P. Tada

HPHWI;(Q) = nhj)noo ||Un¢||wg(9) =1 (3.31)

I8 (3.30) jvercio isplaukia, kad
Z 1/)1' (Um) — 0,
j=1

kai n; — oo. Kadangi pusnormeés v;, j =1,2,..., yra tolydZios, tai

0= nl_ignoonj(vm) =>4 (lim v,,) = 3 wy(P).
i j=1 j=1 v =1

Taciau §i lygybé yra galima tik tuo atveju, kai P = 0. Gauta prieStara jrodo,
kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi egzistuoja tokia konstanta C, kad

[ullwi ) < Callullwi(q)-

Teorema jrodyta. >
Specialiai parinkus pusnormes 1);, galima gauti keletg svarbiy nelygybiy.
Puankare nelygybé. Teguk=1ir

P1(u) = ‘/Udfﬂ‘;

¢ia w — mati srityje  aibé, |w| > 0. Kiekvienai pastoviai funkcijai u € Wll)(Q)
i§ lygybeés ¥ (u) = |w||u| = 0 isplaukia, kad «w = 0. Todél pusnormé ; tenkina
3.18 teoremos salygas. Taigi egzistuoja tokia teigiama konstanta C, kad

fullyor < (] [ uds] + 3 fun o)
w =1

Frydrichsonelygybé. Tegu £k = 1 ir S = 00 — pakankamai
glodus pavirsius. Tada erdvé W () jsideda j erdve Ly (S) ir pusnorme galima
apibreézti taip:

wl(u)z‘/udS‘.
S
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Siuo atveju 3.18 teoremos salygos taip pat patenkintos. Todél egzistuoja tokia
teigiama konstanta C, kad

o < (] [ uds]+ Y
S =1

me)).

Be to, kiekvienai funkcijai u € W%,(Q) yra teisinga Frydrichso nelygybé.

lull, @) < C llua,

i=1

Ly (Q)-

P astab a. Frydrichso nelygybé 2.5 skyrelyje jrodyta nereikalaujant i§ 02
jokio glodumo.
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3.6. INTERPOLIACINES NELYGYBES

Erdviy Wg(ﬂ) jdéjimo teoremose gautus jverc¢ius galima patikslinti. Tik-
sliau, funkcijos u norma erdvéje Wg(ﬂ) galima pakeisti funkcijos u bei jos k-osios
eilés i§vestiniy normomis erdvéje L, (£2) su tam tikrais teigiamais daugikliais. Be
to, viena i§ §iy daugikliy galima pasirinkti laisvai. Tokios patikslintos nelygybés
yra vadinamos interpoliacinémis nelygybémis.

3.19 teorema. Tegu ) yra bet kokia erdvéje R"™ sritis, Qs = QNR® ¢ — bet
koks teigiamas skaicius. Tada:
1. Jeigu 0 =k —r — n/p >0, p>1 0 <r <k, tai kiekvienai funkcijai
u€ ng(Q) yra teisinga nelygybé

> Sug‘DaU’ <Cie’ > IID U, ) + Cog” FllullL, ) (332)
S
la|=k

|ae]=r
2. Jeigu =k—r—n/p+s/qg>0,q¢g=>p=>1 0<r <k, taikiekvienai
funkcijai ue WE(Q) yra teisinga nelygybé'

DUl < Cre® D 1D ullu, ) + Coe” FlullL, @ (333)

loe|=r || =k

¢ia konstantos C1, Co nepriklauso nuo u, &, £ ir Q.

< Pagal poerdvio Wg(Q) apibrézimg kiekviena jo elementa galima aproksi-
muoti funkcijomis i§ C§°(€2) erdvés WE(€2) normoje. Todél abu teoremos teig-
inius pakanka jrodyti funkcijoms i§ C5°(€2). Tegu funkcija ue C5°(2). Prateskime
ja nuliu j srities  iSore ir gauta funkcija pazymeékime ta pacia raide u. Tada
pratesta funkcija ue C5°(R"™) ir

u(x) = — / E(x — y)Au(y) dy (3.34)
R

(7r. 3.2 skyrelj).

Interpoliacines nelygybes jrodysime matematinés indukcijos metodu. IS pra-
dziy jsitikinsime, kad jos yra teisingos, kai k =1 ir k = 2.

Tegu ¢ yra kokia nors neneigiama be galo diferencijuojama funkcija, api-
brézta intervale [0,00), ((t) = 1, kai t < 1/2, ((t) =0, kai t > 1, ir {(¢) > 0,
kai 1/2 <t <1 (7r. 3.1 pav.).

N[
—_
~

3.1 pav.

1 Salyga g > p reikalinga tik tuo atveju, kai sritis Q yra neaprézta.
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Apibrézkime funkcija
Ce(z) = (e al), 2€R™, e>0.

Pasinaudoje integravimo dalimis formule, perragykime (3.34) lygybe taip:

u(a) = — / E(z — )¢z — y)Au(y) dy—

R™

- [ A B -1 G- ) |utw)

Gautus integralus pazymékime atitinkamai u. (z) ir u®(x). | integralg u.(z) gali-
ma, ziuréti kaip j integralinj operatoriy su silpna ypatuma. Be to, jo branduolys
lygus nuliui, kai |z — y| > . Todél

sug ue(z)] < len/planHAUHLp(Q) = C'1527"/}7||AU||LP(Q)7
x€

kai p > n (zr. (3.2) formule, « =n —2), ir
lluellL, (0.) < 016"/pl+s/q_"+2||Au||Lp(Q) = 01277 A (@),

kaip<n, s>n—pir ¢>p>1(zr. (3.10) formule, « = n — 2).
Integralo u®(x) branduolys lygus nuliui, kai |z — y| < /2 arba |z —y| > .
Pasinaudoje $ia savybe, gausime

sup |u®(z)| < C'2€7n/p‘|u||Lp(Q)7
e

[0 [y 0.y < Cae™" P/ fullr, (0

(zr. (3.2) ir (3.10) formuliy i$vedima). Taigi

sup [u(z)] < sup [ue(z)| + sup [u®(z)| <
zeQ zEQ zEQ

< C1e® 7P| Aullp,, () + Cae™™P|lullL, (@) <

<P N | D ully, o) + Cog Pl o), (3.35)
|a]=2

kai p > n, ir
[ullLge.) < luelli,@.) + 1]y, <

< Cre® M A ) + Coe ™ PH A fu 1 o) <

< G PN DY g, () + Cae P, () (3.36)
|a]=2



3.6. INTERPOLIACINES NELYGYBES

65

kaip<n, s>n—pir¢g>p>1.
Dabar (3.34) formule perrasykime taip:

d p—
ul=) |512/|x—y|" wlv)dy

_Z/\ yl” 1 ol dy+z/8xl Ix—yI” !

1 z; 1 z;
kic(x) = — (. (), k()= ————(1—
= < RO = e
I integrala
k; -y
vie(z) = xEEy'n_iuy (y) dy
R’!L

C(@)).

galima ziuréti kaip i integralinj operatoriy su silpna ypatuma. Be to, funkcija

kie(z —y) =0, kai |z — y| > . Todél

sup |'Uza(x)| < Olﬁfn/pl_n—i_1 Hu%
€N

kai p > n (zr. (3.2) formule, « =n — 1), ir

’ _ _
[vielLg(.) < Cre™PH /9  luy, |1, @) = Cre' P4 Uy, ||, o),

kaip<n, s>n—pir ¢>p>1 (7. (3.10) formule, « =n — 1).

Tegu
ke (x—vy)
5‘z2 | — y|n—1

S July) dy.

Lo(@) = Cre" P luy, |l @),

Sio integralo branduolys lygus nuliui, kai |z — y| < €/2 arba |z —y| > €.

Pasinaudoje $ia savybe, gausime

sup [0f (2)] < Coe™"?ul|1 (),
€N

05 |y .y < Cae™ /P 9||u|lL, (q)

(7r. (3.2) ir (3.10) formuliy i§vedima).
I8 integraly v;.(z) ir v$(z) jver¢iy i8vedama nelygybé

sup )] < 3 sup i) + D suplef (v

le zlw

n
S Clglin/p Z ||um1
i=1

Lo(@) + 1C2e™ P ullr, ().

(3.37)
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kai p > n, ir nelygybé

n n
lullLy @) < D Ivicllig@n) + 2 10 Ly, <
i=1 1=1

n
< lel_n/p+s/q Z ||Ua:l ”LP(Q) + ans_"/p+s/q||u||Lp(Q), (3.38)
i=1
kaip<n, s>n—pir¢g>p>1.
Diferencijuodami (3.34) lygybe kintamuojo x; atZvilgiu, gausime

0 1 Ti — Yi
un (@) = = [ B = pAu(dy =~ [ EH () dy -
R™ R™

kic(x — ) / ks (z—vy) .
= — 7A d A:v B d 5 - ].,..., .
J [z — yn1 u(y) dy +Rn (|x gt )u(y) Yy, 1 n

Pastaruosius du integralus pazymékime atitinkamai w;. (z) ir w$ (). Juos galima
jvertinti visiSkai taip pat kaip integralus v (z) ir v (x). Tiksliau,

sup |wie ()| < C1e"~"P||Aully 0y, sup |ws(2)| < Coe™ TP |lullr, (o),
zeN xe)

kai p > n, ir
[wicllLy(0.) < Cre' P Aully, (@),
w5 |, . < 025_1_”/p+5/4|‘u||1,p(§2)7

kaip<n, s>n—p ir ¢ > p > 1. Pasinaudoje §iais jverciais, gausime

sup |ug, ()| < sup [wie ()| + sup [w; (z)| <
e zEQ €N

< 0161_"/p||A“||Lp(Q) + 028_1_n/pHu||Lp(Q)v
kaip > n, ir
v, ILq02.) < NwiellLg@.) + Wi Ly, <
< O T Al )+ Coe Pl 0,
kaip<n, s>n—pir ¢ >p>1. Kartu esant atitinkamoms salygoms teisingi
tokie jverciai:
sup | D% u(x)| <

\a|:lI€Q

< Ce' PN D @) + Coe ™ TPl @) (3.39)
la|=2

Z | D% ullL, (@, <

lee|=1
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< Cre' TP N DYy () 4 Cae T TP | (). (3.40)
|| =2
Is (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) ir (3.40) matome, kad interpoliacinés
nelygybés yra teisingos, kai k = 1 ir k = 2. Tarkime, jos teisingos, kai k = m.
Irodysime, kad jos teisingos, kai k = m + 1.
Visy pirma pastebésime, kad yra teisingi tokie jverciai:

> sup [ Du(x)| < C1e' P 3T || Dy, o)+
z€Q la|=r+1

lal=r

+02€—n/p Z HDO‘u||Lp(Q)7

|| =r
Z sup | D* u(z)| < Chelt=m/P Z | D% ullr,, )+
ol ,TEQ la|=r+1
+Cpe—tn/p Z | D% ullL, @),
|a|=r—1
kai p > n, ir
DD Uy, < Cret PN | DY g, )+
‘O(l:’l“ \a|:r+1
+C’2<€_"/p+s/q Z | D u||Lp(Q),
la]=r
3 D% ullpy o, < Caet TP ST Dy (o)t
jal=r lal=r+1
_'_026—1—n/;0+8/q Z || Dau”Lp(Q)) (341)
laj=r—1

kaip<n, s>n—p, ¢g=>p>1

Tarkime, (3.32) ir (3.33) nelygybés teisingos, kai k¥ = m. Teorema bus
irodyta, jeigu jsitikinsime, kad (3.32) ir (3.33) nelygybés teisingos, kai k = m+1.
Sis teoremos irodymo etapas i§ esmeés yra toks pats abiem nelygybéms. Todél
irodysime tik antraja (jos jrodymas technigkai truputj sudétingesnis).

Pagal indukcine prielaida

> I DUl < Cie® > D ulln @) + Ca® ™l @) (342)

le=r lo|=m

¢ia b, =m—r—n/p+s/q, r<m, q>p>1. Paéme

e= /(3 1D )

lee|=m
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gausime nelygybe
o o 1—0,,/m 0,
> ID Ul < C( X 1D ull,@) "l
|a|=r |a]=m
Pasinaudoje (3.41) nelygybe (kai s = n, p = q), gausime
S D ullp, ) < Cie Y D% ull, @)+

la|=r la|=r+1

+Coe™? Z ||Dau||Lp(sz)§03< Z ||Dau||Lp(ﬂ)>1/2'

la|=r—1 la|=r+1

( 3 ||Dau||Lp(Q))l/2§C4( > IID“ullem))m'

|a]=r—1 || =r+1
N (1=6m)/2m o o
(X 10wl ) el
|a|=r

¢ia 0, = m — (r —1). I3 8iy nelygybiy idreiske > || D ully, (o) ir pasinaudoje
|a]=r

Jungo nelygybe (sup = 2m—r+1)/m, p’ = 2m—r+1)/(m—r+1)), gausime

[0 o 21n1nr+1 m—r+1
S IDulye < Cs( X ID uly) Tl FEE <

|a|=r la|=r+1
< eCq Z H D% U”LD(Q) + Cre™ ol ||UHLP(Q).
|a|=r+1
Pasinaudoje $iuo jverciu, (3.42) nelygybe perraSysime taip:
Y D%l < Cie® Y [ D ulli, )+
la|=r |a]=m+1
+02€gm+1_m_1 ||uHLp(Q)7
Gabpir=m+1—r—n/p+s/q,r <m.Kair=m,

> I D%ulleya,) < CretTPH N T D g, o)+

lal=m |a|=m+1

+025—7z/p+s/q Z | D~ U||Lp(ﬂ) < 0161_"/p+s/q Z | D UHLP(Q)+

|a]=m |a]=m—+1
—I—CQE_"/p—i_S/q(C;El Z ”DaUHLp(Q)+Cé5_m||UHLp(Q)) <

la]=m+1

<Oyt N Dy, ) + Co ™ |y, (o).
|a]=m+1
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Sujunge pastarasias dvi nelygybes, gausime (3.33) nelygybe, kai £k = m + 1.
Teorema jrodyta. >
Pastaba. Jeigu (3.32) ir (3.33) nelygybése paimsime

1/k o 1/k
e = lul/to) /(D2 1% ul,)

le|=k

tai gausime multiplikatyvigsias nelygybes:

a o 1-6/k 0/k
Z I u”Lq(QS) = C( Z H D u”Lp(Q)) ||u||L{)(Q)7 (3.43)
lo|=r o=k
«a o 1-6/k 0/k
Z Slelg | D ul@)] < C( z 1D u”Lp(Q)) ||u||L{)(Q); (3.44)
IO‘l:TI la|=k

¢ia @ = k—r—n/p+s/q pirmos ir § = k —r —n/p antros multiplikatyvios nely-
gybés atveju. Irodysime interpoliacines nelygybes funkcijoms i§ erdvés WIS(Q)
apreéztos srities 2 atveju.

3.20 teorema. Tegu Q yra aprésta erdvéje R" sritis, S = 0Q — C¥ klasés
pavirsius ir patenkintos 3.19 teoremos salygos. Tada Yue W;(Q) ir pakankamai
mazam € > (0 yra teisingos (3.32) ir (3.33) interpoliacinés nelygybés.

< Laisvai pasirinkime funkcija ue WIS(Q) Prateskime ja j kokia nors platesne
standarting sritj @ islaikydami gloduma. Pratesta funkcija paZzymékime ta pacia
raide u. Pagal 2.17 teorema funkcija ue W(Q) ir

||U||w1;,(c;)) < C”u”ng(Q)v ”u”Lp(Q) < CHUHLP(Q)~

Irodysime (3.33) nelygybe (pirmoji nelygybe jrodoma visiskai taip pat).
Kiekvienai funkcijai ue WIS(Q) ir r < k yra teisinga nelygybé

D D%, < Cie"™ Y7 1D ulle, @) + Cae ™" ulle,(@)-
jal=r fol=k
Todél
DDl < Y7 1D ulle, @) <

lee|=r loe|=r

<GP Y Dl @) + Coe M lulln, @) <
la|=k

k

< C1€k7rz Z | D% ullr, ) + Coe™"[|ullL, ()-
7=0 |a]=7
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Padaugine kairiaja ir deSiniaja iy nelygybiy puses is €, gausime nelygybe, kuri

teisinga kiekvienam r = 1,2... k — 1. Kartu yra teisinga nelygybé
k—1
(D 1D ullye) < Gk =1 S D ulr, o)+
r=1 la=r la|=k

k—1
+Cy (k — 1)e” Z Z | D% ullL, @) + Co(k — D)lullL, @)

=0 |al=;

Tegu ep = min{1/2C(k — 1),1}. Tada Ve < g, teisinga nelygybeé
k-1

(D2 1D ulym) <

r=1 |a|=r
< 204( Z I D* wllr, () + 2C5(k = 1)ullr, ()

Sios nelygybés kairéje visi nariai po sumos Zenklu yra neneigiami. Todél Vr < k
yra teisinga nelygybé

> D ulp, @) <

la|=r

<201 (k=17 Y | DY ullu, @) + 205 (k = e "[Jullr, -
|| =k
Remdamiesi §ia nelygybe, gauname

> D% ulli, 0 < Y D% ully g <

la|=r |al=r

<Cie’ Y D% ulln, @) + Coe” Fllullr, @) <
|| =k

k
<Ce’ Z Z | D*ull1,, ) + Coc® FllullL, ) <

=0 a|=j

” "o
<C e D ulln, o) + Co®Fllulln, @)
|a|=k

da Q, = QNR®, 0 =k —r —n/p+ s/q. Pakeite sioje nelygybéje C i C1, Cy i
Cs, gausime (3.33) nelygybe. >

Isvados:
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1. Erdves WS(Q) elementams teisingos multiplikatyviosios nelygybés:

> 1D ull, 0, <

|| =7

’ 176/"" ’
<O (31D ullr, o) [ull?® ) + Coed i, ), (3.45)
p(92)
|| =k

sup | D% u(z)] <

jal=r *€

’ o 1—9//{) 0/k ’ _
<O (Y IDulye) el o) + ChelFull, @i (346)
|| =k
¢ia @ = k—r—n/p+s/q pirmos ir § = k —r —n/p antros multiplikatyvios
nelygybeés atveju. Jos i§vedamos i§ (3.32), (3.33) nelygybiy, kai

. 1/k o 1/k
e = minf|lul o, /(32 1D ul,@) oo}

|a|=k
Savo ruoztu i§ (3.45), (3.46) isvedamos (3.32), (3.33) interpoliacinés nely-
gybés. Reikia tik pasinaudoti Jungo nelygybe.

2. Tegu0 <r <k, s>n—pk-r),0 =k—r—n/p+s/q > 0. Tada i (3.32) ne-
lygybés isplaukia, kad erdveé WE(Q) isideda j erdve WE (€2). Irodysime, kad
erdvé W5 (€2) kompaktiskai jsideda j erdve WY (€2,). Kadangi erdvé W(Q2)
kompaktiskai jsideda j erdve L, (), tai i§ bet kokios apréztos erdvéje
WIP‘(Q) sekos galima i8skirti konverguojantj erdvéje L, (€2) posekj. I3 (3.45)
nelygybés iSplaukia, kad 8is posekis konverguoja ir erdvéje Wy (€5).

Pastabos:

1. Atkreipsime démesj j tai, kad 3.20 teoremoje konstantos C, Cy priklauso
nuo srities 2.

2. Plokséig sritj 2, = QNR® kairiojoje (3.32) nelygybés puséje galima pakeisti
pavirS§iumi S = QNI', T - glodus s-matis erdvéje R™ pavir§ius. Nagrin¢jant
krastinius uzdavinius elipsinéms antrosios eilés lygtims, daznai naudojama
nelygybé

[ullLacs) < Cre™? D llua,llLo(@) + Cae ™2 ullLy@)- (3.47)

i=1

Ji sutaps su (3.32) nelygybe, jeigu Qg pakeisime S = 9 ir paimsime
p=q=2
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3.7. ERDVES WX(r") TEIGIAMOMS RODIKLIO & REIKSMEMS
Kiekvienai funkcijai ue C3°(R") galima apibrézti jos Furjé transformacija

a(e) = (2m)~ /2 / e u(z) da.
i

Pagal Parsevalio formule

[P s = [ .

R™ R™

Kiekvienam multiindeksui a = (v, . . ., @y, ) funkcijos D® u Furjé transformacija
Deu(§) = (i) u(g), & =& ... &
Todél'

ey = 3 D"l oy = / GRS

la| <k la|<k

Reigkiniai Y [€%|2 ir 1+ [€|?* yra ekvivalentus. Tiksliau, egzistuoja tokios dvi
la|<k
teigiamos konstantos Cy ir Cs, kad

Cr Y (€ P<1+[¢*<Cy > e
lo| <k | <k
Todél
Cullulfsqan < [ OP +16*) dE<Colulfieery
Rﬂ,
Pastarasis integralas yra apibréztas sveikoms teigiamoms k reik§Sméms. Taciau

jis turi prasme ir kitoms realioms k reik§meéms. Be to, kai k€(0,1), jis yra
ekvivalentus reiskiniui

|u(z
/|u \Qd:ﬂ+// |n+2k d dy.

R™ R™ R™

|u(z u(z + 2) — u(@)|?
// y|n+2k |Z‘n+2k dzdz.

Pritaike vidiniam integralui Parsevalio formulQ, gausime

|u(z + 2) x)|? 2|e —12
// ‘Z|n+2k dzdz = [u ()] R dgdz.

R™ R"™ R™ R™

I8 tikryjy

!Priminsime, kad H¥(R") = WE(R").
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Integralas

|61§z 1|2 |ez\f\z1 _ 1|2 |£‘2k |€zw1 _ 1|2
|Z|n+2k |n+2k ‘n+2k

Norint $ias lygybes pagristi, pakanka koordinaciy a8is z1, ..., 2, pasukti taip,
kad vektorius £ guléty asyje 21, o po to padaryti keitinj w = |£|z. Integralas
|€iu)1 _ 1|2
|w‘n+2k
RTL

dw >0

ir konverguoja, kai k€(0,1). Todél egzistuoja tokios dvi teigiamos konstantos
C1 ir Cy, kad

u\x
o / () 2lel?* de< / / it _W% " dwdy<Cy / )" de.
RTZ

Apibrézimas. Tegu k€(0,1). Sakysime, funkcija u i§ Ly (R™) priklauso
aibei HX(R™), jeigu reigkinys

Ju(z) — u(y)|? 1/2
RVZ R"'L

Aibé H¥(R") su norma

1/2
el ey = (Il oy + §an ) ) (3.48)

yra normuota erdvé. Jeigu k > 1 ir néra sveikasis skaiCius, tai normg erdvéje
HX(R™) galima apibrézti taip:

1/2
[[wll e gny = (Z | D ullf, ny + Z (D* u}f{k,[k](w)) ; (3.49)
ol <k ol = (K]

Cia [k] — sveikoji skaiGiaus k dalis.
Pastabos:

1. Normy H*(R™) apibrézimai, kai k yra sveikasis skaiGius ir kai k néra sveika-
sis skaiCius, skiriasi. Taciau abiem atvejais normos ekvivalencios reigkiniui

/ O+ ) de)

Todél erdvés HX(R™) sudaro naturalia parametro k > 0 atzvilgiu erdviy
skale.
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Analogiskai galima apibrézti erdve WE(R”) su rodikliu k£ > 0, kai k néra
sveikasis skaiCius. Sakysime, funkcija u i§ L, (R™) priklauso aibei Wi; (R™),
ke(0,1), jeigu reiskinys

u(x 1/p
(u >Wk Ry = //l y‘nH’k dxdy) < 00.

R™ R™

Aibé WE(R™) su norma

1/p
lullwigy = (Il ooy + ey

yra normuota erdvé. Norma erdvéje WE(R™), kai k > 1 ir néra sveikasis
skaicius, galima apibrézti taip:

1/p
nwwszmWW+zDaka.

le| <k lee| =[]

2. Aibé C°(R") yra tirsta erdveje WE(R™) ir tuo atveju, kai k néra sveika-
sis skai¢ius. Jrodymo schema yra tokia. I8 pradziy reikia jrodyti, kad
u(z)ér(x) — u(x), kai R — oo, 0 po to pastebéti, kad Vp > 0 vidutiné
funkcija

(uér),€ Co°(R™)
ir
(u€r)p(x) = u(x)ér(x),
kai p — 0. Cia €gr(z) = £(R™'x), € - be galo diferencijuojama neneigiama
funkcija, lygi vienetui, kai |z| < 1, ir lygi nuliui, kai |z| > 2.
Tegu €2 yra sritis erdvéje R". Sakysime, funkcija ue L, (€2) priklauso aibei
WE(€), ke(0,1), jeigu reiskinys

Ju(x) — u(y)|” p
<u>wg(9) = (/ 7@ TRy dxdy) < 00.
Q Q

Aibé WE(Q) su norma

1/p
lullwycoy = (Il o + @y )

yra normuota erdve.
Apibrézimas. Tegu k > 1 ir néra sveikasis skaic¢ius. Sakysime, funk-
cija ue WE(Q), jeigu
D*ueLy(), VYa:l|of <k,

a _ | D u(x) — D u(y)[? p
(D u>w§7[k](ﬂ) = (/ 7 — g GTRD da:dy) < 0.

Q Q

ir




3.7. ERDVES W§(R™) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKSMEMS 75

Aibéje W};(Q) normg galima apibreézti taip:
1/p
lullvwgiey = (D2 1Dl oy + D2 (D" 0l ) -
lal <k ol =[] :

Tegu 2 = R''. Tada kiekvieng funkcija ue WIS (R”) islaikant glodumga galima
pratesti j visg erdve R™. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema. Egzistuoja tiesinis apréztas pratesimo operatorius
Kk K
IT: WP(RZ) — WP(R”).
Be to, jeigu u € WE(RY) ir v = Ilu, tai v(z) = u(x), kai z€R’.

Pastarosios teoremos Cia nejrodinésime. Atkreipsime démesj tik j tai, kad
ja pakanka jrodyti glodzioms funkcijoms. Tai, kad glodzios funkcijos yra tirsta
aibé, jrodoma jprastu budu. Reikia tik vidutinés funkcijos apibrézime (zr. 2.1
skyrelj) branduolj w,(z — y) pakeisti branduoliu w,(z —y — pey,).

Naudojant vieneto skaidinj ir taikant 3.21 teorema, galima jrodyti tokj tei-
ginj.

3.22 teorema. Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 0Q — CX*¢ klasés
pavirsius. Tada egzistuoja tiesinis apréztas pratesimo operatorius

IT: W5(Q) — WE(R™).

Be to, jeigu u € WE(Q) ir v = Ilu, tai v(z) = u(x), kai z€€.
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3.8. FUNKCUY ue Wk PEDSAKAI

Bendruoju atveju elementy i§ Sobolevo erdviy Wg pédsakai nepriklauso tai
paciai Sobolevo erdviy skalei. Norint juos tiksliai apraSyti, reikéty apibrézti
kitas funkcijy erdvesI§imtj sudaro du atvejai:

1) k — sveikasis skai¢ius;
2) p—=2.

Siuos du atvejus Cia ir nagrinésime.

Tegu k yra sveikasis skaicius ir I' € Q — glodus (n — 1)-matis pavirsius.
Pagal 3.16 teoremg kiekvienos funkcijos ue Wi (€2) ekvivalentiskumo klaséje yra
atstovas u|r€ Lq(T") (jis vadinamas funkcijos u pédsaku pavirsiuje I') ir teisingas
ivertis

[ullLy ) =Cllullwi@);

tia q<(n—1)p/(n—pk), jeigu n > pk, ir ¢>1, jeigu n<pk. Tegu M yra funkcijy
1§ erdves W (€2) pédsaky pavirsiuje I aibé. Akivaizdu, kad 9 yra tiesiné aibé.
Apibrézkime norma

= inf . 3.50
o= it g (3.50)

Aibé 90t su taip apibréZta norma yra normuota erdvé. Tiesiogiai galima jrodyti,
kad ji yra pilna. Irodysime, kad taip apibrézta erdvé yra Sobolevo erdveé W;(I‘)
su tam tikru trupmeniniu rodikliu 7.

I8 pradziy isnagrinésime atvejj, kai Q@ = R = {zeR" : ,, > 0}, x = (2/, x,)
irk=1.

3.23 teorema. Tegu p > 1. Tada:

1. Funkcija ue WS(R?) turi pédsaka ul,,—o := o€ Wi /PR ). Be to,

||90||W11;1/P(Rn—1)SC”“’HW%(RI); (3.51)
¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento u.
2. Kiekvienai p€ Wé_l/p(Rnfl) egzistuoja tokia funkcija
ue Wllj (R™),

kad
u(z’,0) = p(2’)
ir teisinga nelygybé

||u||W}1)(Rfr’)SC”SD”WII)*I/P(Rnfl); (3.52)

Cia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento .
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< Irodysime pirmajj teoremos teiginj. Tegu ue W};(Rﬁ) ir u(z’,0) =
= ¢(2'). Remiantis 3.10 teorema, o€ L,(R™™") ir

e, -1 <Cllullws @n)-

Kiekvieng elementa ue W}(R") erdves W] (R”) normoje galima aproksimuoti
be galo diferencijuojamomis ir lygiomis nuliui pakankamai didelio rutulio iSoréje
funkcijomis. Todél jrodydami §j teiginj, galime tarti, kad funkcija v = u(z) yra
be galo diferencijuojama ir lygi nuliui pakankamai dideliems |z|.

Integralas

p(z' +2') — p(a")[P
< > 1 1/p(R” 1) / / |Z/‘n 2rp d_qj/dz,’/:

Rr—1Rn—1

< / N \|p
|z/|=1R"—1 0 P

Vietoje kintamyjy z’ apibrézkime naujus kintamuosius 3’ taip, kad koordinaciy
a8is y; buty nukreipta vektoriaus w’ kryptimi. Tada

(/ lp(y' + pw’) — (4P dy1>1/p§

p oo
1 / ’ ’ ’ 1/P
<= lu(y" + pw’,0) — u(y’ + pw ,t)\pdzn) dt +
pO —00
1 T T 1/
p
+;/(/ |u(g/+pw’,t)—u(y’,t)|”dy1) dt +
0 —o©
p oo
1 , ' P 1/p
o (] '~ 0 dy) e <
0 —o©

p
S/(Qllut(y',t)lleml) + luy, (s Dl o)) dt.
0

Ivertindami Siuos integralus, i§ pradziy pasinaudojome Niutono—Leibnico for-
mule, o po to Minkovskio nelygybe.

I paskutinj integralg galima ziuréti kaip i kintamojo p funkcija, kuri taske
p = 0 lygi nuliui. Pritaike taip apibréztai funkcijai Hardzio nelygybe, gausime

oo

p
p
[ 72l Dl 07 Dl )
0

0
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P
L) [l O, oy + s 6D ) .
0

Todél

P p )p( T JAPNTH )
<¢>Wé—1/p(Rn_1)§Ul (p ) 2||ut(y ’t)HLp(Ri) + ||uy1 (y ’t)HLp(Ri) ;

¢ia o1 — (n — 1)-matés vienetinés sferos plotas. GrjZe prie seny kintamyjy «’,
gausime jvertj

n
<g0>1\);vé—1/P(Rnfl) <C Z ||u€EL 4
i=1

Lp(R7Y)

Taigi funkcija e W~ 1/p(R” 1) ir yra teisinga (3.51) nelygybe.
Antrajj teoremos teiginj pakanka jrodyti, kai funkcija o€ Cg°(R"™1). Tegu
w — tokia be galo diferencijuojama erdvéje R funkcija, kad

ir w(z') =0, kai |2’| > 1. Apibrézkime funkcija
v(z) = / o@ +zy w(y)dy',  ,>0.
]Rn—l
Akivaizdu, kad v(2’,0) = p(z'). Pagal Minkovskio nelygybe

1/p
ol [ ([l + oo ar) " ay <

R~ 1 R~ 1
/p
/|w /|som+xny>>|pdx) ay'<

<lllle 1) / oy dy', Va0, (3.53)
Rn—l

Rasime funkcijos v i§vestines. Kai i < n,

Vg, () =z, / oy, (@' + 2y w(y') dy’ =
Rn—l



3.8. FUNKCIJU ue W PEDSAKAI 79

Kaii=n,
n—1
Vg, (2) = xﬁl Z Py, (@ + zny yiw(y') dy' =
=1
Rn
n—1
=z, / (P’ +zny') — () D (yiw(y)),, dy'-
Rn—1 i=1
Ivertinkime funkcijy v,, normas erdvéje L, (R"). Tegui =1,...,n—1. Pagal

Minkovskio nelygybe norma

1/p
o lyenr= [ ([ 1o+ o) = olaPay do) My ()] dy' =

Rn—1 R%

T 1/p
= [ ([ [ tota 4 ourf) = oty do'den) )]
Rr-1 0 Rn—1

Paskutiniame integrale pereikime prie sferiniy koordinaciy (kintamyjy y’ atzvil-
giu). Tada pasinaudoje Helderio nelygybe, gausime, kad ||vxi||Lp(R1) nevirsija

1 oo
n—2 / / / /- p /
c[r ( lo(x" + zprw’) — @(2")|P da’ P da:n) dw'dr<
0

\w’\:l 0 Rn—1

1 0o
1/p
Ch / / / / lo(z" + zprw’) — (") P do’ P dxndw’) dr =
0

‘w/‘ 1 0 Rrn—1

1
n— 2 p(@ +r2) —p(a)]? 1/p
e / / / P do'dz') " dr<
0

Rr—1Rn—1

P 1/p
<02 // xE”T" 2+f(x)| dm,dz,) .

Rr—1Rn—1

Taigi Vi = 1,...,n — 1 teisinga nelygybé

vz, Lp(Ri)§C2<(P>er)—l/p(Rn71)~ (3.54)
Si nelygybeé yra teisinga ir kai ¢ = n (tik su sava konstanta C3). Irodymas yra
visiskai toks pats.
Tegu &(t) yra be galo diferencijuojama monotoniskai mazéjanti intervale
[0, 00) funkcija, lygi vienetui, kai t€[0,1/2), ir lygi nuliui, kai ¢>1. Apibrézkime
funkcija
u(z) = v(@)E ().
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Akivaizdu, kad u(z’,0) = v(2’,0) = ¢(z’). Be to, i§ (3.53) ir (3.54) isplaukia
nelygybés:

Jully e <ol <ol ey [ To@ldy
Rn—l

ey ) <lvw g ey + 0P €OVl @) <

<Co(¢)yi-1/o a1y + OsllellL, @)

Kartu yra teisinga (3.52) nelygybé. >
Isvada. Is (3.51) ir (3.52) nelygybiy iSplaukia, kad egzistuoja tokios tei-
giamos konstantos C; ir Cs, kad

Cillel<liellyi-1/e @n-ry <Collll;

Cia ||-|| apibrézta (3.50) formule. Todél erdvé Wllfl/ P(R™™1) sutampa su funkeijy
i§ erdves W%) (R") pédsaky hiperplokstumoje x,, = 0 erdve.

Irodyta teorema lengvai galima apibendrinti bet kokiam sveikajam k>1. Tik-
sliau, teisinga tokia teorema.

3.24 teorema. Tegu p > 1. Tada:

1. Funkcija ue WE(RL‘) turi pédsaky hiperplokstumoje x, = 0 ir
D¢ ’U,|mn:0 = Pat Wl};_la‘_l/p(Rnil), |Oé‘ < k.
Be to,
||<Pang—\aw—l/p(Rn_l)§C||u||wg(R1); (3.55)
¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.
k

2. Kiekvienam funkcijy p;€ Wp_i_l/p(Rnfl), i =1,...,k—1, rinkiniui egzis-
tuoja tokia funkcija ue Wg(Rf_), kad

d'u(z',0) , )
Tﬁb:%(x)’ i=1,...,k—-1,
ir yra teisinga nelygybé

k—1

lullwy@n)<C > lpillyes-17e sy (3.56)
=0

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkreciy elementy ;.
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Isvada. I3 (3.55) ir (3.56) nelygybiy isplaukia, kad egzistuoja tokios tei-
giamos konstantos C ir Cs, kad

Cullell<llell 1o a1y <Callell-

Kartu galime tvirtinti, kad erdvé Wllfl/ P(R™ ') sutampa su funkcijy erdvés
WII‘;(RZ) pédsaky hiperplokstumoje x, = 0 erdve.

Tarkime, Q yra aprézta erdvéje R™ sritis ir S = 9Q — C* klasés pavirgius.
Tada yra teisinga teorema.

3.25 teorema. Tegu p > 1. Tada:
1. Funkcija ue Wg(Q) turi pédsaky pavirSiuje S ir
D®ul = pa€ ng_lo“_l/p(S), la| < k.
Be to,
[Pallyi-tai-1/p g <Cllullw);
¢ia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento u.

2. Bet kokiai funkcijai p€ ngl/ P(S) egzistuoja tokia funkcija ue WX(Q),
kad u|g = p ir yra teisinga nelygybé

||U\|wg(n)§C||90||W1;—1/p(s);
Cia konstanta C nepriklauso nuo konkretaus elemento .

Si@ teorema galima jrodyti jprastu budu. Tik i§ pradziy, naudojant vieneto
skaidinj, reikia apibrézti erdve Wl;l/ P(S). Teoremos jrodyma galima rasti [?]
knygoje.

Pastaba. Kiekvienai funkcijai ue WE(Q) pavirSiuje S galima apibrézti
jos normalines iSvestines iki (k — 1)-osios eilés imtinai. Todél 3.25 teoremos
antraja dalj galima apibendrinti (Zr. 3.24 teoremos antra teiginj).

[§nagrinésime antraji atveji. Tarkime, p = 2. Priminsime, kad erdvé WX yra
Hilberto erdvé. Ja Zymésime HX.

3.26 teorema. Tegu k > 1/2 ir u€ H*(R"). Tada funkcija u turi pédsaka

u

k—1/2mpn—1
o, —0€H (R™™)
ir yra teisinga nelygybé
w172 mn—1) <O||ul gpe@ny; (3.57)

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento ue HX(R").
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< Kadangi aibé C§°(R") yra tirsta erdvéje H<(R™), tai teorema pakanka
jrodyti funkcijoms i§ C3°(R™).
Tegu ue C5°(R™) ir

ﬂ(&’,xn) _ (2ﬂ_)7(n71)/2 / eiizlglu(l‘/,l'n) dl‘/
Rn—l

yra funkcijos v Furjé transformacija kintamyjy =’ = (x1,...,2,-1) atzvilgiu.
Kita vertus,

(! fi Ooa eiénzn .
AE 2n) = mé (€)eiénen de,

¢ia u(€) — funkcijos u Furjé transformacija visy kintamuyju « atzvilgiu. Kadangi
letn®n| = 1, tai

. 17
“(f’o”gm_/ (E)] dé. (3.58)

Pagal Helderio nelygybe

[a@as( [averaors) ([ creriem)

Paskutiniame integrale vietoje kintamojo &, iveskime nauja kintamajj ¢t pagal
formule
En=1ty1+ |£l|2'

Tada

oo oo

/ dé, B 1 / dt
A+IEP+IaPF ~ Q+eP7 | T+eF

Pagal teoremos salyga k > 1/2. Todél

Tooa
/WZM“
— 00

ir
M

[ @nas<( [ asiepraer ) e

Sugretine pastaraja nelygybe su (3.58), gausime

~( ¢! ’ M r ~ ’
[ asgrr g oRa < [ g a©P e

R"_l — 00
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Reiskinys nelygybés kairéje yra ekvivalentus ||uH12{k,1 /2(rn-1)7 0 reiskinys deginéje

- ||u|\%1k(R,,L). Todél Vue C5°(R™) yra teisinga (3.57) nelygybé. Kartu §i nelygybé
yra teisinga ir Vue H*(R"). >
Isvados:

1. Tegu k > |a| + 1/2 ir funkcija u€ H*(R™). Tada jos ivestiné D*u turi

pédsaka
D u’m :06 Hk—|a|—1/2(Rn71)

ir yra teisinga nelygybé
| D* U”Hk*\a\*l/Q(R"*l)SCH“”H“(R”);
¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento uc H<(R™).

2. Tegum < n, k > |a|—(n—m)/2 ir funkcija u€ H*(R"). Tada jos i§vestiné
Dy turi pédsaka

D® ul,, € HElol=nmm)/2(grm)
ir teisinga nelygybé
| D ]| ge—1a1—n-m) /2 (@my <C|w]| e (m);
¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento wu.

Pastaba. Tegu Q yra aprézta erdvéje R” sritis, S = 9Q — Ck*+¢ klasés
pavirSius. Tada 1 i§vadoje erdve R™! galima pakeisti pavirsiumi S, o 2 — erdve
R?® glodZiu s-maciu pavir§iumi I' C Q.

Irodysime atvirkstinj teiginj.

3.27 teorema. Tegu pc H*1/2(R"™ 1), k > 1/2. Tada egzistuoja tokia funk-
cija

uc HY(R™),
kad
u(z’,0) = (a’)
ir
l[ull e gy SCllepllas-1/2 mn—1); (3.59)

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo konkretaus elemento .
< Pakanka jrodyti, kad teorema teisinga Ve Cg"(R”fl). Apibrézkime funk-
cija
(', wn) = P& )w(@nv/1+1€'1);

¢ia we CF° (RY) ir w(t) = 1 tasko t = 0 aplinkoje. ApskaiGiave taip apibréztos
funkcijos Furjé transformacijg kintamojo z,, atzvilgiu, gausime

Q(e) = BEYA+ PV Po(6 1+ [€1)7?).
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Funkcijos u normos kvadratas erdvéje H¥(R™) ekvivalentus integralui
JEEERAEGIR
Rn

Pastarajj integrala integruodami atskirai pagal kintamuosius £’ ir &,, gausime

/ BENP+ €]2) / (L4 € + €)M (En (L +1€'2)2) 2 dede’ =
Rn—1 —o0

= [ BOPA+IED 2 dg [ @+ HEOP <Ol
Rr-1 —o0
Todél sukonstruotai funkcijai u teisinga (3.59) nelygybé. Beliko jrodyti, kad
u(x’,0) = ¢(a'). Taciau tai iSplaukia i§ formulés w(¢’,0) = p(¢'). >
Isvados:

1. Tegu k > 1, ;e H&=/2R" 1) 4 =0,...,5 ir k—s > 1/2. Tada
egzistuoja tokia funkcija u€ H*(R"), kad

d'u(z’,0)

8:6; :%‘(I/)v Vi:oa"'asv

ir teisinga nelygybé

S
||u||Hk(R")§CZ ||g07;||Hk*if1/2(]Rn—1);
=0

¢ia konstanta C' nepriklauso nuo elementy @1, ..., @s.

2. Tegu @€ Hk—lal=(=m)/2Z(R™) "k > (n —m)/2, a — multiindeksas, &k —
|a| — (n —m)/2 > 0. Tada egzistuoja tokia funkcija ue H*(R™), kad

DOt U|Rm = QDOL
ir teisinga nelygybé

ullzp @) <C D llPalltpeiai-mom /2 gmy;
[0

C¢ia konstanta C' nepriklauso nuo ¢,.
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3.9. UZDAVINIAI

1. Irodykite nelygybes
(a) |Q|_1/pHu”Lp(Q)S|Q|_1/q”u”Lq(Q)a Vue Lq(Q2), p<g;
() o <lull? o llull %oy, ueLe(®),
p<q<r,1/qg=a/p+(1—a)/r;
() llullL, ) <ellullr, @ + e *ullL, @, p<g<r,

a=(1/p-1/q)(1/q—1/7).

Nurodymas. Pasinaudokite Jungo ir Helderio nelygybémis.

2. Trodykite, kad (2.19) ir (2.20) normos yra ekvivalencios.
3. Tegu Q yra aprézta iskila sritis, ue Wi(Q). Irodykite, kad b.v. x€Q
teisinga nelygybé
o) < [l ol wo= o [t
w(z) — uy|<— [ |z — ;U = ;
e J v o

tia d = diam Q, w C Q — kokia nors mati aibé, |w| # 0.

Nurodymas. Isitikinkite, kad pastaraja nelygybe pakanka jrodyti
funkcijoms ue C(Q) ir pasinaudokite Niutono-Leibnico formule.

4. Tegu f;€ CP(R"™Y), i =1,...,n. Irodykite nelygybe

n

/ﬁfl(m’)dmgn(/ \fi(x’”n—ldx/)l/(nfl);

g i=1 =1 i1

¢ia fi(x') = fi(l‘l, ey Li—1y Ljid1y - - - ,xn).

Nurodymas. Pasinaudokite matematinés indukcijos metodu.

5. Tegu  yra aprézta iskila sritis, ue W1(€). Irodykite nelygybe
1-1/p
lu = ol @ < (IS11/lw]) ™ d" Jua L, @)-

Nurodymas. Pasinaudokite 3 uzdaviniu.

6. Tegu pe[l, o0). Irodykite, kad kiekvienai funkcijai ue WIl)(Q) yra teisinga
nelygybé

1/n
ullL, @) <(QU/151]) " Nlue L, @)

Nurodymas. Pasinaudokite Frydrichso-Puankare nelygybe.
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10.

11.

Tegu ue VV;(Q)7 p > n. Irodykite, kad funkcija u€ C'=*/P(Q) ir teisinga
nelygybé
< 1-n/p .

Q%SB?R u<CR Huw”Lp(Q),
¢ia konstanta C' priklauso tik nuo n ir p.
Nurodymas. Pasinaudokite 3.6 teoremos jrodymu.
Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 9Q — C! klasés pavirsius.
Irodykite, kad funkcija ue W1 () tada ir tik tada, kai ji srityje €2 tenkina
Lipsico salyga.

Nurodymas. Pasinaudokite Niutono—Leibnico formule.

Trodykite, kad kiekvienai funkcijai ue C5°(Q2) ir Yk > 0 teisinga formulé

v\ Fu(u) (i, —yi,) - (i, — vi,)
u@ = 2 /3yi1"'3yz‘k (k= DYSi|lz —y[" W

i1, ik =1gm

Nurodym as. Pasinaudokite tapatybe

i i (wil - yil) T (mik—l - yik—l)(:’vik - yik) o
8l‘k

= |z —y| ;

_ (k— 1) (xil *y¢1)~~~($ik,1 7yik—1);

|z —y|"

Gla k>2, i1, ...,ix_1 — fiksuoti, iSvestinés apibendrintos.

Tegu Q yra aprézta erdvéje R™ sritis, S = 0Q — CK klasés pavirgius,
0<r <k, s>n—plk-r), k—r—n/p+s/¢* =0. Irodykite, kad erdve
WE(Q) jsideda j erdve Wi. ().

Nurodymas. I8 pradziy jrodykite, kad erdvée WII;(Q) — Wi () (zr.
9 uzdavinj ir 3.12 nelygybe). Po to pasinaudokite 2.17 teorema.

Tegu k€[0,1/2). Irodykite nelygybe

||'r7kuHL2(0,oo)SOHUHHI‘(O,OO)7 Vue CSO(O’OO)

Nurodymas. I§ pradziy patikrinkite tapatybe u = v — w; ¢ia

o(z) = é/(u(w) —u(s))ds, w(x)= /Ooiu(s) ds.
0 T

Po to jrodykite nelygybes:

2750 |1L50,00) SC1 Ul ic0,00)s 12 F W11 (0,00) SCollt]|1(0,00) -
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