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1 Ivadas

Su neapibréztumais susiduriame nuolatos. Koks bus rytoj oras? Kaip pasikeis
JAV dolerio kursas Euro atzvilgiu? Kiek kitg ménesj iSleisime maistui? Tokie
ir panagus klausimai domina kiekviena. Aisku, kad tikslaus atsakymo i juos
negali pasakyti niekas. O kokio atsakymo tikimés? Cia i pagalba galime pa-
sitelkti tikimybiy teorija, kuri tiria neapibréztumus, jy pobudj, désningumus
ir gali pasiulyti jvairiy modeliy. Atsitiktiniais procesais paprastai apraSomi
neapibréztumai kintantys laike. Jy teorija yra labai turininga ir gerai ivystyta.
Aisku, siy paskaity ciklo jokiu budu nepakaks visos atsitiktiniy procesy teorijos
netgi apzvalgai. Todél apsiribosime tik paciais paprasciausiais, bet svarbiais
modeliais bei jy taikymais.

¢ 0O
2 Tikimybine erdve

2.1 Apibrézimai

Iprasta, kad pradedant kalbg apie neapibréztumus ir jy tyrima, pradedama
magiskuoju trejetu (2, F, P), kuris tikimybiy teorijoje vadinamas tikimybine
erdve.

e Aibé Q apraso elementariuosius jvykius (ne tik kai kalbama apie eksper-
imentus); jos elementus jprasta Zyméti w ir vadinami elementariaisiais
jvykiais.

Pavyzdziui, metant moneta, tik du elementarieji ivykiai yra jdomus, todél 2 =

{herbas, pinigas}. O metant losimo kauliuka, elementariyjy jvykiy aibé yra
Q=1{1,2,...,6}.

e F yra aibés {2 poaibiy o algebra. Tai yra tokia aibés {2 poaibiy Seima, kad

- 0eF QeF;
— jel A € F, tai ir papildinys A¢ = Q\A € F;
— jei Ay, As,--- € F,taiir Jo 4; € F.

Seimos F elementai daznai vadinami jvykiais.

2.1 apibrézimas. Tegu A yra bet kuri aibés 2 poaibiy Seima. Jos generuota
o algebra o(A) yra

o(A) = m {g : G yra o algebra, AC g}.
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Galima jsitikinti, kad o(A) yra maziausia o algebra, kuriai priklauso Seima A
(zr. 2.1 pratima).

2.1 pavyzdys. MaZiausia galima aibés ) poaibiy o algebra yra F = {0, Q}.
2.2 pavyzdys. Jei A yra aibés Q poaibis, tai o({A}) = {0,Q, A, A°}.

2.3 pavyzdys. Aibés Q visy galimy poaibiy Seima daznai Zymima 2. Aki-
vaizdu, kad 2 yra o algebra.

Tais atvejais, kai aibé ) yra baigtiné, jvykiu vadianame bet kurj jos poaibj,
t.y. o algebra F tuomet sudaro visi galimi 2 poaibiai: F = 2.
Realiyjy skaiciy aibés R poaibiy Seima
A ={[a,b),(—00,b),[a,0),(—00,00) : a,be R}

generuoja vadinamaja Borelio o algebrl, kuri Zymima Bg. Aibés A € By vadi-
namos Borelio aibémis.

e P yratikimybinis matas, apibréztas jvykiams A € F. Tai yra, P kiekvienam
A € F taip priskiria skai¢iy P(A) € [0,1], kad yra teisingos Sios aksiomos:

- P(Q)=1;
fjeiAl,A2,~-~€]:irAiﬁAj:(Z), kallﬁj, tai

P( G Ai) - iP(Ai).

Skai¢iy P(A) vadiname jvykio A tikimybe (jvykio A pasirodymo galimybeés
skaitine iSraiska).

2.2 apibrézimas. Tikimybiné erdvé (Q,F, P) vadinama pilna, jei o algebrai
F priklauso kiekviena aibé N, kuri yra nulinés tikimybés jvykio poaibiu, t.y.
egzistuoja A D N, kad A € F ir P(A) = 0.

Ateityje (be papildomo priminimo) visos nagrinéjamos tikimybinés erdvés laiko-
mos pilnomis.
Ivykiai Aq,..., A, vadinami:

e poromis nepriklausomi, jei
P(4; 1 Ay) = P(A))P(Ay), kai k # j:
e nepriklausomi, jei su bet kuriais 1 < i <is < -+ < i < m,

P(Ah m"'ﬂAik) = P(A’Ll)P(AZk),
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Begalinis rinkinys jvykiy yra nepriklausomi, jei bet kuris baigtinis jy porinkinis
yra nepriklausomi.
Dvi aibés ) poaibiy o algebros Fi ir F»> vadinamos nepriklausomomis, jei

P(ANB) = P(A)P(B),

kai A € F1,B € Fo.

Tarkime, yra Zinoma, kad jvykis A € F, kuriam P(A) > 0, jvyko. Tuomet
elementariyjy jvykiy aibe €2 galime susiaurinti iki A ir bet kurio kito jvykio
B € F tikimybe skai¢iuoti atsizvelgdami j tai, kad jvykis A jau jvyko. Tai
vadinamoji salyginé tikimybeé, su salyga, kad jvyko jvykis A:

P(BnA)

P(BIA) = =5

Is apibrézimo gauname Sig sandaugos taisykle:
P(ANnB)=P(A)P(B|A)

Tarkime, jvykiai A;,..., A4, yra poromis nesutaikomi (t.y. A; N A; = 0, kai
i#£j)ir AyU---UA, = Q. Tuomet

n

P(B)= 3 P(BUA) =3 P(4,)P(BIA,).

j=1 j=1

Tai yra taip vadinama pilnosios tikimybés formulé. IS jos iSvedama Bajeso
formulé:

P(A;)P(B|4;)
> i1 P(4;)P(B|A;)

Jj=1

P(4;|B) =

visiems j =1,...,n.

2.2 Pratimai

2.1 pratimas. Irodykite, kad o(A) (Zr. 2.1 apibréZima) yra maziausia o alge-
bra, kuriai priklauso A.
2.2 pratimas. Isitikinkite, kad Bg = o(A), kai

(a) A={(a,b) :a,b€R};

(b) A={(—00,a]:a € R}.

2.3 pratimas. Tarkime, {4;,i € I'} yrakurios nors aibés poaibiy Seima. Irodykite
de Morgano tapatybes:
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(a) (UieI Ai)c = ﬂief A,
(b) (ﬂie] Ai)c = U,er 45

2.4 pratimas. Tegu F yra aibés () poaibiy o algebra, B C . Isitikinkite, kad
rinkinys G = {AN B : A € F} yra aibés B poaibiy o algebra.

Tegu (2, F, P) yra tikimybiné erdvé. Seka (A,) C F yra

e monotoniskai didéjanti, jei A, C A, 41 su visais n > 1;

e monotoniskai mazéjanti, jei A, O A, 1 su visais n > 1.
Aibei

oo o0
limsup A, = n U A,

n—oo . .
i=1n=1

priklauso tik tie w € Q, kurie priklauso begalo daugeliui A,,. Aibei
oo o0
liminf A,, = U ﬂ A,
i=1n=i
priklauso tik tie w € €, kurie priklauso visoms aibéms A, iSskyrus galbut

baigtinj ju skai¢iy. Jei liminf,, .o A, = limsup,_, . A, tai ta aibe Zymime
lim,, o0 Ap.

2.5 pratimas. Koks rySys tarp limsup ir liminf apibrézimy skai¢iy sekai (x;,)
ir aibiy sekai (4,)7

2.6 pratimas. Apibrézkime

4 = (—=1/n,1], kai n nelyginis
" 1(=1,1/n], kain lyginis.

Raskit liminf,,_, A, ir limsup,,_, . A,.

2.7 pratimas. Tegu (A,,n € N) yra aibiy seka. Irodykite Siuos teiginius:

(a) liminf, ., A, = limsup,,_,., 4, tada ir tik tada, kai su kiekvienu w € Q
egzistuoja riba lim, o, 14, (w).

(b) Jei seka (A,) monotoniskai didéjanti, tai lim, oo A, = Uy, An.

(c) Jei seka (A,) monotoniskai mazéjanti, tai lim,, e A, = (), —; An.



8 2 skyrius. Tikimybiné erdvé

2.8 pratimas. Tegu funkcija f: R — R. Bet kuriai aibei A C R,
fHA) = {z eR: f(z) € A}.
Irodykite Siuos teiginius:

(a) fTHR\A) =R\ fH(A);
(b) bet kuriam aibiy rinkiniui {A;,7 € I}

I (Ua) =Ur)

el iel
ir
N4 = M A,
i€l i€l

2.9 pratimas. Tarkime, jvykiy A ir B tikimybés atitinkamai lygios P(A4) =
3/4, P(B) = 1/3. Irodykite, kad

1
— <P(ANB)<
5 < PANB) <

W =

Raskite pavyzdzius, parodanéius ekstreminiy reikSmiy galimybes. Analogiskas
ribas nustatykite ir tikimybei P(A U B).

2.10 pratimas. Tegu A;,i > 1 yra tokie jvykiai, kad P(A;) = 1 su visais i > 1.
Parodykite, kad P(U52, 4;) = 1.

2.11 pratimas. Tarkime, jvykiai A ir B yra nepriklausomi. Isitikinkite, kad
ivykiai A€ ir B taip pat nepriklausomi ir iSveskite jvykiy A€ ir B¢ nepriklauso-
muma,.

2.12 pratimas. Irodykite Bonferroni nelygybe:

n

p( U ) >3 P(Ay) - Y P(4; N Ay).
k=1

k=1 i<k

2.13 pratimas. Isveskite Kounias’o nelygybe:

P( Lnj) < mjin{’gP(Ak) — Y P(A; N Ap).

k=1 kik#j



3 Atsitiktiniai dydziai

3.1 Apibrézimai

Labai daznai eksperimento rezultatus galime apraSyti realiaisiais skaiciais,
kuriy reikSmés néra zinomos, kol neatliktas eksperimentas. Tokiu atveju sakoma,
kad eksperimento rezultatai yra atsitiktiniai. Jiems apraSyti naudojame atsitik-
tinius dydzius.

Matematine-tikimybine kalba, atsitiktinis dydis, apibréztas tikimybinéje erd-
véje (Q, F, P), yra F/Bg matus atvaizdis X : Q — R, t.y., tokia funkcija

X:Q—R,

kad
{lweN: X(w)eA}eF (3.1)
su kiekviena Borelio aibe A C R (A € Bg).
Kadangi Borelio o algebra generuoja intervalai, pakanka, kad (3.1) savybé
buty teisinga Sio pavidalo

[avb)v(ioovb)a[aa OO),(*O0,00), avb eER (32)

aibéms A C R. Taigi tie elementarieji jvykiai w € €, dél kuriy atsitiktinio
dydzio X reik8més yra, tarkime, intervale [a, b, visados yra jvykis, t.y.

{we: X(w) €la,b)} € F.

Todél galime suZinoti to jvykio tikimybe p = P(X € [a,])).

3.1 teiginys. Jei X yra atsitiktinis dydis ir g : R — R yra Borelio funkcija,
t.y.,
g (A) :={z €eR:g(x) € A} € Bg,

su kiekviena aibe A € Bg, tai g(X) yra atsitiktinis dydis.

Tolydzios funkcijos ir funkcijos turin¢ios ne daugiau nei skaicia trukio tasky
aibe yra Borelio. Taigi jei X yra atsitiktinis dydis, tai X2, cos(X), 1/X, 1{x<n
yra atsitiktiniai dydziai.

Du atsitiktiniai dydZiai X; ir X5 vadinami ekvivalenciais (Zymeésime X bt
X2)7 Jel

Plw: X;1(w) # X3(w)) =0.

Atsitiktinis dydis X apibrézia o algebra Fyx := {X'(B) : B € Bg} C F,
kuri vadinama atsitiktinio dydzio X generuota ¢ algebra.
Atsitiktinis dydis X Borelio o algebroje Br apibrézia tikimybinj mata, Px:

Px(A) = P({w: X (w) € B}).
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Tikimybinis matas Px vadinamas atsitiktinio dydzio X skirstiniu. Taigi atsitik-
tinis dydis tikimybine erdve (€2, F.P) pakeicia kita tikimybine erdve (R, Bg, Px)
arba, (R, f]R, Px).

3.2 Pasiskirstymo funkcija ir kitos charakteristikos

Atsitiktinio dydzio apraSymui naudojamos jvairios neatsitiktinés charakter-
istikos. Svarbiausioji yra pasiskirstymo funkcija. Atsitiktinio dydzio X pa-
siskirstymo funkcija yra

Fx(z)=PlweN: X(w)<z), xR

Priminsime pasiskirstymo funkcijy charakterizacija.

3.2 teiginys. Pasiskirstymo funkcija F' pasiZymi Siomis savybémis:
(i) limg—q00 Fx(z) =1, lim, o Fx(z) =0,
(ii) F yra nemazéjanti: jei v < y tai F(z) < F(y),
(iii) F yra tolydi i§ desinés: F'(z + h) — F(x), jei h | 0.

Be to, kiekviena nemazéjanti tolydi i§ kairés ir tenkinanti a) salyga funkcija
F : R — R yra kurio nors atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija, t.y.
F=Fx.

Atsitiktiniai dydZiai X;, X5 yra vienodai pasiskirste (Zymeésime X3 L Xo),
jei ju pasiskirstymo funkcijos sutampa, t.y.

Plw: X1(w) <z)=Pw: Xs(w) <x)

su visais x € R.

Ekonometrija bei finansy matematika paprastai nagrinéja tik diskreciuosius
ir tolydziuosius atsitiktinius dydzius. Diskretus — jgyjantys tik baigtinj arba
suskai¢iuojama skaic¢iy reikSmiy. Jie pilnai apraSomi jgyjamomis reikSmémis ir
atitinkamomis ty reikSmiy jgyjimo tikimybémis. Diskretaus atsitiktinio dydzio
X jgyjamas reikSmes zymeésime x1, xo, ..., o atitinkamas tikimybes p1,po, ...,

pr =px(xg) = Plw: X(w) =a), k=1,2,...

Skai¢iy rinkinys (px(zr)) ((pr)) vadinamas diskreciojo atsitiktinio dydzio X
retksmay tikimybiy funkcija. Ji pasizymi Siomis savybeémis:

(i) 0 < px(zg) <1 su visais k
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(if) px(z) =0, jei @ # zp;
(i) > 25 px(zx) = 1.
Jei X yra diskretus atsitiktinis dydis su reikSmémis x1, xs, ... ir
PX=ux,)=pr, k=1,2,...

tai jo pasiskirstymo funkcija yra

Fx)= Y pw

k: xp<x
x € R. Atsitiktinj dydj X su pasiskirstymo funkcija Fx vadiname tolydZziuoju,

jel egzistuoja tokia neneigiama Borelio funkcija fx : R — R, kad

FX(I):/j [x(t)dt,

z € R. Tolydziam atsitiktiniam dydziui X,
Pw: X(w)=2a)=0.
Funkcija fx vadinama tankio funkcija (tankiu). Ji pasizymi Siomis savybémis:
(i) fx(z) 20,z € R;
(i) [7, fx(x)de =1;
(iii) fx yra atkarpomis tolydi funkcija
(iv) Plw:a< X(w) <b) = f; fx(x)dz.
Atsitiktinio dydzio X vidurkis (tikétina reikSmeé arba tipiné reiksmé) yra X

integralas atzvilgiu tikimybinio mato P:

E(X) = /Q XdP.

Priminsime $io integralo apibrézimg. Pirmiausia jis apibrézimas atskiru atveju,
kai X yra diskretusis atsitiktinis dydis su reikdmeémis a1,aq,... ir 4; = {w :
X(w)=ua;},j=1,2,.... Tuomet

/ XdP = a; P(A1) + asP(As) + - -- .
Q

Taigi E(14) = P(A). Todél vidurkis yra tam tikra prasme bendresné savoka uz
tikimybe.
Jei X yra neneigiamas a.d. tuomet egzistuoja tokia diskreciyjy a.d. seka
Xl,XQ, ceey kad
Xi(w) < Xp(w) <---
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ir, be to,
lim X, (w) = X(w)

n—oo

su visais w € §2. Tuomet apibréziame

/XdP: lim X, dP < .
Q

n—oo Q

Riba visada egzistuoja, nes seka (fQ XndP,n > 1) yra nemazéjanti. Jei X yra
bet kuris atsitiktinis dydis, tuomet apibréziame

E(X)=E(X")-E(X"),

da Xt = max{X,0}, X~ = min{X, 0}, jei tik abu vidurkiai EX* ir EX~ yra
baigtiniai. Tai ekvivalentu tam, kad E|X| < oco. Siuo atveju sakome, kad a.d.
X yra integruojamas.

3.3 teiginys. Neneigiamo tolydZiojo atsitiktinio dydzio vidurkis yra

E(X)= /000 Pw: X(w) > x)dz.

Irodymas. Siq formule nesunkiai iSvedame pritaike integravimo tvarkos sukeitima:
B(X) = / XdP = / ( / 1o dt)dP
Q Q Jo
:/ P(X >t)dt. =
0

Diskretaus neneigiamo sveikareiksmio a.d. vidurkiui skaic¢iuoti galima nau-
dotis tokia formule.

3.4 teiginys. Jei X yra neneigiamas sveikareiksmis atsitiktinis dydis, tai

EX = i P(X > k). (3.3)
k=0

Irodymas. Irodymui reikia pritaikyti sumavimo sukeitima;:

%) o %) o) 7j—1
DPX>k) =Y > =), (Z)pj
k=0 k=0 j=k+1 j=1 k=0

(o)
:ijj =FX.u
j=1



3.2 Pasiskirstymo funkcija ir kitos charakteristikos 13

Atsitiktinio dydzio vidurkj galima iSreiksti ir integralu atzvilgiu a.d. pa-
siskirstymo funkcijos:

B(X) = /O " wdFy(x).

Cia integrala reikia suprasti Rymano-Stiltjeso prasme. Jei g : R — R yra Borelio
funkcija ir Elg(X)| < oo, tuomet

Blox) = |

Q

9(X())dP(w) = / g(2)dFx (x).

Atskiru atveju, jei X yra tolydusis a.d. su tankio funkcija fx, tai

[ oterirsto) = [~ g fxolaa

Jei X yra diskretusis a.d. su tikimybiy funkcija (py) tuomet

/]R x)dFx (x Zg TE)p

Priminsime kitas svarbiausias diskre¢iyjy bei tolydziyjy atsitiktiniy dydziy charak-
teristikas.

e n-tosios eilés momentas:

B(X™) = 7. 2% fx(2)da, kai X tolydus a.d.
>k mkpx(xk), kai X diskretus a.d.

e dispersija

o2 = var(X) = 2 (z—px)*fx(z)de,  kai X tolydus a.d.
X Son(@k — px)*px (zr), kai X diskretus a.d.

e standartinis nuokrypis yra ox - kvadratiné Saknis i$ dispersijos.
e charakteristiné funkcija yra argumento t € R funkcija

cx(t) = Ee'™™ = Ecos(tX) + iEsin(tX).

3.1 pavyzdys. Bernuli atsitiktinis dydis.

Tai pats paprasciausias diskretus atsitiktinis dydis. Atsitiktinis dydis X
turintis tik dvi galimas reikSmes 0 ir 1, vadinamas Bernulio atsitiktiniu dydziu.
Tikimybe, kad tas dydis jgis reikSme 1 lygi p, o P(X = 0) = 1 — p. Bernuli
atsitiktinis dydis aprasSo vieno kurio nors jvykio ,sékme” — ,nesekme”. Tai gali
buti, tarkime, vartotojo sprendimas pirkti kurig nors preke; banko sprendimas
apie kredito iSdavima; darbdavio sprendimas apie priémima j darbg ir t.t.

px =p, 0% =p(l—p).
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3.2 pavyzdys. Binominis atsitiktinis dydis.

Jei atliekame n bandymy, kiekviename i§ kuriy jvykis pasirodo su tikimybe
p ir nepasirodo su tikimybe 1 — p, tuomet jvykio pasirodymy skai¢ius X yra
Binominis atsitiktinis dydis. Jo galimos reik8més yra 0,1,...,n ir

P(X =k) =b(k;n,p) = (Z)pk(l —p)" k. k=0,1,...,n.

Be to, ux = E(X) = np, 0% = var(X) = np(1 — p).
Trumpai zymime X ~ b(k;n,p).

3.3 pavyzdys. Puasono atsitiktinis dydis.
Puasono atsitiktinis dydis X — diskretus atsitiktinis dydis, kurio reikSmeés
yra 0,1,2,3,... ir atitinkamos tikimybés

/\k
P(X =Ek)=pk;\) = ﬁef)‘

su kiekvienu k = 0,1,... (zymésime X ~ p(k;))). Cia A > 0 yra puasono

parametras, dar vadinamas intensyvumu.

Tai labai plac¢iai naudojamas atsitiktinis dydis, dazniausiai apraSantis kokiy
nors jvykiy pasirodymo skai¢iy vienetinio ilgio laiko intervale, kai vidutinis
ty ivykiy pasirodymas per vienetino ilgio laiko intervala yra A. Pavyzdziui,
skambuciy skai¢ius per tam tikra laika (valanda, diena ir t.t.); fiksuotame laiko
intervale kreditiniy korteliy panaudojimo bankomate skai¢ius; per tam tikra
laiko intervala (per diena, valanda ar pan.) uZeinanciy j parduotuve pirkéjy
skaicius.

Tegu X yra Puasono atsitiktinis dydis su parametru A > 0. Tuomet

N S N
k=0 k=1

> /\k—l

=\ 7€_>\ =\
2 o
k=1
Norédami suskaic¢iuoti dispersija, pirmiausia suskai¢iuojame

& k
EX(X—1)=> k(k- 1)%6*A = \2
k=2 )

Kadangi EX? = EX(X — 1)+ EX = \? + )\, todél dispersija yra

var(X) = EX? — (EX)? = \.

3.4 pavyzdys. Geometrinis atsitiktinis dydis.
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Bandyma, kuriame jvykis pasirodo su tikimybe p tol kartojame, kol jvykis
pasirodo. Reikalingy tam bandymuy skai¢ius X ir turi geometrinj skirstinj. Be

to,
PX=n)=(1-p)"p, n=0,1,2...

Zymésime X ~ g(n; p).
Pazymeéje g = 1 — p, suskaifiuojame

qu’“ =p§:<zl)qk

o

[e.¢]
EX :Z k¢*p=p
k=0

k= k=0 j=1
o0 o0 ) o0 )
=p> > @ =p) Fd1—q"
=1 =1
N =
27

3.5 pavyzdys. Tolygusis a.d. Atsitiktinis dydis X vadinamas tolygiuoju inter-
vale (a,b), jei jo tankio funkcija yra

1
, kala<x<b
fx(z)=<¢b—a
0 kitur
pasiskirstymo funkcija yra
0, kai z < a
Fx(x) = Z:Z, kai a < x < b;
1 kai z > b.
Vidurkis: e
a
Hx = E(X) = 9
dispersija
2 (b—a)®
= X = -
ox =var(X) 15

3.6 pavyzdys. FEksponentinis a.d. Atsitiktinis dydis X vadinamas eksponen-
tiniu su parametru A (A > 0), jei jo tankio funkcija yra

Ae AT, kai x >0
fx(@) = {0 kitur

pasiskirstymo funkcija yra

1—e M kai x > 0;
Fx(x) = ’ =
x (@) {0 kai z < 0.
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Zymésime X ~ exp{\}. Pagrindinés charakteristikos yra &os. Vidurkis:

1
dispersija
1
0% =var(X) = -

3.7 pavyzdys. Normalusis a.d. Atsitiktinis dydis X vadinamas normaliuoju
su parametrais (u,0?), jei jo tankio funkcija yra

2

1 (x —p) }
= - ) e R'
fx(z) 5o exp { 52 T
Trumpai Zymésime X ~ N(u,0?).
3.3 Atsitiktiniai vektoriai
Jei X1,..., Xy — atsitiktiniai dydziai, apibrézti vienoje tikimybinéje erdvéje,

tai X = (X1,...,Xq) — atsitiktinis vektorius.
Erdvés R? Borelio o algebra Bga yra maziausia o algebra, kuriai priklauso
aibés
A1X--'XAd, Al,...,AdEB]R.
3.5 teiginys. Jei funkcija g : R? — R™ yra Borelio, t.y.
g_l(A) S B]Rd

su kiekviena aibe A € Bgm, tai (X1, ..., Xq) yra m-matis atsitiktinis vektorius.
Tolydi funkcija arba funkcija turinti ne daugiau nei skaicig trukiy tasky aibe
yra Borelio. Pavyzdziui, jei X7, X5 yra atsitiktiniai dydziai, tai X; + Xo, X7 X5,

Xl/X2 yra a.d.
Atsitiktinio vektoriaus X pasiskirstymo funkcija vadiname funkcija

Fx(z1,...,2q) = Plw: X1(w) <z1,...,Xg < xq), x=(x1,...,2Z4) € R

Atsitiktinio vektoriaus X = (Xi,...,X4), kurio pasiskirstymo funkcija yra
Fx(z1,...,24) komponentés X, marginaliné pasiskirstymo funkcija yra

Fi(xg) = Fx (400, ,+00, 2k, +00,...,+00), x) € R.

Bet kuri d-macio atsitiktinio vektoriaus pasiskirstymo funkcija F' tenkina Sias
savybes.
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(i) kiekvienam k, 1 <k <d, F(z1,...,2q4) — 0, kai 2, — —o0;
(ii)) F(x1,...,2q) — 1, kai 21 — 00,..., 24 — 00;
(ili) F yra tolydi i§ desinés kiekvieno argumento atzvilgiu;
(iv) su bet kuriais a; < b;,i =1,...,d,

> (m1)FFTEF(eray + (1 - e1)b, .. Eaaa + (1= £4)ba) > 0.
€1,...6q=%1

Ir atvirksciai, jei d kintamuyjy funkcijai F'(z1, ..., x4) yra teisingos (i)-(iv) savybes,
tai ji yra kurio nors atsitiktinio vektoriaus pasiskirstymo funkcija.
Atsitiktiniai vektoriai X1 = (Xi1,...,X14), X2 = (Xo1,...,Xoq) yra vien-

odai pasiskirste (Zymeésime X, e X3), jel ju pasiskirstymo funkcijos sutampa,
t.y.

Plw: X31(w) <zq,...,X14w) <z4) = Pw: Xoy(w) < zq,...,X2q < x4)

su visais  (z1,...,7q) € R
Sakysime, kad atsitiktinis vektorius X € R? turi tankio funkcija fx jei fx :
R? — R yra neneigiama Borelio funkcija ir tokia, kad

by ba
P(ai<Xi§bi;i:1a-~-vd):/ fx(x1,...,wa)dzy - - dxg,
al a

d

su visais a; < b;,t =1,...,d.
Atsitiktinio vektoriaus X = (X, ..., Xy) vidurkis yra vektorius

E(X)=(E(Xy),...,E(Xy)).
Atsitiktinio vektoriaus X = (X, ..., X4) kovariaciné matrica yra matrica

[x = (cov(X;, X;j))1<i j<ds

COU(XZ‘,XJ‘) :E(XlXJ)—E(XZ)E(XJ), i,j: 1,...,d.

Ji yra simetriné ir neneigiamai apibreézta, t.y.,

d
> T'x(i,f)aia; >0
ij=1
su visais realiaisais skai¢iais a1, . . ., ag. Cia I'x(i,j) = cov(X;, X;),1,5=1,...,d.
Tikrai,
d d d

Z I'x(i,7)aia; = Z cov(X;, Xj)aia; = var(ZaiXi) > 0.

ij=1 ij=1 i=1
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Atsitiktinis vektorius X = (X1,...,Xy) turi normalyjj skirstinj su parametrais
m ir T (trumai Zyméasime X ~ N(m,T)), jei jo tankio funkcija yra

d

> (i —mi)(a; —my)D 7 (0,5) |-

ij=1

DN =

fx(x1,...,2q) = (2m det T)~%/2 eXp{ -

Cia m = (m1,...,mq) € R? yra atsitiktinio vektoriaus X vidurkio vektorius,

I' = (I'(4,7)) - kovariaciné matrica, o I ~! = (I'"1(4, ) - jos atvirkstiné matrica.
Jei T yra diagonaliné matrica, I' = diag(c?,...,032), tuomet atsitiktinio

vektoriaus X tankio funkcija yra normaliyjy tankio funkcijy sandauga:

d

fx(@1,...,2q) = U ( 217“72 exp{—(z; — mi)2/20i2}>.

Jei X ~ N(m,T) ir A yra bet kuri d X d matrica, tai atsitiktinis vektorius

AX turi normalinj skirstinj su parametrais Am ir AT A’ (A’ Zymi transponuota
matrica).

3.4 Salyginis vidurkis 1

Ivykio A € F salyginé tikimybé su salyga, kad jvyko jvykis B € F, apskaici-

uojama pagal formule
P(ANB)

Salyginés tikimybés interpretacija paprasta. Tarkime, kad jvykis B jvyko. Si,
papildoma informacija, leidzia pakeisti tikimybine erdve. Priskirkime nuling
tikimybe jvykiui B¢, o vieneta — jvykiui B. Taip jvykis B pasidaro nauja
elementariyjy jvykiy erdve, tarkime, ', o jvykiais dabar yra jos poaibiai ANB C
Q. Naujoje erdvéje apibréziame tikimybin] mata normalizuodami sengsias
tikimybes P(A N B) skai¢iumi P(B).

Jei P(B) > 0 ir X — atsitiktinis dydis, tai jo salyginé pasiskirstymo funkcija
atzvilgiu B yra funkcija

P(X <z B
Fx(al) = “5 P acR,
o salyginis vidurkis:
1
E(X|B) = ——EXxp.
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3.8 pavyzdys. Imkime Q = (0,1], X (w) = w, o tikimybe P apibrézkime taip,
kad P((a,b]) = b — a. Nesunku jsitikinti, kad X turi tolyguji pasiskirstyma ir
EX =0.5. Jei A= (0,1/4], tai

1 1 [ 1

Dabar tarkime, kad Y yra diskretusis atsitiktinis dydis, apibréztas aibéje €2
ir jgyjantis reikSmes y;,7 = 1,2,.... Nemazindami bendrumo galime tarti kad
tos reik8més yra skirtingos ir

Ai={w:Yw)=w}, i=1,2,...
Tuomet aibiy rinkinys (A;) yra aibés Q skaidinys:
o0
A;NA; =0, kai i) ir | JAi=0q.
i=1

Be to, tarsime, kad P(A;) > 0, su visais i = 1,2,....

3.1 apibréZimas. Atsitiktinio dydZio X, apibrézto aibéje Q) ir turin¢io baigtinj
vidurkj (E|X| < oo) salyginiu vidurkiu atZvilgiu Y vadinamas toks diskretusis
atsitiktinis dydis E(X|Y) , kad

E(X|Y)(w) = E(X|A;) = B(X|Y =), kai wed;, i=1,2,...

Jei zinome, kad jvyko jvykis A;, tuomet apsiribojame tik tais w, kurie prik-
lauso aibei A4;. Tiems w, E(X|Y)(w) sutampa su salyginiu vidurkiu E(X|A;).

3.9 pavyzdys. Pries tai buvusio pavyzdzio tesinys.
Isvardinsime kelias salyginio vidurkio savybes:
e Salyginis vidurkis yra tiesinis:
E([aX +bY]|Z) = aF[X|Z] + bE[Y|Z].
o Atsitiktiniy dydziy X ir E[X|Y] vidurkiai sutampa:
EX = E(E[X|Y)).
Irodymas.

e Jei X ir Y yra nepriklausomi a.d., tai F[X|Y] = EX.
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Salyginis vidurkis F[X|Y], kai YV diskretusis a.d. yra diskretus a.d. Tam
tikra prasme, tai yra SiurkStesné (grubesné) a.d. X versija. Kuo maziau
reikSmiy jgyja Y, tuo grubesnis yra a.d. E[X|Y]. Taip, jei Y = const, tai
E[X|Y] = EX; jei Y jgyja dvi skirtingas reikSmes, tai toks yra ir salyginis
vidurkis F[X|Y].

Salyginis vidurkis E[X|Y] yra Y funkcija:

EX|Y] = g(Y), &a g(y) =) E[X|Y =yl ().

i=1

3.5 Salyginis vidurkis 11

Is salyginio vidurkio E[X|Y] apibrézimo, kai Y yra diskretus atsitiktinis dy-
dis aigku, kad a.d. Y reikS8més ¢ia visai nesvarbios, bet svarbus jvykiai lemiantys
tas reikSmes. Todél salyginj vidurkj galime suprasti kaip atsitiktinj dydj sukon-
struota pagal su dydziu Y susijusia jvykiy aibe, tarkime o(Y") ir simboliskai,
vietoj E[X|Y] rasyti E[X|o(Y)]. Aisku, kad o(Y") suteikia visa informacija apie
a.d. Y, kaip w € (2 funkcija.

Priminsime, kad atsitiktinius dydzius nagrinéjame apibréztus tikimybinéje
erdvéje (Q, F, P). Tarkime, G C F yra o algebra.

3.2 apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X salyginis vidurkis atzvilgiu o algebros
G yra toks G-matus atsitiktinis dydis E(X|G), kuriam

E(E(X|9)1F) = EX1p,
su kiekviena aibe ' € G.
Salyginis vidurkis F(X|Y) = E(X|G), kai G yra maZiausia o algebra atzvilgiu
kurios yra matus atsitiktinis dydis Y. Jvykio A € F salyginé tikimybé atzvilgiu

g yra
P(A|G) = E(14]9).

Svarbu jsidémeéti, kad salyginis vidurkis ir salyginé tikimybé atzvilgiu kurios
nors o algebros yra atsitiktinis dydis.

Jei o algebra G yra generuota baigtiniu skaidiniu {By,..., B, }, tuomet
|
E(X|G) = E(X1p,)1p,.

Jei atsitiktinis vektorius (Y, X) yra apraSomas tankio funkcija f(y,z), tai
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salygine tankio funkcija, kai fiksuotas dydis X = z yra

f(y,z)
fx(x)’

kai fx(x) — atsitiktinio dydZzio X marginalioji tankio funkcija. Tuomet

flylx) =

b
Pla<¥ <HX =)= [ f(ylo)dy.

E(Y|X =) = / uf (yl)dy.

— 00
I8vardinsime paprasciausias salyginio vidurkio savybes. Lygybeés tarp atistiktiniy

dyziy yra lygybés beveik tikrai.

1) Jei X = ¢ b.t., tai E(X|G) = ¢ b.t.

9) E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G);

w

Jei X nepriklauso nuo G, tai E(X|G) = EX;

T

Jei X <Y b.t., tai E(X|G) < E(Y|G) b.t.

(=2}

)
)
)
) Jei X yra G-matus, tai B(X|G) = X;
)
) [E(X]G)| < E(1X]]9);

)

7) Duvigubo vidurkinimo taisyklé: jei o-algebros G, C Go C F, tai

E(E(XG2)|G1) = E(X[G1).
8) Jei Y yra G-matus, tai
E(XY|G) =YE(X|G).
9) Jenseno nelygybé: jei h : R — R igkiloji funkcija, tuomet

ME(X]9)) < E(h(X)|G).

3.6 Sasukos

Tegu X ir Y yra du nepriklausomi neneigiami sveikareikSmiai atsitiktiniai
dydziai,
PX=k)=a,, PY=k)=0b,, k=0,1,....
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Kadangi su bet kuriuo n > 0
{(X+Y=n}=|J{X=kY=n—k}
k=0

iSvedame

P(X +Y =n) :P(D{X:k,Y:n—k}>
k=0

:ZP(X:]@Y:n—k)
k=0

o0
= E akbn_k.
k=0

Gauta suma daZnai pasitaiko dirbant su sekomis. Jos pagalba gauta seka vadi-
nama seky (ag) ir (bg) sasuka.

3.3 apibrézimas. Dviejy seky (a,) ir (b,) sasuka vadinama tokia seka (cy,),
kurios elementai apibréztas taip:

oo
Cp = E agbn_1, n=0,1,...
k=0

Trumpai sasuka uzrasome

(cn) = (an) * (bn).

Tai labai svarbi operacija, nes ji apraso dviejy nepriklausomy neneigiamy svei-
kareik8miy atsitiktiniy dydziy sumos tikimybiy skirstinj. Naudojant jvesta
Zymeéjima

(P(X4+Y =n))=(P(X =n))*«(P(Y =n)).

3.10 pavyzdys. Jei X ~ p(k; ) ir Y ~ p(k; u) yra nepriklausomi, tai X +Y ~
p(ks A+ p).

3.11 pavyzdys. Jei X ~ b(k;n,p) ir Y ~ b(k;m,p) yra nepriklausomi, tai
X+Y ~b(k;n+m,p).

Intuityviai abu 8ie pavyzdziai yra suprantami. Grieztai jrodyti galésime kiek
véliau, susipazine su generuojanciomis funkcijomis.

Isvardinsime kai kurios sasukos operacijos savybes.

1. Dviejuy tikimybiy skirstinius aprasanciy seky sasuka taip pat apraSo
tikimybiy skirstinj.
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2. Sasukos operacija yra komutatyvi:

(an) * (bn) = (bn) * (an).

3. Sasuka yra asociatyvi operacija:

((an) # (bn)) * (cn)) = (bn) * ((an) * (cn))-
Patogu jvesti sutrumpinta zymeéjima sekos sasukos su savim:

)2*

(Pn)™ = (Pn) * (Pn)-

Taigi jei X1, X9 yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste su tikimybiy skirstiniu
(pn) tai Xy + Xo ~ (pn)2*'
Jei X1, Xo, ..., X, yran.v.p., X; ~ (pg), tai

X1+ 4+ X~ (o)™ = (pr) * -+ x (&)

Jei X ir Y tolydieji nepriklausomi a.d., tai atsitiktinio vektoriaus Z = X +Y
pasiskirstymo funkcija yra

o= [ [ L vl yady = I/ o X G)dy
-/ Z / : Frly)dysc()ds = [ Z Fy(z - 2)dFx(z).

Gauta formulé apraSo pasiskirstymo funkcijy sasuka: Fy = Fx * Fy.
Jei turime dvi funkcijas g(z,y) ir h(z,y), tai galime nagrinéti atsitiktinj
vektoriy (Z, W) = (9(X,Y),h(X,Y)). Jei abi funkcijos yra bijekcijos ir
x=q(z,w),y =7r(z,w),
tai
fZW(va) = fxy<$,y)|¢](l',y)‘_1,

gia = q(z,w),y =r(z,w), 0

99 99
Ty =| 9 9
dr  dy

yra transformacijos Jakobianas. Be to, teisinga tokia formulé

fZW(Zﬂw) = fXY(g(Za w)v h(Z, w))|7(’sz)‘7

(o)
o1 g
Tawn=| & B
9z Ow
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3.7 Genruojancios funkcijos

3.4 apibrézimas. Tegu (a,) — bet kuri skaitiné seka. Jei egzistuoja toks sg >

0, kad eiluteé
A(s) = Z ajs”
k=0

konverguoja, kai |s| < so, tai funkcija A(s) vadinama sekos (ay) generuojancia
funkcija.

Tarkime, X yra neneigiamas sveikareik8mis atsitiktinis dydis su reiksmiy tikimybiy
funkcija (py,). Sekos (p,) generuojanti funkcija yra

P(s) = Z prs”.
k=0
Ji taip pat vadinama atsitiktinio dydzio X generuojanc¢ia funkcija ir daznai
Zymima Px(s). Pastebésime, kad
Px(s) = Es*
ir Px (1) = 1. Taigi, Px(s) konvergavimo spindulys yra nemazesnis uz 1. Taip
pat pastebékime, kad Px (1) = P(X < o0).

Véliau matysime, kad generuojanti funkcija, kai ji egzistuoja, vienareikSmiskai
apraSo ir ja atitinkancia seka.

3.12 pavyzdys. Jei X ~ p(k;\), tai

© —Ayk
P(s) :Zusk

k!
k=0
-2 = ()\S)k _ A(s=1)
=Y L — e,
k=0

su visais s > 0.

3.13 pavyzdys. Jei X ~ b(k;n,p), tai

su visais s > 0.
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3.14 pavyzdys. Jei X ~ g(k;p), tai

P(s) =) (¢°p)s" =p> (gs)F
k=0 k=0
p
1—gs’

kai 0 < s < g~ %

Labai svarbus yra generuojancios funkcijos diferencijavimas. Tarkime P(s)
yra generuojanti funkcija, kurios konvergavimo spindulys nemazesnis uz 1. Tuomet
funkcija P(s) yra be galo daug karty diferencijuojama ir su kiekvienu m > 1,

o0

Zk — 1) (k—m)ppst—™

o0

72 (& —m)1PF* e

Generuojancios funkcijos isvestinés nuliniame taske ypac svarbios:

=mlp,, m=0,1,2,...
0
Taigi yra teisingas Sis teiginys.

3.6 teiginys. Generuojanti funkcija vienareik§miskai apraso ja apibréZiancia
seka.

Toliau iSsiaiskinsime tikimybés P(X > k) sarySj su generuojancia funkcija.

3.7 teiginys. Tegu X ~ (py,) ir ;o px = 1. Apibrézkime
P(s)=Es*, ¢u=P(X>k), k=0,1,...
ir
oo
s) = Z qrs”.
k=0
Tuomet teisinga $i formulé:

1— P(s)
1—s5 "’

Q(s) =

0<s<1.
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Irodymas. Kadangi q; = Z;’;kﬂ p;, tai

1

z<z )= ()

=(1—-s)"11 - P(s)). "

oo
3.8 teiginys. Teisingos Sios generuojanciy funkcijy savybés:

(i) Jei X1, X2 yra nepriklausomi neneigiami sveikareikSmiai a.d., kuriy generuo-
jancios funkcijos yra Px,(s),0 < s <1,i=1,2, tai

PX1+X2 (S) = PXl (S)PX2 (S)

(ii) Jei seky (ay,) ir (b,) generuojandios funkcijos yra atitinkamai A(s) ir B(s),
tai sasukos (ay,) * (b,) generuojanti funkcija yra A(s)B(s).

3.15 pavyzdys. Jei X; ~ p(k;\), Xa ~ p(k;u) ir a.d. X3, X5 yra nepriklau-
somi, tai

PX1+X2 (S) = PX1 (S)PX2 (S) = e)\(s_l)e“(s_l) = €(>\+H)(S_1)’

Taigi X7 + Xo ~ p(k; A + ).

Issiaiskinkime, kaip rasti atsitiktinio démeny skaic¢iaus sumos generuojancia
funkcija.

Tegu (X, k > 1) nepriklausomi vienodai pasiskirste neneigiami sveikareiksmiai
atsitiktiniai dydziai, X; ~ (p,) ir Px,(s) = Es*1, 0 < s < 1. Tarkime, N —
nepriklausomas nuo (X,,n > 1) neneigiamas sveikareiksmis atsitiktinis dydis,
N ~ (), Pn(s) = EsV,0 < s < 1.

Apibrézkime Sy = 0,

Nagrinésime Sy — atsitiktinio skaic¢iaus atsitiktiniy dydziy suma. Su kiekvienu
j > 0, pagal pilnosios tikimybeés formule,

P(Sy =j) =) P(Sn=4N=k =Y P(Sy=j,N=k)
0 k=0

E
I

p“qg

P(Sy = j)P(N =k) = Zp;fkak
k=0

ES
Il

0
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Pasinaudoje gautaja iSraiska, suskai¢iuojame

Ps, (s) =ZP(SN =j)s! = Z ( p;kak)sj
3=0 j=0 k=0

=S Y pits; = > an(Px, ()" = Pr(Px, (5).
k=0 j=0

k=0
Taigi teisinga i formulé
Ps, (s) = Pnv(Px,(s)), 0<s<1. (3.4)

Atskiru atveju, kai N ~ p(k; \), sumos Sy skirstinys vadinamas sudétiniv Pua-
sono. Kadangi Py(s) = exp{\(s — 1)}, tai

Py (s) = exp{A(Px, (s) — 1)}

3.8 Naudingi faktai

Siame skirelyje surinkti naudingi tikimybiy teorijos faktai, kuriais ateityje
ne karta remsimeés.

o Cebysevo nelygybé: jei A > 0, tai
P(X| > ) <A PE|X|P.

o Svarco nelygybé: E(XY) < (EXQEY2)1/2.
e Hiolderio nelygybé: jei skaifiai p,q > 1 tenkina sarysj 1/p+ 1/q =1, tai
E(XY) < (E|X]P)P(ElY|7)V.
o Jenseno nelygybé: jei funkcija ¢ : R — R yra igkila, tai
P(E(X)) < E(o(X)).
Atsitiktiniy dydziy sekoms apibréziami keliy tipy konvergavimai.

o Konvergavimas beveik tikrai: X, b x , jel egzistuoja tokia mati aibé
NeF, kad P(N)=0ir

lim X, (w) = X(w),

n—oo

su visais w &€ N.
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o Konvergavimas pagal tikimybe: X, £, X, jei

lim P(|X, - X|>¢) =0,

n—oo
su visais € > 0.
. . Lp ..
e Konvergavimas p-ojo momento prasme: p > 1, X,, — X, jei

lim E|X, — X|P =0.

n—oo

o Konvergavimas pagal skirsting: X,, 2, X, jei

lim Fx, (x) — Fx(x)

n—oo
kiekvienam funkcijos F' tolydumo taskui € R.

Konvergavimas beveik tikrai stipresnis uz konvergavima pagal tikimybe.

Pastarasis silpnesnis ir uz konvergavima p-ojo momento prasme. Jei X, Lox ,
tai egzistuoja posekis (X, ) konverguojantis prie X beveik tikrai.

Is konvergavimo pagal tikimybe iSplaukia konvergavimas pagal pasiskirstyma.
Atvirksciai teisinga, jei a.d. seka konverguoja i iSsigimusj a.d.

Tikimybiy teorijai labai svarbus yra didziyjy skai¢iy désniai bei centriné
ribiné teorema. Silpnasis didziyju skai¢iy déasnis yra §is teiginys.

3.9 teiginys. Tegu Xy, ..., X, nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai su baigtiniu vidurkiu p = EX;. Tuomet su kiekvienu € > 0

lim P(|X — pu| >e¢)=0.

CiaX =n"YX1 4+ X,).

Stiprusis didziyjy skai¢iy désnis ir centriné ribiné teorema suformuluoti Siuose
teiginiuose.

3.10 teiginys. Su kiekvienu € > 0

P(lim |X —p| >¢)=0.

n—oo

3.11 teiginys. Jei

tai

su visais x € R.
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3.9 Pratimai
3.1 pratimas. Isitikinkite, kad Fx yra o algebra.

3.2 pratimas. Jrodykite, kad atsitiktiniy dydziy X ir X skirstiniai sutampa,
jei sutampa jy pasiskirstymo funkcijos.

3.3 pratimas. Irodykite, kad A\F'+ (1 — \)G yra pasiskirstymo funkcija, kai F
ir G yra pasiskirstymo funkcijos, o A € [0, 1]. Ar sandauga F'G yra pasiskirstymo
funkcija?
3.4 pratimas. Tegu (X,,) yra atsitiktiniy dydZziy seka. Isitikinkite, kad

(a) limsup,, . Xy, yra atsitiktinis dydis;

(b) liminf, . X, yra atsitiktinis dydis;

(c) aibé {w : lim,_, o X, (w) egzistuoja} yra mati;

lim,, 00 Xpn(w), jei riba egzistuopja
0, kitur. '
Isitikinkite, kad X yra atsitiktinis dydis.

(d) X(w) =

3.5 pratimas. Irodykite, kad Af + (1 — \)g yra tankio funkcija, kai f ir g yra
tankio funkcijos, o A € [0, 1]. Ar sandauga fg yra tankio funkcija?

3.6 pratimas. Tarkime, X yra atsitiktinis dydis su tankio funkcija

Ix (.Z’) = %e_Mxla

kai « € R. Raskite var(X).

3.7 pratimas. Atsitiktiniy dydziy
Xt =max{0,X}, X =-min{0,X}, |X|=XT4+X", -X
pasiskirstymo funkcijas isreiskite atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija
Fx.
3.8 pratimas. Atvaizdis d : S x S — R vadinamas aibés S metrika, jei yra
teisingos Sios savybés:
(i) d(s,t) =d(t,s) > 0 su visais s,t € S,

(ii) d(s,t) =0 tada ir tik tada, kai s =1,
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(iil) d(s,t) < d(s,u)~+ d(u,t) su visais s,t,u € S.
(a) Levi metrika. Pasiskirstymo funkcijoms F' ir G, Levi metrika yra
di,(F,G) =inf{e > 0: G(x —¢) < F(z) < G(x + ¢), visiems z}.
Irodykite, kad dj, yra pasiskirstymo funkcijy aibés metrika.
(b) Pilnosios variacijos metrika. Tegu X ir Y yra sveikareik8miai atsitiktiniai

dydziai ir
dry(X,Y) =) |P(X =k) - P(Y =k)|.
k

Irodykite, kad funkcija d7y tenkina pirma ir tre¢ia metrikos savybes ir
dry(X,Y) =0 tada ir tik tada, kai P(X =Y) = 1.
(¢) Irodykite, kad

dry(X,Y) = 2 sup |P(X € A) — P(Y € A)|.
ACZ

3.9 pratimas. [rodykite, kad
argmin, g E(X — a)? = EX.

3.10 pratimas. Tarkime, X yra Puasono atsitiktinis dydis su parametru \.
Raskite E(1/(X +1)).

3.11 pratimas. Tegu X,Y yra nepriklausomi eksponentiniai atsitiktiniai dy-
dziai su parametru A. Raskite E|X — Y.

3.12 pratimas. Tegu X ~ N(0,0?). Zinodami, kad
AX Lo o
Ee™™ =exp {5/\ o }

su visais A € R, i§veskite:

|
(a) EX%:(;T’Z)"U%J@:LQ,...;

(b) EX*-1=0,k=1,2,....

3.13 pratimas. Jrodykite, kad Puasono atsitiktinio dydzio X su paramatru A
charakteristiné funkcija yra lygi

ex(t) = exp{ (e’ — 1)},

t € R. Remdamiesi §ia formule suskai¢iuokite EX?, var(X), EX3.
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3.14 pratimas. Tegu X yra Bernulio atsitiktinis dydis, P(X = 0) = 1 —
p,P(X =1)=p.TeguY =1— X, 0 Z = XY. Raskite P(X = z,Y = y)
ir P(X =x,7 = 2), kai z,y,z € [0,1].

3.15 pratimas. Tarkime, vektoriaus (X, Y) pasiskirstymo funkcijs yra F'. Irodykite,
kad

Pla< X <b,c<Y <d)=F(bd) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c),
kai a < b,c < d.

3.16 pratimas. Ar funkcijs F(z,y) = 1 — exp{—zy},0 < z,y < oo yra kokio
nors atsitiktinio vektoriaus pasiskirstymo funkcija?

3.17 pratimas. Tegu X; ~ N(m;,02), i = 1,2 yra nekoreliuoti atsitiktiniai
dydziai. Jrodykite, kad jie yra nepriklausomi. Apibendrinkite atsitiktiniams
Gausiniams vektoriams.

3.18 pratimas. Jei X ~ N(0,1,,) (I, = diag(1,...,1) yra m X m vienetiné
matrica) ir A, B yra m X m matricos, tai vektoriai AX ir BX yra nepriklausomi
tada ir tik tada, kai AB’ = 0.

3.19 pratimas. Tegu 7 yra eksponentinis atsitiktinis dydis su parametru .
Raskite salyginj vidurkj E(7|7 < ¢).

3.20 pratimas. Raskite atsitiktinio dydZzio Y salygine tankio funkcija ir salyginj
vidurkj atzvilgiu X, jei poros (X,Y’) tankio funkcija yra:
(a) flz,y)=Me M, 0<z <y <o,

(b) f(z,y) = we WD 2,y > 0.



4 Atsitiktiniai procesai

4.1 Apibrézimai ir pavyzdziai

Atsitiktinis procesas yra vienoje tikimybinéje erdvéje, sakykime, (Q2, F, P)
apibrézty atsitiktiniy dydziy rinkinys

X=X,teT)=(Xi(w),t € T,we).

4.1 pavyzdys. Atsitiktinis dydis yra (trivialus) atsitiktinis procesas atitinkan-
tis T ={1}. Jei T = {1,...,m}, tai atsitiktinis procesas

X=X, teT)=(X1,...,Xm)

vadinamas (m-madciu) atsitiktiniu vektoriumi.

Atsitiktinis procesas X yra dviejy argumenty funkcija. Kai ¢ fiksuotas,
X =Xt(w), we

yra atsitiktinis dydis. Kai fiksuotas ,atsitiktinumas” w € €2, procesas yra laiko
funkcija:
X = Xt(w), tef.

Si funkcija vadinama proceso trajektorija arba realizacija.

Atsitiktinio proceso X = (X, ¢t € T), indeksy aibé T vadinama atsitiktinio
proceso parametry aibe arba laiku. Jei ji yra diskreti, tai atsitiktinis procesas
vadinamas diskretaus laiko procesu. Diskretaus laiko procesas X = (X,,,n =
1,2,...) taip pat vadinamas atsitiktine seka. Jei aibé T yra tolydi, tai ir proce-
sas vadinamas tolydaus laiko. Jei proceso buseny aibé E C R yra diskreti,
tai atsitiktinis procesas vadinamas diskre¢iuoju arba diskre¢iy buseny arba dar
vadinamas grandine. Siuo atveju daZniausiai tariama, kad buseny aibé yra
E =1{0,1,2,...}. Jei buseny aibé E yra tolydi, turime tolydZiy buseny procesa.

Kaip ir atsitiktiniams dydziams, atsitiktiniams procesams apibréziamos neat-
sitiktinés charakteristikos.

Nagrinékime atsitiktinj procesa X = (X;,¢ € T). Fiksuotu laiko momentu
t1 € T, X, yra atsitiktinis dydis. Jo pasiskirstymo funkcija yra

Fi (1) =Pw: Xy, (w) < xq).
Pasiskirstymo funkciju rinkinys {F},,t; € T} vadinamos atsitiktinio proxceso
X (t) pirmosios eilés skirstiniu. Analogiskai, jei t1,ty € T, tai X (1), X (t2) yra

du atsitiktiniai dydziai. Jy bendrasis skirstinys yra

Fy 1, (x1,22) = P(w: X, (w) < 21, Xy, (w) < 29).
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Rinkinys {F}, +,,t1,t2 € T} sudaro proceso antrosios eilés skirstinj.
Jei t1,...,t, yra baigtinis parametro ¢ reikSmiy rinkinys, tai atsitiktinio
vektoriaus (Xy,, ..., X, ) pasiskirstymo funkcija Fy, ;. yra

Fio g1, zn) =Plw: Xy, (W) <t1,..., Xy, (w) < ty)

ir ju Seima, kai ¢1,...,t, € T vadinama n-tosios eilés skirstiniu. Visy eikiy
skirstiniy rinkinys,

{Ftl,...,tn N tl,...,tn €T7 TLEN} (41)

vadinama proceso (X¢,t € T') baigtiniamadiy pasiskirstymo funkcijy Seima.

Jie pilnai apraSo atsitiktinj procesg. Todél naturalus klausimas yra Sis:
kokias salygas turi tenkinti pasiskirstymo funkcijy Seima (4.1), kad ji buty
kokio nors atsitiktinio proceso baigtiniamaciy pasiskirstymo funkcijy Seima. [
§i klausima atsako Kolmogorovo teorema.

4.1 teorema. (Kolmogorovo) Tam, kad pasiskirstymo funkcijy rinkinys (4.1)
buty kurio nors atsitiktinio proceso baigtiniamaciy pasiskirstymo funkcijy Seima
butina ir pakankama, kad buty teisingos Sios suderinamumo salygos:

o reikdmés Fy, . (x1,...,x,) simetriskai priklauso nuo pory (t;,x;);
e suvisaisty,...,t, €T, x1,...,2p_1 E R,n €N,
im By or, (@1, 20) = Fyy o, (21, 201).
Ty —00

Atsitiktinis procesas X = (X;,t € T)) vadinamas antrosios eilés procesu, jei
EX? < oo su visais t € T
Atsitiktinio proceso X = (X;,t € T') vidurkio funkcija yra ux : T — R,

ux(t) = EX;, teT;
Antrosios eilés proceso X = (Xy,t € T) kovariaciné funkcija Tx : T? — R yra
Ix(t,s) = covx(t,s) = E[(X¢ — pux () (Xs — px(s))], t,s€T,
variacijos funkcija 0% : T — R,

0% (t) = ex(t,t) =varX,, teT.

4.2 pavyzdys. Tegu X ir Y yra du nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Apibrézkime
procesa (X, t > 0):
Xy=tX+Y, t>0.

Sio proceso trajektorijos yra tiesés su atsitiktiniai koeficientais. Baigtiniamaciai
skirstiniai yra

P(Xy, <z1,..., X, < ) :/FX( min _y)Fy(dy),
R 1<i<m  t;

t<l,....tp >0; z1,...,2, € R.
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4.3 pavyzdys. Apibrézkime procesa
X; = Acos(¢p+ At), t>0,

¢ia A ir ¢ yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, E(A) = 0, E(A2?) < o0, 0 ¢
yra tolygiai pasiskirstes intervale [0,2x]. Taip apibréztas procesas (X;,t > 0)
yra antrosios eilés, jo vidurkio ir kovariacinés funkcijos yra (7r. 4.1 pratima):

mx(t)=0 t>0, (4.2)

ir

Dy (t, s) = %E(AQ) cosA(t—s)), 15> 0. (4.3)

4.4 pavyzdys. Atvykimy procesas. Nagrinékime klienty atvykima j parduo-
tuve, matuodami laikus nuo vieno kliento atvykimo iki kito. Tegu tie laikai yra
teigiami atsitiktiniai dydziai X, Xs,. ... Imdami ¢ € [0, 00) apibrézkime N; = k
tada ir tik tada, kai sveikasis skaiCius k yra toks, jog

Xi++Xp <t < Xy 4+ Xpya

Apibrézkime N; = 0, jei t < X;. Tuomet N; yra iki laiko momento ¢ (laiko
intervale [0,t]) atvykusiy klienty skai¢ius. Pastebékime, kad su kiekvienu ¢ > 0,
N; yra atsitiktinis dydis jgyjantis reik§mes aibéje S = N. Taigi {NV;,t > 0) yra
tolydaus laiko diskretus procesas. Jo trajekltorijos yra nemazéjancios, tolydzios
i§ desinés funkcijos didéjancios vienetiniais Suoliukais taskuose X; + - -+ + Xj.
Be to, N; < oo su visais t > 0 tada ir tik tada, kai Z;ozl X = oo.

4.5 pavyzdys. Nagrinékime diskretaus laiko atsitiktinj procesa (X;), kurio
buseny aibé yra S = {1,2,3}. Proceso dinamika (kitimas laike) apraSomas taip:
i§ busenos 1 j busena 2 procesas pereina su tikimybe 1. IS busenos 3 gali pereiti
arba i 1, arba 2 su vienoda tikimybe 1/2, o i§ 2 persoka j 3 su tikimybe 1/3
arba lieka busenoje 2. Tai yra Markovo grandinés pavyzdys. Markovo grandines
detaliai nagrinésime véliau.

4.1 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X = (X,t € T') yra Gauso (arba nor-
malusis), jei baigtiniamadciai skirstiniai yra Gausiniai.

Gausinj procesa pilnai apraso jo vidurkio funkcija mx(t),t € T ir kovariaciné
funkcija T'x (¢, s),t,s € T. Ir atvirksciai. Jei m : T — R yra bet kuri funkcija, o
simetriné funkcija I' : 7' x T" — R yra neneigiamai apibrézta, t.y.,

n
Z I‘(tj,tk)ajak 2 0
J k=1
su visais t; € T,a; € R;i = 1,...,n ir visais n € N, tuomet egzistuoja Gauso

procesas su vidurkio funkcija m ir kovariacine funkcija I'.
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4.6 pavyzdys. Tegu X,Y yra normaliniai atsitiktiniai dydziai. Tuomet proce-
sas X; =tX 4+ Y,t > 0 yra Gauso su vidurkio funkcija

mx(t) =tE(X)+E(Y), t>0,
ir kovariacine funkcija

Tx(t,s) = t*var(X) + 2tcov(X,Y) +var(Y), t,s>0.

4.7 pavyzdys. Gauso baltasis triukmas. Nagrinékime procesa X = (X, t €
T), kai X;,t € T yra nepriklausomi normaliniai atsitiktiniai dydziai su vienodu
pasiskirstymu A(0,02). Tuomet procesas X yra Gauso procesas su vidurkio
funkcija

mx (t) =0, teT,

ir kovariacine funkcija

2, kai s=t
o=t g
0, kai s #t,

FX (8, t) = {
4.2 apibrézimas. Vienoje tikimybinéje erdvéje apibrézti atsitiktiniai procesai
X =X,teT) irY = (Y,t € T) vadinami ekvivalendciais, jei su kiekvienu
teT,
Pw: Xi(w) # Yi(w)) =0.

Taip pat sakome, kad vienas procesas yra kito versija. Du ekvivalentus procesai
gali turéti visai skirtingas trajektorijas.

4.8 pavyzdys. Tegu £ yra neneigiamas tolydusis atistiktinis dydis. Tegu T' =
[0,00). Apibrézkime procesus X = (X, t € T)ir Y = (Y, t € T):

Xy =0 suvisais teT,

o
v, =0 RS g
1, jei t=¢

Procesai yra ekvivalentus, bet turi skirtingas trajektorijas.

4.3 apibrézimas. Atsitiktiniai procesai X = (X, t € T) ir Y = (Y3, t € T)
apibrézti vienoje tikimybinéje erdvéje vadinami neatskiriamais jei egzistuoja
tokia aibé N C Q, kad P(N) =0 ir X(w) = Y (w) su visais w ¢ N.

Du atsitiktiniai procesai kuriy trajektorijos yra tolydzios iS deSinés yra neats-
kiriami, tai jie yra ekvivalentus. Ekvivalentus diskretieji procesai yra neatskiri-
ami (Zr. 4.4 pratima).
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4.2 Stacionarus procesai

Daugelio svarbiy atsitiktiniy procesy baigtiniamadiai skirstiniai nepriklauso
nuo laiko postumio. Todél naturalu juos apjungti j vieng klase.

4.4 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X = (Xt > 0) vadinamas stipriai
stacionariu (stacionariu siaurgja prasme), jei atsitiktiniy vektoriy

(Xtuthv s vXtm)
ir
(Xtyths Xtgths s Xtytn)
skirstiniai sutampa, kokie bebuty ty,ts,...,t, >0 ir h > 0.

Pastebésime, kad stipriai stacionaraus atsitiktinio proceso X, atsitiktiniai dy-
dziai Xy, t > 0 yra vienodai pasiskirste.

4.5 apibrézimas. Antrosios eilés atsitiktinis procesas X = (X;,t > 0) vadi-
namas silpnai stacionariu (stacionariu placiaja prasme) , jei su visais t1,to ir

h >0
(1) E(th) = E(Xt2)7
(11) COU(th,Xt2) = CO'[)(Xt1+h7Xt2+h).

Silpnai stacionaraus atsititktinio proceso X kovariaciné funkcija T'(¢,t + h) =
I'(0, h). Taigi I'(t, s) priklauso tik nuo skirtumo ¢t — s.
Analogiskai apibréziame stacionarius diskretaus laiko procesus.

4.9 pavyzdys. Tarkime, « ir § yra nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai su nuliniais
vidurkiais ir vienetinémis dispersijomis. Imdami A € [0, 7] apibrézkime

X, = acos(An) + Bsin(An), n >0.
Akivaizdu, kad £X,, = 0 su visais n > 1. Suskai¢iuokime kovariacine funkcija:
Tx(m,m+n)=E(X, Xnim)
= FE(acos(Am) + fBsin(Am))(acos(A(m + n)) + Gsin(A(m + n))
= E(a? cos(Am) cos(A(m + n))) + E(B* sin(Am) sin(A(m + n)))
= cos(An),

nes E(af) = 0. Tagi I'x (m,m + n) priklauso tik nuo n, todél procesas X yra
silpnai stacionarus. Bendru atveju jis néra stipriai stacionarus. Norédami tai
pastebéti, paimkime A = /2. Tuomet

(X07X17X21X37"') = (avﬂa —Oé,—ﬂ,.. )
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Sis procesas bus stipriai stacionarus, tada ir tik tada, kai poros (o, B), (B, —a),
(—a, —p) bus vienodai pasiskirs¢iusios. Kita vertus, jei a ir § yra standar-
tiniai normaliniai atsitiktiniai dydziai, tai procesas X bus ir stipriai stacionarus
(isitikinkite).

Stacionariyjy procesy teorijai labai svarbus yra du rezultatai, tai ,spektriné
teorema’ ir ,ergodiné teorema”’. Su spektrine teorija susipazinsime véliau. Cia
trumpai aptarkime ergodiskuma. Panagrinékime du krastutinumus. Tegu X =
(X, : n > 0) yra nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy
seka su nuliniu vidurkiu ir vienetine dispersija. Akivaizdu, kad procesas X yra
stacionarus ir jo autokovariaciné funkcija yra

1, kain=0,

fortmomot ) = Bl o) = {0 kain # 0

Remiantis stipriuoju didziyjy skaigiy désniu n=? PP, ¢ b, 0, kai n — oo.

Nagrinékime kita pavyzdj. Tegu Y yra atsitiktinis dydis su nuliniu vidurkiu
ir vienetine dispersija. Procesa X = (X,,n > 0) apibrézkime imdami X, =Y
su visais n > 0. Jo kovariaciné funkcija yra I'x(m,m +n) = EXp, Xmin =
EY? =1 su visais n,m. Be to, n ™1 Y X, by,

Abiejuose pavyzdziuose matéme, kad egzistuoja sumos n~! ZZ=1 X} riba
beveik tikrai, kai n — oo. Pirmuoju atveju riba yra konstanta, antruoju —
atsitiktinis dydis. ,Ergodiné teorema” tvirtina, kad stacionarios sekos X =
(X, : n > 0) daliniy sumy seka beveik tikrai artéja prie kazkokio atsitiktinio

dydzio, t.y.,
IS b.t.
-y X Y
T

kazkokiam atsitiktiniam dydziui Y. Panagus rezultatas teisingas ir tolydaus
laiko stacionariam procesui.

4.3 Procesy reguliarumas

Kaip suprasti tokias atsitiktinio proceso reguliarumo savybes, kaip tolydu-
mas, diferencijuojamumas ir pan. Teoriniai sunkumai yra tokie, kad Sios reg-
uliarumo savybés iSreiskiamos begaline aibe tasky (jei argumenty aibé T be-
galiné) ir apraSomos neskai¢ia sajunga maciy aibiy. Taigi tolyduma (ir i§ jos
isplaukiancias savokas) apraSantys jvykiai gali nebuti matus. Labai paprastas,
bet ne visada pakankamas tolydumo apibendrinimas gali buti tolydumas pagal
tikimybe.
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4.6 apibrézimas. Atsitiktinis procesas (X;,t € T) vadinamas tolydzZiu pagal
tikimybe taske t € T, jei su kiekvienu e > 0

}ILIH10P(|Xt+h — Xt| > 5) = 0.

Jei procesas tolydus pagal tikimybe kiekviename taske, tai jis vadinamas tiesiog
tolydziu pagal tikimybe.

Taciau tolydumas pagal tikimybe dar nereigkia trajektorijos tolydumo.
Kad galétume kalbéti apie proceso trajektorijos tolyduma (bei kitas panasias
savybes), pirmiausia susipazinkime su atsitiktinio proceso separabilumo savoka.

4.7 apibrézZimas. Atsitiktinis procesas (X¢,t € T) vadinamas separabiliu, jei
egzistuoja tokia seka ty, € T,k =1,2,... ir tokia aibé N € F, kad P(N) =0 ir
su bet kuriuo atviruoju intervalu I C R ir be kuria uZdara aibe A C R teisinga,
kad

{w: Xi(w) e At e IN{w: X¢(w) € A,t €I} € N.

Separabiliam atsitiktiniam procesui, jau galime kalbéti apie tokias savybes,
kaip

e procesas X = (X;,t € T) tolydus aibéje T
e X = (X;,t € T) diferencijuojamas aibéje T';
o X = (X;,t €T) matus aibéje T'.

Esant labai neZymiems apribojimams, minéti jvykiai bus matus (priklausys o
algebrai F).

4.2 teorema. Kiekvienam atsitiktiniam procesui (X (t),t € T') egzistuoja toks

~

separabilus atsitiktinis procesas (X (t),t € T'), kad
P(Xt == )?t) = ].

su kiekvienut € T.

Tai beje taip pat reiskia, kad atsitiktiniy procesy (X;,t € T) ir ()A(t,t eT)
baigtiniamadiai skirstiniai sutampa.

4.3 teorema. Jei procesas X(t),t € T yra tolydus pagal tikimybe beveik visur
aibéje T, tal egzistuoja tokia separabili jo versija (X;,t € T), kad atvaizdis
(t,w) — X;(w) yra matus kaip atvaizdis apibréZtas sandaugoje Q x T.
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Tai leidzia kalbéti apie suintegruotas proceso trajektorijas, kaip apie atsi-
titktinius dydzius. Tarkime,

T

Pritaike Fubini teorema, matome, kad b.t. egzistuoja integralas
I(w) = / Xi(w)dt
T
ir funkcija I'(w) yra mati. Jei
/ EXZ2dt < oo,
T

tuomet beveik visos proceso (Xy,t € T') trajektorijos yra kvadratu integruo-
jamos.

4.8 apibrézimas. Tegu p > 1. Atsitiktinis procesas X = (X3, t € T), kai
T C R yra intervalas, vadinamas tolydzZiuoju p-ojo laipsnio vidurkio prasme, jei
E|X|P < oo su kiekvienu t € T ir su kiekvienu € > 0 ir kiekvienut € T

lim B|X, — X, [P = 0.

Jei procesas yra tolydus p-ojo laipsnio vidurkio prasme, tai jis tolydus ir pagal
tikimybe. Taciau tolydumas pagal tikimybe negarantuoja, kad bus tolydzios
proceso trajektorijos. Kokio tolydumo vidurkio prasme pakanka, kad egzistuojty
proceso versija su tolydziomis trajektorijomis, apraso Kolmogorovo teorema.

4.4 teorema. (Kolmogorovo kriterijus) Tegu X = (X;,t € T) yra atsitik-
tinis procesas ir T' C R yra intervalas. Tarkime, egzistuojaa > 1,¢>0irp >0
tokie, kad

E\X, — X P < |t — s]%, (4.4)

su visais s,t € T. Tuomet egzistuoja proceso (X,t € T') versija su tolydZiomis
trajektorijomis.

4.4 Paprasciausi besiSakojantys procesai

Populiacija startuoja nuo pradininko, kuris sudaro nuline karta. Tas pra-
dininkas skyla (issiskaido j, palieka) k palikuoniy su tikimybe pg, k = 0,1,...,
kurie sudaro pirmaja populiacijos karta. Kiekvienas i$ pirmosios kartos palikuoniy
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savo ruoztu, nepriklausomai skyla j atsitiktinj skai¢iy palikuoniy su tuo paciu
tikimybiy tankiu (pg). Procesas tesiasi iki iSnykimo, kai nei vienas kartos narys
nebeturi palikuoniy.

Sis modelis yra pladiai taikomas ir vadinamas besisakojanciu arba Galtono-
Watsono-Bienimé procesu. I8 pradziy jis buvo taikomas modeliuojant neutrony
skilima. Juo galime modeliuoti giminés pavardés ilikimo procesa (kiek vaiky
turi buti Seimoje, kad Seimos pavardé niekada ateityje neisnykty?)

Formaliai procesas apibréziamas taip. Tegu {Z,, ;,n > 1,j > 1} yra neprik-
lausomi vienodai pasiskirste neneigiami sveikareikSmiai atsitiktiniai dydziai, su
bendru skirstiniu (pg). Prilygindami suma nuliui, kai joje néra démeny, apibrézkime
procesa {Z,,n > 0} taip:

Zo=1
VAR
Zy=1Zo1+ + Loz

Zn = 4n,1 + -+ Zn,Zn,y
Taigi Z, ; galime interpretuoti kaip n-tosios kartos nariy, kurie yra n — 1-
osios kartos j-ojo nario palikuonys, skaiciy.

Pastebékime, kad Z,4+1 = 0, jei Z, = 0. Be to, Z,_; nepriklauso nuo

{Z’thvj 2 1}'
Pazymékime P, (s) = Es?», n >0 ir

o0
P(s) = BEs?* = Zpksk, 0<s<1.
k=0
Taigi Py(s) = s, Pi(s) = P(s) ir

P,(s) = P_1(P(9)).

I3 sios formulés iSvedame

Pu(s) = Paa(P(s)) = P(Pac(s).

Panasiai rekurentines formules galime iSvesti momentams. Panagrinékime
vidurkj m,, = EZ, . Pazymékime

m=FEZ, = kak o2 = var(Zy).
k=0
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Tarkime, kad m < 00,02 < oo. Kadangi m,, = P/ (1) ir P,(s) = P,_1(P(s)),
Py(s) = Pp_1(P(s))P'(s),

tai
My = Myy_1M.
I sio sarysio iSvedame
My = My_om? = my_sm> = - =mm" 1 =m",
nes m; = m. Analogiskai galime surasti ir dispersija, tik skai¢iavimai buty kur
kas gremeézdiskesni, o rezultata gautume §j:

o?m1 —m™1) /(1 —m), kai m#1
o?(n+1), kai m=1.

var(Zn4+1) = {

Toliau panagrinésime i8nykimo tikimybe # = P(populiacija i8nyksta). Isnykimo
ivyki aprasSo sajunga

(o)
{populiacija i8nyksta} = U {Z, =0}.

n=1

Kadangi {Z,, = 0} C {Z,+1 = 0}, tai

™ P(}Q{Zk - 0}) - nllngop< CJ (Zy = 0})

k=1
= lim P(Z, =0)= lim P,(0)

n—00 n—oo

= lim m,
n—oo

= lim P(populiacija i$nyksta iki arba momentu n).
n—oo

4.1 teiginys. Jeim = EZy <1 taim™ = 1. jei m > 1, tai m < 1 yra vienintelis
neneigiamas lygties
s = P(s)

sprendinys, kuris yra mazesnis uz vieneta.

Irodymas. Pirmiausia jrodykime, kad 7 tikrai tenkina lygti s = P(s). Kadangi
{Z, =0} C {Z,+1 = 0}, tai seka m, = P(Z,, = 0),n > 1 yra nemaZéjanti ir
konverguoja prie w. Kadangi

Pri1(s) = P(Pa(s)),

tai
Tnt1 = P(my).



42 4 skyrius. Atsitiktiniai procesai

Peréje prie ribos, kai n — 0o, gauname
m = P(n).

Lieka jrodyti, kad 7 yra maZziausias lygties s = P(s) sprendinys intervale [0, 1].
Tarkime, ¢ yra maziausias lygties s = P(s) sprendinys ir ¢ € [0, 1]. Kadangi
q=0,

m = P(0) < P(q) =g,

todél
T = P5(0) = P(m2) < P(q) =q.
Tesdami procesa, gauname
T < ¢
Peréje prie ribos, kai n — o0, i8vedame 7 < ¢. Taigi, 7 yra maZziausias sprendinys
tarp visy sprendiniy intervale [0, 1].
Toliau pastebime, kad funkcija P(s) yra iskila, nes

P'(s) =Y k(k—1)pps*2>0.

NE

E
I|
N

Kadangi funkcija P(s) igkila ir P(0) = py > 0, tai grafikai
y=P(s) ir y=s

intervale 0 < s < 1 turi ne daugiau nei du bendrus taskus. Vienas i§ jy yra
s=1.Jei P'(1) = m < 1, tai kairéje nuo 1, grafikas y = P(s) negali buti Zemiau
y = s ir, dél funkcijos P(s) i8kilumo, vienintelis sankirtos taskas yra s = 1. Jei
P’(1) =m > 1, tai grafikas y = P(s) yra Zemiau diagonalés, todél turi buti dar
vienas susikirtimo taskas. =

4.5 Pratimai

4.1 pratimas. 4.3 pavyzdziui iSveskite (4.2) ir (4.3) formules.

4.2 pratimas. Tegu X ir U yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, U yra toly-
giai pasiskirstes intervale [0, 27], o0 a.d. X tankis yra
fx(z) = 203 exp{—1/(22%)}, x> 0.
sitikinkite, kad procesas
X; = X%cos(2nt +U), t>0,

yra Gausinis ir suraskite jo vidurkio bei kovariacine funkcijas.
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4.3 pratimas. Tegu ¢,,n > 0 yra seka nekoreliuoty atsitiktiniy dydziy su
nuliniu vidurkiu ir vienetine dispersija. Apibrézkime procesg

s
Y, = Zaian,i, n > 0.
i=0

Cia a,as,...,a, yra realus skai¢iai. Irodykite, kad procesas (Y,,n > 1) yra
stacionarus ir raskite jo autokovariacine funkcija.

4.4 pratimas. [rodykite, kad ekvivalentus diskretieji procesai yra neatskiriami.

4.5 pratimas. Tarkime, (Z,,n = 0,£1,42...) yra nekoreliuoti atsitiktiniai
dydziai su nuliniu vidurkiu ir vienetine dispersija. Tegu atsitiktinis procesas
Y = (V,,) tenkina autoregresine lygti:

Thn=pYn1+2Z,, n=0,%1,....
Cia |p| < 1. Raskite proceso Y autokovariacine funkcija.

4.6 pratimas. Tegu U yra tolygusis intervale [0, 1] atsitiktinis dydis. Jo dve-
jetainis isdéstymas yra U = 2, X;27". Apibrézkime

Vo= f:XHnTi, n > 0.
=1

Irodykite, kad procesas V' = (V,,,n > 0) yra grieztai stacionarus ir raskite jo
autokovariacine funkcija.

4.7 pratimas. Tegu (X,,n = ...,—1,0,1,...) yra stacionarus procesas su
nuliniu vidurkiu ir kovariacine funkcija cx(m). Irodykite §iuos teiginius:

a) Jei skaitine eiluté )", aj konverguoja absoliudiai, tai eiluté > -, ax Xk
konverguoja beveik tikrai ir kvadratinio vidurkio prasme.

b) Tegu
oo
Y, = Zaan_k, nez.
k=0
Cia 3", |ak| < co. Raskite proceso Y autokovariacing funkcija cy (m), m =

0,+1,--- ir jrodykite, kad

o0

Z ley (m)] < oo.

m=—0o0



5 Puasono procesas

5.1 Apibrézimas ir modeliavimas
Pirmiausia apibrésime homogeninj Puasono procesa.

5.1 apibrézimas. Homogeniniu Puasono procesu su parametru A\ vadiname
procesa {X;,t € [0,00)} apibréZta tikimybinéje erdvéje (2, F, P), jei teisingos
Sios trys savybés:

(P1) Xo =0

(P2) su visais 0 < t; < --- < t,, priaugliai Xy, , X, — X4y, .., Xy, — X4, _, yra
nepriklausomi;

(P3) Jei 0 < s < t < oo, tai Xy — X, turi Puasono skirstinj su parametru
At —s), t.y.

(At — s)]*

P(X = Xs = k) = =

exp{=A(t = s)},

su visais k € N.

Sio apibrézimo (P2) ir (P3) salygos reiskia, kad Puasono procesas turi neprik-
lausomus ir stacionarius priauglius.

Puasono proceso konstravimui labai svarbus yra eksponentiniai atsitiktiniai
dydziai. Priminsime, kad a.d. 7 turi eksponentinj skirstinj su parametru A, jei

P(r<t)=1—e? t>0.

Tai yra tolydus atsitiktinis dydis su tankio funkcija

Ae M. kai t>0,
f-(t) = .
0, kitur.

Svarbiausios eksponentinio atsitiktinio dydzio charakteristikos yra Sios.

o Vidurkis ET =1/\:

o0 oo
ET :/ xfx(x)dx :/ zhe Mdx
0

oo oo 1
—Ax +/ e—Amdx: =
0 0 A

= —Xe€
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e Dispersija var(t) = 1/A2. Pirmiausia suskai¢iuokime antrajj momenta:

(o) [ee)
Er? = / 22 fx (x)dx = / 22 he M dx
0

—00

0o o0 2
= g2\ . +/0 2we Mdr = 2
Taigi
1
vart = BT — (BET)? = 2

o Atminties nebuvimas: P(T >t +s|Tt >t) = P(T > s) :

P(r>t+s) e At+s)
P(r>t+s|t>1t) = P> 1) =~ = P(1 > s).

Keletas kity svarbiy savybiy.

e Jei 71,..., 7, yra nepriklausomi eksponentiniai atsitiktiniai dydziai su
parametrais atitinkamai Ay, . .., A, tai atsitiktinis dydis V- = min{r, ..., 7}
yra eksponentinis su parametru Ay + - - + \p:

P(min{r,...,7,) >t) = P(r1 > t,...,7n > t)
=P(rn >1t)---P(r, > 1)

[[e ™ =exp{—(+-+ M)t}
k=1

e P(r; =min{m,...,7m}) = Xi/(A1+ -+ ).

Norédami jrodyti 8ia savybe, pirmiausia tarkime, kad S ir 7 yra nepriklausomi
eksponentiniai a.d. su parametrais atitinkamai A ir g. Tuomet

PS<T)= / P(t > s)fs(s)ds = / e e H (s
0 0
A e A
-~ A+ e Atmsge = 2
Lieka pasinaudoti Sia ir pries tai iSvestaja savybémis.
o Jei I = argmin{m,..., 7}, tal
PI=i)=X /(A4 + An).
Tegu I =i, S = 73, U = min;y; 7;. Atsitiktinis dydis U yra eksponentinis su

parametru
p=A+ A= A

Taigi
Ao A
Nt At A

PI=1i)=P(S<U)=
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e a.d. I ir V yra nepriklausomi.

Suskai¢iuokime bendrg 8iy a.d. skirstinj:

P(I=4,V=t)=P(r=tr1 >t kaij#1)
_ )\ieﬂ\it HefAjt

J#

e

=P(I=19)P(V =1t),

()\1 4t )\n)ef(AHr...qL/\n)t

nes a.d. V turi eksponentinj skirstinj su parametru Ay + -+ + \,.

5.1 teiginys. Jei 7,70, ... nepriklausomi eksponentiniai su parametru A, tai
ad. Z, =11+ -+ 7, tankio funkcija yra

n—1
fz, () = )\e)‘t%, t>0.

Irodymas. Irodysime pasitelke matematine indukcija. Teiginys akivaizdziai
teisingas, kai n = 1 (priminsime, kad pagal susitarima 0! = 1). Tarkime, kad
teiginys teisingas, kai n = m ir suskaiC¢iuokime fz, ., (¢). Kadangi a.d. Z,, ir
Tm+1 yra nepriklausomi, tai

t
Frmn () = / (0 fr (£ — 5)ds

t m
= )\67”&/\64‘(“5)(&9
0 m!

t Sm
_ e)\t)\m-i-l 2 ds
0 m'

= de M AT
N m!
Teiginys jrodytas. m
Tegu 71, 72,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste eksponentiniai atsi-

tiktiniai dydziai, su pasiskirstymo funkcija
E(z)=P(ri<z)=1—e >0
Atsitiktinj dydj 7; interpretuojame, kaip i-ojo kliento laukimo laika. Apibrézkime

To=m14+ +1, n=12....
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Atsitiktinj dydj T;, interpretuojame, kaip n-ojo kliento atvykimo laika. Pastebékime,
kad lim,,_, ., T}, = oo beveik tikrai, nes pagal didziyjy skaic¢iy désnj

1 1
lim -7, = — b.t.
m )\

n—oo N
Apibrézkime procesa, (Ny,t > 0) taip:
No=0, Ny=max{n>1:T, <t}, t>0.

Ekvivalenciai

oo
Ny = Z nly, <t<T,,,, t>0.

n=1

5.1 teorema. Atsitiktinis procesas (N¢,t > 0) yra homogeninis Puasono proce-
sas su parametru (intensyvumu) A.

Irodymas. TIrodysime, kad procesas (N¢, ¢ > 0) turi (P1)—(P3) savybes. =

5.1 lema. Su kiekvienu s > 0, Ny yra Puasono atsitiktinis dydis su parametru
As.

Irodymas. Reikia pastebéti, kad jvykiai {Ng = n} ir {T, < s < Tp41} yra
lygus, todél
P(Ny=n)=P(T, <s<Th1).

Pastaroji tikimybé lygi

P(T, <5< Ty +mi1) = /P(t <5< tt i) fr (B)dt
0

P(Tpy1 > s —t) fr, (t)dt

—1
o= (= y pat A"
(n—1)!

S, O —

_ ef)\s
n!

Lema jrodyta. m
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5.2 lema. Atsitiktinis dydis N;4s — N, yra Puasono su parametru At ir neprik-
lauso nuo atsitiktiniy dydziy N,,0 < u < s.

5.3 lema. Atsitiktinio proceso (N, t > 0) priaugliai yra nepriklausomi.

Jau matéme, kad Puasono proceso trajektorijos yra trukios su vienetiniais
Suoliukais. Ta¢iau Puasono procesas yra tolydus antrojo momento prasme:

E(Ny = N)*= Xt —s)+[Mt—95)]* =0 kai s—t.

Homogeninis Puasono procesas su intensyvumu A gali buti charakterizuotas
kaip sveikareikSmis procesas, prasidedantis nulyje, nemazéjanciy trajektorijy,
nepriklausomy priaugliy kuriam tolygiai pagal ¢

P(Xpsn — X¢ = 0) =1 — M+ o(h)
P(Xt+h — Xt = ].) = \h + O(h)

Kodél Puasono procesas yra svarbus? Speskime tokj uzdavinj. Tegu n MIF
studenty nepriklausomai vienas nuo kito eina pietauti tarp 12 ir 13 val. su
tikimybe A/n. Be to, tas kas nusprendZia eiti, laika pasirenka pagal tolyguy
skirstinj. Tikimybé, kad lygiai k studenty pietaus tarp 12 ir 13 val. lygi

n\ / A\ * A\ n—Fk \F
Z 1— ,) Z oA

(k) (n) ( n TR €

kai n — oo.
Pavyzdzio tesinys.

5.2 teorema. Tarkime, su kiekvienu n > 1, X,x,k = 1,...,n yra nepriklau-
somi atsitiktiniai dydZiai,
1=1,...,n. Tegu

ir Z, yra Puasono atsitiktinis dydis su parametru \,. Tuomet, su bet kuria
aibe AC N

|P(Sp € A) = P(Zy € A)| <Y pui-
=1

5.1 iSvada. Jei A,, — X ir maxj<g<p Pnk — 0 kai n — oo, tai

sup |P(S, € A) — P(Z, € A)| — 0.
ACN
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5.2 Puasono procesy suma ir iSskaidymas

Nagrinékime du nepriklausomus homogeninius Puasono procesus N = (Ng, ¢t >
0) ir M = (M, t > 0) su intensyvumais atitinkamai A ir g. Tuomet procesas
L; = Ny + M, t > 0 vadinamas procesy N ir M superpozicija.

5.2 teiginys. Atsitiktinis procesas L = (L;,t > 0) yra homogeninis Puasono
procesas su intensyvumu A\ + (.

Irodymas. Akivaizdu, kad L turi nepriklausomus priauglius ir Ly = 0. Pakanka
isitikinti, kad su bet kuriais 0 < s < t atsitiktinis dydis L; — Ls yra Puasono su
intensyvumo parametru (A + u)(¢ — s). Suskaic¢iuokime tikimybes:

P(Li—Ly=n)=Y» P(N,— N, =k M, — M, =n—k)
k=0

L i—g) (At —s k Cut—s t—s))nk
-5 DO e =)

Oty (t—s) (A +p)(t =)
n! ’

=e

Pirmame Zingsnyje pasinaudojome pilnosios tikimybés formule, o antrame -
procesy N ir M nepriklausomumu. =

Toliau tegu N = (N3, t > 0) yra Puasono procesas su intensyvumu A. Tegu
(X,,m > 1) yra seka nepriklausomy Bernulio atsitiktiniy dydZziy su parametru
p € (0,1), nepriklausomu nuo N:

P(anl):pzl—P(XmIO), n:1,27...

Pazymékime S, = X; + --- + X,,,n > 1. Interpretuokime S,, kaip jvykio
pasirodymy skai¢iy po n bandymy ir tegu n-asis bandymas yra vykdomas n-ojo
atvykimo laiku 7,,. Tokiu atveju, jvykio pasirodymy skai¢ius laiko intervale [0.¢]
yra

Mt = SN“

o nejvykimy skaicius -
Ly, =N;— Sh,.

5.3 teiginys. Atsitiktiniai procesai L = (Lst > 0) ir M = (Mg, t > 0) yra
nepriklausomi Puasono procesai su intensyvumais atitinkamai Ap ir A(1 — p).

Irodymas. Pakanka jsitikinti, kad jvykiai

A={My—M;=m,L; — Ly =k}, 0<s<t,
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nepriklauso nuo atsitiktiniy dydziy {M,, L,;u < s} ir

(=) QP =)™ _\a—py—s) AL = p)(t = 5)*
P(A) = e )PTe A(A-p)(t—s) pk! .

Galime pastebti, kad
A={N¢— Ns=m+k,Sn, — Sy, = m}.
Be to, o algebra (M, L,;u < s) sutampa su o algebra
F=0(Ny,u<s;Yy,...,YN,).
Akivaizdu, kad A nepriklauso nuo F. Galiausiai

> P(AN{N, =n})

n=

P(A)

(=)

o0

> P(Ny=n,Ny = Ny =m+k, Spikin — Sp = m)

(
n=0
= P(NS:n,Nt—NS:m+k)P(Sm+k+n—Sn:m)
n=0
:P(Nt —NS :m+k)P(Sm+k :m)
e O = )™ (o b)

(m+ k)! mlk!

p"(1—-p)*.

Teiginys jrodytas. m

5.3 Sudétinis Puasono procesas

Kiek pinigy isleido pikéjai parduotuvéje iki laiko momento ¢? Koks informa-
cijos kiekis atéjo j serverj iki laiko momento t7 Siems ir panaSiems klausimams
spresti galime pasinaudoti sudétiniu Puasono procesu.

5.2 apibrézimas. Tegu Y7,Ys,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste at-
sitiktiniai dydZiai ir nepriklauso nuo Puasono proceso (N, t > 0). Tuomet
procesas

Ny
Zt = ZYk’ t> 07
k=1

vadinamas sudétiniu Puasono procesu.
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Jei Puasono procesu (Ng, ¢t > 0) modeliuosime ateinanciy j parduotuve klienty
skai¢iy, o atsitiktiniu dydziu Y; apraSysime j'ojo pirkéjo iSleidziama pinigy
suma, tai sudétinis Puasono procesas (Z;,t > 0) kaip tik apraSys pinigy kiekj,
kurj pirkéjai isleidzia parduotuvéje. Atsitiktiniy dydziy Y7, Y7,... nepriklauso-
mumas ¢ia yra visai naturalus.

5.3 teorema. Tegu Y1,Ys,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-
tiniai dydziai nepriklausantys nuo sveikareik§mio neneigiamo atsitiktinio dydzio
N. Apibrézkime Sy = X1+ -+ Xn (Sy =0, jei N =0). Tuomet

(a) jei EN < oo, tai ESy = EY - EN;
(b) jei EN? < oo, tai var(Sy) = ENvar(Y) + var(N)(EY)?;

(c) jei N yra Puasono su parametru A, tai var(Sy) = AEY?2.

Irodymas. Pasinaudijame pilnosios tikimybés formule:

ESy =Y E(Sy|N =n)P(N=n) =Y nEY;P(N =n)
n=0 n=0

= ENEY.
Analogigkai skai¢iuojame ir variacijg. Pirmiausia pastebime, kad
E(S%|N =n) = ES? = nvar(Y1) + (nEY;)?.
Toliau skai¢iuojame kaip anksciau:

ES% = i E(S%|N =n)P(N =n)

n=0

= 3" [war(Yy) + n2(EY; )2 P(N = n)
n=0

= (EN)var(Y1) + EN*(EY1)?.
Lieka suskai¢iuoti variacija:
var(S,) = ES% — (ESN)?
= (EN)var(Y1) + EN*(EY;)? — (EN - EY;)?
= (EN)var(Yy) +var(N)(EY1)?%.
Atskiru atveju, kai N yra Puasono atsitiktinis dydis, tai EN = var(N) = A,

todél
var(Sy) = Mvar(Y1) + (EY1)?) = AEYZ.

Teorema jrodyta. m
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5.4 teiginys. Sudétinis Puasono procesas turi nepriklausomus priauglius, o pri-
augliai Z; — Z turi charakteristine funkcijg

€(CY1 (z)—l))\(t—s)7 reR.

Cia ¢y, yra atsitiktinio dydzio Y; charakteristiné funkcija.

Irodymas. Fiksuokime 0 < s < t. Galime pastebeéti, kad
G:=0(Zy,u<s)CF :=0(Ny,u<s;Y1,...,YN,).
IS ¢ia gauname, kad Z; — Z5 = Sy, — Sn, nepriklauso nuo G. Lieka suskaic¢iuoti

charakteristine funkcija:

oo
Eeiw(Zi=Z:) — Ee™ 21N o N Nu—k
m, k=0

o0
i (Sm4k—Sm
= E EeSman=Sm) 1y N N
m,k=0

> Ee"*P(N,=m,N, — N, = k)
m,k=0

oo

Z |:Ee’ia;Yl} ke_)\(t—s) M

k!
k=0
= exp{(ey; () — DA(t = s)}

teiginys pilnai jrodytas. m

5.4 Nehomogeniskas Puasono procesas

5.3 apibrézimas. Nehomogeniniu Puasono procesu su daznumo funkcija A(r),r >
0, vadiname procesg { N (t),t € [0,00)} apibréZta tikimybinéje erdvéje (Q, F, P),
jei teisingos Sios trys savybés:

(P1) N(0)=0

(P2) su visais 0 < t; < --- < t, priaugliai X¢,, N(t2) — N(t1),...,N(tn) —
N(t,—1) yra nepriklausomi;

(P3) Jei 0 < s <t < o0, tai N(t) — N(s) turi Puasono skirstinj su parametru
fotis A(r)dr.
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Esminis skirtumas nuo homogeninio yra tas, kad laukimo laikai nebéra pa-
siskirste pagal eksponentinj skirstinj ir néra nepriklausomi.

5.5 Pratimai

5.1 pratimas. Tegu X ir Y yra eksponentiniai atsitiktiniai dydziai su parame-
trais atitinkamai A ir p. Pazymékime U = min{X, Y}, V = max{X, Y'}. Raskite

(a) E(U),

(b) E(V -U),

(c) E(V),

(c) kiokia iSraiska vidurkiui E'V, pritaike tapatybe V=X +Y — U.

5.2 pratimas. Tegu T} ir T, yra eksponentiniai atsitiktiniai dydziai su parame-
trais atitinkamai A; ir Ag. Pazymékime U = min{T1,T>}, V = max{T1,T>}.
Tegu I = argmin{T}, T>}. Raskite vektoriaus (U, V—U, I') bendra tankio funkcijg
ir jrodykite, kad U ir V — U yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

5.3 pratimas. Tarkime, (N, t > 0) yra Puasono procesas su intensyvumu A =
15. Suskai¢iuokite

(a) P(Ng = 9);

(b) P(Ns =10|Ng = 6);

(¢) P(Ng = 6|Ng = 10).
5.4 pratimas. Tegu (N¢,t > 0) yra Puasono procesas su parametru A = 5.
Tegu T, yra n-ojo kliento atvykimo laikas. Raskite

(a) B(Tiz);

(b) E(T12|N2 = 5);

(¢) E(Ns|Ny =5).
5.5 pratimas. Pirmoji ir antroji futbolo komandos musSa jvarc¢ius pagal Pua-

sono procesa su parametrais atitinkamai 1 ir 2. Tarkime Nél) =2, Néz) =1.

(a) Kokia tikimybe, kad N\* = 5 ankséiau, nei N2 = 57
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(b) Atsakykite j ta patj klausima, kai atitinkamy Puasono procesy parametrai
yra A1 ir Asg.

5.6 pratimas. Pirkéjai i parduotuve uZeina pagal Puasono désnj su inten-
syvumu A = 10 per valanda. Suraskite vidutinj pardavimy kiekj per darbo
dieng (8 val.), jei Zinoma, kad pirkéjas ka nors nuperka su tikimybe 0.3.

5.7 pratimas. Parduotuvé turi tris jéjimus. Per kiekviena i$ jy pirkéjai ateina
pagal Puasono désnj su intensyvumais atitinkamai Ay = 100, Ay = 90. A3 = 120
per valanda. Be to, 30 procenty ateina vyry. Vyrai kg nors nuperka su tikimybe
0.8, o moterys - 0.1. Kiekvienas pirkéjas vidutiniskai isleidzia 12 Lt.

(a) Kiek vidutiniskai pirkéjai isleidzia parduotuvéje per 10 val.

(b) Kokia tikimybe, kad trecioji pirkéja moteris apsipirkti ateis per pirmas 15
min.? Koks yra tikétinas jos atvykimo laikas?

5.8 pratimas. Tarkime, Y7,Y5,... yra neneigiami nepriklausomi vienodai pa-
siskirste atsitiktiniai dydziai. Tegu Zy =0, Z,, = Y1+ --+Y,,, n > 1. Atsitiktinj
dydj Z, interpretuojame, kaip n-ojo kliento atvykimo j parduotuve laika. At-
sitiktinis procesas (Z,,n > 0) dar vadinamas atstatymo procesu. Tegu Ny yra
atvykimy skai¢ius laike [0, ¢].

(a) Irodykite, kad su visais n > 1ir ¢t > 0, P(N; > n) = P(Z, <t);
(b) Isitikinkite, kad lim;_,, N¢ = oo b.t.

(¢) Irodykite, kad
ZN, bt

— Y.
N, @ !

(d) Pritaike nelygybes Zy, <t < Zn,+1 irodykite, kad

Ny bt 1
—toh
t EY;
kai t — oo.
5.9 pratimas. Tegu 71, 72,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-

tiniai dydziai su parametru A, o v yra nepriklausomas atsitiktinis dydis su
P(v=mn)=(1-p)" ! n>1. Raskite sumos S, =7 + - -- 7, skirstinj.

5.10 pratimas. Tegu N yra Puasono procesas su parametru A, L yra pasku-
tinio atvykimo intervale [0,¢] laikas (L = 0, jei atvykimy nebuvo). Raskite
vidurkj E(t — L) ir iSnagrinékite jo elgesj, kai t — oo.



6 Markovo grandines

6.1 Markovo grandinés apibrézZimas
Pradékime pavyzdziu.

6.1 pavyzdys. Paprastasis losimas.

Nagrinékime tokj kazino loSima: kiekvienu éjimu lo$éjas islosia 1 Lt su
tikimybe p = 0.4 ir pralosia 1 Lt su tikimybe ¢ = 1 — p = 0.6. Be to, taikoma
taisyklé: losimas baigiamas, kai arba lo$éjas susikrauna N Lt kapitala ir pats
pasitraukia, arba praranda visus savo pinigus (kai jo kapitalas lygus nuliui) ir
losima nutraukia kazino.

Tarkime, X, yra pinigy kiekis, kurj loséjas turi po n-tojo éjimo. Turime
procesa Xy, k = 0,1,...,n,... Jis turi taip vadinama ,,Markovo savybe“. Tai
reiskia, kad X,,11’sios reikSmés prognozavimui svarbu yra tik tai, kokia reikSme
igijo dydis X,, ir visai nesvarbu, kokios buvo ankstesnés proceso reiksmés iki
laiko momento n — 1 (iki n — 1’0jo ¢éjimo). Tikrai, jei logéjas tes loSima po n’ojo
éjimo, tai jo kapitalas yra X,, =i, 0 < ¢ < N. Tuomet, kokia bebuty proceso
realizacija iki n — 1’0jo momento, tarkime %, _1,%n_2,...,%1, %0

P(Xpi1 =i+ 1|Xn =i, Xn_1 =tin_1,..., X0 =i0) = 0.4,

nes norint kapitalg padidinti vienu litu, butina islosti.

Taigi su bet kuriais ¢, 7, 4p-1,...,%
P(XnJrl :J|Xn = Z.aanl - inflv' . ~3XO = ZO) = P(Xn+1 :]|Xn = Z)
= p(i, j).

Tikimybé p(i, j) vadinama peréjimo i§ busenos ¢ | buseng j tikimybe. Proce-
sas Xg, X1,... vadinamas Markovo grandine su baigtine buseny aibe (logimo
pavyzdyje tai yra aibé {0,1,..., N}) ir peréjimo matrica

p(zaj) = P(Xn+1 :]|Xn :Z)a Za] = Oa]-?"'aN'
Intuityviai yra aisku, kad peréjimo tikimybés p(i, j) apraSo loSima, jei Zinome
pradine buseng. Tai yra ir svarbiausia informacija aprasanti Markovo grandine.

Nesunku suskaiciuoti, kad lo§imo pavyzdyje peréjimo tikimybés yra

pli,i+1) =04, pi,i—1)=06, kai 0<i<N
p(0,0) =1, p(N,N)=1.
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Kai N = 5, peréjimo matrica yra

0o 1 2 3 4 5
0,0 0 0 0 0 0
11006 0 0,4 0 0 0
210 06 0 04 0 0
3]0 0 06 0 04 0
4/ 0 0 0 0,6 0 04
500 0o 0o 0 0 1,0

Dabar jau galime griez¢iau apibrézti Markovo grandine. Tegu F yra ne didesné
nei skaiti aibé, T = (7,4 € E) tikimybiy skirstinys, t.y, m; > 0 su visais i € E
ir Y cpm=1

6.1 apibrézZimas. Stochastinis procesas X = {X;,t = 0,1,2,...}, apibréZtas
tikimybinéje erdvéje (Q, F, P) su reikSmiy sritimi E C {0,1,2,...} vadinamas
Markovo grandine su pradiniu reiksmiy skirstiniu © = (m;,1 € E), jei

l)P(XOZ’L):’ITZ, iGE,’
ii) su visais j € E ir visais t € {0,1,...}
P(XtJrl = j|)(07 N ,Xj) == P(Xt+1 == j‘Xt)
Markovo grandinés reikSmiy sritis £ vadinama buseny aibe, o jos elementai

- busenomis. Tikimybeé, kad Markovo grandiné i§ busenos ¢ laiko momentu ¢
pereis | busena j laiko momentu ¢t + 1 vadinama peréjimo tikimybe ir Zymima

P (i, ) = P(Xi1 = j|1 X, = i), i,j € E.

Markovo grandiné vadinama homogenine, jei peréjimo tikimybés nepriklauso
nuo laiko, t.y.

pHELg) = p(i,§) = P(Xe = X =), @,j€ B, t=0,1,2,...
Siuo atveju matrica
p=(p(i,j), i,j € E)
vadinama Markovo grandinés X peréjimo matrica. Ji pasizymi Siomis savybeémis:
(i) p(i,7) > 0 su visais 4, j € E, nes p(4,j) yra tikimybés;

(i) >°jepp(i,j) = 1 su visais ¢ € E, nes pereiti i§ busenos i galima j kurig
nors busena j € E.

Paskutinioji lygybé reiskia, kad peréjimo matricos kiekvienos eilutés suma turi
buti lygi vienam.

Be to, kiekviena matrica, pasiZyminti minétomis dviem savybémis, apraSo
Markovo grandine. Labai svarbu, ypa¢ taikymams, Markovo grandines mokéti
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modeliuoti. Kaip ta padaryti? Pries atsakydami j §j klausima, susipazinkime
su keliomis Markovo grandinémis.

Pastebésime, kad Markovo grandinés apibrézimo ) ir i) savybiy pakanka
tam, kad galétume surasti proceso baigtiniamacius skirstinius.

6.1 teiginys. Jei procesui {X,,,n > 0} teisingos 6.1 apibréZimo i) ir ii) savybés,
tai
P(Xo =g, X1 = i1, ., Xp = k) = TigDigir " Pir_rin> (6.1)

su bet kuriais ig, ..., € F ir bet kuriuo k > 0.

Irodymas. Pasinaudosime vadinamaja grandinine tapatybe. Bet kuriems jvykiams
Ag, Ay, ..., Ay

P(ng Ai) = P(Axl 050 ;) -+ P(A1] 40)P(Ao),

kai P(N)_gA;) > 0,5 =0,1,....k—1.
Tarkime, (i)ir (ii) savybés yra teisingos. Pazymékime A; = (X; = 4;) ir tegu

P(Xo=19,...,X;=14;)>0, j=0,1,...,k— 1 (6.2)

Pritaike grandinine tapatybe jvykiams Ay ir panaudoje (i), (ii) savybes, gau-
name

"U

(Xo =ig,..., X =ig) =
k

[ P(X; =ij1X0 =io, ..., Xj1 = ij—1) P(Xo = ig) =
j=1
k k
1 P(X;=i51X50 = ij-1)mig = mig [ [ i i
j=1 j=1

Ka daryti, jei (6.2) kuriam nors j yra neteisinga. ISnagrinékime §j varianta.
Pazymékime
j* :mf{] ZO P(XO :Zo,,Xj :ZJ) :0}
Jei 7% = 0 tai m;, = 0 ir teiginys trivialiai teisingas. Jei j* > 0 tai, kaip jau
jsitikinome,
i =1

P(XQ = io, e an*—l = ij*—l) = 7T’L'o H pijflij'
j=1

I8 cia
pij*fﬂ'j* = P(Xo = ’io,...,Xj* = ’LJ*)/P(XO = iO,H-an*—l = ij*—l) = 0

ir formulé vél teisinga. m
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6.2 Pavyzdziai

Panagrinékime dar kelis pavyzdzius, kurie paaiskins Markovo grandiniy svarba.

6.2 pavyzdys. Oro grandiné.

Nagrinékime tris oro busenas: 1=lyja, 2=debesuota, 3=sauléta. Tarkime,
kad oro kaita vyksta pagal homogenine Markovo grandine, aprasoma Sia peréjimo
matrica:

1 2 3
1104 06 O
2102 05 03
3101 07 0.2

Koks oras bus rytoj, uz dviejy dieny ir pan.?

6.3 pavyzdys. Gyvenimo lygiy grandiné.

Tarkime, kad i$ kartos j karta, Seimos kei¢ia savo pajamy lygi, kuriy yra
trys: mazos (m), vidutinés (v), aukstos (a), pagal §ia Markovo grandine:

‘m v a
m 0.6 0.3 0.1
v |02 0.7 0.1
a |01 03 0.6

Ar populiacijos dalys Siose trijuose pajamy lygiuose stabilizuojasi laikui
bégant? Jei taip, tai kokios yra ribinés proporcijos ir, ar jas galime iSskaiCi-
uoti i§ peréjimo matricos?

6.4 pavyzdys. Nohomogeninés Markovo grandinés pavyzdys.

Pirmasis zingsnis vertinant kredito rizika yra reitingavimo sistemos su tam
tikromis reitingy kategorijomis nustatymas. Kartu turi buti nustatytos ir reitingy
kaitos tikimybés. Paprastai jos skai¢iuojamos kiekvieniems metams ir metai
i8 mety gali skirtis. Tai daro jvairios kompanijos, pavyzdziui Moody, Stan-
dard&Poors ir t.t.

S&P reitingavimo sistemos auks¢iausias reitingas yra AAA, toliau eina AA,
A, BBB,..., zemiausias CCC po kurio eina tik bankrotas. Vieneriy mety
peréjimo tikimybés nustatytos Sios:
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AAA AA A BBB BB B ccce D
AAA | 0.9081 0.0833 0.068 0.060 0.012 0 0 0
AA 0,007 0.9065 0.0779 0.0064 0.0006 0.0014 0.0002 0
A 0.0009 0.0227 095 0.0552 0.0074 0.00026 0.0001 0.0006

BBB | 0.0003 0.0033 0.0595 0.8693 0.053 0.0117 0.0112 0.0018
BB 0.0002 0.0014 0.0067 0.0773 0.8053 0.0884  0.01 0.0106

B 0 0.0011 0.0024 0.0043 0.0648 0.8346 0.0407 0.052
ccco 0 0 0.0022 0.013 0.0238 0.1124 0.6486 0.1979
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Si peréjimo tikimybiy lentelé naudojama vertinant kredito rizika.

6.5 pavyzdys. Gamybos proceso grandiné.

Masina turi tris kritinius gendancius mazgus, bet gali dirbti jei bent du i$ ty
mazgy dirba. Kai du kurie nors mazgai sugenda, jie pakei¢iami ir masina kita
dieng toliau dirba. Modeliuokime Markovo grandine, kurios buseny aibé yra
sugede mazgai, t.y. {0,1,2,3,12,13,23}. Jei tarsime, kad 1, 2,3 mazgai sugenda
su tikimybémis atitinkamai 0.01,0.02 ir 0.04, bet jokie du mazgai nesugenda ta
pacia diena, gausime tokia peréjimo matrica:

0 1 2 3 12 13 23
0 1093 0.01 0.02 004 O 0 0
1 0 094 0 0 002 004 O
2 0 0 09 0 001 0 0.04
3 0 0 0 097 0 0.01 0.02
12 1 0 0 0 0 0 0
13 1 0 0 0 0 0 0
23] 1 0 0 0 0 0 0

Jel ruoSiamés su ta masina dirbti, tarkime, 1800 dieny (apie 5 metus), kiek
atsarginiy mazgy 1,2, 3 sunaudosime?

6.6 pavyzdys. Nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy sveikareiksmiy atsitiktiniy
dydziy seka yra Markovo grandiné. Tikrai, tarkime, (X,,,n > 0) nepriklausomi
vienodai pasiskirste ir

PXo=k)=ar, k=0,1,...

Tuomet

P(Xnq1 = ing1|Xo =d0,..., X =i —n) =P(Xpi1 = ng1) = Gng1 =
P(Xn+1 = Z'n—ﬁ-1|)(n = Zn)
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ir
a/o al DRI a/m

aO a1 [ Um

6.7 pavyzdys. Paprasciausias besisakojantis procesas yra Markovo grandiné.
Prisiminkime apibrézima. Tegu (Z,,;) nepriklausomi vienodai pasiskirste su
bendru tikimybiy skirstiniu (py).Apibréziame Zy = 0,

Zn: n1+"'+ZnZﬂ,,17 nZl
Pagal apibrézima
P(Z, =in|Zo =0,y Zpn—1=tn-1)

in—1

= P( Z Znj =inl|Zo =10y, Zn_1 = infl)
=1

in—l

_P(;an :in>.

Taigi

in—1

P(Zy = j|Zp_y = i) = P( 3" Zu :j) = pit.

j=1
Cia *i zymi i-ta sasuka.
6.8 pavyzdys. Atsitiktinio klaidzZiojimo procesas.
Tarkime, (X,,n > 0) nepriklausomi vienodai pasiskirste sveikareikSmiai at-
sitiktiniai dydziai ir
P(X,=k)=ar, —oo<k<oc.

Atsitiktinio klaidZiojimo procesas (S,,n > 0) apibréziamas taip:

So=0, Sp=3 Xp, n>L
k=1

Procesas (Sp,n > 0) yra Markovo grandiné, nes

P(Sn+1 = in,+1|50 = 0, Sl = il, .. .,Sn = Zn) =
P(Xpi1+in = ing1]S = 0,51 =i1,...,8, = in) =
P(XnJrl = inJrl - Zn) = Qi q—iy, —

P(Sny1 = ing1|Sn = in),

nes X, 1 nepriklauso nuo Sp,...,Sy,.



6.2 Pavyzdziai 61

Yra vienas labai patogus metodas Markovo grandinéms su buseny aibe F
konstruoti. Tarkime, (V,,,n > 0) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitik-
tiniai dydziai su reikimémis kokioje nors erdvéje S (pvz. R, R? ir pan.) Imkime
dvi funkcijas:

g ExS—FE i=1,2
ir apibrézkime
Xo = 9104, Vo),
ir
Xn=92(Xp-1,Vs), kai n>1.
Tuomet (X,,,n > 0) yra Markovo grandiné.

Tiek besisakojantis procesas, tiek atsitiktinis klaidZiojimas pasizymi Sia kon-
strukcija. Kitas labai svarus taip sukonstruotas pavyzdys yra taip vadinamas
prekiy atsargy modelis.

6.9 pavyzdys. Prekiy atsargy modelis.
Tarkime, I(t) reikia atsargy kiekj laiko momentu ¢. Prekiy asortimen-
tas tikrinamas fiksuotais laiko momentais Ty, 77,75, ... DaZnai taikoma asor-
timento papildymo strategija yra tokia. Yra dvi atsargy kritinés reikSmeés s ir
S, 0 < s < S. Jei laiko momentu T, atsargy kiekis I(T},) := X,, yra maZesnis
arba lygus s, tai jos papildomos iki lygio S. Jei atsargy kiekis X,, = I(T,,) €
(s,S], tada ju papildymas nedaromas. Tarkime, D, yra paklausa intervale
[Th-1,Tn),n =1,2,... ir atsitiktiniai dydziai (D,,) yra nepriklausomi ir neprik-

lauso nuo Xg. Be to, tarkime, Xy < S. Tuomet
X {(Xn —Du)t, i s< X, <8, 63

(S — Dpy1)™, kai X,, <s.

L+ Jz, kai x>0,
0, kai x<0.

Kadangi apraSytas procesas tenkina: X,,+1 = ¢(Xp, Dpt1),n > 0, todél (X, n >
0) — Markovo procesas.
Atsargy procesui svarbios 8ios charakteristikos (parametrai).

e Ilgalaikis vidutinis atsargy lygis

N

li -1 i

Nl‘g.lo N ZXJ
=0

Pritaike didziyjy skai¢iy désnj (kurj jrodysime véliau), tas dydis yra lygus

S
lim Y jP(X, = j).
j=1
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e Nepatenkintos paklausos charakteristika. Tegu U,, n > 1 yra nepatenk-
inta paklausa laiko intervale [T),—1,T},),n > 1,

U. — (Dn — Xn—l) A0, kai s < X,,_1 < S,
B n — N al n—1 S S.
" (D, = 8) A0, kai X

Dominantis dydis yra Z;V=1 Uj, kai N yra didelis (ilgame laikotarpyje).

e Kokia dalis laiko periodu sudaro nepatenkinta paklausa:

N
Jim_ N7y 1{U; > 0.

j=1

6.3 Markovo grandinés modeliavimas

Pirmiausia prisiminkime, kaip modeliuoti atsitiktinj neneigiama sveikareiksmj
atsitiktinj dydj. Tarkime X yra toks atsitiktinis dydis,

P(X=k)=ap, k>0, Y ap=1.
k=0

Tegu U — tolygusis intervale [0, 1] atsitiktinis dydis. Stebédami U realizacijas,
galime modeliuoti ir atsitiktinj dydj X. Dydziui Y priskiriame reiksme k, jei U

patenka j intervala (3, a;, Ef:o a;]. Taigi atsitiktinis dydis

oo
Y = Z kl(Ak—hAk] (U)v
k=0

k
Ap =) a;k=0,1,...,
=0

turi ta patj skirstinj kaip X.

Toliau sumodeliuokime Markovo grandine, kurios buseny aibé yra E =
{0,1,...}. Tam reikia fiksuoti pradinj skirstinj (ax), ar > 0, , ar = 1, kad
galétume valdyti Makovo grandinés pradzig. Taip pat reikalinga peréjimo ma-
trica, kad buty galima valdyti peréjimg iS vienos busenos j kitg. Tarkime,
peréjimo matrica yra

Poo  Po1
(pij = | P Pu
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ir jos elementams teisingos savybés:
oo
pi; >0, > py=1, i=01,....
j=0

Jei buseny aibé yra {0,1,...,m}, tai P yra (m + 1) x (m + 1)-eilés matrica.
Dabar konstruokime Markovo grandine (X,,,n = 0,1,...). Tarkime, (U,,n =
0,1,...) nepriklausomi tolygiai pasiskirste inetrvale (0,1) atsitiktiniai dydziai.
Apibrézkime
oo
Xo =Y kla,_, a,(00)-
k=0
Atsitiktinis dydis X yra sveikareikSmis neneigiamas ir reikSme k jgyja su tikimybe
ag. Tolesné konstrukcija bus indukciné. Pazymékime

k
Pir=> pij k=1,2,...,i=0,1,2,....
j=0
Srityje F x [0, 1] apibrézkime funkcija f(i,u) :

fl,u) = "klp,  pw), i€Euel01].
k=0

k—
Jj=

Taigi f(i,u) = k tada ir tik tada, kaiu € (3 épij, Z?:o pi;|. Dabar apibrézkime

Xn+1 = f(Xna Un+1); n > 0.

Jei X,, = i tai pagal konstrukcija, X,,+1 = k su tikimybe p;;. Be to, X priklauso
nuo Uy, X; — nuo Xy, Uy, taigi nuo Up, Uy ir taip toliau. X,y priklauso nuo
Up,Us,...,U,41. Toliau panagrinékime sukonstruoto proceso savybes.

Pagal konstrukcija

P(Xo=Fk)=ap, k=0,1,... (6.4)

Su kiekvienu n > 0,
P(Xn+1 = J|Xn = l) = Pij- (6-5)

Tikrai, pagal konstrukeijg kairéje esanti salyginé tikimybe lygi
P(f(Xann+1) = J‘Xn = Z) = P(f(i7Un+1) = ]|Xn = @)
= P(f(Z7Un+1) = j)v

nes atsitiktiniai dydziai X,, ir U,41 yra nepriklausomi. Pagal konstrukcija,
paskutiné tikimybé lygi p;;.
Toliau jsitikinkime, kad

P(Xn+1 = ]‘XO = io, e 7Xn—1 = in—th = ’L) = pija (66)
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kokie bebuty sveikieji skai¢iai ig, i1, . . ., in—1, %, j (tikimybé P(Xo = ig,..., Xn_1
in—1,Xp = %) turl buti teigiama). Vél kaip ir prie$ tai, salyginé tikimybé yra
lygi

P(f(l, Un+1) = ]|X0 = Z‘07 cee ,Xn—l = Z‘n—laAXVn = Z)

Kadangi Xy, ..., X, nepriklauso nuo U, 1, tai pastaroji tikimybé yra
P(f(i,Uns1) = j) = pij-

I8 isvesty savybiy ir gauname, kd sukonstruotas procesas yra Markovo, su pra-
diniu skirstiniu (ay) ir peréjimo tikimybiy matrica P.

Taip sukonstruota Markovo procesa vadiname modeliuotu Markovo procesu.
Irodysime, kad bet kuris kitas Markovo procesas (Y,,,n > 0) su pradiniu skirs-
tiniu (ay) ir peréjimo matrica P yra neatskiriamas nuo modeliuotojo, t.y.

(X,,n>0} 2 {V,,n>0}

Tam reikia jrodyti, kad ty dviejy procesy baigtiniamaciai skirstiniai sutampa.
Tai matome is 6.1 teiginio.

6.4 Daugiapakopés peréjimo tikimybés

Nagrinékime homogening Markovo grandine X = (X;,¢ = 0,1,2,...) su
peréjimo tikimybiy matrica (p(i,7)). Peréjimo tikimybeés p(i,j) = P(X,p41 =
J|Xn = i) apraSo sistemos peréjimo i§ busenos 4 j busena j per viena Zingsnj
tikimybe. Sio skyrelio tikslas — suskai¢iuoti peréjimo i§ busenos i j busens j per
m > 1 zingsniy tikimybe:

P (i, 5) = P(Xutm = |1 X0 = ).
Pastebésime, kad
P (i,4) = P(Xin = j1Xo = ).
Tai iSvedame i§ markoviskumo savybeés.
Siandien pirmadienis ir apsiniauke. Kokia tikimybé kad poryt lis, o ryt bus
sauléta? Intuityviai aisku, kad ta tikimybé turéty buti sandauga p(2,3)p(3,1).
Tuom nesunku jsitikinti panaudojant markoviskumo savybe. Tikrai

P(Xy=1,X; =3, Xg=2
P(Xy=1,X5=3|X,=2) = No=L X =3% =2

P(Xo =2)
P(Xo=1,X;=3,Xo=2) P(X;=3X,=2)
P(X1=3,X,=2) P(Xo=2)

P(Xy =1]X; =3, X, = 2)P(X; = 3|X, = 2).
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Kokia tikimybeé, kad treciadienj lis, jei pirmadienis apsiniaukes?
Norédami tikimybe suskaic¢iuoti turime atsizvelgti i visus galimus variantus
antradieniui. Tai yra:

3
P(Xy=1|Xo=2)=>» P(Xy=1,X; =k|X, =2).

k=1
Taigi, reikia suskai¢iuoti tikimybes P(Xs = 1,X; = k|Xo = 2), kai k& =
1,2, 3. Bet tai nesunku padaryti pasinaudojus salyginés tikimybés apibrézimu.
Pavyzdziui,

P(X;=1,X1=3,X¢0=2
P(X,=1,X1=3|X0=2) = (X2 ! 0 ):

P(Xo = 2)
P(Xo=1,X; =3,Xy=2) P(X; =3,Xy=2) _
P(X; =3,X0=2) P(X, =2)

P(Xy=11X; =3, X0 =2)P(X;1 = 3| Xo =2).
Pasinaudioje Markoviskumo savybe gauname, kad paskutinioji sandauga lygi
P(X5 =1|X; =3)P(X1 =3|X0=2) =p(2,3)p(3,1).
Dabar jau galime suskaiciuoti, kad

3
P(Xy=1|Xg=2)=>_ p(2,k)p(k, 1) = 0,21,
k=1

Nesunku suskai¢iuoti, kad ir bendru atveju

3
P(Xy = j|Xo =) = Y _ pli, k)p(k, j)-
k=1

Tegu P = (p;;) — Markovo grandinés (X,,n > 0) peréjimo tikimybiy ma-
trica.os kvadratas yra

P?=PP = (dij), dij =Y pixpr;-
k

Cia reikia pastebéti, kad eiluté visados konverguoja, nes
Zpikpkj < Zpi/c =L
k k
Aukstesnius matricos P laipsnius apibréziame indukcijos budu:

P =pPP™ 1l m=34,...

Be to, sutarkime, kad P = I — tapatingoji matrica.
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6.1 teorema. Peréjimo matrica (p(™) (i, 7)) yra peréjimo matricos (p(i,j)) m-
tasis laipsnis.

Irodymas. Tai iSvedame i§ vadinamosios Kolmogorovo—éepmeno lygties:

PG = SR )

éioje tapatybéje paéme n = 1 matome, kad

(mH) Zp(m i, k)p(k, 7).

Tai yra, matrica p" D yra matricy p(™ ir p sandauga Taigi p@ = p?, p® =
pPp = p? ir t.t. Lieka jrodyti Kolmogorovo—Cepmeno lygybe. Pagal pilnosios
tikimybés formule

P(Xpin =j1Xo=1) = > P(Xmin = j, Xm = k| Xo = i)

Pagal salyginés tikimybés apibrézima

P(Xm+n = j, = k XO = Z)
P(X = = k| Xy = =
( mn = J, X kl 0 Z) P(X() :Z)
PXpin=5,Xm=kXo=1i) P(X, =kXo=1)
P(X, = k, Xo = 1) P(Xo = 1)

P Xpin =31 Xm =k, Xo=)P(X +m =k|Xo=1) =
P(Xpin = | Xm = k)P(X +m = k| Xo = i) = p™ (i, k)p"™ (k, ).

Paskutiniame zingsnyje pasinaudojome Markoviskumo savybe. =

6.1 isvada. Tikimybe P(X, = j) suskai¢iuojame pagal formule

agn) =P(X,=j)= Zazpz(y).

Irodymas. Pagal pilnosios tikimybés formule

_ ZP(Xn — j\Xo = i)P(Xo = z) = Zaipz(.;‘).
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6.10 pavyzdys. Oro grandiné.
Taigi galime atsakyti j skyrelio pradzioje suformuluotg klausima. Ieskomoji
tikimybé yra

p®(1,3) =3 p(1,k)p(k,3) = 0, 18.
k

Dar daugiau, galime suskai¢iuoti ir peréjimo per du zingsnius tikimybiy matrica:

0,28 0,54 0,18
p? =p>=1(021 0,58 0,21
0,20 0,55 0,25

Kitame skyrelyje domésimés, kaip elgiasi matrica p("™), kai n — o0. Paziurékime,
kas darosi oro grandinés pavyzdyje. Remiantis Kolmogorovo-Cepmeno lygybémis

0,2178 0,5634 0,2088
p® = p@p@ = [0,2226 0,5653 0,2121
0,2215 0,5645 0,2140

ir
0,22355 0,56470 0,21175
p® = pWp® = 10,22352 0,56471 0,21177
0,22352 0,56471 0,21177

Ar jau galime iSkelti kokia nors hipoteze? Isties, kiekviena eiluté pasidaro tokia
pat. Ir kaip iSsiaiskinsime véliau, riboje ji yra lygi

(19/85,48/85,18/85) = (0,22353,0, 56471, 0, 21176).

6.11 pavyzdys. Losimas.
Paprastumo délei tarkime, kad N = 4. Tuomet peréjimo matrica yra

o 1 2 3 4
0/,0o 0 0 0 0
1106 0 04 0 O
2/ 0 06 0 04 0
3/ 0 0 06 0 04
410 0 0 0,6 1.0

Nesunkiai suskai¢iuojame, kad

1.0 0 0 0 0
06 024 0 016 0
p>=1036 0 048 0 0.16
0 036 0 024 04
0 0 0 0 1
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Kompiuterio pagalba galime suskai¢iuoti

1.0 0 0 0 0
0.87655 0.00032 0 0.00022 0.12291
p?* = | 0.69186 0 0.00065 0 0.30749
0.41842  0.00049 0 0.00032 0.58437

0 0 0 0 1

matome, kad per 20 zingsniy negalima i§ busenos 2 pereiti i busena 3, nes loséjo
sekmeé alternuoja tarp lyginio ir nelyginio skaiciy, kol pasiekia viena i$ krastiniy
buseny. Tai vadinama periodiskumu, kurj smulkiau nagrinésime kiek véliau.

6.5 Buseny klasifikavimas

Nagrinésime Markovo grandine (X,,,n = 0,1,...) su buseny erdve F C N.
Tegu A yra kuri nors buseny aibé, A C E. Apibrézkime taip vadinama pirmojo
patekimo momenta

{min{n >1:X, €A}, Xkaiezistuojatoks n>1, kad X, € A4;
TA =

00 kitu atveju.

Tai yra pirmojo apsilankymo buseny aibéje A momentas. Kai aibe A sudaro
vienintelé busena, A = {j} tai vietoj 7¢;; radysime 7;.
Kad buty trumpiau, salygine tykimybe, su salyga {Xo = i} Zymésime P; :

P,(A) = P(A| Xy =1).
6.2 apibrézimas. Jeii,j € S sakysime, kad busena j pasiekiama i$ busenos i

ir rasysime i — j, jei
PZ‘(T]' < OO) > 0.

Paprasciausias pasiekiamumo kriterijus yra toks: i — j tada ir tik tada, kai
egzistuoja toks n >0, kad pgw > 0.

Tikrai,
(Xn =3) C (15 <) C (75 < 0),
taigi
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Ir atvirkséiai. Jei su kiekvienu n > 0, pE;) = 0, tuomet

Py(r; < o0) = lim Pi(r; <n) = lim P(U_o{Xs = j})

n—oo

<hmbupZP Xp=j)= hmbupr(k) 0.

k=0 k=0

6.12 pavyzdys. Deterministiskai monotoniné Markovo grandiné. Kadangi p; ;11 =
1 su visais ¢ > 0, tai ¢ — ¢ 4+ 1.Taigi + — 7, jei j > 1.

6.13 pavyzdys. Losimas aibéje {1,2,...,m}. Turime m — m,0 — 0 ir néra
jokio iSéjimo i§ Siy buseny. 0 yra pasiekiamas i§ bet kurios padéties, iSskyrus
m.

6.14 pavyzdys. Paprastas besiSakojantis procesas: 0 — 0 ir kitur i$ nulinés
b8senos patekti negalima.

Pasiekiamumo sgvoka parodo kurios busenos gali tikrai buti pasiekiamos i$
duotos busenos i. Kyla naturalus klausimas, jei egzistuoja kelias kuriuo su
teigiama tikimybe galima patekti j busena, ar egzistuoja galimybé sugrizti i
pradine buseng 7

6.3 apibrézimas. Sakysime, kad busenos i ir j komunikuoja, ragysime i < 7,
jeii— jirjw— .

Tai ekvivalentumo sarysis: refleksyvus (i < 4), simetrinis (¢ < j tada ir tik
tada, kai j < 4) ir tranzityvus (jei ¢ < j, j < k tai i < k).

Tik paskutine savybe reikia paaiskinti.

Jeit < jir j < k, tal pirmiausia jsitikinkime, kad ¢ — k. Tikrai, ¢ — j
(n) (m)

reigkia, kad egzistuoja toks n, kad p;;° > 0. Taip pat ir p;;” > 0 su kuriuo nors

m, nes j — k. Remiantis Kolmogorovo Cepmeno lygybe

(m+n) Zp“/ pl/k:) > p(n) (m) > 07

taigi ¢ — k.

Naudodami sarysj <, buseny aibe F galime i8skaidyti j ekvivalentumo klases,
Imame nuline buseng 0 (arba pirmaja, jei 0 € S, ir | aibe Cy surenkame visas
tas busenas, kurios komunikuoja su 0. Tuomet likusioje buseny aibéje S \ Cy
pasirenkame kurig nors busena i ir j aibe C; surenkame visas tas busenas, kurios
komunikuoja su i. Taip procesa tesiame, kol buseny aibéje nelieka neipaskirty
i kurig nors klase elementy. Taigi

Ciijzw, UO7:E
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Aibés Cy, C1, ... vadinamos ekvivalentumo klasémis.

6.15 pavyzdys. Deterministiné monotoniné Markovo grandiné: C; = {i},i >
0.

6.16 pavyzdys. Markovo grandiné su buseny aibe {0, 1,2, 3} ir peréjimo ma-
trica
1 0 0 0
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
0 0 0 1

turi tris ekvivalentumo klases: {0}, {3}, {1,2}.
6.17 pavyzdys. Nagrinékime Markovo grandine su buseny aibe {1,2,3,4} ir
peréjimo matrica

1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

Cia yra dvi ekvivalentumo klasés:

C1={1,2}, Cy={3,4}.

6.4 apibrézimas. Sakysime, kad buseny aibé C C E yra uzdara, jei i$ to, kad
i€ Ciriw— j, gauname j € C. Busena i € E yra absorbuojanti, jei {i} yra
uzdara klasé.

Markovo grandiné vadinama neredukuojama, jei jos buseny aibé turi tik vieng
ekvivalentumo klase, tai yra i <> j su visais i,j € S.

6.2 teiginys. Aibé C' C E yra uzdara tada ir tik tada, kai

pij =0 su visais i € C,j € C°. (6.7)

6.3 teiginys. Busena j € E yra absorbuojanti tada ir tik tada, kai
pjj = 1. (6.8)

Pastebékime, kad (6.8) yra atskiras (6.7) atvejis. Tikrai, jei (6.7) yra teisinga ir
i€ C, tai

Pi(TCc = 1) = Z pij =0.
jece
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Panasiai gauname
Pi(1ce > 2) = Pi(1ce = 1) + Pi(1ce = 2)

=0+ P(X,€C, X,€C°% = Z Zpikpkj =0.
jece ke

Tesdami pagal indukcija, gauname P;(1ce < n) = 0. Peréje prie ribos, kai
n — oo, jirodome, kad P;(r¢e < 00) = 0, taigi C yra uzdara.

Deterministiskai monotoninéje Markovo grandinéje, aibé {n,n+1,...} yra
uzdara, bet i§ n — 1 galime patekti j n. Taigi uzdary aibiy gali buti ir begalo
daug ir nebutinai jos nesikerta.

6.6 Sustabdymo momentai

Tegu (Q, F, P) yra tikimybiné erdvé. Aibés Q poaibiy o algebry seka (F,,n =
0,1,...) vadinsime srautu, jei
FoCcFH CFyC---CF.
6.5 apibréZimas. Neneigiamas sveikareik3mis atsitiktinis dydis T :  — {0,1,..., 00},

apibréztas tikimybinéje erdvéje (Q, F, P) vadinamas sustabdymo momentu atzvil-
giu o algebry srauto (F,,n=0,1,2,..., jei

{T<n}eF,
su visaisn =0,1,2,....
Atkreipiame démesj, kad T gali jgyti ir reikSme oco.

Procesas (X,,,n =0,1,2,...) vadinamas adaptuotu o algebry srauto (F,,n =
0,1,...) atzvilgiu, jei X, yra F,-matus visiems n =0,1,....

6.18 pavyzdys. Tegu (X,,n = 0,1,2,...) yra adaptuotas o algebry srauto
(Fn,n=0,1,2,...) atzvilgiu. Jei B C R yra bet kuri Borelio aibé, tuomet

Tp =inf{n: X, € B} (inf0 = c0)
yra sustabdymo momentas, nes

{Tg =n}={Xo¢B,...,Xn_1 ¢ B,X, € B}.

Salyga {T' = n} € F, su visais n > 0 yra ekvivalenti salygai {T < n} € F,
su visais n > 0. Tai galime pamatyti i§ sarysiy
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{T<n}=J{T =},

Jj=1

(T=n}y={T <n}n({T <n-1})"

6.4 teiginys. Tegu S ir T yra sustabdymo momentai.
(a) SVT ir S AT yra sustabdymo momentai.
(b) Apibrézkime
Fr={A: An{T <n} e F,, su visaisn > 0}.
Tuomet Fr yra o algebra.
(c) Jei S <T tai Fs C Fr.

(d) Jei (X,,n > 0) yra adaptuotas procesas, o T yra sustabdymo momentas,
tai atsitiktinis dydis

Xr(w) = Xp)(w), we

yra Fr-matus.

Irodysime Markovo proceso vadinamaja griezto Markoviskumo savybe.

6.7 Grjztamumas ir pereinamumas

Viena i§ svarbiausiy Markovo grandinés busenos savybiy yra, kaip ji daznai
grizta i ta busena.

6.6 apibrézimas. Busena i vadinama griztamaja, jei grandiné j ja grizta per
baigtinj Zingsniy skai¢iy su tikimybe vienas. PrieSingu atveju, busena vadinama
pereinamaja.
Busena ¢ yra griztamoji, jei
Pi(m; < 0) = 1.

Jei
Pi(1; = 00) > 0,



6.7 Griztamumas ir pereinamumas 73

tai busena ¢ yra pereinamoji.
Busena ¢ yra teigiamo griZtamumo, jei

E(Ti|X0 = Z) < 0.
Taigi, teigiamai grjzimo busenai ne tik grjzimo laikas yra beveik visur baigtinis,
bet ir vidutinis grizimo laikas yra baigtinis.
Busenos k pirmojo aplankymo i$ busenos j tikimybinj skirstinj pazymékime

fj(,f) =Pj(r,=n), n>1

Kadangi 74,(1) > 1, tai f\,) = 0. Dydis

o0
fjk = ij(g) = Pj(Tk < OO)
n=0
yra busenos k aplankymo i§ j per baigtinj zingsniy skaic¢iy tikimybé.

6.5 teiginys. Busena i yra griztamoji tada ir tik tada, kai f; = 1, o tai, savo
(n)

ruoztu, yra tada ir tik tada, kai ZZOZO D, = 00.

6.6 teiginys. Busena i yra tranzitiné tada ir tik tada, kai f;; < 1, o tai, savo
(n)

ruoztu, yra tada ir tik tada, kai E:O:o D < 00.

Busenai j € S apibrézkime

Nj= 1(x,=j)-
n=1

Tai yra busenos aplankymy skai¢ius nuo pirmojo laiko momento (po nulinio
laiko momento). Taigi, su visais i,j € S

o0 (oo} oo

EN; =3 Bilx,—y = Y PilXa =)= 3_rly
n=1 n=1 n=1

Paéme ¢ = j ir pritaike anksCiau gautus rezultatus matome, kad jei ¢ yra

pradiné busena, tai ji yra griztamoji tada ir tik tada, kai vidutinis toje busenoje

apsilankymy skaic¢ius yra begalinis.

6.19 pavyzdys. Losimas. Paprastumo délei nagrinékime lo§ima, kai N = 4.
Atitinkama peréjimo matrica yra

=W N = O
o -
o
(=2}
o
o
=~
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Labai lengva jsitikinti, kad nuliné ir ketvirtoji busenos yra griztamosios. Kadangi
p(0,0) = 1, tai grandiné toje busenoje isliks po kito Zingsnio su tikimybe vienas.
Apskritai, jei busena j yra absorbuojanti, t.y. p;; = 1, tai j yra stipriai
griztamoji busena, grandiné su vienetine tikimybe lieka toje busenoje.
Kitos losimo busenos, 1, 2, 3 yra pereinamosios. Tikrai, jei grandiné prasideda
busena 1 ir pereina j nuline busena, tai ji niekad i$ jos nebeiSeina, taigi

Py (1 = o0) > p(1,0) = 0.6 > 0.

Panasiai, jei grandiné startuoja i§ busenos 2, ji gali pereiti i busena 1, o i8 jos |
- 0, todél

Po(10 = 00) > p(2,1)p(1,0) = 0.36 > 0.

Galiausiai, jei losimas prasideda busena 3, grandiné gali pereiti j buseng 4 ir
niekada i jos nebeiSeiti, todél

P3(7'3 = OO) > p(3,4> =04>0.

6.20 pavyzdys. Oro grandiné. Prisiminkime peréjimo tikimybiy matricg

1 2 3
1 04 06 0
P= 9 02 05 03
3 01 07 02

Isitikinkime, kad visos busenos yra griztamosios. Pirmiausia pastebékime, kad
kokioje busenoje grandiné bebuty n’ tuoju momentu (kokia bebuty X, reikmé),
su ne maZesne nei 0.1 tikimybe ji patenka i busena 1, t.y. Pi(m1 > n) < 0.9™.
Is da, Pi(r1 < o0) = 1, t.y., pirmoji busena yra griztamoji. Su antraja
busena panasiai. Mat pereiti kitame Zingsnyje i antraja busena tikimybé yra
ne mazesné uz 0.5. Kiek sudétingiau su tre¢igja busena. Mat per vieng Zingsnj
1 ja nepatenkama i pirmosios. Bet prisiminkime peréjimo tikimybes per du
zingsnius:

0.28 0.54 0.18
p?@ =1 021 058 021
0.20 0.55 0.25

I5 jos matome, kad P(X,2 = 3|X, = ) > 0.18 su visais z = 1,2,3. Na-
grinédami grandinés busenas laiko momentais 2,4, ..., 2k, gauname,

Py(13 > 2k) < (0.82)F — 0, kai k — oo.

Taigi, trecia busena yra griztamoji.



6.8 Stacionarus skirstinys 75

6.8 Stacionarus skirstinys

Jei j yra pereinamoji busena, tuomet X, gris i ja tik baigtinj skai¢iy karty.
Taigi
pij™ = Pi(X, =j) — 0 bet kuriai busenai i.
Kaip netrukus jsitikinsime, jei j yra griztamoji busena ir buseny aibé yra
baigtineé, tai pz(-;l) konverguos prie teigiamos ribos.
Stacionarus skirstinys. Kam jo reikia? Pavyzdziai.
Lygties
=T
sprendinys tenkinantis salyga
T = 1
Yy
vadinamas stacionariuoju skirstiniu.
Stacionarus skirstinys yra grandinés pusiausvyros busena: jei X turi skirstinj
pi, tai tokj patj skirstinj turi ir X,, su kiekvienu n > 1.
Tai nesunku jrodyti, pasinaudojus jau iSvesta .... formule. Tikrai,

P(X, = j) = (mp™); = (xp™); = (wp)p) ' = - = .

Klausimas, kada stacionarus skirstinys egzistuoja yra labai svarbus. Pirmi-
ausia galima iSsiaiskinti, kada jis neegzistuoja. Paskui bandyti spresti egzis-
tavimo problemg.

6.2 teorema. Tarkime, p yra neredukuojama neperiodiné matrica ir turi stacionary

sprendinj m. Tuomet

pE?) — 7, kai n — oo.

Pirmiausia paziurékime, ka turime oro grandinés atveju. Lygtis np = 7 yra
lygciy sistema

0.4m 4+ 0.2m9 + 0.1m3 = 1
0.6, 4+ 0.5 + 0.7713 = 7o
0.3m + 0.273 = 73
Be to, turime papildoma salyga
T + 7o + 3 = 1

Nesunkiai i8sprendziame rasdami

19 48 18
Seo 2= 55y T3 = oo-
85 85 85

Jei p nesuprastinama, tai stacionarus sprendinys, jei jis egzistuoja, yra vien-
intelis.

m™m =
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6.3 teorema. Jei buseny aibé yra baigtiné, tai egzistuoja bent vienas sta-
cionarus sprendinys.

6.9 Tolydaus laiko Markovo grandinés
6.10 Gimimo ir mirimo procesai
6.11 Eiliy procesai

6.12 Pratimai

6.1 pratimas. Matricai

-« o
P ,
(%)
¢a 0 < a, B < 1, raskite P".

6.2 pratimas. Matricai

0 1 0
P=| 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2

raskite Py'.



7 Martingalai

7.1 Diskretaus laiko martingalai

Nagrinékime diskretaus laiko atsitiktinj procesa (X, n > 0), apibrézta tikimy-
binéje erdvéje (2, F, P) ir o-algebry seka Fo, F1,--- C F.

7.1 apibrézimas. Atsitiktinis procesas (X,,,n > 0) vadinamas martingalu atZvil-
giu (Fp,n=0,1,2,...), jei su visaisn =0,1,...

1) F, C Frta;

2) X,, yra F, matus;

3) E|X,| < oo

4) B(Xps1|Fn) = Xn  bot.

Pirmoji salyga reiskia, kad gaunamos informacijos kiekis nuolat auga (kai 7,
interpretuojame, kaip prieinama informacija iki laiko momento n). Tai atitinka
mokymasi nieko nepamir§tant. o algebry seka (F,,n > 0), kuriai teisinga (1)
savybeé, vadinama o algebry srautu (arba filtracija).

Atskiru atveju, F, = 0(Xy, Xp_1,-..,X0), n > 0. Bet galime nagrinéti ir
o-algebras, generuotas kitais atsitiktiniais dydziais, pavyzdziui,

fn:U(Ynyyn—la"'v}/O)a Tl:(),l,....

Norédami paZymeéti o algebry srauta, atZvilgiu kurio seka (X,,,n > 0) yra mar-
tingalas, sakysime, kad ((X,,, F,),n > 0) yra martingalas. Jei nepasakyta kokio
o algebry srauto seka (X,,n > 0) yra martingalas, suprasime, kad tai yra
~7:n = O'(Xo,...,Xn),n > 0.

Pavadinimas ,martingalas” kiles i§ vadinamosios dvigubinimo lo§imo strate-
gijos, kuri ir vadinasi martingalo strategija. Esmé yra tokia. Statomas vienas
litas. Jei iSlosiama, tai vél statomas litas. Jei pralosiama, tai statomi du litai.
Kiekviena karta praloSus, statymas dvigubinamas. Pavyzdziui, galimas toks
variantas

Rezultatas‘P‘P‘P‘ P ‘L‘
Losimas 1| 2[4] 8 [16

Pelnas —1|-3|-7|-15|+1

Pazymeékime X, lo$éjo pelng po m-ojo losimo. Aisku, kad Xy = 0, |X,| <
14+24---42"1 =27 — 1 beto, X,,11 = X,, jei lodimas sustoja n + 1-uoju
momentu. Kitu atveju

P X, —2" su tikimybe 1/2;
" X, + 27 su tikimybe  1/2.

Taigi F(X,+1|Xo, X1,...,Xn) = X, todél (X,,,n > 0) yra martingalas.
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7.2 apibréZimas. Atsitiktinis procesas (X,,n > 0) vadinamas submartingalu
(supermartingalu) atzvilgiu (F,,n = 0,1,2,...), jei su visais n = 0,1,... yra
teisingos (1)—(3) savybés ir

47) E[Xn+1‘~7:n} > (g)Xn b.t.,
7.1 pavyzdys. TeguY yra bet kuris integruojamas atsitiktinis dydis ir (F,,,n =
0,1,2,...) o algebry srautas. Apibrézkime
X, =E[Y|F,], n=0,1,2,....

Atsitiktinis procesas ((X,,Fn),n =0,1,2,...) yra martingalas.

7.2 pavyzdys. Tegu Y1, Ys,... yra nepriklausomi a.d..Apibrézkime
Xn=Xo+tV1+--4Y,, n=0,1,2,....
Cia X, = ¢ b.t. Nagrinkime o algebry srauta
Fo=1{0,Q), Fn=01,...,Y,), neN.
Tuomet
e jei EY,, = 0 su visais n € N, tai ((X,,, F,,),n > 0) yra martingalas;
e jei EY,, <0 su visais n € N, tai ((X,,, Fp),n > 0) yra supermartingalas;
e jei EY,, > 0 su visais n € N, tai ((X,,, F,,),n > 0) yra submartingalas.
7.3 pavyzdys. Paprasciausias besiSakojantis procesas. Nagrinékime paprasci-

ausig besiSakojantj procesa (Z,,n =0,1,2,...). Tegu vidutinis kiekvieno indi-
vido palikuoniy skaicius yra
p= Z kpi.
k

Akivaizdu, kad jei n-toje kartoje yra z, individy, tai vidutinis n + 1-os kartos
individy skaiCius yra pz,, taigi

< Ly, jeip<l1
E(Zn+1|Zn,Zn_1,...,Zo) :‘LLZn = Zn; Jel,u: 1
> Zy, jei p > 1.

Dar galime pastebéti, kad su visais n = 0,1, ...

Z, 7
E(Tﬂ\zn,...,zo) =
7 7

Taigi atsitiktinis procesas (Z,,/u™, n > 0) yra martingalas.
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7.4 pavyzdys. Akcijy kaina. Tegu (1,(o,... nepriklausomi teigiami atsitik-
tiniai dydziai, F({; < oo su visais ¢ = 1,2,.... Tegu Xy = ¢,

Xn=Xo(1-Cn, nEN.

Atsitiktinis procesas (X,,,n > 0) yra martingalas. Atsitiktiniai dydziai ¢; apraso
kainos pasikeitima. Atskiri atvejai yra Sie gerai zinomi kainy modeliai.

e Diskretus Black-Scholes modelis. Cia ¢; = exp{n;},irn; ~ Norm(u,oc2),
i=1,2,....

e Binominis (CRR) modelis. Cia ¢; = (1 + a)e™" su tikimybe p ir ¢; =
(1 +a)~te " su tikimybe 1 — p. Dydis r apraSo palukany norma.

I8 apibrézimo matome, kad
E(Xn+1|Xn7 s aXO) = XnECn-i-l

su visais n =0,1,2,....

7.2 Martingaly savybés
7.1 teiginys. Tarkime, (X,,n > 0) yra martingalas atzvilgiu filtracijos (G,).

Tegu F,, = o(Xo, ..., Xn) C Gy. Tuomet (X,,,n > 0) yra martingalas ir atZvil-
giu filtracijos (Fy,).

Irodymas. Reminatis dvigubo vidurkinimo taisykle
E(Xni1|Fn) = E(E(Xn41|Gn)) Fn) = E(Xpg1|Fn) = X m
7.2 teiginys. Jei (X,,F,) yra martingalas, tai (|X,|, F,) — submartingalas.

7.3 teiginys. Jei (X,,,F,) yra supermartingalas, ir 0 < m < n, tai

EX,, > EX,.

7.4 teiginys. Jei (X,,F,) yra submartingalas, ir 0 < m < n, tai

EX,, <EX,.

7.5 teiginys. Jei (X, F,) yra martingalas, ir 0 < m < n, tai

EX,, =FEX,.
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7.6 teiginys. Jei (X,,) yra martingalas ir ¢ yra tokia iskila funkcija, kad E|¢(X,,)| <
oo su visais n > 0. Tuomet ($(X,,)) yra submartingalas.

Irodymas. Remiantis Jenseno nelygybe

Atskiru atveju, imdami ¢(¢) = [¢|?,p > 1 matome, kad (] X,|P) yra sub-
martingalas, jei (X,,) yra martingalas ir E|X,|? < co su visais n > 0.

Tarkime, duota filtracija (F,,n > 0). Sakysime, kad seka (H,,n > 0) yra
numatoma atzvilgiu (F,,n > 0), jei su kiekvienu n > 1, atsitiktinis dydis H,
yra F,_1 matus.

7.1 teorema. (Dubo iSskaidymas.) Submaringala (Y,F) galima iSskaidyti
Y,=Xn+ Sna

su visaisn > 0. Be to, (M, F) yra martingalas, o (S, F) — didéjantis numatomas
procesas ir iSskaidymas yra vienintelis.

Atsitiktinis procesas (S, F) yra vadinamas submartingalo (Y,F) kompen-
satorius.

Irodymas.  Procesai M ir S apibréziami isreikstiniu budu. Imkime Xy =
YO7 SO = 07
Xn+1 - Xn — I'n4+1 — E(Yn+1|~/fn)7
Sn+1 - Sn = E(Yn+1|fn)7

kai n > 0. Galime jsitikinti, kad (M, F) ir (S, F) tenkina teoremos tvirtinimus.
Lieka jrodyti iSskaidymo vienatj. Tarkime, yra dar vienas iSskaidymas: Y, =
M) +S],. Tuomet

Vipr = Yo = (M — My) + (S0 — Sp)

= (XnJrl - Xn) + (Sn+1 - Sn)

Suskaiciave salyginj vidurkj atzvilgiu F,, gauname, kad S}, —S;, = Sp41 — Sn
su visais n > 0. Tagiau Sj = Sp = 0, taigi S], = S, ir, kartu, M) = X,,. =

Martingalo (X,,n > 0) transformacija numatoma seka (H,,n > 1) vadin-

sime seka

e8]
(HOM)n:XO+ZHjAXja ’I?,Zl

Jj=1
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7.7 teiginys. Jei (X,,,n > 0) yra (sub)martingalas, o (H,,n > 1) yra aprézta
(neneigiama) numatoma seka, tuomet transformuota seka ((HoM),,) yra (sub)martingalas.

Jei martingalg interpretuosime kaip loSéjo pelna, tuomet naturalus klausi-
mas yra toks: ar galime maksimizuoti pelna sustabdydami lo§img kuriuo nors
laiku. Jei (X,,,n =0,1,2,...) yra martingalas ir EXy = 0, tuomet ir £X,, =0
su kiekvienu n = 1,2,... Taigi, loS§imo sustabdymas bet kuriuo fiksuotu laiko
momentu nepadeda padidinti vidutinio pelno. Taciau, tai nejrodo, kad negal-
ima losimo sustabdyti atsitiktiniu laiko momentu. Pavyzdziui, pries gresian¢ius
didelius nuostolius (jei zinotume, kad jie artéja). Tokj scenarijy galime nagrinéti
panaudoje sustabdymo momentus.

7.5 pavyzdys. Jei T yra sustabdymo momentas, tuomet procesas
H,=175,, n2>0
yra numatomas. Tikrai, {T > n}® ={T < n — 1} € F,,_1. Atitinkama martin-

galo (X,,) transformacija yra

(HoM)y =) 1r>;j(X; — X;-1)
j=1
TAn
= Xo + (X; = Xj-1) = Xran.

>

.
Il
-

Taigi, jei (X,,) yra (sub)martingalas tai ir sustabdytas procesas yra (sub)martingalas.

7.8 teiginys. T yra sustabdymo momentas tada ir tik tada, kai {T =n} € F,
su visaisn =0,1,2, ...

Tai kad apsiribojama sustabdymo momentu yra visai naturalu. Jei pasirinkome
laika T ati su kiekvienu n = 0,1,2,... turime Zinoti ar T = n laiko momentu
n. Jei srautas (filtracija) yra generuota paio proceso, tai jvykis {T' = n} turi
priklausyti nuo informacijios apie Xg, X1,...,X,, jei T yra sustabdymo mo-
mentas. Taigi sprendimas turi buti priimtas atsizvelgiant j proceso istorija, bet
ne j ateit;j.

Klausimas ar galime rasti tokj sustabdymo momenta 7', kad EXp > 0 dar
neatsakytas. Cia atsitiktinis dydis Xp yra apibrztas taip:

(X7)(w) = Xp)(w), we

Jei T gali jgyti begaline reikSme, tai reikia apibrézti X .
Norédami atsakyti j iSkelta klausima, pirmiausi apibrégime procesa (X', n =
0,1,2,...):
Xy (@) = Xp(wyan(w)-
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7.9 teiginys. Jei X yra martingalas, tai ir X' yra martingalas.

Irodymas. Galime uzrasyti
Xg = Xo+ Z 1rp<n(Xi — Xi—1).
k=1

Taigi Xg+1 — Xg = 1n+1§T(Xn+1 — Xn) Atsitiktinis dydiS n+1<T = 1-— 1T§n
yra F,—matus. Todél

E(X$+1 - XZ\f7,) = 1n+1STE(Xn+1 - Xn‘]:n) =0
nes X yra martingalas. Taip pat reikia pastebéti, kad

|Xo | < maz<i<al Xl

Galima jsitikinti, kad submartingaliSkumas ir supermartingaliSkumas taip
pat islieka sustabdzius atitinkama procesa.

7.2 teorema. (Optional stopping.) Tegu (X,) yra submartingalas ir S <
T < m yra du sustabdymo momentai nedidesni uz fiksuoty skai¢iy m. Tuomet

E(X7|Fs) > Xg.

Be to, lygybé bus tada, kai M yra martingalas.

Irodymas. Irodysime tik martingalui. =

7.3 teorema. (Dubo nelygybé) Tarkime, (X,,) yra submartingalas ir \ > 0.
Tuomet

—1
P(OSSEIS)N Xn 2 A) S AT E(XNL{supy, oy Xn>2})-

Irodymas. Nagrinékime sustabdymo momenta

T=inf{n>0:X, > A} AN.

Jei X1, Xo, ... martingalas ir 9 tokia iskiloji funkcija, kad Ev(X,,) < oo su
visais n € N, tai (X)1),¥(X2),... — submartingalas.

Jei X1, Xo,... submartingalas ir ¢ tokia nemazéjanti iSkiloji funkcija, kad
Ey(X,) < oo su visais n € N, tai ¢¥(X)1),¥(X2),... — submartingalas.
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7.4 teorema. (Kolmogorovo nelygybé) Jei X1, X, ... submartingalasir A >
0, tai
P(max X; > \) < A\ 'E|X,].

i<n

7.5 teorema. (Martingaly konvergavimo.) Tegu X1, Xo, ... yrasubmartin-
galas ir K = sup,, F|Xj| < co. Tuomet X,, — X b.t. Cia X yra toks atsitiktinis
dydis, kad E|X| < K.

7.6 pavyzdys. Tegu {£,,n > 1} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste nor-
maliniai atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2. Apibrézkime
Xo =1,

X, = exp{z —no?/2}.

j=1

Seka (X,,) yra neneigiamas martingalas ir X, 0. Bet EX, =1 su visais n.

7.3 Kai kurie taikymai ekonomikoje

7.7 pavyzdys. Ateities kainos.

Tarkime, ...., X¢, X¢11, ..., Xtt71, .. . — Procesas, aprasantis kainas, pvz. aukso,
vilnos, ect., X; yra kaina dabartiniu momentu, Xy, — ateities kaina, praéjus
T laiko momenty (dieny). Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X; yra aprézti ir
apibrézti tikimybinéje erdvéje (£2, F, P). Ekonominis agentas Zino Sios dienos
kaing ir buvusias kainas. Kitais zZodziaia, tariame, kad ekonominis agentas Zino
visa informacija, kuria generuoja procesas iki laiko momento ¢, arba informacija
esancia o-algebroje F; = o(Xo, X1,...,X¢). Joje, beje, yra ir buvusios kainos,
tarkime, zg,x1,..., ;. Jos yra viena i§ proceso realizacijy,

Xo(w) = o, ..., X¢(w) = z4.

Taciau agentas negali zinoti nei rytdienos kainos X;;1 nei juo labiau kainos
X¢pp. Taciau laikui bégant, informacijos vis daugéja, todél galima vis kita
kainos prognozé. Tarkime, kad Y (7,t) — ateities kaina, kuri jsivyraus per T
laiko periody pradedant nuo ¢ ir, kuria remiamasi laiko momentu ¢. Pasibaigus
vienam laiko periodui, ateities kaina bus Y (T'—1, t+1) ir taip toliau.Tai gauname
seka

Y(T,t),Y(T—-1,t+1),....Y(T—n,t+n),...,T(L,t +T —1). (7.1)
Racionaliy lukesc¢iy hipotezé skelbia, kad
Y(T,t) = E[Xwr|F], T=12,... (7.2)
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Isitikinsime, kad jei teisinga racionaliy lukes¢iy (7.2) hipotezé, tai (7.1) seka yra
martingalas atzvilgiu o-algebry

ftaft+17 .o 7ft+T71'
I8 esmeés reikia patikrinti tik martingaliskumo sarysj
ElY(T - 1,t+1)|F] =Y (T,t).
Tam reikia pasinaudoti dvigubo vidurkinimo taisykle:
EY(T - 1,t 4+ 1)|F] = E[E[Xt41|Ft41]| F)
= E[Xiir |7
=Y(T,¢).
Martingaliné ateities kainy savybé gali buti panaudota tiriant ir akcijy rinkos

efektyvuma.

Kapitalo rinka yra efektyvi, jei vertybiniy popieriy kaina atspindi visa prieinama
informacija.

7.8 pavyzdys. Pirmojo apibendrinimas jvedant diskonto faktoriy. Pazymékime
= (1+7)7!, &a r a la palukany norma ir tarkime,

Y(T,t)=aTE[X;ir|F), T=1,2,... (7.3)
Taip sukonstruota seka yra submartingalas. o-algebros apraso bent silpna
informacija (silpna, pusiau stipri, stipri infoprmacijos).

Moralé: martingaliné ateities kainy savybé reiskia, kad bet kurie bandymai
praeities kainose jzvelgti kokig nors nauda prognozuojant yra pamerkti zlugti.

BlY(T = 1,t + )|F] = Ela" " E[X 1| Fiia]| 7]
= o BlE[Xy | Fiia]| F
AT B[ X | F) =T o TY (T t) = (1 4+ 7)Y (T 1)

> Y(T'1).

7.9 pavyzdys. Akcijy kapitalizacija.

Tarkime, xy,...,2;47 — duotos akcijos dividendy, iSmokamy atitinkamai
laikotarpiais t,t+1,...,t+ T seka. Tarkime, kad diskontavimas yra pastovus ir
lygus r. Pradzioje tariame, kad dividendai yra nestochastiniai dydziai. Tuomet
akcijos kaina yra

> Cﬂt+T
7.4
z:: 14+n)T (7-4)

I3 (7.4) nesunku iSvesti
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Todél
Vi
vV, — t+1 T+l
14+r 1+7r
arba
Vivr = (1 + 7“)Vt — Tt41-
Toliau jveskime stochastika. Tarkime, kad xy, ..., x4 yra atsitiktiniai dy-
dziai, apibrézti vienoje tikimybinéje erdvéje (£, F, P). o-algebry seka Fi 1 turi
bent silpng informacija, t.y. o(z¢,...,Tr) C Frar. Tai reiskia, kad investuo-

tojui Zinoma bent dividendy istorija. Racionali (fundamentali) akcijos kaina

vy = E[Vi|F] (7.5)
= (7.6)

7.4 Pratimai

7.1 pratimas. Tegu X, Y yra du nepriklausomi Bernulio atsitiktiniai dydziai.
Apibrézkime Z = 1;x4y—o}. Raskite E(X|Z) ir E(Y|Z). Ar tie atsitiktiniai
dydziai yra nepriklausomi?

7.2 pratimas. Tegu (Y,,,n > 1) yra nepriklausomuy atsitiktiniy dydziy tolygiai
pasiskirsfousiy intervale [—1,1] seka. Tegu Sy =0, S, =Y +1+---+Y,,n > 1.
Patikrinkite ar duotos sekos yra martingalai:

a‘) Xn = Zzzl S/%—].Y]“ XO = 0’

b) X, =52-2, X;=0.

n

7.3 pratimas. Tarkime, (Y, F) yra martingalas. Irodykite, kad

E(}/n—&-m‘fn) = Yn

su visais n, m > 0.

7.4 pratimas. Tegu (X,,,n > 1) yra nepriklausomi A (0, 0?) a.d. Tegu Yy = 1,

n
Y, = exp{aZXk —no?}, n>1.
k=1

Su kuria parametro a reikdme, (Y;,) yra martingalas?
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7.5 pratimas. Tarkime, S, yra draudimo kompanijos kapitalas n-tyjy mety
gale. n-taiss metais gautas pelnas yra ¢ > 0 ir i§mokéta &, iSmoky. Tegu &, yra
N (p,0?) ir p < c. Kompanija bankrutuoja, kai jos kapitalas pasidaro maZesnis
ar lygus nuliui. Jrodykite, kad

P(bankrotas) < exp{—2(c — p1)Sp?c?).



8 Brauno judesio procesas

8.1 Apibrézimas ir paprasc¢iausios savybés
Matematinis Brauno judesio proceso apibrézimas yra toks.

8.1 apibrézimas. Atsitiktinis procesas (Bi,t > 0) vadinnamas Brauno jude-
siu, jei jis turi Sias savybes:

1) Bp=0
2) proceso priaugliai yra nepriklausomi: su visais 0 < t; < --- < t,, atsitik-
tiniai dydziai B;, — By, ,,..., B, — By, yra nepriklausomi;

3) jei 0 < s < t, tai atsitiktinis dydis B; — B, turi normalyjj skirstinj N'(0,¢—

8);

4) proceso (B, t > 0) trajektorijos yra tolydZios.

Brauno judesys yra Gauso procesas. Atsitiktinio vektoriaus (By,, ..., Bt,)
skirstinys yra normalinis su visais 0 <t < --- < t,,.
Brauno judesio vidurkis yra

mp(t)=EB, =0, t>0,
o kovariacija
I'p(s,t) = EBsB; = min{s,t}.

Be to, jei atsitiktinis Gauso procesas turi nulin5 vidurk5 ir kovariacija min{s, t},
tai jis tenkina 1) — (4) savybes.
Kovariaciné funkcija T'(s,t) = min{s, ¢t} yra neneigiamai apibrézta, nes

n n o0
> aiaymin{t;, ;) = / Lio,t) (1) Lj0,¢;) (u)du
0

i,j=1 =
oo n 2
- / {Zail[oxti](u)} du > 0.
0 p

Taigi remiantis Kolmogorovo teorema egzistuoja Gauso procesas, kurio kovariacija
yra I'(¢,s) = min{¢, s}. Kta vertus, B; — B, turi normalyjj skirstinj, todél

BB - By = PR

Taigi egzistuoja proceso versija, kurios trajektorijos yra tolydZios.
Trajektorijy reguliarumas.



88 8 skyrius. Brauno judesio procesas

I Kolmogorovo teoremos apie procesy tolyduma gauname, kad kiekvieng
e > 0 atitinka toks atsitiktinis dydis G r su kuriuo

|B; — B,| < Gep|t — s|'/?7¢

visiems s,t € [0,T]. Taigi Brauno judesio trajektrijos yra tenkina Hipolderio
salyga su rodikliu 1/2 — . Intuityviai tai reiskia, kad

ABt = Bt+At — Bt ~ (At)l/Q

Taip yra kvadratinio vidurkio prasme, nes E[AB;]? = At.
Kvadratiné variacija.
Imkime intervalo [0, ¢] skaidinj 7 = (tq, t1,. .., tn:

O=to<ti <---<t,=t.

Apibrézkime || = maxi<gp<n(tx — tx—1). Imdami ¢; = j'/n gauname

Z |ABy| ~n(t/n)Y/? = 0o kai n — oo.
k=1

Kita vertus
n

4
2 ~ —_ =
E (ABy)* ~ n- t.

k=1
Formaliai tai galime pagristi tokiu budu. Suskai¢iuokime

E(iXABMQ—02:EiﬁiKABMQ—A%D2

k=1 k=1
kadangi Brauno judesio priaugliai yra nepriklausomi

- i E[(ABy)? — Aty)?
k=1

= iB(Am)Q — 2 Aty)? + (Aty)’]
k=1

n
=2 (Aty)? < 2tfx| — 0,
k=1
kai |7| — 0.
Brauno judesio pilnoji variacija

n
V= supz | At
T k=1

yra begaliné su tikimybe vienas. Tikrai, jei V' buty bvaigtinis dydis, tai
> (ABL)* <sup|AB,| Y |ABy| <V max|ABy| — 0,
k=1 k k=1
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kai |w| — 0, nes Brauno judesio trajektorijos yra tolydzios. Bet tas priestarauty
ka tik jrodytam faktui, kad Y ;_, (ABy)? konverguoja kvadratinio vidurkio
prasme prie intervalo ilgio ¢, tai 7| — 0.

Savipanasumo savybé.

Kokj bepaimtume a > 0, atsitiktinis procesas

(a™'2 B, t > 0)

yra Brauno judesys. Ta nesunkai galime patikrinti.

8.2 Atsitiktiniai procesai susije su Brauno judesiu

1. Brauno tiltas: taip vadinamas procesas
Xy = By — tBy,
kai t € [0, 1]. Tai centruotas Gausinis procesas, kurio kovariaciné funkcija yra
E(X;X;) = min{s, t} — st,

s,t € [0,1] ir tenkina salygas Xo = X; = 0.
2. Brauno tiltas su dreifu. Nagrinékime procesa

Xt = O'Bt +[Lt,

t > 0. Cia ¢ > 0,t € R yra konstantos. Atsitiktinis procesas (Xt > 0) yra
Gauso su vidurkiu

px () = B(Xy) = pt

ir kovariacine funkcija

I'x(s,t) = o® min{s,t},

s,t > 0.
3. Geometrinis Brauno judesys apibréziamas taip:

X; = exp{oB: + ut},

t>0,00>0itt € R yra konstantos. Si procesasa Black, Scholes ir Merton
pasiulé akscijy kainy modeliavimui. Procesas néra Gausinis.
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8.3 Modeliavimas

Tarkime, X1, X5, ..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai, EX; = 0. Apibrézkime Sy = 0 ir

Sr=X1+Xo+ - +Xi, k=1,...,n.

Nagrinékime atsitiktinj procesa
En(t) = n~ /2 (S[nt] + (nt — [nt})X[m]H), teo,1].

Akivaizdu, kad to proceso visos trajektorijos yra tolydzios. Taip vadinamas
Donskerio invariantiskumo principas jrodo, kad procesas (&, (¢),t € [0,1] kon-
verguoja (tam tikra prasme) prie Brauno tilto intervale [0, 1], t.y. prie proceso
(B, t € [0,1]).
Brauno judesj galime modeliuoti taikydami taip vadinama Paley-Wiener
skaidinj:
t 2 X sin(nt/2)
Bi=vw—+—&— —
t Yo m ﬁ ; n V&>
t € [0,2n]. Cia Y0, V1, - - - yra nepriklausomi standartiniai normaliniai atsitik-
tiniai dydziai. Naudojant §j déstinj, reikia pasirinkti svaikuosius skai¢ius M ir

N ir modeliuoti
1

t; 2 sin(nt;/2)
Yo + g ks
vV 2 \/’TT 1 n

t; = (2mj)/N, j =0,1,...,N.

3

8.4 DMartingalai susije su Brauno judesiu

Pirmiausia apibrézkime o algebry srauta. Nagrinékiome Brauno judesj (B, t >
0), apibrézta tikimybinéje erdvéje (2, F, P). Kiekvienam laiko momentui ¢, tegu
Fi yra o algebra generuota atsitiktiniy dydziy o{Bs, s < t} ir F aibiy, kuriy
tikimybés yra nulinés. Kitaip tariant, F; yra maziausia o algebra, kuriai prik-
lauso aibés pavidalo
{Bs € A} UN;,

a0 < s <t A C R yra Borelio aibé, N € F tokia aib¢, kad P(N) = 0.
Galime pastebéti, kad F,, C cft, jei u < t. Kitaip tariant, Seima {F;,t > 0} yra
tikimybinés erdvés (Q,, P) filtracija.

Sakysime, kad atsitiktinis procesas (u;, t > 0) yra adaptuotas (prie filtracijos
{F:,t > 0}), jei su kiekvienu ¢ > 0 atsitiktinis dydis u; yra F; matus.
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8.1 teiginys. Adaptuoto proceso bet kuri versija yra adaptuotas procesas.

8.2 teiginys. Seima {cf,,t > 0} yra tolydi i§ desinés, t.y., su visais t > 0,
(7= F

s>t

8.3 teiginys. Procesai
e (Bt >0);
o (B —t,t>0);
o (exp{aB; —a’t/2},t > 0)
yra martingalai filtracijos {F;,t > 0} atzvilgiu.

Irodymas. Brauno judesio procesas yra martingalas, nes E(Bg|F;) = Bs, o
E(B; — B;s|Fs) = E(B, — By) = 0.
Imdami s < t bei taikydami salyginio vidurkio savybes suskai¢iuojame
E(Bf|F.) = E((B — By + B.)*| )
= E((Bt — Bs)*|Fs) + 2E((By — Bs) B;)|Fs) + B(BZ|Fy)
= E(By — B)® + 2B,E((B; — By)|F:) + B:
=t—s+ B2
Panasiai jsitikiname, kad ir treciasis procesas yra martingalas:
E(exp{aB; — a®t/2}|F,) = "B E(exp{a(B; — B,) — a®t/2}|F)
= e*B: Bexp{a(B, — B,) — a*t/2}
= exp{aB,}exp{a®(t — 5)/2 — a*t/2} = exp{aB;s — a’s/2}.
Teiginj jrodéme. m
taikydami Sias martingaliSkumo savybes nustatystime Brauno judesio atvykimo
i fiksuota pozicija laiko momento skirstinj. Pazymékime
Te =inf{t > 0: B, =a},

¢ia skaicius a > 0 yra fiksuotas. Atsitiktinis procesas My = exp{\B;—\%t/2},t >
0 yra martingalas, kuriam

EM; = EM, = 1.
Remiantis sustabdymo teorema
EMTQ/\N =1

su visais N > 1.
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8.5 Stochastinis integralas

8.6 Pratimai

8.1 pratimas. Vynerio procesui W, kuris prasideda nulyje W (0) = 0 jrodykite,
kad

1 1
P(W,>0,W; >0) = 1t Q—Sirf1 s/t,
Y3

kai s < t. Raskite P(Ws > 0,W; > 0,W,, > 0), kai s <t < w.
8.2 pratimas. Tegu W yra standartinis Vynerio procesas, a > 0. Irodykite,
kad Sie procesai taip pat yra standartiniai Vynerio procesai:
(a) ‘/f = aVVt/az7
(b) Wiya — W4,
(C) ‘/t = le/t7 kai ¢ 7& Oa ‘/0 = 07
(d) Wiy — Wi, t € [0, 1]
8.3 pratimas. Kokios turi buti parametry A, Ay reikimes, kad procesas A\; W) +

AW ) buty standartinis Vynerio procesas, kai W) ir W(2) yra nepriklausomi
standartiniai Vynerio procesai.

8.4 pratimas. Tegu W yra standartinis Vynerio procesas. Raskite Siy procesuy
vidurkius ir kovariacines funkcijas:

(a) ¢+ = [Wil,
(b) Y= e,

(¢) Zi = [, Wids.



Literaturos sarasas

[1] Marc A. Berger (1992). An Introduction to Probability and Stochastic Pro-
cesses, Springer-Verlag, New York.

[2] Rick Durrett (1997). Essentials of Stochastic Processes, Springer, New
York.

[3] Sidney Resnick (1992). Adventures in Stochastic Processes, Birkhéduser,
Boston-Basel-Berlin.

[4] Hsu Hwei P. (1997) Probability, Random Variables and Random Processes,
Schaum’s Outlines Series, McGraw-Hill, New-York.



