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1 Skyrius

Pratarme

Sis vadoelis skirtas vienai i matematis ekonomikos stiy — statinei bendrosios pu-
siausvyros teorijai. Jis papildo ir pagilina mikroekonomikos Zinias, suteikdamas joms
matematinj pagrinda. Rasant vaétivouvo pasinaudota konspektu kurso, kurj autorius
keleta mety dsk Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto ekonometri-
jos katedros studentams.

Tematikos svarha Bendrosios pusiausvyrosdih ekonomikos teorijoje giemdar
XIX amziuje. Ji pa@jo paaiskinti bendra rinkos ekonomikos mechanizma. Dominuo-
jancia &i ideja tampa XX amZiaus viduryje. Siandien bendrosios pusiausvyros koncep-
cijos prasiskvere beveik | visas ekonomikos teorijos sritis. Neatskiriamas bendrosios
pusiausvyros idjos bruozas buvo ir yra fundamentalus jos matematinis pagrindimas.

Siuolaikire bendrosios pusiausvyros koncepcija remiasi daugeliu matematikos teori-
ju (aibiy teorija, diferencialine geometrija, topologija, funkcine argliikimybiy teori-
ja, diferencialiniy lygiy teorija ir t. t.), ir jai jsisavinti reikia nemenky matematikos
studijy. Guodzia bent tai, kad tokios studijos turi nat uralia pradzia. Tiksliau kalbant,
Siuolaikines bendrosios pusiausvyros kryptys yra viends teorijos, vadinamos statine ben-
draja pusiausvyra, tolesni patikslinimai ir papildymai. Stagilbendrosios pusiausvyros
pagrinda sudaro vadinamagisow—Debreuekonomikos modelis, kurio autoryste kartu
su Kennetlu Arrow ir Gerardu Debreudalijasi Lionelis McKenzie Siame vadoglyje
detaliai nagriejamas b utedtrrow—Debreuekonomikos modelis.

Vadovelio ypatumaiViena, visi teiginiai yra pagristi matematiniais jrodymais. Tai
néra jprasta populiariausiems Sios srities vadiawvns, matyt, dl keleto priezasy. Visu
pirma, standartinis vad@lis orientuojasi j skaitytoja, kuris yra ekonomikos fakulteto
studentas, ir toel nemanoma, kad jo matematmzinios yra pakankamos. Antra ir svar-
biausia priezastis, m usy nuomone, yra tradicija. Daugumai elgllvudinga tam tikra
inercija — nauji vadogliai savo turiniu skiriasi nuo ankstesniy tik nezymiai (neretai min-
imas 15% dydis), laikantis ,jprastiniy“ turinio standarty. Ekonomikos teorijos atveju,
greta jau pamietos, tarp tokiy tradicijy yra tiksliy ir pilny jrodymy vengimas, apsiribo-
jant teiginiy ir formuliy interpretacija bei iliustravimu pavyzdziais; taip pat b'udingas ir



nepakankamas formuluojamo teiginio prielaidy akcentavimas.

Tiesa, tai nereiSkia, jogana staties bendrosios pusiausvyros teorijos iSsamaus matem-
atinio iScestymo. Tokiy knygy yra nemaZzai (Zr. Sio vadtw literat uros sarasa). Ciau
tos knygos ara vadoeliai, nes jose nekreipiamagihesys bent jau j reikalingy matem-
atikos fakty tikslias nuorodas, tikintis iS skaitytojo pakankamo matematiniy ziniu lygio.
Si packtis atspindi ir kita nemaza ekonomikos teorijos problema, susijusia su jos matem-
atizavimu. Apie tai daugiau raSoma Sio vadbo 1.5 skyrelyje.

Kita, vado\elyje iScestyta visaArrow—Debreuekonomikos modelio paaiSkinimui
reikalinga matematika, nenukreipiant j kitus vadtws. Tai padaryta@ keliy priezasiy.

Tie patys matematikos objektai ir faktai gali b uti apiami ir cestomi ekvivalebiais
bet skirtingais b udais (kaip, pavyzdziui, funkcijos tarp euklidiniy erdviy antrosies eil
iSvestire). Skirtingi matematikos vadéliai daznai atspindi skirtingus poZi urius ir yra
skirtingo bendrumo lygio. Pakankamo matematinio iSsilavinimo netiaim skaitytojui
tai sukelia rimty sunkumu.

Siame vadoglyje visi reikalingi matematies analizs rezultatai pateikiami ir jrodo-

mi nesipl€iant, tik tiek, kiek tai yra butina ir pakankama vaelw tikslui pasiekti.
Musuy atveju uZtenka pagrinds matematies strukt uros, nusakomos euklidine erdve,
ir funkcijos tarp tokiy erdviy antrosios e# iSvesties. Savo ruoztu, euklides erdes
strukt ura yra realiyjy skai aibes bendrinys, o pastaroji net ir matematikos vagdiov
ose daznai pateikiama pavirSutiniSkai. Lauzant nusggtmsia tradicija, Siame vadely-

je pradedama primenant aibiy teorijos aksiomatika ir neaksiomine realiyftiskéies
konstrukcija. Taip daroma ir t@l, kad Siuolaiki®s bendrosios pusiausvyros tolesnis
vystymasis kvestionuoja standartine aibiu teorijos aksiomatika.

Nepaisant to, vad@lyje yra nemazai nuorody | kitus tiek matemasrekonomikos,
tiek ir matematikos vad@lius. T&iau tokiy nuorody tikslas yra papildomuy ir tolesniy
rezultaty aptarimas nukreipiant | atitinkamus Saltinius. Tai daroma kiekvieno skyriaus
pabaigoje.

Galiausiai, vadoglyje detaliai nagrigjami matematinei ekonomikai reikalingi specifini-
ai matematikos faktai. Tai daugiareik8mfunkcijos, vada@lyje vadinamos atitiktimis,
bei Brouweiio ir Kakutand nejudamojo tasko teoremos. Sie faktai paprastai nejeina |
universitetinj matematikos speciabkursa.

Kiekvieno skyrelio pabaigoje skaitytojas ras pratimy. Vienuose iS ju prasoma pa-
pildyti pagrindiname tekste esép jrodymo etapa. Kituose praSoma jrodyti naudinga,
bet paprasta teiginj, kuris yra toliau naudojamas. Kartais pratimas tiesiog iliustruoja
bendra fakta, nagréjama pagrindiniame tekste. Dalis pratimy formuluojami tiesiog pa-
grindiniame tekste jterpiant zodelj ,ket? “. Taip atkreipiamasamesys | tai, kadia
remiamasi suetingesne argumentacija, ir skaitytojas praSomagpaja atstatyti.

Naudojimosi vadoveliu rekomendacijd?riklausomai nuo to, kiek laiko skaitytojas
gali skirti Sio vadoelio turiniui jsisavinti, galima laikytis skirtingy skaitymo b udy.

¢ NorinCiam tik susipaZinti su statés bendrosios pusiausvyros teorijos esme, pakan-
ka perskaityti 1.1 ir 1.3 skyrelius.
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¢ VisasArrow—Debreuekonomikos modelis@stomas 3, 5 ir 6 skyriuose. Pirmame
destoma vartotojo pasirinkimo, dar vadinama sprendimy, teorija. Antro skyriaus
turinys — mainy rinkos (be gamybos) bendroji pusiausvyra. Paskutiniame skyriuje
pateikiamas bendrosios pusiausvyros egzistavimo jrodymas.

¢ Reikiami matematikos faktaiastomi 2 ir 4 skyriuose. Sias vadsio dalis galima
skaityti ir nepriklausomai nuo ty fakty ekonoraminterpretacijos kitose dalyse.

Autorius nuosirdziai dkoja V. Cekanawiiui, J. M&iui ir H. Pragarauskui, per-
skatiusiems vadoglio rankrastj ir pasi uliusiems vertingy patarimuycida el likusiy
netikslumy ar klaidy atsakingas tik autorius.
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lvadas

Kadangi metafizinis mastymasldsavo pob udzio yra tamsus ir pavojingas, kadangi
Sis mastymas remiasi tik vaidenimusi ir suklydimams pavaldaus proto tam tikra apyvarta,
o matematikoje vien tik skéiavimas mus apsaugo nuo vaidenimosi ir klaidy, tiksliomis
operacijy taisylkdmis cemesj laikydamas tikrumo varztuose, — tai matematikos moksluose
gali b'uti vadinama matematiniu mastymu tik tai, kas paaiSkinama, iSvedama ir jrodoma
skaiCiavimu

Janas SniadecKis181&.

Zmogaus poreikiams patenkinti butiny iStekliy stygius lemia tai, kad visusmen
neidvengiamai turi r upintis esamy istekliy paskirstymu. Sia nepakankamy istekliy paskirsty-
mo visuomenje problema ir sprendzia ekonomika kaip visuomeniaikla. Kaip ziniy
sistema, ekonomika tiriaggybiy ir paslaugy gamybos, paskirstymo ir vartojimo b u-
dus. Vadoelyje nagrirejama bendroji pusiausvyra aiSkina rinkos ekonomika grindziama
iStekliy paskirstymo mechanizma.

1.1 Daline ir bendroji pusiausvyros

Kalbant apie Zmoniy elgesj ekonoraje situacijoje, pusiausvyra yra tokia b usena, kuri-

oje niekam @ra tiesioginiy paskaty keisti savo elgsena, ietddkia paetis gali testis,

bent jau laikinai. Pusiausvyros savoka vartojama jvairiose ekonomikos teorijos srityse.

Pamiresime tik svarbiausias i$ jy: makroekonomika, loSimy teorija ir mikroekonomika.
Makroekonomikoje pusiausvyra apib udina tokia situacija, kai kainy lygis ir jvairiy

ekonomikos subjekty veikla vienas kitam neprieStarauja, eltei numatomi planai

! JanSniadecki — Janas Sniadeckis (1786-1830), lenky mokslininkas: fizikas, astronomas, matematikas.

2Cia ir toliau citatos i$ straipsnio: Janas Sniadeckis. Apie matematinj mastyma. Prane&imas, skaitytas
Imperatoriskojo Vilniaus universiteto mokséje sesijoje 1818 m. balandZio 15 d. Vertimas i3 lenky kalbos:
Problemos2006, 70, p. 165-175.



2 1 Skyrius. |vadas

gali b uti realizuoti. Ekonom@s veiklos su skirtingais interesais pavyzdZziu yra taupymas
ir investavimas. Individuy ir firmy taupymo ir investavirea anteplanai gali b uti skirtin-

gi. TaCiau visumireje ekonomikoje visi Sie planai gali b uti realizuojami tik tuo atveju,
jei nacionaliniy pajamu lygis ir pal' ukany normos yra tokie, kad visuminio taupymo ir
visuminio investavimo planai sutampa. Sia nacionaliniy pajamy ir pal'ukany normos
priklausomybe apraSo paptésusias makroekonomés pusiausvyros modelis, vadina-
mas 1S-LM modeliu (zrO. Blanchard[5]). Tokia makroekonomi@ pusiausvyra gali
neegzistuoti, nes individualiy ekonomikos subjekty planai priklauso nuodiykeésnas

kito atzvilgiu. Taiau jei tokia pusiausvyra egzistuoja ir yra realizuota, tai niekas bent
jau laikinai neturi priezasy keisti savo planus.

Kita pusiausvyros savokos vartojimo sritis yra losimy teorija. Siuo atveju kalbama
apie ekonomikos subjekty (veij)) strategijy pusiausvyra (4&. Owen[23]). Strate-
gija yra individualaus subjekto pasirenkamas sprendimas, priklausantis nuo kity sub-
jekty sprendimy pasirinkimo. Strategiju pusiausvyra egzistuoja, jei kiekvienam sub-
jektui esamas visuy kity subjekty strategiju pasirinkimas nesukelia poreikio keisti savaja
strategija. Jei kiekvienas ekonominio loSimo subjektas sprendima renkasi taip, lyg visu
kity subjekty sprendimai jam yra zinomi, tai tokia pusiausvyra vadinblasto® pusi-
ausvyra. Gali b uti ir taip, kad vienas i$ subjekty, vadinamas lyderiu, sprendima daro
tik numatydamas visy kity subjekty reakcija, o tie kiti subjektai elgiasi sutinkamai su
lyderio sprendimais. Tokia pusiausvyra vadinagtackelberg* pusiausvyra.

Pagaliau, mikroekonomikoje kalbama apie tokia ekonomine situacija, kurioje iSskiri-
ami vartotoju ir gamintojy interesai. Pirmieji i$ jy siekia patenkinti savo poreikius, kuri-
uos iSreiSkia prekiy paklausa, o pastarieji savo gangjbiveikloje siekia maksimalaus
pelno, sukurdami prekiuy pasiula. Tiek pFelpaklausa, tiek ir jos pasi ula priklauso nuo
prekes kainos. Kaina vadinama pusiausvyrine, jei pasi ula lygi paklausai, vartotojai re
alizuoja savo poreikius, o gamintojai maksimizuoja pelna. Aisku, jei tokia pusiausvyra
realizuota, tai vartotojai ir gamintojai neturi tiesioginiy paskaty keisti savo sprendimus
bent jau laikinai.

Toliau vadoelyje pusiausvyra suprantama b utent mikroekonomikos kontekste, ir
ekonomikos matematinis modelis naggjmmas siekiant nustatyti pusiausvyros tarp pasi u-
los ir paklausos egzistavimo salygas.

Paklausa ir pasi ula Mikroekonomikoje pasi ulos ir paklausos sarySiai naudojami pa-
gristi pusiausvyros galimybe, kuri savo ruoZtu, atlieka optimaly istekliy paskirstyma. Sia
prasme pasi ulos ir paklausos savokoms tenka labai svarbus vaidmuo ekonomikos teori-
joje. Papra&iausia pasi ulos ir paklausos sarysiy iliustracija gaunama eggrirvienos
prekes kiekio priklausomybe nuo jos kainos.

Paklausa iSreiskia vartotojo poreikj prekei ar paslaugai. Sis poreikis iSreiskiamas

3John F. Nash — DZonas NeSas (1928), amdiiiematematikas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.
“Heinrich F. von Stackelberg — Heinrichas Stakelbergas (1905-1946) Gigkieonomistas.
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gt kiekis qt kiekis

kaina kaina

1.1 . Paklausos ir pasi ulos funkcijos

pageidaujamu preis kiekiu, priklausatiu nuo jos kainos. Pageidaujamos @ekainos
priklausomye nuo jos kiekio ir vadinampaklausos sarysSiu

Pasi ula iSreiSkia gamintojo galimybes suteikti preke ar paslauga. Siulomes prek
kiekis atitinka gamintojo nora, priklausantj nuo tos ggkainos rinkoje. Sis siulomos
prekes kiekio priklausymas nuo jos kainos vadinamasi ulos sarySiu

Vadinamasis paklausogshis sako, jogesikeitiant kitoms salygordesre preles
kaina reiSkia mazesne jos paklausa. Toks sarySis grindziamas tuo, kacedittasios
prekes perkama mazesniu kiekiu, nesajaht preles kainai magja galimyles ja jpirkti.

Savo ruoztu, tai paaiSkinama vartotojo vengimu pirkti preke tais atvejais, kai jis priver-
stas atsisakyti to, ka jis gal b ut labiau vertina.

Panasiai kaip ir paklausos atveju, pasi uksnis rodo, kaip si ulomi parduoti pesk
kiekiai priklauso nuo jos rinkos kainos. Tik, prieSingai paklausai, pasi ulos sarysio forma
yra aukstyn kylanti kreig. Sis sarysis aikinamas tuo, jog prekkainai augant, jos
si ulomas kiekis digja, nes gamintojui tai reiSkia didesnes pajamas.

Naudojant matematine terminologija, pasi ulos ir paklausssidi iSreiSkia ekonom-
inés prigimtiegrielaida, jog preles pasi ula ir paklausa yra jos kainos tam tikro pob udzio
funkcijos. Tiksliau kalbant, viena i$ Siy funkciju yra neragnti, o kita — nedidjanti.

1.1 pieSinys iliustruoja dar stipresne prielaida, jog paklausos funkcijos grafikas yra Ze-
myn besileidzianti tiess atkarpa, o pasi ulos funkcijos grafikas yra aukstyn kylargsties
atkarpa.

Preles kiekio paklausos nuo kainos funkcija Zskime D, o atitinkama pasi ulos
funkcija S. Kaip matome iS l&zinio, kadangi funkcijos tolydzios, tai jos privalo kirstis
kuriame nors taske (zr. 1.2 piesinj). Funkcijy grafiky susikirtimo taskas, kurio koordi-
naes yra(p*, ¢*), turi svarbia savybe. Prek kainai esant*, jos kiekio pasiula lygi
paklausai, t. y¢* = D(p*) = S(p*). Si vienos preks rinkos b usena daznai vadinama
pusiausvyra.

Formuluojant pasi ulos ir paklausasdius buvo panaudota f@zitoms salygoms
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gt kiekis

(r*,q")

kaina

1.2 . Pusiausvyra

nesiketiant“. Ekonomistai daznai ir jvairiose situacijose Sia fraze pasako lotyniSkai
— ceteris paribus Siuo atveju ceteris paribus reiSkia, jog peekpaklausa ir pasiula
priklauso tik nuo jos kainos ir nuo nieko daugiau. Ar Si prielaida reali?

Tarkime, kad nagriejamoiji prele yra automobilis, kurio kaina paprastai nustato rin-
ka, remdamasi automobilio pasi ula ir paklausa. Dabar tarkime, kad naftos rinkoje jvyko
svarb us poljai, del kuriy kelis kartus padigjo naftos kainos, kurios savo ruoztu ke-
lis kartus pakle benzino kaina. PavyzdziuigHpolitiniy priezasiy kilusio 1973 metuy
krizes naftos kainos pakilo keturis kartus. Kas tokiu atveju atsitinka su automobilio pak-
lausa? Be abej@s — ji makja ir visai ne &l automobilio rinkos kainos. Taigi prielaida,
jog automobilio pasi ula ir paklausa priklauso tik nuo jo kainos, neatrodo esanti reali.

Ekonominio reiskinio tyrimas, neatsizvelgiant j visas kitas aplinkybes, yra naudoja-
mas paprastumoedei ir ekonominiams principams aiskinti. Teldousiausvyros egzis-
tavimas vienoje izoliuotoje rinkoje vadinamdaline pusiausvyra

TaCiau ir dalires pusiausvyros egzistavima vargiai galima laikyti neabejotinu fak-
tu, iSplaukiaiu i$ pasiulos ir paklausogshiy. Ekonomistai Zino ne vienos pesk
pavyzdi, kuriai negalioja pasi ulos ir paklausesmai (Zr. [16, 2 skyrius]).

Bendroji pusiausvyra Nagrirgjant rinkos ekonomikos mechanizma giliau, tenka silp-
ninti ceteris paribus salyga ir leisti kiekvienos peskkainai priklausyti nuo visy kity
prekiy kainy. Kadangi kainy pokjai saveikauja tarpusavyje, ekonomikos pusiausvyra,
jei ji egzistuoja, tuety apimti vienu metu visas prekiy rinkas. Tokia pusiausvyra vadina-
mabendraja

Bendroji pusiausvyra, arba sutrumpintai BP, ap#tfimama tokiu prekiy kainy rink-
iniu, kuri ne tik uztikrina kiekvienos preds paklausos ir pasi ulos lygybe, bet patenkina
vartotojy ir gamintojuy | ukésus. Tarkime, kad ekonomika sudatprekiy. Kiekvienam
h € {1,...,¢}, h-tosios preks pasi ulos ir paklausos kiekis priklauso ne tik nuo jos
kainos, bet ir nuo daugelio kity prekiy kainy. Esant duotai kainy sistémai. . , p,),
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Zymekime h-tosios preks pasi ul®}, (p1, ..., pe) ir paklausaDy,(p1, ..., p¢). Kintant
kainy sistemaips, ..., pe), Sios reikSms apibeZial kintamuyjuy funkcijasSy, ir Dy, ku-
rios savo ruoztu, yra vektoriniy funkcijl = (S1,...,Se) ir D = (Dy, ..., Dy) kom-
ponenes. Sakoma, jog kainy sisteryd, . . . , p;) apibezia pusiausvyra, jei kiekvienos
prekes rinkoje yra pusiausvyra, t. y. kiekvienane {1, ..., ¢}

Sn(pi, .- 07) = Du(pi, .-, pp)-

Taigi bendroji pusiausvyra nuo dadis skiriasi tuo, kad pasi ulos ir paklausos funkcijos
priklauso nuo visy kainy.

Kodel ekonomistus domina bendroji pusiausvyra? Vaizdziai kalbant, tikima, jog
rinkoje kainos kitima veikia pasiulos ir paklausosggs”. Siy ,pgy saveika" kdia
rinkos ,b’usena“, jas artindamos prie pusiausvyros ar tolindamos nuo pusiausvyros. Be
to, manoma, jog trokStama rinkos efektyvuma lemia jos buvimas pusiausvyroje. Na-
grinejant ekonomikos bendraja pusiausvyra, tradiciSkai analizuojami Sie klausimai:

e egzistavimas — pusiausvyra apib udiianyg€iy sprendiniy egzistavimo salygu
nustatymas;

e vienatis — pusiausvyra ap#ifiar€iy kainy vienaties ir nevienaties tyrimas;

e stabilumas — ar kainos formavimosi mechanizmas — jogjiichs ar magjimas
priklausomai nuo atitinkamo paklausos kitimo — konverguoja | pusiausvyrine kaina;

o efektyvumas — ar pusiausvyroje iStekliai panaudojami efektyWaigto efek-
tyvumas);

e taikymas realioms ekonomikoms — remiantis kokaes duomenimis, jvertinti
bendrosios pusiausvyros modelj skaitiniu ir empiriniu b udu;

e derybos (angl. bargaining) — sarysis tarp strateginiy derybuy ir pasyvaus rinkoje
nustatomos kainos naudojimo.

Vadowelyje nagrirgjami bendrosios pusiausvyros egzistavimo ir efektyvumo klausimai.
Pastarajam klausimui skirtas paskutinis 6.4 skyrelis.

Bendroji pusiausvyra vadeélyje nagrirejama taip, lyg pasaulis nepriklausyty nuo
laiko ir atsitiktinumy. To@l atitinkamas bendrosios pusiausvyros matematinis modelis
vadinamastatiniu Toks supaprastinimas turi prasme tuo atveju, kai matematinj modelj
galima taip papildyti, kad pradines prielaidas galima b uty pakeisti gerokai realssn
Tokiy galimybiy aptarimas reikalauja daug gilesniy ir platesniy ziniy negu tos, kurios
pateikiamos Siame vadelyje.

SVilfredo F. D. Pareto — Vilfredas Paretas (1848-1923), prancuzy ir italy sociologas, ekonomistas ir
filosofas.
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1.2 Bendrosios pusiausvyros iliustracija

Bendrosios pusiausvyros modelio esme galima iliustruoti nagn vienintelio varto-

tojo sukuriama ekonomika. TradiciSkai ekonomikoje, ta vienintelio ekonomikos sub-
jekto vaidmenj atliekdDanielio Defo€ romano herojus Robinzonas Kruzdopinson
Crusod, kurj laika praleides negyvenamoje saloje. |vairios Siam herojui ekonomisty
priskiriamos ekonomi@s veiklos interpretacijos vadinamos Robinzono Kruzo ekonomi-
ka. Sekdami Sia tradicija ir nedami palyginti skirtingus iStekliy skirstymo mechaniz-
mus, toliau nagriasime dviejy r uSiy ekonongis veiklos negyvenamoje saloje pasirinki-
mo ir motyvacijos b udus.

Pirmiausia, Robinzono Kruzo gyvenimo aplinkos paprastumas jgalina resursy paskirstyma
iSreiksti vienos funkcijos maksimizavimu. Toks ekonominiy sprendimy b'udas, toliau
vadinamagentralizuotu paskirstymuliustruoja planires ekonomikos igja.

Antrasis resursy skirstymo b udas pagristas kainos mechanizmu. Musy pavyzdy-
je kaina pavyksta jvesti tik atskyrus dvi Robinzono Kruzo veiklos r'uSis — vartojima ir
gamyba. [l to tenka imituoti vieno individo prekyba su @a savimi. Siuo atveju
efektyvus iStekliy paskirstymas gaunamas nepriklausomai maksimizuojant dvi funkci-
jas; viena i jy apibudina gamyba, o kita — vartojima. Sj ekonomikos modelj vadinsime
decentralizuotu paskirstymu

IStekliai ir ekonomin e veikla Mus domins tik dviejuy r usiy Robinzono Kruzo veikla —

b utent, jo darbas ir vartojimas (poilsis), prasidedantys laiko monfentesitesiantys

iki kurio nors momentad. > 0. Jei Robinzonas tik vartoja (ilsisi), tai jam gresia varto-

jimo iStekliy stygius. Jei Robinzonas be pertraukos dirba, tai jam gresia kitokios r uSies

nemalonumai. Bandysime nustatyti optimaluy darbo ir poilsio laiko pasirinkima.
Robinzono darbia veikla yra kokoso rieSuty rinkimas, toliau vadinama gamyba.

Gamybos iStekliais laikysime darba, matuojama rinkimo laike& [0, L], o surinkty

rieSuty kiekisy > 0 bus gamybos produktas. Tarkime, kad kiekvienai darbo trukimei

surenkamas kokoso rieSuty kiekigSreiSkiamas funkcijg, t. y. kiekvienamd € [0, L]

q= f(d) >0. (1.1)

Tokia funkcijaf: [0, L] — R, gamybos teorijoje yra vadinama gamybos funkcija (dau-
giau apie tai 6.1 skyrelyje).

Toliau, tarkime, kad gamybos funkcijayra du kartus diferencijuojama kiekvien-
ame atvirojo intervald0, L) taSke ir kiekvienam € (0, L), galioja savyls

f'(t) >0, f(t) <0 ir f£(0)>0. (1.2)

Funkcijaf su reikdnemis f(t) = v/t, t > 0, yra tokios funkcijos pavyzdys. Pirmoji i3
(1.2) savybiy reiSkia, jog funkcija diga, o antroji — funkcijos digjimo greitis magja.

®Daniel Defoe — Danielas Defo (1659/1661-1731), angly rasytojas.
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Savyle f(0) = 0reiSkia, kad laikotarpio pradZioje Robinzonas neturi rieSuty ir téiupa
vartojimo iStekliy. Atvejj f(0) > 0 galety atitikti situacija, kai Robinzono iSteklius
papildo i§ anké&iau turimi arba nuo palmiy patys nukrite kokoso rieSutai. Funkgfjos
didejimas reiksty, jog digjant darbo laikui, didja surenkamuy rieSuty kiekis. Tuo tarpu
darbo efektyvumas laikuidgant maéja, kas derinasi su antrosios iSvestirzenklu.
Robinzono Kruzo vartojima iSreikSkime kitais dviem dydZziais — suvartotu kokoso

rieSuty kiekiuk > 0 ir laisvalaikio trukmel € [0, L]. Kadangi vienu metu Robinzonas
gali uzsiimti tik vienos r'uSies veikla, tarkime, kad

0<l+d<L. (1.3)

Jeil + d < L, tai reiSkia, jog be laisvo laiko leidimo, vartojimo ir kokoso rieSuty rinki-
mo, Robinzonas dar kazkuo uésies. Priklausomai nubir & reikSmiy, Robinzonas
jauCia mazesnj ar didesnj malonuma, kuris ir lemia jo pasirinkima. Ekonomikoje yra
postuluojamas Zmogaus kaip vartotojo siekimas visada didinti savo malonuma turimuy
galimybiy ribose. Sia prielaida rems&s, numatydami Robinzono kaip vartotojo gal-
imus pasirinkimus.

TradiciSkai ekonomikoje @ybiy suteikiamas malonumas yra vertinimasydpiu
kiekiy kitimo aibeje apibezta funkcija su realiomis reik&mis, vadinama naudingu-
mo funkcija (apie ja raSoma 3.2 skyrelyje). Robinzono atveju naudingumo funkcija yra
dvieju kintamyjy funkcijau, kurios argumentus Zymime raohis/ ir k. Toliau, tarkime,
kad naudingumo funkcija, apibezta ailgje X := [0, L] x [0,+00) C R2, tenkina
savybes:

e 0 <u(l,k) < +oo kiekvienam(l, k) € X;

o u(l,k)>u(l',k),jeil >1'irk >k’

e aibe{(l,k) € X: u(l,k) > c} yraikila ir uzdara kiekvienam > 0.
Veliau matysime, kaip Siomis sawinis naudojamasi matematiniame modelyje. Kol
kas pasakysime tik tiek, kad pastarosios dvi s@gyyra iSpildytos, jei, yra du kartus

tolydZiai diferencijuojama ais X viduje ir bet kuriemgi, k) € (0, L) x (0, +00)

Diu(l,k) >0, Dyu(l,k) >0, (1.4)
D]lu(l, k) < 0, DQQU(Z, k}) < 0, D12u(l, k}) > 0;

Cia ir toliau simboliaiD; ir D;; zymi funkcijos« pirmosios ir antrosios &b dalines
iSvestines. Funkcija su reikdnemisu(l, k) := (°k'=%, (I,k) € X, ir a € (0,1)
iSpildo (1.4) salygas.

"Toliau naudojamas sutrumpintas $ios sag/byngjimas(l, k) > (I, k'), Zr. (2.29).
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Centralizuotas paskirstymas Tarkime, kad Robinzono gyvenimo kokybe saloje nusako
naudingumo funkcijau — laisvalaikio truknés! ir suvartoty rieSuty kiekid: funkci-
ja. Tockl pagrindire matematia problema yra paprasta — maksimizuoti funkeija
Matysime, kad Sio uzdavinio sprendinys turi ekonoming interpretacija. Kadangi, nesant
gamybos — rieSuty rinkimo — suvartoty rieSuty kiekis b uty minimalus, gamyba saloje taip
pat yra neiSvengiama b utirg/bTaigi Robinzono pasirinkimas tarp laisvalaikio ir darbo
trukmeés yra nat uralus.

Naudingumo funkcijos maksimizavimo uzdaviniui spresti centralizuotu b udu tarkime,
kad

l+d=L ir k=g, (1.5)

t. y. Robinzonas arba ilsisi, arba renka rieSutus ir suvalgo visus surinktus rieSutus. IS Sios
prielaidos iSplaukia, kad naudingumo funkcijesargumentai ir & iSreiSkiami vienu
kintamuoju — darbo trukmé, nesl = L — dir k = g = f(d).

Kiekvienamd € [0, L], pazynejeg(d) := (L—d, f(d)), gauname funkcijg: [0, L] —
R2. Dvi funkcijos u ir ¢ apib@zia nauja funkcijazog, vadinama jy kompozicija, su
reikSmemis (uog)(d) = u(g(d)), d € [0,L]. Taigi naudingumo funkcijos. mak-
simizavimas, laikantis (1.1) ir (1.5) salyguy, tampa ekvivalentus vieno argumento funkci-
jos h := uog, jgyjancios reikSmes

hd) == u(L —d, f(d)), delo,L],

(besalyginiam) maksimizavimui. Salygos (1.2) ir (1.4) garantuoja, jog toliau naudojami
analizs faktai galioja. Pirmiausia, funkcijés= uog iSvesting

h'(d) = (Dauog)(d) f'(d) — (Druog)(d) (1.6)

randame naudodami kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44). Tarkime, kad lygtis
R'(d) = 0 turi sprendinid* € (0, L) (1.2.1 pratimas). Jéi"(d*) < 0, taid* yra lokalaus
maksimumo taskas remiantis besalyginio ekstremumo teorema (2.114 teorema). Tegul
(I*,k*) == g(d*) = (L — d*, f(d*)). Tada

sup{u(l,k): (I,k) € X} =sup{h(d): d € [0,L]} =u(l*, k"),

ir maksimizavimo uzdavinys iSsprestas. lliustruosime Sio uzdavinio sprendinj grafiskai.
Su kiekviena skd&iausc reikSme aie {(/,k) € X: u(l,k) = ¢} vadinama in-
diferentiSkumo kreive, nes Sios krew taSkuose naudingumo funkcija jgyja t&iga
reikSme. Antra vertus, sarySig(l, k) = c apibeZzia neiSreiksting kintamyjl ir &
funkcija. Remiantis neiSreikStas funkcijos teorema (2.117 teorema), tadkasu koor-
dinaemis(I*, k*) aplinkoje egzistuoja tokia tolydziai diferencijuojama funkejjakad
k=) ir
D1u<l, k‘)

Wm:_pw@m‘
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k
!\f {(l,k): u(l,k) =c}
¢(0) M
¥
0 L l‘

1.3 . Optimalus paskirstymas centralizuotoje ekonomikoje

Parodysime, kad funkcijog su reikSnemisy(l) := f(L — 1), 1 € [0, L], ir funkcijosu
grafiky liestires taSkel sutampa. Dar karta panaudoje kompozicijos diferencijavimo
taisykle, turimey’ (1) = — f/(d). |state Sias iSraiSkas | formule (1.6)éu= d*, gauname
lygybes

1(7% Dlu(l*7k*) 10 3% 1%
= = 1.7

t. y. funkcijuy ¢ ir u grafiky liestires taSkeV/ su koordinaémis(i*, k*) sutampa (Zr. 1.3

pieSinj). Efektyvus darbo paskirstymas gaunamas tame gamybos krasto taSke, kuriame

naudingumo funkcija jgyja didZiausia reikSme. Tame taske gamybos krasto ir indiferen-

tiskumo krei\es liestires turi ta patj posvyrj (angl. slope). Si dviejy liestiniy posvyriy

lygybé apib udina optimaly paskirstyma. Ji reiSkia, jog kokoso rieSuty kiekis, b utinas

surinkti vienam laisvalaikio vienetui (valandai), yra lygus kokoso rieSuty kiekiui, kurj

Robinzonas Kruzas nety paaukoti, kad jgyty viena laisvalaikio vieneta (valanda).
ISvestires (1.7) lygyles abiejose p@se turi toliau aptariama ekonoming interpretaci-

ja. Tarkime, kad funkcija: su reikdnemisu(z), = = (z1,...,2¢) € R, yra vartotojo

naudingumo funkcija, priklausanti ndkintamujy, interpretuojamuy kaipegybiu kieki-

ai. Fiksuodami visas funkcijos koordinates, iSskyrustaja beij-taja, ir diferencijuo-

dami lygybeu(z) = ¢, gauname

Dyu(x) dx; + Dju(x) dxj = 0;

Ciadx; ir dz; yra atitinkamy kintamyjy polgiai. Taigi mazinant; dydziudz; < 0 ir
norint iSlaikyti naudinguma nepakitusiu, b utina didintdydziudz; = RPN;j(x)(—dx;),
kur

_ Dju(x)

~ Dju(z)’

Kitaip tariant, santykisR PN;;(z) yrai-tosios @ryhes kiekis, reikalingas kompensuoti
vartotojui uzj-tosios grybes kiekio vieneto atsisakyma taip, kad naudingumo funkcijos

RPNU (.’E) N
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reikSnme nepakistyRPN;;(z) vadinamasibine pakeitimo norm#(angl. marginal rate
of substitution).

Tuo p&iu pamiresime ir panaudosime keleta savoky i§ gamybos teorijos, apie kuria
plaCiau kalbama 6.1 skyrelyje. Tarkime, kad funkcfasu reikSneémis F'(y), y =
(y1,...,ye) € RY, yra transformacijos funkcija, t. y. gamybos procese naudojamy istek-
liy ir pagaminamy grybiy kiekiy sudaryty vektoriy adbyra{y: F(y) < 0}, o vek-
torius y nurodo maksimaly pagaminamergbiy kiekj (cel to tas vektorius vadinamas
efektyviu) tada ir tik tada, kal"(y) = 0. Cia ir toliau laikomasi taisykis, kad vektoriaus
y, vadinamo gamybos planu, koordiaatitinkanti suvartojamaégybe, yra neigiama,

o koordinagé, atitinkanti pagaminamaegybe, yra teigiama. Atveju, kai pagaminama tik
viena/-toji géerybe, jos kiekj pazyrakimeq := y, > 0. Tuo tarpu likusios koordinas

i € {1,...,¢ — 1} nurodo suvartojamyé&gybiy kiekius, Zymimug; := —y; > 0. Ta-
da kartu su transformacijos funkcifayra apibezta vadinamoji gamybos funkcijasu
reikSmemis f(x), x = (x1,...,xz¢_1) ir tokia, kadF'(y) = ¢ — f(x). Jei transformaci-
jos funkcijaF' yra diferencijuojama igy yra efektyvus @rybiy rinkinys, tai bet kuriems
skirtingiemsi, j € {1, ..., ¢} daliniy iSvestiniy santykis

_ D;F(y)
RKNij(y) : D, F(y)
vadinamagibine keitimo normgangl. marginal rate of transformation). Samprotauda-
mi kaip ir vartojimo atveju, galime teigti, jog Si norma nurodo, kietosios grykes
mazinimas vienetu padidinaosios grybes kieki, iSlaikant efektyvy gamybos buda.

Pritaikysime Sias savokas centralizuotam paskirstymui apib udinti. Robinzono gamy-

boje vartojama grybe yra darbas, o pagaminamergke yra kokoso rieSutai. Kadangi
darbas ir laisvalaikis yra susije sary3ia- d = L, 0 haudingumas yra suvartojamy-—
pagaminamu kokoso rieSuty kiekio= ¢ ir laisvalaikio! funkcija, tai transformacijos
funkcija F' priklauso nuol ir ¢q. Taigi m usy atveju transformacijos funkcidy) =
g—f(L—=1)=q—¢(),y = (l,q), ir ribiné pakeitimo norma gamybai yra

RENis(y) = —¢'(1) = f'(d).
Tuo tarpu ribire pakeitimo norma vartojimui nagéfamu atveju yra

RPN3(z) = g;zg:g, z = (k).
Taigi remiantis (1.7), lygye RPN12(M) = RK N12(M) apib udina optimaly paskirstyma
Robinzono ekonomikoje.
Labai daznai lygyb tarp ribires pakeitimo normos vartotojams ir riles pakeitimo
normos gamintojams yra ekonoragveiklos optimalumo kriterijus. Tau vadoelyje
Si ekonomimes analizs kryptis toliau nenagrajama.

8Kai kuriuose tekstuose ribine pakeitimo norma vadinamaPN;;(z), kuris atveju/ = 2 yra
naudingumo funkcijos liestes taSker posvyris. Neretai Sis Zenklo skirtumas tarp iSvestiniy santykio ir
liestines posvyrio tiesiog ignoruojamas.
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Decentralizuotas paskirstymas Sioje skyrelio dalyje nagrisime Robinzono ekonom-
ing veikla Siek tiek dirbtinai padalije ja j dvi rinkas ir jvedénybiu kainas. Tai yra svar-
bus pavyzdys, iliustruojantis ir padedantis suprasti toliau detaliai riggrma kainos
kitimo mechanizma valstys ekonomikoje. Be to, matysime, kad Sis, decentralizuotu
vadinamas, iStekliy paskirstymas ir ka tik nagtisis paskirstymas centralizuotu b udu —
sutampa.

Kokoso rieSuty rinkima laikysime gamybine veikla firmos, kuri samdo daega j
(Robinzona) ir parduoda surinktus rieSutus. Firmos pelnas atitenka jos savininkui, irgi
Robinzonui. Robinzono, kaip namy ukio $eimininko, pajamas sudaro atlygis uz par-
duota firmai darbogga ir i$ tos firmos gaunamas pelnas. Taigi turime dvi rinkas: darbo
jegos ir kokoso rieSuty. Samdomaja darbgg, iSreikSta darbo valandomis, Zgsime
d, o surinkty rieSuty kiekj 4. Naudojant ankiau jvesta gamybos teorijos terminologi-
ja, Siy kiekiy sudarytas gamybos planas yra (—d, q), ir juos sieja gamybos funkcija
f, t.y. galioja (1.1). Greta Siyagybiy, tiesiogiai su jomis susije yra Robinzono lais-
valaikio kiekisl, kuriam galioja (1.3) sarysis, ir Robinzono suvartojamy rieSuty kiekis
neb utinai lygus surinkty rieSuty kiekiuiKaip ir ank€iau, Robinzono pasirinkima lais-
valaikio ir vartojimo atzvilgiu apib udina naudingumo funkaijau reikSneémisu(l, k),

(I,k) e X =10,L] x [0, 400).
Sia ekonoming schema papildysime kaina. Tarkime, kad vienos darbo valandos
kaina yrap; > 0, o vieno kokoso rieSuto kaina ygg > 0. |kainotas @rybes daz-
nai vadinsime prekmis. Taigi gamybos plana sudaganprekiy rinkinioy = (—d, q)
atitinkama kainuy sistema yra vektorips= (p1, p2). Visa prekiy rinkinio kaina iSreiskia-
ma vektoriy skaliarine sandauga) = —p1d + p2q. Kadangiq = f(d), firmos pajamas
iSreiSkianti lygyle p-y = paf(d) — p1d rodo, kad jos priklauso tik nud ir p. Esant
duotai kainy sistemai, firma siekia gauti maksimaly pelna, t. y. rasti takj< [0, L],
kad

m(p) :== sup {p2f(d) — p1d} = p2f(d*) — prd".

del0,L]

Tarkime, kad toks/* egzistuoja intervalé0, L). Remiantis besalyginio ekstremumo
b'utina salyga (2.83 lema) funkcijai— ps f(d) — p1d, d € (0, L), galioja lygyke

f(d) = p1/pa. (1.8)

Sie matematiniai samprotavimai apib udina Robinzono gamybing veikla.

Nagrirejant vartojima, Robinzono namuy ukio iSlaidos negali virSyti turimo biudZeto,
kurj riboja i$ firmos gaunamas pelnas= 7 (p) ir pajamos; L, gaunamos pardavus visa
turima darbogga. Sia suma Zyesime

w =w(p) ;= p-e+xw(p), ir e:=(L,0).

Vektoriuse vadinamas rinkopradiniu jnasur nurodo tas rinkoje es&ius gerybiuy iStek-
lius, kurie rera pagaminami, bet gali b uti vartojami. Robinzono vartojimo plana sudaro
prekiy vektoriuse = (I,k) € X, kurio kainap-x = pil + p2k ne didese uZw; Cia
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tariama, kad laisvalaikio valandos kaina yra lygi vienos darbo valandos kainai. Tokie
prekiy rinkiniai sudaro vadinamaja biudzeto aiBe= B(p, w), t. V.

Blp,w) = {a € X: pa <w} = {(Lk) € X: pok < pi(L— 1) +7(p)}-

Robinzonas, kaip namuy ukio Seimininkas, siekia maksimizuoti savaja naudingumo funkci-
ja nepazeisdamas biudze&rio w. Kitaip tariant, Robinzono uzdavinys yra pasirinkti
tokia prekiy porgl*, k*) € B, kad

sup{u(l,k): (I,k) € B} = u(l*, k). (1.9)
Naudingumo funkcija: maksimuma dazniausiai jgyja ant biudzeto krasto, t. y.
pil* + pok™ = w. (1.10)

[rodysime, kad Si savybgalioja, kai vartotojas yra godus.

Sakoma (Zr. 3.6 apibzima), jog vartotojo pasirinkimas ylakaliai nepasotinamas
jei su bet kuriuo grybiy rinkiniuz € R? ir skaiiumi e > 0 egzistuoja toks @rybiy
rinkinys x € RY, kadu(z) > u(z) ir |7 — z| < ¢ Gia|z| Zymi z vektoriaus atstuma
iki nulio euklidingje erdeje R¢. Si vartotojo naudingumo funkcijos savyle reiskia,
jog galima padidinti vartotojo pasitenkima vos vos pakeitus turigrglgu kiekj. Tarus,
kad naudingumo funkcijos maksimumas pasiekiamas taske B ir p-z* < w, t. y.
vidiniame biudzeto aibs taSke, galima rasti tokj> 0, kadp-z < w visiemsz, kuriems
|lx* — x| < € (1.2.2 pratimas). Jei taip, tai remiantis lokaliojo nepasotinamumo savybe,
gauname prieStaravima tam, katlyra « maksimumo taskas tarp vistie B(p,w) ir
todel (1.10) privalo galioti vektoriui* = (I*, k*).

Taigi galiojant (1.10), namy ukio problemai iSspresti reikia pasirinkti kokjuris
maksimizuoty funkcijg su reikSn@mis

h(k) = u((w — p2k)/p1, k) = (uog)(k);
Cia funkcijosg reikSmes yrag(k) := ((w—p2k)/p1, k). Tarkime, kad egzistuoja funkci-
jos h maksimumas taske" > 0. Tada jam galioja lygybs

0=H(k") = —%(Dluog)(k*) + (Dyuog) (k*),

i$ kuriy pirmoji gaunama remiantis b utina ekstremumo egzistavimo salyga (2.83 lema), o
antroji — naudojantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), kaip ir (1.6) lggsb
IS Cia, pazymejusl™ := w — pok™ /p1, iSplaukia salyga:

pr _ (Diuog)(k*) _ Dyu(l*,k*)
D2 (Dguog)(k‘*) Dou(l*, k*)’

(1.11)

Taigi namy ukis, laikydamas kaipair pelna=(p) duotais, randa sau optimaly lais-
valaikio ir rieSuty vartojimdi*, £*), kuris iSsprendZia Robinzono uzdavinj (1.9). Sarysi-
ai(1.11), (1.8)ir (1.7) rodo, kad decentralizuotu paskirstymu gautas optimalus sprendinys
(I*, k*) sutampa su centralizuoto paskirstymo sprendiniu.
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Dabar jvertinkime visuming pasi ula ir paklausa Robinzono Kruzo ekonomikoje, kuria
sudaro darbo ir rieSuty rinkos. Tegul= (—d, q) yra Robinzono pasirinktas gamybos
planas, nusakantis jo firmos pelna ir taip apibantis optimaly Robinzono vartojimo
planaz = (I, k). Prisiminus pradinj jnaSa= (L, 0), Robinzono ekonomikogisuminé
pertekliné paklausaarba trumpai VPP, yra prekiy vektorius

Z=x—-—y—e=(+d—-L,k—q).

Jis gaunamas vadovaujantis principu — visy vartojamuy prekiy kiekiai yra su pliuso zen-
klu, o visy pagaminamy arba jau esamuy prekiuy kiekiai yra su minuso zenklu.ZVPP
iSreiSkiama per atskiry rinky paklausair pasi ulaS. Paklausos vektori) sudaro dar-
bo ir rieSuty rinky paklausagl, k), o pasi ulos vektori§ sudaro atitinkama abiejy rinky
pasiuldL — [, q). Taigi Siuo atvejuZ = D — S.

Dabar jau esame pasiruoSe suformuluoti bendraja pusiausvyra Robinzono ekonomikos
atveju.

1.1 apibréZimas. Tegulz* = (I*, k*) yra Robinzono vartojimo planag; = (—d*, ¢*)
yra Robinzono gamybos planagit = (p;, p3) yra kainy sistema. Rinkinys*, y*, p*)
yra Robinzono ekonomikos pusiausvyra, jei

(a) y* maksimizuoja Robinzono pelndp*) = p5q* — pid*, kai¢* = f(d*);

(b) =* maksimizuoja Robinzono naudinguma, neperZzengdama biudZetgi&zip
p3k* < piL+m(p*);

(c¢) visumineé pertekliné paklausa= 0, t. y.k* = ¢*ir I* +d* = L.

Siame pusiausvyros apigiime kaina atlieka ypatinga vaidmenj. Beveik nepriklau-
somi vienas nuo kito gamyhb@s veiklos ir vartotojo pasirinkimo optimizavimo procesai
vyksta esant duotai kainai, t. y. kaina yra egzogeninis kintamasis. Esant fiksuotoms
gamybos technologijaf ir naudingumo funkcijai:, abieju rinky optimal us sprendimai
gali keistis kintant kainai, t. y. kaina lyg ir valdo rinka. Kalbant apie pusiausvyra, pa-
grindinis yra klausimas — ar egzistuoja tokia gamyba ir vartojima optimizuojanti kainy
sistema, kurios sukuriama pasi ula ir paklausa yra suderintos. Tokia prekiy kainy sistema
vadinamgpusiausvyrine kaina

Ar pusiausvyri® kaina, jei ji egzistuoja, yra vienin&? Remiantis (1.8) ir (1.11),
jei pusiausvyra egzistuoja, tai kainy sitema: (p;, p2) privalo tenkinti salyga

Dlu(l*, k‘*) _ ]2

Dol )~ T (42

TaCiau Si salyga neapibZia kainy vienareikSmiskai. Jei (1.12) galioja kainuy sistemai
p = (p1,p2), tai Si salyga taip pat galioja kainy sistemai = (Ap1, Ap2) su bet kuriuo
A > 0.
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O kas darosi su gamybos ir vartojimo optimizavimu, kai kainu sisterma(p1, p2)
yra keCiamaAp? Nesunku jsitikinti, kadr(Ap) = An(p), t. y. pelno funkcijar yra
pirmosios eiks teigiamai homogeniska funkcija. Clau abi kainy sistemas atitinkan-
tis ir pelna maksimizuojantis sprending$ yra tas pats. Taip pat nesunku matyti, kad
B(A\p,w) = B(p,w), t. y. tai, kas toliau vadinama atitiktimi, b utent-> B(p, w), yra
nulinés eikes teigiamai homogeniska. Kitaip tariant, kainy sistepiegiCiantis daugik-
liu A\, biudZeto ail B(p, w) nesike€ia, ir tocel nesiketia naudingumo funkcijos op-
timizavimo sprendinysl*, £*). 1Svada: jeip yra pusiausvyria kaina, tai tokia yra inp
kiekvienam)\ > 0.

Kitas klausimas — kokios VPP sawg® uztikrina pusiausvyros salyga), t. y. kada
visumire perteklire paklaus& = 0. Nagrirejant 3j klausima verta pasteth) jog galio-
jant (1.10) teisingas vadinama$ialras® desnis: su kiekviena kainy sistermpa- 0,

pZ =0. (1.13)

IS tikro, su bet kuriugp = (p1,p2) > 0, 7(p) = p2¢™ — p1d* ir w = e-p + w(p), IS
(1.10), gauname
pi(l"+d" — L)+ pa(k* —q*) =0,

t. y. galioja (1.13). Remianti®alra® déesniu,Z = 0 jei arbal* + d* — L = 0, arba
k* — ¢* = 0. Bet kuria i3 Siy dviejy lygybiy galima jrodyti esant jau na@tim pasi ulos
ir paklausos dsniy iSvada. [rodysime, pavyzdZiui, lygylse= k*.

Tarkime, kad kaina, kinta interval€[0, ¢] su kuriuo nors: > 0, k ir ¢ yra tolydzios
p2 argumento funkcijosi(0) — ¢(0) > 0ir k(c) — ¢(¢) < 0. Sias matematines salygas
iSpildo bet kurie tipiski, anksau nagrimti paklausog = D ir pasi ulog = S sarySiai.
Intervale[0, c|] apibeZkime nauja funkcijg su reikSnemisg(t) := k(t)—q(t), t € [0, ].
Tadag yra tolydi, g(0) > 0 ir g(c) < 0, o tai reiSkia, kady funkcija i3pildoBolzand®
teoremos prielaidas (Zr. 4.2 teorema). Remiantis Sia teorema, egzistuojagtdRsc),
kadg(t) = 0, o tai reiSkia, jog egzistuoja tokia kaipg € (0,c), kadk* := k(p3) =
q(p3) =: ¢". B

Robinzono Kruzo atveju lygyds k = ¢ klausimas nekyla. Naturalu, jog Robin-
zonas nusiskina tiek kokoso rieSuty, kiek jam reikia prasimaitintiiaiteBolzanoteore-
mos taikymas iliustruoja toliau nagéjama abstratiaja konkurencine rinka. Tuo atveju
remsinesBolzanoteoremos apibendrinimuBrouweio!! nejudamojo tasko teorema.

Pratimai.

1. TegulL > 0, u(l,k) = 1°k'=*, (I,k) € [0,L] x Ry, f(d) = d° d € [0, L],
ir h(d) = u(L — d, f(d)). Kokiemsa ir 5 funkcija h jgyja maksimuma taske
d* € (0, L)? Rasti jj.

®Léon Walras — Leonas Valrasas (1834-1910), pranc uzy ekonomistas.
1%Bernard Bolzano — Bernardas Bolcanas (1781-18#8y matematikas ir teologas.
11| uitzen Egbertus Jan Brouwer — Janas Braueris (1881-1966), olandy matematikas ir filosofas.
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2. Tegulp, z € R, w > 0ir p-z < w. Rasti tokje > 0, kadp-z < w, jei |z — z| < e.

3. Tarkime, kad Robinzono kokoso rieSuty rinkimo gamybos funkcijaf(@ =
12v/a+d, a > 0, ir jo naudingumo funkcija yra:(l,k) = 18Ink + [. Rasti
Robinzono ekonomikos pusiausvyra ir nebii kokoso riesuty rinkos paklausos ir
pasi ulos sarySiy grafika.

4. Tarkime, kad Robinzono kokoso rieSuty rinkimo gamybos funkcijaf(i@ =
V/d, 0 jo naudingumo funkcija yra(l, k) = (24 — L + 1)k, L > 0. Rasti Robin-
zono ekonomikos pusiausvyra.

l—«

5. Tegula € (0,1) ir u(z) = 2¢zy~*, z = (21, 72) € R2. Rasti funkcijosu ribing
pakeitimo norma tarp dviejyagybiu.

1.3 Arrow—Debreu ekonomika

Kaip mineta, musuy tikslas yra iSsiasSkinti viena i$ pagrindiniy bendrosios pusiausvyros
modeliy, vadinama#rrow'?—Debred? ekonomika. Siame skyrelyje modelis apib udina-
mas pilnai, bet glaustai. 18samiai jis naggjimas tolesniuose vadelio skyriuose.

Pagal veiklos pob udj ekonomikos subjektai yra dviejuy r uSiy: vartotojai ir gamintojai.
Sie veiklos b'udai yra susije su skirtingais ekon@siveiklos altiniais: prekiy varto-
jimu ir ju gamyba. Ta&iau svarbiausia bet kurioje ekonomikoje yr&ios preles, kurios
yra ekonomies veiklos priemoair tikslas. Prekiy kaina yra rodiklis, kuris nurodo prek-
iy stygiaus laipsni.

Sio rodiklio — kainos — susidarymo mechanizmas ir yra grindZziamas pu-
siausvyra

BP teorijos pagrindies savokos yrausiausvyraprekesir kaina Pradsime nuo pas-
taryju dvieju.

Prekes ir kainos Preke (angl. commodity) vadinama tokiargle, kuria galima pirkti
ar parduoti, o jos vienetai yra lygiav@ai. Toliau nagri@jama prekiu rinka turi baigtinj
skatiy ¢ skirtingy prekiy, sunumeruoty indeksais iS&slh = {1,...,¢}. Paprastumo
delei prele yra tapatinama su vienu iS indeksye I. Kiekviena preke, t. y. indeksa,
atitinka du realieji skaiai.

Vienas iS dviejyh-taja preke atitinkatiy skatiy z;, € R zymi prekes kiekj. Toks
susitarimas reikia, jog prekiy kiekiai gali buti trupmeniniai &kai Si prielaida yra
prasminga, kai fizia gerybe yra daloma, arba kai preke yra paslauga vertinama laiko

12Kenneth J. Arrow — Kenetas Erou (1921), amerdiieekonomistas, Nobelio premijos laureatas
ekonomikos srityje.

13Gerard Debreu — Zeraras Debrit (1921-2004), amdilkimatematikas ir ekonomistas Prancuzijoje
gimes, Nobelio premijos laureatas ekonomikos srityje.
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trukme. Del preles kiekio zenklo interpretavimo galima tarti, kad ekonomikos subjek-
tui (vartotojui) teigiamas skaius x;, reiSkia jo jsigyjamos preds kiekj, 0 neigiamas
skatiuszy, reiSkia tokios preks perdavima kitam rinkos subjektui. PavyzdZityi,= 2

gali reiksti jsigijima dviejy kilogramu grybuy, = —4 — keturiy valandy matematikos
paskaity skaitymaekbtytojui, ozo = 4 — Sios paskaitos klausymo studentui. Vektorius
r = (21,...,2¢) € R, kurio kiekviena koordinat yra preles kiekis, vadinamarekiy
rinkiniu arbavartojimo planu Visa prekiy rinkiniy ai2 X yra euklidires erdesR’ aibe,
vadinamavartojimo aibe Sutrumpintai prekiy rinkinys = (z1, ..., x¢) Zymimas(xy,);

Ciair toliauh € I. Taigi prekiy rinkinioxz = (xp) koordinak x;, yra teigiama, jei varto-
tojas jsigyjah-tosios preksz;, vienety, ir neigiama, jei vartotojas atiduoda atitinkama
kiekj prekiy.

Antras realusis skaéius, atitinkantis preke, yra jos vieneto kaina. Rrekainayra
dydis, kurj reikia moleti jsigyjant viena kurios nors préek vieneta. Kiekvienarh € I,
h-tosios prelkes vienetui yra priskiriamas realusis skaspy,, vadinamas jo kaina. Tokiu
budu indeksy aibkatitinka vektoriugp = (p1,...,p) = (pn) € RY, vadinamagkainy
sistema Prekiy rinkinior = (r;) € X C R’ su atitinkama kainy sistema= (pj,)
kaina yra dydis

4
pT=> prih, (1.14)
h=1

vadinamas vektorip ir = skaliarine sandauga. Visu kainu sistemas suddagarektoriu
p = (py) aibe ZyneésimeP C R’. Priklausomai nuo to, ar, € R yra teigiama, nulis ar
neigiama, tarsime, kakktoji preke yra atitinkamai reta, neribota ar kenksminga.
Remiantis Siais preds ir pinigy apibezimais, ekonomikos subjekgprendimagra
prekiy rinkinio z pasirinkimas vartojimo aje X C R’. Tokio sprendimo pasirinki-
mo kaina priklauso nuo kainy sistempsc P C R’ ir yra lygi skaliarinei sandaugai
p-xz. Ekonomireje piniguy teorijoje pinigai laikomi tarpine prekeg¢tau m usuy tolesniame
nagrirejime pinigai rera laikomi preke. Kaina yra matas to, uz kiek ja galima jsigyti.
Kaina rera prelkes vidire savyle, bet priklauso nuo iSoriniy aplinkybiy — technologijos
lygmens, vietos, laiko ir panasiai.
Toliau kalbant apie ekonomikos subjektus, jie skiriami j dvi kategorij@snintojai
ir vartotojai. Formaliai abi subjektu kategorijos skiriasi pagal toliau aptariamus prekiu
pasirinkimo apribojimus ir pasirinkimo kriterijus. Neformaliai gamintojus ir vartotojus
galima skirti pagal ju veiklos tikslus.

Vartojimas ir vartotojai  Vartotojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi prekes
i§ vartojimo aites X C R¢, siekdamas maksimizuoti savo nauda. Toliau tariama, kad
vartojimo aile X iSpildo tam tikras salygas. Kaip taisgkltokios salygos atsirand&Id
matematinio jrodymo reikalavimy. PavyzdZiui, mes tarsime, kad Aibyra iskila, t.
y.jeiz,y € X, taixx + (1 — \)y € X bet kuriam\ € (0,1). Dazniausiai tokias
salygas galima interpretuoti ir ekonomiskai. Nagjant vartotojo pasirinkimo mecha-
nizma galima nekreipti@mesio | tai, kad rinkoje renkamasi tarp prekiy. Kitaip tariant,
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bet kuris prekiy rinkinys, iSreiSkiamas vektoriumi= (x5) € X, yra alternatyva varto-
tojui. Vadowelio 3 skyriuje prekiu pasirinkimas nagdajamas kaip pasirinkimas tarp bet
kokiy alternatyvy, o ne b utinai euklidimerdes aile X tuo atveju vadinama alternatyvy
aibe.

Kita svarbi vartotojo charakteristika yra prekiy ar alternatyvu pasirinkimo kriterijus.
Siuolaikineje ekonomikoje pasirinkimo kriterijumi laikomas a&X binarusis sarysis
=, vadinamagpreferencija Atskiru atveju preferencija gaunama naudojaaiadingumo
funkcijg apibezta aileje X. Mes sakome, kad preferencija yiacionali, kai aites X
binarusis sarysis yra pilnas ir tranzityvus. P/ >), sudaryta i$ vartojimo aés X
ir racionalios preferencijog-, vadinamegerybiy lauky arba alternatyvy lauku. Na-
gringjant pusiausvyros egzistavimo salygas, taip @filamas vartotojy pasirinkimas
yra laikomas Zinomu, o preferencija duota. Klausimas, kaip nustatyti preferencija pa-
gal pasirinkimo rezultatus, naggfamas 3.4 skyrelyje.

Tarkime, kad m'usy nagdjamoje ekonomikoje yra vartotojy; kiekviena i$ juy
zymesime indeksu € {1,...,n} =: V. Kiekvieno vartotojo alternatyvy agir prefer-
encija gali skirtis. Todl i-tojo vartotojo alternatyvy aibe zy@simeX;, o jo preferencija
aibeje X; Zymesime=;. Toliau, tarkime, kad-tasis vartotojas turi pradinj turta, sudary-
ta iS pradinio jnase; = (e;1,...,ex) € X; ir dalies rinkos gamintojy pelno, kurj
apibresime Siek tiek &liau. Visy vartotojy jnasy suma:= e; + --- + e, vadinama
ekonomikosStekliais Tegulw; yra i-tojo vartotojo pradinio turto kaina, p € P yra
kainy sistema. Tada vartotojo pasirinkimo ribojimas yra iSreiSkiamas salyga: prekiy
rinkinys z € X; yra leistinas, jei jo kaina-z < w;. Visy tokiy prekiyz € X; aibe
Bi(p, w;) toliau vadinamaiudZzeto aibet. y.

Bi(p,w;) := {:c € X;: px<w}, 1€V (1.15)

Taigi i-tojo vartotojo tikslas, esant duotaim, w; ), — rasti tokjz; € B;(p, w;), vadinama
optimalaus pasirinkimo rinkiniu, kad >; z kiekvienamz € B;(p, w;). Tokio rinkinio

gali ir neb'uti, arba jy gali b uti daugiau negu vienas. Klausimas, kokiomis agmis/b
galima optimaliai pasirinkti, vadinamas vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, ir
jis detaliai nagrigjamas 5.1 skyrelyje.

Kalbant apie interpretacijas, paresime, jog vartotoju gali b'uti individas, namuy ukis
ar kita bendry interesy vienijama gripVartotojas numato savo vartojimo plana, arba
trumpiau — vartojima, sudaryta i$ prekiy rinkiniy. Sis pasirinkimas yra ribabgalimo
vartojimo ailes fizinio ribotumo, @l kainos nulemiamo rinkos ribojimo iedlasmeninio
biudZeto ribotumo. Vartotoju tikslas yra maksimalios naudos siekis turimomis salygomis
(nulis valandy darbo ir tona aukso yra nerealus siekis). Ekonomikos subjekty ,godumas
yra ju aktyvumo Saltinis, kuris ir sudaro ekonomikos teorijos, vadinamos neoklasikine,
viena iS fundamentaliy prielaidy: vartotdpggalinj egoizma

Gamyba ir gamintojai Gamintojas yra ekonomikos subjektas, kuris renkasi i§ gamy-
bos plany, siekdamas maksimizuoti savo pel@amybos planwadinamas vektorius
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y=(y1,...,y¢) = (yn) € R, kurj sudaro gamybos iStekliams skirtargbiy ir pagam-
inamu grybiy kiekiai. Tam, kad jas galume atskirti, iStekliams skirtyegybiu kiekis

yra neteigiamas sk&us, o pagaminamyeégybiy kiekis yra neneigiamas skais. Si-
ame vadoelyje gamybos plano pirmosios koordiaatatitinka isteklius, o likusios ko-
ordinagés — produkta. Aibe gamybos plany riboja technologijos ir iStekliai. Toliau visy
jmanomy gamybos plany aibg ZggimeY C R’ ir vadinsimegamybos aibe Kaip ir
vartojimo atveju, gamybos aiSpildo tam tikras salygas.

Tarkime, kad musy nagajamoje ekonomikoje yra» gamintojy; kiekviena i$ ju
zymesime indeksy € {1,...,m} =: G. Velgi, kiekvienam gamintojuj gamybos
aibe Y; gali b uti skirtinga. Gamintojo pasirinkimo i$ skirtingy gamybos plany kriteri-
ju sudaro pelno maksimizavimo tikslas, t. y. pasirenkamas toks gamybos planas, kuris
maksimizuoja pelna. Esant duotai kainy sistemai (p,) € R’, gamybos pelnas,
atitinkantis gamybos plana= (y;,) € Y}, yra vektoriyp ir y skaliarire sandauga

Y4
PY=>_ Dhlh-
h=1

Gamintojo tikslas — maksimizuoti pelna esant duotai kainy sistgimaiy. rasti tokj
gamybos plang; € Y;, vadinama pelna maksimizuojéno gamybos planu, kad

py; =sup{py: y € Y;} = 7;(p). (1.16)

Dydis 7;(p) = p-y; yra j-tojo gamintojo maksimalus pelnas, atitinkantis kainy sistema
p € RY. Velgi klausimas, ar pelna maksimizuojantis gamybos planas egzistuoja, vadina-
mas pelno maksimizavimo problema ir detaliai nagyamas 6.1 skyrelyje.

Kalbant apie gamybos ir gamintojy statinio modelio prielaidas, i®sgsariama, kad
gamintojai sugeba ruosti pilna gamybos plana, numatoma visaiaiteiai reisSkia, kad
ateities planai ir pasekas yra zinomdabar. Be kita ko, gamintojai nusprendzia, kokios,
kiek ir pagal kokia technologija bus gaminamos @&k Taigi ekonomikos subjekty
tyrimo prielaida yra ,neriboto numatymo* galimgb Kitaip kalbant, Si ekonomikos
subjekty dalis pasizymi absoiia ir neribota toliaregiSkumo savybe.

Arrow—Debreu ekonomika Apibendrinant tai, kas iki Siol jau apibEta, nagrijama
ekonomika sudaro:

e n vartotojy, Zymimy indeksais € {1,...,n} = V, ir m gamintojy, Zymimy
indeksaisj € {1,...,m} = G. Taigi i$ viso ekonomikoje yra: + n subjekty.

e Kiekvienas vartotojas € V turi savo vartojimo aibgX; c R ir aibeje X; api-
brezta savo racionalia preferencia.

e Kiekvienas vartotojas € V turi pradinj jnadae; = (e;1,...,ey) € X; C R, oty
jnasy suma = e; + - - - + e, sudaro ekonomikos isteklius.

e Kiekvienas gamintojag € G turi savo gamybing aibg; C R¢, ribojartia jo
technologinius pasirinkimus.
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Taip apibezta ekonomika vadinamfrrow—Debreuekonomika. Trumpiau kalbant,
Arrow—Debreuekonomika yra rinkinys := (X;, >=;,Yj, €;).

Greta to, ka jau turime, papildomai ap#$ime rySius tarp vartotojy ir gamintojy,
kuriuos interpretuodami vadinsime ekonomika su mhigi nuosavybe. Priminsime,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkima riboja biudzeto @ifl.15), kuriojew; yra i-tojo
vartotojo pradinis turtas. Kaip buvo néta,w; sudaro pradiniai jnaSai, € X; ir dalis
gamintojy pelno. Dabar galime tiksliai apéati kiekvieno vartotojo gaunama gaminto-
ju pelno dalj. Kiekvienany € G ir p € P C R, j-tojo gamintojo gauto pelna;(p)
dalis, atitenkanti-tajam vartotojui, nusakoma skaimi 6;; < [0, 1], ir i-tajam varto-
tojui atitenkantij-tojo gamintojo pelno dalis yré,;;(p). Laikysime, kad vartotojai
pasidalija visa pelna, t. §._,, 0;; = 1 kiekvienamj € G.

Tarkime, kadp € P C R yra kainy sistema, @;(p) yra atitinkamasj-tojo gam-
intojo pelnas (1.16). Tada kiekvienaing V/, i-tojo vartotojo pradinis turtas yra

w; = ’U)Z'(p) = p-e; + Z eijﬂ'j(p) € R. (1.17)
jEG
Zinant pradinj turtaw; ir kainy sistema € R’, i-tojo vartotojo biudzeto a®B;(p, w;)
apibrezta lygybe (1.15). Vartotojo turtas priklauso nuo gamintojo pelno ir Sia prasme var-
totojo pasirinkima daro priklausoma nuo gamintojo rezultégow—Debreuekonomi-
ka &, kurioje vartotojus ir gamintojus sieja (1.17) sarysis, vadingmeaciosios nu-
osavybeées ekonomikalrumpiau kalbantArrow—Debreuekonomika su privéaja nu-
osavybe yra rinkinys
PNE = (Xi, =i, Y, €05, P). (2.18)

Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyra Sakykime, kadPAE yra Arrow—Debreu
ekonomika su privéiaja nuosavybe, apietta (1.18) rinkiniu. Tegut; = (z;,) € X,
i€V, iry; = (yjn) €Y}, j € G. Tadarinkinys

(:L"Z-,yj):(:Ul,...,xn,yl,...,ym)6X1><---><Xn><Y1><~--><YmCRZ(”+m)

vadinamas prekiy paskirstymu. Taigi prekiy paskirstymas yra rinkos subjekty sprendimy
rezultatas. PA'E ekonomikos paskirstymér;, y;) atitinkanti visuminé pertekline pak-
lausg arba sutrumpintai VPP, yraegybiu rinkinys

Z(xi,y5) Zmz ZyJ ZeiGRe. (1.19)

eV jeG eV

Sis Zynejimas reikia, jog kintamaisiais visungije perteklieje paklausoje yra laikomi
tik x; ir y;, 0 ekonomikos istekliaé; nekinta.
Visumine perteklire paklausd& = Z(x;, y;) yratoks vektoriu§Z,) = (Z1,...,Z;) €

R, kurio koordinaé
xzay] szh_zy]h_zezhER
i€V jeaG eV
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kiekvienamh € I. Prisiminkime, kady;, < 0, jei h-toji gerybe yra gamybos istekliai,

t. y. h-toji gerybe yra suvartojama, ig;;, > 0, jei h-toji gerybe yra gamybos produktas.
Kitaip tariant, sumojeZy (z;, y;) suvartojamih-tosios grybes kiekiai yra su pliuso zen-
klu, o sukuriami tos grykes kiekiai yra su minuso zenklu. Vadinasi, sufidz;, y;) yra
h-tosios grybes balansas visoje ekonomikoje. Xgi(z;,y;) > 0, tai h-tosios grybes
yra nepakankamai, o jéf;, (z;, y;) < 0, tai h-tosios @rybes yra perteklius. Sakysime,
kad prekiy paskirstyma:;, y;) yraleistinas jei Z,(z;,y;) < 0 kiekvienamh € I, t.

Kartu su paskirstymdz;, y;) leistinumu, pusiausvyra apib udinama ir tuo, kad vi-

sumires pertekli@s paklausos kaina lygi nuliui, t. y.

p-Z(@i,y;) =Y pnZn(wi, y;) = 0. (1.20)
hel

Tegulp = (py) > 01ir Z(x;,y;) < 0. Tada kiekvienas (1.20) sumos narys yra lygus
nuliui, t. y. kiekvienos pre&s pasiulos ir paklausos balanso kaina yra nulis. Be to, jei
pp, > 0, tai Zy(z;,y;) = 0, t. y. vertingos pregs pasi ula lygi paklausai.

Prekiy paskirstymasgz;, y;) tarp ekonomikos subjekty ir kainy sistemas P su-
daro rinkinj(z;, y;, p), kurj vadinsime ekonomiko® A € b'usena

1.2 apibrézimas. TegulPN € yra Arrow—Debreu ekonomika nusakoma (1.18) rinkiniu.
B usendz;, y;,p*) vadinsime ekonomikoBN € pusiausvyrajei galioja(a), (b) ir (c);
Cia

(a) kiekvienami € V, ¥ yra optimalus biudzeto aés B;(p*, w;(p*)) elementas;

(b) kiekvienamj € G, y; yra maksimaly pelng;(p*) realizuojantis gamybos planas;

(c) visumire perteklire paklaus& (=7, y;) < 0ir p*-Z(z},y;) = 0.

Pusiausvyros egzistavimo problema Pusiausvyros problema suformuluosime kaip
nuo kainy sistemos priklauséos aites egzistavimo problema. P&gime nuo 1.2 api-
brezimo(a) ir (b) salygy. Esant bet kuriai kainy sistemai R’ ir gamintojuij € G,
apibezkime aibe

Si(p) ={y €Y;: (Vz€Yj)[py>p=l},

kuri gali buti tuSia arba ne. Jeb;(p) # @, tai j-tasis gamintojas renkasi bet kurj
maksimaly pelna realizuojantj gamybos plang S;(p). Tarkime, kag R¢ yra tokia
kainy sistema, kad visos &bS;(p), j € G, yra netusios, t. y. galioja 1.2 apil@zimo
(b) salyga. Tokiu atveju yra apibzti maksimal us pelnaiji(p), j € G, o visy vartotojy
pradiniai turtaiw; (p) apibezti pagal formule (1.17). Tada kiekvienam vartotajad V'
apibrezkime aibe

D;(p) :={x € Bi(p,wi(p)): (Vz € Bi(p,wi(p))) [z =i 2]},
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kuri taip pat gali b uti tu$a arba ne. JeD;(p) # o, taii-tasis vartotojas renkasi bet
kurj optimaly prekiy rinkinjz; € D;(p). Tegul P yra aite ty kainy sistemy € R¢, su
kuriomis yra netuSios visos aibsS;(p), j € G, ir D;(p), i € V. Aibe P gali b uti tusia
arba ne. JeP yra netuSia, tai galioja 1.2 apit@zimo(a) ir (b) salygos.

Sakykime, kadP yra netusia. Noedami sudaryti Arrow—Debreu ekonomikos pasi ula
ir paklausa, suekime gamintojy ir vartotoju pasirinkimus, kurie yra Sios ekonomikos
subjekty sprendimai. Kadangi;(p) ir S;(p) gali b uti ailes, sudarytos i$ daugiau nei
vieno elemento, naudos@a netudiy euklidines erdes poaibiyA ir B Minkowsko*
sucktimi A + B ir atimtimi A — B, kur

A+ B:={utv: ue A, ve B} (1.21)

Taip sudje, gauname aibes

D(p):=Y Dilp) ir  Sp)=>_ 5, (1.22)

i€V jea

vadinamas atitinkamaisumine paklausi visumine pasi uléSios ailes kartu su ekonomikos
iStekliaise = ), e;, apibeZia aibe

C[p] := D(p) — S(p) — {e} (1.23)
= {Z(xi,y;): zi € Di(p), y; € Sj(p)}.

Jei kainy sistema € P, taiz; € D;(p),i € V,iry; € Sj(p), j € G, yra optimal us
ekonomikos subjekty sprendimai, o VERz;,y;) € ([p]. Aibe

={(p,2) eR*xR%: pe P, z€([p]}

yra atitiktis i3R? | R? su apibezimo sritimi P, vadinamavisumine pertekline paklausa
Jei kiekvienamp € P, aibes D;(p) = {zj}, i € V,ir Sj(p) = {y;}, j € G, yra
sudarytos i$ vienintelio elemento, tai reikds(p) = Z(z},y;) apibezia funkcija

¢: p— ((p) € RY p € P, taip pat vadinama visumine pertekline paklausa. Daugiau
apie atitiktis ir funkcijas raSoma 2.2 skyrelyje.

Taigi 1.2 apibezimo (a) ir (b) salygos galioja, jei egzistuoja visunairperteklire
paklausa su apibezimo sritimiP. Jei kainy sistema* € P yratokia, kad) € {[p*], tai
egzistuoja tokiec; € D;(p*) ir y; € S;(p*), kadZ(z],y;) = 0, o tai rodo, kad Arrow—
Debreu ekonomikos bﬂser@a;‘,y;?,p*) galioja visos trys 1.2 apieZimo salygos. Sie
samprotavimai jrodo teigini:

1.3 teiginys. Arrow—Debreu ekonomikoj@N'E egzistuoja pusiausvyra, jei egzistuoja
visumine perteklineé paklaugasu apibrezimo sritimiP ir tokia kainy sistema* € P,
kad0 € ([p*].

YHermann Minkowski — Hermanas Minkovskis (1864-1909), Kaune gimes $iokieatematikas.
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Sio teiginio kainy sistema*, jei ji egzistuoja, vadinampusiausvyrine kainaM usy
pagrindinis tikslas — rasti salygas ekonomikai (1.18), kurioje egzistuoja pusiausvyrin
kaina.

Pusiausvyrias kainos egzistavimo salygy paieSkaawvienareikS@. Bendroji pu-
siausvyra yra visos ekonomikos saeylir tocel jos egzistavimui galima b uty formulu-
oti salygas tiek visai ekonomikai, tiek ir atskiroms jos dalims. NagamojoArrow—
Debreuekonomikos dalys yra matematinio modelio elementai, t. y. (1.18) rinkinio sudedamo-
sios dalys. TaigiArrow—Debreuekonomikos kontekste salygos pusiausvyrai egzistuoti
iSreiSkiamos prielaidomis modelio elementams. Tokiu b udu galiretistigaaiskinti pu-
siausvyrires kainos formavimosi mechanizma. Be to, praktiniu poZi uriu tokias salygas
galima b'uty tiktis lengviau interpretuoti ir pateisinti ekonomiskai.

Pusiausvyros egzistavimo salygos Suformuluosime tas salygasrow—Debrewekonomikai
(1.18), kurioms galiojant 6.8 teoremoje jrodomas pusiausvyros egzistavimas.
Kiekvienami € V' vartojimo aibeiX; galioja

V0 X; CRE = {z eRY: x>0}

V1. X; yraiskila, t. y. bet kuriems,y € X;ir A € (0,1), Az + (1 — Ny € Xj;
V2: X; yra kompaktiSka, t. y. uzdara ir agita;

V3. egzistuojatokg; € X;, kadz; < e;.

Kiekvienam: € V vartojimo ailes X; preferencija—; yra racionali (3.1 apil@zi-
mas), o @rybiy laukag X;, =;) yra

L1: tolydus, t.y. ailes{y € X;: y =; z} ir {y € X;: x =; y} yra uzdaros kiekvien-
amz € X, (3.9 apibeZzimas);

L2: i8kilas, t. y. jeiz,y,z € X;,y =; xir z =; x, tai \y + (1 — \)z =; = galioja
kiekvienam\ € (0, 1) (3.17 apibezimas);

L3: lokaliai nepasotinamas, t. y. duotiems X ir ¢ > 0 egzistuoja toky € X;, kad
|z — y| < e ir grieztoji preferencijay =; x (3.6 apibezZimas).

Kiekvienamj € G gamybos aibY; C R’
G1: yraiskila;
G2: yra kompaktiska,;
G3: leidZia nieko neveikti, t. y0 € Y.

Priklausomai nuo rinkos kainos, nieko neveikimas gali b uti optimalus firmos sprendi-
mas. Bet kuriuo atveju iS salygas3 iSplaukia, kad pelnas visada yra neneigiamas
dydis.

Galiausiai, prielaida apie kainy sistemas yra
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Pl P=R4\ {0}

Daugumoje pusiausvyros egzistavimo jrodymu vartojimo ir gamybos aibiy iSkilumas
(V1 ir G1 salygos) yra labai svarbios. Gamybos atveju iSkilumas kartGZgalyga
reiSkia, kad jei technologija yra galima, tai ir\y yra galima kiekvienam < [0, 1]. Tai
rodo, jog mazinant gamybos sanaudas proporcingagjagiagaminamos produkcijos
kiekis (angl. non-increasing returns to scale).

Vadowelyje jrodoma pusiausvyros egzistavimo teorema 6.8 salygy bendrumo prasme
néra pati universaliausia. Pavyzdziui, aibiy ir Y; kompaktiSkumo salyga galima b uty
pakeisti Siy aibiy uzdarumo salyga. Clau dazniausiai bendresrieorema reikalauja
sucktingesnio jrodymo. Nuorodos | kitus Zinomus ir susijusius rezultatus yra pateiki-
amos Sio ir kity skyriu pabaigoje.

Taikomoiji bendrosios pusiausvyros analiz  Taip vadinama ekonominiy darbuy sritis,
kuriais siekiama abstréia bendrosios pusiausvyros strukt dtagw—Debretekonomika,
taikyti konkreCioms ekonomikoms. EmpiriSkai jvertintas ir realius duomenis atitinkantis
bendrosios pusiausvyros matematinis modelis naudojamas lyginti ekae®pufitikos
alternatyvas. Tokia politika domisi ekonomikos reakcija ir jos elgsena priklausomai nuo
jvairiy ekonomikos rodikliy pasikeitimy ir ekonorén politikos sprendimuy.

Bandymai tiesiogiai taikytArrow—Debreuekonomikos modelj susiduria su dviem
pagrindiremis problemomis. Viena, pusiausvyros egzistavimo jrodynaa konstruk-
tyvus. Tam naudojamddrouweiio ir Kakutand nejudamojo tasko teoremos teigia pu-
siausvyros egzistavima, bet nenurodo budo jai rasti. Nejudamojo tasko teoremos yra
svarbios parodant ekonominio modelio loginj suderinamuma, kas yra b utina padaryti
pirmiausia. Toliau naturalu bandyti rasti nejudamojo tasko paieSkos algoritmus. Pir-
masis reikdmingy rezultaty Sia kryptimi pasiei. Scarfast® septintame XX amZiaus
deSimtmetyje. Konstruktyvus poziuris | bendrosios pusiausvyros analtendas jo
knygoje [27].

Kita problema yra tai, kadrrow—Debretekonomikos modelyjeéra tokiy jprastiniy
ekonomires politikos jrankiy, kaip vyriausyy mokesiai, tarifai, prekybos apribojimai
ir panasiai. Pagrindinis ir supaprastintas vyriawes/bkonomias politikos vaidmuo yra
mokegiy rinkimas ir ju paskirstymas jvairioms reilams. Nuo vyriausyls veiklos
priklauso ir rinkos ekonomikos subjekty sprendimai, o iy funkcijy jtraukinfasow—
Debreumodelj tampa netrivialiu uzdaviniu. Viena i$ galimy Sios problemos sprendimo
varianty ir gauto modelio panaudojimo rezultaty aptarima galima rasti [28] knygoje.

1.4 Istorine idejy apzvalga

Ekonomikos kaip Siuolaikine prasme atskiros Ziniy sistemos pradzia siejafdaso
Smitho'® knygos , Tauty turtas* [29] pasirodymu 1776 metais. Iki tol ekonomika bu-

BHerbert E. Scarf — Herbertas Skarfas (1930), amdfilfienatematikas ir ekonomistas.
18Adam Smith — Adamas Smitas (1723-1790), Skoty ekonomistas ir filosofas.
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Vo tiesiog vienas i$ politikos moksly skyriy apie valgghvaldymo mena. Lyginant su
ank<iau gyvenusiais ekonomistaSmithas iSsiskye ne tik savo ziniy moksliSkumu ir
gilumu, bet ir savo sukurto abstraktaus gamtos ir tuoraetiapitalisties sistemos mod-

elio pilnumu ir nuoseklumu. Jis aiSkiai pasigb ir iSskye svarbiausius rySius tarp pa-
grindiniy visuomees sluoksniy, jvairiy gamybos sektoriy, gezevr pajamy paskirsty-

mo, pinigy apytakos, kainos formavimosi procesy ir ekonominio augimo. Dauguma
po jo gyvenusiy ir dirbusiy ekonomisty vienaip ar kitaip savgjag kildino iSSmitto
.1auty turto“. B uty beviltiSka bandyti bent kiek iSsamida apzvelgtiSmitho ir kity
ekonomisty i@ju santrauka. M'usy nuomone, tam egzistuoja puik us tekstai, pavyzdziui
Hunto knygaHistory of Economic Thougtii4]. Todel apsiribosime tik tuo, kas tiesio-
giai siejasi su bendrosios pusiausvyrosjid ir bendro pobudzZio pastabomis apie Siuo-
laikines ekonomikos jvairove.

Bendrosios pusiausvyrosidja Ekonominiy reiskiniy steljimo patirtis rodo, jog egzis-
tuoja steletinas suderinamumas tarp daugghbndividy, atrodyty, visiSkai nepriklau-
somy sprendimy, susijusiy su gamyba ir prekyba. Sis suderinamumas pasireiskia gam-
inamo ir siulomo parduoti ar norimo pirkti prekiy ir paslaugu kiekio tam tikru balansu.
Norintys pirkti paprastai tiksliai numato savo galimybes, o norintys gaminti paprastai
negamina tiek, kad po to negal parduoti. Sio reiskinio svarbos suvokimas atsirado
senai, daAdano Smitho laikais.

Keliy paskutiniyju Simty mety Vakary Saliy istorija pateikia jvairiy Sio ekonominio
reiSkinio vystymosi aspekty. Pavyzdziui, djdnt pajamoms ir prekiy paklausai, netrun-
ka atitinkamai reaguoti gamyba ir darkigps paklausa. Arba, atsirandant naujoms tech-
nologijoms, iSsilaisvinusi darb@ga ne prapuola, bet panaudojama kitose ekonggnin
sistemos srityse. Sie pavyzdZiai rodo, jog pati ekon@nsiistema daugiau ar maziau
sklandziai prisitaiko prie nauju pokyy.

Ekonominiy sprendimy savaiminio suderinamumo reiskinys tampa gkisaizdus
ir mjslingas laisvosios rinkos salygomis. Tad nenuostabu, kad javAdaoo Smitho
laiky Sio reiskinio mechanizmo paaiskinimo galimumas suvokiamas kaip meksiirt-
lema. Ekonomias minties istorija teigia, kad pirmieji jtikinama Sios problemos sprendi-
mo varianta pasi@lapie 1870-uosiugd/. Jevonas’, C. Mengeis!® ir ypat L. Walrasas.

Sprendimo i@ja grindziama faktu, jog visu rinkos subjekty stebima prekiy kainy sis-
tema ir yra tas rodiklis, kuris jgalina koordinuoti, atrodyty, chaotiSka ekonoming veikla.
Sis faktas grindziamas tuo, kad atsiradus pasi ulos ir paklausos skirtumams pakinta kai
kuriy prekiy kaina, kas ir grazina ekonominei sistemai prarasta balansa. Toks kainuy sis-
temos stabilizuojatios veiklos reisSkinys pradedamas vadbindraja pusiausvyrauo
terminu apeliuojant j analogidky reiskiniy egzistavima moksle ir matematikoje. Zodis
.bendroji* taip pat svarbus, nes aiSkinamasis mechanizmas turi prasme tik bendroje
ekonomirgje sistemoje, sudarytoje iS daugelio prekiy ir paslaugy rinky. Kitaip tariant,

william S. Jevons — Viljamas DZevonsas (1835-1882), angly ekonomistas ir logikas.
18Carl Menger — Karlas Mengeris (1840-1921), austry ekonesinokyklos pradininkas.
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visumire ekonomie pusiausvyra éra iSskaidoma | atskiras prekes atitin&anpusi-
ausvyry suma.

Ekonomires minties istorija taip pat liudija, jog kainy sistema nebuvo laikoma vien-
intele problemos aiSkinimo galimybe. diau bendrosios pusiausvyro®jd tuejo pa-
pildoma privaluma — galimybe ka#ti apie ekonomies sistemos optimaluma. Ypa
reikSmingu tapo optimalumas iSreiSkiamas tuo, kas dabar vadiRamto efektyvumu
Ekonominiy iStekliy paskirstymas vadinanieretoprasme efektyviu, jei@ra kito gal-
imo iStekliy paskirstymo, kuris pagerinty kieno nors g@idhepablogindamas visuy kity
packties. Paai®jo, jo Pareto efektyvumas yra tampriai susijes su bendraja pusiausvyra.

Tiesa, Pareto efektyvumas jokiu b uderan siejamas su paskirstymo teisingumu.
Gerybiy paskirstymas gali buti efektyvus Pareto prasme, bet ftia gali toleruoti
be galo turtingy ir be galo vargingy visuon@smariy egzistavima. Sia prasme bendroji
pusiausvyra ir Pareto efektyvumasra socialinio teisingumo savokos.

Neoklasikine ekonomikos teorija Ekonomikos teorija yra sudedamoji ir svarbiau-
sioji ekonomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos Ziniy sistema
sudaro makroekonomika, ekonometrija, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir
metodologija, ekonomas minties istorija bei kitos jos dalys. Ekonomikos moksla gal-
ima skirstyti ir pagal jj sudaraiias jvairias mokyklas bei kryptis. Dominuojéa tarp

visuy ju yra vadinamoji neoklasikenmokykla, arba neoklasikinekonomika.

Klasikine vadinama ekonomas minties mokykla, atstovaujardaano Smitto ir
Davido Ricardd?®, ir laikoma pirmaja Siuolaikias ekonomikos mokykla. Klasikén
ekonomika akcentavo laisvosios prekybos nauda, rinkos polinkj | pusiausvyraés vert
teorija, grindziama darbo sanaudomis (angl. labor theory of value). Klasiking ekonomikos
mokykla keit tokios ekonomias minties mokyklos (angl. marginalist schools), kurios
vertes Saltinj mat santykiniame naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kas-
tuose.

Neoklasikinesnokyklos pozi urio esenyra ta, kad ekonominio visuomes vysty-
mosi pasekra yra ekonomikos rinkopusiausvyrarealizuojama individualiy jos nar-
iy racionaliu elgesiu esant ribotai pasirinkimo laisvei. Tarp kity ekonomikos mokslo
mokykly neoklasiki@ ekonomika iSsiskiria savo prielaidomis apie gamybos proceso
technologines galimybes ir apie individualiy vartotojy pasirinkimo formas. Pavyzdziui,
laikoma, kad gamybiabendroe maksimizuoja savo pelna esant ,duotai“ rinkos kainai.
Visuomeres nariy elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvieno i$ jy pasirinkimas
tarp alternatyviy vertybiy yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas renkasi mak-
simizuodamas racionaly pasirinkima, ribojama jo pradinio turto. Sios ir kitos neok-
lasikines mokyklos prielaidos apie ekonominj visuoraemariy elgesj leidzia pagristi
(matematiSkai jrodyti) mietosios ekonomikos rinkos pusiausvyros egzistavimo galimy-
be.

Neoklasikires ekonomikos mokykloje galima iSskirti keturias pagrindines kryptis ir

David Ricardo — Deividas Rikardas (1772-1823), angly ekonomistas.
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daugelj specialiy jos stiy. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi poZzi uris daugiau ar
maziau atsispindi visose Sios mokyklos kryptyse. Pirmaja, teorine neoklesikiakyk-

los kryptj sudargpasirinkimo teorija bendrosios pusiausvyros teorijaloSimy teorija
Didesre Siy teoriju dalis sudaro vadinamajakroekonomika B utent Si, teori neok-
lasikines mokyklos kryptis, yra labiausiai dominuojama pusiausvyros poZzi urio. Mazi-
ausiai Sio pozi urio poveikis yra jZvelgiamei®nometrijojekuria sudaro tiek statistika,
tiek ir ekonomika. Ekonometrija naudoja realius ekonomikos duomenis ir statistinius
sprendimus jvertinant jvairius modelius ir ju parametruglakroekonomika treCioji
neoklasikires mokyklos kryptis, nagréja tokius bendrus ekonomikos reiskinius, kaip
biznio ciklai ir ekonominis augimas. Siuolaikirmakroekonomikos teorija esmiskai
remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiskiniy poziuriu, iSplauiais racionalaus in-
dividy elgesio. Racionalaus elgesio sureikSminimas, dar vadineomas economicys

yra neoklasikinio poziurio vystymosi pasekiin skiriamasis bruozaslJ. M. Keynes
,Bendrojoje teorijojé [17] — svarbiausiame XX amZiaus ekonoragminties k urinyje —
makroekonomikos rySys su individualaus pasirinkimo ypaigts nebuvo taip sureikSmi-
namas. Ketvirtaja kryptj sudarantys neoklasggrmokyklos darbai, susije saikomaja
ekonomikaplatiausia ekonomisty veiklos sritimi, taip pat atspindi pusiausvyrinj ekonomikos
teorijos paveiksla. T@au taikomieji darbai bendra rinkos pusiausvyros pozi urj papildo
naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos tarpaupireky-

bos teorija, darbo ekonomika ir finansy ekonomika, atitidkasskirtingas ekonomikos
rinkas.

Kitos ekonomikos mokyklos Salia neoklasikigs mokyklos egzistuoja daug kity ekonomikos
mokykly. Tarp jy viena Zymiausiu yraustry ekonominé mokyklaTaip yra vadina-

ma ekonomigs minties sritis, kurios pradininkai buvo aust@arlas Mengeis, F. A.
Hayelas®ir Ludwigasvon Miseas?, o toliau vystoma daugiausia amerigig ekonomisty,

i§ kuriy Zymiausias yraMurrayus N. Rothbar@s?. 13skyrus poZiurj | pusiausvyra,

Si kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. PavyzdZziui, abi mokyk-
los kapitalizma laiko geriausia socialine-ekonomine valssybistema. Neoklasikams

ji yra geriausia todl, kad pasizymi salygomis, b utinomis rinkos pusiausvyrai egzistuoti.
PrieSingai, austry ekonomistai remia kapitalizmo sisteglgas gelgjimo prisitaikyti

prie pusiausvyros nebuvimo. Jy nuomone, rinkos pusiausvyra realiame pasaulyje yra
negalima, nes tai abstrakti moksikonstrukcija. Austry tradicija vietoje pusiausvy-

ros idejos orientuojasi j verslininko (angl. entrepreneur) vaidmenj rinkoje. Siekdamas
pelno verslininkas padaro kapitalizma ladisir prisitaikartia socialine sistema. Siuo

poZi uriu, lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitalizmas laikomas prisitakais-

tema. Austry mokykla taip pat ypatingamesj skiria ekonominiy sprendimy neagibr

tumui nagrireti, atmesdama neoklasiky tuo tikslu naudojama tikimybiuy teorija grindzi-

2Friedrich A. von Hayek — Fridrichas Hajekas (1899-1992), austry ir brity ekonomistas ir filosofas.
21l udwig H. E. von Mises — Liudvigas Mizesas (1881-1973), ekonomistas ir filosofas.
ZMurray N. Rothbard — Mugjus Rotbardas (1926-1995), amerdiigekonomistas.
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ama modelj kaip trivialy. Jy teigimu, prielaida apie tikimybinio mato egzistavima yra
nereali. T&iau kapitalizmas, b udamas silpnai susijusi sistema, yra geriausiai prisitaikes
prie neapibeZztumy. Dar vienas skirtumas tarp neoklagésiir austry mokyklos atsir-
anda poZi uryje | matematikos vaidmenj ekonomikoje. Austry mokyklos atstovai teigia,
kad realus duomenys ir jy tyrimas yra béier nes yra generuoti nepusiausvysn
ekonomikos. Be to, ju huomone, visuongéa®ra ja sudaratiy individy aritmetire suma,
ir todel matematika nepagi tirti visuomeres elgesj. Daugiau apie austry ekonomikos
mokyklos icejas galima suzinoti i$ Sios teorijos jvado [7].

Kitos ekonomikos teorijos ir jy skiriamieji bruozai:

e institucionalizmas- kritiSkas abstrakam ir bendram teorizavimui, o svarbiau-
siu laikantis ekonominio elgesio apib udinima koglas institucijos kontekste;
taikomieji neoklasiky ir institucionalisty darbai kartais yra labai panas us;

e marksizmas- toliau vystoK. Marxo?? vertes teorija ir remiasi metodais, panasiais
| neoklasikuy;

¢ Keynes ekonomika- makroekonomika, grindziama analize nuo ,virSaus* (makro-
) i ,apacia“ (mikro-), prieSinga kryptimi nei neoklasikinanaliz;

e post-Keynesekonomika- kritiSka neoklasikies ekonomikos atzvilgiu ir ypatinga
svarba priskirianti neapibZtumui ekonomikoje;

e Sraffos ekonomika- remiasiSraffos4 knygoje ,Production of Commodities by
Means of Commodities” iS&btytas samprata; taip pat vadinameo-Rikardine
ekonomine mokykla;

¢ dinaminé ekonomika taikanti netiesias dinaminiy sistemy ir chaoso teorijas
ekonomikoje;

e evoliuciné ekonomika laikanti ekonomika besivystaia sistema, panasiai kaip
Darwino?® evoliucijos teorija.

Detalesntia iSvardyty ekonomikos teorijy jvertinima galima rd&tiero knygoje [16, 14
skyrius]. Minetoje knygoje autorius pazymi, jog nei viena i$ Siy ekonomikosditype-
galety pretenduoti j vienintek XXl amzZiaus ekonomikos teorijos vardacita kiekviena

iS ju yra pakankamai stipri toje srityje, kurioje yra silpna neoklagildkonomika. Tikti-

na, kad Siame amziuje dominuofaa tuety tapti ta ekonommteorija, kuri akcentuoja
Siuolaikires kapitalisties ekonomikos dinamika. |vadas | Siuolaiking ekonomika, kuris
nesiremia viena kuria nors ekonomine teorija, yra pateikiagtettoro knygoje [31].

2Kkarl H. Marx — Karlas Marksas (1818-1883), voiig filosofas, ekonomistas ir revoliucionierius.
24Piero Sraffa — Pjeras Srafa (1898-1983), italy ekonomistas.
BCharles R. Darwin €arlzas Darvinas (1809-1882), angly gamtininkas.
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1.5 Kas yra matematire ekonomika?

Trumpai bet prasmingai apibudinti matematine ekonoméa fengva, nes i$ pirmo
Zvilgsnio ekonomikos teorija ir matematika atrodo gerokai skirtingos Ziniy sistemos.
Matematika yra Ziniy sistema apie tokias savokas, kaip dydiseestiwikt ura, kitimas ir

t. t. Visos Sios savokos vienaip ar kitaip apib udina tvarka (angl. patteia)Endriausia
prasme, suprantant ja, kaip bet kokj protu suvokiama reguliaruma. Pasaulis suvokiamas
tiek, kiek mes sugebame jZvelgti jamesthingumas ir iSreiksti juos savokomis. Matem-
atinis tvarkos supratimas yra bendras ta prasme, kad jos nedomina tiriama strukt ura su-
darantys konkret us objektai, — svarb us yra tik rySiai tarp objekty ir ty rySiy reguliarumas.
Kai kas net tiesiog sako, kad matematika yra mokslas apie tvarka (angl. the science of
patterns).

Praeitame skyrelyje raSoma apie jvairias ekonomikos teorijas ir mokykla$aura
néera vieningo pozi urioad to, kas yra ekonomikos teorija kaip ziniy sistema. PavyzdZiui
Stigunmas [30, 117 pusl.], raSydamas panaSia tema, pradeda teiginiu: ,Pasaulyje yra daug
ekonomisty ir tikriausiai tiek pat daug yra poZzi uriy j ekonomikos teorijos esme”. Vieni
sako, kad tai tiesiog rinkinys jvairiy teorijy, tudiiy viena savybe — jas galima ir privalu
tikrinti. Kiti mano, kad tai yra ekonomikos subjekty naudojamuy jrankiy rinkinys. Na o
dar kiti ekonomikos teorija tiesiog laiko pozi urj | pasaulj, kuriuo remiasi profesional us
ekonomistai.

Yra dar vienas pozi uris | ekonomikos teorija, kurj formuluBjabinsteias [25].
Ekonomikos teorija — tai tyrimas savoky, naudojamy mastant apie realy ekonominj gyven-
ima. Tirdami tokias savokas, mes siekiame geriau suprasti tikrove, o ekonomikos teori-
ja yra kalba, kuri padeda sistemingai nagtirekonominius santykius. Tai nerei3kia,
jog ekonomikos teorija siekia apib udinti pasaulj ar sukuria ateities pregmogtodus.
Ekonomikos teorija taip patana kazkokios galutis tiesos paieSka ar ekonomikos poli-
tikos rekomendaciju k urimas. e nieko nekvestionuojamo ekonomikos teorijoje, ir
viskas joje yra Zzmogaus sukurta.

Pastaraja prasme, kaip savoky ar@lekonomikos teorija gali naudoti matematiko-
je tiriamas savokas, savaip jas interpretuodakt@ematiné ekonomikgra ne kas kita,
kaip atitinkamai interpretuota matematiteorija. Ekonominis modelis yra matematin
teorija, naudojanti ekonomikos teorijos savokomis interpretuotus matematinius objek-
tus. Tockl tiek savo turiniu, tiek ir forma matematrekonomika maZzai skiriasi nuo
vadinamosios grynosios matematikos.

Tai nereiSkia, kad visa ekonomikos teorija yra matengagkonomika. Dalis ekonomikos
teorijos savo argumentacijoje siekia iSvengti matematinio formalizmo, naudodama ,sveika
prota“ ir jprasta bendring kalb®. Samuelsaas’® pakankamai vaizdZiai apib udino skir-
tuma tarp Zodinio ir matematinio argumentavimo ekonomikos teorijoje (cituojama is
[8]): .Imdamiesi ekonomikos teorijos problemas spresti ZodZiais, mes sprendziame tas
pacias lygtis lyg perraSydami jas aiSkiau. Tuo tarpu didZiausios klaidos atsiranda, kai

Bpaul A. Samuelson — Samuelsonas (1915), améiikiekonomistas, Nobelio premijos laureatas.
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formuluojame prielaidas. Vienas iS matematinio metodo, arba, tiksliau kalbant, matem-
atikams jprasto jrodymoéastymo, Zodziais ar simboliais, pranasumuy yra tai, kad mes
esame priversti atidengti savo kortas, ir visi gali matyti m usy prielaidas.”

Matematines ekonomikos vystymasis Esama nejprastai vieningos nuongsreel to,

ka laikyti simboline matematéas ekonomikos pradzia. Tai 1838 metai, kai pasrad
Cournob?’ knygaRecherches sur les principes mathématiques de la théorie des richess-
es Tai nereiSkia jog matematika nebuvo naudojama ekonominiams samprotavimas pa-
gristi ir ank<iau. Cournotissiskye gilumu, kuriuo jis naudojo matematinius modelius,
aiSkindamas ekonominius reiskinius.

A. Cournotpaselejais XIX a. pabaigoje ir XX a. pradzioje bud@orasWalrasas,
Francis Y. Edgeworths® ir Vilfredo Pareto

Kaip jau buvo mirta, bendrosios pusiausvyros teorijos pradininku laikomas pranc uzy
ekonomistad.. Walrasas, kuria jis apras svarbiausiame savo gyvenimo veikab@ys
magnun pavadinimuEléments d’économie politique pur®ienos preles kainos Kkiti-
mo aiSkinimas naudojantis pasi ulos—paklausos mechanizmu buvo zinonfedadar
Smitto laikais. Bet ikiWalraso ekonomistai beveik nebaadusieti visas rinkas | viena
visuma ir nagrieti visos ekonomikos pusiausvyrds.Walrass iSkele sau tiksla sukurti
visa ekonomika apraséia teorija, pagrista matematine bendrosios pusiausvyros sam-
prata. Nuo savo gimimo pradZios BP teorija buvo kuriama siekiant apraSyti ir analizuoti
ekonoming realybe remiantis matematika. Pastabe, matematika buvo ne tiek pagal-
biné priemore, kiek tikslas siekiant paversti ekonomika matematikos sritimi ar bent jau
tiksliu ir grieztu mokslu, kokiais tuo metu buvo fizika ir astronomijgalrasui nepavyko
pasiekti uzsibezto tikslo, bet tai, kas pavyko, buvo pirmieji svarb us Zingsniai.

Savo knygojéNalrasas pateikia keturis skirtingo bendrumo modelius, viena iS kuriy
— bendriausia — suformuluosime toliau (naudodami Siuolaikine matematikos simbolika).
Modelyje visi ekonomikos subjekty sprendimai ir jy realizacijos atliekami tutiupa
metu, arba vienu laiko periodu, t. y. modelis yra statinis. Ekonomikos subjekty yra tiek
daug, kad visi jie elgiasi taip, lyg netty jokios jtakos kainai ir gali rinktis tik tarp
visy pagaminamy ir vartojamuegybiy kiekiy. Kaip ir 1.3 skyrelyje apraSytamerow—
Debreuekonomikos modelyje, tarkime, kad yfagerybiy ir kiekviena i$ ju Zymima
indeksuh € {1,...,¢}. Tarkime, kad @rybiy kiekiai yra teigiamieji realieji skéiai,
sudarantys vektorig = (z1,...,z¢) € R%, visy gerybiy vienety kainos sudaro kainy
sistemap = (p1,...,p¢) € R%, ir viso rinkinio kaina yra skaliari@ sandauga-z,
iSreiSkiama (1.14) sarysiu.

Savo knygos [33] IV skyriuj@Valrasas, nagribdamas savajj konkurenéis rinkos
pusiausvyros modelj, daro prielaida, kad vigagerybiy yra gaminamos i gamybos
iStekliy, kuriuos Zymsime indeksais € {1, ..., m}. Kiekvienas gamybos produktas
gaminamas nepriklausomai nuo visy kity ir naudojama tik viena gamybos technologija.

27Augustin Cournot — Ogiustenas Kurno (1801-1877), pranc uzy ekonomistas, filosofas ir matematikas.
ZFrancis Y. Edgeworth — Frensis EdZvortas (1845-1926), airiy matematikas.
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Taigi gamyba yra apib udinargamybos koeficientwatricaB = [by;], kurios elemen-
tai by; yra neneigiamieji realieji skaiai, iSreiSkiantys iStekliy-tosios grybes kieki,
reikalinga pagaminti produktb-tosios grybes vieneta. Tegu} = (¢1,...,¢m) € R™
yra istekliy kainy sistema. Tad&ldkonkurencijos gamintojo pelnas esant pusiausvyrai
turety b uti lygus

pt =¢'B. (1.24)

Be to, esant pusiausvyrai iy galioti ir kitas sarysis, iSreiSkiantis iStekliy paklausos
ir pasiulos lygybe. Tegul = (y1,...,y¢) € Rﬂ yra gamybos produkta iSreiSkiantis
gerybiy rinkinys, ob = (b1, ...,by,) € R — visuminis naudojamy iStekliy rinkinys.
Tada galioja lygyk

By =b. (1.25)

IS (1.24) ir (1.25) sarySiy gauname tokias skaliariniy sandauguy lygybes:
¢'By = qb=py.

Pastaroji lygye reiSkia, kad pagaminto produkto kaina lygi gamyboje panaudoty iStekliy
kainai.

| gamybos procesWalrasas jtraukia vartotojus, tardamas, kad namy "ukio pajamos
priklauso nuo kainy sistemggiems dalyvaujant gamyboje ir perkant pagamintas/ges
uz kainy sistema. Ta priklausomybe iSreiSkia funkcija: Rﬂ x R — R, kurios
reikSmes

z=y9(p,q) (1.26)

yra iStekliy vektorius, siulomas uz kaifya ¢). Be to, tariama, kad egzistuoja tokia
funkcija f: RY x R — R, kurios reik3nes

z = f(p,q) (1.27)

yra vektorius, iSreiSkiantis pagaminamergbiy namu ukiy paklausa. Abi funkcijos yra
tolydzios ir nulires eiks teigiamai homogen@s savo argumenty atzvilgiu. Jei kiekvien-
as vartotojas iSleidzia visas savo pajamas pirkdamas pagamigayies, tai visuminiu
ekonomikos lygmeniu vartojimo kastai lyg us pajamoms, t. y. galioja /gyb

p-f(p,q) = q9(p, q), (1.28)

kuri Arrow—Debreuvekonomikos modelyje atitinka tai, kas vadinakvalras desniu.
Pusiausvyroje vartotoju paklausa pagaminamuy produkty atZvilgiu turi b uti lygi gamy-
bos produkta iSreiSkigimam gerybiy rinkiniui, t. y. galioja lygyle

T =y, (1.29)

o gamintojy naudojamas istekliy vektorius lygus vartotojy si ulomam istekliy kiekiui, t.

y. galioja lygyke
b=z (1.30)
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Apibendrinant, pusiausvyra apéiia visi septyni sarySiai (1.24) — (1.30). Klausimas: ar
taip apibezta pusiausvyra egzistuoja?

Pusiausvyra apilBZiantys sarySiai yra netiesiniy ig sistema. | tokiy sistemy
sprendiniy egzistavimo klausimif¢alraso laikais matematika dar netjo atsakymuy, o
pats jis netugjo pakankamo tokiems uzdaviniams spresti matematinio iSprusiniaura
Walrasas, kaip ir dauguma to meto ekonomisty, majog sprendinio egzistavima savo
sukurtuose modeliuose jis jredet dviem b udais: ,teoriniu” ir ,praktiniu®.

[rodymas ,teoriniu“ b udu reigkparodyti, kad nepriklausomuy g ir kintamuyjy
skatCiai sutampa. Kai apraSytame modelyje= y ir b = z, Walrasas suskdiiavo
2(m + £) lygtis (1.24) — (1.28) ir tiek pat nezinomujy,, q;, x5, b;. Del Walra desnio
(1.28) viena lygtis yra priklausoma nuo likusiy, ir &dieka2(m+¢) —1 nepriklausomuy
lygCiy. Be to, funkcijuf ir ¢ homogeniskumo &ka, pusiausvyra apsprendzia tik kainy
santykiai. Taigi nepriklausomuy Iy ir neZzinomyjuy skdiiai lyg us. Téiau prieSingai
nei mare Walrasas, nesunkiai konstruojami pavyzdZiai rodo, jog &iannei b utina, nei
pakankama tokiy sistemuy sprendiniy egzistavimo salyga.

Sprendinio egzistavimui pagristi ,praktiniu” b ud@lrasas sugalvojeéatonnemernit
(aptiupinejimas, aklirjimas — i$ pranc uzy kalbos) vadinama manipuliavimo kaina pro-
cesa, kuris visa sistema turi atvesti | pusiausvyra, nuo bet kurios kainy sistemos prad-
inés reikdnes. Siais laikais Sis procesas atpasakojamas pasitelkiant jsivaizduojama auk-
cionieriy. Jam paskelbus pradine kainy sisterfiog) reikSme, ja i$ karto suzino visi
ekonomikos subjektai. Tada kiekvienas i$ ju renkasi optimalius veiksmus ir praneSa auk-
cionieriui apie gautus paklausos ir pasi ulesybiu kiekius. |vertings visuming pertek-
line paklausa, aukcionierius mazina kaina &rypiy, kuriy paklausa yra mazeésnz
pasi ula, ir didina kaina tyegybiu, kuriy paklausos ir pasiulos santykis yra priesin-
gas. Paskelbus nauja kainy sistemos reik§piigeg*), proced ura kartojamalalrao
nuomone, kiekviename zingsnyje kainy sistema taip pasiéekad absoliutus visum-
inés perteklies paklausos dydis meja ir areja j nulj, kai Zingsniy sk&ius neapeZtai
auga. Siam teiginiui pagristi jis naudoja pasiulos ir paklaugssids. Taiau $iuo-
laikineé ekonomika patet& daugybe ekonom@s sistemos modeliy pavyzdziy, kuriuose
kainy konvergavimo procesas yra gerokai efithesnis, nei manWalrasas. Apskri-
tai, yra zinomi paprasti net mazy ekonominiy sistemy pavyzdziai, kuriuose vienintel
egzistuojanti pusiausvyraema stabili, t. ytatonnemenod procesas nekonverguoja j ta
pusiausvyra.

Pirma matematiSkai korektiska bendrosios pusiausvyros modelj pasialchs’

1935 ir 1936 metais, paskelbes du straipsnius su dviem skirtingais modeliais. Pusi-
iausvyra elgi buvo nusakoma tam tikra netiesiniy &g sistema. Padares papildoma
prielaida, panaSia | Siais laikais vadinama atskleistosios preferencijos akS\aitas

jrode tokios sistemos sprendinio egzistavima.

Jei 1838 metus laikysime matermamekonomikos gimimo data, tai jos Siuolaikinio
periodo simboline pradzia laikomi 1944 metai. Tais metais pasidotiro von Neu-

2Abraham Wald — Abrahamas Valdas (1902—1950), vengrydsinimuny matematikas.
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manro®C ir Oskaio Morgenstero! knygosTheory of Games and Economic Behavior
[21] pirmasis leidimas.

Siuolaikire BP versija buvo suformuluota ir matematiskai pagrista apie 1950-uosius
metus. Jos k @jais yrakennettasArrow, GerardasDebreuir Lionelis McKenzi€?. Pir-
ma karta BP teorija pilnai i&bstytaDebreuknygoje ,Verés teorija“ [9]. Sioje knygoje
jrodyti dabar pagrindiniais laikomi BP teiginiai — BP egzistavimas ir optimalumas, vad-
inamasParetoefektyvumu.McKenzi® BP variantas aiSkinamas jo knygoje [20].

Svarbus Siuolaikies BP bruozas yra jos grieztai matematinis pagristumas. Kaip
yra jprasta taikomajai matematikos teorijai, matematikos objektams ir savokoms yra
suteikiama ekonoma interpretacija. Pavyzdziui, ekonomikos pusiausvyra iSessm
yra ne kas kita, kaip matematinio objekto, vadinamo atitiktimi, nejudamasis taskas.
Nat uralu, kad pusiausvyros ekonomikoje egzistavimo jrodymas tampa priklausomu nuo
atitikties nejudamojo tasko egzistavimo jrodymo. Pasirodo, kad Sis faktas yra visiSkai
netrivialus matematikoje. Pakankamai bendra pusiausvyros ekonomiko€nasirazul-
tata pirmasis jrodL. E. J. Brouweis.

Kitas pavyzdys — tai svarbiausio ekonomikos subjekto — Zmogaus — interpretacija,
neretai vadinamd&omo economicusJis BP teorijoje yra ,atstovaujamas” specialaus
tipo binariuoju sarysiu @rybiy aikeje, atspinditiu Zzmogaus pasirinkimo i$ alternatyvy
savybes. Geriausiai Zinomas tokio pasirinkimo atskiras atvejis,&pimas naudingu-
mo funkcija — savoka, ptaai paplitusi uz ekonomikos moksilo riby ir susijusi su utilita-
rizmu — etine teorija, siejama suBentharn®3,

Vadowelyje nagrirgjama BP teorija traktuojama kaip aksiomatsistema. Ekonom-
iné pusiausvyra jrodoma tariant, jog pasi ula formuoja ekonomikos subjektai, siekiantys
maksimalaus pelno, o paklausa priklauso nuo ekonomikos subjekty, Siekianak-
simizuoti savo nauda.

BP teorijos vystymasj XX amziuje galima apib udinti dar vienu aspektu - matem-
atikos pob udziu naudojamu teorijos formulavimui ir analizei. Galima iSskirti maziausi-
ai tris naudojamos matematikos tipus. Seniausias ir maziausiai rafinuotas teorijos for-
mulavimas naudoja tik tiesing algebra ir keliy kintamyju funkciju matematine analize;
faktiSkai pakanka Zinoti dalines iSvestines. Tokia matematika pirma karta padie6®
metais publikuotosPareto knygos [24] priede. Galutine forma Sios r'uSies BP teorijai
suteile Hicks[12] ir Samuelsofi26].

Antrojo tipo matematikos paplitima motyvavo siekimas BP teorijoje iSvengti bereikalingy
matematiniy prielaidy. Pasirédkad svarbiausios problemos, pusiausvyros egzistavi-
mo faktas ir gerogs ekonomikos charakterizavimas, yra iSsprendziamos, nesinaudojant
naudingumo funkcijos ir gamybos funkcijos diferencijuojamumu. Sio pasiekimo kaina
- BP teorija jgyjo abstraktesne forma pagrista aibiy teorija, iSkila analize ir bendraja
topologija. Debreu[9] monografija tapo pripazintu Sios teorijoestymo etalonu. Labai

3030hn von Neumann — DZonas Noimanas (1903-1957), vengré&imerikiéiy matematikas.
310skar Morgenstern — Oskaras Morgensternas (1902—1977) twpkiémes austry ekonomistas.
%2 jonel W. McKenzie — Lajonelis Makenzis (1919), amerikiig ekonomistas

33Jeremy Bentham — DZeremis Bentamas (1748-1832), angly juristas ir filosofas.
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naudingu papildymu naudojant matematika be diferencijavimo technikos yra Arrow ir
Hahn [2] knyga.

TreCiojo tipo matematika teko naudotis bandant tirti tokias BP savybes, kaip ekonomikos
pusiausvyros egzistavimo sprendiniy gkas. Ar Sis skaiius baigtinis ir kokie ekonomikos
modeliai turi Sia savybe? jei pusiausvyros atvejy yra tik baigtinistaksii tai kiekviena
iS ju yra izoliuota topologine prasme ir iSskyrus nedaugelj atvejy, pati pusiausvyra toly-
dziai priklauso nuo jos pagrindiniu charakteristiky. €btbkias ekonomikas imta vad-
inti reguliariomis. Sios rusies anaixel pareikalavimo glodZiy funkcijy aparato, tik
gerokai modernesnio - diferenciadis topologijos. Pirmieji tokius rezultatus apzvalg
Mas-Colell [18] ir Balasko [3].

Matematinis formalizmas ekonomikoje Ekonomikos kontekste fréz,matematinis
formalizmas" daznai reiskia tokj formaly matematikos metody taikyma, kuris tampa sav-
itiksliu, ir pamirStama pradimekonomii problema. Kitaip tariant, siekdamas panaudoti
egzistuojafius matematinius metodus, matematinis formalizmas pernelyg supaprastina
ekonomine realybe ir tuo pau ja iSkreipia.
Kartais matematiniu formalizmu ekonomikoje vadinamas abg&toakeorijos vysty-
mas atsietai nuo empirinio tikrinimo. Sia prasme matematinis formalizmas yra gana
paplites reiskinys — tai rodo jvairiuose ekonomikos Zurnaluose publikuojami straipsniai.
TaCiau Si problema, jei to norima, nesunkiai jveikiama pasitelkus ekonometrine analize.
Gerokai suétingesnius matematinio formalizmo atvejus ir apskritai neoklasgkin
ekonomikos teorijos problemas, susijusias su matematika, apieeias knygoje [16,
12 skyrius], kur jis raSo:

.Kalte del akivaizdziy ekonomikos trukumuy daugelis kritiky prigkyr
matematikai. Jie tvirtina, kad matematika yra kaléh perceto formalizmo
ekonomikoje, kuris nustetbSiai sr€iai b udinga socialing jos prigimtj.

Neneigiant, kad pernelyg dideimeik matematiniam formalizmui prisijb
prie tam tikro intelektualinio nesaikingumo ekonomikoje, apskritai tokia
reakcija yra tiek pat klaidinga, kiek kaltinti pianinaldatlikejo prastos
muzikines klausos. Jei kaédl to reikety nuSauti, tai tik pianista, bet ne
pianina.

Nors matematika turi neabejotiny apribojimy¢itau deramai naudoja-
mas loginis metodas tety skaidrinti, o ne temdyti. Taikydami matematika
ekonomistai aptenwrealybe, kadangi naudojo ja netinkamai ir nes@ok
matematikos ribotumo.”

Klausimas, kiek yra rimta matematinio formalizmo paplitimo ekonomikos teorijoje
problema, @ra lengvas, nes jam aiskintis reikia labai gilaus tiek ekonomikos, tiek ir
matematikos iSmanymo. Prie$ bandant tai daryti verta suprasti ir tai, kestytal Siame
vadowelyje.
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1.6 Pastabos ir papildoma literat ura

1.1 skyrelis Skyrelio pabaigoje buvo iSvardyta keletas klausimu, susijusiy su BP tolesniu
tyrimu. Svarbiausias iS$ jy (po pusiausvyros egzistavimo klausimo) yra stabilumo klausi-
mas. Jis kyla bandant suvokti, ar egzistuoja 1.1 skyrelyjetogrinkos ,£gos”, stumi-
arcios ekonomine sistema pusiausvyros b usenos kryptimi. Klaskionomikos teori-
ja rinkos juckjima j pusiausvyra nusako vadinamud@itonnemerid procesu. B utent
tariama, kad egzistuoja iSorinis rinkos ,subjektas”, vadinamas rinkos aukcionieriumi,
kurio vienintek funkcija yra informuoti ir koordinuoti. Pirmas aukcionieriaus zingsnis
yra skelbti prading kainos sistema, tarkjfl) € P. Rinkos subjektai — vartotojai ir
gamintojai — atsakydami j tai paskelbia savo pasirinkimy rezultagsg®) ir S(p"),
kaip apibezta (1.22) sarySiu. Antru Zzingsniu aukcionierius suSikaja atitinkama vi-
sumires pertekligs paklausos vektoriy ailigp(M)). Jeio € ¢(pV)), tai pusiausvyra
pasiekta itAdtonnemenb procesas baigtas. PrieSingu atveju aukcionierius skelbia nauja
kainy sistema(? € P, ir tatonnemenb procesas tesiamas.

Rinkos aukcionieriaus kainos sistemos pasirinkimas remiastanksiretu pasi u-
los ir paklausos @sniu, kurj naudojoNalrasas. Sio @snio esra yra ta, kad jei vi-
sumire perteklire paklausa yra teigiama, t. y. paklausa didesi pasiula, tai kaina
didinama. Atvirkgiai, jei visumire perteklie paklausa neigiama, t. y. paklausa yra
mazesek uz pasi ula, tai kaina mazinama. Besitesidatisinemernid procesas generuo-

ja kainy sistemy seka®,p® ... p®) ... Galima tarti, kad Sia seka sudaro nuo
laiko priklausa®gios kainy sistemos — funkcijggt) = (p1(t), ..., pe(t)) reikSmes, t. y.
pr(ty) = pgf) visiemsh kuriai nors laiko momenty sekai, t2, . ... Be to, galima tarti,

kad kainy sistema nuo laiko priklauso tolydziai. Tada pasi ulos ir paklagsogghlima
iSreiksti salyga

{ P (t) = a1Ci(p(t)),
Pp(t) = aeCe(p(t));

Ciaay,. .., a yrateigiamos konstantos. Sios diferencialiniydiggsistemos sprendinys,
jei jis egzistuoja, yra nuo laiko priklausantis kainy sistemos vektexitis Pusiausvyros
b usena atitinka pastovi kainy sistema. Stabilumo klausimas reiSkia, &jusradio
bet kurios kainy sistemos reik&sp()) = p(t;) kainy sistemap(t) konverguos prie
pastovios kainos.

Pusiausvyros stabilumo klausimy sprendimas remiasi paprastujy diferencialitiiy lyg
teorija, ir Siame vadalyje nenagrijamas. Trumpa Sios srities apZvalga Miaola
knygos [22] 17-as skyrius. Stabilumo problemu ir apskritai séatibendrosios pusi-
ausvyros metodologiniy prielaidy kritika ykeenknygoje [16, 8 skyrius].

1.3 skyrelis Siame skyrelyje pateikty formaliy susitarimy apie @ek kainos savokas
visiSkai pakanka vad@lyje nagrirejamam statiniam bendrosios pusiausvyros modeliui.
Siekdamas parodyti, kad Sis modelis gali apimti didesne mateesat@orijos taikymu
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jvairove,Debreu[9, 7 skyrius] pasi @lgerokai platesne Siy savoky taikymo sritj. Pavyzdziui,
yra galimos tokios preds ir kainos interpretacijos:

e ta pati geryle skirtingose vietose laikoma skirtingomis peekis;
e ta pati gerybe skirtingais laiko momentais laikoma skirtingomis praks;
e prekiy gamyba ir vartojimas ateityje visiSkai numatomi dabar.

Naudojantis Siomis interpretacijomis, galima b uty laikyti, kad gsetepriklauso nuo
vietos bei laiko ir neatsizvelgti | ateities nea@btuma. IS tikro, ta pati@rybe gali b uti
skirtinga kaip prek priklausomai nuo vietos, kurioje ji yra, ir nuo laiko, kada ji prieina-
ma. Pavyzdziui, prekyra tokia ekonomi@ gerybe, kaip grybai. AiSku, kad tos pas
ruSies grybai gali teti skirtingas kainas skirtingose vietose ir skirtingu laiku. &lod
grybai tampa preke, jei Zinomas ju kiekis, r usis bei kur ir kada juos galima pirkti ar par-
duoti. Kita ekonominiy grybiu r usis yra paslauga, pavyzdZiui, matematikos mokymas.
Si paslauga jvertinama Ziniy kiekiu, perduotu, sakysime, per dvi valandas. Matematikos
paskaitai priskyre vieta ir laika, gauname preke. Be to, abiem atvejais reikia sefarti d
prekes matavimo vienety. Pirmu atveju tokiu vienetuggalb uti kilogramas, o antru —
vienos valandos ilgio paskaita.

Ateities neapibeZtumas Zmogaus veikloje yra bene sunkiausia problema bet kurioje
socialireje teorijoje. Papra&sausias Sios problemos sprendimas (tiksliau vengimas ja
spresti) yra prielaida, jog Zmogus turi ggima tiksliai prognozuoti savo pasirinkimy
pasekmes ir toal tarp daugybs ateities scenarijy sugeba rasti labiausiai jam palanky.
Priklausomai nuo ateities scenarijy gali skirtis prekiy kiekiai ateityje. Siuos aplinkybiy
nulemiamus skirtumus laikydami skirtingomis peshis, galime tarti, jog prekiy gamyba
ir vartojimas ateityje pilnai numatomi dabar.

Taigi nagrirejamajame ekonomikos modelyje peekra tokia @rybe, kuri apib'ud-
inama savo fiziamis savybmis, savo vietos laiku ir ta pasaulio b'usena, kuriai esant
preke pristatoma vartotojui. Kitaip tariant, preke gali b'uti kontraktas, pagal kurj jsi-
pareigojama to kontrakto savininkui pristatyti sutarta preke sutartu laiku j sutarta vieta,
jei galios sutartos salygostpasaulio b usenos. Pavyzdziui, greka ,10 kiauSiniy
pristatymas nurodytu adresu 2012 metais geguts diena 10 valanda, jei tuo metu
Svietia sauk”. Tai — nuo ateities b usenos priklausas preles (angl. state-contingent
commodity) pavyzdys. Bl Siy priezagiy Arrow—Debreuekonomikos modelis yra vad-
inamas tarplaikiniu (angl. intertemporal), su tobulu ateities numatymu ir su pilna nuo
ateities b usenu priklausan prekiy rinka, Zinoma dabarties momentu.

Arrow—Debreuekonomikos modelyje greta kity prielaidy tariama, kad prekiy kieki-
ams galioja begalinio dalumo salyga ir nagjemas tik baigtinis prekiy kiekis. Abi
Sios prielaidos @ra esmias ir jy paprastai nereikia, nagéjant ekonomikos modelius
su begaliniu grybiy kiekiu ir naudojant sutingesnj matematikos aparata. Tiksliau
kalbant, vartojimo aib yra begalinio matavimo tiesrerdwe, o kainy sistemos priklau-
so tokios erdes jungtinei. Tokiy matematiniy modeliy pavyzdzius galima rasti Mass-
Colell (1975), Bewley (1972), Aliprantis ir Brown (1983) ir daugelyje kity darbu.
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Kitos teorijos.  Kitos prekiy kainos mechanizmo aiskinimo teorijos: klasgkinmark-
sistine gamybos kainy anafizLeontie®o®* jejimo—i&jimo analiz,von Neumanatiesinio
programavimo modelis.

Dinaminé pusiausvyra. Tarp XX|I amziaus matematikos problemu yra ir problemuy,
susijusiy su bendraja ekonomine pusiausvyra (Zr. 8 problema Smale (1998)). Kaip buvo
mineta,Cia aptariamas modelis yra statinis ta prasme, kad kainos nekinta laike.

1.4 problema. Praplesti bendrosios pusiausvyros matematinj modelj, leidZiant kainoms
keistis laike.

Tokia teorija tuety b uti suderinama su dabar egzistutifstatine bendrosios ekonomikos
pusiausvyros teorija. S. Smale nuomone, b'uty labai gerai, jei kainy kitimas priklausyty
nuo rinkos subjekty elgesio. Detaliau apie Sia problema ir jos matematinj formulavima
galima pasiskaityti Smale (1981).

1.5 skyrelis Kalbant apie ekonomikos teorijos ir realios tikesvatitikima, klausia-
ma, ar naudojamas formalus matematikos aparatas nesukuria papildomy reikalavimy
ekonomikos subjektu pazintiniams (kognityviniams) gjghams greta jo elgesio racionalu-
mo ir kity ank€iau mirety prielaidy. Jei taip, tai ar tie papildomi reikalavimai yra
realus? PavyzdziuGampbell(1978) klausia ar pasirinkimas i®gybiy ailes yra re-
alizuojamas apskéiuojamumo prasme (angl. computable), t. y. ar galima rasti tokia
pasirinkimo reikSres apskdiiavimo proced ura, kuriena per ilgai trunkanti ir lengvai
adaptuojama pasirodzius naujoms alternatyvoms?

ldomu tai, kad §j klausima galima susieti su matematikos pagrindais net keliomis
prasneémis. Viena, matematikos teiginiy konstruktyvumo prasme ir kita, aibiy teori-
jos aksiomy sistemos pasirinkimo prasme. Kalbant apie pirmajj atvejj, reeasim-
skatiuojamumu vadinamosioShurchio tezes kontekste (ZfRogers 1987, knygos $
1.7 skyrelj). Neformaliai kalbant, funkcijd: X — N bus vadinama rekursine, jei
egzistuoja tokidaruringo masina, kuri bet kuriem@e, y) € X x N, j klausima ,arf(z)
yra lygusy? “ atsako ,taip“ jeif (z) = y ir atsako ,ne" prieSingu atvejuturingo masi-
na yra idealizuotas skaitmeninis kompiuteris su neribota atmintimi, jk unyjantis tai, kas
vadinama efektyvia apskaavimo proced ura. Vadinamdjhurcho-Turingo tez (Zr.
Turing, 1950) teigia, kad'uringo masinos pagalba apskaiojamos funkcijos yra kaip
tik tos, kurias gali jveikti Zmogaus protas.

Tarkime, kadX yra alternatyvy aib, B yra X poaibiy klag ir C(B) € B yra
vienintelis ,geriausias” elementasiskiekvienamB € B. Tokiu atveju turime funkcija
C: B — C(B), B € B, kuria vadinsimeasirinkimo funkcija Be to, tarkime, kad a#és
X binarusis sarysis yra pilnas ir tranzityvus, t. y= yra ailes X racionali preferencija.

3%Wassily Leontief — Vasilijus Leontjevas (1906—1999), gimes Sankt Peterburge ekonomistas, Nobelio
premijos laureatas.
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Sakysime, kad pasirinkimo funkcija yra realizuojama jei egzistuoja tokia rekursen
funkcijaf: X — N, kad

e betkuriemse,y € X, x = y tada ir tik tada, kajf (z) > f(y);
e kiekvienamB € B, C(B) = {z € B: f(z) > f(y), Vy € B}.

Taip pat sakysime, kad pasirinkimo funkcifayra rekursiskai realizuojamgjei aibeje
B x X egzistuoja rekursimfunkcijay su reikSnemis

1 jeixz=C(B),
0 prieSingu atveju

(.2 = {

Jei pasirinkimo funkcij& yra realizuojama, tai su kiekviena duota aiBe= 5 galima
apskatiuoti pasirinkimaC'(B). Tuo tarpu, jeC yra rekursiSkai realizuojama, tai Zinome
pasirinkimusC'(B) su kiekviena aibeB € B. Lewis(1985) jroc, kad pasirinkimo
funkcijanérarekursisSkai realizuojama, jei alterantyvy aibei galioja tam tikros salygos.

Pastarajl.ewi rezultata galima vertinti, kaip jrodyma, kadrow—Debreuekonomikos
modelis reikalauja iS ekonomikos subjekty nerealiy &kaimo gelejimy, nesWal-
raso paklausos funkcija apibEiama (5.4) sarySiu Zemiau iS essryra ka tik apik#zta
pasirinkimo funkcija.

Antra vertus, pasirinkimo funkcijgra rekursiskai realizuojama, jei kdama matem-
atikoje priimta aibiy teorijoZermelo—Fraenké aksiomu sistema, kurios formulavimu
pradedamas 2.1 skyreli$ohmé&(2006) jrock §j fakta, iSrinkimo aksioma (2.8 aksioma)
pakeites keliomis naujomis aksiomomis.

Post—autizmas ekonomikoje Tai, kadCia aptariamos ekonomikos teorijos problemaos
svarbios ne tik akademiniam mokslui, rodo studentigjimlas prasidjes 2000 mety
birzelio menesj Pranc uzijoje. Interneto svetggngru@ ekonomikos studenty paskelb
peticija pries:

e realizmo tr ukuma ekonomikos mokyme;

e matematikos traktavima kaip ,tikslagitikslo“ ir jos ,neribota naudojima“ ekonomiko-
je, pavertusiais ja ,autistiniu mokslu“ pasimetusiu ,jsivaizduojamuose pasauliu-
ose";

e neoklasikires ekonomikos ir su ja susijusiy &t prievartinj dominavima univer-
sitetiniuose ekonomikos kursuose; ir

e dogmatinj ekonomikosé&btymo stiliy, nepaliekantj vietos kritiniam ir reflektyvi-
am mastymui.

Pranc'uzy studenty peticija agitavo uz:

e sasaja su empirine ir konkiia ekonomine realybe;
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e mokslo prioriteta prieS scientizma (angl. science over scientism);

e pliuralizma pozi uriy, prisitaikiusiy prie ekonomikos objekty jva@®ur svarbiau-
sius ekonomikos klausimus gaub&gnezinomybe; ir

e juy profesoriy inicijuojama reforma, siekiéia iSgelleti ekonomika nuo autizmo ir
socialinio neatsakingumo b usenos.

Sios peticijos sukelta kontroversija ne tik Prancuzijoje, bet ir likusiame pasaulyje atspin-
di Fullbrook (2003) surinktos apzvalgos ir interneto svetain
http://www.paecon.net
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2 Skyrius

Matematika |

Matematinis mastymas grindZiamas raéfifau skaityti ir vartoti kalba, mogjimu patiki-
mai ir sarySingai iSreiksti tiesas bei gerai apmastytagai] skatiavimo nulemtos tvarkos,
sarysio ir kilmes matymu.

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje pateikiama matemagnanalies sutelkta apzvalgaCia apsiriboja-
ma tik ta jos dalimi ir tokiu jos gilumo lygiu, kuris yra b utinas ir pakankamas suprasti
vadowelyje destomus bendrosios pusiausvyros matematinius pagrindus. Svarbiausias
Sios apZvalgos privalumas yra vieninga visy rezultagtygino forma, kuri daZniausi-
ai yra labai jvairi skirtinguose vadéliuose. Nejprastas universitetiniams matematikos
kursams yra tik 2.2 skyrelis apie daugiareikSmes funkcijas, vadinamas atitiktimis. Ki-
ta nejprasta matematikams anabkzalis yreBrouweilio ir Kakutanbd nejudamojo tasko
teoremos, kuriy detalus nagejimas atidedamas iki 4 skyriaus, pavadinto matematika
Il.

Pirmasis skyrelis apie aibes ir skais haudojamas 3 skyriuje, kuriamestoma in-
dividualaus pasirinkimo teorija. Renkamasi tarp alternatyvy, kurios matematiskai for-
muluojamas kaip abstrélos ailes elementai.

2.1 Aibes ir skaiCiai

Svarbiausi matematés analies objektai yra euklidies erdes ir funkcijos. Euklidie
ene yra is realiyjy skdiuy rinkiniy sudaryta aib, turinti jprasta tiesi@s ir metrires erd-
ves struktura, panasia j ta, kuria turime realiyju Gkaaibeje. Viena i$ svarbiausiy
tokios strukt uros savybiy yra ead/pilnumas, reiSkiantis, kad kiekviena Sios @slel-
ementy KoSi seka konverguoja. Tiesiausias pilnumo sasylmdymas yra Siame skyre-
lyje apraSoma realiyjy skéiy aibes konstrukcija, naudojantis racionaliyjy skaiKosi
sekomis.



2.1 Aibés ir skaiCiai 41

Pradedame nuo a#ls savokos tazl, kad visi matematikos objektai yra apéiiia-
mi naudojantis aibmis. Savo ruoztu, agbyra pirmire matematikos savoka irera
apibeziama naudojantis kitais matematikos objektais. efgapibeziama matematiko-
je iprastu b'udu naudojant aksiomas, t. y. iSvardijant objektus ju @agb Tai reiskia,
jog apibeziamos aibiy konstravimo taisyd remiantis papragusiomis aibmis, kuriy
egzistavimas yra postuluojamas.

Aibés ir ju konstravimas Neformaliai kalbant, aib yra rinkinys objekty, paprastai
turin€iy kuria nors bendra, juos jungi@a savybe. Savokos ,objektas®, ,rinkinys“ ir
,savybe" Cia vartojamos jprastine bendés kalbos prasme. Objektai, sudarantys aibe,
vadinamaiaibés elementais Toliau, kaip ir bet kurioje matematikos teorijoje, ag
elementai yra tik aibs. Matematikos taikymuose gali atsirasti ir kitokio tipoésikele-
menty.

Vienos aites buvimas kitos ads elementu yra pirmématematikos savoka, api-
breziama toliau aptariama aksiomy sistema.Xlgira aile, ox yra jos elementas, tai Sis
sarysis zymimasg, € X*. Zodziais $is sarysis idreiskiamas yra aites X elementas*
arba ,aike X turi elementac”. Jei x nera ailes X elementas, tai raSoma¢ X. Aibe
visiSkai apibezia jos elementai. Tiksliau Sia savybe formuluoja pirmoji aibiy teorijos
aksioma:

2.1 aksioma. Jei dvi ailes turi tuos péius elementus, tai jos yra lygios.

Sia aksioma nusakoma @b savyk vadinamaekstensija Remiantis ekstensijos
savybe, toliau aksiomomis apé#iamos aibs yra vienintads. Lygyle tarp aibiyz ir y
zymimaz = y.

Kita aksioma postuluoja td@fosiosw ailes egzistavima:

2.2 aksioma. Egzistuoja elementy neturinti abvadinamausciaja aiberr Zzymimao.

Tolesres aksiomos nurodo metodus, kuriais remiantis i$ jau turimy aibiy sudaromos
naujos ai@s. Pirmoji i$ jy vadinamporavimo aksioma

2.3 aksioma. Su bet kuriomis dviem a#émisz ir y, egzistuoja aib X := {z, y}, kurios
elementai yra tik tos dvi a#s.

Tuo atveju, kai poravimo aksiomoje @bz ir y yra lygios, gauname egzistavima
aibes, kurios vienintelis elementas yra bet kuri duotaatby. egzistuojaienine aibé
{z} := {z, x} (angl. singleton).

Del aibiy ekstensijos savels, bet kokia papildoma aés elementy strukt ura yra nes-
varbi apib udinant aibes. Pavyzdziui,&sHz,y} ir {y, 2z} yra lygios nepriklausomai
nuo jy elementy iSestymo tvarkos, ir Sia prasme bet kuri dviejy elementeg gitane-
sutvarkytoji pora
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TaCiau tenka naudotis du ir daugiau elementy ttiomis ailemis, kuriose vis élto
norime nurodyti aibs elementy tvarka. Tvarkos strukt uraptapibeziama tokiu b udu:
bet kuriy dviejy aibiyr ir y sutvarkytoji porayra aike

(z,y) == {{z}, {z, y}}. (2.1)

Tokio apibezimo motyvas yra svarbus, bet nesunkiai jrodomas faktas (2.1.1 pratimas):
bet kuriemse, y, u, v

(z,y) = (u,v) tadair tik tada, kaic = u ir y = v. (2.2)

Toliau, remdamiesi sutvarkytaja pora, agibiame sutvarkytajj trejeta, v, z) := ((z,y), 2).
Sia proced ura apibendriname a@#tstami bet kurio baigtinio ilgio sutvarkytajj rink-
inj (z1,...,z,), naudodamiesi matematine indukcija, kuri apibama toliau kartu su
nat uraliyjuy skdiy aibe.

Kita aibiy konstravimo aksioma vadinarjumgimo aksioma

2.4 aksioma. Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia a, Zymimal J X ir vadinamagung-
timi (angl. union), kurios vieninteliai elementai yra a# priklausatios kuriam norsX
elementui.

Kitaip kalbant, ailgs X jungties| J X elementag € |J X, jei x € y su kuriuo nors
y € X.

Tegulz ir X yra tokios dvi ailes, kad kiekvienas elementas yra iX elementas.
Tada sakysime, kad yra aikes X poaibis 0 X yra aikesx virSaibis. SarySiui tarp
poaibio ir virSaibio Zynati naudojamas simbolis; pavyzdZiui, Siuo atveju C X.

2.5 aksioma. Bet kuriai aibeiX egzistuoja tokia ai, vadinamdaipsnine aibe(angl.
power set) ir Zymim&P(X), kurios vieninteliai elementai yra vist{ poaibiai ir tu€ioji
aibe o.

Dar viena aibiy konstravimo aksioma aplirama naudojantis nurodyta aibiy savybe.
Aibiy savyle formuluojama teiginiu apie aibes ir priklausomumaeails, naudojant
logikos jungtukush (ir), V (arba),— (neigimas)= (iSplaukia),( ), | ] (skliaustai), taip
pat vadinamuosius kvantoriug:(kiekvienam) ird (egzistuoja). Tokie teiginiai matem-
atingje logikoje vadinami taisyklingai formuluojama formule.

2.6 aksioma. Bet kuriai aibeiX ir taisyklingai formuluojamai formule®(-), priklau-
sartiai nuo X elementy, egzistuoja absudaryta i$ tX elementyr, kuriems teisinga
formule ®(x), ir Si aibe Zymima

{reX: o)} (2.3)

Kadangi (2.3) aib yraX poaibis ir priklauso nu@®(-) savykes, toks aibiy apil@zi-
mo b udas vadinampsaibio aksiomy schem¥ietoje (2.3) kartais raSomgr: ®(z)},
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jei iS konteksto aiSku, kokios a#s X elementai yra asz. Neatsizvelgiant j §j apri-
bojima galima gauti objektu rinkinius, kurie sukelia prieStaravimy. PavyzdZiui, taip at-
sitinka bandant atsakyti | klausima ar pati ,@fz: = ¢ =} yrajos p&ios elementas.

Naudojantis mietomis aibiy konstravimo taisyédnis, apibeziamos kitos standart-
inés operacijos su aflis: dviejy aibiyz ir y sajunga

rUy = U{xvy};

aibiy z ir y skirtumas
z\y:={z€xz: 2 ¢y}
bet kurios ailes X sankirta

X = {yeUX: VYGX,[er]};

ir dviejy aibiyx ir y sankirta

TNy = ﬂ{.’E,y}

iry € Y. Remiantis (2.1) api@zimu,(z,y) € P(P(X UY)). Tada ail@
XxY :={2eP(P(XUY)): IxeXyeY|[z=(x,y)}

vadinamaDekarto sandaugaNaudojant indukcija, kiekvienam > 2 apibeZiama aibiy
X1,...,X, Dekarto sandauga

Xy X xX, = (Xyx--xXpo1) x X, (2.4)

= {(x1,...,zn): ;1€ X1,...,2p € Xp}.
Dekarto sandaugoX; x --- x X,, elementasc := (x1,...,z,) vadinamasrektori-
umi, 0 aikesz, ..., z, vadinamosr elementokoordinatémis Taigi sutvarkytoji pora

yra vektorius, turintis tik dvi koordinates. Prie Dekarto sandaugos grjSimeéedipiami
eukliding erdve 2.3 ir 2.4 skyreliuose.

Begalybés aksiomadinamai prielaidai formuluoti naudosime jau turimas aksiomas.
Kiekvienai aibeiz i§ pradZiy galime sukonstruoti vienine aibg}, po to porine aibe
{z,{x}}, kurios jungtis yra aib

S(a) =2 U {e} = | J{o {2},

vadinamaesiniu(angl. successor), t. y. aibes tesinys yra a#y kurios vieninteliai ele-
mentai yra visiz elementai ir pati aibz. Kaip matysime netrukus, Si @lmaudojama
apibezti nat uraliesiems sk&ms

0:=o, 1:=5(0)=1{0}, 2:=58(1)=1{0,1}, .... (2.5)

Aibes, kurios elementai yra visos Sios@sbegzistavima garantuoja begaglaksioma:
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2.7 aksioma. Egzistuoja aib, vadinamandukcine,kuriai priklauso tusioji aibée & ir
kiekvieno jos elemente tesinysS(x).

Tegul X ir Y yra aites. Funkcijai$ X | Y vadinamas toks Dekarto sandaugos
poaibisf C X x Y, kad kiekvienamr € X, (z,y) € f su ne daugiau kaip vienu
elementuw € Y. Paprastai vienintelis toks elemengagadinamas funkcijog reikSme
ir zymimasf (z). Daugiau apie funkcijas kalbama kitame skyrelyje.

Paskutie Sio saraSo aksioma, vadinamiakimo aksiomateigia egzistuojant spe-
cialaus tipo funkcijai:

2.8 aksioma. Bet kuriai aibeiX, neturirtiai tu¥ios ailes kaip elemento, egzistuoja
tokia funkcijaf i5 X | | X, kad f(z) € x kiekvienamz € X.

Kitaip kalbant, tuedami bet kurj netu@ujy aibiy rinkinj (aibe X), mes galime
iSrinkti po viena elementa i$ kiekvienos a# Taip formuluojama rinkimo aksioma
atrodo akivaizdi. Bet ja naudojantis galima jrodyti tokj fakta. Vienetinio spindulio rutulj
galima padalyti | penkias dalis taip, kad sujunge dvi i$ ty daliy gauname viena vienetinio
spindulio rutulj, o sujunge kitas tris dalis gauname kita vienetinio spindulio rutulj. Jei tai
b uty galima atliktkonstruktyviwb udu, tai visos m usy ekonomikos problemos senai b uty
iSsprestos ir neberedky Sio vadoelio. Deja, vadoglis reikalingas, nes matas rutulio
dalijimas j penkis gabalus yra galimas tik naudojantis nekonstruktyvia rinkimo aksioma;
pats egzistavimo faktas dar nenurodo b udo, kaip konstruoti tokia funkcija.

Cia iScestytas aibiy aksiomy sarasas vadinamas Cerfatienkelid aksiomy sis-
tema. Si sistema yra labiausiai paplitusi, nors yra ir kity aibes apigciy aksiomy
sistemu.

Nat uralieji skaiciai Nat uralieji skdiiai matematikoje apil@ziami arba juos konstruo-
jant, arba aksiomiskai. Nedami iliustruoti ankstesnj teiginj, kad visi matematikos ob-
jektai apibeZiami naudojantis tik a#dmis, pasirinkome pirmajj b uda apiti ska€i-
ams, juos konstruojant i$ aibiy. Prisimine indulasnailes apibezima begalyes ak-
sioma 2.7, turime tokj skéiaus apibezima.

2.9 apibrezimas. Nat uraliuoju skaiCiumi vadinama aibe, priklausanti kiekvienai in-
dukcinei aibei.

Kadangi tusioji aibé @ priklauso kiekvienai indukcinei aibei, tai kiekvienai in-
dukcinei aibei priklauso ir visos (2.5) iSnaSoje iSvardytogsaiblo@l| pagal apibezima
kiekviena i$ (2.5) aibiy yra nat uralusis skas. Visos jos sudaro nauja aibe, vadinama
nat uraliyjy skaiciy aibe

2.10 teorema.Egzistuoja aibe, Zymints, kurios elementai yra tik nat uralieji skaiciai.

1Ernst Zermelo — Ernstas Cermelas (1871-1953), wikimatematikas.
2pdolf Abraham Halevi Fraenkel — Adolfas Frenkelis (1891-1965), \iikidilmes Izraelio matem-
atikas.
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[rodymas. Tegul X yra indukcire aile; begalyles aksiomos @ka ji egzistuoja. Remi-
antis poaibio aksiomy schema, egzistuojaaib

N :={z € X: z priklauso kiekvienai kitai indukcinei aibgi

Tai jrodo teorema, kadangi € N tada ir tik tada, kair priklauso kiekvienai indukcinei
aibei. O

Nesunku patikrinti, kadN yra indukcire aike. Tockl jai priklauso visos (2.5) aés,
t.y.0, 1, 2,... yra naturalieji skaiai. Kity elementyN aibe neturi pagal apit@Zima.
Kartais nat uraliaisiais vadinami tik skaii 1, 2, . . . . Tai yra tik susitarimo reikalas; mes
toliau Sia aibe ZyrasimeN, := N\ {0} ={1,2,...}.

Tai, kadN yra indukcire aike naudojama pagrindziant labai svarby matematikoje
principa:

2.11 Indukcijos principas. JeiA C N, 0 € Air S(n) € A kiekvienamm € A, tai
A=N.

IS Sio indukcijos principo gauname tokia daZznai naudojama jo versija: fegua
nat uraliyjy sk&iy savyle; jei0 turi P ir jei S(n) turi P kiekvienamn € N, kuris turi
P, tai P galioja visiems nat uraliesiems skams.

Nat uraliyjy skd&iy aikeje sumos ir daugybos operacijos apibiamos, naudojant
indukcija, atitinkamai, taip: visiems, n € N,

k+0:=Fk ir k+S(n):=Sk+n); (2.6)

k-0:=0 ir k-S(n):=k+k-n. (2.7)

Velgi remiantis indukcija, nesunkiai patikrinama, jog Sios operacijos turi jprastines ko-
mutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo savybes.

M usu pasirinkta nat uraliyjy skigi konstrukcija (2.5) leidzia nat uraliai jvesti tvarka
aibejeN. Visiemsk, n € N, sakysime, kad: yramazesnis uz, t. y.

k <mn, jet k € n. (2.8)

Nesunku patikrinti (2.1.4 pratimas), kad sarySigarp nat uraliyjy skéiy yra tranzi-
tyvus, t. y. bet kuriemg&, n,m € N, jei k < nir n < m, tai k < m. TaCiau vadinamoji
trichotomijos savyb patikrinama ne visai tiesiogiai. P&gime nuo pagalbinio teiginio.

2.12lema. (a) Betkuriems:,n € N, k € n tada ir tik tada, kaiS(k) € S(n);
(b) Nera nat uraliyjy skaiCiy, kurie b uty patys savo elementais.

[rodymas. [rodydami(a) tarkime, kadk,n € N. IS pradziy tequlS(k) € S(n). Pagal
S(n) apibzima turime arba (k) € n, arbaS(k) = n. Abiem atvejaisk € n. Sio
teiginio jrodymui prieSinga kryptimi, naudodamiesi indukcija parodysime, kagl aib

A:={neN: (Vken)S(k) € S(n)}
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sutampa su Vvisa. IS tikryjy,0 = @ € A, nesg € N pagalN apibezima, ir aibeA
apibreZianti savyk galioja tusiajai aibei, nes ji neturi elementy. Tarkime, kad: A.
Reikia jrodyti, kad jeik € S(n), tai S(k) € S(S(n)). Tegulk € S(n). Tada pagal
S(n) apibezima arbak = n, arbak € n. Pirmu atvejuS(k) = S(n) € S(S(n)).
Antru atveju, kadangh € A, tai S(k) € S(n) C S(S(n)). Taigi abiem atvejais
S(k) € S(S(n)). Remiantis indukcijos principul = N, ir tuo p&iu teiginys (a)
jrodytas.

[rodant(b) tequl A := {n € N: n & n}. Visy pirma,0 € A, kadangi tusioji aibe
elementy neturi. Jei ¢ n, tai S(n) ¢ S(n) pagal ka tik jrodyta teigin{a). Taigi A yra
indukcire aike, ir tocel sutampa siy. O

Dabar galime jrodyti nat uraliyjy skai trichotomijossavybe:

2.13 teorema.Bet kuriemsgt, n € N, galioja tik viena iS trijy alternatyvyarba k < n,
arbak = n, arban < k.

[rodymas. Pirmiausia jrodysime, kad visos trys alternatyvos yra nesuderinamos. Jei
k € nir k =n, taik € k, kas yra nejmanomaetta 2.12b) lemos. Jek € nirn € k,

tai pagal tranzityvuma gauname ta patj prieStaraving k. Taigi pakanka jrodyti, kad
galioja bent viena i$ trijy alternatyvy. Tam parodysime, kaé aib

A:={neN: (VkeN)[ken arbak =n arban € k|}

sutampa sW. Kiekvienamk € N pagal indukcija turime arb&d = k, arba0 € k. Todel
0 € A. Teguln € Air k € N. Jeik € n arbak = n, taik € S(n). Jein € k, tai deka
2.12a) lemosS(n) € S(k), ir todel arbaS(n) € k, arbaS(n) = k. Taigi S(n) € A, ir
A = N pagal indukcija. O O

Kita daznai reikalinga nat uraliyjy skaj tvarka apibeZiama taip: visiems, n € N,
sakysime, kad yrane didesnis uz, t. y.

k <n, jei arba ken, arba k=n.
2.14 teorema.Bet kuriemse, m, k € N, galioja
men tadairtiktada,kai m+ken+k. (2.9)
Jei be tok # 0, tai
men tadairtiktada, kai m-k € n-k. (2.10)
[rodymas. Teiginiy (2.9) ir (2.10) jrodymai panas us. &godysime tik antrajj teigini,
0 pirmajj paliekame kaip pratima skaitytojui. Taigi tegukt 0 ir m € n. Parodysime,

kad aike
A:={ieN: m-S(i) €nS(i)}
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sutampa su visB. Kadangi kiekvienam nat uraliam skiai k& # 0 egzistuoja toks € N,
kadk = S(i) (2.1.3 pratimas), tai bus jrodyta (2.10) teiginio implikacija}. Pirma,
0 € A, nesm-S(0) = m ir n-S(0) = n atsizvelgiant j (2.7). Tarkime, kafle A. Du
kartus remdamiesi (2.7) ir (2.9), gauname

m-S(S(j)) =m-S(j) + m € n-S(j) + m € n-S(j) + n =n-S(S(j)).

Taigi S(j) € A. Remiantis indukcijad = N, kas jrodo (2.10) teiginios>" implikacija.
(2.10) teiginio prieSingos implikacijos jrodymui remssitrichotomijos savybe ir
jau jrodyta .= implikacija. Tegulm-k € n-k. Tadam = n néra galima, nes tada b uty
m-k = n-k. Taip patn € m nera galima, nes tadak € m-k. Todel m € n; tai ir
reikejo jrodyti. O

Kitas teiginys vadinamas nat uraliyjy skaiaibesArchimedo savybe
2.15 teorema.Bet kuriems:, m € N, egzistuoja tok& € N, kadn < mk.

[rodymas. Nesunku rasti norimé& € N, kai arban € m, arban = m. Tarkime, kad
teiginys rera teisingas, kah € n. Tada remiantis trichotomijos savybe egzistuoja tokie
n,m € N, kadm € n ir mk < n kiekvienamk € N. Naudojantis tuo, kad < m,
galioja (2.10) ir tranzityvumu, turimé < n kiekvienamk € N. TaCiau atveju, kai
k = S(n) € N, turime arbaS(n) = n, arbaS(n) € n € S(n). Tesinio apibezimo ir
2.12b) lemos eka abiem atvejais gauname prieStara, kuri jrodo teorema. O

Rekursija aibejeN Tarkime, kadX yra aite ir f yra funkcija iSN | X. Kaip nusakyti
tokios funkcijos reikSmes? Jei Zinome reikSyfi@) ir tokia funkcija F' i5 X | X, kad
f(n+1) = F(f(n)) kiekvienamn € N, tai nuosekliai gauname reikSmes

f0), (1) =F(f0), f(2)=F(Q1), ... irtt

TaCiau nezinant, jog funkcijgd egzistuoja, tai ar galima jrodyti jos egzistavima zinant
pradine reikSmegf(0), o kitoms jos reikSrams galioja funkcijog' nusakoma nuosekli
taisykle, vadinama rekursija. Toks teiginys vadinannalsursijos teoremanat uraliyjy
skatiy aibeiN:

2.16 teorema. Tarkime, kadX yra aibé,x € X ir F yra funkcija iSX | X. Egzistuoja
vienintele tokia funkcijaf iS N | X, kad (a) f(0) = zir (b) f(n+ 1) = F(f(n))
kiekvienam € N.

[rodymas. Siame jrodyme sakysime, kad funkcijayragalima, jei jos apibezimo sritis
A(u) C N, kitimo sritisR(u) C X (arbau C N x X) ir galioja kitos dvi savybs:

() jei0 € A(u), taiu(0) = x;
(i) jei S(n) € A(u) (Cian € N), tain € A(u) ir u(S(n)) = F(u(n)).
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Tegul F yra galimy funkcijy ail, ir tequlf := |J F. Pagal apibeZima galioja

(n,y) € f  tadairtik tada, ka{n, y) priklauso kuriai nors galimai
tada ir tik tada, kai.(n) = y su kuria nors galima. (2.11)

[rodysime, kad funkcijajf galioja teoremos tvirtinimas. Tai padarysime jrodyma padal-
ine keturiais Zingsniais{1) f yra funkcija,(2) f yra galima,(3) jos apibEezimo sritis
A(f) =Nir (4) f yra vienintek.

1. Parodysime, kad yra funkcija. Pagal apilgZzimaf Cc N x X. Tegul

A:={n€eN: (n,y) € f galiojane daugiau, kaip su vienu}.

Reikia jrodyti, kadA = N. Remiantis indukcijos principu pakanka parodyti, khgra
indukcire aite. Tegul(0,y1) € fir (0,y2) € f. Déeka (2.11), egzistuoja dvi galimos
funkcijosuy ir ug su reikSneémisu; (0) = y1 ir uz(0) = yo. TeCiau remiantigi) savybe
y1 = x = o, irtodel 0 € A.

Tarkime, kadn € A; parodysime, kad(n) =n + 1 € A. Tam tikslui tarkime, kad
(S(n),y1) € fir (S(n),y2) € f. Dar karta @&ka (2.11), egzistuoja tokios dvi galimos
funkcijosu; ir ug, kuriy reikSneswu(S(n)) = y1 ir u2(S(n)) = y2. TaCiau remiantis
(ii) savybe, galioja

yr=ui(S(n)) = Fui(n)) ir yz=us(S(n)) = F(uz(n)).

Be to,u;1(n) = ug(n) kadangi pagal prielaida € A. Todel y; = yo, t. y. S(n) € A.
Remiantis indukcijos principd = N, ir todel f yra funkcija.

2. Parodysime, kad funkcijd C N x X yra galima. Tam pakanka patikrinti savybes
() ir (it). Atsizvelgiant j(i) tegul0 € A(f). Pagalf apib®zima privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(0) = f(0). Kadangiu(0) = x, tai f(0) =

Atsizvelgiant j(i7) tegul S(n) € A(f). Vel pagalf apibZima privalo egzistuoti
tokia galima funkcijau, kadu(S(n)) = f(S(n)). Kadangiu yra galima,n € A(u)
(taigiu(n) = f(n))ir

f(8(n)) = u(S(n)) = F(u(n)) = F(f(n)).

Gavome, kadii) savyke galioja funkcijaif, ir todel ji yra galima funkcija.

3. Lygybe A(f) = N bus jrodyta, jei parodysime, kad(f) yra indukcire aite.
Funkcija{(0,z)} yra galima, ir to@l 0 € A(f). Tarkime, kadh € A(f); parodysime,
kadS(n) € A(f). TegulS(n) & A(f)ir

u=fU{(S(n),F(f(n))}

Tadau yra funkcija, A(u) C Nir R(u) C X. Parodysime, kad yra galima, t. y. jai
galioja (z) ir (i7) savykes. Kadangt.(0) = f(0) = x, galioja(i). TegulS(k) € A(u)
su kuriuo norsk € N. JeiS(k) # S(n), tai S(k) € A(f) ir u(S(k)) = f(S(k)) =
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F(f(k)) = F(u(k)). JeiS(k) = S(n), tai k = n remiantis nat uraliyjy skai tri-
chotomija ir 2.12a) lema. Pagal prielaida € A(f). Gauname, kad

ir todel galioja (ii) savyke. Vadinasiu yra galima funkcija. Atsizvelgiant j jos api-
brezimau C fir S(n) € A(f). Si priestara rodo, kad prielaid®n) ¢ A(f) negalima.
Todel S(n) € A(f) ir A(f) yra indukcire aite, taigi.A(f) = N.

4. Liko jrodyti, kad f yra vienintek. Tarkime, kadf; ir f5 yra dvi tokios funkcijos,
kurioms galioja teoremos iSvada ir

A= {n€eN: fi(n) = fa(n)}.

Pakanka, jrodyti, kadl yra indukcire ailke. Tai paliekama atlikti skaitytojui, kaip 2.1.5
pratimas. O

Binarieji sarySiai Realiesiems skéiams apibezti naudosiras matematikoje daznai
taikomu naujy aibiy formavimo b udu, kuris remiasi vadinamosiomis ekvivalentumo
klasemis. Tai reiSkia, kad aépadalijama | nesikertéras klases, kurios tampa nau-
jos aikes elementais. Sia matemating konstrukcija a@gilar specialios r'usies binarieji
sarySiai, kuriuos taip pat naudosime katlami apie alternatyvy pasirinktj ekonomikoje.
Tegul X yra aile, 0 X x X yra Dekarto sandauga. A#8 X binariuoju sarySiwadi-
namas bet kuris poaibi® C X x X. Binariajam sarySiui apil@Zti naudojamas Zyeiji-
masz Ry, reiSkiantis, kadx, y) € R. PavyzdZiui, atvejuX = N sarySiu (2.8) apit&Zta
tvarka taip pat yra nat uraliyjy skaj aikes binarusis sarysis, ap#datas poaibiu

<= {(k,n) eNxN: k<n} CNxN.
2.17 apibrezimas. Sakoma, kad a#s X binarusis sarysis yra

(a) trichotomija, jei bet kuriemse, y € X galiojatik vienais trijy alternatyvy: arba
(z,y) € R, arba(y, z) € R, arbax = y;

(b) pilnas, jei bet kuriemse,y € X yra arba(z,y) € R, arba(y,x) € R (arbair
vienas, ir kitas);

(c) tranzityvus,jei bet kuriemsz,y,z € X, iSto, kad(z,y) € Rir (y,2) € R
iSplaukia(z, z) € R;

(d) simetriSkasjei bet kuriemse,y € X, (z,y) € R tadair tik tada, ka{y, z) € R;
(e) antisimetriSkasjei visiemsz,y € X, iS(x,y) € Rir (y,z) € R iSplaukiar = y;

(f) refleksyvugei (z,x) € R kiekvienamz € X.
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Pilnumo savybje atvejur = y gauname iSvada, kad sary$is ) € R galioja
visiemsz € X, t.y. pilnasis sarySis yra ir refleksyvus. Jei@bX binarusis sarySis
R yra pilnas ir antisimetriSkas, tai bet kuriemsy € X galioja bent vienais trijy
alternatyvy: arbdz,y) € R, arba(y,x) € R, arbaxr = y. Verta palyginti pastaraja
savybe su trichotomija.

Aibés X binarusis sarySig vadinamadiesiniu tvarkiniy jei R yra tranzityvus ir
turi trichotomijos savybe. Tokiu b udu nat uraliyjy kaaibesN binarusis sarySis
yra tiesinis tvarkinys. Tuo tarpu nat uraliyjy skaiaibes N binarusis sarysis< yra
tranzityvus, pilnas ir antisimetriSkas. Tokj bet kuriosé&slbinarujj sarysj vadinsime
tiesiniu pustvarkinig.

Toliau daznai bus kalbama apie aibe ir binarujj sarySj joje. P&raR), kuria sudaro
aibe X ir Sios aites binarusis sarySiB, vadinamastrukt ura Taigi, (N, <) yra tiesires
tvarkos strukt ura, @, <) yra tiesinio pustvarkinio strukt ura.

Nagrirekime kita pavyzdi, ir tarkime, kad yra bet kuri aile, o f: X — Nyra
funkcija. Bet kuriems:, y € X tegul

T=ry tadair tik tada, kai  f(z) > f(y).

Tada ailes X binarusis sarysis ; yra tranzityvus ir pilnas. Jei kiekvienai poraiy € X
i$ to, kadf(z) = f(y) turimexz = y, tai (X, =¢) yra tiesinio pustvarkinio strukt ura.
Tokia savybe turinti funkcija vadinamiajekcija. Prie Sio ir kity panaSiy pavyzdziy
griSime kalledami apie alternatyvy pasirinkima 3 skyriuje.

Dabar galime pereiti prie m@to ekvivalentumo sarysio.

2.18 apibreZimas. Aibés X binarusis sarySi® vadinamaskvivalentumo sarysiyei
jis yra refleksyvus, simetrinis ir tranzityvus. Tada bet kuriam X aibe

[z]r:={y € X: (2,9) € R}
vadinamaekvivalentumo klase.
2.19 teiginys. Jei R yra X aibées ekvivalentumo sarysis, tai
(a) kiekviename € X ekvivalentumo klasg]r yra netusciasX poaibis
(b) kiekvienasX elementas yra ir kurios nors ekvivalentumo klasés elemgentas

(c) bet kuriemse,y € X ekvivalentumo klas€s|r ir [y|r arba nesikerta, arba yra
lygios.

[rodymas. (a) ir (b) galioja tockl, kad kiekvienamr € X busz € [z|r remiantis
binariojo sarysio refleksyvumu i) C X remiantis apibgZimu. [rodant(c) tegul
z,y € X ir x # y. Pakanka jrodyti, kaflc] r = [y]r jei [z]r N [y]r = @. |3 tikro, tegul

3Apskritai Siuo atveju ara visiems priimtinos terminologijos, ir ji gali skirtis skirtingose knygose.



2.1 Aibés ir skaiCiai 51

z € [z]rN[y]r. Tada(z, z) € Rir (y, z) € R. Taigi (z,y) € Rir (y,x) € R remiantis
binariojo sarySio simetriSkumu ir tranzityvumu. Taigi jei€ [x]g, tai (x,u) € R, ir
todel (y,u) € R remiantis tranzityvumu, t. yu € [y]g. SimetriSkas argumentas rodo,
kad[y|r C [z]g, O tai jrodo norima lygybér|r = [y] . O

2.19 teiginio prasme ekvivalentumo kéas[z|r, © € X, suskaido visaX aibe
i netufius ir nesikertaéius X poaibius. Toél ekvivalentumo klasiy a®d[X]p :=
{[z]r: = € X} vadinamdaktoraibebinariojo sarysiaR atzvilgiu.

Sveikieji skaiCiai Tolesnj skatiy konstravima tesime greta nat uraliojo &kais (taip
pat vadinamo neneigiamuoju sveikuoju skaini) apibezdami neigiamuosius sveikuo-
sius skatius. ApibeZzima apsprendzia tokia sawgib

-1=0-1=1-2=2-3=---.

Taigi kiekvienas neigiamas sveikasis shas iSreiSkiamas tam tikromis dviejy teigiamuyjy
sveikyjuy skatiy poromis. Tuo ir remsiis apibezdami sveikuosius skaus. Kadangi
atimties operacijos dar neturime, tai remesuo, kadk — n = p — ¢ tada ir tik tada,
kaik +q=n+p.

Remdamiesi Siais samprotavimais, Dekarto sandau§joje- N x N apibezkime
binaryjj sarySi~ C X x X, sakydami, kadk,n) ~ (p, q) tada ir tik tada, kak + ¢ =
n+ p betkuriemgk, n), (p, q¢) € N x N. Nesunku patikrinti (2.1.6 pratimas), kadyra
ekvivalentumo binarusis sarySis ajpN x N.

2.20 apibreZimas. Faktorail® [N x N]., vadinamasveikyjy skaiCiibe ir Zymimaz.

Sveikuyjy skatiy aibeje Z apibesSime sumos ir daugybos operacijas, remdamiesi jau
apibeztomis atitinkamomis operacijomis nat uraliyjy kaaibeje (zr. (2.6) ir (2.7)).
Jeia = [(k,n)]~ € Zirb:=[(p,q)]~ € Z, tai

a+b:=[k+pn+q)l. €,

a-b:=[(kp+n-qkq+np). €L

Nesunku patikrinti (2.1.7 pratimas), kad toks operacijy agilmas yra korektiSkas. Be
to, abi operacijosZ aibeje turi jprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvu-
mo savybes, o0 jy jrodymas remiasi analogiSkomis nat uraliyjgigksavykemis. Tegul
0z := [(0,0)]~, 0 € N. Tada kiekvienamu € Z busa + 0; = a ir egzistuos toks
vienintelisb € Z, kada + b = 0. Toksb vadinamas (adiciniu) atvirkstiniu skaili a ir
zymimas—a. Atvirkstinis skatius leidZia apibezti atimties operacijgi—a := b+(—a)
bet kuriemsu, b € Z.

Tvarka sveikyju skd@iy aibejeZ apibeziama remiantis (2.8) tvarka nat uraliyjy skai
aibeje. Bet kuriems: := [(k,n)]~ € Zir b := [(p, ¢)]~ € Z, sakysime, kad maZziau
uzb, arba

a<b, jei k+qgep+n. (2.12)
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Nesunku patikrinti (2.1.8 pratimas), kad toks binariojo sarysSi@jeit apibezimas yra
korektiSkas. Taip pat remiantis analogiSkomis nat uraliyjiekaavylemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt ufd@, <) yra tiesire tvarka, t. y. binarusis sarySisturi tranzi-
tyvumo ir trichotomijos savybes.

Nors nat uraliyjy skéiy aibe N neraZ poaibis, t&iau tarpZ poaibiy yra ailes N
kopijaN := {[(n,0)]~: n € N}, turinti tas pdias naturaliyjy sk&iy aibes savybes.
Tiksliau kalbant, reiksms(n) := [(n,0)]~ € N apib®Zia funkcijal: N — N, Kkuri
yra injekcija, iSsauganti sumos, daugybos ir tvarkos operacijas. Bet kuri tokia funkcija
vadinamaizomorfizmu Be to, bet kuriemgk,n) € N x N bus|[(k,n)]~ = I(k) —
I(n). AibeN ir jos kopijaN toliau yra sutapatinamos. Tadayra aite {0, +1, +2, ... }.
Sveikyjy skatiy be nulio aibe ZyrasimeZ := 7\ {0} = {+1,£2,...}.

Racionalieji skaiCiai Sveikuosius sk&ius konstravome apibedami lygtiesi+z = 0

sprendinjz, kain € N. AnalogiSkai konstruosime racionaliuosius skas kaip lygties
z-x = 1 sprendinjz, kai z € Z. Binarujj sarysj tarp sveikyjy sk&i apibesime
remdamiesi faktu, kad trupmenagb = ¢/d tada ir tik tada, kad = bc bet kuriems
a,b,c,d € Z,jeib # 0ir d # 0. Dekarto sandaugoj& := Z x Z.. apibezkime bina-
rujj sarySi~ C X x X, sakydami, kada,b) ~ (c,d) tada ir tik tada, kaiad = be bet
kuriems(a, b), (c,d) € X. Nesunku patikrinti (2.1.9 pratimas), kadyra ekvivalentu-
mo binarusis sarySis a&e7Z x 7.

2.21 apibrezimas. Faktoraile [Z x Z, ] .. vadinamaacionaliyjy skaiciyaibe ir Zymima
Q.

Racionaliyjy skaiiy ailkeje Q apibeSime sumos ir daugybos operacijas. dei
[(a,b)]~ € Qirr:=[(c,d)]~ € Q, tai

g+ :=[(ad + cb,bd)]~ € Q,

q-r:=|[(ac,bd)]~ € Q.

Nesunku patikrinti (2.1.10 pratimas), kad toks operacijy adilnas yra korektiSkas. Be
to, abi operacijo$) aibeje turi jprastas komutatyvumo, asociatyvumo ir distributyvumo
savybes, o jy jrodymas remiasi analogiskomis sveikyjucikaiavytemis. Tegubg :=
[(0,1)]~. Tada kiekvienam € Qbusr + 0g = r ir egzistuos toks vienintelis € Q,
kadr 4+ s = 0g. Tokss vadinamas (adiciniu) atvirkstiniu skGii ~ ir Zymimas—r-.
Be to, nesunku patikrinti, kad-[(a,b)]~ = [(—a,b)]~. Tegully := [(1,1)].. Tada
kiekvienamr € Q4 := Q \ {0} busr - 15 = r ir egzistuos vienintelis € Q, kad
r-s = lg. Tokss vadinamas (multiplikaciniu) atvirkstiniu skadi » ir Zymimasr—1.
Be to, nesunku patikrinti, kada, b)] <! = [(b, a)]~. Bet kuriam nelygiam nuliui € Q
ir bet kuriams € Q apibesime dalybos operacijgr := s-r~!.

Tvarka racionaliyjy sk&iy aibeje Q apibeziama remiantis tvarka sveikyjy si&j
aibeje ir tokiais pastetjimais. Jei, b,c,d € Z,b > 0ird > 0, taia/b < c¢/d tada ir tik
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tada, kaind < cb. Kadangi[(a, b)]~. = [(—a, —b)]~, tai kiekvienas racionalusis skais
iSreiSkiamas sveikyjy skiiy pora, kurioje antrasis skais yra teigiamas. Tokiu b udu,
bet kuriems; := [(a,b)]~ € Q, 7 := [(¢,d)]~ € Q, b > 0ir d > 0, sakysime, kag yra
maziau uz-, arba

g<r, jei ad< cbh. (2.13)

Nesunku patikrinti (2.1.11 pratimas), kad toks binariojo sarysiejai apibezimas yra
korektiSkas. Taip pat, remiantis analogiSkomis sveikyjyGlaavylemis, nesunkiai
patikrinama, kad strukt uf@, <) yra tiesire tvarka, t. y. binarusis sarysis aibeje Q
turi tranzityvumo ir trichotomijos savybes.

Sakysime, kad; € Q yrateigiamas jei 0g < ¢. Remiantis racionaliyjy skéiy
trichotomija, galioja lygiai viena i$ alternatyvu:

g yrateigiamas, ¢ =0, —q yra teigiamas
Racionaliojo skadiiausq € Q moduliu(arba absoliGiuoju didumu) vadinamas skaiis

gl=1 ¢ jei —q yra teigiamas,
0= g, priesingu atveju

Toliau iSvardyty modulio savybiu jrodymas si ulomas kaip pratimas skaitytojui.
2.22 teiginys. Bet kuriemsy, s € Q galioja

(a

lg| > 0 (neneigiamumas);

)
(b) |q| = 0tada ir tik tada, kaig = 0 (teigiamas apil#Ztumas);
(¢) lg-p| = |g|-|p| (multiplikatyvumas);
(d) |g+p| < lq| + |p| (subadityvumas)

Kaip ir nat uraliyjy sk&iuy atveju, sveikyju sk&iy aibe Z neraQ poaibis, t&iau tarp
Q poaibiy yraz aibes kopija{l(a) := [(a,1)]~: a € Z}, turinti tas p&ias sveikyjuy
skatiy aikes savybes ir izomorfiSka. Bet kuriemsa € Z ir b € Z, bus|(a,b)]. =
I(a)/I(b). AibeZ ir jos kopija toliau yra tapatinamos. Tai@iyra aite {a/b: (a,b) €
Z X7y}

Realieji skaiCiai Racionaliyjy skaiiy seka yra funkcijaN > n — ¢, € Q, kuria
zymesime
(Qn) = (Qn)neN = (QOa q1,92, - - - )

Racionaliyjy skaiiy seka(q, ) vadinamakosi* seka jei bet kuriam teigiamam ¢ Q,
egzistuoja toksV = N(w) € N, kad visiemsi,m > N, |g, — ¢m| < w.

4Augustin Louis Cauchy — Augustinas Kosi (1789-1857), pranc uzy matematikas.
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Tegul(qy,,) yra racionaliyjy skdiy seka. Sakysime, kad,,) konverguojajei egzis-
tuoja toksq € Q, jog bet kuriam teigiamam € Q, galima rasti tokiN = N(w) € N,
kad visiemsn > N |¢, — ¢| < w. SimboliSkai sekoggq,) konvergavimo jq fakta
zymesimeg,, — ¢. Naudojantis modulio subadityvumu, galima jrodyti, kad kiekviena
konverguojanti racionaliyjy skéiiy seka yra KoSi seka. Tau atvirkEiai — neb utinai.
Racionaliyjy skdiiy aikeje gali ir neegzistuoti elemento,  kurj konverguoja Kosi seka.
TaCiau visas KoSi sekas galima suskirstyti | nesikettas klases taip, kad vienos kées
elementai b uty artimi ir ta prasme ekvivalent us. Tokioje klasejeajra racionaliyjuy
skatiy aibe atitinkantis poaibis ir kiekviena tos klasiy@stelementy KoSi seka konver-
guoja. Toliau apraSoma Kosi sekuy ekvivalentumo klasi@ ails realiyjy sk&iy aibe, o
jos konstrukcija vadinama racionaliyjy sk aibespapildymuarba KoSi konstrukcija.
TegulC yravisy racionaliyjy sk&iy Kosi seky aib. Sioje ailéje apibesime binaruyjj
sarysj R sakydami, kad bet kurios dvi sekds,) ir (p,,) iS C yra ekvivale®gios, jei
gn — pn — 0. Taip apib&Ztas binarusis sarysis aje C' yra ekvivalentumo sarysis
(jrodyti).

2.23 apibrezimas. Faktoraile [C] r vadinamarealiyjy skai€iyaibe ir ZymimaRr.

Taigi realusis skd&ius yra ekvivalentumo kl&g(q¢, )|z, kuria sudaro tarpusavyje ar-
timos racionaliyjy skd&iy KoSi sekos. Jej yra racionalusis skéius, tai ekvivalentumo
klase, kuriai priklauso racionaliyjy skéiy seka(q, q,q,...) = (q), tapatinama su,
ir tokiu b'udu realiyjy skaiy aibeje R apibeziamas poaibis izomorfiSkas racionaliyjuy
skatiy aibei ir taip pat Zymima®.

ApibreSime aritmetines operacijas realiyjy $hanibeje. Bet kuriems = [(¢,)|r €
Rir s = [(pn)]r € R tegul

t+s:=[(gn+pa)lr ir ts:=[(qgnpn)lr- (2.14)

Sis sumos ir daugybos operacijy a@ibimas yra korektiskas (2.1.13 pratimas). Taip
pat korektiSkos yra skirtumo ir dalybos operacijos, agimnt jas, kaip ir racionaliyjy
skatiy atveju, naudojant adicinj atvirkstirjt := [(—g¢, )| r Ir multiplikacinj atvirkstinj

t=h = (g, ")]r (kait # 0).
Toliau jvedamai tvarkai realiyjy sk&i) aikeje pagristi patogu pradi nuo tokio fak-
to:

2.24 lema.Jei(qy,) € C'ir [(¢n)]r # 0, tai galioja tik viena i$ dviejy alternatyvy
(a) egzistuoja toksV € N, kadg,, > 0 visiemsn > N;
(b) egzistuoja toksV € N, kadg,, < 0 visiemsn > N.

[rodymas. Kadangi abi alternatyvos yra galimos ir skirtingos, pakanka parodyti, kad

N € N egzistuoja tokie nat uralieji sk&ii > N ir j > N, kadg; < 0ir ¢; > 0.
Parodysime, kad tadg, — 0. Tegulw € Q ir w > 0. Kadangi(q,) € C, tai galime
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rasti tokj N(w) € N, kad|g, — ¢n| < w visiemsn,m > N(w). Tegulk > N(w).
Remiantis racionaliyjy skaiy trichotomija galioja arba, > 0, arbag, < 0. Pirmu
atveju galime rasti tokji > N (w), kadg; < 0ir

lgel = ax < @ — ¢ = gk — ¢i| < w.

Antru atveju galime rasti tokj > N(w), kadg; > 0 ir

kel = —ax < @5 —ar = g5 — @ < w.

Kadangik > N (w) ir w yra laisvai pasirinkti, ta,, — 0. Taigi[(¢,)]r = 0. Si prieStara
jrodo lema. O

Tegul Cy yra | nulj konverguojadiy racionaliyjy skaiy Kosi seky aib, t. y. aile
visy ty C elementy, kurie yraR-ekvivalent us nuliy sekai. Tegdl,. ir C_ yra aites ty
C'\ Cy elementy, kuriems atitinkamai galioja 2.24 lem@s ir (b) teiginiai. Tvarka
realiyjy skatiy aikeje jvedama tokiu b udu:

2.25 apibrezimas. Tarkime, kadt € R. Sakysime, kad yrateigiamasarbat > 0, jei
egzistuoja tokia racionaliyjy skai Kosi sekd ¢, ) € C, kadt = [(¢,)]|r. Bet kuriems
dviems realiesiemsir s sakysime, kad yra mazesnis uZ, arbas < ¢, jeit — s yra
teigiamas.

Sis apibeZimas yra korektikas (2.1.13 pratimas). Remiantis 2.24 |€tyea sajun-
ga nesikertatiy aibiu C, Cy ir C_. Todel binarusis sarySis realiyju skatiy aibeje
R turi trichotomijos savybe. Be to, Siam sarySiui nesunkiai patikrinama tranzityvumo
savyte. Taigi strukt uréR, <) yra tiesire tvarka.

Kaip ir racionaliyjy skaiiy atveju, pasitelkus trichotomijos savybe, realiojo &kai
aust € R moduliuvadinamas skaius:

] = { —t, jei —t yra teigiamas, (2.15)

t, prieSingu atveju

Realiyjy skatiu modulis turi tas péias savybes, kaip ir racionaliyju skaj modulis
(2.22 teiginys).

Greta tiesis tvarkos, realiyjy skéiiy aibeje turime ir tiesine pustvarke, apdziama
binariuoju sarySiu: bet kuriemst € R

s<t tadairtiktada, kai s <t arba s==¢t. (2.16)

Sis binarusis sarysis nebeturi trichotomijos sagjtigiau yra pilnas, tranzityvus ir an-
tisimetriSkas (Zr. 2.17 apibZima), t. y. (R, <) strukt ura yra tiesepustvark.

Parodysime, kad racionaliyju skaj aibe yra tirSta realiyju skaiy aikeje tokia
prasme:

2.26 lema.Bet kuriamt € R ir teigiamamw € Q egzistuoja tokg € Q, kad|t —q| < w.
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[rodymas. Pagal 2.23 apil@Zima,t = [(¢,)]r ir (¢») yra racionaliyjy skdiiy Kosi seka.
Todel egzistuoja toksV € N, kad visiems nat uraliesiemsn > N yra|g, — q,| < w.
Tegulk € N, k> N ir ¢ := [(qk, Gk - - - )]r- Tadalt — q| = |[(¢n — @k)]|r <w. O

Realiyjy skatiy seka, realiyjy skaiy KoSi seka ir realiyjy skaiy sekos konvergav-
imas apibeziami lygiai taip pat, kaip ir racionaliyju skai) atveju.

2.27 teorema.Kiekviena realiyjy skaiCiy KoSi seka konverguoja.

[rodymas. Tegul (t,,) yra realiyjy skaiiy KoSi seka. Remiantis 2.26 lema, kiekvienam
n € N, egzistuoja toks racionalusig,, kad|t,, — ¢,| < 1/n. Parodysime, kadg,)
yra racionaliyjy skaiy KoSi seka. Tegulb € Q ir w > 0. Remiantis Archimedo
savybe nat uraliesiems skaims (2.15 teorema) egzistuoja toks € N, kad1/N <
w/3. Kadangi(t,,) yra KoSi seka, egzistuoja tokd € N, kad su visais,, m > M, |t, —

tm| < w/3. Tada visiemsy, m > max{N, M}, naudodamiesi modulio subadityvumu,
gauname

lgn — am| < |gn — ta] + [tn — tm| + |tm — gm| < w/3 +w/3 +w/3 = w,

t. y. racionaliyjy skaiiy seka(q,,) yra KoSi seka. Tegul := [(¢,,)]r € R. Kiekvienam
n € Ntegulg, := [(qn, qn, - --)]r € R. Tadag, — tir |t, —G,| < 1/n. 1SEia gauname,
kadt, — t; tai ir reikejo jrodyti. O

Taigi racionaliyjy skdiiy aibe papiléme taip, kad naujoje, realiyjy skaj aibgje,
konverguoja ne tik racionaliyjy skay KoSi sekos, bet ir realiyjy skay KoSi sekos.
Aibe, kurioje apibeztos Kosi sekos ir konvergavimo savokos, vadinaiira, jei Sioje
aibeje konverguoja kiekviena KoSi seka. Taigi realiyjy skaaibe yra pilna.

Maziausio virSutinio r ezio savyle Naudodamiesi realiyjuy sk&ij aibes pilnumo savybe
jrodysime jos kita svarbia savybe.

2.28 apibreZzimas. Tarkime, kadA yra netusia realiyjy skasiy aibe. Jei egzistuoja toks
realusis skdiius R, kadx < R kiekvienamz € A, tai sakoma, kad aéA yra aprezta
ir virSaus, 0 R yra aibes A virSutinis rezis. Apatinius ezius apibeZziame analogiSkai.
Jei aile yra apeZta i$ virSaus ir iS ajg#os, tai ji vadinamaprezZta.

Toliau formuluojama svarbiausia savoka:

2.29 apibreZimas. Tarkime, kad netu$a realiyjy skaiiy aibe A yra apeZzta is virSaus.
Skatius M = MV R4 vadinamas ais A maziausiu virSutiniu reziuiei (a) M yra
aibes A virSutinis Zis ir (b) jei z < M, tai x nera ailes A virSutinis ezis.

Jei maZiausias virSutini€Zis egzistuoja, tai atsizvelgianttj) savybe toks skaius
yra vienintelis. DidZiausias apatinieis apibeZiamas analogiskai.

Toliau formuluojama realiyju skéiy aibes savyk vadinamamaziausio virSutinio
rezio savybe Dazniausiai Si savybformuluojama pries pilnumo sawgb jrodyma, ir
tada ji vadinama aksioma.
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2.30 teorema.Jei netuscia realiyjy skaiCiy aibé yra apréezta, tai ji turi maziausia virsutinj
rezj.

[rodymas. Tegul A C R yra netusia apeZta aile ir tegul R yra ailes A virSutinis ©Zis.
Tegula € A. Jeia = R, tai MV R4 = a, ir rodymas baigtas. Tarkime, kad< R.
Sukonstruosime dvi realiyjy skaij sekagx,, ) ir (v, ), kurios konverguos MV R 4.
Tegulzy := air yp := R. Tarkime, kadz,, ir y,, jau apibezti, ir tequlm,, := (x, +
Yn)/2. Jeim,, yra aikes A virsutinis ©2is, teguly,,+1 := my, it 41 := . J€im,, nera
aibes A virSutinis ®zis, teguly,,+1 := yn It 41 := m,,. Remiantis rekursijos teorema
(2.16 teorema), egzistuoja dvi realiyjy skiaisekos(x,,) ir (y,). Remiantis indukcija
gaunama, kadx,,) yra nemagjanti (z,, < z,+1), 0 (y,) yra nediejanti (j,+1 < yn).

Kita pagalbinj teiginj si ulome jrodyti skaitytojui:
2.31 lema. Kiekviena nemazejanti ir aprézta realiyjy skaiCiy seka yra KoSi seka.

Remiantis Siuo teiginiu,z,,) ir (y,) sekos yra KoSi sekos. Kadangi realiyjy shkai
aibé yra pilna (2.27 teorema), tai seka,) konverguoja. Tegul yra jos riba. Paro-
dysime, kadr,, — y, kain — oo. Pagal(z,) ir (y,) seky apibezima, kiekvienam
n>1,

Ynt1 = Tyl = (Yn — ) /2= = (M —a)27".

Remiantis Archimedo savybe, deSinioji gusonverguoja ), kain — oc. Taigi galioja
Ty — y, kain — oo.

Galiausiai parodysime, kag = MV R,. Kadangi kiekvienann € N y,, yra A
aibes virSutinis ezis pagal sekogy,,) apibeZima, gauname, kad rietaip pat yra aibs
A virSutinis zis (ko@l?). Tarkime, kad egzistuoja toksaibes virSutinis ezis R, kad
R < y. Kadangiz,, — y ir z,, € A su kievienun pagal sekoséx,,) apibezima, gauname
R < z, < y pakankamai dideliam. Si priestara jrodo, kag yra A aibes maziausias
virSutinis [ezis; tai ir reilejo jrodyti. O

Kaip ka tik jroceme, kad maziausias virsutiniszis egzistuoja visada, kai @lyra
netu€ia ir apezta. T&iau patogu pragisti Sio skaiiaus apibezima bet kurioms aéms.
Siuo ir kitais tikslais naudojamas realiyjy skigi aibesR pletinys dviem simboliais:
plius begalybg Zymima-+oo, ir minus begalybéZymima—oo. Sie du elementai yra
suderinti SUR aibes aritmetine ir tvarkos strukt uromis tokiu b udu: kiekvienam realiajam
skatiui x,
—00 < 400, —00 < T < 400,

(£o0) + (£o0) = x + (£o0) = (£00) + 2 = +o0,

+oo jeixz >0,

= =0, z(£o0) = (Foo)x = { Foo jeix <0,

(£00)(£00) = 400, (£00)(Foo) = —o0.
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Kitos galimos operacijos su begaBsnis yra paliktos neapibgtos. Taigi bet kurios
realiyjy ska€iy aibkes A supremumaapibiesSime taip:

—o0, jeiA=g,
supA: =< MVR,, jeiAyranetusiairapezta, (2.17)
+o00, jei Ayranetu$iair neapezta.
JeiMV R4 € A, tai §j fakta Zymimenax A = MV R4 = sup A. Jei aile A baigtire,
tai visada jos supremumas yra vienas i®aiblementy.
Pratimai
1. [rodyti (2.2).
2. |rodyti, kad2 + 2 = 4.

3. [rodyti, kad kiekvienas nelygus nuliui naturalusis &ke yra kito nat uraliojo
skatiaus tesinys.

4. [rodyti, jog visiemsk,n,m € N, jeik <nirn <m,taik < m.
5. Baigti 2.16 teoremos jrodyma.

6. Betkuriemgk,n), (p,q) € NxN sakysime, kadk,n) ~ (p, q), jeik+q = n+p.
[rodyti, kad~ yra ekvivalentumo binarusis sarySis &N x N.

7. Tegul ~ yra 6 pratime apil#Ztas binarusis sarysis @i N x N. |rodyti: jei
(k,n) ~ (K',n')ir (p,q) ~ (P, d), @i (k+p,n+q) ~ (K +p',n +¢).

8. Tegul ~ yra 6 pratime apil#ztas binarusis sarySis a@je N x N. [rodyti (2.12)
korektiSkuma: jeik,n) ~ (K',n')ir (p,q) ~ (p',¢'), taik 4+ q € n+ p tadair tik
tada, kaik’ + ¢ € n’ + p'.

9. Bet kuriems(k,n), (p,q) € Z x Z, sakysime, kadk,n) ~ (p,q), jei kg = np.
[rodyti, kad~ yra ekvivalentumo binarusis sarySis @z x Z. .

10. Tegul ~ yra 9 pratime apil@Ztas binarusis sarysis @jpZ x Z.. |rodyti: jei
(a,b) ~ (d',0)ir (¢,d) ~ (¢, d), tai (ad + ¢b,bd) ~ (a'd + V', b'd").

11. Tegul~ yra 9 pratime apit#Ztas binarusis sarySis ajBZ x Z. . |rodyti (2.13)
korektiSkuma: jei(a,b) ~ (a’,V'), (¢,d) ~ (¢, d')ir bV, d,d yra teigiami, tai
ad < cb tada ir tik tada, kat'd’ < c'V'.

12. [rodyti 2.22 teigin;.

13. Ka reiskia, kad (2.14) operacijy ir 2.25 ap#fasimas yra korektiski? |rodyti jy
korektiSkuma.

14. Jrodyti 2.31 lema.
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2.2 Atitiktis ir funkcija

Kaip jau buvo mieta, Siame skyrelyje supazindiname su daugiaredsSomkcijos, vad-
inamos atitiktimi, samprata. Ja nuolat naudojamasi toliau kalbant apie bendraja pusi-
ausvyra.

Atitiktis  Tegul X ir Y yra ailes, oX x Y yra jy Dekarto sandauga. Bet kuris ndtias
X x Y poaibis f vadinamasatitiktimi i§ X | Y. Pastebsime, kad atvejuiX = Y
atitiktimi vadinamas tiesiog netti&s binarusis sarysis.

Atitikties f C X x Y apibreZimo sritigyra netusia aite

Alf)={z e X: JyeY, (x,y) € [},
o joskitimo sritisyra netugia aite
R(f)={yeY: 3z e X, (z,y) € f}
Kiekvienam poaibiuid C A(f) aibé
flA]:=={yeY: Jz e A, (z,y) € f} (2.18)

yra vadinama aies A vaizdu f atitikties atzvilgiu. Nesunku suvokti, ka®(f) =
fIA(f)]. Apibrezdami vaizda, naudojame lauZtinius skliaustlisietoje lenktiniy skli-
austy( ) todel, kad poaibisA gali ir neb utiX aibés elementu. Jed = {z}, = € X,
tai Sios vieno elemento &k vaizdag atzvilgiu Zymimasf|z| := f[{z}]. Kiekvienam
atitikties apibezimo srities elementui priskiriama &ibir tai Zymima taip:

frxz— flx]CY, =zeA(f). (2.19)

Neretai vaizdumo sumetimais atitiktis apgiirama, kaip ,taisyld“, kuri vienos ailes
elementams priskiria kitos a3 poaibius. Tokiu atveju aéb

f={y) e XxY:zeAf), y € flal},

kuri m usy atveju yra tik kitas atitikties uzraSas, vadinama atitikties grafiku. Naudojant
musy ka tik jvesta vieno elemento @hvaizdo Zyrajima, aies A C A(f) vaizdas
atitikties f atzvilgiu iSreiSkiamas ir taip:

flAl={yeY: 3z e A ye flz]} = U flz].

T€A

Daugiau apie Siuos susitarimus raSoma tuoj po funkcijos ejitmo (toliau 2.36 api-
brezimas).

Atitiktis f C X x Y vadinamavienareikSmegjei bet kuriemse € X ir y1,y2 € Y,
i8 (z,y1) € fir (z,y2) € fiSplaukiay; = yo. Kitaip tariant, atitiktisf € X x Y yra
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vienareikSme, jei kiekvienamz € A(f) vaizdasf[z] turi vienintelj elementa. Atitiktis
f € X x Y vadinamainjekcija, jei bet kuriemse;,zo € X iry € Y i8 (z1,y) € fir

(z2,y) € f gaunamer; = x2. Nesunku patikrinti (2.2.2 pratimas), kad atitikfisyra

injekcija tada ir tik tada, kai skirtingj apib©zimo srities elementai turi nesikertans

vaizdus. PavyzdZiui, bet kuriam neéigm poaibiuiU' C X, aibe

Iy ={(z,2) e X x X: 2 €U}
yra atitiktis iSX | X, kuri yra ir vienareikSm, ir injekcija.
Jei f yra atitiktis i5X | Y, tai aib2

Fh={y,2) €Y x X: (z,y) € f} (2.20)
yra atitiktis iSY | X, vadinamaatvirkStine atitiktimi Naudinga atkreipti @mesj | tai,
kad atvirkstire atitiktis f~! yra visada apil®#Zta, jei yra apitizta atitiktisf.
2.32 teiginys. Atitiktis f IS X | Y yra injekcija (vienareikSme) tada ir tik tada, kai
atvirkstine atitiktisf~! i Y | X yra vienareikdme (injekcija).

[rodymas. Bet kuriemszy, 2o € X ir y € Y, remiantis (2.20) apil@zimu,

(y,xl)éf_l } { (le,y)ef }
_ = .
{ (y,$2)€f ! (I'Q,y)Ef
Taigi f yra injekcija tada ir tik tada, kai bet kuriems, x>, € X ir y € Y, tada i$
(y,x1) € f~Lir (y,x2) € f~! gaunamer; = x, 0 tai yra tada ir tik tada, kaf ~! yra
vienareikSne atitiktis.
[rodymas, kadf yra vienareik3ra tada ir tik tada, kaf —! yra injekcija — simetrikas.
U]

2.33 teiginys. Su bet kuria atitiktimif, A(f~1) = R(f) ir A(f) = R(f1).
[rodymas. [rodysime tik pirma lygybe, kadangi antros jrodymas panasus. Tggul
X x Y. Tada, remiantis (2.20) api#timu,
A(f™) = {yeY: 3zeX, (yz)ef '}
= {yeY:3zeX, (z,y) € f} =R(f)

Tai ir reikejo jrodyti. O

Tarkime, kadX, Y ir Z yra aikes. Jeif C X x Y ir g C Y x Z yra atitiktys, o aile

gof ={(z,2) e X xZ: JyeY, (x,y)ef ir (y,2)€g} (2.21)

yra netusia, tai ji yra atitiktis i$X | Z, vadinamakompozicijos atitiktimi PavyzdZiui,
jei R(f) = A(g), tai aibe go f yra netusia, t. y. ji yra atitiktis.

Su bet kuria atitiktimif i8 X j Y ir atitiktimi f~!i8Y | X, kompozicijosf ~lof ir
fof~! yra visada apil@ztos, remiantis 2.33 teiginiu. Be Dy C flofir Irp) C

fof~'. Nesunku pastedti, jog lygybiy gali ir nebuti, jeif nera injekcija arba @ra
vienareikSne.
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2.34 teiginys. Jei atitiktis f yra injekcija, tai f~'of = La(p)- Jei atitiktis f yra vien-
areik3me, taijfof 1 = 1z ).

[rodymas. [rodysime tik pirma teiginj, kadangi antro jrodymas panasus. Atsizvelgiant |
anksSiau miretas priezastis, pakanka jrodyti, kdlof c 1 A(p)- Tarkime, kadf yra
atitiktis i§ X | Y. Jei(x,z) € f~'of, tai egzistuoja toky € Y, kad (x,y) € fir
(y,2) € f~1. Remiantis (2.20) apiBZimu, gaunamér,y) € fir (z,y) € f. Kadangi
fyrainjekcija,z = z € A(f), ir todel (z, z) € 145). Taiir reikejo jrodyti. O

2.35 teiginys. Tegulf € X x Yir ¢ C Y x X yra tokios atitiktys, kadR (f) = A(g)
it gof = 1,4p). Tadag = f~1.

[rodymas. Tegul (y, z) € g. KadangiA(g) = R(f), taiy € R(f). Tockel egzistuoja

toksz € A(f), kad(z,y) € f. Remiantis (2.21) apieZimu,(z, z) € gof. Kadangi

gof =1y, 2 = x € A(f) irtodel (z,y) € f. Remiantis (2.20) apilezimu, (y, z) €
-1

Atvirksciai, tegul(y, z) € f~!. Remiantis (2.20) apiezimu,(z,y) € f. Kadangi
R(f) = A(g),y € A(g). Todel egzistuoja toks € X, kad(y, z) € g. Remiantis (2.21)
apibezimu, (z, z) € gof. Kadangigof = 145, 2 = = € A(f), ir todel (y,z) € g.
Taigig = L. O

Funkcija Funkcija yra vienas i§ svarbiausiy matematikos objekty. Neformalus funkci-
jos i$ ailes X | aibe Y apib udinimas sako, jog tai yra taisykkuri kievienam aibs X
elementui priskiria lygiai viena aésY elementa. Sis apib udinimasra pakankamas,
kadangi jame naudojamas, paprastai ne&gibmas, Zodis ,taisy&l. Todel matem-
atikoje jprasta funkcija apilezti kaip tam tikra aibiyX ir Y Dekarto sandaugos poaibj,

t. y. kaip atitiktj iS X | Y su papildomomis sav@mis.

2.36 apibrezimas. Atitiktis f i§ X | Y vadinamafunkcija, jei A(f) = X ir f yra
vienareikSme. Funkcijaf iS5 X | Y zymesimef: X — Y, o vienareikSmiSkai poros
(z,y) € f apibrezZiama elementg vadinsime argumenta atitinkartia funkcijos f
reikSmeir Zymesimef (x).

Taigi, funkcija f: X — Y, b'udama atitiktimi, kiekvienam € X greta vaizdo
flz] C Y turireikdmef(x) € Yir f[z] = {f(z)}°. Reikdne f(z) apibreztatik f esant
funkcijai. Funkcijos reikSras priskyrimas argumento reikSmei, Zymimas

fraxe f(x) €y, xe X = A(f),
(palygink su (2.19)), visiSkai apib udina funkcija

f={(z,f(z)): ze X}: X =Y.

®Neretai vaizdas atitikties atZvilgiu Zymimas kaip ir funkcijos reikStaigiant, kad dviprasmigkumo
iSvengiama atsizvelgiant | konteksta, arba neskiriarésfly } nuo jos elementg [13, 187 p.]
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Beje tuose vadaliuose, kuriuose funkcija vadinama ,taisyklef,vadinamagrafiku
Sios pastabos ygasvarbios 4.3 skyrelyje, kalbant apie atitikties ir funkcijos nejudamu-
osius taskus.

Tegul f: X — Y. JeiR(f) = Y, tai sakoma, kad funkcijg yra siurjekcija
Funkcija f: X — Y vadinamainjekcija, jei ji yra injekcija kaip atitiktis, t. y. bet
kuriemsz,y € X i§ f(x) = f(y) iSplaukiaz = y. Funkcija vadinamaijekcija,
jei ji yra injekcija ir siurjekcija.

Jeif: X - Yirg: Y — Zyrafunkcijos, tai egzistuoja kompozicijos atitiktjs f
iS X | Z, apibieZta aibe (2.21). Be to, tai yra funkcija, kaip teigia teorema:

2.37 teorema.Jei f: X — Y ir g: Y — Z yra funkcijos, tai kompozicijos atitiktis
gof yrafunkcijagof: X — Z sureikSmemigof(z) = g(f(z)), z € X.

[rodymas. Kompozicijos atitikties vienareikSmiSkumui patikrinti, tarkime, Kadz;) €
gof ir (xz,z9) € gof. Pagal (2.21) apil®Zima, egzistuoja tokig;,y» € Y, kad
(x,y1) € f, (x,y2) € f, (v1,21) € gir (y2,22) € g. Kadangif yra vienareikSra,
iS pirmy dvieju savybiy gaunamg = y». Tada, naudodamj vienareikSmiskuma ir
kitas dvi savybes, gauname, kad= 29, t. y. gof yra vienareikSmiska atitiktis.
Tegulz € X. KadangiA(f) = X, tai f(z) € Y ir (z, f(z)) € f. Kadangi
A(g) = Y, taig(f(z)) € Zir (f(z),9(f(x)) € g. Taigi kiekvienamz € X, yra
(z,9(f(z)) € gof; taiir reikejo jrodyti. O

Remiantis pastaraja teorema, funkcjju X — Y ir g: Y — Z kompozicijos
atitiktis visada yra funkcijgo f : X — Z, toliau vadinama kompozicijos funkcija, arba
tiesiogkompozicija

Kaip maéme, atvirkstig atitiktis apibezta kiekvienai atitikiai. TeCiau taip rera
funkcijoms, kaip rodo toks pavyzdys. Tarkime, kad funkcfjaR — R, apibezta
reikdmemis f(z) = 2%,z € R, t.y. f = {(z,2%) € R x R, : = € R}. Sios funkci-
jos atvirkstire atitiktis yraf—! = {(2%,7) € Ry x R: z € R}. Taiau f~! nera
vienareikdne. Pavyzdziuif—'[4] = {—2,2}. Siame pavyzdyjg nera injekcija.

2.38 teorema. Tarkime, kadf: X — Y. Atitiktis f~! yra funkcija tada ir tik tada, kai
f yra bijekcija.

[rodymas. Remiantis 2.36 apil@zimu, atitiktisf~! C X x Y yra funkcija tada ir tik
tada, kaiA(f~!) = Y ir f~! yra vienareik$ra. Remiantis 2.32 ir 2.33 teiginiais, taip
yra tada ir tik tada, kaR (f) = Y ir f yra injekcija, kas reiSkia, jod yra bijekcija. Tai

ir reikéjo jrodyti. O

2.39 apibrezimas. Tarkime, kad funkcijaf: X — Y yra bijekcija. Tada funkcijgf —*
vadinamaatvirkstinefunkcijai f.

2.40 teorema.Tegulf: X — Y yra bijekcijairg: Y — X. Tadag = f~! tada ir tik
tada, kaigof = 1x.



2.2 Atitiktis ir funkcija 63

[rodymas. Kadangi f yra injekcija ir A(f) = X, tai remiantis 2.34 teiginiu, jej =
f~1 taigof = 1x. Kadangi, be taR(f) = Y = A(g), tai remiantis 2.35 teiginiu, jei
gof =1x,taig= f~1. O

Toliau formuluojamo fakto jrodymas paliekamas skaitytojui.

2.41i8vada.Tegulf: X —Y,g: Y — Z, 0 fLir ¢—' yrajy atvirkstines funkcijos.
Tada kompozicijogof: X — Z atvirkstine funkcija yraf ~tog~!: Z — X.

2.42 teorema.Tarkime, kadf: X — Y ir g: Y — X. Teiginiai(a) ir (b) ekvivalen-
tus; Cia

(a) fyrabijekcijairg = f=1;

(b) fog=1yirgof = 1x.

[rodymas. Tarkime, kad galiojda). Teguly € Y. Kadangif yra siurjekcija, egzistuoja
toksz € X, kady = f(z). Kadangig = f~1, tai g(y) = . Tokiu buduf(g(y)) =
y bet kuriamy € Y, t.y. 1y C fog. Tegul(y1,y2) € fog, t. y. egzistuoja toks
r € X, kadg(y1) = xir f(z) = yo. Kadangig = f~!, f(z) = y;. Remiantisf
vienareikSmiskumuy; = yo, t. y. fog C 1y. |rodeme, kadfog = 1y, jei galioja(a).
Likusius teiginius si ulome jrodyti skaitytojui. O

Pratimai

1. Tegul f = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}. Rastifof, f[1] ir f~1[3].

2. Atitiktis fiS X | Y yrainjekcija tada ir tik tada, kai su bet kuriais, x5 € A(f),
jei x1 # xo, tai flz1] N flzo] = @.

3. Jei f yra atitiktis, tai(f~!)~! = f.

4. Jei yra apibezta atitilCiy f ir ¢ kompozicijos atitiktisgo f, tai apibezta kompozi-
cijos atitiktis f ~tog~! ir galioja lygybe (gof)~! = f~log 1.

5. Jei yra apibezta atitiiy f ir g kompozicijos atitiktisjo f, tai A(go f) = f~[A(g)].

6. Tegul f ir g yra tokios funkcijos, kadd(f) = A(g) ir f(z) = g(x) visiemsz i8
bendros apil®#zimo srities. [rodyti, kag = g.

7. Jei f yra funkcija, taif ' [A] = {z € A(f): f(z) € A}.

8. Tarkime, kad funkcijaf: X — Y yra bijekcija, og yra funkcija, apibezta
reikSmemisg(B) := f[B] kiekvienai aibeiB € P(X) (Zr. 2.5 aksioma). [rodyti,
kadg: P(X) — P(Y) yra bijekcija.

9. Baigti 2.42 teoremos jrodyma.
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2.3 Tiesires erdwes ir funkcijos

Siame skyrelyje primename kai kuriuos toliau naudojamus &ssatgebros faktus.

Matricos ir determinantai  Tarkime, kadm,n € N, = {1,2,...}. Realiyjy skatiy
sta&iakamg lentek

sudaryta i&n eiluCiy ir n stulpeliy, vadinamailesm x n matrica Realieji skatiali
aj; vadinami matricosA elementais. Jein = n, tai A vadinaman-toseiles kvadratine
matrica Matrica, gauta i$i, sukeitus jos eilutes su stulpeliais, vadinanaasponuotaja
matricair Zymima A?. Matrica A vadinamasimetring jei A = A?, t. y. jei visiems jos
elementamsgj; = a;;.

Priminsime jprastas veiksmuy su matricomis taisykles: bet kuriems, k& € N,

1. dvi vienodos esm x n matricasA = [aj;] it B = [bj;] vadinamelygiomisir
raSomeAd = B, jei aj; = bj; visiemsy, i,

2. dviejy eilesm xn matricyA = [aj;] ir B = [bj;] sumavadinama tokia eéism xn
matricaC' = [c;;], ZymimaC := A + B, kurios elementai yra;; = aj; + bj;
visiemsj, i;

3. eilesm x k matricosA = [aj;] ir k x n matricosB = [b;;] sandaugavadinama
tokia eilesm x n matricaC = [¢j;], ZymimaC := AB, kurios elementai yra
Cji = ajlbli + ajgbgi + -+ ajkb]ﬂ' visiemsj, 7.

4. matricosA = [aj;] ir realaus skaiCiaus\ sandaugayra tos pd&ios eiks matrica
C = [¢ji], ZzymimaC' = XA, kurios elementai yra;; = \a;; visiemsy, 4.

Visy eilesm x n matricy aibe zyrasimeM™*". Galima jsitikinti, kadv"**" yra tiesire
erdwe atzvilgiu matricy sumos ir matricos daugybos iS realiojo@kas. Tai reiSkia, kad
matricy sumai galioja asociatyvumo sa@ybl + B) + C' = A+ (B + C'), komutatyvu-
mo savyle® A + B = B + A, nulinés matricos egzistavimaé + 0 = A, prieSingos
matricos egzistavimad + (—A) = 0, sandaugos iS realiojo sk#us asociatyvumo
savyte (A\u)A = A(uA) ir distributyvumo savyb (A + p) A = AA + pA.

Noredami apibezti atvirkStine matrica, priminsime, jogenetiné matricayra bet
kuri kvadratire n-tosios eies matrical’ = [ej;], kurios elementas;; = 1, kaii = j ir
eji = 0, kaii # j. Tarkime, kadA = [a;;] yra n-tosios eiés kvadratig matrica. n-
tosios eies kvadrating matric® vadinsime matricad atvirkStine matricar zymesime
B:=A"' jeiAB=BA=E.

Dar karta, teguld yra n-tosios eies kvadratié matrica. 1S kiekvienos eilas ir
kiekvieno stulpelio imdami lygiai po viena matricaselementa, sudarykime sandauga
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a1k, A2k, * - Gk, - Kitaip tariant, antryjy indeksy sudarytas vektorius
o= (o(1),...,0(n)):= (k1,ka, ..., kpn)

yra gaunamas i$ vektoriags, 2, . . ., n) jo elementy perstatymo b udu ir vadinarkeis
tiniu 0. Nesunku patikrinti, kad yra! skirtingu keitiniy. Sakysime, kad du indeksai
o(k)ir o(l) sudaronetvarka jei o (k) < o(l), kaik > [. Tegull, yra keitinioo padary-
ty netvarky skdiius. Tadan-tos eiks kvadraties matricosA determinantwadinamas
skatius

detA := Z(_l)laala(l) * Qg (n)s

kur sumuojama pagal visus! skirtingus keitiniuso. Kvadratire matrica vadinama
neissigimusigjei jos determinantas nelygus nuliui.

2.43 teorema. Kvadratineé matricaA turi atvirkstine matricad ! tada ir tik tada, kai
matrica A yra neiSsigimusi.

I[rodymas. Tegul A yra neiSsigimusi-tos eiks kvadratie matrica. Su kiekviena indek-
sy pora, j € {1,...,n}, tegulA;; yra matricos, gautos i iSbraukusj-taja eilute iri-
tajj stulpelj, determinato i(—1)**/ skatiaus sandauga. Tada matri¢a' := [A;;]/| A|
yra atvirkstire matricaiA.

AtvirkScCiai, tarkime, kadn-tos eiks kvadratiB matricaA turi atvirkSting matrica
A~ Tadal = |E| = |[AA™!| = |A||A~!] ir |A| negali b uti lygus nuliui. O

Aritmetin & tiesire erdve RY Teguld € Ny = {1,2,...}. (2.4) lygybe apibeZta,
realiyjy skatiy aibiyR Dekarto sandauga yra

d
—
RG=Rx- - xR={(x1,...,2q): 2, €R,i=1,...,d}.

Realiyjy skatiy sutvarkytajj rinkinjz := (z1,...,24) € R? Dekarto sandaugos ele-
menta, vadiname vektoriumi, o sk&iz1, . . . , x4 vadinami vektoriaus koordinaémis.
Bet kuriemsn, m € N Dekarto sandaug®”™ x R™ tapatinsime su sandau@& ™,
nedarydami skirtumo tarp sutvarkytosios pof@s, ..., x,), (y1,-..,ym)) ir vektori-
aus(zi,...,Tn,Y1,---,Ym). 1aigi jei A C R™ir B C R™, tai Dekarto sandaugé x B
laikysime ailesR™ ™ poaibiu.

AibesR? vektoriy suma ir vektoriaus daugyba i$ realiojo gkaiis (skaliaro) api-
breZziama taip: jeir = (x1,...,2z4) Ir y = (y1,...,yq) Yra vektoriai, o\ yra realusis
skatius, taix + y ir Az yra vektoriai

x4y =(@1+y,....,xq+yq) Ir Ax:=(Azy,...,A\xg).

AibesR? su taip apibeztomis suma ir sandauga i3 skaliaro feainé erdveTai reiskia,
kad vektoriy sumai galioja asociatyvumo sa@yb+y)+z = z+(y+2z), komutatyvumo
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savyle x+y = y+x, nulinio vektoriaus egzistavimas+ 0 = z, atvirkstinio vektoriaus
egzistavimas + (—x) = 0, sandaugos i$ skaliaro asociatyvumo s&\)x = A\(ux)
ir distributyvumo savyb (A + p)z = A\x + .

Aibe R? su tiesires erdes strukt ura vadinandamatearitmetine tiesine erdveErd-
vesR? elementai vadinami Sios erds taskais, arba vektoriais. Tiesja algebroje erd-
vesR? elementai raSomi dvejopai; vektoriai taip pat reidkiahx 1 matrica:

x1
= (x1,...,2q) = |..| eRL (2.22)
T4

Kuri i8 formy, vektorius ar matrica, yra naudojama, visada aisSku i§ konteksto. Verta
atkreipti cemes;j j tai, kadl x d matricalz; - - - x4] yra transponuota matrice, taigi
nesutampa su vektoriunai

Aritmetines tiesies erdesR? poaibisV’ vadinamasiesiskai priklausomyjei egzis-
tuoja toks baigtinis rinkinygvs, . .., v, } C V irtokie real us skéiaia, . . ., a,, ne visi
ju lyg us nuliui, kad

aiv1 + -+ + apv, = 0. (2.23)
Jei tokiy skatiy aq,...,a, néra, tai vektoriaivy, ..., v, vadinamaitiesiSkai neprik-
lausomais Kitaip kalbant, vektoriaw, ..., z, yra tiesiSkai nepriklausomi, jei lyggb

(2.23) galioja tik tuo atveju, kai; = 0 kiekvienami.

2.44 teiginys.Bet kurisn vektoriy rinkinys aritmetingje tiesineje erdvéé yra tiesidkai
priklausomas jet > d.

[rodymas. Tarkime, kadv; = (vi1,...,014), «-+y Un = (Uni,...,0pq) Yran vek-
toriy rinkinys irn > d. Reikia rasti tokius realius skausay, ..., a,, kad ne visi jy
lyg'us nuliui ir galioja (2.23) lygyda Sia lygybe perraSe vektoriy koordieats, gau-
name ly@iy sistema

a1viy + -+ 4+ apvpr =0,

a1vig + -+ -+ apvpg = 0,

atzvilgiu nezinomyjyay, ..., a,. Gavomed lygCiy turiniyu n nezinomyjy. Kadangi
d < n, sistema turi nenulinj sprendinj, . . ., a,,, kuriam galioja (2.23) lygye. Teiginys
jrodytas. O

Erdves R? poerdviuvadinamas bet kuris jos poaibis, tudpa operacijy atzvilgiu
esantis tiesine erdve. ErdsR? vektoriyvy, . . . , vy, tiesiniu dariniuvadinamas vektorius
Av1 + -+ Agug; Cla Aq, ..., Ap yra realieji skatiai. Vektoriy vy, ..., v tiesiniu
apvalkuvadinama visy tiesiniy dariniy ab ErdesR? vektoriai

er :=(1,0,0,...,0,0), e9:=(0,1,0,...,0,0),---,eq:=(0,0,0,...,0,1)
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vadinamistandartine bazenes lygyle x = (1,2, ..., 24) = w161+ 2262+ - -+ 24€4
galioja bet kuriamz € R?. Kitaip tariant, aritmetig tiesire erde R yra savo standart-
inés baes tiesinis apvalkas. Be to, vektorii . . . , e4 yra tiesiSkai nepriklausomi.

Bet kuri funkcija veikianti targr? erdviy turi toliau apibeZiama vektoring struktura.

2.45 apibrezimas. Tarkime, kadX C R, f: X — R™ir {e;. L, yra standartia baz
erdwejeR™. Kiekvienamz € X egzistuojamn tokiy realiyjy skatiy { f;(z)}7.,, kad

fl@) =" fi(x)éj(x) € R™.
Jj=1

Kiekvienamj € {1,...,m} funkcija f;: X — R su reikSnemis f;(z), z € X, vadi-
namaf komponentelein: R? — R? yra tapdioji funkcija, t. y.7(z) = =, » € R, tai
kiekvienar komponergé r;, j € {1,...,d}, vadinamaprojekcija.

Jeiturimem funkcijyg;: X — R, tai funkcijaf su reikSnemisf(z) := (g1(z), ..., gm(x))
x € X, veikiaiSX | R™, o jos komponer#s yraf; = g;. Tocdel funkcija vieninteliu
b'udu apil®Ziama savo komponemis. Kadangi funkcijog: X — R™ ir jos kompo-
nertiy f;: X — R reikSmems galioja lygyk f(z) = (fi(z),..., fm(z)), x € X, tai
naudojamas funkcijos Zy@jimas

f:(f17"'7fm): X — R™.

Nesunku pastadii, kad kiekvienany € {1,...,m} galioja lygyle f; = m;of.

Tiesineés funkcijos FunkcijaL i8 R™ | R™ vadinamatiesinejei visiemsz,y € R™ ir
A, 1w € R galioja lygyle

L\ + py) = AL(2) + uL(y).

Visy tiesiniy funkcijy iSR™ | R™ aibe ZynesimeL(R"™,R™). TegulL;, Ly € L(R™,R™)
ir A1, A2 € R. Lygybe

(/\1L1 + )\QLQ)(w) =M1 ((E) + )\QLQ(.T)

kiekvienamz € R", apib@Zia funkcijah; L1 + AaLo: R™ — R™. Nesunku jstikinti,
kad \iL; + AoLe € L(R™,R™). Be to, galima patikrinti, kad_(R",R™) yra tiesire
erdwe.

Kiekviena tiesi® funkcija tarp aritmetiniy tiesiniy erdvig™ yra iSreiSkiama matri-
ca vieninteliu b'udu, jei naudojama tik standa&time. Tegul{e;};_, ir {¢;}L, yra
atitinkamai erdesR” ir R™ standarties baes. Tada tiesi funkcijaL: R — R™

iSreiSkiama egsm x n matrica[L] := [a;i], kur L(e;) = 7%, ajie); kiekvienam
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i€{l,...,n}. TadaL(y) = [L]y bet kuriamy € R", o [L] vadinsime tiesias funkci-
jos L matricine iSraiSka. Remiantis vektoriaus matricine forma (2.&2)ir toliau eies

m X n matricosA = [aj;] ir vektoriausy = (y1, . . ., y,) sandauga yra
ailr - Qip Y1 a11y1 + -+ aiplYn

Ay= ..., =

Am1 - Amn Yn am1Y1 R AmnYn

Galima jsitikinti, kad funkcija
L(R",R™)> L~ [L] e M™*" (2.24)

yra tiesire, o funkcijal - | := {(L,[L]): L € L(R™,R™)} yra bijekcija.
Bet kuri tiesire bijekcija tarp tiesiniy erdviy vadinanti@siniu izomorfizmuo tokios
erdwes vadinamosiesiSkai izomorfisSkosTodel teisinga teorema:

2.46 teorema.Funkcija[ -] yra erdviy L(R"™, R™) ir M™*™ tiesinis izomorfizmas.

Tiesinio izomorfizmo prasme galima sutapatinti matricy erd¥g*" su aritmetine
tiesine erdveR™"™ naudojant funkcija

M™ " 5 A = [aj] — c¢(A) == (a11,. .., Am1,Q12, - . ., G2, - - - G) € R™™.
Gauty tiesiniy bijekciju kompozicija nustato tiesinj izomorfizma:
L(R",R™) > L~ ¢([L]) € R"™. (2.25)

Jein = 11ir m > 1, tai tiesire funkcijaL: R — R™ iSreiSkiamam x 1 matrica arba

vektoriumi
ay

[L]=|...| =(a1,...,am) = L(1) e R™, (2.26)
am
remiantisR™ erdves elementy tapatinimu su atitinkamomis matricomis (2.22). Kadangi
tiesire funkcijaL iSR | R™ yra vektoriaud.(1) daugyba i$ erd®sR elemento (skaliaro),
tai L tapatinama su vektoriundi(1) = [L].
Jeim = 1irn > 1, tai tiesire funkcijaL: R™ — R iSreiSkiamal x m matrica,
kurios transponuota matrica yra vektorius:

[L] = [a1---a,) ir [L]'=(a1,...,a,) € R™ (2.27)

Funkcija tarpL(R™,R) ir R", apibeZta taisykleL — [L]!, yra tiesire bijekcija, t. y.
tiesinis izomorfizmas. Sia funkcija toliau naudojame agitirgradiento ir hesiano ma-
tricas.

Sarysis tarp tiesies funkcijos ir ja iSreiSkiatios matricos yra suderintas su funkcijy
kompozicija tokia prasme:
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2.47 teorema. Tarkime, kadL: R" — R™ir K: R™ — R* yra tiesines funkcijos,
0 A = [L] ir B = [K] yra Siy funkcijy matricines iSraiSkos standartiniy baziy atzvil-
giu. Tada kompozicijdoL yra tiesine funkcija, ir jos matricine iSraiSka yra matricy
sandaugaB A.

Sios teoremos jrodymasera suétingas ir paliekamas skaitytojui. Panasios teore-
mos, apie tiesias funkcijos atvirkting ir ja atitinkatia matrica, jrodymas taip pat si ulo-
mas kaip pratimas skaitytojui.

2.48 teorema. Tarkime, kadL: R™ — R" yra tiesiné funkcija irf L] yra jos matricine
iSraiSka standartinés bazés atzvilgiu. Funkdijgra bijekcija tada ir tik tada, kai matri-
ca[L] yra neiSsigimusi. Jei bent vienas i$ Siy teiginiy teisingas, tai atvirkstine funkcija
L~! yratiesine ir jos matricine israiskal 1] = [L] 1.
2.49 apibrezimas. Tarkime, kadA = [a;;] € M4 ir Z C RY. MatricaA ir ja atitinkan-
ti kvadratire forma

d

qa(z) == o' Ax = Z a;jTixj, = (21,...,24) €RY,
ij=1

vadinami

(a) teigiamai apibreztomigangl. positive definite) adje Z, jei ga(x) > 0 kiekvien-
amz € Z \ {0};

(b) teigiamai pusapibréztomi@ngl. positive semidefinite) ade 7, jei ga(z) > 0
kiekvienamz € Z \ {0};

(c) neigiamai apibreztomigngl. negative definite) aélje 7, jei g4 () < 0 kiekvien-
amz € Z \ {0};

(d) neigiamai pusapibréZztomigngl. negative semidefinite) &fe Z, jei ga(z) < 0
kiekvienamz € Z \ {0};

(e) neapibreztomis aibéjg, jei skatiai ga(x), x € Z\ {0}, gali jgyti tiek teigiamas,
tiek ir neigiamas reikSmes.

Kai nurodytos salygos i3pildytos sti = R?, tai A ir ¢4 vadinamos, atitinkamai, teigia-
mai apibeZtomis, teigiamai pusapitemis, neigiamai api@ztomis, neigiamai pusapi-
brezemis, arba neapibztomis.

Pratimai

1. Tegulj € {1,...,d} ir 7j(z) := z; kiekvienamz = (z1,...,74) € RY. Taip
apibezta funkcijar;: R? — R yra tiesire (patikrinti) ir vadinamarojekcija j-
tosios koordinats kryptimi. Rasti jos matricing iSraiSka;].
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2. |rodyti 2.46 teorema.
3. [rodyti 2.47 teorema.
4. |rodyti 2.48 teorema.

2.4 Euklidines erdwes

Tarkime, kadd € N, = {1,2,...} ir R? yra aritmetire tiesire erd\e, apibezta praeita-
me skyrelyje. Bet kuriai Sios erég elementy porai = (z1,...,zq)iry = (y1,--.,Y4)
priskirsime skatiy

Ty =Ty + o+ Tayg = 2'Y;
Cia desimje lygyles pugje naudojam&? erdves elementy iSraiska vektoriais stulpeliais
(2.22) ir matricy daugyba. Sis priskyrimés, y) — -y apibeZia funkcija i3R? x R?
i R, vadinama standartingkaliarine daugybaerdweje R¢. Nesunku patikrinti, kad bet
kuriemsz, y, z € R% ir \, 1 € R, galioja savyks

x>0, jeix#0,
Ty =y, (2.28)
Ay + 12) = Azy) + plo-2),

Pastaroji savybreisSkia, kad fiksuotam funkcijay — z-y yra tiesire. Tas pats galioja ir
funkcijai z — x-y, kai fiksuotagy, remiantis antraja, argumenty simetriSkumo, savybe.
Kitaip tariant, skaliari@ daugyba yra tiessnpagal kiekviena i$ dvieju argumenty, kas
vadinamabitiesiSkumu Taigi skaliarire daugyba yra simetrnir bitiesire funkcija.

2.50 apibrezimas. Aritmetine tiesire erde R? su joje apibezta standartine skaliarine
vektoriy daugyba vadinanmeuklidine erdve.

Binarusis sarySis- realiyjy skatiy aiteje yra tiesie tvarka, t. y. bet kurie du realieji
skatiai yra palyginami, jiems galioja trichotomijos sa@ybei tranzityvumas. Bet kurie
du realieji skatiai yra palyginami ir tiesias pustvarks atveju, apil@ziamos binariuoju
sarySiu< (Zr. (2.16)). Siuos binariuosius sarysius galima perkelti ir | eukliding erdve
tokiu budu. Tegut = (x1,...,2q9) ir y = (y1,...,yq) € RL Sakysime, kad > y
arbay < x, jei x; > y; kiekvienami = 1,. .., d. Taip pat sakysime, kad

x >y arbay < z, jei z; > y; kiekvienami = 1,... ,d. (2.29)
Atveju, kaid > 1, abu binarieji sarySiai> ir > nera pilni, pavyzdZiui, vektoriat =
(1,0) ir y = (0,1) néra palyginami. Téau Siais binariaisiais sarySiais agbama
tvarka yra svarbi ir toliau naudojama. Jei R? ir 2z > 0, tai sakome, kad vektorius

yraneneigiamaso jei z > 0, tai sakome, kad vektoriusyrateigiamas Tokiy vektoriy
aibes atitinkamai zygsime

RY ;= {z € R%: 2 >0} ir RY, :={z e R®: >0}
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Skaliarire daugyba euklidieie erdeje leidZia apibezti atstuma tarp vektoriy. Bet
kuriamz = (x1,...,14) € R tegul

e |z) = Vo = /2t 4+ + 2k (2.30)

Kai d = 1, |z| yra realiojo skatiausz modulis (Zr. (2.15)). (2.30) reikSmiy priskyrimas
apibiezia funkcijg| - | = {(z, |z|): = € R?}: R? — R su tokiomis savybmis:

(1) kiekvienamz € R?, |z| > 0 (neneigiamumas);

(2) kiekvienamz € R?, |z| = 0 tada ir tik tada, kai: = 0 (teigiamas apit#Ztumas);
(3) visiemsz € RYir A € R, |A\z| = |\||z| (homogenidkumas);

(4) visiemsz,y € R?, |z + y| < |z| + |y| (subadityvumas).

Nesunku patikrinti pirma, antra ir tt& savybes. Ketvirtoji gaunama naudojantis KosSi
nelygybé:

2.51 teiginys. Bet kuriemse, y € RY, |z-y| < |z]-]y].

[rodymas. Bet kuriam € R
Az + 91> = Az +y)- (O +y) = Nz + 27 (@y) + |y

Sis kvadratinis trinaris\ atZvilgiu yra neneigiamas. Tetljo diskriminantas (negrieZtai)
neigiamas, t. y(x-y)? — |z|?|y|? < 0, kas ir jrodo norima nelygybe. O

Savytes (1), (2), (3) ir (4) reiskia, kad funkcijg - | yra norma erdgje R?. Todel
euklidine erde R yranormuotoji erdvéo jos norma (2.30) vadinanaiklidine norma
Kaip ir bet kuri norma, euklidia norma apib#Zzia atstumé — y/| tarp bet kuriy vektoriy
z,y € R? vadinama metrika. Tokiu b'udu euklidiarde greta tiesias strukturos turi ir
metring strukt ura. Abi Sios strukt uros yra suderintos ta prasme, kadgieperacijos
ir skaliarire daugyba yra tolydzios metas strukt uros atzvilgiu (2.4.7 pratimas).

Be to, skaliari®@ daugyba ir euklidia norma naudojamos interpretuoti vektoriaus
r € R%ilgj, juo vadinant normaz|, o kampag tarp nenuliniy vektoriyr,y € R?
apibreziant taip:

-y
COS(p 1= ——. (2.31)

Du vektoriai vadinamortogonaliais jei ju skaliarire sandauga lygi nuliui.

Tegulz € R ir r > 0 yra realusis sk&ius. Euklidires erdesR? atviruoju rutuliu
su centru taske ir spinduliur vadinama aib B(z,r) := {y € R?: |z — y|}. Tatiau
ekonominiame kontekste dazniausiai kalbama ne apie visa eukliding erdve, bet apie jos
poaibj. TegulX yra bet kuris euklidigs erdesR? poaibis irz € X ir > 0. Tokiu

®Sia nelygybe Augustin Louis Cauchy j@d 821 m.
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atvejuatviruoju rutuliu aibejeX vadinama aib B(z,r) N X ={y € X: [z —y| <r}.
Pavyzdziui, atviruoju rutuliu neneigiamyju vektoriy ajb]Ri yra tokia aite:

G:={reR 2>0ir|z| <1} = B(0,1) NRL. (2.32)
Tiesiniy funkcijy tarp euklidiniy erdviig™ ir R aibe L(R™, R™) taip pat yra tiesia

erdwe. Be to, remiantis (2.25), ji yra tiesiSkai izomorfiSka euklidinei erdy/&f. Toliau
L(R™,R™) erdweje naudosime euklidineg norma:

L=l = | jpal= | 2 e (2.33)

1<i<n 1<i<n,1<j<m

Remdamiesi KoSi nelygybe (2.51 teiginys), gauname tok| tessimnkcijos reikSras
jvert:
|L(z)| <|L||z|, visiemsz € R™. (2.34)

2.27 teorema teigia, kad realiyjy ski aike yra pilna. Si savy®islieka ir euklid-
ineje erdeje. Sakysime, kad euklidis erdesR? elementy sekéx,) = (2n)nen =
(zo,x1,x2,. .. ) vadinamaKosi sekajei kiekviename > 0 egzistuoja toksV € N, kad
|Ty, — Tm| < €, kain > Nirm > N.

2.52 teorema.Kiekviena euklidines erdvés! Kosi seka konverguoja.

lrodymas. Tegul (x,,) yra Kosi seka irz,, = (zn1,...,70q) € RY kiekvienamn.
Kadangi|z,; — mi| < |xn —2m|, kain,m € Niri € {1,...,d}, tai (zp;)nen Yra KoSi
seka kiekvienam. Remiantis 2.27 teorema, kiekvienarseka(x,,;) konverguoja, t. y.
egzistuoja tokg; € R, kad|z,; — y;| — 0, kain — co. Taday := (y1,...,yq) € RLir
|z, —y| — 0, kain — oo, t. y. KoSi sekdz,,) konverguoja; tai ir reikjo jrodyti. I

Atvirosios ir uzdarosios aibes Tegul X yra bet kuri euklidiies erdesR¢ aibe. Aibes
X poaibisG vadinamastviru aibesX atzvilgiy, arbaatviru aibeje X, jei kiekvienam
x € (G egzistuoja toks atvirasis rutulys, su centrur, kadB,NX C G. Aibe vadinama
atvira, jei ji yra atvira euklidires erdes atzvilgiu. Taigi (2.4.2 pratimas) poailtisC X
yra atviras aibs X atzvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atviroji aity’, kad
G = G'n X. Pavyzdziui, (2.32) aib yra atvira atzvilgiu aies Ri, bet rera atvira
atzvilgiu aitesR? (kodel?).

2.53 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidinés erdves aibé ©y yra atviry X aibes
atzvilgiu poaibiy klase.

(a) TusCioji aibew ir X priklausoOx;

(b) Jei A yra bet kokia aibé itG,, € Ox kiekvienamu € A, tai sajungal,caGo €
Ox;
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(¢) Jei A yra baigtine aibe irG, € Ox kiekvienamy € A, tai sankirtaN,caGo, €
Ox.

Tegul X yra bet kuri euklidites erdesR? aibe ir A ¢ X. Aibés A elementas:
vadinamawidiniu X atZvilgiu taskuy jei egzistuoja toks atviraX aibeje rutulysB, su
centru tasSker, kad B, C A. Taigi A yra atvira ailgje X tada ir tik tada, kai kiekvienas
A elementas yra jos vidini& atzvilgiu taskas.

Tegul X yra bet kuri euklidires erdesR? aibe. AibesX C R¢ poaibisC vadinamas
uzdaru aibesX atzvilgiy, jei jo papildinysX \ C = {z € X: = ¢ C'} yra atviras aibje
X.

2.54 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidinés erdvés aibé €x yra uzdaryX aibées
atzvilgiu poaibiy klase.

(a) TuSCioji aibéw ir X priklausoCx;

(b) Jei A yra bet kokia aibe irF,, € Cx kiekvienamx € A, tai sankirtan,caFy, €
Cx;

(c) JeiAyrabaigtiné aibe irF,, € Cx kiekvienamy € A, tai sajungaJ,c4F, € Cx.

Tarkime, kadF' yra euklidires erdesR? aibe. Vektoriusa € R¢ vadinamas aies
F ribiniu tadku jei kiekvienas atvirasis euklidas erdes rutulys su centru tasketuri
F aibés elementy, skirtingy nuo Kitaip tariant,F’ aibeje yra elementy kiek norint arti
vektoriausa.

2.55 teiginys. Tarkime, kadX yra euklidines erdvés aibée ir C X. F' uzdaraX aibes
atzvilgiu tada ir tik tada, kaiF" priklauso visi tie jos ribiniai taskai, kurie priklaus# .

[rodymas. Tegul F' uzdara aiBje X, a yra ailesF ribinis taskas i € X. TadaX \ F
yra atvirasisX poaibis ir kiekvienas rutulys su centiduri aibesF’ elementy. Remiantis
Siomis priezastimia negali priklausytiX \ F, ir todela € F.

AtvirkScCiai, tegulF' priklauso visi tie jos ribiniai taskai, kurie priklaus®. Jeia €
X\ F, tai egzistuoja toks atvirasis rutulys su centrkuris neturi bendry elementy $u
Atsizvelgiani  Sia priezastK \ F' yra atvirasX aibes atzvilgiu, irto@l ' = X'\ (X \ F)
yra uzdarasx poaibis. O

lliustruodami pastarajj teiginj pastesbime, kad (2.32) lygybe ap#ittos ailes G,
kuri yra atvira aileje R¢, ribiniai taskai, priklausanty®? \ G, sudaro aibg{z €
RY: x> 01ir || =1}.

2.56 apibreZimas. Tegul A yra euklidires erdes ailes X poaibis ir tegulA’ yra visi
tie A ribiniai tadkai, kurie priklausd. Aibe A := A U A’ vadinamaA aibesuzdariniu
aibeje X, o aibe A’ vadinamaA aibessiena.

Kitas teiginys formuluojamas naudojant @ptumo ir maziausio virSutinicezio sa-
vokas i$ 2.28 ir 2.29 apibzimuy.
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2.57 teiginys. Jei netuscCioji realiyjy skaiCiy aibé yra uzdara ir aprézta is virsaus, tai jai
priklauso jos maziausias virsutinis rezis.

[rodymas. Tegul A C R yra netu$ia, uzdara ir a@Zzta iS virSaus. Remiantis realiyjy
skatiy aibes maziausio virSutiniceio savybe (2.30 teorema), egzistuoja &keia :=
MV R 4. Tarkime, kadh ¢ A. Remiantis 2.29 apiezimu, kiekviename > 0 egzistuoja
toksz € A, kada — € < z < a. Todel a yra ribinis taskas, nepriklausantis uzdarai aibei
A. Si priestara jrodo teiginj. O

Kompaktin és aies Tarkime, kadK yra euklidires erdes aie. Sios erdés aibiy
Seima{G,}icr yra ailes K denginysjei K C U;c1G;. Cia ir toliau indeksy aib I gali
tureti neskaity elementuy kiekj. Jei denginj sudaro baigtinis aibiy kiekis, tai jis vadinamas
baigtiniu denginiu Aibé K vadinamakompaktinejei iS bet kurio jos denginio atviryju
aibiy Seima galima iSrinkti baigtinj denginj.

Siame ailes apibeZime naudojome atviras (euklidis erdes atZvilgiu) aibes. Atve-
ju, kai K ¢ X C R?, galima kallti apie ailes X atzvilgiu kompaktiska aibe. Tiksliau,
aibée K vadinaméompaktineX atzvilgiu, jei is bet kurio jos denginio atvirX atzvilgiu
aibiy Seima galima iSrinkti baigtinj denginj. diau toks apibezimas yra ekvivalentus
ankstesniajam, o Sio fakto jrodymas si ulomas skaitytojui:

2.58 teiginys. Sakykime, kadd ¢ X c R?. Aibe K yra kompaktiné tada ir tik tada,
kai ji yra kompaktineX atzvilgiu.

Kompaktires ailes pavyzdys yra realiyjy skai aibes uzdaras intervalds, b] =
{r € R: a <z < Db}, —00 < a < b< +oo. Faktas, kad Si adbyra kompaktig,
vadinamas Heias'—Borelid® teorema. Sis faktas, taip pat ir tai, kad bet kuris uzdara-
sis euklidires erdes rutulys yra kompaktaaite, lengvai iSplaukia i3 toliau jrodytos
2.60(c) teoremos. Pastekime, kad atviras intervalds,b) = {z € R: a < = < b}
nera kompaktig aike (kockl?). Visa euklidie erde taip pat era kompaktig aike, nes
i$ jos denginio atvirais ir be galo diartiy spinduliy rutuliais{ B(0,n): n € N} nej-
manoma iSrinkti baigtinio denginio.

IS pradziy jrodysime viena naudinga kompaksnailes apib udinima. Sakoma, kad
aibiy Seima turbaigtines sankirtos savybgei bet kuri baigtire tos Seimos nariy sankirta
yra netusia.

2.59 teorema. Euklidines erdves aibe yra kompaktine tada ir tik tada, kai bet kurios
uzdary jos poaibiy Seimos, turinios baigtines sankirtos savybe, visy elementy sankirta
yra netuscia.

[rodymas. Tarkime, kad aib K yra kompakti® ir { F; } ;c; yra uzdary jos poaibiy Seima,
turinti baigtines sankirtos savybe. Jei visy jos elementy sankigtaF; = @, tai papil-
diniy Seima{ F* };c;, sudaryta i$ atviryjy aibiy, yra a8 K denginys. Kadangi aék

"Eduard Heine
8Emile Borel
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yra kompakti, egzistuoja jos baigtinis denginys’,, ..., FY }. Nesunku pasteti,
kadN}_, F;, = @, priestara, jrodanti, kad; F; # @.

AtvirkSciai, tarkime, kad G }icr yra atviryjy aibiy Seima, dengiarfii, ir F; := G¢
kiekvienami € I. Jei iS{G;};c; negalima iSrinkti aibs K baigtinio denginio, tai
{F;}icr yra uzdaryjuK poaibiy Seima, turinti baigtes sankirtos savybe. Tebpagal
prielaidan; F; # o, prieStara tam, kadG,},c; yra K denginys atviromis agmis,
jrodanti, kad aile K yra kompaktir. O

Kitos teoremos formulavimui naudojamos keletas naujy savoky. Eukidindes
aibé A vadinamaaprezta jei galima rasti tokj rutuliB su centru nulyje, kadl c B.
Realiyjy skatiy aikes atveju aibs apeztumas ekvivalentus tam, kad aipra apezta is
virSaus ir iS apéios (2.28 apibezimas). Je{z,,) yra euklidires erdes elementy seka ir
(nk) = (ng)gen, no < n1 < --- < ni < --- yra begalire didejanti nat uraliyjy skaiy
seka, tai sekér,, ), sudaryta is funkcijos — x,,, , k € N, reikSmiy, vadinamaosekiy
ir sakoma, kadxy,) turi posekj(zy, ).

Dalis toliau jrodomos teoremos teiginiy turi aiSkia prasme tik tuo atveju, kai na-
grinejama aile turi be galo daug skirtingy elementy. Tokiu atveju sakysime, ka&l aib
yra begaliné Jei aile turi tik baigtinj elementy skéiy, tai ji visada yra kompakti
(kodel?) ir Siuo aspektu nejdomi.

2.60 teorema. Toliau iSvardyti teiginiai apie begaline euklidines erdves albgra ek-
vivalent us

(a) K yra kompakting

(b) kiekvienas aibe& begalinis poaibis turi ribinj taska, priklausaniy;

(c) kiekviena aibed( elementy seka turi posekj, konverguojantj j aibéglementa
(d) K yra aprézta ir uzdara.

[rodymas. (a) = (b): Tegul F' yra begalinis aibs K poaibis, neturintis ribinio tasko,
priklausatio K. Tada aile F' yra uzdara aigje K remiantis 2.55 teiginiu. Be to,
kiekvienamz € F' egzistuoja toks atviras rutulyB, su centru taske;, kuris neturi
bendry tasSky s# \ {z}. Tokiu b udu atviry aibiy Seim@3,,: = € F} U (K \ F) yra
aibes K denginys, kuris neturi baigtinio denginio. Si priestara jrblo

(b) = (c): Tegul(x,) yra seka, kurios elementai priklauso ailb¢i Jei tarp visy
sekos elementy yra tik baigtinis skais skirtingy, tai bent vienas i$ ju sekoje pasirodo
be galo daznai. Tokiu atveju posekis sudarytas iS vieno elemento konverguoja j save patj,
t.y. (c) teiginys galioja Siuo atveju. Tarkime, kad,,) seka turi be galo daug skirtingy
elementy. Tada ji turi ribinj taSka € K, o kiekvienai Sio tasko aplinkai, atviram rutuliui
su centrur, priklauso be galo daug skirtingy sekos elementy. Posekis, konverguojantis |
x, iSrenkamas remiantis indukcija, ir tuo jrodon{as

(¢) = (d): Tegulx yra aites K ribinis taSkas. Remiantis ribinio tasko apamu,
sukonstruojamds elementy seka, konverguojantij Tadax € K pagal prielaiddc),
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0 K uzdara remiantis 2.55 teiginiu, kuriami&yra euklidire erde. JeiK nera apeZta,

tai kiekvienamn € N galime rasti tokjz,, € K, kad|z,| > n. Tokiu b'udu gaut’

elementy sekér,,) nekonverguoja, ir Si prieStara jrodo apeztuma ir(d) teigini.
Paskutires teoremos dalies jrodymui naudosime tokj pagalbinj teigin;.

2.61 lema. Jei K yra euklidines erdvées kompaktine aibé&Firyra uzdaras jos poaibis,
tai F'irgi yra kompaktiné aibée.

[rodymas. Tegul atviryjy aibiy sistem@ yra ailes F' denginys. Papildiny$'© yra atvi-
roji aibe, tocel G’ := G U {F°} yra aites K denginys atvirosiomis aémis. Kadangi’
yra kompaktiee aile, egzistuoja jos baigtinis denginys, iS kurio iSbrauke dbgjei ji
ten liko, gauname aés I baigtinj denginj; tai ir reikejo jrodyti. O

Toliau tesdami 2.60 teoremos jrodyma, parodysime, kBd=- (a): Tegul K yra
aprezta ir uzdara. Ag@Ztumo @ka galima rasti tokj staakampjA := [a,b] x .-+ x
[a,b] € RY, kad K C A. Remiantis lema, pakanka parodyti, kddyra kompaktire
aibe. Tarkime, kad taip @ra. Tada egzistuoja tok$ denginys atviryjy aibiy Sein,
kuris neturi baigtinio denginio. SteakampjA padalijame R mazesniy s@&akampiu.
Tarp ju turi egzistuoti bent vienas toks, kurio negalima padengti baigtindenginio
elementy skd&iumi. PaZzynekime ta stéiakampjA; ir teskime toliau ta p&a dalijimo
ir iSrinkimo | mazesnius stdaakampius proced ura. Gausime sel&ydst&iakampiy
A; D Az D ..., kuriy kraStiniy ilgiai argja | nulj ir nei vienas iS ju nepadengiamas
baigtiniul/ denginio elementy sk&@umi.

Parodysime, kad sankirta,,>1A4,, yra ail®e, sudaryta lygiai iS vieno vektoriaus.
IS kiekvieno stéiakampio paimkime po viena vektoriy. Gausime vektoriy sekg.
Kadangi staiakampiai vienas | kita jeti ir ju krastiniu ilgiai argja | nulj, nesunku jsi-
tikinti, kad (x,,) yra KoSi seka. Kadangi euklidenerde yra pilna (2.52 teorema), seka
() konverguoja. Tarkime, kad ta riba yra vektorits Tadax € N,>14,. IS tikro,
bet kuriamn > 1, z yra st&iakampioA,, ribinis taskas, o4,, yra uZdara aib. Tockl
x € A,. Kadangi stéiakampiy krastiniy ilgiai agja j nulj, nesunku jsitikinti, kad st&
akampy sankirta negali teti dviejy skirtingy elementy, t. y{z} = Np>1 4,,.

[rodymo pabaigai pastéelime, kad denginyjé/ privalo egzistuoti bent viena tokia
atvira aile U, kuriai priklausox. remiantisU atvirumu, jai turi priklausyti ir pakanka-
mai mazas stdakampisA4,,, o tai prieStarauja tam, kad jos negalima padengti baigtiniu
denginiu. To@l prielaida, kad4d nera kompaktie aite rera teisinga, kas jrod@) teig-
inj. O

Pastarosios teoremd@s) savyle galioja, jei K yra kompakti aite. Ta&iau Sios
savyles pirmoji dalis galioja ir Siek tiek bendresniu atveju, kuris vadinaBalsand—
Vejerstrasd® savybe

°Bernhard Bolzano (1781-1848), matematikas
%K arl Theodor Wilhelm WeierstraR (1815-1897), vakigmatematikas
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2.62 iSvada.Bet kuri aprézta ir begaliné euklidinés erdvées aibeé turi ribinj taska.

[rodymas. Tegul A yra apeZta ir begalig euklidires erdes aile. remiantis a@ztumu,
egzistuoja toks uzdaras rutuly$ su centru nulyje, kadl C B. Remiantis 2.6Q1)
teorema,B yra kompaktie aite, tocel, remiantis tos p&os teoremgb) teiginiu, aike A
turi ribinj taska. Tai ir reilejo jrodyti. O

Funkcijos tolydumas Tegul X yra bet kuriR™ erdwes aite, Y yra bet kuriR™ erdwes
aibe ir f: X — Y yra funkcija. Funkcijaf vadinamatolydzia taskery € X, jei
kiekviename > 0 egzistuoja tok® > 0, kad |f(x) — f(zo)| < €, kaitk z € X ir
|x — x| < d. Funkcijaf vadinamaolydZia aibéejeX, jei ji yra tolydi kiekviename taske
xg € X. Atveju, kaiX = R"ir Y = R™, funkcija f: R™ — R™ yra tolydi taske
xo € R™, jei kiekviename > 0 egzistuoja toks > 0, kad rutulio vaizdag'[B(zo, )] C
B(f(x0). €). B

Toliau jrodysime daznai naudinga funkcijos tolydumo apib udinima, naudodamiesi
atvirkstine atitiktimi f—!, apibezta (2.20) lygybe, ir atitikties vaizdo savoka, apitta
(2.18) lygybe. Priminsime (2.38 teorema), jog atvirkétatitiktis f ! yra funkcija tada
ir tik tada, kai funkcijaf yra bijekcija. Taigi toliau formuluojamoje teoremoje!
neprivalo b uti funkcija.

2.63 teiginys. Tegul X C R™", Y C R™ir f: X — Y. Teiginiai (a), (b) ir (c) yra
ekvivalent us

(a) f yratolydi
(b) kiekvienam atviram aibej¥ poaibiui V aibe f~![V] yra atvira aibejeX;
(c) kiekvienam uzdaram aibe)é poaibiui C aibé f~1[C] yra uzdara aibejeX .

[rodymas. (a) = (b): Tegul aite V' yra atvira ailgsY” atzvilgiuiru € f~![V]. Kadangi
f71[V] C X, tai pakanka parodyti, kad yra f~![V] aibes vidinis taskas. Kadangi
atvira aitejeY’, tai egzistuoja toks > 0, kad B(f(u),e) N Y C V. Kadangif tolydi ir

Ue:={z € X: |f(z) = f(u)| < e} = [ [B(f(u),e) NY] C fHV],

tai egzistuoja tok$ > 0, kad B(u,d) C U.. Taigiu yra f~![V] aibes vidinis taskas
ir galioja (b) teiginys. Atvirk&iai, jei galioja(b), tai (a) teiginio jrodymas gaunamas
naudojantis atvirosios a@is apibezimu ir paliekamas skaitytojui(b) ir (c) teiginiy
ekvivalentumas jrodomas, naudojantis lygybe

X\ fA = Y\ 4]

galiojartia bet kuriai aibeiA C Y. Jos jrodymas ir panaudojimas taip pat paliekami
skaitytojui. O



78 2 Skyrius. Matematika |

Toliau nagrirejant tolydziasias funkcijas tarp euklidiniy erdviy, prisiminkime, kad
funkcijos vaizdas yra atitikties vaizdas, agbtas (2.18) lygybe.

2.64 teorema. Kompaktines aibes vaizdas tolydzios funkcijos atzvilgiu yra kompaktine
aibe.

[rodymas. Tegul X C R™ yra kompakti® aite ir f: X — R™ yra tolydi. Parodysime,
kad vaizdasf[X | yra kompakti® aile. TegulT yra begalinis aibs f[X| poaibis. Ta-
da S := f~![T] yra begalinis aibs X poaibis. KadangiX yra kompakti® aite, tai
remiantis 2.60 teoremd turi ribinj taskaz, t. y. egzistuoja sekér,,), sudaryta isS
elementy ir konverguojanti | elementac S. Remiantisf tolydumu (2.4.5 pratimas)
seka( f(x,)) yra sudaryta i§" elementy ir konverguojaf(x) € T. Dar karta remiantis
2.60 teoremaf[X ] yra kompakti aite; tai ir reikejo jrodyti. O

Kaip iSvada iS pastarosios teoremos ir maziausio virSuteu@rsavyes gauname
svarbia toliau formuluojama/ejerstraso teoremadet kuri tolydi su realiomis reikSamis
funkcija apibezta ant kompakto jgyja savo maksimalia ir minimalia reikSmes. Tiksliau,
galioja toks teiginys.

2.65 teorema. Tarkime, kadK C R"™ yra netuScia kompaktine aibé fr: K — R yra
tolydi funkcija. Tada egzistuoja tokieb € K, kad f(a) < f(x) < f(b) su kievienu
r € K.

[rodymas. Remiantis 2.64 teorema, vaizdAd<| yra kompakti@ realiyjy skatiy aike.
Remiantis 2.60 teorema, ji yra nebigs, uzdara ir afigZta aite. Tocel deka 2.57 teiginio,
aibei f[K] priklauso jos maziausias virSutinigzis, t. y. egzistuoja toks € K, kad
f(z) < f(b) kiekvienamz € K. MaZiausia reikSma jgyjama atsizvelgiant j didZiausio
apatinio Ezio savybes ir naudojantis analogiSkais argumentais; tai &joejiodyti. [J

Vel tarkime, kadX C R™ir f: X — R™. Funkcijaf vadinam&olygiai tolydZiaX
aibeje, jei kiekvienant > 0 egzistuoja tok$ > 0, kad|f(x) — f(y)| < e kaiz,y € X
ir o —yl <4.

2.66 teorema.Bet kuri tolydi kompaktingje aibeje funkcija yra tolygiai tolydi.

[rodymas. Tegul X C R™ yra kompaktie aile, f: X — R™ ir e > 0. Kadangif
tolydi, tai kiekvienamu € X egzistuoja toksh(u) > 0, kad |f(z) — f(u)] < €/2,
jeitik z € B(u,d6(u)) N X. Seima{B(u,d(u)/2): v € X} yra X aibes denginys
atviromis aitemis. KadangiX kompaktire aike, egzistuoja baigtinis skius vektoriy

ug, ..., up € X susavybeX C UF_ B(u;, 5(u;)/2). Teguld := (1/2) min{d(uq),...,d(ux)}-
Nesunku jsitikinti, kad f(x) — f(y)| < e, jeitik z,y € X ir |[x —y| < 0,t.y. fyra
tolygiai tolydi aibeje X. O
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Pratimai

1.

10.

2.5

Tegula, b, c € R ir bet kuriemsr = (z1,22) € R?, y = (y1,72) € R? tegul
q(x,y) := ax1y2 + bx1ye + brayr + crays.

Su kokiaisa, b, c € R (2.28) savyks galioja funkcijaiy(-, -): R? — R?

. Tegul X yra euklidires erdes aite. [rodyti, kad poaibig? C X yra atviras aibs

X atzvilgiu tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia atvira@aid/, kadG = G' N X.

. lrodyti 2.53 ir 2.54 teiginius.
. |rodyti 2.58 teigin|.

. TegulX C R", x € Xirg: X — R™ |rodyti: g yratolydi taSker tada ir tik tada,

kailim,,—,o g(z5) = g(x) su bet kuria sekéz,,), konverguojania | z. Nuoroda:
naudotis rinkimo aksioma (2.8 aksioma).

. |rodyti, kad aites A C X uzdarinysA aibeje X (2.56 apibezimas) yra uzdara

aibe aikeje X. Be to, jeiA C B C X ir B yra uzdara aibje X, tai A C B.

. [rodyti, kad funkcijos(a), (b) ir (c) yra tolydZiosios:

(a) (z,y) — = +yiSR? x R | RY,
(b) (A, z) — Az i8R x R | RY,
(¢) (z,y) — = -yi8RY x RY| R,

. Baigti 2.63 teiginio jrodyma.

.TegulX C R", Y Cc R™ir f: X — Y. [rodyti: f tolydi taSkeu € X tada

ir tik tada, kai kiekvienam atviram a@s Y poaibiui V', kuriam priklausof (u),
egzistuoja toks atviras &k X poaibisU, kadu € U ir f[U] C V.

[rodyti, kad tolydziyjy funkcijy kompozicija yra tolydi funkcija.

Integravimas

Tarkime, kad[a,b], —co < a < b < 400, yra realiyjy skaliy uzdarasis intervalas,
kuriame apibeztos funkcijosp: [a,b] — RZir +: [a,b] — R. Sakoma, kad egzistuoja
funkcijos ¢ Riemano-Stieltje® integralas atzvilgiu funkcijog

b b
/ pdip = / p(t) di(t) = T € RY,
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jei kiekviename > 0 galima rasti tokip > 0, kad nelygyle
k
1= 3wl [t) - vity)]| < e
j=1

galioja visiems tiemsa, b] skaidiniamsy = ¢t < t; < --- < t;, = b ir bet kuriemss; €
[tj—1,t;], kuriemsmax;[t; —t;_1] < 6. Pastarojoje nelygydje sukeitg vietomig sut,
gauname realiosios funkcijas integralo atzvilgiu vektorias funkcijosy apibezima,
taip pat vadinam&iemano-Stieltie® integralufg ¥ de. Kai funkcijos reikSmes yra
erdweje L(R™, R™), integralai su reikSme toje erdje apibeziami taip pat.

2.67 teorema.Jei ¢: [a,b] — R? yra tolydi ir ¢: [a,b] — R yra monotonine, tai
egzistuoja integralag? o di).

[rodymas. Integralo egzistavima jrodysime naudodamiesi eukéidierdesR¢ pilnu-
mu. Kiekvienam € N tegul

t? :=min{a +i27",b}, i=0,1,... 0y := [02"];

gia[x] := min{k € N: k > 2}, 2 € R. Rinkinys{t?}\ , yra intervalo[a, b] skaidinys.
Taip pat kiekvienam € N tegul

swi= Yol [Ble) — witiy)] € B

Kadangiy yra tolygiai tolydi intervalda, b] (2.66 teorema), tai duotae> 0 egzistuoja
toks NV € N, kad

sup{|e(s) — p(t)|: t,s € [a,b], [t —s] <27V <

JeiN <n <m < oo, tai

(50 = 5| = \Z Z [ot1) = )] [pE) vty |

1= 1] tm -L 17tn]

< ey(b) - ( )l

Taigi {s,}nen C RY yra KoSi seka. Kadangi kiekviena eukliéis erdes Kosi seka
konverguoja (2.52 teorema), tai egzistuoja toks vektafigsR?, kad|I — s,| — 0, kai
n — oQ.

[rodysime, kadl = [° o di. Tegule > 0. Egzistuoja toks: € N, kad|I — s,| < €
ir |p(s) —e(t)] < e kais,t € la,blir |t —s| <27™. Teguld := 27", {t]}] _o yra toks
[a, b] skaidinys, kadnax;[t; — t;—1] < 0 ir teguls; € [t;_1,t;] kiekvienamj. Tegul
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{w;} yra toks[a, b] skaidinys, kurj sudaro visi skaidini{f}}7_ ir {t; ;?:0 taSkai. Tada
prideje ir abmes,, bei) ", p(u—1)[¥(w) — ¥ (w—1)], gauname

k
1= 3 el [(t) — vit,-)] <
=1

T et ) — elu )l (w) — (uy)]

=110 we( o th

k
+ |p(ui-1) — ()¢ (ur) — h(ur—1)|
Jj=11: ’u,lE(tjfl,tj]
< e+ 2¢e[yp(b) — Y(a)l.
Kadangie > 0 yra laisvai pasirinktas, tai teorema jrodyta. O
Toliau formuluojama savydvadinamantegravimo dalimis formule

2.68 teiginys. Jei integralasffl’@cw egzistuoja, tai egzistuoja integralafﬁwdgo ir
galioja lygybe

b b
[ edv [ vdo= o) - elaia) (2.35)
Toliau formuluojama savydvadinamaeitimo formule

2.69 teiginys.
b t b
| et [weas] = [ et (2.36)

a

2.70 teiginys. Jei¢: [a,b] — R yra apreztag): [a,b] — R yra monotonine ir egzis-
tuoja integralas/® o di), tai

b
[ ede] <o) - via) s fo o). (2:37)
a a<t<b
[rodymas. Jei{t; ;?:O yra[a, b] skaidinys irs; € [t;_1,t;] kiekvienamj = 1,. .. k, tai
k
> el [t) - w(t)]| < [9b) - v(@)] sup fe(d)]
j=1 a<t<b

Kadangi integralas egzistuoja, tai galioja (2.37) nelygyb O



82 2 Skyrius. Matematika |

2.6 Diferencijavimas

ISvestines ir jakobianas Tarkime, kadA(y) € R™ visiemsy € U i$ kurios nors nulio
aplinkosU C R”, t.y. A: U — R™ yra funkcija. ZyngjimasA(y) = o(y), kaiy — 0,
reiskia, kad

o 1AWw)

y—0 [y

Jeiz € U\ {0}, A(tx) = tA(x) visiemst € Rir A(y) = o(y), tai A(z) = 0. Si
aplinkybe rodo, kad toliau si ulomas iSvestnapibezimas yra korektiskas (2.6.1 prati-
mas).

=0.

2.71 apibrezimas. TegulU C R”" yra atvira aife ir f: U — R™. Funkcija f yra
diferencijuojama taSke € U, jei egzistuoja tokia tiesmfunkcijal : R" — R™, kad

A¢(z) = fla+2x) — f(a) — L(x) = o(x), kai z—0. (2.38)

Vienintelg tiesing funkcija., priklausaia tik nuoa, ZymésimeD f(a) := L ir vadin-
simeiSvestine tasSke. Sakysime, kadf yra diferencijuojamajei ji yra diferencijuo-
jame kiekviename savo ap#itimo aites taske, Siuo atveju. Tuo atveju yra apitaZta
funkcijaDf: U — L(R™,R™), vadinamasvestines funkcija.

Kain =m = 1, tai D f(a) yra tiesire funkcija veikianti iSR | R. Nesunku patikrin
ti, kad tokia funkcija yra daugyba i$ sk#us. Pazyrekime ta skdiy f'(a). Tada
Df(a)(xz) = f'(a)x kiekvienamz € R ir galioja sarysis

f'(a) =lim [f(a+2)— f(a)]/z. (2.39)

r—a

Tokj iSvestires Zyngjima naudosime tik atvejn = m = 1. Bendru atveju, kai > 1
arbam > 1, tiesire funkcija iSreiSkiama matrica, ir tai patikslinama kitame agiime.

2.72 apibrezimas. Tarkime, kadU C R" yra atvira aie, o funkcijaf: U — R™ yra
diferencijuojama taske € U. Matrica, standartiniy baziy atzvilgiu iSreiSkianti tiesine
funkcija D f (a), vadinam&unkcijosf jakobiano matricaarba tiesiogakobianu taske

ir zymimaJ f(a) := [Df(a)].

Atveju, kaim = 1, t. y. kai f yra su realiomis reikSemis, jakobianas yra @1 x n
matrica, 0 jos transponuotoji matrica yR& erdwes vektorius, vadinamag gradientu
taskea, t.y.

Vf(a):=Jf(a) €R"

(Ziuek (2.27) ir (2.22)). Simboli¥ skaitomasablg ZodZio reikSne kildinama i$ vieno
senovinio styginio instrumento, primeri@aa arfa, pavadinimo.

Siame gradiento apibzime naudojame tiesinj izomorfizma tafgR"™, R) ir R,
apibrezta (2.27) sarySiu. Daugiau apie gradienta raSoma 2.77 iSvadoje Siek tiek toliau.
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Vienas svarbiausiy ir naudingiausiy diferencijavimo fakty yra dviejy diferencijuo-
jamuy funkcijy kompozicijos diferencijuojamumas. Priminsime funkciju kompozicijos
apibezima. TegulX C R®, Y C R™, ¢g: X — Yir f: Y — R*. Kiekvienamz € X,
reikdmesh(z) := f(g(x)) € R* apibzia funkcijafog := h i8 X | R¥, vadinamay ir
f funkciju kompozicija Toliau suformuluosime kompozicijos diferencijavimo taisykle,
sutrumpintai vadinamigompozicijos taisykléangl. chain rule).

2.73 teorema. Tegul f ir g yra aukSCiau apibréeztos funkcijos. Jgiyra diferencijuo-
jama taskex € X ir f yra diferencijuojama taske(a) € Y, tai kompozicijafog yra
diferencijuojam taske ir jos iSvestine yra

D(fog)(a) = Df(g(a))oDg(a). (2.40)
[rodymas. Tegulb := g(a), I := Dg(a) ir L := Df(b). Kiekvienamz € X tokiam,
kada 4+ = € X, teguly(z) := g(a + z) — g(a). Tada
Afog(z) := (fog)(a+ z) — (fog)(a) — (Lol)(x)

= [f(b+7(@)) = F(b) = L(v(2))] + L(v(2) — I(2)).
Kadangig yra diferencijuojama taske, tai Ay (z) := v(x) — I(z) = o(z), kaiz — 0.
Remiantis (2.34), galiojd.(y(z) — I(z)) = o(z), kaiz — 0. Dar karta naudojant
(2.34) tiesinei funkcijail, y(z) — 0, kaiz — 0, t. y. g yra tolydi taSkea. Kadangif
yra diferencijuojama taskie= g(a), tai

F(b+9(2)) = F() = LOy@D] _ 1250 @D A @) + 1)

|| [y(z)| |z
kaiz — 0. Taigi A to4(z) = o(x), kaiz — 0. Tai ir reikejo jrodyti. O

Remiantis 2.47 teorema, kompozicijos jakobianas yra lygus atitinkamy funkcijy
jakobiany matricy sandaugai:

J(fog)(a) = Jf(g(a)) Jg(a). (2.41)

Kitam teiginiui verta prisiminti funkcijos komponegs ir projekcijos savokas, apib ud-
intas 2.45 apil@zime.

2.74 teiginys. TequlU C R™ yra atvirair f: U — R™.
(a) Jeif yratiesing, taiji yra diferencijuojama aibéjé su iSvestine funkcij@ f = f.

(b) Funkcija f yra diferencijuojama taske € U tada ir tik tada, kai kiekviena kom-
ponentéef; yra diferencijucjama taske. Be to, galioja lygybes

Jfl(u)
Df(u) = (Dfi(u),...,Dfm(u)) ir Jf(u)=1|....... . (2.42)
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[rodymas. [rodyti teiginj (a) si ulome p&am skaitytojui. Teiginidd) jrodymuiis pradziy
tarkime, kadf yra diferencijuojama taske € U ir j € {1,...,m}. Funkcijos f
Jj-toji komponené yra kompozicijaf; = m;of, Ciaw; yra projekcija. Remiantis teig-
iniu (a), projekcijar;: R™ — R yra diferencijuojama kiekviename er/R™ taske
ir Dm; = m;. Tada remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.73 teorema)
yra diferencijuojama komponentf; = mjof ir Df;(u) = mjoDf(u). Be kita ko,
Dfj(u): R" — R yra funkcijosD f(u): R" — R™ j-toji komponeng, t. y. galioja
pirmoji (2.42) lygyke. Antroji lygybe gaunama naudojantis 2.47 teorema ir tuo, kad
7] = €.

Atvigkééiai, tegulu € U ir kiekviena kompone f; yra diferencijuojama taske.
Pazymekime L := (Dfi(u),...,Dfn(u)) € LR",R™)ir Aj(z) = fj(u+ x) —
fi(u) = Dfj(u)(z) € R, jeiu+z € U. Tada

[futa) - flu) = L(z)| _ \lzm:(AJ(m)>2 —0, kai z—0.

|z] ||

J=1

Teiginys(b) jrodytas. O

Kryptin es ir dalinés iSvesties Tarkime, kadf: U — R™ yra diferencijuojama taske
a € U, iru € R" yra bet kuris fiksuotas nenulinis vektorius. Kadaddf(a)(-) yra
tiesire funkcija, tai tiesig yra funkcijat — L,(t) := Df(a)(tu), t € R. SarySyje
(2.38) p&musy = tu, visiemst € R pakankamai arti nuliog + tu € U ir apibreztas
vektorius

5(t) == A(tu) = f(a+tu) — f(a) — Ly(t) € R™.

Be to, galioja riby lygyke

A
g 0L A
t—0 || tu—0  [tul

Todel funkcijag: R — R™ su reikSneémisg(t) := f(a + tu), t € R, yra diferencijuoja-
ma nulyje su iSvestin®g(0) = L,, € L(R,R™).

Kaip mineta ank8iau (Zr. (2.26)), tiesia funkcija iSR | R™ tapatinama su vektoriu-
mi. Todel toliau apibeziama kryptie iSvesti yra vektorius iR™, o ne tiesie funkcija
i$ L(R,R™).

2.75 apibrezimas. TequlU C R"™ yra atvira aile,a,u € U ir f: U — R™. Sakysime,
kad f turi kryptine iSvestingaSkea kryptimi «, jei nulio aplinkoje apibezta funkcija
t — f(a+tu), t € R, yra diferencijuojama nulyje. Tuo atveju krypéinsSvesti@ yra

vektorius
Daf(a) = i 1O 1) = 1@

Atskiru atveju, kai kryptisu yra standartias baes vektoriuse;, i € {1,...,n}, tai
kryptine iSvesti® D; f (a) := D,, f(a) € R™ vadinamai-tgja daline iSvestine.

e R™.
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Naudojant klasikinius Zy&jimus, funkcijosf: R? — R dalire idvesti@ D, f(x, )
raSoma ir tokiu b udu:

of (z,y)
ox

Toks zZynejimas yra patogus tais atvejais, kai vienos funkcijos nepriklausomu kinta-
muoju yra laikoma kita funkcija. PavyzdZiui, taip atsitinka norint ap#brekonominiy
dydziy elastinguma (Zr. 5.3.4 pratimas).

Pirmoiji kito teiginio dalis jau jrodyta pries 2.75 ap@aima.

of 0
arba %(x,y) arba %f(m,y).

2.76 teiginys. Tarkime, kad funkcijg: U — R™ yra diferencijuojama tasSke € U C
R"™. Tada galioja teiginiai:

(a) f turikryptiné iSvesting bet kuria kryptini = (u;)?_, € R™, ir

Dyf(a) = Df(a)(u) = > u;Dif(a). (2.43)
i=1
(b) egzistuoja visyf komponencilyf; dalines iSvestiné®; f;(a), i € {1,...,n} bei

jed{l,...,m},ir

[rodymas. Kadangiu = > ;" ; u;e;, D f(a) tiesiSkumo éka gauname

Df(a)(u) =Y wiDf(a)(e;) = Y wiD;f(a),
=1 =1

ir tai uzbaigia(a) jrodyma. Tuo tarpu fakta®) iSplaukia i teiginio 2.7&) ir to, kad
Jfi(a) = [Dfj(er), ..., Dfj(en)]
kiekvienamj € {1,...,m}. O

Atskiru atveju, kaim = 1, pastarajame teiginyje funkcijos jakobiano matrica galima
pakeisti gradientu, ir gauname tokia iSvada.

2.77 iSvada.Tarkime, kad funkcijg: U — R yra diferencijuojamataske € U C R".
Tada yra apibréZtag gradientas taske

Vf(a) = (le(a’)7 N "an(a)) = Z-le(a)el € Rn?
i=1

0 ivestine taske kryptimiu € R™ lygi D, f(a) = (V f(a), u).
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Pastaroji formu leidZia pagristi tokia gradiento geometring interpretadijeadi-
ento vektorius yra funkcijos didZiausio kitimo kryptis, o noiWg (a)| yra Sio kitimo
dydis Tuo galima jsitikinti naudojantis formule (zr. (2.31))

Dy f(a) = |V f(a)||ul cos

ir tuo, kad kaie Sios formuts pug nusako funkcijog kitimo taskea kryptimi « greitj.
Taigi D, f(a) yra nulis, jeiu yra statmena¥ f(a), ir yra didZiausias tarp visy vienetiniy
krypCiy, kaiu yra lygiagretusv f (a).

2.78 teiginys. Tarkime, kadl C R ir U C R™ yra atviros aibés, ag: I — U ir
f: U — Ryra funkcijos. Jep yra diferencijuojama taske € I ir f diferencijuojama
taskeg(a), tai kompozicijafog diferencijuojama taske ir jos iSvestiné yra

(fo9)'(a) = (Vf(g(a)))-Dg(a). (2.44)

[rodymas. Kompozicijafog yra diferencijuojama taSketeoremos 2.73 atveju = k =
1 deka. Kadangi (R, R) tapatiname sSi&, tai, remiantis (2.41),

(fog)'(a) = J(fog)(a) = Jf(g(a)) Jg(a) € R.
Kadangig = (g1, .. ., gm), tai remiantis teiginiu 2.7&), kiekviena komonesgtg; : R —
R yra diferencijuojama taske, ir Jg(a) = (Dgi(a),...,Dgn(a)) = Dg(a), nes

L(R,R™) taip pat tapatiname $i". Remiantis 2.7(b), egzistuoja visos dalés iSvestigs

Djf(g(a)) € Rir Jf(g(a)) = [D1f(g(a))-- Dmf(g(a))]. Todel iS gradiento ir
skaliarires daugybos apibzimuy gauname lygybe

Jf(9(a)) Jg(a) = D;jf(g(a))Dyg;j(a) = (V(g(a)))-Dy(a),
j=1

i$ kurios gauname norima lygybe (2.44). O
Jeia > 0, funkcija f: R™ — R vadinamax eilées teigiamai homogeningei
f(Ax) = X4f(x) visiemsA > 0ir z € R™.
Tokioms funkcijoms teising&ulerio teorema:

2.79i8vada.Jei f: R™ — R yra diferencijuojama ir eilés teigiamai homogening, tai
kiekviename = (z1,...,zy) € R™

af(@) =Y a;D;f(x). (2.45)
j=1
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[rodymas. Tegulz = (z1,...,2,) € R™ir g(A) := Az, A\ > 0. Diferencijuodami
lygybes
A f (@) = f(Az) = (fog)(A)

abi puses pagal ir naudodamiesi (2.44), gauname
aX* " f(x) =) Djf(Az)w;.
j=1

Kai A = 1, gauname (2.45). O

Tarkime, kad)M yra diferencijuojamos funkcijog: R™ — R lygio aibg t. y. su
kuria nors konstantae R

M=M(c)={zeR": f(xr)=c ir Df(z)#0}.

Tegul I C R yra nulio aplinka iry: I — R™ yra diferencijuojama. ReikSmiy ab
~v(I) C R™ vadinama diferencijuojama kreive. Vektoriuse R™ vadinamadiestiniu

lygio aibei M jos taSkeu, jei egzistuoja tokia diferencijuojama kreéiw (/) C M, kad

~v(0) = air u = D~v(0). Lygio aibes M visi vektoriai, kurie yra liestiniail/ jos taSke
a, sudaro aibe, vadinanigstine erdvel, M.

2.80 iSvada. Tarkime, kad funkcijg : R™ — R yra diferencijuocjamaM yra jos lygio
aibe ira € M. Tada gradientad/ f (a) yra ortogonalus liestinei erdvéi, M .

[rodymas. Tegulu € T,M. Tada egzistuoja tokia diferencijuojama kety(1), kad
v(0) = a, f(v(t)) = f(a) ir u = Dv(0). Naudodamiesi (2.44) sy= ~, gauname

0= D(fov)(0) = (Vf(7(0)), D¥(0)) = (Vf(a),u),
t. y. u yra ortogonalu§’ f (a); tai ir reikejo jrodyti. O

Jei kuriame nors tasSke egzistuoja funkcijos visos kngstiisvestigs, tai neb utinai
funkcija yra diferencijuojama tame taske. PavyzdZiui, tokia yra funkcija

Fla) = 2122

2
=55 w=(a,32) ERY,
]+ Ty

taske0 € R2. Nurodysime pakankamas iSvegtinegzistavimo salygas.
2.81 teorema.Tarkime, kadJ C R" yraatviraaibéa € Uir f: U — R™. Funkcijaf

yra diferencijuojama taske, jei to tasko aplinkoje egzistuoja visgdalines iSvestines
ir jos yra tolydZios taske.
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Kita vertus, kaip rodo pavyzdziai, daliniy iSvestiniy tolydumasanb utinas diferen-
cijuojamumui.

TegulU C R™ yra atvira aile ir f: U — R™. Sakoma, kad funkcijg yra i3 C"
klases jei ji yra diferencijuojama savo api&zimo srityjeU ir jos iSvestires funkcija
Df: U — L(R™ R™) yra tolydi. Pasirodo, kad iSvesés funkcijos tolydumo salyga
galima pakeisti jos daliniy iSvestiniy tolydumu.

2.82 teorema.Tarkime, kad/ C R" yra atvira aibé ir f: U — R™. Funkcijaf yra i$
C' klases tada ir tik tada, kaf visos dalinés idvestinés egzistuoja ir yra tolydzios aibeje
U.

Viduriniy reikSmiy teorema  Kitas svarbus diferencijavimo faktas yra vadinamoji viduriniy
reikSmiy teorema. Atveju, kai: R — R yra diferencijuojama, Sis faktas teigia, jog bet
kuriems dviem skdiaisx,y € R egzistuoja toks ti@as skatius¢ € R, esantis tarp jy,

kad

fly) = f(@) = f'(§)(y — ). (2.46)

Teisinga ir Siek tiek bendresnformuk, kurios jrodymui prireiks ir tokio ne maziau
svarbaus fakto:

2.83 lema. Sakykime, kad funkcija su realiomis reikSmemis apibrezta bei tolydi uz-
darame interval€a, b] ir jgyja maksimuma taske € (a,b). Jeig diferencijuocjama
taSkec, tai jos iSvesting/’(c) = 0.

[rodymas. Tarkime, kady’(c) > 0. Remiantis iSvesties apibezimu (2.39), galime rasti
tokj 6 > 0, kad
gle+x) = gle) + 2g'(c)/2 > g(c)

visiems0 < z < 6. Si nelygyle prieStarauja tam, kad yra maksimumo ta3kas.
SimetriSkas samprotavimas rodo, kad atvefig:) < 0 taip pat rera galimas. Toel
¢'(¢) = 0 remiantis realiyjy sk&iy trichotomijos savybe. O

Siosvlemos teiginys toliau bus naudojamas optimizavimo uzdaviniuose (Zr. 2.111
teiginj). Cia juo naudosiras jrodydami tokj viduriniy reikSmiy teoremos varianta:

2.84 teorema.Sakykime, kad funkcij su realiosiomis reikSmémis apibrézta bei tolydi
uzdarame intervalér, y] ir diferencijuojama intervaléz, y). Tada egzistuoja toks €
(z,y), kad galioja(2.46)

[rodymas. Apibrézkime funkcijag: [z,y] — R su reikSneémis

=~ (u—=x)|, ué€Ez,vyl.
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Funkcijag yra tolydi intervale[x, y], diferencijucjama intervaléz,y) ir g(z) = 0 =
g(y). Be to, galioja lygye
— X

g = 1/t~ D=L e oy, (2.47)
Jeig(u) = 0 kiekvienamu € (z,y), tai ¢’'(u) = 0 kiekvienamu € (x,y), ir (2.46)
galioja bet kuriant € (z,y). PrieSingu atvejlig(ug)| > 0 su kuriuo norsyy € (z,y).
Jeig(up) > 0, tai remiantis VejerStraso teorema (2.65 teorempyja teigiama mak-
simuma kuriame nors taSke< [z,y|. Bet kadangiy(z) = g(y) = 0, tai & € (x,y)
ir ¢'(¢) = 0 remiantis 2.83 lema. €ka (2.47), su Siug € (z,y) galioja (2.46). Jei
g(up) < 0, tai —g(ug) > 0ir galioja ta pati iSvada; ja ir reéjo jrodyti. O

Atveju, kai f funkcija reikdmes jgyja euklidigje erdeje R? sud > 1, $is faktas
nera teisingas, kaip rodo toks pavyzdys. Tedut) := (cosx,sinz), x € R. Tada
Df(x) = (—sinz,cos z) ir formule

fy) = f(@) = Df(E)(y — =)

nera teisinga, kat = 0 ir y = 2.

TaCiau daugeliu atveju pakanka toliau formuluojamo silpnesnio fakto, taip pat vadi-
namo viduriniy reikSmiy teorema. Ties atkarpa euklidigje erdeje, jungianti jos vek-
toriusz ir y, yra aite

[T,y] ={zx = Ay + (1 —=N)z: 0 <A <1}

Nesunku pastedii, kad euklidires erdes aile U yra iSkila tada ir tik tada, kai jai prik-
lauso tiegs atkarpa, jungianti bet kuriuos duaibes vektorius.

2.85 lema. Tarkime, kad/ C R"™ yra atvira aibe ir f: U — R™ yra diferencijuojama.
Taip pat tarkime, kad tieses atkarpa, y] C U. Tada bet kuriam vektoriuk € R™
egzistuoja toks vektorius= £(u) € [z, y], kad

u(f(y) - f(z)) = u (DFE)(y —x)). (2.48)

[rodymas. Kadangi aile U atvira, tai egzistuoja tok§ > 0, kadz, € U kiekvienam
A€l = (=6,1+06). Tegulu € R™ir g(\) := u-f(xr), A € I. Sios reikdnas
apib®zia funkcijag: I — R, kuria galima iSreikSti kompozicijéu- f)on, kurn() :=

xx € R", A e I,ir (u-f)(x) :== wu f(z), z € R". Nesunku patikrinti, kad funkcija- f

yra diferencijuojama su gradienN(u-f)(z) = (u-D;f(z)), o funkcijosn iSvestire
Dn(\) = y — z. Tada, naudodamiesi kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44) ir
teiginiu 2.7Qa), gauname

g\ = (V(uf)(zr)-Dn(A) = U(Z D; f(xx)(yi — xi))

= ’LL-(Df(:E)\)(y—.T)), Ael.
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Kita vertus, remiantis jprastine viduriniy reikSmiy teorema (2.46) funkgijepzistuoja
toks\ € [0, 1], kad

u-(f(y) = f(x)) = g(1) — g(0) = g'(N).
Pazyneje vektoriy (u) := x) su Siuo\, gauname norima formule (2.48). O

2.86 teorema. Tarkime, kad/ C R”™ yra atvira iSkila aibe irf: U — R yra diferen-
cijucjama. Jein,a + x € U, tai

[f(a+2) = f(a) = Df(a)(@)| < |z| sup [Df(y) — Df(a)|. (2.49)

y€la,a+x]

[rodymas. Tegula,a+x € Uiru:= f(a+z)— f(a) — Df(a)(x) € R™. Galime tarti,
kadwu # 0. Naudodamiesi viduriniy reikSmiy teorema (2.48)st £(u) € [a,a + x],
KoSi nelygybe (2.51 teiginys) ir (2.34), kdi= D f(§) — D f(a), gauname

w? = Ju-((DF©) = DI @) @)| < ul |(DF(€) = Df (@) @)
< |u[|[Df(&) — Df(a)|lx|.
Padalije abi nelygybiu puses|ig gauname (2.49). O

Pastebsime, kad kaledami apie iSvestes funkcijosDf: U — L(R"™,R™) toly-
duma, erdeje L(R", R™) naudojan@s euklidine norma (2.33), gauta remiantis tiesiniu
izomorfizmu (2.25).

2.87 apibrezimas. Tarkime, kadU C R™ yra atvira aie ir f: U — R™. Sakoma, kad
f yratolydziai diferencijuojama arbg yra C' funkcija, jei f yra diferencijuojama ir
josiSvestie Df: U — L(R™,R™) yra tolydi.

2.88 teiginys. Tarkime, kad/ C R™ yra atvira iSkila aibé irf: U — R™ yra funkcija
i C! klases. Jeir,a + z € U, tai

1
flatz)— fla) = /0 Df(a+ t2)(x) dt. (2.50)

[rodymas. Teguly(t) := a + tx € U visiemst i$ atviro intervaloJ C R, kurio poaibis
yra intervalag0, 1], ir tequl h := foyp yra funkcijy kompozicija. Funkcije yra difer-
encijuojama intervald su iSvestineDy(t) = L, € L(R,R"), kur L,(r) = rx, r € R.
Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.73 teorema), funkcijea diferen-
cijuojama intervale/ ir Dh(t) = Df(a + tx)oL, € L(R,R™), kait € J. Kiekvienam
t € J tegul

g(t) :== (Dh(t))(1) = Df(a + tz)(z) € R™.

Kadangif yra funkcija iS3C! klases, oy yra tolydi, tai, remiantis 2.4.10 pratimu, tolydi
yra funkcijaJ > t — Df(a + tz) € L(R™,R™). Todel remiantis (2.34) funkcijg
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yra tolydi intervaleJ. Taigi integralas deSaje (2.50) lygyles pugje egzistuoja 2.67
teoremos dka.
[rodysime (2.50) lygybe. Remiantis viduriniyjy reikSmiy teorema (2.49) funkcijai
h: J — R™, nelygyke
{h(v) — h(u) — Dh(u)(v — u)| < (v—wu) sup |Dh(t) — Dh(u)]
u<t<v
galioja bet kuriems:, v € J, u < v. Pagal tiesias funkcijos normos apibzima (2.33),
|Dh(t) — Dh(s)| = |g(t) — g(s)|, t,s € J. Taigi iSvestie funkcija Dh yra tolydi
intervale J. Tegule > 0. RemiantisDh tolygiuoju tolydumu intervald0, 1] (2.66
teorema), egzistuoja toks > 0, kad |Dh(t) — Dh(u)| < e, kaiu,t € [0,1]ir 0 <
t —u < 6. Tocel jei intervalo[0, 1] skaidinys{t;}., yra toks, kad;; —t;—1 < 4,
j=1,...ktai|R({t;})| <e kur

R({t;}) == [Al h(tj-1) — Dh(tj-1)(t; —tj-1)].

Jj=1

Be to, bet kuriam interval@, 1] skaidiniui{t;}, turime lygybes

fla+m) - Zg i—1) ti-1)

= [hty) = h(tj-1) = g(tj-1)(t; — tj-1)] = R({t;}).
To pakanka (2.50) lygyés jrodymui, kadangi integralas dedja pugje egzistuoja. [

Antrosios eiles iSvestie Tarkime, kadU C R™ — atvira aile, ir f: U — R™. Pir-
moji f iSvestire, jei egzistuoja, yra iSvests funkcijaD f: U — L(R™,R™). Kadangi
L(R™,R™) yra tiesiSkai izomorfiSka euklidinei erdvi" su euklidine norma (2.33),
tai galima kalleti apie funkcijy su reikSemis Sioje erdgje diferencijavima ankstesne
prasme. Taigi jei savo ruoztu iSvestmfunkcijaD f yra diferencijuojama, tai jos iSvesén
funkcijayraD(Df): U — L(R", L(R",R™)). TaCiau antrosios edls iSvestine vadin-
sime kita funkcija, gauta pasinaudojus toliau apiiamu tiesiniu izomorfizmu.

FunkcijaL = L(-,-) i Dekarto sandaugd®™ x R™ | R” vadinamabitiesing jei
funkcijos L(-, z) ir L(z,-) yra tiesires iSR™ | R™ kiekvienamz € R". Aibe visy
bitiesiniy funkcijy tarpR™ x R™ ir R™ zymesimeL(>R",R™). Nesunku jsitikinti, kad
L(?R™,R™) yra realioji tiesire erde.

2.89 teiginys. Tarp L(R", L(R",R™)) ir L(*R",R™) egzistuoja tiesinis izomorfizmas
o, funkcijaiT € L(R", L(R™, R™)) priskiriantis tokia funkcijaS := ¢(T) € L(*R™, R™),
kad

S(z1,22) = (Tx1)(x2) betkuriemse, zo € R™. (2.51)
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[rodymas. TegulT € X := L(R", L(R™,R™)) ir
R" X R" 3 (z1,22) — ¢(T)(x1,x2) := (Tx1)(z2) € R™.
Galima sitikinti, kadp(T) € Y := L(*R™,R™). TegulS € Y ir
R" 5z — ¥(S)(z) := S(x,-) € L(R",R™).
Taip pat galima jsitikinti, kad)(S) € X. JeiT € X, tai

((Yop)(T)(x1))(x2) = ((p(T))(21))(22) = p(T) (w1, 22) = (Tx1)(2)

bet kuriemszi, x2 € R™, t. y. (Yop)(T) = T. Taigi 1x = op. PanaSiai gauname
lygybe 1y = potp. Tada remiantis 2.42 teorema X — Y yra bijekcija. Kadangip
yra ir tiesirg, tai pirmoji 2.89 teiginio dalis yra teisinga. O

Naudodamiesi 2.89 teiginiu apie tiesinj izomorfizma, antrosiagssagvestine tap-
atinsime su atitinkamu bitiesiniy funkcijy erely elementu.

2.90 apibrézimas. Tarkime, kadU C R"™ yra atvira aie ir f: U — R™. Sakysime,
kad f yra du kartus diferencijucjama tasSke € U, jei f yra diferencijuojama adgje
U, ir taSkea yra diferencijuojama jos iSves@nfunkcijaDf: U — L(R™,R™), t. y.
egzistuoja tokia tiesmfunkcijaL = D(Df)(a) € L(R™, L(R™,R™)), kad

[Df(a+z) = Df(a) — L(z)| = of|x]), kailz]— 0.

FunkcijaD?f(a) := ¢(D(Df)(a)) € L(*R™, R™) vadinsimeantrosios eiles i3vestine.
Sakysime, kadf yradu kartus diferencijucjamgei jos antrosios edls iSvestig egzis-
tuoja kiekviename aisU tasSke.

Remiantis (2.51) sarySiu, bet kuriems, x5 € R™
D? f(a)(z1,22) = (D(Df)(a)(x1))(x2) € R™. (2.52)

Prisiminus kryptires iSvestigs iSraiSka (2.43), pastaroji lyggleidzia tiletis, kad antro-
sios eiks iSvestine galima iSreiksti antrosiosesikryptiremis iSvestiemis.

2.91 teiginys. Tarkime, kadJ C R" yra atvira aibé ir f: U — R du kartus diferen-
cijuojama. Bet kuriema € U ir x1, x5 € R"

D?f(a)(x1,22) = Da, (Day f)(a).

[rodymas. Tegula € U ir z1, x5 € R™. TegulL: L(R",R™) — R yratiesire funkcija
su reikSn@misL(S) := Sx2. Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.40) ir
teiginiu 2.74a) apie tiesies funkcijos diferencijavima, galioja lyggs

D(Dq, f)(a) = D(LoDf)(a) = (LeD(Df))(a) € L(R",R™).
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Naudodamiesi Sios funkcijos reikSme taskeir kryptinés iSvestigs reikSme (2.43),
gauname

Dy (Dey f)(a) = D(Da, f)(a)(x1) = (L(D(Df)(a))(x1)
= (D(Df)(a)(z1))(x2) € R™,

o tai deka (2.52) jrodo teiginio lygybe. O

Kai funkcijos kryptires iSvestigs kryptis yra standartas baes vektorius, kalbama
apieantrosios eilés dalines iSvestingsy. D;D; f(z) := Dei(Dejf)(x), 1<i,j <n.
Antrosios eies kryptiniy iSvestiniy egzistavima jrethe tais atvejais, kai egzistuoja
funkcijos antroji iSvestia. Taiau jos gali egzistuoti ir tada, kai antrosiosesiliSvestip
neegzistuoja. Be to, antrosioseasldalires iSvesties D;D; f(a) ir D;D;f(a), vadi-
namosmidriomis gali b uti skirtingos, kaip rodo pavyzdys: jei= (1, 22) € R?,

2,2
f(z) = zizoh(z), Cia h(z)= % jeiz£0irh(0)=0.  (2.53)
Toliau parodoma, kad misrios antrosiossibalires iSvestigs sutampa, jei jos yra toly-
dzios.

2.92 teorema. Tarkime, kadJ/ C R" yra atvira aibé,a € U, o funkcijaf: U — R™
yra tokia, kadD;D; f ir D;D;f egzistuojaa aplinkoje ir yra tolydzios taske (1 <
i,7 <n). Tada

[rodymas. Apibreze nauja funkcijdz;, z;) — f(x1,...,2%4,..., 24, ..., 2y,), galime
tarti, kadi = 1, j = 2 ir n = 2. Be to, remiantis 2.74) teiginiu, galime tarti, kad
m = 1. Parodysime, kad abi (2.54) lyggb pugs yra lygios tai paai ribai

lim r(z), kur r(z):= f(x) = flar,z2) — f(x1,02) + f(a)'

T—a (:El — al)(ﬂfg - CLQ)

Tegul U yra tokia a aplinka, kurioje egzistuoja pirmosios @il ir misriosios antro-
sios eiks f iSvestires, ir tegulx € U. Tadaa; aplinkoje apibeZkime funkcijag su
reikSmemis

g(z1) — g(ar)
(21 — a1)(@2 — az)

g(t) == f(t,x2) — f(t,az). Tada r(z)=

Kadangig yra diferencijuojama, tai remiantis viduriniy reikSmiy teorema (2.46), egzis-
tuoja toksé; = &;1(x) € Rtarpay ir z1, kad

r(z) = g'(&) _ D1 f(&1,22) — le(§17a2).

T2 — a2 T2 —az
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Be to,a5 aplinkoje apibeze diferencijuojama funkcijasu reikSnémish(t) := Dy f (&1, 1),
panaSiai gauname tokj taSka= &»(z) tarpas ir xo, kadr(z) = h'(&2) = DaDy f(§).
Kadangi taskut = ¢(z) = (&1,&2) € R? galioja nelygyte |¢ — a| < |z — al visiems
x € R?, remiantis midriosios antrosios iSve&#n, D, f tolydumu tadke: gauname

lim r(x) = %im DyD1f(§) = DaD1 f(a).
Sukeite vietomis argumentus ir xo, bei pakartoje tuos [@#us samprotavimus, gau-
name

lim r(x) = D1 D3 f(a).

Tai ir reikéjo jrodyti. O

PapildysimeC klases funkcijy 2.87 apil@zima tolydZiosiomis antrosios ed ivestiemis.
Norma bitiesiniy funkcijy erdsje L(>R"”, R™) apibesime naudodamiesi 2.89 teiginiu
apie tiesinj izomorfizmap: L(R", L(R®,R™)) — L(?R™,R™). Kiekvienams ¢
LR R™), T := ¢~ 1(S) € L(R™, L(R",R™)) ir

1= (S meeor) "
=1

kur {e;}_, yraR" standarti@ baz, o elementd’(e;) € L(R™,R™) norma yra (2.33).
Bet kurleer ,y € R™, naudodamiesi (2.51), (2.34) ir KoSi nelygybe, gauname

1S(x,y)| = [(Tz)(y)| < |Tz||y| < |S]]z]|yl. (2.55)

2.93 apibrezimas. Tarkime, kadU C R™ yra atvira aie ir f: U — R™. Sakoma,
kad f yra du kartus tolydZiai diferencijuojama arbfyra is C? klasesjei f yra isC*
klases ir iSvestie funkcijaDf: U — L(R™,R™) yra tolydZiai diferencijuojama, t.y.
D%f: U — L(*R"™ R™) yra tolydi funkcija.

Funkcijoms i3C? klases galioja svarbi jy antryjy iSvestiniy simetriSkumo sayb

2.94 idvada. Tarkime, kadU C R" yra atvira aibe ir f: U — R™ yra i§ C? klases.
Kiekvienam € U, D? f(a) yra simetrine funkcija, t.y.

D?f(a)(z1,x2) = D*f(a)(x2,x1), 1,22 € R™

[rodymas. Tegula € U, z1 = (z1;)/; € R™ir x5 = (.fgj)?zl € R™. Remiantis (2.43)
ir 2.92 teorema apie misriasias iSvestines,

Dy, (Day f)(a) = szlzl”?]D D f(a ZZCL’?JﬂflzD D f(a)

=1 j=1 7j=1 =1
= sz(D:mf)(a)

Tada iSvada yra gaunama remiantis 2.91 teiginiu. O
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Toliau jrodyta formule vadinsim&eiloro formule

2.95 teorema. Tarkime, kadU C R” yra atvira ir iSkila, o f: U — R™ yra i§ C?
klases. Jeur,a + x € U, tai

fla+2) = f(a) + Df(a)z + %DQ F(a)(z,7) + Y(a, 7). (2.56)

kur |y(a,z)| = o(|x|?), kaiz — 0.

[rodymas. Tegult € (0,1] ir F'(y) := Df(y)(tx), kaiy € U C R™. Nesunku patikrinti,
kad F: U — R™ yra diferencijuocjama, itDF(y) = D?f(y)(tx,:) € L(R™,R™).
Pritaike 2.88 teiginj funkcijaF’' vietoje f ir vektoriui tx vietojex, gauname lygybes

Df(a+tzx)(x) — Df(a)(z) = t '[F(a+tz)— F(a)]
= /0D2f(a+sx)(x,x)ds.

Dar karta pritaike 2.88 teiginj ir pastaraja lygybe, turime sarysj

1
T(a,2) = f(a+ ) — f(a) — Df(a)(x) :/0 [Df(a+ tx) — Df(a)](x) dt

_ /01 /Ot D2f(a + sz)(x, ) ds dt.

Naudojantis integravimo dalimis ir keitimo fornarhis (atitinkamai (2.35) ir (2.36)),
galima taip pratesti lygybes:

T(a,x):/Olsz(a—l—sx)(x,:v)ds—/Oltd[/Otsz(a—i-sx)(x,x)ds}

= /1(1 —t)D?f(a + tz)(z, z) dt.
0

Kadangif; (1 —t) dt = 1/2, tai
Yaw) = Tla,x) — 5 D*f(a)(a,)
1
. /O (1 t)[D?f(a + tz) — D*f(a)] (w, z) dt.

Naudodamiesi (2.37) integralo j\@u ir bitiesines funkcijos reikSras jvetiu (2.55),
gauname nelygybe

(a,2)] < sup [D*f(a+tx) — D f(a)] |z
0<t<1

Kadangif yra i$C? klases, taily(a, z)| = o(|z|?), kaiz — 0; tai ir reikejo jrodyti. [
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Hesiano matrica

2.96 teiginys. Tarkime, kad)(S) := [S(e;, €j)]1<i,j<n Yra eilésn x n matrica, kurS e
L(®R™,R) ir {e;}1, yra standartineR™ baze. Siomos reikSmemis apibrézta funkcija
Y: L(’R™ R) — M"™*" yra tiesinis izomorfizmas, ir

S(x1,22) = (¢¥(S)x1)-w2  betkuriemsey, xo € R™. (2.57)

[rodymas. Naudodamiesi matricy erésg tiesiSkumu, jrodome funkcijag tiesiSkumo
savybe. Teguk; = (z1;) € R", 29 = (x9;) € R™ir S € L(*R™",R). Tada,r; ir 2
vektorius reikSdami baziniais vektoriais, gauname lygybes

S(z1,m9) = Y > wuwe;S(ei, e5) = (Y(S)z1)-2,
i=1 j=1
kurios leidzia jsitikinti, kad funkcija) yra bijekcija. O

Naudodami erdviyL(>R™,R) ir M™*" tiesinj izomorfizma, apil@Sime du kartus
tolydziai diferencijuojamos funkcijos hesiano matrica.

2.97 apibrézimas. TegulU C R" yra atvira aile,a ¢ U ir f: U — R yraisC? klases.
Matrica H f(a) := ¢(D? f(a)) vadinama funkcijog’ hesiano matricdakea.

Taigi remiantis (2.57) lygybe, bet kuriems, o € R"™,
D?f(a)(x1,22) = (Hf(a)z1) -xo.
Remiantis 2.94 iSvada ir skaliaga sandaugos simetriSkumu, bet kuriemses € R™
(Hf(a)xy)we = x1-(H f(a)x2).

Be to, remiantis (2.51) lygybe)? f (a)(e;, e;) = (D(Df)(a)ei)e; = D;D; f(a) kiekvien-
aml <i,j <n,ty.

D1D:if(a) DiD2f(a) -+ DiDnf(a)
Hfta) = | PSP
Dnle(a) DnD2f(a) Dnan(a)

Jei atviroji aite U C R", kurioje apibeztaC? klases funkcijaf, yra idkila,a € U ir
a+ x € U, tai Teiloro formués (2.56) éka

flata) = fla) + (Vf(a)x+ %(Hf(a)x)'x +7(a,z), (2.58)

kury(a,r) = o(|z|?), kai|z| — 0.
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Pratimai
1. Jeiidvestie D f(a) egzistuoja, tai ji yra vienintel
2. [rodyti kryptines iSvestips (2.43) formule.
3. lrodyti 2.74(a) teigin.

4. Jrodyti, kad bitiesie formaK: R" x R® — R diferencijuojama su iSvestine
DK (z,y)(u,v) = K(u,y) + K(x,v) kiekvienam(z, y), (u,v) € R™ x R".

5. Tegul A yran-tosios eiks simetrig kvadrati® matrica irg4 yra kvadrati@ forma
su reikSneémisqa(z) := x' Az, x € R™. [rodyti, kadq4 yra visur diferencijuoja-
ma su isvestind g (z)h = 2zt Ah, z, h € R™.

6. |rodyti, kad (2.53) lygybe apilaZtos funkcijosf: R?> — R miriosios antrosios
eiles dalires iSvesties D1 D2 f(0) ir D2 D1 f(0) yra skirtingos.

2.7 ISkilumas

I3kilos aibes Euklidines erdesR? aibe C vadinamai3kila, jei idkilas darinys\z +
(1 =Xy € Cvisiemsz,y € C'ir A € (0,1). TuXioji aibe ir aike, sudaryta i vieno
elemento, yra iskilos visada.

Kito teiginio jrodymas si ulomas skaitytojui kaip pratimas, prisiminus aibiy sumos ir
skirtumo (1.21) apik#zZima.

2.98 teiginys. Euklidines erdves aibems galioja teigiriai

(a) Jei A ir B yra iSkilosios aibeés, tai ju sumd + B, skirtumasA — B, sankirta
AN B ir Dekarto sandaugad x B yra iSkilos aibés.

(b) Jei A yraiSkilaaibé ir\ € R, tai aibeAA := {\a: a € A} iSkila.

Toliau jrodysimeCarathéodonyteorema, kuri naudojama 4.3 skyriuje jrod&mtku-
tani nejudamojo tasko teorem@. Carathéodory! savo teorema jra@1911 metais.

JeiC = {z1,...,2,} C R¥ir \y,..., \, € Ry yratokie, kad}_"_, \; = 1, tai
vektorius) " ; \;z; vadinamadaigtinio rinkinio C' iSkiluoju dariniu AibesA C R?
iSkiluoju apvalkaluwadinama visy baigtiniy rinkiniy i3 iskilyjy dariniy aite, t. y.coA
yra aike, sudaryta i3 visy ty vektoriy € R?, kurie ireidkiami baigtine sumg_, \;z;,
zi€ A, N € Ryir Y A\ = 1. Akivaizdu, kadA C coA.

2.99 teorema. TegulA C R? ir z € coA. Tadaz yra ne daugiau kaipl + 1 aibesA
elementy rinkinio i8kiluoju dariniu, t. y. egzistuoja tokig ..., zq € Air Ag,..., A\g €
R, kad> % A =1irz =% Nz

"constantin Carathéodory — Konstantinas Karateodoris (1873-1950), graiky matematikas.
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[rodymas. Tegulz € coA. Tada egzistuoja tokiézy, ..., z,} C A, kad

n

T = im Ai>0,Vi, > A=1 (2.59)
i=1 i=1

Galima tarti, kadn > d + 1; prieSingu atveju jrodymas baigtas. Siuo atveju vektoriai
To —x1,...,T, —x1 YratiesiSkai priklausomi, ir tagl (Zr. 2.44 teiginj) egzistuoja tokie
real us skaiai, p2, . . ., pn, N€ visi ju lyg us nuliui, kad

Z,U,Z(l’l - {L‘l) =0.
=2

Tequly :==—>"7" , p;. Tada

n n
Z wix; =0 ir Z i = 0. (260)
=1 =1
Bent vienas i$ skaiu u; yra teigiamas. Jei butina, pakeite indeksus, galime tarti, kad
1 >0, 0, > 02> pggq,-..,0> uy, kuriam norsl < k < n. PanaSiai galime tarti,

kad kiekvienam = k+1,...,n—1,

Xif (=pi) = An/(=pim)-

Pirmoje (2.60) sumoje iSskyre paskutinj narj, gauname

k n—1
an = | Do mwi— Y (—p)ai] /(—pua).

i=1 i=k+1

|state Siar,, iSraiSka | (2.59, gauname
k n—1
An An
z = ; <)\i — ui_iﬂn)ml + i:zk;rl (Az ) _Mn)xz.

Nesunku patikrinti, kad koeficientai prig, i = 1,...,n — 1, yra neneigiami ir visy

ju suma yra 1. Paradne, kadz yra baigtinio rinkinio{z, ..., z,_;} iSkilas darinys
Jein — 1 = d + 1, tai jrodymas baigtas. Jei — 1 > d + 1, tai kartodami ankstes-
nius samprotavimus ir naudodami indukcija jrodome, kadayiareiSkiamas rinkinio
{z1,..., 2441} iSKilu dariniu. O

Atskyrimo teorema Tokia teorema iSkiloms nesikertéioms aitems teigia, kad egzis-
tuoja jas skirianti hiperplokStuma, t. y. viena i$ aibiy yra vienoje hiperplokStuma@gegus
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0 antra yra kitoje puge. Tiksliau, tequld ir B yra dvi nesikertaéios iskilos ailes eu-
klidineje erdeje R?. Tuomet egzistuoja toks nenulinis vektoriuse R¢ ir realusis
skatius«, kad
sup{p-z: x € B} < a <inf{px: z € A}.
Siuo atveju aibes! ir B skiriartioji hiperplokdtuma yrdz € R%: p-z = a}.
Sios atskyrimo teoremos jrodyma pésiime pagalbiniu teiginiu.
2.100 lema.Tarkime, kad”' C R¢ yra netu$cia uzdara ir iSkila aibé. Tuomet egzistuoja

toksz € C, kad
zo-w > |xo|? kiekvienamr € C. (2.61)

[rodymas. Jei0 € C, tai (2.61) galioja sug = 0. Tarkime, kad) ¢ C. Tegul B yra
toks uzdaras rutulys su centru nulyje, kurio sankirté'sua netugia. TuometBNC' yra
netugias kompaktas. Kadangi funkcija— |z|, = € R?, tolydi, tai ji jgyja minimuma
aibeje BN C, t.y. egzistuoja toksy € C' N B, kad|x| > |z¢| visiemsz € C'N B (2.65
teorema). Tuo labiau Si nelygglgalioja visiems: € C.

KadangiC' yra iSkila, tai kiekvienam: € C'ir A € [0,1], Az + (1 — N)zg € C'ir
todel

lzo|? < |z + Ma — x0)|? = |xo|? + 2hz0-(z — x0) + N2z — 20|
Pertvarke Sia nelygybe, gauname, kad
zo-(x — x0) > = Az — x0\2/2

kiekvienamz € C'ir A € [0, 1]. Jei egzistuoja: € C toks, kadzy-(x — zp) < 0, tai
pasirinke pakankamai ma2ac (0, 1] gauname prieStara pastarajai nelygybei. €lod
xo-(x — xg) > 0 kiekvienamz € C, kas ir jrodo (2.61). O

Dabar jau galime jrodyti mietaja atskyrimo teorema.

2.101 teorema. Tarkime, kad aibesd, B c R? yra netustios, iskilos ir nesikerta.
Tuomet egzistuoja toks vektoripg R? \ {0}, kad

sup{p-z: = € B} < inf{px: x € A}. (2.62)

[rodymas. Teorema jrodyti pakanka tuo atveju, k&i= {0}. 18 tikro, aite A — B yra
iSkila ir nesikerta su aibg0}. Jei egzistuoja € R%\ {0} toks, kadp:(z —y) > p-0 =0
visiemsz € A ir y € B, tai galioja (2.62).

Taigi tarkime, jogA yra tokia iSkila aile, kad0 ¢ A. Kiekvienamz € A aibe

F,:={peR¥: |p|=1 ir pz>0}

yra netusia ir uzdara. TegWz1,...,z;} C A. Tada aile

C’::{xzzk:/\ixi: Sh=1ir Aizo}
=1 =1

Ea
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yra uzdara iskila i0 ¢ C. Remiantis 2.100 lema, egzistuoja tgk& RY, kad |p| = 1
ir p-z; > 0 kiekvienami € {1,...,k}. Todelp € {Fy,: i = 1,...,k}. Kadangi

R

turi baigtires sankirtos savybe, taj{ F,.: = € A} # @ (2.59 teorema). Bet kuriam Sios
sankirtos elementuyi galioja savylesp # 0 ir p-x > 0 kiekvienamx € A; tai ir reikejo
jrodyti. O

Siame vadoglyje naudojamas toks atskyrimo teoremos variantas.

2.102 idvada.Tarkime, kad aib&/ c R¢ yra iSkila ir W N Ri+ = @. Tada egzistuoja
toksp € RZ \ {0}, kadp-w < 0 kiekvienamuw € W.

[rodymas. Tegul A := Ri — W. Remiantis 2.7 teiginiud yra iSkila aile ir jai neprik-
lauso nulis. Remiantis 2.101 teoremai3u= {0}, egzistuoja toks vektoriys € R?, kad
p # 0ir p-x > 0 kiekvienamz € A. Pastaroji savy®reiskia, kad

pv > pw betkuriems € Rfl,_ irweWw.

Kai v = 0, gauname»-w < 0 kiekvienamw € W. Kaiv = Ae;, A > 0,4 € {1,...,d}
irw e W, tai \p; = Ap-e; > p-w bet kuriamX > 0 ir todel p; > 0. Tokiu budu
p € RY \ {0}; tai ir reikejo jrodyti. O
Funkcijos i8kilumas ir jgaubtumas

2.103 apibrezimas. Tarkime, kadX — netugia iskiloji euklidines erdes aite. Funkcija
f: X — Rvadinama

(a) iSkilgja, jei bet kuriems skirtingiems, y € X ir kiekvienam\ € (0, 1) galioja

fOz1+ (1= Naz) < Af(z1) + (1= A) f(z2);

(b) grieztai iSkila,jei iSkilumo savyleje nelygyte yra griezta;

(c) jgaubtaja,jei bet kuriems skirtingiems, y € X ir kiekvienam\ € (0, 1) galioja
FOr1 + (1= N)xa) > Af(21) + (1 = A) f(22); (2.63)

(d) grieztai jgaubtajei jgaubtumo savyje nelygyle yra griezta.

Kvazi—iskilosios ir kvazi—jgaubtosios funkcijos Dar labiau nei iSkilosios ir jgaubto-
sios funkcijos ekonomigje analigje yra svarbios kvazi-iskilosios ir kvazi—jgaubtosios
funkcijos.

2.104 apibreZimas. Tarkime, kadX — netugia iskiloji euklidines erdes aite. Funkcija
f: X — Rvadinama
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(a) kvazi—iSkilajajei bet kuriems skirtingiems, y € X ir kiekvienam\ € (0, 1)

Oz + (1= A)zz) < max{f(x1), f(x2)};

(c¢) kvazi—jgaubtajajei bet kuriems skirtingiems, y € X ir kiekvienam\ € (0, 1)
fAz1 + (1 = N)xg) > min{ f(z1), f(22)};

(d) grieztai kvazi—jgaubtgei kvazi—jgaubtumo savyhgalioja su grieZta nelygybe.

Jei funkcija yra jgaubta, tai ji yra kvazi—jgaubta (2.4.2 pratimas). Teiginys prieSinga
kryptimi néra teisingas. Pavyzdziui, funkcij{z) = 22, z € R, yra kvazi-jgaubta,
bet rera jgaubta.

2.105 teiginys. Tarkime, kadX — netuscCia iSkiloji euklidines erdves aibée. Funkcija
f: X —>Ryra

(a) jgaubta tada ir tik tada, kai aib€' := {(z,a) € X x R: f(z) > o} i8kila;
(b) iSkila tada ir tik tada, kai aib&s := {(z,a) € X x R: f(z) < a} iSkila;

(c) kvazi—jgaubta tada ir tik tada, kai aib€, := {x € X: f(z) > «} iSkila
kiekvienanmu € R;

(d) kvazi-iSkila tada ir tik tada, kai aib&, := {z € X: f(x) < a} iSkila kiekvien-
amo € R.

[rodymas. Tegul C' yra iSkila, z;,zo € X ir A € (0,1). Kadangi(z1, f(z1)) € C'ir
(1’2, f(:L‘Q)) € C, tai

Mz, f(21)) + (L= X) (22, f(22)) = (Az1 + (1= N2, AMf(z1) + (1= N) f(22)) € C,

t. y. galioja (2.63). Atvirksiai, tegul f yra jgaubta,(zg,ar) € C, k = 1,2,ir XA €
(0,1). Tada

f()\:El + (1 — )\)$2) > )\1f($1) + (1 — )\)f(ﬂ?g) > Aoy + (1 — )\)052,

t.y. Mz, a1) + (1 — \) (22, a0) € C. Taigi teiginys(a) jrodytas. Likusiy teiginiyb),
(c) ir (d) jrodymas panasus ir paliekamas skaitytojui. O

Kiekviena iSkiloji funkcija yra tolydi (2.7.4 pratimas). Kaip rodo pavyzdy(s) =
|z|, z € R, iSkiloji funkcija neprivalo b uti diferencijuojama. diau intervale/ apibez-
tos funkcijos iSkilumo savydgarantuoja jos vienpusj diferencijuojamuma kiekviename
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vidiniame J taSke. Priminsime, kad funkcijgé: J — R kairine ir deSinire iSvesties
taSkexr € J (galinCiu b uti intervalo galu) apibztos atitinkamai lygybmis
fl@+u) - f(z) fla+v) - f(=)

' =1 ir f =1
fL(2) lim ” fi(@) lim . :

jei egzistuoja nurodytos ribos, kaur T 0, kaiu < 0iru — 0,0v | 0, kaiv > 0
ir v — 0. Nesunku patikrinti, kadf yra diferencijuojama taske tada ir tik tada, kai
taSkex egzistuoja abi vienp@s iSvestips ir jos yra lygios (Zr. (2.39) sarysj). Be to,
f'(@) = fL(z) = fi(2).
2.106 lema. Tegul J yra intervalas ir f: J — R yra iSkila funkcija. Tada galioja
teiginiai:

(a) jeir,s,te Jirr <s<t,tai

£)— £0)

s—r t—r - t—s

Ft) = £r) _ 1)~ £(5).

9

(b) jeiz yravidinis.J taSkas, tai egzistuoja desininé iSvestfilgx), kairine iSvestine
f(z) ir galioja nelygybef’ () < f (z);

(c) jei f yra diferencijuojama taskg € J, tai visiemse € J galioja nelygybe
Fy)(x—y) < fx) - fy);

(d) jeixir yyravidiniai J taskai irz < y, tai f (z) < f’(y).
[rodymas. Naudodamiesi tapatybe

t—s +3—7“
= T
t—r t—r

S ’

ir funkcijos f iSkilumu, gauname nelygybe

fls) < 2 pry 4+ 220

“t—r

L f),
i$ kurios ir iSplaukia teiginysa).

Teiginio (b) jrodymui imkime vidinj J taskaxz. Egzistuoja toks > 0, kad (z —
e,x+¢€) CJ. Tegul—e < u; < ug < 0 < vy < v; < e. Tada remdamiedia),
gauname

flx+uy) — f(z) < f(x+u2) — f(z) Sf($+vz)—f($) < f($+vl)—f($).

uy Uz V2 U1

Tai reiSkia, kad funkcija: — [f(x + u) — f(z)]/u, u € (—€,0), nemakja ir apezta iS
virSaus, kaiu 7 0, o funkcijav — [f(z + v) — f(x)]/v, v € (0,¢€), nedideja ir apezta
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iS ap&ios, kaiv | 0. Todel egzistuoja vienpus iSvestigs f’ () ir f (x), bei galioja
teiginio (b) nelygyle.
[rodykime (¢). Jeix > y, tai remdamiesia) sur = y, t = x ir kintanCiu s | v,

gauname
) —
Py < LD =1W)
r—y
Analogiskai, jeiy > x, tai remdamiesfa) sur = x, t = y ir kintanCiu s T y, gauname
— X
Yy—

Teiginys(c) dabar iSplaukia iS pastaryjy dviejy nelygybiy.
Paskutiniam lemos teiginiui jrodyti remsés nelygybe

fls) = f(r) _ f(s) = f(¥)

s—r - s—t

lengvai gaunama ifa). Kair = z,t = yir z < s < y, tai pazyngjev := s — x ir

u:= s — y turime
flatv) = flz) _ fly+u) - fly)

<
v B U
Be to, remiantis teigini@b) jrodymu, kaig Sios nelygybs pug yra> f! (x), o deSire
yra< f’ (y). Taigi galioja teiginygd). Lema visiSkai jrodyta. O

2.107 teorema.TegulJ yra atviras intervalas irf: J — R. Tada galioja teiginiai

(a) jei f diferencijuojama intervale/, tai ji iSkila tada ir tik tada, kai iSvesting’
nemazeja intervald;

(b) jei f yrai§C? klases intervaleJ, tai ji iSkila tada ir tik tada, kai antroji iSvestine
/" neneigiama intervald.

[rodymas. [rodysime(a). Tegul f yra diferencijuojama ir iSkila intervald. Tadaf’ =

f = f’.. Remiantis 2.106 lemdgl) teiginiu, f'(z) < f'(y) kaitikz < y, t.y. iSvestire

/' nemakja intervaleJ. Tarkime atvirk§iai, kad f’ nemakja intervaleJ. Funkcijosf

iSkilumui jrodyti pakanka patikrinti, kad su bet kuriaisv € J, u < v, visas funkcijos
f grafikas, esantis virs intervalo, v], yra Zemiau atkarpos, jungiéios taSkugu, f(u))

ir (v, f(v)), t.y. visiemsze € (u,v)

f(v) = fu)

f(z) <

Kadangi diferencijuojama funkcijayra tolydi, tai remiantis viduriniy reikSmiy teorema
(2.46), galima rasti tok§ € (u,v), kad

(z —u) + f(u). (2.64)
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Pirma tarkime, kad: < = < 6. Dar karta remdamiesi viduriniy reikSmiy teorema,
randame tokd,, € (u,x), kad

fl@) = fu) = f(0c)[x —u] < f1(O)[x —u],

nesf’ nemakja pagal prielaida. Pastaroji nelygybutampa su norima nelygybe (2.64).
Kitu atveju, kaif < = < v, taip pat randame tol4, € (x,v), kad

f@) = f(u) = f(v) = f(u) = f'(0:) v — 2] < f(v) = flu) = f(O)[v— ]

Pastaroji nelygyb taip pat sutampa su norima nelygybe (2.64). Teiginiojrodymas
baigtas.

[rodysime teiginj(b). Pirmiausia tarkime, kad yra i C? klases ir i3kila intervale
J. Siuo atveju naudosias Taeioro formule (2.56) atveju= m = 1ir U = J. Tegul
x € J,iru> 0yratoks, kade + « ir x — u priklauso.J. Tada

Flao ) = (@) = f @)+ 31" + o)

Fla = u) = f(2) = —f @+ 31" + ofu?).

Suckje ir pertvarke gauta iSraiSka, turime
(@) = lim [z +u) = 2f (@) + f (2 — u)] /u”.
Kadangif yra iSkila, tai

flz+u) =2f(x) + f(x —u)

= 2[g i)+ i —u) ~ £ (5

1
2 S+ + o= w)] 20

2

kiekvienam leistinam: > 0. Pegje prie ribos, gaunamg’(x) > 0. Dabar tarkime
atvirk&iai, kad f” neneigiama intervalg. Tegulu,v € J, u < v, A € (0,1) ir

x = Au + (1 — X\)v. Remiantis viduriniy reikSmiy teorema (2.46), randame tokius
0, € (u, x), 0, € (IL’,U) ir 03 € (91,92), kad

Af(u) + (1 =N f(v) = f(z)

= Af(w) = f(@)]+ 1 = N[f(v) - f(z)]
Af'(01)(u =) + (1= A) f'(02) (v — x)
Af'(01)(1 = AN)(u = v) + (1 = A) f/(02)A(v — u)
= AM1-)\
= AM1-2)\

(x+u)+

(v —u)[f'(62) — f'(61)]
(v —u)(b2 —01)f"(03) >
)

ty. fAu+(1=X)v) < Af(u)+(1=X)f(v). Taigi f yraiSkila; tai ir reilejo jrodyti. [

)
)
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2.108 teorema.TegulU C R™ yra atvira ir iSkila aibe,f: U — R yra i§ C? klasés, o
H f(z) yra funkcijosf hesiano matrica tasSke € U. Tada funkcijaf yra

(a) jgaubta aibejel tada ir tik tada, kaiH f(z) yra neigiamai pusapibrézte kiekvien-
amzx € U,

(b) grieztai jgaubta aibejds tada ir tik tada, kaiH f(x) yra neigiamai apibréZta
kiekviename € U;

(c) i8kila aibéjeU tada ir tik tada, kaiH f(z) yra teigiamai pusapibrézte kiekvienam
z e U,

(d) grieztaiiSkila aibeje’ tadair tik tada, kaiH f(x) yra teigiamai apibréZta kiekvien-
amx € U.

[rodymas. [rodysime tik teiginj(a), nes kity trijy jrodymai panasus. Funkcfjayra
jgaubta aileje U tada ir tik tada, kajf yra jgaubta kiekvienoje aé@sU atkarpoje. Pas-
taroji salyga ekvivalenti tam, kad jgaubta yra funkaijg\) := f(y + \z) atvirame
intervale{\ € R: y + Az € U} kiekvienamy € U ir z € R". Du kartus pasinaudoje
kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), gauname lygybe

g'(\) = Z(Hf(x)z) = Hf(x)z, z=y+ Mz, yeU, z€R"

Funkcija g yra jgaubta tada ir tik tada, kai funkcijag yra iskila. Tockl remiantis
2.107b) teorema, kiekvienany € U ir z € R", g yra jgaubta tada ir tik tada, kai
z(H f(g(N)z) <0, o tai pagal 2.49 apilzima reiskia, kad teorema yra jrodyta. ]

Dar reikia nuspresti, ka daryti su kita teorema.

2.109 teorema.TegulU C R" yra atvira aibe,f: U — R yra 8 C? klases,f” () yra
funkcijos f hesiano matrica taske € U, 0 Dy(x) ir Di(x), k = 1,...,n, yra f"(z)
successive principal minors and principal minors. Tada galioja teiginiai

(a) Funkcijaf yrajgaubta tada ir tik tada, kaD; () < 0, Dy(z) >0, ..., (—=1)"Dy(z) >
0 visiemse € U,

(b) Funkcija f yra grieZtai jgaubta tada ir tik tada, kab;(z) < 0, Da(z) > 0, ...,
(=1)"Dy(z) > 0 visiemse € U,

(¢) Funkcijaf yra iskila tada ir tik tada, kaiD; (z) > 0, Da(z) >0, ..., Dy(z) > 0
visiemsr € U,

(d) Funkcija f yra grieztai iSkila tada ir tik tada, kaiD; (z) > 0, Dy(z) > O, ...,
D, (x) > 0 visiemsz € U.
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Pratimai
1. [rodyti 2.98 teigin;.
2. [rodyti: jei funkcija yra jgaubta, tai ji yra kvazi—jgaubta.
3. Irodyti 2.105b), (c) ir (d) teiginius.

4. Tegul X C R™ yraiSkila aile, o f: X — R yraiSkila funkcija. [rodyti, kadf yra
tolydi kiekviename vidiniameX aibes taske.

5. |rodyti, kad funkcijaf (z) = =P, x > 0, yra iSkila, jeil < p < oc.
6. [rodyti, kad funkcijaf (z) = zP, x > 0, yra jgaubta, jed < p < 1.

7. lrodyti, kad funkcijaf (z) = log z, z > 0, yra jgaubta.

2.8 Optimizavimas

Besalyginiai ekstremumai

2.110 apibreZimas. Sakykime, kadX ¢ R%ir f: X — R. Tadkast* € X vadinamas
funkcijos f lokaliojo maksimumo taskiei egzistuoja toks atvirasis rutuly3(z*, €) su
spinduliue > 0, kad f(z*) > f(z) visiemsz € B(z*,¢) N X. Funkcijosf lokalio-
jo minimumo taSkapibezima gausime, nelygybe tayfix) ir f(z*) pakeite prieSin-
ga. Lokaliojo maksimumo ir lokaliojo minimumo taskai vadindokaliojo ekstremumo
taskais.

B utina funkcijos, jei tik ji diferencijuojama, ekstremumo egzistavimo salyga formu-
luojama remiantis gradientu (2.72 aplimas ir 2.77 iSvada).

2.111 teorema.Sakykime, ka& c R¢ yra atvirair f: X — R. Jeiz* yra funkcijosf
lokaliojo ekstremumo taskas jryra diferencijucjama taske*, tai

V(") = (Dif(z), ..., Daf(z*)) = 0.

[rodymas. Atveju d = 1 tai yra 2.83 lemos teiginys. Tarkime, kdd> 1, z* = (z]) ir
prisiminkime dalires iSvestias apibezima 2.75. Kiekviename {1,...,d} irt € Ri§
nulio aplinkos tegul

gi(t) == f(al, ...,z t, i, ..., 2y).

Tadag; yra diferencijuojama taske; ir g;(z7) = D;f(z*). Jeiz* yra f lokalusis
ekstremumas, tai’ yra g; lokalusis ekstremumas ir tetipagal pimaja jrodymo dalj
D, f(z*) = 0. Kadangi tai galioja kiekvienar) V f (z*) = 0. O
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2.111 teoremoje suformuluota b utinoji ekstremumo egzistavimo sadygaakanka-
ma, kaip rodo toks pavyzdysf(z) = 23, z € R, f/(0) = 0 bet0 néra funkcijosf
lokaliojo ekstremumo taSkas. diau kiekvienas taskas, kuriame funkcijos gradientas
lygus nuliui, vadinamakritiniu.

Pakankamoms ekstremumo egzistavimo salygoms formuluoti naugesitrau api-
breziamomis savokomis.

2.112 apibrezimas. Tarkime, kad matrical € M"*"™ yra savijun@, t. y.
(Az)-y = z-(Ay), visiemsz,y € R".

Sakoma, kad matrica yrateigiamai apibreztarbaneigiamai apibreztggei kiekvienam
x € R™\ {0}, atitinkamai,

(Az)-x >0 arba (Az)x <D0.

Be to, sakoma, kad matric& yra neapibréeZtajei skatiai (Az)-xz, z € R™ \ {0}, gali
igyti tiek teigiamuy tiek ir neigiamuy reikSmiuy.

Pakankamos lokalaus ekstremumo egzistavimo salygos formuluojamos hesiano ma-
tricos (2.97 apikeZzimas) pagalba.

2.113 teorema.Tarkime, kadJ C R" yra atvira ir i3kila aibe, f: U — R yra i C?
klases irz* € U yra f kritinis taSkas, t. yV f(z*) = 0. Jei hesiano matricd{ f(z*)
yra

(a) teigiamai apibrezta, tat* yra f lokaliojo minimumo taskas
(b) neigiamai apibréeZta, tai* yra f lokaliojo maksimumo tasSkas
(c) neapibrézta, taic* néera f lokaliojo ekstremumo taskas.

[rodymas. [rodysime teiginj(a). Tarkime, kad hesiano matridd f (x*) yra teigiamai
apibrezta. Pagal Teiloro formule (2.58), bet kuriane R? \ {0}, jei tik z* 4+ 2 € U, tai

fl@* + 1) — f(z*) = |22 (;(Hf(x*)é).’; + 'Y(Z;“")) . (2.65)

Be to, |y(z*,z)|/|z|*> — 0, kai |[z| — 0. Kadangiz/|z| € S?! priklauso sferai
8§10 S9! yra kompaktas, tai tolydzioji funkcij@?—! > s — (H f(z*)s)-s jgyja
minimalia reikSme (2.65 teorema). Remiantis teigiamo aitumo prielaida egzistuoja
toksm > 0, kad (H f(z*)s)-s > m kiekvienams € S?~1. Kadangiz pakankamai
maziems)y(z*, x)|/|x|? < m/2, tai visiems tokiems: desire lygykes (2.65) pus yra
teigiama, t. y.z* yra f lokaliojo minimumo taskas.
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Teiginio (b) jrodymas simetriSkas ir tad praleidZziamas. [rodydami teigifi) imkime
tokius vektoriusr ir o i8 R?, kad (H f(z*)x1)-z1 > 0ir (H f(z*)x2)-29) < 0. Dar
karta pagal Teiloro formule (2.58) kiekvienam> 0 galioja toks sarysis:

F@* +tay) — f(z*) =2 (i (H f(a*)zg) o + |xk|2W) '

Kadangi|y(z*, txy)|/|tzk])?> — 0, kait | 0, tai pakankamai maZzam > 0 desire $io
sarysio pus yra teigiama, kak = 1, ir neigiama, kak = 2. Taigi * néraf lokaliojo
ekstremumo taskas. O

RN: dar reikia nuspresti, ka daryti su kita teorema. Si teorema naudojama po
(1.6).

2.114 teorema.Tarkime, kad/ C R" yra atvira aibe,f: U — R yra i3 C? klases ir
z* € U yra f lokaliojo ekstremumo tasSkas. Tada

(a) jei x* yra f lokaliojo maksimumas taskas, tff(z*) < 0 (yra negative semidefi-
nite);

(b) atvirksciai, jei f”(z*) < 0 (yra negative definite), tai egzistuoja tokie atvirasis
rutulys B(z*, €) ir skai€iusé > 0, kad visiems: € B(x*, ¢)

f@) = f(z) + 0z — z* .

Sioje besalyginio ekstremumo charakterizacijgj§z*) < 0 vadinamab Utinaja
antrosios eiles salyga f”(xz*) < 0 vadinamgpakankamaja antrosios eiles salyga

Globalieji ekstremumai

2.115 teorema.Tarkime, kadX C R?yraiSkila aibé ir funkcijaf: X — Ryrajgaubta.
Jeiz* € X yra f lokaliojo maksimumo tasSkas, tai jis yra ir globaliojo maksimumo
taSkas aibejex.

I[rodymas. Tarkime, kadz* néra funkcijos/ globaliojo maksimumo taskas &je X.
Tada egzistuoja tokg € X, kad f(z) > f(z*). Be to, kiekvienam\ € (0, 1), iSkilasis
darinyszy := A& + (1 — \)z* € X, ir

flex) 2 M (&) + (1= A f(a7) > f(z7).

Kai A — 0, taiz) — x*, irtodel z priklausys bet kuriai kiek norint mazai-o aplinkai,
kas priestarauja*-o lokaliajam maksimalumui. Si priestara jrodo teorema. O
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Salyginiai ekstremumai

2.116 teorema (Atvirkstines funkcijos). Tarkime, kadf: R? — R? yra i C'! klasés

tokioje atvirojoje aibéje, kuriai priklausa ir JakobianoJ f (a) determinantas néra lygus
nuliui. Tada egzistuoja tokia atviroji aib&, kuriai priklausoa, ir egzistuoja tokia

atviroji aibe V', kuriai priklauso f(a), kad funkcijaf: U — V turi diferencijuocjama

atvirkstinef=': V — U, ir

Df Y y)=[Df(f W™, eV (2.66)

[rodymas.Tegul L := Df(a): R? — R? Kadangi jakobiana/ f(a) determinantas
nera lygus nuliui, tai egzistuoja atvirksértiesire funkcijaL~': RY — R? (2.48 teore-
ma). Remiantis kompozicijos diferencijavimo taisykle ir teiginiu Za)4 galioja lygy-
bes

D(L ™" f)(a) = DL (f(a))oDf(a) = L~ oD f(a) = 1.

Kadangif = Lo(L~'of), tai remiantis 2.41 ivada teorema pakanka jrodyti funkcijai
L~'of. Todel neprarasdami bendrumo galime laikyti, kag= D f(a) = 1a.
Jeizx yratoks, kadf (a + z) = f(a), tai

|f(a+2) = f(a) = L(2)|/|2| = |2|/|z] = 1.

TaCiau kaie Siy lygybiy pusg privalo aréti | nulj, jei |x| — 0. Todel egzistuoja tokia
atvira ir i8kila aike 1/, kuriai priklausoa, ir

f(@) # fla), jei zeU\{a}. (2.67)
Kadangif yra isC'! klases, tai galime tarti, kad
detJf(x) #0, jeizeW. (2.68)

Remiantis viduriniy reikSmiy teorema 2.86, bet kuriemsz, € W, pazynejush :=
xr1 — T2,

| f(21) — 21 = [f (22) — 22]|
< |f(z2 4+ h) = f(x2) — Df(x2)(h)| + |Df(x2)(h) — L(h)]
< |h| sup |Df(x2) — Df(y)| + |h||Df(x2) — L|

y€x2,z1]

Kadangi iSvestia D f tolydi, tai galime tarti, kad bet kuriems;, zo € W
|f(@1) = 21 — [f(x2) — 2] | < (1/2)]a1 — 2],
IS Cia, naudodamiesi euklidas normos subadityvumu, gauname nelygybe

w1 — o] < 2|f(w1) — f(22)] (2.69)
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bet kuriemse, 2o € W.

Kadangia yra atvirosios aibs W vidinis taskas, tai egzistuoja toks > 0, kad
uzdaras rutulys(a,s) C W. TegulR := R(a,s), ir S := {y € R?: |y — a| = s}
yra to rutulio pavirSius. Remiantis 2.64 teorema, kompaktiSkassaibizdady := f[9]
tolydziosios funkcijos atzvilgiu yra kompaktiSka aibAibei K nepriklauso vektorius
f(a) atsizvelgiant | (2.67) pasirinkima. Tetatstumas: := d(f(a), K) := inf{y €
K: |y— f(a)|} > 0. TequlV := R(f(a),r/2) — atvirasis rutulys. Tada

|f(a) —y| <|f(z)—y|, jeilyeVirxzes. (2.70)
[rodysime, kad kiekvienam € V egzistuoja toks vienintelis € R, kad f(z) = y.

Teguly = (y;) € V ir kiekvienamz € R(a, s) tegul

p(z) = |f(x) —y|* = Z |fi(a

Siomis reikdnemis apibeZta funkcijap: R(a,s) — R yra tolydi kompaktiskoje aibje,

ir todel joje jgyja bent viena minimuma (2.65 teorema). Tegul R(a, s) yra minimu-

mo taskas. Jei € S, taip(a) < ¢(x) remiantis (2.70). Toel x € R ir, remiantis 2.111
teoremaVy(z) =0, t.y.

M&

2 yszZ( )—0
=1

kiekvienamj € {1,...,d}. Kadangi matricos$D; f;(x)] determinantas nelygus nuliui
remiantis (2.68), taif;(z) = y; su kiekvienui, t. y. f(z) = y. Tai, kad toksz yra
vienintelis, rodo (2.69). Be to, 2.68) teiginio deka, f ~[V] yra atviroji aike €ia f~*
yra atitiktis). TegulU := RN f~'[V]. Taigi jrodeme, kad funkcijosf: U — V
atvirkstire atitiktis yra funkcijaf~': V — U (2.38 teorema).

Liko jrodyti, kad f ! yra diferencijuojama age V. Teguly € V,z = f~1(y) € U
ir L:= Df(x) = Df(f~(y)). lrodysime, kadf~! yra diferencijuojama taskeir jos
iSvestire yraL~!. Kadangif yra diferencijuojama taske, tai

A¢(x1 —x) = f(z1) — f(z) = L(z1 —2) =o(x1 —x), kaizieVirz; — x.
KadangiL~! yra tiesire funkcija (2.48 teorema), tai jos reikénaskeA ¢(z; — z) yra
LY (Af(xr —x)) = L7 (f(21) — f(2)) — (21 — ).

Si lygybe, kai jojez ir z; atitinkamai pakdiiamef~'(y) = z ir f~(y;) = 1, virsta
tokia:

Apr(yr—y) = y)—f N y) =L i —y) = =LA () — 1 w)).
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Panasiai i$ (2.69) gauname nelygybgr! (v1) — f~(y)| < 2|y1 — v, i$ kurios, be kita
ko, idplaukia, kadf—! yra tolydi funkcija. To@! iSraiskos

Ay =)l LA ) = S )] ) — fH W)
ly1 =yl f~ 1) = 1) ly1 —
deSireje pugje pirmasis santykis, kai — y, areja j nulj, remiantis (2.34) funkcijai
L~!, o antrasis yra apitas dvejetu. Taigf —! yra diferencijuojama kiekviename taske
y € V su iSvestine (2.66); tai ir re@jo jrodyti. O

2.117 teorema (Neisreikstigs funkcijos). Tarkime, kadg: R™ x R¥ — R™ yra i§
C' klasés tokioje atviroje aibeje, kuriai priklausantis vektorifis v) yra toks, kad
g(u,v) = 0, ir determinantas matricos, sudarytos i$ jakobiaig(u, v) pirmyjy m
stulpeliy, néra lygus nuliui. Tada egzistuoja atviroji aibecC R*, kuriai priklausow,
egzistuoja atviroji aibd/ C R™, kuriai priklausou, ir kiekvienamy € V' egzistuoja
toks vienintelii(y) € U, kadg(h(y),y) = 0, o funkcijah yra diferencijuojama.

[rodymas. Kiekvienamz € R™ ir y € R tegul G(z,y) := (g(x,y),y). Funkcija

G: R™ x R¥ — R™ x R¥ yra diferencijuojama, o jos jakobianbG(u, v) determinan-
tas yra lygus determinantui, sudarytanyigu, v) pirmyjuym stulpeliy, taigi rera lygus
nulivi. Remiantis atvirkstias funkcijos teorema (2.116 teorema), egzistuoja tokia atvi-
roji aibe A x V. C R™ x R*, kuriai priklausoG (u, v) = (0,v), ir egzistuoja tokia atviroji
aibe U x B C R™ x R*, kuriai priklauso(u, v), kad funkcijaG: U x B — A x V

turi diferencijuojama atvirkstine funkcij: A x V — U x B. Nesunku patikrinti, kad
F(z,y) = (f(z,y),y), kai (x,y) € Ax V,ir f: AxV — U yra diferencijuojama
funkcija. Tegulr: R™ x R*¥ — R™ yra projekcija jR™. TadaroG = g ir

9(f(x,y),y) = goF'(x,y) = (moG)oF (x,y) = wo(GoF)(x,y) = n(v,y) =z

kiekvienam(z,y) € A x V. Kadangi(0,v) € A x V, gaunamg(f(0,y),y) = 0
visiemsy € V. Reik8nmesh(y) := f(0,y) € U, kaiy € V, apib@Zia norima funkcija
h: V—-U. ]

Tarkime, kadX Cc R?, f: X - Rirg=(g1,...,9m): X — R™. Jei aile
My :={z € X: g(x) =0} =g '[0] (2.71)

netu€ia, tai ji vadinamaapribojimy aibe Salyginio ekstremumo uzdaviniu vadinama
paieska tokio tasko*, kuris yra funkcijosf lokalus ekstremumas apribojimy aje A/,,.
Nurodysime b utinas salyginio ekstremumo egzistavimo salygas tuo atveju, kai funkcijos
f ir g yra tolydziai diferencijuojamos.

2.118 teorema.Sakykime, kad aib& < R? yra atvira, f: X — R yra isC! klases,
g = (g1,--,9m): X — R™, 1 < m < d, yra i§ C! klasés ir apribojimy aibe
(2.71) yra netusCia. JeiM, aibeje funkcijaf turi ekstremumo taska* ir vektoriai
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Vgi(z*),..., Vgn(z*) yra tiesiSkai nepriklausomi, tai egzistuoja tokie realieji skaiCiai
A, ..., A\m, kad
Vi@®)=MVagi(z*) + -+ Vgm(z). (2.72)

[rodymas. Funkcijosg komponegiy gradienty tiesinio nepriklausomumo salyga ekvi-
valenti tam, kad jakobiano

rangas yran. Teorema jrodysime tuo atveju, kai tiesiSkai nepriklausomi yra Sio jako-
biano pirmiejim stulpeliai. J[rodyma papildyti kitais atvejais paliekame skaitytojui.
Tiesire lygCiy sistema

= Z)\legl(I*), j = 1,...,m, (273)

A; atzvilgiu turi vienintelj sprendinjAy,...,\,,). Tai reiSkia, kad (2.72) vektoriy
lygybeje, pirmosm koordin&iy yra lygios. Parodysime, kad galioja likusigs=
m+1,...,dlygybes.

Remiantis neiSreikStes funkcijos teorema (2.117 teorema) funkcijaiegzistuoja
atviroji aibe V' C R¥, k := d — m, kuriai priklausov* := (27, ,..., 7, ), ir tokia
diferencijuojama funkcija: V' — R™, kadg(h(v),v) = 0 kiekvienamv € V. Tegul
H(v) = (h(v),v) € R, v € V. Tada kompozicijag;oH = 0 aibeje V kiekvienam
1 =1,...,m. Taikydami kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.41), gauname

ZDlQZ )Djhi(v*) + Djgi(z") =0 (2.74)

kiekvienami = 1,...,mirj=m+1,...,m+k = d. KadangiH (v) € M, kiekvien-
amv € V, taiv* yra funkcijosfo H besalyginis ekstremumas ajpV. Remiantis 2.111
teoremaV (foH)(v*) = 0. Dar karta taikydami kompozicijos diferencijavimo taisykle
(2.41), gauname, kad lyges

D;(foH)(v Zle )Djhy(v*) + Dj f(z*) (2.75)

galioja kiekvienamj = m + 1,...,d. Vietoje D,f(z*), | = 1,...,m, pastarojoje
sumoje jstate (2.73), po to sukeite vietomis sumavimo tvarka ir jstate (2.74), gauname,
kad lygyhkes

Zle )Dih(v*) = Y NiDygi(a*) Dihi(v*)

l

= Y N Digi(x*)D;hu(v ZAD]gZ

i=1 =1

m

1 =1
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galioja kiekvienamy = m +1, ..., d. Kartu su (2.75) Sios lygyds rodo, kad (2.73) taip
pat galioja, kalj = m + 1,. .., d; tai ir reikejo jrodyti. O

Pastarosios teoremos b utinosios salyginio ekstremumo egzistavimo salygos daznai
formuluojamos kitaip. Bet kuriems vektoriams= (z1,...,z4) € X C RYir \ :=
(A1, Am) € R™ tegul

La(z) = Lz, A) = f(x) = Y Njg;(=).
j=1

Kiekvienam A € R™ Siomis reikSnemis apibezta funkcijaL,: X — R vadinama
Lagranzo funkcijaEsant iSpildytoms 2.118 teoremos prielaidodis lygCiy sistemos

D1 L(z,\) = D1 f(z) — 227%; AjDigj(x) = 0,

DaL(w,\) = Daf (z) — X7y A Dagy() = 0,

Dgy1L(z,A) = —g1(x) = 0, (2.76)

\ DderL(l’,)\) - _gm(x) =0

sprendimas leidZia rasfi funkcijos salyginio ekstremumo taskd su apribojimuy aibe
M,. Butent sprendiny&c*, \) = (z7...,25,A1,...,\p) apibeZiaz* koordinates.
Sio sprendinio skdiai A1, ..., \,, vadinamiLagranzo daugikliaiso pats ekstremumo
radimo metodas sprendziant (2.76) sistema vadindragsanZo daugikliy metodu

Jei funkcijosf ir g yra du kartus tolydziai diferencijuocjamos, tai ekstremumo tipa
galima nustatyti pagal kita teorema.

2.119 teorema.Sakykime, kad aib& < R? atvira, f: X — R yra i$ C? klases,

g: X = R™ 1 <m<d,yraisC?klasesp* € My, vektoriaiVg; (z*), ..., Vgm(z*)
yra tiesiSkai nepriklausomi, ir vektorius € R™ yra toks, kad

VL") = (Dif(@*) = 3" AiDigs(a*)) = 0.
j=1
JeiaibejeZ := {r € R%: Jg(z*)x = 0} Lagranzo funkcijos hesiano matrida L (z*)
yra
(a) teigiamai apibrezta, tat* yra f lokalusis minimumas aibej&/,;
(b) neigiamai apibrezta, tat* yra f lokalusis maksimumas aibejd,,;

(c) neapibrezta, tai* nera f lokalusis ekstremumas aibéjé,.



114 2 Skyrius. Matematika |

Kvadratin € forma Likusioje Sio skyriaus dalyje apib udinsime teigiamai agitas
kvadratines formas (2.49 ap#d#imas).

2.120 teorema.Tarkime, kadn € N, ir A yra simetrinen-tosios eiles kvadratine ma-
trica. Egzistuoja tokia euklidines erdvi$ ortonormuota bazévy, . . ., v,) ir vektorius
(A, ..., An) € R, kad kiekvienank = 1,...,n,

Avk = /\k’l)k;.
Be to, galioja lygybés

mkin Me = min{ga(z)/|z*: € R"\ {0}} = min{qa(z): = € S 1},

kur S*~! yra erdveR” vienetine sfera. Analogiskos lygybes galioja, ki yra pakeis-
fasmax.

[rodymas. Jein = 1, tai A = [\] ir ga(z) = \z?, 2 € R. Siuo atveju teoremos teiginys
akivaizdziai teisingas. Teiginj bet kuriamjrodysime naudodami indukcija. Tarkime,
kadn > 2, teiginys teisingas bet kuriai — 1-osios eikés simetrinei kvadratinei matricai,
ir tequl A yra simetrire n-tosios eiés kvadratig@ matrica.

ReikdnesR(x) := qa(x)/|z|? bet kuriemse € R™\ {0} apib®Zia funkcijak: R™\
{0} — R. KadangiR(tx) = R(z) kiekvienamt > 0ir x € R \ {0} (R yra pirmos
eiles teigiamai homogeninfunkcija), visos funkcijosk reikSnmes jgyjamos ant sferos
Sl = {x € R™: |z| = 1}. Nesunku patikrinti, kad? tolydi ir S"~! kompaktiska, ir
todel funkcija R jgyja minimalia reikSme kuriame nors taske ¢ S™~! (2.65 teorema).
Dar karta remiantis homogeniSkumu, vektoriysyra funkcijos R ekstremumo taskas
visoje jos apibeZimo srityjeR™ \ {0}, kuri yra atvira aile. Naudojantis 2.6.5 pratimo
teiginiu ir 2.111 teorema, galima jsitikinti, kald yra diferencijuojama ir

0 = VR(v,) = 24v, — 2(Av,-vy) vy,

t.y. Avy, = Aoy, SUN, := Avyv, = R(vy,) = inf{R(z): = € R"\ {0}}.

TegulV := {x € R": z-v, = 0}. Nesunku jsitikinti tuo, kad/ yra (n — 1)-
matavimo tiesiniR™ poaibis. TeguKu,...,u,_1} yra ortonormuota bazerdweje V/
ir Q(uy) == e} kiekvienamj € {1,...,n—1}, kur (e}) yra standartia baz euklidireje
erdwjeR™ 1. Tada funkcijaQ: V — R"~! yra tiesire ir bet kuriemse,y € V, z-y =
Q(x)-Q(y); tokia funkcija vadinama ortogonalia. Kadandiyra simetrire matrica,
kiekvienamz € V, galioja

Azx-vy, = z-Avy = Ap(z0v,) = 0,

ir todel reik8mes L(x) := Az, x € V, apibeZia tiesine funkcijaL.: V" — V. Vel
nesunku jsitikinti tuo, kad kompozicij& := QoLoQ': R*~! — R""! yra savi-
junge funkcija, ir toekl ja atitinkanti (n — 1)-eiles matricaB := [K] yra simetrire.
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Pagal indukcijos prielaida egzistuoja tokia eukligbnerdesR”~! ortonormuota baz
(D1, ..., 1) ir vektorius(Ay, ..., A\,_1) € R*!, kad kiekvienank = 1,...,n — 1,

B@k = )\kﬁk-
Be to, galioja lygyle

1<rkn<in lAk = min {gp(u)/[ul*: uweR" 1\ {0}} = min {gp(u): ue S}

Kiekvienamk = 1,...,n — 1, tegulvy, := Q1 (%y). Tada{vy,...,v,_1} yra ortonor-
muota bae tiesireje erdejeV ir

Av, = LOQil(’lN)k) = Qil(B’lN)k) = )\inl(f)k) = A\ Ug.
Tegulu € R"lirz:= Q~!(u) € V. KadangiQ~! = @, |u| = |z| ir galioja lygybes
qp(u) = uw-K(u) = z-L(z) = qa(x).

Gauname, kad teoremos teiginys galioja bet kuridbsios eiks simetrinei kvadratinei
matricai. Remiantis indukcija, teorema galioja kiekvienarm N . O

2.121 apibrezimas. Tarkime, kadn € N, ir A yra simetrire n-tosios eies kvadrat-
iné matrica. Nenulinis vektorius € R™ vadinamas matricod tikriniu vektoriumiir
skatius A € R vadinamas matricod tikrine reikSmejei Av = \v.

2.122 iSvada.Tarkime, kadn € N, , A yra simetrinén-tosios eiles kvadratiné matri-
cairwvy,...,v, yra matricosA ortogonal us vienetiniai tikriniai vektoriai. Bet kuriam
vektoriuiz € R™, kurio koordinatates atzvilgiuy, . . ., v, yraxy,. . ., z,, galioja lygybée

qa(x) = Maf + - + Ay
CiaAy,..., \, yravektoriusvy, . . ., v, atitinkancios tikrines reikSmes.

2.123 lema.Tarkime, kad\, . .., A, yran-tosios eiles kvadratinés simetrines matricos
A tikrines reik8mes atitinkancios ortogonalius vienetinius tikrinius vektarus. . , vy,.
Tada

detd = A\ Ag- - Ay

[rodymas. Tarkime, kad vektoriai; iSreiSkiami koordinamis(vy;, . . ., vy,;) Kiekvien-
ami=1,...,n. TegulV := [v;;]. Kadangidv; = \;u;, tai AV = [\v;;]. Tada

detd - defl/ = \; --- )\, dell.

Kadangi vektoriab, . . . , v, tiesiSkai nepriklausomi, tai dét = 0. Tai jrodo lema. O
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Su bet kurian-tosios eiés kvadratine matrica = [aj;] ir kiekvienamk € {1,...,n},
tegul

A= ... o . 2.77)

Ay, yrak-tosios eies kvadratie matrica, sudaryta iS matricaskairiojo virSutinio kam-
po elementy it4,, = A. Skatiai detd;, k = 1, ..., n vadinami matricosi pagrindini-
ais minorais

2.124 teorema.Tarkime, kadn € N, ir A yra simetriné neiSsigimusi-tosios eiles
kvadratiné matrica. Atitinkama kvadratiné forma yra

(a) teigiamai apibréZta tada ir tik tada, kai déf, > 0 kiekvienank =1, ..., n;
(b) neigiamai apibrezta tada ir tik tada, kéi-1)*detd,, > 0 kiekvienank = 1,...,n;
(c) neapibrézta, je{a) ir (b) teiginiy salygos negalioja.

[rodymas. Teiginj (a) jrodysime su indukcijos pagalba. Kai= 1, teiginys yra aki-
vaizdus. Tarkime, kad teiginys teisingas bet kurfjes— 1)-osios eies kvadratiems
matricoms.

Pirmiausia tarkime, kad ddf, > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Remiantis 2.120
teorema, egzistuoja matricasortogonal us vienetiniai tikriniai vektoriai, . .., v, Su
atitinkamomis tikriemis reikSnemis A, ..., \,. Déka 2.123 lemosp iAo -\, =
detA = detd,, > 0, ir todel visos reikSms\1, ..., A\, nelygios nuliui. Tada arba visos
tikrinés reikSnes teigiamos, arba lyginis ju sKais yra neigiamos. Pirmuoju atveju,
remiantis 2.120 teorema ir jos 2.122 iSvagla,ir A yra teigiamai apik#Ztos. Antruoju
atveju tarkime, kad\; ir A; yra neigiamos tikrigs reikSnes, ov; ir v; jas atitinkan-
tys tikriniai vektoriai. TegulR™ dvimatis tiesinis poerdvi¥” yra aikes {v;, v;} tiesinis
apvalkalas. Tada bet kuriems= x;v; + z;v; € V, galioja

ga(z) = zAx = (zv; + 2jv5)-(Niziv; + Ajzjvj)
= )\19312 + )\JQZJQ < 0,

t. y. g4 yra neigiama aigje V' \ {0}.
Tegul ¢,—1: R™! — R yra g, susiaurinimas aége R~ !, t. y. bet kuriamz =
(1, 1) €RMTH,

n-1(2) = qa(z1, ..., 201,0) = 2" A"z = ga- (2);

Cia A* := A, yramatrica (2.77) s& = n — 1. Kadangi defl; = det4; > 0, ...,
detA* |, = detd,,_; > 0, remiantis indukcine prielaiday,_; = ga- yra teigiamai
apibezta kvadratia forma. Bet tai yra priestara, nes aiii—! ir V' sankirtoje, kuriai
priklauso bent jau ties ¢,,_; turety b uti ir teigiama ir neigiama. Remiantis Sia prieStara,
kvadratire formag 4 neturi neigiamu tikriniy reikSmiy, ir tael yra teigiamai apil@zta.
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Atvirkscial, tarkime, kad kvadrateformag 4 yra teigiamai apil®zta; reikia jrodyti,
kad detd;, > 0 kiekvienamk. Tegul S"~! = {x € R": |z| = 1} yra sfera, oM yra
skatiy aibes {ga(r): = € S"'} didziausias apatiniszis. TadaM/ > 0 (kodel?).
Tegulgy: R¥ — R yrag, susiaurinimas a#geR”, t. y. bet kuriame = (x1,..., 1) €
R¥,

ar(z) == qa(z1, ..., 21,0,...,0) = 2" Apz = qa, (z);

Cia A yramatrica (2.77). Teguly, . .., ux yra matricosAy, tikrines reikSngs, egzistuo-
janCios ceka 2.120 teoremos. Remiantis t&eteorema, kiekviengs;, > M, ir

detd), = pypg - g, > MF >0

remiantis 2.123 lema. Teigini@) jrodymas baigtas.
Teiginio (b) jrodymui tegulg*(z) := —qa(z), x € R™. AiSku, kadg¢* = g_4
yra simetrire kvadrati@ forma, og4 yra neigiamai apitaZta tada ir tik tada, kaj* yra
teigiamai apibezta. Remiantis pirmaja Sios teoremos dalimi, pastaroji salyga iSpildoma
tada ir tik tada, kai
0 < det(—A);, = (—1)*det4,,

kiekvienamk = 1, ..., n. Tai jrodo teiginj(b).
Galiausiai tarkime, kada) ir (b) teiginiy salygos negalioja. Remiantis 2.120 teore-
ma, matricaA turi tikrines reikSmes\{, As, ..., \,. Tada remiantis 2.123 lema ir tuo,

kad matricaA yra neiSsigimusi det = Ao\, # 0, ir todel kiekviena tikrire
reikSme rera nulis. Jei visos tikries reikSnas yra teigiamos, tai remiantis 2.120 teore-
ma ir teiginiu (a), galioja salyga det; > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Tuo tarpu jei
visos tikrires reikSngs yra neigiamos, tai remiantis 2.120 teorema ir teigihjugalioja
salyga(—1)*detd; > 0 kiekvienamk = 1,...,n. Kadangi matricad privalo turti

tiek teigiamuy, tiek neigiamuy tikriniy reikSmiy, dar karta remiantis 2.120 teorema, galima
teigti, jog kvadratie formag4 neapibezta. Teoremas jrodymas baigtas. O

Pratimai

1. Jrodyti 2.122 iSvada.

2.9 Pastabos ir papildoma literat ura

2.1 skyrius Siame skyriuje isdstytas realiyjy skéiy apibezimas, naudojant racional-
iyjy skatiy Koi sekas, buvo pasiulytsiéray'? 1869 metais iCantoro'3 1872 metais.
Tuo pa&iu metu, bet Siek tiek kitokj realiyjy skii) apibezima pasielDedekincs*
naudodamas tai, kas dabar vadinddeaekina pj uviais (ZrRudiro (1978) pirma skyriy).

2Charles Méray (1835-1911), pranc Uzy matematikas.
13Georg Cantor — Georgas Kantoras (1845-1918), wikimatematikas
YRichard Dedekind — Riardas Dedekindas (1831-1916), v@kiematematikas
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Abu Sie apibeZimai yra panas us tuo, kad nurodo realausiske gavimo metoda Zi-
nant racionaliuosius skius. VisiSkai kitokj, aksiomomis grindziama realiyju skiai
aibes su tam tikromis sav@mis, apibezima 1900 metais pasétilbertas-®.

Aibiy teorijos aksiomatika ir skaiy apibezimas remiantis aibiy konstrukcijomis
destomad$Endertoro knygoje. Protteris savo knygoje aptaria Siuolaikine aibiy teorija ir
jos problemas.

2.2 skyrius Atitiktis f C X x Y yra apibeZta tik aieje A(f) x R(f). JeiX #
A(f), tai aibeX galima pakeisti nekéiant p&ios atitikties. Norint iSvengti tokio aés
X nevienareikSmiSkumo, galima atitiktigisapibezima papildytif () := @ tasSkuose
x € X \ A(f). Daugiau jvairiy fakty taip api@Ztoms atitiktims galima rasBerge[4]
knygoje.

Pagrindires Siuolaikies matematikos savokas i$samiai nagiamosSichanovitus
knygoije.

2.4 skyrius Bet kuri aibles X poaibiy klag, kuriai galioja 2.53 teiginida), (b) ir (¢)
savyles, vadinamdopologija arbatopologine strukt ura Vadinasi ailes X atzvilgiu
atviry poaibiy klas Ox yra X aibes topologija. Ji dar vadinama metrine topologi-
ja, nes apikgZta remiantis euklidine metrika. diau topologija padeda nagéti ar-
tuma aitese, kuriose @a metrikos, arba toje pmje aileje nagrieti nemetrizuojama
topologija. Tokios strukt uros taip pat naudojamos mategjatekonomikoje ir apzvel-
giamosAliprantiso ir Borderio knygoje.

2.8 skyrius Tikrinti matricos teigiama ar neigiama ap#atuma specialioje adpe nau-
dojamas Siek tiek swdingesnis kriterijus. Tegull = [a;;] € M ir B = [b;] €
M™%, Kiekvienamk = 1,. .., d, tegul

all alk bll blk
Ap = |l ir Bk :=|.cooeeieoi...
g1 Ak bm1 bk
Tegull < m < d. 18 nuliy sudaryta elsm x m matrica pazyraje 0, kiekvienam
k=1,...,d — m, apibezkime nauja matrica
|1 0 Bnk (m4k) x (m+k)
Cosk = [Bfnk A, ] eM . (2.78)

Toliau suformuluotas kriterijus taikomas nustatant salyginio ekstremumo pob udj La-
granzo daugikliy metodu (2.119 teorema). Tuo atveju mattigaa Lagranzo funkcijos
hesianas, o matric® sudaro ekstremuma ribojéios funkcijos gradientas. Tetlapi-
breztoji matricaC,,,, ,, vadinamaapribotuoju hesianangl. bordered Hessian).

David Hilbert — Davidas Hilbertas (1862-1943), vakiigmatematikas.
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2.125 teorema.Tarkime, kadl < m < d, matricad € M%*? yra simetrine, oB €
M™*4 yra tokia, kad matricaB,,,, neissigimusi. Tada aibejéx € R?: Bx = 0}
matrica A yra

(a) teigiamai apibrézta tada ir tik tada, kdi-1)"detC,,,.x > 0,k =1,...,d — m;
(b) neigiamai apibrezta tada ir tik tada, kéi-1)*detC,, ., > 0,k =1,...,d — m.
Sia teorema jroelDebreu(1952).

1. Ch. D. Aliprantis and K. C. Border (1999)Infinite Dimensional Analysis. A
Hitchhikers’s GuideSecond edition. Springer.

2. G. Debreu (1952). Definite and Semidefinite Quadratic FoEesnometrica20.
3. H. B. Enderton (1977)Elements of Set Thearficademic Press.

4. M. Protter (2004)Set Theory and Its Philosophy: A Critical Introducticbxford
University Press.

5. V. Rudinas (1978)Matematinés analizés pagrinddvokslas, Vilnius.

6. Ju. A. Sichanow (1965). |vadas | Siuolaikine matematika. Pradines savokos
Nauka. (rusy kalba)



3 Skyrius

Individualus alternatyvuy
pasirinkimas

Keliai, kuriuos Sis skdiiavimas nueina, yra tikrumo vieskelis, kuriame negalima sutikti
nieko abejotino nei klaidingo, kas @il prota nukreipti nuo tiesos kelio. Kita didederyhe,
skirta vien matematikai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje nagrigiamas pasirinkimas tarp galimy alternatyvy. Alternatyvomis
gali b'uti preks, darboéga, paslaugos, akcijos ir kitogmybes. Skyriaus rezultatai
toliau naudojami pasirinkimams prekiy rinkoje analizuoti. Pasirinkima tarp alternatyvuy
lemia jy naudingumas tam, kuris renkasi. Alternatyvy suteikiamas naudingumas gali
b uti skirtingas kiekvienam individui, tetlir nagrirejamas atskiro individo alternatyvy
pasirinkimas.

Ekonomikoje naudingumo savoka iSreiSk&rgpiy Zmomems suteikiamo malonumo
vertinima. Naudingumas gali b uti vertinamas arba abSalsidydZziais, arba santykiniu
lyginimu. Pirmuoju atveju naudingumas vadinamas kiekiniu (angl. cardinal utility),
0 antruoju — santykiniu (angl. ordinal utility). 3.1 skyrelyje nagjamas santykinis
naudingumas iSreiSkiamas preferencijos savoka. 3.2 skyrelyje pereinama prie naudingu-
mo funkcijos, kuri atitinka kiekinj naudinguma.

Pries pradedant skaityti §j skyriu rekomenduojama susipazinti su aibiy teorijos ele-
mentais, iSdstytais 2.1 skyrelyje.

3.1 Alternatyvy laukas

Racionalioji preferencija Tarkime, kadX yra ait®, kurios elementus vadinsime alter-
natyvomis. Ekonomikoje postuluojama, jog vartotojas gali pasirinkti tarp bet kuragaib
X alternatyvuy, t. y. apie bet kurias dvi alternatyvas jis gali pasakyti, kad viena i$ ju yra
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ne blogesa uz kita, arba viena i$ ju yra geresnZ kita, arba kad alternatyvos yra tiesiog
lygiaveres. Toks pasirinkimas yra iSreiSkiamaséakbinariuoju sarySiu. Priminsime,
jog binariuoju sarySiu vadinama bet kuri sutvarkytuju paryy), z,y € X, aibe (2.1
skyrelis).

Alternatyvy aiteje X nagriresime keleta binariyjy sarySiu, i$ kuriy vienas bus laiko-
mas pagrindiniu, o kiti iSvedami naudojant pagrindinj. Pagrindinis binarusis sarysis al-
ternatyvy ailje X toliau vadinamagpreferencijos sarystu(angl. preference relation)
arba tiesiogoreferencija ir jj Zymime simboliu>=. Tai reiSkia, kad- yra sutvarkytuju
pory aile, arba- C X x X. Paprastai vietojér, y) € = yraraSoma: = y ir sakoma,
kad ,x yra ne blogesnis ug* arba galioja preferencija > y. Siekdami iSvengti galimos
painiavos, mes nenaudosime simbolo PavyzdZiui, tarkime, kad aghX = {1, 2, 3},

o preferencijar > y apib@Zia savyb z < y, t. y. maZas skaiusz yra ne blogiau uz
dideljy. Tada

- ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} € X x X.

Aibé X ir preferencija- joje sudaro strukt urgX, ).

Kaip jau mireta, vartotojo pasirinkimy ekonongje analieje tariama, kad pref-
erencijos sarysiui galioja pilnumo ir tranzityvumo sa@gh(2.17 apit@zimas). Sios
pasirinkimo savybs priskiriamos ,racionaliam” Zzmogaus elgesiui.

3.1 apibrezimas. Alternatyvy ailes X preferencijos sarysis vadinamagacionaliuoju
(angl. rational preference relation), jei jis yra pilnas ir tranzityvus binarusis sarygije aib
X, t.y. galioja aksiomogi.1 ir A.2:

(A.1) betkuriemse,y € X arbar > y, arbay > z, arba abi kartu;
(A.2) betkuriemse,y,z € X, jeiz = yiry = z, taiz = z.

Jei alternatyvy aies X preferencijos sarysis yra racionalus, tai strukt u(x’, ») vad-
inamaalternatyvy lauku

Nelygybe > realiyjy skatiy aibeje yra racionalus preferencijos sarysis, o tai reiskia,
kad strukt urdR, >) yra alternatyvy laukas. Tuo tarpu griezta nelygybir lygybée =
realiyjy skatiy aikeje neapibeZia racionaliosios preferencijos (ka@d). Euklidireje erd-
vejeR’, ¢ > 1, pakoordindiui apibeZta nelygyk > (Zr. (2.29)) taip pat @ra racionalus
preferencijos sarySis. €au Sioje aileje racionalus yra auelinis preferencijos sarysis
(3.1.1 pratimas):

3.2 apibréZimas. Tarkime, kadX yra euklidires erdesR’, ¢ > 1, poaibis. Ailes X
preferencijos sarysis ;, vadinamasabéceliniu(angl. lexicographical), jei bet kuriems

IKitas binariajam sarysiui nusakyti ekonomikoje naudojamas termingsiyreenybe
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x=(r1,...,xp) € Xiry=(y1,...,y0) € X, x = ytadair tik tada, kai galioja

r1 >y, arba
xr1 =11 ir x9 > yo arba

xy =y ir -+ irxy_qy =yp_1 ir xy >y, arba
T =y.

Abéceliné preferencija atitinka tvarka, naudojama rikiuojant bibliografinj literat uros
saraSa abceles tvarka. Taiau ji gali tuéti ir ekonomine prasme, kaip rodo toks pavyzdys.
Tarkime, kad alternatyvy atbyraX = R%, o vektoriusz € X nurodo prekiy poros
kieki; tiksliau, jo pirmoji koordinaé nurodo degties kiekj, o antroji duonos kiekj. Tok-
iu atveju preferencija =, y tarpx ir y reiSkia, kad prioritetas teikiamas degtinei, o jei
degtires yra tas pats kiekis tai tada renkamasi daugiau duonos.

Kitas pavyzdys rodo, jog bet kuri funkcija su realiosiomis reiksms nat uraliai
nusako tvarka savo ap#afimo srityje.

3.3 apibrezimas. Tarkime, kadX yra alternatyvy aie, ou: X — R yra funkcija. Bet
kuriemsz,y € X sakysime, kad: =, v, jei u(x) > u(y). Tokiu atveju funkcijau
vadinsimenaudingumo funkcijgsavo apibezimo aileje nusakatia preferencija-,,.

Remiantis tuo, kad> nelygyle realiyjy skaiiy aibeje R yra tiesire pustvark, ne-
sunku patikrinti (3.1.2 pratimas), jog naudingumo funkcijos nusakyta preferengija
yra racionali.

Alternatyvy aileje X turint preferencijos saryst, matematikoje jprastu b udu api-
breziami kiti du susije binarieji sarySiai.

3.4 apibrezimas. Tegul X yra aile, kurioje apibeZta preferencija-.

(i) Grieztosios preferencijosarySiu vadinamas toks binarusis sarysisz X x X,
kad visiemse, y € X

T -y, jei xr=y ir —fy=x. (3.1)

Grieztoji preferencijac - y taip pat iSreiSkiama zodziaig:,yra geresnis uz";

(ii) IndiferentiSkumasarysiu vadinamas toks binarusis sarysis. X x X, kad visiems
x,y €X
x~y, jei xry Ir yruw (3.2)

IndiferentiSkumas: ~ y taip pat iSreiSkiamas Zodziais ,jr y yra lygiavetiai“
arba ,x-as yra pakdiamasy-u".

Pastebsime, kadr - y ir x ~ y kartu rera galimi bet kuriems, y € X. Remiantis
Sio skyrelio 8 pratimu, racionaliajai preferencijaisarysSisr = y galioja tada ir tik tada,
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kai arbax > y, arbax ~ y. Kitaip tariant, racionalioji preferencija reiSkia arba grieZta
preferencija, arba indiferentiSkuma.

Nesunku jsitikinti (3.1.3 pratimas), kad plokStum@j&akeceline grieztoji preferen-
cijax >, y galioja tada ir tik tada, kai teisinga viena i$ dviejuy salygl). x; > y; arba
(2) 1 = y1 Ir x2 > yo; 0 akecelinis indiferentiSkumas ~, y galioja tada ir tik tada,
kaiz =y.

Tarkime, kad X, ) yra alternatyvy laukas, t. ¥ yra alternatyvy aies X racionalu-
sis preferencijos sarySis. Remiantis Sio skyrelio 6 ir 4 pratimais, indiferentiSkumo sarySis
~ yra refleksyvus, tranzityvus ir simetrinis. Toks binarusis sarysis vadinakvasalen-
tumosarySiu (2.18 api@Zimas). Kiekvienam: € X ekvivalentumo klas¢r| := {y €
X: y ~ z} vadinsimeindiferentiSkumo aibe Remiantis 2.19 teiginiu, bet kurios dvi
indiferentiSkumo aibs arba nesikerta, arba sutampa. Jei preferencijos sarygia
antisimetriSkas, taiz] = {z} kiekvienamz € X. ISvengiant trivialaus atvejo, toliau
tariama, kad egzistuoja tokie y € X, kadx > y.

Kitas teiginys papildo racionaliojo preferencijos sarySio tranzityvumo savybe.

3.5 teiginys. Tarkime, kad X, ) yra alternatyvy laukas, ir alternatyvomsy, z i5 X
galioja preferencijosr > y ir y = z. GrieZta preferencijar - z galioja, jei galioja
bent viena i$ grieZtyjy preferenciju>- y arbay > z.

[rodymas. Tarkime prieSingai: galioja bent viena i$ grieztyju preferengijy- y arba
y = z, bet grieztoji preferencija > z negalioja. Tokiu atveju, remiantis 3.1.7 pra-
timu, galioja preferencija > x. Remiantis preferencijos sarysio tranzityvumu ir lemos
prielaidomis galime tvirtinti, kad yra galimos preferencijps- = ir z = y. Kartu su
lemos prielaida tai reiSkia, kad galioja~ x ir z ~ y. Vadinasi, ®ra galima nei: > v,
neiy > z (kodel?). Si priestara jrodo, kad galioja griezta preferencija z; tai ir
reikejo jrodyti. O

Pasirinkimo aibe Sakykime, kad- yra alternatyvy aies X preferencijos sarysis ir
B C X. Aibes B alternatyva vadinsimeptimalia, jei ji yra ne blogesa uz kiekviena
kita Sios ailes alternatyva. Aibs B optimalios alternatyvos sudaro aibe

C(B):=C(B;»):={zxeB: (Vz€ B)[z = z]}. (3.3)

Si aibe gali b'uti ir tugia. Toliau Siame skyrelyje nurodysime keleta pakankamy salygy,
kada optimaliy alternatyvy agbyra netusia. JeiC(B) # o, tai optimaliy alternatyvy
aibeC(B) vadinsimepasirinkimo aibe

Kitame skyriuje, spresdami vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, naudosime
pasirinkimo aibes i$ biudzeto aibiy (1.15), t. y. naudosime aibes

D(p,w) := C(B(p,w); =) = {x € B(p,w): (Vz € B(p,w))[z = 2]},  (3.4)

kai p yra prekiy kainy sistema, @ yra vartotojo pradinio turto kaina. PavyzdZiui, mus
domins pasirinkimas i$ biudzeto @bB = B(p,w) = {z € R2: px < w} CR? =
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3.1 . Pasirinkimas iS biudzeto &b

X, kurios piesinys pavaizduotas 3.1 paveiksle. Siame pieSinyje taip pat pavaizduota in-
diferentiSkumo aib I, lieCianti biudZeto aibd3 viename taske, kuris ir yra vienintelis
optimalus pasirinkimas®'(B) = {o}.

Netrukus parodysime, kad optimalios alternatyvos visada guli agsditasto, jei
kiekvienos alternatyvos bet kurioje aplinkoje galima rasti geresne alternatyva. Kitaip
tariant, jei alternatyvy laukas turi tokia savybe:

3.6 apibrézimas. Sakykime, kadX yra euklidires erdes aile, o| - | yra euklidires
erdwes norma. Alternatyvy laukds\, -) vadinamadokaliai nepasotinamgangl. local
nonsatiation), jei duotiems € X ir e > 0 egzistuoja toks alternatyvuy vektoriyss X,
kad |x — y| < eiry > x. Alternatyvy laukag X, >) vadinamasepasotinamyijei
kiekvienamz € X egzistuoja toks alternatyvy vektoriyss X, kady > x.

Dabar galime jrodyti keleta svarbiy pasirinkimo @dbelementy savybiy.
3.7 teiginys. Tarkime, kad- yra preferencija aibéjeX, ir B yra netusciasX poaibis.

(a) Visi pasirinkimo aibes”(B; ) elementai priklauso tai paciai indiferentiSkumo
aibei.

(b) Jei (X, ) yra alternatyvy laukas, tai aibéjé neéra alternatyvy, kurios b uty
geresnés uz pasirinkimo aib&ég B; ) alternatyvas.

(c) Jei X yra euklidinés erdves aibe ir alternatyvy lauk@s, ) yra lokaliai nepa-
sotinamas, taiB aibés vidiniaiX atzvilgiu tasSkai nepriklauso pasirinkimo aibei
C(B;*»).

[rodymas. (a): Tegulz,y € C(B;»). Tadax = yiry = z,t.y. x ~ y.
(b): Jeiz € B,x € C(B)ir z = z, taix = z > x. Remiantis 3.5 teiginiug > x, 0
to negali buti (3.1.5 pratimas).
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(c): Tegulz € B yra vidinis X atzvilgiu taskas. Tada egzistuoja toks atvifds
aibéje rutulysB, su centru taske, kuris yraB poaibis. Remiantis lokaliuoju nepasoti-
namumu, egzistuoja toks € B,, kady > x. Remiantis ka tik jrodytu teiginiyp),

x & C(B;»). O

Preferencijos sarySis jgalina rinktis optimalias alternatyvas i$ bet kurio alternatyvy
poaibio. T&iau realiame gyvenime preferencijos sary&@sanZzinomas. Toal svarbu
apraSyti proced ura, jgalinda nustatyti patj preferencijos sarysj. Kitas teiginys rodo,
kad preferencijos sarysio Zinojimas yra ekvivalentus visy pasirinkimo aibiy i3 dviejy
elementy zinojimui.

3.8 teiginys. Sakykime, kad yra alternatyvy aibesX pilnasis preferencijos sarysis ir
z,y € X. Tada yra teisinga

(a) grieztoji preferencijac - y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aib€' ({z,y}) =

{z};

(b) indiferentiSkumas ~ y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aib&'({z, y}) =

{z,y};
(c) pasirinkimo aib&C'({x, y}) yra netuscia.

[rodymas. [rodysime tik(a) teiginj. Kity dviejy teiginiy jrodymas toks pat elementarus
ir paliekamas skaitytojui. Taigi tarkime, kad galioja griezZtoji preferencija y. Remi-
antis grieztosios preferencijos apgtirmu ir preferencijos pilnumu; = yir z = z, t. y.
xz € C({z,y}). Jeiy € C({z,y}), taiy = z, kas prieStarauja prielaidai - y. Todel
C({z,y}) = {z}.

Dabar tarkime atvirk&ai, kadC({z,y}) = {z}. Pagal prielaidagy ¢ C({z,y})
iry = y. Todel -[y > z]. Kadangi, be tox = y, taiz = y. Teiginio jrodymas
baigtas. O

Kaip mineta, Sis teiginys rodo, kad pasirinkimo aibiy i$ dviejy elementy Zinojimas
jgalina nustatyti preferencijos sarysj. Savo ruoZtu, preferencijos sarySis jgalinaaanks
minétu b udu nustatyti pasirinkimo aibes i$ bet kuriy alternatyvy poaibfinda esres
neatsakyta | klausima: kada pasirinkimo aitis nustatomas preferencijos sarysis yra
racionalus? Sio klausimo nagéfamas atidedamas iki 3.4 skyrelio.

Tolydus alternatyvy laukas Viena i$ savybiy, naudojamy bendrosios pusiausvyros
egzistavimui jrodyti, yra alternatyvy lauko tolydumas. Tolydumo aggibmui reikalinga
aibés metrie strukt ura, kuria turi euklidinerdwe. Tockl toliau nagriesime euklidies
erdwes alternatyvy aibes. Tokiu atveju atstumas tarp vektoriy @pdmas euklidias
normos pagalba. T#au tradiciSkai vietoje metrikos naudojamos atviryjy ir uzdaryjy
aibiy $eimos. Sios tradicijos laikysimes ir mes, nes ji jgalina, reikalui esant, pereiti prie
bendresniuy alternatyvu aibiuy.
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Bazire atvira aite euklidireje erdejeR’ yra atviras rutulys:
B(x,7) :={y € R": |y —z| <r} sucentruz € R’ ir spinduliur > 0.
Tegul alternatyvy ai® X yra euklidires erdesR’ poaibis ir teguk: € X. Aibée
B, =Bz,r)NX={yeX: |z —y|<r}

yra atviras rutulys aibje X su centruz. AibésX poaibisA vadinamastviru aibésX
atzvilgiy, arbaatviru aibeje X, jei kiekvienamx € A galima rasti tokj atvirajj rutuliB,.
aibéje X su centrur, kuris yraA poaibis. Bet kuris atviraX atzvilgiu poaibis, kuriam
priklausox € X, vadinamag aplinka aibesX atzvilgiu AibesX poaibisB vadinamas
uzdaru aibésX atzvilgiu arbauzdaru aibejeX, jei jo papildinys ailgje X yra atviras
X atzvilgiu. Priminsime, kad a#s X poaibisB yra uzdaras tada ir tik tada, kai jam
priklauso visi X aibes ribiniai taskai (2.55 teiginys), t. yz € B, jei z = limp_,o 2%

z € Xir z;, € B visiemsk.

Svarbu suvokti, jog apileZtos savokos priklauso nuo alternatyvyéesixX. Tai il-
iustruoja pavyzdys su intervald = [0,1). JeiX = R, = [0, 4o00) yra neneigiamyjy
realiyjy skatiy aibe, tai A yra atviraX aibes atzvilgiu. JeiX = R yra visa realiyjy
skatiy aibe, tai X atzvilgiu A nera nei atvira, nei uzdara. Siuos skirtumas galima ig-
noruoti tuo atveju, kai alternatyvy aityra visa euklidig erde.

Dabar jau esame pasiruoSe apitir tolydujj alternatyvy lauka.

3.9 apibrezimas. Sakykime, kad alternatyvy ahX yra euklidires erdes poaibis su
preferencija-. Sia preferencija vadinsintelydzia jei kiekvienamz € X, aibes

L(z)={yeX:y>=z} ir Rx)={yeX: x>y} (3.5)

yra uzdaros aibje X. Jei papildomai preferencija yra racionali, tai strukt urgX, )
vadinsimetolydziuoju alternatyvy lauku.

Tegul alternatyvy ailes X preferencija= yra pilna. Naudojantis 3.1.7 pratimu gal-
ima jsitikinti, kad aites L(z) = {y € X: y > z} papildinys ailgje X yra aite
{y € X: z = y},oalesR(z) = {y € X: =z = y} papildinys aileje X yra aite
{y € X: y > x}. Todel pilnoji preferencija- yra tolydi tada ir tik tada, kai kiekvien-
amz € X aibes

{yeX:y=a} ir {yeX: z>y}

yra atviros aileje X. Alternatyvy lauko(.X, =) tolydumas yra preferencijos saw/b
kuri reiSkia tokj fakta: jeir,y € X yra ribos tokiyX elementy sekyxy) ir (yx), kad

xr = yr Kiekvienamk, tai x > y. Tai iSplaukia i$ toliau jrodomos 3.10 teorem@$

teiginio ir 2.55 teiginio apie uzdarosios atbribinius taskus.

3.10 teorema. Tarkime, kadX aibés preferencija- yra pilna. Teiginiai(a), (b) ir (c)
yra ekvivalent'us
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(a) preferencija>- yra tolydi;
(b) aibeF :={(z,y) € X x X: x = y} yra uzdara Dekarto sandaugoj€é x X

(c) jeiz,y € X ir x > y, tai egzistuoja tokiar aplinkaU, atzvilgiu X ir y aplinka
U, atzvilgiuX, kadU, N Uy = @ ir u > v visiemsu € U, ir v € U,,.

[rodymas. Implikacijai (¢) = (b) jrodyti tarkime, kad teisingaéc) teiginys, oG yra
aibe tokiy poru(z,y) € X x X, kurioms galioja grieZtoji preferencija >~ y. Jei
(z,y) € G, tai remiantis(c) teiginiu egzistuoja tokidz, y) aplinkal” atzvilgiu X x X,
kadu > v visiems(u,v) € V,t.y.V C G. Tai reiSkia, kad yra atvira aileje X x X.
Remiantis Sio skyrelio 7 pratimu; yra G papildinys aileje X x X, ir todel galioja(b).

[rodysime, kad(b) = (a). Tarkime, kad galiojgb) teiginys irx € X. Nesunku
pastelti, kadL(z) = {y € X: (y,x) € F}ir R(z) = {y € X: (z,y) € F}. Jei
yn € L(x),y € X iry, — y, tai (yp,x) € Fir (yn,z) — (y,x). KadangiF yra
uzdara, tai remiantis 2.55 teigin{y, z) € F, irtodely € L(x), t. y. L(x) yra uZzdara
aibeje X. SimetriSkai jrodoma, kadk(x) yra uzdara aibje X. Kadangiz € X yra
laisvai pasirinktas elementas, {ai) teiginys yra teisingas.

Liko jrodyti, kad (a) = (c). Tarkime, kade,y € X ir z > y. Jei egzistuoja toks
z e X, kadz > z > y, taitequlU, :=={u € X: u > z}irU, :={veX: z> v}
Tadax € U, ir U, yra atvira ailgje X, nes ji yra uzdaros aés{v € X: z = u}
papildinys aileje X (3.1.7 pratimas). Tas pats argumentas galioja ir difeiJei ailes
U, ir U, turety bendra elementga, tai jam galioty sarysis) > w (3.1.6 pratimas), kuris
yra nejmanomas (3.1.5 pratimas). Dabar tarkime, kad dib= {z € X: = > z > y}
yra tu€ia. Tuo atveju tegul/, := {u € X: u > y}irU, :={v e X: x> v}. AiSku,
kadz € U, ir y € U,. Kadangi preferencije tolydi pagal prielaida, abi a#gsU, ir U,
yra atviros aieje X. Tegulu € U, ir v € U,. Tarkime, kad-[u - v]. Tada, remiantis
3.1.7 pratimugz = v = u > y, kas prieStarauja tam, kadl = . Taigi galiojau > v.
Tas pats argumentas jrodo, kg N U, = @, ir baigia(c) teiginio jrodyma. O

Remiantis Sios teoremds) teiginiu lengva pastedi, kad aleaelinis preferencijos
sarysis (3.2 pavyzdys)na tolydus. IS tikro, atveja= 2, (1,1) >, (1,0), bet kiekvien-
as rutulys su centr(il, 1) turi vektoriyu € R?, kuriam(1,0) >, u.

Toliau parodoma, kad kompaktiSkoje alternatyvuyepgbegzistuoja optimali alter-
natyva jei preferencija yra racionali ir tolydi.

3.11 teorema. Sakykime, kadX, >) yra tolydus alternatyvy laukas B yra netuscias
kompaktinisX poaibis. Tada pasirinkimo aib€'(B) yra netuscia ir kompaktiska.

[rodymas. Naudojantis (3.5) Zymjimu, pasirinkimo aib

CB)= ({yeB: y=a}=()[Lx)NBl. (3.6)

zeB zeB
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Kadangi bet kurios uZdaryjy aibiy Seimos sankirta yra uzdara (2.54 teiginy&},) 00 B
yra uzdara kiekvienam, tai C'(B) yra uzdara aibje X. Be to,C(B) yra kompaktiska,
nes ji yra kompaktiSkos aés B uZzdaras poaibis. |rodysime, k&t B) yra netusia.
Tarkime, kadry, ..., z, € B. Remiantis preferencijos sarysio racionalumu ir baig-
tine matematine indukcija pasirinkimo @lo'({x1, ..., z,}) yra netusia, t. y. tarp al-
ternatyvuyzy, . . ., x, €gzistuoja bent viena neblogesmz visas kitas alternatyvas (3.1.11
pratimas). Tarkime, kad optimali yra alternatyyg t. y. z, = z; visiemsi = 1,...,p.
Remiantis preferencijos tranzityvundi(x,) C L(z;) visiemsi = 1,...,p. Tada aibiy
sankirtan_, [L(x;) N B] = L(x,) N B yra netusia. Kadangi alternatyvas;, ..., z, €
B yra laisvai pasirinktos, tai uzdaryjy aibiy Seim{ds(z)NB: x € B} bet kuri baigtire
sankirta yra netu8a, t. y. Seima{L(x) N B: x € B} turi baigtines sankirtos savybe.
Remiantis 2.59 teorema ir aib B kompaktiSkumu, i3 to iSplaukia, kad (3.6) lyg@d
deSire pu® yra netusia, kas ir jrodo, kad’( B) yra netusia. O

Pratimai

1. |rodyti, kad alea:line preferencija-;, yra racionali (3.2 apil@zimas).

2. [rodyti, kad naudingumo funkcija nusakoma preferencija, yra racionali (3.3
apibézimas).

3. Charakterizuoti abeeline griezta preferencija;, ir abecelinj indiferentiSkuma
~, alternatyvy aikjeR?, kaip tai yra teigiama po 3.4 ap#stimo.

4. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. [rodyti, kad indiferen-
tiSkumo santykis- yra refleksyvus ir simetrinis.

5. |rodyti, kad bet kuriamx: € X néra galima griezta preferencija- x.

6. Jei ailes X preferencijos santykis: yra tranzityvus, tai tranzityv us yra grieztos
preferencijos santykis ir indiferentiSkumo santykis-.

7. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
z,y € X, griezta preferencija - y teisinga tada ir tik tada, kaiy > x].

8. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
x,y € X preferencijar > y teisinga tada ir tik tada, kai arha- y, arbax ~ .

9. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems
z,y € X indiferentiSkumase ~ y teisingas tada ir tik tada, kai[z > y] ir
Sy = ).

10. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. [rodyti, kad bet kuriems
x,y € X arbaz > y, arbay > .
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11. Alternatyvy lauko(X, ) bet kurioje baigtigje alternatyvy aibje {z1,...,z,}
egzistuoja optimali alternatyva, t. y. pasirinkimo @i®'({z1,...,z,}) yra ne-
tu&ia.

3.2 Naudingumo funkcija

Siame skyrelyje nagrigjamas kiekinis naudingumas, t. y. nagjamas preferencijos
sarysis—,,, nusakomas naudingumo funkcija(3.3 apibezimas). Kai kuriais atvejais
patogiau tirti skaitines reikSmes jgyjéa funkcijaw, negu tiesiogiai tirti Sia funkci-
ja nusakoma preferencija,. Todel svarbu nustatyti, kada preferencijos sarySis yra
iSreiSkiamas naudingumo funkcija, ir jei taip yra, nustatyti atitikima tarp naudingumo
funkcijosw ir ja nusakomo preferencijos sary3tq, savybiu.

Kadangi naudingumo funkcijos: X — R nusakoma preferencija,, yra visada
racionali (3.1.2 pratimas), toliau bus kalbama tik apie alternatyvy laukus.

3.12 apibrezimas. Tegul (X, ) yra alternatyvy laukas in: X — R yra naudingumo
funkcija. Jei = =, tai sakysime, kad X, ») yraiSreiSkiamas naudingumo funkcija
u, arba kadu yra alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija.

Tarkime, kad alternatyvy aéje turime racionalyjj preferencijos sarysj. Klausimas:
ar toks sarySis visada iSreiSkiamas naudingumo funkcija? Bendru atveju atsakymas |
§j klausima yra neigiamas. Tai iSplaukia i$ kito teiginio, prisimenant, kaabadibis
preferencijos sarysis yra racionalus (3.1.1 pratimas).

3.13 teiginys. Tarkime, kad-;, yra alternatyvy aibe®? abecelinis preferencijos sarysis.
Neegzistuoja tokia funkcija: R?> — R, kad>, = >.

[rodymas. Tarkime prieSingaix: R? — R yra tokia funkcija, kad-,, = >;. Tada bet
kuriemsz = (21, 22),y = (y1,92) € R?

u(z)>uly) < x>y < x>y arba [aclzyl ir x2>y2].

Tada kiekvienant € R, u(t,1) > wu(t,0). Atsizvelgiant | racionaliyjy skaiy aibkes
tirStuma realiyjy sk&iy aibeje (2.26 lema), ab.J; := (u(t,0),u(t, 1)) NQ yra netusia
kiekvienamt € R. Remiantis rinkimo aksioma (2.8 aksioma), egzistuoja tokia funkcija
f: R — Q, kad f(t) € J; kiekvienamt € R. Funkcija f yra injekcija. IS tikro, bet
kuriemss,t € R, jei s > t, tai(s,0) =1 (¢,1)ir u(s,0) > u(t, 1). Kadangi aies.J, ir

Jy nesikerta, tajf (s) # f(t). Tokiu b'udu nustame bijekcija tarp realiyjy skéiy aibes

R ir racionaliyjy skatiy poaibio f[R] C Q, o tai prieStarauja tam, kad realiyjy skiai
aibes galia yra didesnuz racionaliyjy skdiy aibes galia. Si prietara jrodo teiginj

Jei alternatyvy laukas iSreiSkiamas tolydziaja naudingumo funkcija, tai jis yra toly-
dus. IS tikro, sakykime, kad yra alternatyvy laukq X, =) naudingumo funkcija.
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Kiekvienamz € X ir r := u(z) € R, turime lygybes

{ u—lL [[r,+oo)] ={zeX:ukz)>r}={z€X: z=2z2} = L(x) (3.7)

ut(—oo,r]] ={z € X: uz) <r}={2€ X: x>z} = R(z).

Kadangi intervalajr, +o0) ir (—oo, 7] yra uzdari realiyjy sk&iy aibeje, tai remiantis
2.63¢) teiginiu, jei funkcijau yra tolydi, tai visos Sios a#s yra uzdaros kiekvienam
x € X, ir todel alternatyvy lauka&X, =) yra tolydus.

Alternatyvy aibeiX esant euklidigs erdes aibe teisingas atvirk®&s teiginys, vad-
inamasDebreu teorema

3.14 teorema. Sakykime, kadX yra euklidines erdves poaibis, o alternatyvy laukas
(X, =) yra tolydus. Tada jis yra iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkcija.

Sios Debreu teoremos jrodymasra lengvas, jis pateikiamas 3.5 skyrelyje. &bd
verta praéti nuo paprastesnio teiginio jrodymo. B utent jrodysime,baidtinesalter-
natyvy ailes racionalusis preferencijos sarysis visada iSreiSkiamas naudingumo funkcija.

3.15 teiginys. Sakykime, kad yra baigtine alternatyvy aibe. Tada kiekvienas alter-
natyvy laukag X, ») yra iSreiSkiamas naudingumo funkcija.

[rodymas. Sakykime, kad- yra alternatyvy aies X racionalusis preferencijos sarysis.
Kiekvienamz € X aibé R(z) = {# € X: z > z} yra baigtire; jos elementy
skatiy pazynekimeu(z) := #R(x). Tai, kad Siomis reikS@mis apibezta funkcija
u: X — Ryraalternatyvy laukdX, >) naudingumo funkcija jrodysime naudodamiesi
3.2.3 pratimu. Tegut,y € X.

IS pradziy tarkime, kad - y. Parodysime, kad(x) > u(y). Jeiz € R(y) yra bet
kuris elementas, tai remiantis preferencijos tranzityvumd z, t. y. z € R(x). Tokiu
buduR(xz) D R(y), ir todel u(x) > u(y).

Dabar tarkime, kad: > y. Parodysime, kad(z) > u(y). Kaip ir ankstesniame
Zingsnyje gauname, kafl(xz) D R(y). Remiantis 3.1.7 pratimu, galiojaly > x].
Todel x € R(x) betx ¢ R(y). Kitaip tariantu(z) = #R(z) > #R(y) = u(y). Tokiu
budu lygyk = = =, teisinga remiantis 3.2.3 pratimu; tai ir rejlo jrodyti. O

Bet kuria preferencija iSreiSkianti naudingumo funkciggavieninted. Pavyzdziui,
jei u yra alternatyvu lauko naudingumo funkcija, tai teCjgapreferencija iSreiskia ir
funkcijosu + 1, u3, e* ir t. t. Toliau apibudinsime visas tas funkcijas, kurios nusako ta
patj preferencijos sarys;.

Tegulu yra alternatyvy lauk@X, =) naudingumo funkcija, o reikSmiy a&pu[X] C
R apibezta funkcijap: u[X] — R yra didgjanti, t. y. grieZtai monoton@ funkci-
ja. Tada kompozicijgou yra to paties alternatyvy lauko¥, =) naudingumo funkcija
(3.2.4 pratimas). Teisingas ir atvikias teiginys, jog bet kurios dvi ta patj alternatyvy
lauka iSreiSkiatios naudingumo funkcijos yra susijusios funkciju kompozicija. Tiksli-
au, galioja teiginys:
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3.16 teiginys. Sakykime, kad,, v: X — R yra funkcijos, iru yra alternatyvy lauko
(X, ») naudingumo funkcija. Tadataip pat yra(X, >) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai egzistuoja tokia didéjanti funkcija «[X] — R, kadv = gou.

[rodymas. Tarkime, kadu ir v yra dvi to paties alternatyvy laukoX, >) naudingumo
funkcijos. Tada egzistuoja tokia dihnti funkcijag: u[X] — R, kadv = pou. IS
tikryjy, kiekvienamr € u[X] C R, tegulo(r) := v(z); Cia xz yra bet kuris aibs
u™t[r] ;== {x € X: u(x) = r} elementas. Toks apibZimas yra korektiskas, kadangi
u~1[r] yra alternatyvy laukg¢ X, =) indiferentiSskumo aib (patikrinti). Be to, funkcija
¢ yra dicejanti: jeis,t € u[X]ir s > ¢, taixz = y bet kuriemsr € u=1[s], y € u=1[t],
irtodel o(s) = v(z) > v(y) = ¢(t). Pagaliau, lygybv(z) = ¢(u(x)) teisinga visiems
x € X pagaly apibezima, kas jrodo teigin;. O

3.14 teorema sako, jog tolydus euklidmerdes alternatyvy laukas iSreiSkiamas
tolydZia naudingumo funkcija. Bet ne visos haudingumo funkcijos, iSrei§laarolyduy
alternatyvy lauka, yra tolydzios. Tolydziosios funkcijos kompozicija s@jdidtia, bet
tr ukia funkcija iSreiSkia ta patj alternatyvy lauka, bet neprivalo b uti tolydi.

DaZniausiai ekonomaje analigje naudojama Kobo—Duglaspaudingumo funkci-

ja: teguley, i = 1,..., ¢, yra teigiamieji skadiai ir kiekviename = (z1, ..., 2,) € RY
u(x) == aftay? )t (3.8)

Pasinaudoje 3.16 teiginiu dighrtiai funkcijai p(u) = u/®, a :== Zf:1 a;, galime tar-
ti, kad (3.8) iéraiékoj@le a; = 1. Aibeje vektoriyr € R?H, kuriy visos koordinas
teigiamos, galima logaritmuoti (3.8) deSing puse. Gauta funkcija

v(z):=agInx; + -+ aylnxy, .r:(l‘l,...,.rg)ERﬁ__,_,

iSreiSkia ta patj alternatyvy lauka, kaip ir Kobo—Duglaso naudingumo funkcija remiantis
ka tik jrodytu 3.16 teiginiu, nes logaritmas yra grieztai monotoniska funkcija.

Pratimai

1. Tegulu: X — R yra X aibes naudingumo funkcija. |rodyti, kad bet kuriems
x,y € X,z =, ytadair tik tada, kai.(z) > u(y), ox ~, y tada ir tik tada, kai

u(z) = u(y).
2. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija tada
ir tik tada, kai galioja teiginys: visiems,y € X, y > z tada ir tik tada, kai
3. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd X, >=) naudingumo funkcija tada ir
tik tada, kai iSpildytaa) ir (b):

2paul Howard Douglas buvo XX amiiaﬁ‘sikagos universiteto ekonomistas, o Charles W. Cobb buvo
vieno Amerikos koledZo matematikas.
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(a) visiemsz,y € X, jeiy = ztaiu(y) > u(z);
(b) visiemsz,y € X, jeiy = ztaiu(y) > u(z).

4. Tegulu yra alternatyvy laukd X, ) naudingumo funkcija, @: u[X] — R yra
didejanti funkcija. |rodyti, kad kompozicijawou yra to paties alternatyvy lauko
(X, ») naudingumo funkcija.

3.3 ISkilumas ir monotoniSkumas

Kaip ir ank<iau, Siame skyrelyje tariama, kad alternatyvigaibyra euklidires erdes
R poaibis.

ISkilumas. Siame vadoglyje aptariamas ekonomikos pusiausvyros egzistavimo jrody-
mas remiasi toliau apibziama preferencijos iSkilumo savybe. Priminsime, kaé &b
vadinamaiskila jei kartu su bet kuriais Sios a3 elementais ir y, aibei X taip pat
priklauso juy iSkilieji dariniaiAx + (1 — \)y kiekvienam) € (0, 1). Greta alternatyvy
aibées isSkilumo kartais bus naudojamos ir kitos, toliau agfimos, alternatyvy lauko
savyles.

3.17 apibrezimas. Tarkime, kad aib X C R’ yra iSkila. Alternatyvy laukagXx, )
vadinamas

(a) i8kilu, jei bet kuriemse, y, z € X i§to, kady = x ir z > x, gauname\y + (1 —
A)z = x visiems\ € (0, 1);

(b) grieztai iSkily jei bet kuriemse,y,z € X iSto, kady = =, z = ziry # z,
gauname\y + (1 — A\)z > x visiems\ € (0,1).

Nesunku matyti, kad alternatyvy lauk@X, ) yra iSkilas tada ir tik tada, kai agb
L(z) = {z € X: z = z} yraiSkila visiemsz € X. Be kita ko, alternatyvy lauko
iSkilumas reiskia, kad dviejy indiferentisky alternatyvuy iskilasis darinys yra ne blogesnis
uz kiekviena juy atskirai. Tai iSplaukia i$ kitos lem@s savytes.

3.18 lema. Tarkime, kad aib& C R’ yra iskila. Alternatyvy lauk¢X, =) savybega),
(b) ir (c) yra ekvivalencios

(a) (X, ) yraiskilas
(b) betkuriemse,y € X, jeiy = z, tai \y + (1 — N\)x = x kiekvienam\ € [0, 1];

(c) aibe{z € X: z > x} yraiSkila visiems: € X.
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[rodymas. (a) = (b): Jeix,y € Xiry = z, taiz,y € {z € X: z = z} = L(x).
KadangiL(x) aibe yra iskila, tai\y + (1 — X\)z € L(z) kiekvienam\ € [0, 1]. IS Cia ir
iSplaukia(b) savyte.

(b) = (¢): TegulX € [0,1]. |rodysime, kad i§ > x ir z > x iSplaukia\y + (1 —
A)z = x. Remiantis pilnumo aksioma.1, galioja arba > y, arbay > z. Pirmu atveju
(b) salygos ékaz+ (1 — M)y = y. Remiantis 3.5 teiginiu, i$ pastarojo sarySig ir z
gauname, kadz + (1 — \)y > x. Antru atveju ta pati iSvada iSplaukia analogiskai
pasinaudojus tuo, kad > z. Taigi jrodeme savybéc).

(¢) = (a): Tarkime, kad savyd(a) neteisinga. Tada egzistuoja tokios alternatyvos
x,y,z € Xir A € (0,1), kadz = z,y = z, betAz + (1 — )y = z neteisinga. Tada
naudojantis 3.1.7 pratimo teiginiu, teisingas- \z + (1 — \)y sarySis. Remiantis 3.5
teiginiu, iS Sio sarySio kartu su > x iSplaukia sarySis = Az + (1 — A\)y. Tas pats
argumentas sy vietoje z leidZia tvirtinti, kady = Az + (1 — \)y. Remiantis savybe
(c), tada yra teisingas sarySis + (1 — A\)y > Az + (1 — \)y, kuris prieStarauja 3.1.5
pratimo teiginiui. Vadinasi savya) teisinga. 3.18 lemos jrodymas baigtas. O

Neretai alternatyvy lauko savybes galima apib udinti jj iSrei§ki@nnaudingumo
funkcijos savylemis. Taip yra ir su alternatyvy lauko iSkilumu; tokia jj iSreiSkianrs
naudingumo funkcijos savghyra kvazi—jgaubtumas (Zr. 2.1@Q4 apibezima).

3.19 teiginys. Sakykime, kad aib& C R’ yra ikila ir alternatyvy laukag X, ~) yra
iSreiSkiamas naudingumo funkcija X — R. Tada galioja(a) ir (b):

(a) (X, =) yraiskilas tada ir tik tada, kai: yra kvazi—jgaubta

(b) (X, =) yra grieztai iSkilas tada ir tik tada, kai yra grieztai kvazi—jgaubta.
[rodymas. [rodysime tik pirmajj teiginj, o antrojo teiginio jrodymas paliekamas skaity-
tojui. Tegul alternatyvy lauka&X, ) yra iSkilas, teguk:,y € X ir A € (0,1). Remi-
antis preferencijos pilnumu galioja arba> y, arbay > z. Pirmu atveju, kadangi

y = y (kodel?), gaunamaz + (1 — )y > y. Kadangi laukas iSreiSkiamas naudingumo
funkcija, iSCia iSplaukia nelygybes

u(Az + (1= A)y) 2 u(y) = min{u(z), u(y)}-

Antru atveju panaSiai gauname taCanelygybe tarp pastarosios iSnasos kairiosios ir
deSiniosios pusiy. Taigi naudingumo funkcija yra kvazi—-jgaubta.

AtvirksCial, tegulu yra kvazi—jgaubtag,y,z € X,y = x, z = xir A € (0,1).
Kadangi laukas isreiSkiamas naudingumo funkeijgauname

u(Ay + (1= A)z) = min{u(y), u(z)} > u(z)

ir \y + (1 — A\)z = z, t. y. preferencija yra iSkila. O
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Pirmajame skyrelyje par@mne, kad pasirinkimo a&(3.3) tam tikrais atvejais yra
netu€ia ir kompaktiSka (3.11 teorema). Dabar parodysime, kad ja sudaro vienintelis
elementas, jei alternatyvy laukas yra grieZtai iSkilas.

3.20 teiginys. Tarkime, kad alternatyvy laukgsY, =) yra tolydus ir iSkilas. Taip pat
tarkime, kadB yra netuscCias, kompaktiSkas ir iSkilas aib€goaibis. Tada galiojga)
ir (b):

(a) Pasirinkimo aib&C'(B) yra netuS€ia, kompaktiska ir iSkila.

(b) Jei, be to,( X, ») yra grieZtai iSkilas, tai pasirinkimo aibe sudaro vienintelis ele-
mentas.

[rodymas. 3.11 teoremos &ka jau Zzinome, kad pasirinkimo &lo’(B) yra netusia ir
kompaktiSka. Parodysime, kad ji yra iSkila. Teguly € C(B) ir A € (0,1). Kadangi
B yra i8kila, tai iSkilas darinys:) := Az + (1 — \)y € B. Kadangiy optimalus, tai
remiantis 3.18)) lemax, = z. Remiantisz optimalumuxz > z kiekvienamz € B.
Preferencijos tranzityvumas leidzia teigti, kag = 2 kiekvienamz € B, t.y. z) €
C(B), kas jrodo teiginja).

(b) teiginio jrodymui tegul( X, >) yra grieZtai iSkilas. Tarkime, kad egzistuoja dvi
skirtingos alternatyvos, y € C(B). Tada iSkilasis darinys, , = (1/2)z + (1/2)y €
Bir x5 = x remiantis preferencijos grieZtojo iskilumu, o tai prieStaraujd(3.®ig-
iniui. Taigi teiginys(b) taip pat jrodytas. O

MonotoniSkumas Toliau aptariama preferencijos sarySio sa&yi akivaizdzia ekonom-

ing interpretacija. Yp& kai alternatyvomis yraayybes — kuo jy daugiau, tuo geriau.
Alternatyvykiekio (o ne suteikiamo naudingumo) lyginimas eukliej@erdeje gali

b uti iSreikstas jprasta nelygybe tarp vektoriy. Butent, tarp euddigiresRr’ vektoriy

= (x1,...,20)ir y = (y1,...,y¢) yra apibeztas binarusis sarysis> y, jei z; > y;

visiemsi = 1, ..., ¢ (Sis sarySis ara pilnas, je¥ > 1).

3.21 apibrezimas. Aibes X c R’ alternatyvy laukagX, ) vadinamassilpnai mono-
toniSky jei bet kuriemse, y € X i nelygytesx > y iSplaukia preferencija = y. Jei
iS nelygybiux > y ir x # y iSplaukia griezta preferencija - y, tai alternatyvy laukas
(X, =) vadinamasstipriai monotonisku

Nesunku pastedi, kad stipriai monotoniSkas alternatyvy laukas taip pat yra silpnai
monotoniSkas. T&@au atvirk€iai neb utinai yra teisinga. PavyzdZiui, tegt) = x1 x4,
kaiz = (z1,22) € R2. Jeiz = (z1,22) >y = (y1,¥2), tai

u(z) = 122 > 11Y2 = u(y).

Tai rodo, kad alternatyvy laukas iSreiSkiamas naudingumo funkgija silpnai mono-
tonisSkas. Kita vertug,2,0) > (1,0) ir (2,0) # (1,0), betu(2,0) = 0 = u(1,0). Taigi
Sis laukas @ra stipriai monotoniskas.
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Kaip jau buvo mireta, preferencijos sarysio stipriojo monotoniskumo savybe galima
interpretuoti kaip individo goduma: nepriklausomai nuo esamo @srdygmens, bet
koks alternatyvuy rinkinio padejimas suteikia grieztai stipresnj pasitenkinima.

Tarkime, kad> yra alternatyvuy aibsRﬁ preferencijos sarySis ir := (1,...,1) €
RY yra vienetinis vektorius. Kiekvienam € R’ tegul

us-(z) :==sup{r>0: x =re=(r,...,7)}; (3.9)

Cia naudojamas supremumo (2.17) api#imas. Parodysime, kad- yra alternatyvy
lauka (Rﬂ,t) iSreiSkianti naudingumo funkcija, jei Sis yra tolydus ir stipriai mono-
toniSkas.

3.22 teorema. Sakykime, kad alternatyvu Iauké[&ﬂ, ») yra tolydus ir stipriai mono-
toniskas. Tad#3.9)apibrezia funkcijaus- : Rﬂ — R4, kuri yra tolydi alternatyvy lauko
(R, =) naudingumo funkcija.

[rodymas. Pirmiausia parodysime, kad &/ (x) := {r > 0: x > re} yra netusia ir
aprezta. Tarkime, kad € Rﬂ. Kadangiz > 0 (= 0Oe), tai remiantis alternatyvy lauko
silpnuoju monotoniSkumu > 0. Todel aibe U (z) yra netusia. Parodysime, kad Si ab
yra apézta. Jei ne, tai kiekvienam n € U(x), t. y. = > ne. Be to, visiems: pakanka-
mai dideliemspe > x ir ne # x. Todel ne = x remiantis grieZztuoju monotoniSkumu.
Taigi egzistuoja toks, kadx = ne = z. Bet remiantis 3.5 teiginiu, gauname prieStara
x > z (3.1.5 pratimas), jrodantj, kdd(z) aibe apezta. To@lu-(x) = supU(x) € Ry
ir (3.9) korektidkai apibgzia funkcijaus : RS — R

Pirmiausia parodysime, kad kiekvienamne Rﬂ

us-(z)e ~ x. (3.10)

15 tikro, tegulz € RY. Kadangi aile R(z) = {y € R.: = = y} uzdaraus(v)e €
R(x), t.y. z = ux(z)e. IS kitos pugs, kiekviename > 0, [u-(z) + €|le € R(z).
Remiantis 3.1.7 pratimyiy,- (z)+¢€e > x. Tuo labiau kiekvienam > 0, [ux-(x)+€le €
L(z) = {y € RY: y = z}. Dabar atsizvelgiant | aés L(z) uzdarumau- (z)e € L(z),
t.y. u-(x)e > z, kas jrodo (3.10).

Tai, kaduy yra alternatyvy laukdR?, , =) naudingumo funkcija, parodysime nau-
dodamiesi 3.2.2 pratimu. Teguly € RY. Jeiux(z) > us(y), tai remiantis (3.10) ir
lauko stipriojo monotoniSkumu, turime

z = ux(z)e = u-(y)e = y.

turime
us(z)e = x =y = ux=(y)e.

IS Cia gaunameus(z)e = us=(y)e, velgi remiantis tuo p&u 3.5 teiginiu. Jei buty
u-(z) < us(y), tai gautume prieStara paskutinei iSvadai atsizvelgiant | lauko silpna



136 3 Skyrius. Individualus alternatyvuy pasirinkimas

monotoniSkuma. To#l uy- (z) > us(y) atsizvelgiant | realiyjy skaiy aibes trichotomi-
jos savybes. Remiantis 3.2.2 pratimu, yra alternatyvy laukdR’ , =) naudingumo
funkcija.

Liko jrodyti funkcijos us- tolyduma. Remiantis Sios funkcijos ap@@imu, kiekvien-
amt € R galioja lygyles

{xERﬂ: us(z) >t} = {x € Ry: x = te} = L(te)

{z € RY: ux(2) <t} = {z € RY: te = x} = Rite)

Kaip ir (3.7) sarysiy atveju, remiantis lauko tolydumu gauname funkeijoslyduma.
Teoremos jrodymas baigtas. O

Praeito skyrelio pabaigoje pastoie Kobo—-Duglaso naudingumo funkcijos pavyzdi.
Toliau apzvelgsime §j ir keleta kity naudingumo funkcijos pavyzdziy, iliustruodami
jvairias alternatyvu lauko savybes.

Tobulieji pakaitai Sakykime, kad realieji skéiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcija
w(z) = axy +bry,  x = (x1,22) € RY, (3.11)

apibieZtas alternatyvy lauka@®? ,=,) vadinamastobulaisiais pakaitais Sio alter-
natyvy lauko indiferentiSkumo agb

I(c) :={r € RL: u(z) =c} = {(x1,22) € RL: amy +bra =c}, ¢>0,

yra atkarpa, kurios nuolydis (angl. slope) yra pastovus dydis/b) neszs = ¢/b —
(a/b)z1. Alternatyvos, priklausaiios tai p&iai indiferentiSkumo aibei, yra vienodai
vertinamos naudingumo prasme, ir &ébdjali b uti viena paké&iama kita. Alternatyvas
interpretuojant grybemis, dviejy @rybiu kiekiai sudaro tobulyjy pakaituy lauka, jei var-
totojas sutinka viena i$ jy keisti kitpastoviusantykiu. Siuo atveju jei,y € I(c), tai
xo—y2 = —(a/b)(x1—y1), t. y. vienos @rybes pasikeitimas atstoja kitos pasikeitima tuo
paCiu santykua/b. PavyzdZiui, kain = b = 1, vienodai geistinamomis alternatyvomis
galety b uti skirtingu spalvy pieStuky poros, t. y. nesvarbu ju spalva, bet svarbu ju kiekis.
Sio alternatyvy lauko indiferentiSkumo aibg sudaro tokios alternatgwas:,) € R%,
kad x1 + z2 = const. Apskritai, tobulieji pakaitai yra iSkilas bet ne grieztai iskilas
alternatyvy laukas.

Tobulieji papildiniai  Sakykime, kad realieji skéiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo
funkcija
w(z) = min{azy, bro},  x = (21,22) € RY, (3.12)

apibreZtas alternatyvy laukd®? , =, ) vadinamagobulaisiais papildiniais Alternaty-
vas interpretuojantayybemis, tobulieji papildiniai yragrybes, kurios visada vartojamos
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kartu ir pastoviu santykiu. Kai = b = 1, tokiy gerybiy pavyzdziu ga&tuy b uti deSin-
iosios ir kairiosios kojos batai. Siuo atveju (3.12) naudingumo funkcija idreiSkiamas
preferencijos sarysis nurodo, kad vartotoja domina tik maksimalus iz, sudaryty

pory skatius. Apskritai tobulieji papildiniai taip pat yra iSkilas, bet ne grieztai iSkilas
alternatyvy laukas. Kaipatiau matysime, (3.12) taip pat naudojama gamybos funkcijai
apibreZzti vadinamosios Leontief’'o technologijos atveju.

Kobo—-Duglaso naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skéiaic > 0ir d > 0.
Naudingumo funkcija

w(z) = afzs,  w=(v1,22) €ERL, (3.13)
apibeztas alternatyvy lauka®? , -,) vadinamasKobo-Duglasoalternatyvy lauku.
Kaip Zinome (3.16 teiginys), monotoniSka naudingumo funkcijos transformacijadiekei
alternatyvy lauko. Pa#e naudingumo funkcija laipsniu/(c + d) ir pazynejee :=
¢/(c+d) € (0,1), gauname ta patj alternatyvy lauka, iSreikSta tokia naudingumo funkci-
ja:

v(z) = 25zy ¢ z = (21,72) € R2. (3.14)
Tai reiSkia, kad naudingumo funkcijos (3.13) iSraiSkoje laipshius galima taip pakeisti,
kad ju suma b uty lydi. (3.13) naudingumo funkcija taip pat yra naudojama gamybos
funkcijai apibeZzti vadinamosios Kobo—-Duglaso technologijos atveju.

CES naudingumo funkcija Sakykime, kad realieji skéiaia > 0,6 > 0ir0 < p <
oo. Pastovios transformacijos elastingumo, arba CES naudingumo, funkcija (angl. the
constant elasticity of substitution) yra

u(z) = [azf +ba)'?, @ = (01,00) € B2, (3.15)

Kai p = 1, gauname tobulyjy pakaity naudingumo funkcija (3.11).

Ribine pakeitimo norma Tarkime, kad alternatyvy laukgsy, ) yra atviroji euk-
lidines eres aile, t. y. atviroji aile vektoriyx = (z1,...,xy), kuriy koordinags in-
terpretuojamos kaip prekiy kiekiai, ir skirtingos koordimtitinka skirtingas prekes.
Tarkime, kad, §j lauka i3reiSkianti naudingumo funkaijgra C' klases funkcija aile-

je X. Bet kuriam: € {1,...,¢} ir bet kuriam prekiy vektoriui: € X, i-taja preke
atitinkartiu ribiniu naudingumuangl. marginal utility) vadinsime naudingumo funkci-
josi-taja daling iSvestine tasSke(2.75 apibezimas)

MU;(z) := (Dju)(x).

Pagal ekonomine interpretacija Sis dydis yra papildomas naudingumas, gaunamas is
prekes papildomo vieneto. Bet kuriems skirtingiemg € {1,...,¢} ir bet kuriam
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T2

0 T

3.2. Vienodo naudingumo ab

prekiy vektoriuiz € X, i-taja ir j-taja prekes atitinkaha ribine pakeitimo normdangl.
marginal rate of substitution) vadinsime atitinkamuy prekiy ribiniy naudingumuy santykj

RPN;j(z) = MU;(x) _ (Diu)()

= MU(z) ~ (Dyu)(a) (3.16)

Interpretuojant §j dydj sakoma, kad jis apib udhtasios preks kiekj, reikalinga kom-
pensuoti vartotojui uz atsisakymatosios prelkes kiekio taip, kad naudingumo lygis is-
likty nepakites.

|[domus yra ribies pakeitimo normo$PN;;(z) elgesys vektoriuic kintant taip,
kad naudingumas(x) iSlieka pastovus, o kinta tik koordiredz; ir =;. Todel papras-
tumo cklei toliau tarsime, kad = 2 ir X = R? , yra aite vektoriy su teigiamomis
koordinaémis. Bet kuriane € u[X] C R aibé

I,(c):={x € X: u(x) =c}

vadinamavienodo naudingumo aibarbaindiferentiSkumo aibeTegulc € u[X]. Jei
egzistuoja tokia funkcijg,: Ry — Ry, kadu(t, f.(t)) = c kiekvienamt > 0, tai ja
vadinsime naudingumo funkcijas vienodo naudingumo kreiyarbaindiferentiSkumo
kreive atitinkantia lygj c. Salygas kada tokia funkcija egzistuoja, nurodo globalio-
sios neiSreikstias funkcijos teorema. Pavyzdziui, jelyra Kobo—Duglaso naudingumo
funkcija

u(z) = afwy™ x=(z1,m2) ERY,, ac(0,1),

tai jos vienodo naudingumo kredyatitinkanti lygjc > 0, yra funkcija
fo(t) = M/A-a)ge/(i=a) t>0.

Taigi vienodo naudingumo kredvf, iSreiSkia priklausomybe tarp koorditig x1 ir x4,
vektoriviz = (z1,x2) € X Kintant taip, kadu(z) = c.
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Tarkime, kad vienodo naudingumo kre#& yra diferencijuojamos savo aiimo
srityje, ir tequlz(t) := (¢, f(t)), t > 0. Kadangiu(z(t)) = (uox)(t) = ¢, tai remiantis
kompozicijos diferencijavimo taisykle (2.44), gauname

0 = D(uox)(t) = (D1u)(x(t)) + (D2u)(x(t)) D fe(t)

su kievienut > 0. I18reiSkeD f.(t) ir prisiming ribing pakeitimo norma (3.16)

(D1u)(x(t))
DIt = = Dreda) = ~ RPNl (). (3.17)

Dabar tarkime, kad vienodo naudingumo kesiwra du kartus diferencijuojamos
savo apibezimo srityje. Remiantis gauta formule (3.17), antroji iSvesiiY f, > 0
intervale (0, o), tada ir tik tada, kai funkcijog — RPN (x(t)) pirmoji iSvestire yra
neteigiama, t. y. dijant argumentui, funkcijg@ N P(x(-)) mazja. Ekonomikoje Sis
ribines pakeitimo normos kitimas vadinanrésnées pakeitimo normos mazéjinfang!.
decreasing marginal rate of substitution). Sis faktas interpretuojamas ta@gardigir-
mosios preks kiekiui, vartotojas yra linkes atsisakyti vis maZesnio jo kiekio tam, kad jo
naudingumas b uty kompensuojamas antrosioegiakkiu. Tai paaiSkinama tuo, kad
vis daugiau vartojant tos pes preles, santykinai ji suteikia vis maziau naudingumo.
mo kreives antroji iSvestia yra neneigiama. Remiantis 2.16YiSvada, taip yra tada ir
tik tada, kai vienodo naudingumo kréiyra iSkila. Kitas teiginys sako, jog tai yra ek-
vivalentu alternatyvy lauko iSkilumui. B utent visi Sie faktai sieja vatige naudojama
preferencijos iSkilumo salyga su intuityviai suprantamu vartotojo elgesiu.

3.23 teiginys.Tarkime, kad X, ) yra silpnai monotoniskas alternatyvy laukas, iSreiSkia-
mas naudingumo funkcija: X — R, o {f.: ¢ € u[X]} yra jos indiferentiSkumo
kreiviy Seima. Alternatyvy laukds, ) yra iSkilas tada ir tik tada, kai kiekvienam

fe yraiskila.

[rodymas. Tegul f. yra iSkila kiekvienanr € «[X]. Remiantis 3.19 teiginiu, pakanka
parodyti, kadu yra kvazi—-jgaubta. Tegul; = (z1,y1) € X, 22 = (w2,22) € X

ir ¢ := min{u(z1),u(z2)}. Galime tarti, kadu(z1) = cir u(z2) > ¢. Tuo atveju

y1 = fe(z1) Ir y2 > fe(x2) (kodel?). Naudodami preferencijos silpnajj monotoniSkuma
ir f. iSkiluma, kiekvienam\ € (0, 1), gauname

u(Az1 + (1= N)z2) > u(Azy + (1 — Nag, Afe(x — 1) + (1 = X) fe(x2))

> u(Azy 4+ (1= N)zg, fe(Az1 + (1 = N)xg)) = ¢ = min{u(z1),u(z2)}.

Taigi u yra kvazi—jgaubta.
AtvirkSCiai, tegul dabar alternatyvy laukéX’, =) yra iSkilas, bet egzistuoja toks
¢ € u[X], kad f. neraiSkila funkcija. Tada galima rasti tokius, zo € R4 ir A € (0, 1),
kad
fe(@x) > Me(@1) + (1 = A) fe(x2);
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Ciax) := A\z1+(1—\)x2. Remiantis preferencijos grieZtuoju monotoniskumu, naudingu-
mo funkcijos kvazi—-jgaubtumu ir 3.2.2 pratimu, gauname

¢ = u(xy, fe(xr)) > ul@n, Me(r1) + (1 = A fe(22))

> min{u(z1, fe(21)), u(xg, fe(r2))} = c.

Si priestara jrodd’, iskiluma bet kuriame € u[X] ir tuo p&iu visa teiginj. O

Pratimai
1. [rodyti 3.190b) teigin;.

2. Parodyti, kad tobulyjy pakaity alternatyvy lauk@s , ~) yra tolydus, stipriai
monotoniSkas, iSkilas, bet ne grieztai iskilas.

3. Parodyti, kad tobulyjy papildiniy alternatyvy lauk@s , -) yra tolydus, silpnai
monotoniskas, bet ne stipriai monotoniskas, iSkilas, bet ne grieztai iSkilas.

4. Parodyti, kad Kobo—Duglaso alternatyvy lauk@s , =,) yra tolydus, stipriai
monotoniSkas, lokaliai nepasotinamas ir grieZtai iSkilas. (Jrodant pastaraja savybe
galima naudotis (3.14) iSraiSka, funkcijos— ¢, 0 < € < 1, jgaubtumu ir tuo,
kad iSab > 1 iSplaukiaa + b > 2.)

5. Parodyti, kad CES naudingumo funkcijos (3.15) parametrut 0 riboje gauna-
ma Kobo-Duglaso naudingumo funkcija (3.14)estt a/(a + b).

6. Parodyti, kad CES naudingumo funkcija (3.15) apittas alternatyvy laukgg? , >~
) yra tolydus, stipriai monotoniSkas, lokaliai nepasotinamas ir grieZtai iSkilas, kai
0<p<l.

7. Alternatyvy ailes X C R! preferencijos sarysis- vadinamagmonotoniskyjei
bet kuriemsz,y € X ir y > x galioja griezta preferencijg > x; Ciay =
(yi) > (x;) = x reiSkiay; > z; su kievienui. Parodyti, jog tranzityvus, lokaliai
nepasotinamas ir silpnai monotoniskas preferencijos sarySis yra monotoniskas.

3.4 Atskleistoji preferencija

Ankstesniuose skyreliuose ap##@me ir nagrigjome racionalujj preferencijos sarys;j.
Zinant individo preferencijas, nesunku apib udinti jo pasirinkimus. Kaip ir dauguma kity
ekonomikos teorijos savoky, preferencijos sarysis iSreikSta forma Glgoeegzistuoja.
Del to prasminga klausti: kaip nustatyti preferencijos sarysj stebint individo elgesj? Be
to, koks turi b uti pasirinkimas, kad jj atitinkanti preferencija b uty racionali?

Atsakant j Siuos klausimus naudogimtuo, kad i$ principo galima stetbindivido
pasirinkimus i$ jvairiy alternatyvy rinkiniy. Zinant tokiy pasirinkimy rezultatus, galima
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tiketis nustatyti stektajj pasirinkima atitinkantj preferencijos sary3j. Tokia preferencijos
rekonstrukcija yra vadinamatskleistosios preferencijos analig@ngl. revealed prefer-
ence analysis).

Toliau Siame skyrelyje parodysime, jog jmanoma apib udinti tokius pasirinkimus,
kad atskleistoji preferencija b uty racionali.

Pasirinkimo struktura IS pradziy tarkime, kad alternatyvy laukaX, =) yra zino-

mas, o pasirinkimo a#C'(B; ) apibeZzta (3.3) lygybe. Na&dami iSskirti atvejus, kai

preferencija zinoma i$ anksto, toliau Sia aibe Bgime su zvaigzdute:
Ci[Bl:==C*"(B;=):={z€B: VyeB)r=y]}CB (3.18)

su bet kuria alternatyvy aibB C X. Remiantis 3.11 teorema, jei alternatyvy laukas
(X,>) yra tolydus, o aib B C X yra netu$ia ir kompaktire, tai pasirinkimo aié
C![B] yra netusia. Sakykime, kad* Zymi alternatyvy aibs X visy netusiyjy kom-
paktiskyjy poaibiy klase, kuri yra laipsiis ailesP (X ) poaibis (2.5 aksioma), @, =)
yra tolydusis alternatyvy laukas. Tada (3.18) pasirinkimasibpibezia vadinamajj
pasirinkimaC? . Tiksliau kalbantpasirinkimasyra atitiktis iSP(X) | X:

CL=CL[-]: B~ CL{[B]=C"(B;=) C X, B e B*. (3.19)

Priminsime, jog atitiktimi vadiname bet kurj aibiy Dekarto sandaugos, Siuo aR(efl) x
X, netug€igjj poaibj, oB* yra Sios atitikties api@Zimo srities dalis (2.2 skyrelis). Jei
kiekvienamB € B* aibe C%[B] sudaro tik vienasX elementas, tai atitikti€ yra
funkcija, apibezta aileje B*, o teiginys 3.20b) formuluoja salygas, kada taip yra.
Kitame apibezime jau &ra reikalaujama, kad preferencija b uty Zzinoma i$ anksto.

3.24 apibrezimas. Sakykime, kadX yra alternatyvy ai, o B — netug€iy X poaibiy
klase. Pasirinkimu(angl. choice) vadinsime tokia atitikf} iS P(X) | X su apibezimo
sritimi B3, kurios vaizda$’[B] C B kiekvienamB < B. Tokia pora(53, C') vadinamaX
pasirinkimo strukt uréangl. choice structure).

Atskleistieji preferencijos sarysSiai. Tarkime, kad alternatyvy ails X pasirinkimo
strukturg B, C') yra Zzinoma. Yra keletas b udg aibeje apibezti preferencijos sarysj
naudojantis duotaja pasirinkimo strukt ura.

Pirmuoju b udu preferencijos sarysis apitimmas taip. Aibs X alternatyvuy pora
x,y ir poaibj B € B susiesime sarySiu, Zymimu >~} y, jeiz,y € Bir x € C[B].
Sakysime, kad alternatyvomsy € X pasirinkimo strukt uré3, C) atskleidzia prefer-
encijos sarysizymimax >* y, jei egzistuoja tokia ab B € B, kadz =% y. Kitaip
tariant, alternatyvoms, y € X

x ="y tadairtik tada, kai (3B € B)[z =5 y].

ZodzZiais 3j sarysj iSreikdime taip: ,atskleist@sant neblogesniu uz.
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Kitas preferencijos sarySio atskleidimo b udas gaunamas prisiminus 3.8 teiginj. B u-
tent, alternatyvoms:,y € X pasirinkimo strukt urd3, C') atskleidzia preferencijos
sarySiz =5 y, jei {z,y} € Bir x € C[{z, y}]. Kitaip tariant, alternatyvoms, y € X

x =5y tadairtiktada, kai B:={z,y} € B ir z=gZuy.

Zymejimas>; atspindi tai, kad preferencijos sarysj atskleidzia pasirinkimas tik i3 dviejy
alternatyvy. Ar pastarieji du preferencijos agbimo b udai sutampa?

Bandant atsakyti | §j klausima, pirmiausia tarkime, kad alternatywgjeit yra api-
breztas racionalus preferencijos sarysjo tai reiSkia, kad turime pasirinkimo strukt ura
(B*,C%), kuri atskleidzia kitus du preferencijos sarySid§ir >=*. Remiantis migtuoju
3.8 teiginiu, =3 = = (kodel?). Be to, nesunku matyti, kad jei =3 y, taiz =* y bet
kuriemsz,y € X. AtvirksCiai, tarkime, kad pasirinkimo strukt utg*, C%) atsklei-
dzia preferencijos sary3j =* y. Tada egzistuoja tokia aB ¢ B*, kadz,y € B ir
x € CL[B], 0i8 to gauname, kad > y. Todel apriori turint racionaly preferencijos
sary§j, visi trys nagrieti preferencijos sary3iai sutampa.

TaCiau bendru atveju, abiem b udais apir atskleistieji preferencijos sarysiai yra
skirtingi, kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kad = {x,y, z} ir pasirinkimasC
apibeziamas lygybmis:

{z} = Cl{z,y}], {y} = Cly,2}], (3.20)
{z} = Cl{z,2}], {y} = Cl{z,y,2}].

Taigi pasirinkimags_' apibeztasX aibes keturiy poaibiy klage 5. Remiantis grieztos
preferencijos ir indiferentiSkumo apitimais (3.1) ir (3.2), kiekvienu i$ dviejy b'uduy
atskleidzZiami tokie sarysiai:

x ~"y, y="z ir z>%z2
T =5 Y, y>=5z ir x>hz.

TaCiau nagrijami du preferencijos atskleidimo budai sutampa, jei juos atsklei-
dzianti pasirinkimo strukt ura yra normali toliau si uloma prasme.

Normalioji pasirinkimo struktura  Sakykime, kad( B, C) yra alternatyvy aibs X
pasirinkimo struktura. J& € Bir z € C[B], taiz =* z kiekvienamz € B ir todel
x € C*(B;=*). Kitaip tariant, kiekvienai aibeB € 5 galioja sarysis

C[B] ¢ C*(B; =*).

Pagal tolesnj apil@Zima, pasirinkimo strukt ura vadinsime normaliaja, jei galioja prieSin-
gas sarysis.

3.25 apibrézimas. Alternatyvy ailes X pasirinkimo strukt ur@3, C') vadinamanormal-

iaja, arba pasirinkimag’ vadinamasiormaliuoju jei C[B] = C*(B; =*) su kiekviena

B e B.
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Taigi, ekonomikos kontekste, pasirinkimas vadinamas normaliuoju, jei jis vykdo-
mas taip, lyg b uty pasirenkamos tik atskleistosios preferencijos prasme optimalios alter-
natyvos. Pavyzdziui, (3.20) lyggmis apibezta pasirinkimo strukt ur&ra normali. Tai
yra kito teiginio iSvada.

3.26 teiginys. Sakykime, kad, C') yra alternatyvy aibésX normalioji pasirinkimo
strukt ura. Tada teisingos savyliegir (b):

(a) jeivisivienoir dviejy elemently aibés poaibiai priklauso klasd, tai atskleistieji
preferencijos sarySiat* ir >3 sutampa

(b) C[C|[B]] = C|B] su kiekvienaB € B.

[rodymas. (a). Tarkime, kadr,y € X ir x =* y. Kadangiz € C[{z}], taiz =* x.
Taip gauname, kad € C*({z,y}; =*). Remiantis pasirinkimo strukt uros normalumu
x € C({x,y}) = C*({z,y}; =), t.y.x =5 y. Kadangi prieSinga implikacija teisinga
visada, atskleistieji preferencijos sarysidi ir >3 sutampa.

(b). Tarkime, kadB € Bir z € C[B] = C*(B;>*). Tadax >=* z su kiekviena
z € B. KadangiC[B] C B, taiz >=* z su kiekvienaz € C[B|, t.y.z € C*(C[B]; =*
) = CI[C[B]]. |8 Cia iSplaukia, kadC[B] C C[C[B]]. Kadangi prieSingas sarysis
teisingas visada pasirinkim@ apibezimo dka, taiC[B] = C[C[B]]. O

TaCiau pasirinkimo strukt uros normalumas neiSplaukia nei iS gavybh, nei i$
savytes (b), kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kad = {z,y, z}, ir pasirinkimas
C apibreziamas lygybmis:

{z} =Cl{z,y}l,  {z} =C[{y, =}, (3.21)
{z,2} = Cl{z,z}], {z}=C[{z,y,2}].
Siame pavyzdyje pasirinkimaS vel yra apibeZtas aibs X keturiy poaibiy klagje

B. Remiantis grieztosios preferencijos ir indiferentiSkumo agibmais (3.1) ir (3.2),
kiekvienu i$ dvieju b'udy atskleidziami tokie sarySiai:

x ="y, R TR | G A

x5y, z=5y Ir x~%z.

Be to, nesunku patikrinti, kad (3.21) ap#@tam pasirinkimuiC' galioja C[C[B]] =
C[B] sukiekvienaaib® € B. TeCiauC*({z,y, z}; =*) = {x, 2z} # {z} = C{z,y, 2}],
t. y. pasirinkimo strukt ur@X, C') nera normalioji.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma Toliau formuluojama pasirinkimo struk-
turos salyga garantuoja atskleistosios preferencijos sarysio racionaluma.
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3.27 apibrezimas. Sakysime, kad alternatyvy @b X pasirinkimo strukt urais3, C')
galioja silpnoji atskleistosios preferencijos aksionsba SAPA (angl. weak axiom of
revealed preference), jei, galiojant atskleistajam preferencijos sany3itfi y, su bet
kuria aibeB’ € B iS salyguzr € B’ ir y € C[B’] iSplaukia salyga: € C[B’].

Pirmiausia kyla klausimas: jei alternatyvy ajo X apibieztas preferencijos sarysis
~ yra racionalus, tai ar SAPA galioja pasirinkimo strukt i, C¥)? Ank<iau jau
mag&me, kad tokiu atveju atskleistasis preferencijos sarySisutampa st-. Todel jei
x ="y taiz > y. Beto,jeiB € B,z € B'iry € CL[B'], taiy = z kiekvienam
z € B'. I tia, remiantis tranzityvumu; = z kiekvienamz € B', t.y.x € C:(B').
Taigi atsakymas | klausima yra teigiamas. -

Nesunku matyti, kad pasirinkima&'[{z,y}] = {z} ir C[{z,y,2}] = {y} (3.20)
pavyzdyje nesuderinami su SAPA.

3.28 teorema.Sakykime, kaff yra tokia alternatyvy aibeX poaibiy klase, kuriai prik-
lauso visos vieno, dviejy ir trijy elementy aibés, o atitiktiss P(X) | X su apibrezimo
sritimi B yra pasirinkimas. Pasirinkimo strukt urgs, C') galioja SAPA tada ir tik tada,
kai Sios pasirinkimo strukt uros atskleistasis preferencijos sarySigra racionalus ir

pasirinkimasC' yra normalus.

[rodymas. Sakykime, kad 3, C) strukt uros atskleistas preferencijos sary3igra racionalus
ir pasirinkimasC' yra normalus. Tarkime, kad,y € X,z =* y, B’ € B,y € C[B/|
ir z € B'. Kadangi pasirinkimag’' yra normalus, taC[B’] = C*(B’; =*). Gauname,
kady =* z visiemsz € B’. Remiantis=* tranzityvumuz =* z visiemsz € B’. Todel
x € C*(B'; =*) = C[B'], t. y. galioja SAPA.

Dabar sakykime, kad pasirinkimo strukt uiaj C') galioja SAPA. Bet kuriems, y €
X, B :={z,y} € Birtodel C|B] # . TaireiSkia, kad arba € C[B], arbay € C[B],
t. y. atskleistajam preferencijos sarySkdic galioja pilnumo aksioma. Tarkime, kad
x = yiry »* z. TadaB' := {z,y,z} € B. Remiantis SAPA, jek € C[B’], tai
y € C[B'],irjeiy € C[B'], taix € C[B’']. KadangiC[B'] # o, taiz € C[B’] bet
kuriuo atveju ir to@l x =* z, t. y. atskleistajam preferencijos sarysitii galioja tranz-
ityvumo aksioma. Liko parodyti, kad pasirinkimésyra normalus. Kaip buvo meta,
sarySisC[B] ¢ C*(B;*=*) galioja visada atskleisto preferencijos sarySio agibno
deka. [rodysime prieSingo sarySio teisinguma. Tarkime, Bad B ir x € C*(B; =*),
t.y.x =* z visiemsz € B. KadangiC[B] # @, egzistuojay € C[B] C B. Tada
x =* yir x € C[B] remiantis SAPA, t. y. pasirinkimaS yra normalusis. O

Kad prielaidos apie pasirinkima i$ vieno, dviejy ir trijy elementy aibiy pastarojoje
teoremoje gali b uti svarbios, rodo kitas pavyzdys. Sakykime Xkad {z,y,z} ir
B={{z,y},{x,y, z}}. Apibrezkime pasirinkima’;:

Cil{z, g}l ={z} ir Ci[{z,y, 2}] = {z}.
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PasirinkimasC; atskleidZiaxz >* y ir x >* 2z, bet C; neatskleidZia preferencijos
sarySio tarpy ir z. TaCiau pasirinkimo strukt urai3, C) galioja SAPA. ApibeZzkime
pasirinkimaCl:

Col{z,yi] = {z} v Gol{w,y, 23] = {z,y}-

Dabar atskleistas preferencijos sarygis ™ x ( kaip ir Kiti sarySiaiy =* z, x =* y ir
x =" z). TeCiaux € Col{z,y}]iry & Ca[{z,y}], t. y. pasirinkimo strukt urdiz, Cs)
negalioja SAPA.

Pratimai

1. Sakykime, kadX = {z,y, z}, B = {{z,y},{z,y, 2} } ir C[{z,y}] = {«}. Rasti
visus tuos pasirinkimus ¥, kad gautai pasirinkimo strukt urgh, C') galioty
SAPA.

2. Pasirinkimo strukt urgiB, C') galioja SAPA tada ir tik tada, kai galioja savg/b
sakykime, kadB, B’ € Bir z,y € BN B'; jeixz € C[B]ir y € C[B'], tai
{z,y} c C[B]ir {z,y} C C[B].

3. Sakykime, kadB, C) yra alternatyvy aibsX pasirinkimo strukt ura. Apibzkime
du atskleistuosius grieztos preferencijos sarysius:

="y & x>y ir -[y="x];
r="y & [IB eB]: z,yeB, zeCB]ir ygC[B.

[rodyti, kad preferencijos sarySiai* ir =** sutampa, jei pasirinkimo strukt urai
(B, C) galioja SAPA.
3.5 Pastabos ir papildoma literat ura
3.1 skyrelis Siame vadoglyje naudojama preferencijos samprata yra viena is keliy
galimy. PavyzdZziui, Kreps (1990) naudoja kitokj@#X binarujyjj sarySjP, ZodzZiais
vadindamas jj grieZtai vertingesnis (angl. strictly preferred), &dibma savydmis:

(a) asimetrija bet kuriemse, y € X kartu negalimic Py ir yPx;

(b) neigiamasis tranzityvumaset kuriemse, y, z € X, jei z Py, tai arbaz Pz, arba
zPy, arba abu.
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3.2 skyrelis Naudingumo (angl. utility) savoka susijusi ne tik su ekonomika. Naudingu-
mas, arba utilitarizmas, taip patisSreisSkia doktrina, pagal kuria naudingumo maksimizavi-
mas yra moralinis kriterijus, naudojamas visuo®norganizavime. Utilitarizmo doktri-

na gime mokslo apie visuomene, tiksliau — visuoraemasirinkimo (angl. social choice)
teorijos kontekste. Sios doktrinos pradininkai Jeremy Bentham (1748-1832) ir John
Stuart Mill (1806—-1876) mar kad visuomem turety siekti visy jos nariy visuminio
naudingumo maksimizavimo: ,daugumai Zzmoniy daugiausiadafmllgainiui utilita-

rizmo doktrina ekonomikos teorijoje tapo tuo, ka 3.1 skyrelyje vadiname racionaliaja
preferencija.

Debreu teorema Cia pateikiama 3.14 teoremos jrodymo schema. Tarkime,Xad
yra euklidires erdesR’ poaibis, o alternatyvy laukasy, =) yra tolydus. Sj lauka
iSreiSkiartia tolydziaja naudingumo funkcija konstruosime dviem zingsniais. Pirmiau-
sia parodysime, kad laukas iSreiSkiamasfiicCia funkcijav: X — R, o po to paro-
dysime, kaip pakeisti ja, norint gauti tolydZigja naudingumo funkcija.

Sakykime, kadk! erdves vektorius yra racionalus, jei visos jo koordaeyra racionalieji
skatiai. Visy atviryjy rutuliy, kuriy centras yra racionalusis vektorius ir spindulys yra
racionalus, aib yra skaiti. Tegul/1,Us, ... yra visi Sie atvirieji rutuliai. Kiekvienam
x € X, apibezkime

N(@):={neN: VzeU,)[z >z} ir v(x):= Z
neN(z)

kur suma lygi nuliui jeiN (z) = @. Jeiy = z, tai N(y) 2 N(x) remiantis preferencijos
tranzityvumu (3.5 teiginys). Tad v(y) > v(z). Tarkime, kady >~ z. Kadangi ailg
G(y) = {z € X: y = z} yra atvira, tai egzistuoja tokia atviroji &li/,,, kadz € U,
ir U, C G(y). Todelv(y) > v(x), kadangin € N(y), betn ¢ N(x). Remiantis 3.2.3
pratimu,v yra naudingumo funkcija.

Pagal apibezima funkcijav neprivalo b uti tolydi. Té@au v yra didejanti, o tokios
funkcijos tolyduma galima apib udinti atsizvelgiant j jos kitimo sfif{ |. Antru Zingsniu
parodysime, jog galima pakeisti funkcijaaip, kad nauja funkcija b uty tolydi. Tuo tik-
slu jrodysime papildoma teiginj. Realiyjy skaj aikes intervalas vadinamassigimu-
siy, jei jj sudaro vienintelis sk&ius. Realiyjy skdiy aibes S spraga(angl. lacuna)
vadinamas toks s neturintis bendry tasky ir neiSsigimes realiyjy skaintervalas,
kurio galai (t. y. maZiausias virSutinis ir didZiausias apatie&ai) priklausoS. Tarp
visy S aibes spraguy, didZiausios i$ ju vadinanpbgSiais(angl. gaps).

3.29 lema. TolydZiojo alternatyvy lauk¢X, >) naudingumo funkcija.: X — R yra
tolydi jei visi jos kitimo srities.[ X] plySiai yra atviri.

[rodymas. Funkcijau yra tolydi tada ir tik tada, kai bet kuriame R

aibe U(r):={z€ X: u(z) <r} yrauzdarair
aibe V(r):={z¢€ X: u(z) >r} yrauzdara.
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Parodysime tik aiesU () uzdaruma bet kuriam € R, nes Sios savyds jrodymas aibei
V(r) yra simetriSkas. ISskirsime tris atvejus.

| atvejis:r € u[X], t. y.7 = u(x) su kuriuo nors: € X. Tada aie U (r) yra uzdara
(3.7) sarySiy dka ir atsizvelgiant { X, >) alternatyvy lauko tolyduma.

Il atvejis: r priklauso atviramu[ X | plySiui, t. y.r € (a,b) it a,b € u[X]. Tada

Ur)={zeX: u(z)<r}={z€ X: u(z) <a}.

Si aibe yra uzdara remiantis | atveju, nes u[X].

Il atvejis: r ¢ u[X] ir r nepriklauso plySiui, kas yra ekvivalentu tam, kad galioja
viena i$ alternatyvyia) r < infu[X], (b) » > supu[X], arba(c) r lieCiau[X]. Jei
(a), (b) ar(c), tai U(r) yra atitinkamaiz, X, arny«, scux)U (s) ir visos Sios aibs yra
uzdaros. Lemos jrodymas baigtas. O

Remiantis jrodyta lema, pakanka rasti tokia funkcfja v[X] — R, kuri didety,
0 jos reikSmiy sritis gadty tueti tik atviruosius plySius. Tada kompozicija:= fov
bus dicejanti funkcija, jos reikSmiy sritis tés tik atviruosius plySius, taigi bus tolydi.
Vadinasi, 3.14 teoremos jrodymui baigti pakanka pasinaudoti teiginiu:

3.30lema.Sakykime, kad yra realiyjy skaiCiy aibé. Egzistuoja tokia didejanti funkcija
f: S — R, kurios reikSmiy sritieg'[.S] visi plySiai yra atviri intervalai.

Pirmas Sio teiginio jrodymas priklaugebreu[10, 12 skyrius]. Matematies ekonomikos
literat uroje Sis teiginys vadinamplySio lema(angl. gap lemma). PlySio lema yra fun-
damentalus naudingumo funkcijuy teorijos rezultatas, i$ kurio iSplaukia daug giliu Sios
teorijos iSvaduy ir taikymuy. Iki Siol buvo rasta daug Sios lemos apibendrinimuy ir jrodymu,
kuriy apzvalga galima rasti Herden ir Mehta (2004).

3.3 skyrelis Siame skyrelyje aptariama keletas pagrindiniy preferencijos savybiy, nau-
dojamu jrodyti pusiausvyros egzistavimui. Be to, preferencija yra vienas i$ keliu parametru,
nuo kuriy priklausoArrow—Debreuekonomika, apil®ziama (1.18) rinkiniu. Bl Siy
priezagiuy yra prasminga klausti: kaip kasi preferencijos savgs, jei ke€iama pati
preferencija? Nat uralu manyti, kad ekonomikos modelis yra stabilus, jei mazas parametro
pasikeitimas tik nezymiai kéia modelio savybes.

Tam, kad jvertinti preferencijos ,maza pasikeitima“, reikalingas atstumas tarp pref-
erencijy. Pamiasime viena tokj api@zima.

3.31 apibrezimas. Tarkime, kadP,,, yra racionaliy, tolydZiy ir monotonisky preferen-
cijy euklidingje erd‘éejeRf+ aibe, o ir seka(>,,) yra preferencijos i®,,. Sakoma, kad
=, konverguoja j-, jei su bet kuriaisr,y € Rﬂ tokiais, kadz > y, su bet kuria jz
konverguojatia seka x,,) ir su bet kuria jy konverguojagia sekay,,) egzistuoja toks
N € N, kadz,, >, y, kiekvienamn > N.
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Jei preferencijos- ir =, yra atitinkamai iSreiSkiamos tolydZiosiomis naudingumo
funkcijomisw ir u,,, atitinkamai, tai-,, konverguoja j- tada ir tik tada, kat., (z,) —
u(x) kiekvienamz € R, ir su kiekviena jz konverguojaiia seka(z,,). Sios preferen-
cijy konvergavimo sampratos iliustravimui suformuluosime tokj fakta:

3.32 teiginys. Tarkime, kad(Rﬂ, ») yra tolydusis alternatyvy laukas, o preferencija
=€ P, yra i8kila. Tada aibejeP,, egzistuoja grieztai iSkily preferenciju seka,,
konverguojanti j-.

Teiginio jrodyma ir tolesnj preferenciju konvergavimo klausimo aptarima galima
rastiHildenbrand ir Kirmano knygoje [13, p. 57-63].

3.4 skyrelis Be Siame skyrelyje migty dviejy preferencijos sarySiy galimi ir kiti pref-
erencijos atskleidimo b udai (zr. Sen, 1971).

Racionalus pasirinkimas ir psichologija Ypac stipri opozicija racionalaus pasirinki-

mo teorijai kyla iS Zmogaus elgesio tyejimu srities. Jos pagrinda sudaro eksperimenty
rezultatai, rodantys, jog ekonominio racionalumo prielaidos ne tik daznai neiSpildomos,
bet yra sistemingo kitokio elgesio paaiSkinimai ir priezastys.

Labiausiai zinomi yral'verskyir Kahneman eksperimenty rezultatai. PavyzdZziui,
savo 1986 mety darbe jie apraSo eksperimenta, kurio rezultatai rodo, jogitugba
ternatyvy pasirinkimas priklauso nuo to, kaip jos formuluojamos. Tiriamiesiems buvo
pasi ulyta tokia pasirinkimo galimgb prognozuojamas epidemijos auky $kas 600;
reikia pasirinkti tarp dviejy viena kita atmet&Ein veikimo programu, kuriy rezultatai
yra

(a) 400 Zmoniy mirs.
(b) su tikimybel/3 mirs 0 Zmoniy ir su tikimybe /3 mirs 600 Zmoniu.

VisiSkai kitai Zmoniy grupei buvo pasi ulyta ta pati uzduotis tik kitais ZodZiais for-
muluojamos veikimo programy pasekm

(c) 200 Zmoniy iSgyvens.
(d) su tikimybel/3 iSgyvens visi 600 Zmoniy ir su tikimyk®/3 niekas neiSgyvens.

IS pirmosios apklausiamyjy grap 22% pasirinkda), o i$ antrosios (kity) apklausi-
amujy grugs 72% pasirinkdc). Nors(a) ir (¢) bei atitinkamai(b) ir (d) alternatyvos
reiSkia tas péias pasekmes, rezultatai rodo, jog pasirinkimas priklauso nuo to, kaip
paseknas formuluojamos.
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dation, Yale University Press, 1963.
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4 Skyrius

Matematika Il

Atsidéjus ir supratingai sudarytas skavimo mechanizmas protui teikia greitesnj da-
lyko matyma ir, daznai jj atliekant, pasiulo naujus ir lengvesnius kelius bei metodus.

Janas Sniadeckis, 1818.

Bendrosios pusiausvyros egzistavimas paprastai jrodomas rensiemtiseio neju-
damojo tasko teorema, arba jos apibendrinimu atitiktirksikutaninejudamojo tasko
teorema. Atvirksiai, bendrosios pusiausvyros egzistavimo faktas jgalina jrdfgtiw-
erio nejudamojo tasko teorema. Si aplinkytodo bendrosios pusiausvyros egzistavimo
fakto fundamentaluma, lygiant jj su kitomis pusiausvyros sawyis.

4.1 Brouwerio nejudamojo tasko teorema

Sakoma, kad funkcijg, vaizduojanti aibg | save, turinejudamajj taSkgangl. fixed
point), jei egzistuoja toks € K, kad f(x) = . Tuo atveju, kak yra euklidires erdes
vienetinis rutulys, o funkcijg yra tolydi, nejudamo tasko egzistavima jeorouwels
1912 metais. |Jrodysime Siek tiek bendresnj teiginj, taip pat vadinBrogerio neju-
damojo tasko teorema:

4.1 teorema. Tegul K C R? yra ikilasis kompaktas, ¢: K — K tolydi. Tadaf turi
nejudamajj taska.

Brouweiio teorema galima laikytBolzanoviduriniy reikSmiy teoremos tolydzio-
sioms funkcijoms, jrodytos dar 1817 metais, apibendrinimu.

4.2 teorema. Tarkime, kady: [a,b] — R yra tolydzioji funkcija irg(a) < 0 < g(b).
Tada egzistuoja toks € [a, b], kadg(c) = 0.
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[rodymas.Jeig(a) = 0 arbag(b) = 0, tai jrodymas baigtas. Tetl galime tarti, kad
g(a) <0< g(b). TegulS := {x € [a,b]: g(z) < 0}. Kadangia € S'ir S C [a, b], tai
realiyjy skatiy aibe S yra netusia ir apezta. Remiantis 2.30 teorema, egzistuoja Sios
aibes maziausias virSutinieZisc := MV Rg. Remiantis realiyjy skaiy trichotomijos
savybe, galimi trys atvejai(c) < 0, g(c) > 0ir g(c) = 0.

Tegulg(c) < 0. Remiantisy funkcijos tolydumu, egzistuoja toks> 0, kadg(z) <
0 kiekvienamz € (¢ — §,c + 9). Taigic + §/2 € S — prieStara tam, kad yra S
aibes maziausias virSutini®zis. Jeig(c) > 0, tai prieStara gaunama samprotaujant
simetriSkai. Lieka vienint@ galimyke g(c) = 0, ka ir reikia jrodyti. O

[rodysime nejudamojo tasko egzistavima, kai tolydi funkcija vaizduoja realiyjgiskali
aibés uzdarajj intervala | save. Tarkime, kad funkdcfja [a,b] — [a,b] yra tolydi ir
a < b. Tada funkcijag su reikSneémisg(z) := x — f(z), « € [a, b], taip pat yra tolydi,
g(a) =a— f(a) <0ir g(b) = b— f(b) > 0. RemiantisBolzanoviduriniy reikSmiy
teorema, egzistuoja tokse [a, b], kadg(c) = 0, t. y. f(c) = c. Taigi c yra funkcijos f
nejudamasis taskas.

Brouwelio nejudamojo tasko teoremos funkcijai euklidje erdeje jrodymas gerokai
sucktingesnis. Toliau pateikiame keleta teoremos jrodymy. Pirmasis jy remiasi toliau
jrodoma kombinatorin&perneio® lema (4.5 lema).

Sperneriolema Euklidinés erdesR? vektoriaiw?, w!, . .., w™ vadinamigeometridkai
nepriklausomaisjei vektoriaiw! — w?, ..., w" — w? yra tiesiSkai nepriklausomi. Taip
gali b uti tik atvejul < n < d remiantis 2.44 teiginiu.

4.3 lema. ErdvesR? vektoriaiw®, w!, ..., w" yra geometridkai nepriklausomi tada ir
tik tada, kai kiekvienam realiyjy skai€iy rinkinifihg, A1, ..., A, } i$ salygyd -l \iw' =
0ir >, A = 0iSplaukia); = 0 kiekvienam € {0,1,...,n}.

[rodymas. Vektoriaiw! — w?, ..., w" — w® yra tiesiSkai nepriklausomi tada ir tik tada,
kai kiekvienam realiyjuy skaiy rinkiniui {\1, ..., A, } lygybe

i)\i(wi —w’) =0
i=1

galioja su salyga, kad; = 0 kiekvienami € {1,...,n}. ISCia iSplaukia lemos tvirtini-
mas su\g := — > ;" | A, O

Euklidines erdesR? poaibis H" vadinamas:-mate hiperplokdtumardweje R?,
jei egzistuoja tokie tiesiSkai nepriklausomf erdwes vektoriaiv', ..., v™ ir vektorius
v € RY kad visi H" elementair yra iSreiSkiami sumar = % + 77, t;07, kur
t1,...,t, yrarealieji skatiai. Jei vektoriw?, ..., v™ tiesinj apvalkala ZyrasimeV/, tai
hiperplokdtumad™ yra tiesires erdesV postumisi™ = 1% +V = {v° +v: v € V}.

*Emanuel Sperner — Emanuelis Sperneris (1905-1980), Sigkieatematikas
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4.4 teiginys. Tarkime, kadk? erdves vektoriaiv?, w', . .., w™ yra geometridkai neprik-
lausomi. Tada egzistuoja vienintetemate hiperplokStumal™, talpinanti savyje aibe
{w?, ..., w"}. Be to,H™ sudaro visi tieR? erdves vektoriai;, kurie idreiskiami suma
n ] n
r=)Y Nw, Y N=L (4.1)
j=0 j=0

[rodymas. Tegul A" := w® + {377 \j(w? —w®): (A1,...,A\n) € R"}. Aibe H"
yran-mag hiperplokstumai™, talpinanti savyje aibgw?; ..., w"}. Jeiz € H", tai

egzistuoja tokgAq, ..., A\,) € R, kad
x=(1- Z)\j)wo —|—Z)\jwj.
j=1 Jj=1

Pazyneje)y :=1 —Z?:1 \j, gauname (4.1) iSraidka. Atvirksi, kiekviena®R? erdves
vektoriuszx iSreiSkiamas (4.1) suma, priklaugf®. HiperplokStumos{™ vienatinumas
jrodomas remiantis 4.3 lema. O

Tegulw®, w!, ..., w" yra geometridkai nepriklausomr erdves vektoriai. Vektoriy
w® w, ... w n-simpleksw = [w°, w!,... w"] erdwejeR? vadinamas i3kilas apval-
kalasco {w®, w!,... w"}, t.y.

n n
o=’ w,. . w" = Z/\jwj: Aj>0,7=0,...,n, Aj=1
j=0 Jj=0

Nesunku pastedii, kad bet kurie du skirtingi vektoriai®, w' yra geometridkai neprik-
lausomi erdejeR?. Siuos vektorius jungianti (uzdara) atkafpd, w'] = { w’ + (1 —
Mw': X € [0,1]} yra paprasiausiasl-simpleksas erdsje R?. ErdvesR?, d > 2, trys
vektoriaiw?, w!, w? yra geometridkai nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra trikampio
vir§ ures; $io trikampio vidus kartu su kragimis yra2-simpleksasuw®, w!, w?] erdweje

R?, d > 2. Panasiai erdsR?, d > 3, keturi vektoriaiw®, w', w?, w?® yra geometriskai
nepriklausomi tada ir tik tada, kai jie yra tetraedro vir83jro jo vidus kartu su visais
Sonais yra-simpleksagw’, w!, w?, w3 erdwejeRrR?, d > 3.

Taigi n-simpleksas erdsje R yra apibeztas kain € {1,...,d}. Toliau bus patogu
0-simpleksu vadinti bet kurj euklidas erdesR? vektoriy. n-simpleksquw?, w', ..., w"]
vektoriai w’, j = 0,...,n, vadinami jovir§unemis Kiekvienam indeksy poaibiui
{jo,- -+, jr} € {0,...,n}, k-simpleksagw’o, . .., w’*] vadinamas:-simpleksqu?, . . . , w"]
k-siena Pagal Siuos apibZimus, kiekviena-simplekso vir§ umyra0-siena, o pats-
simpleksas yra-siena. Kiekvienam € {1, ..., d}, n-simplekso(n — 1)-siena vadin-
simebriauna(angl. face).

Remiantis 4.4 teiginiu, kiekvienam-simpleksuio egzistuoja vienint@ n-mage
hiperplokStumdi™, talpinanti savyjer. Kiekvienamx: € H™ realieji ska€iai \g, A1, ..., A\,
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(4.1) iSnaSoje yra vieninteliai ir vadinamtio baricentrinemis koordinatem&mplekso
o vir§'uniy atzvilgiu. HiperplokStumos vektoriugpriklauso simpleksus tada ir tik ta-
da, kai visose baricentrires koordinats\; = \;(x) yra neneigiamos. Kiekvienas sim-
pleksoo = [w?, ..., w"] elementag vieninteliu budu iSreiskiamas supel’_, Ajwd,
Teigiamy baricentriniy koordirtdy indeksai sudaro vektoriauspagrinday(z), t.y.

x(z) == {j: A\j(x) >0} C{0,...,n}.

Velgi pagal apibezima, jeix(z) = {jo, . .., jx}, tai vektoriuse € [w?, ... w*].

n-simpleksar erdwejeR? vidumivadinsime aibe ty vektoriy, kuriy visos baricen-
trinés koordina&s yra teigiamos, t. y. aibgr € o: x(z) = {0,...,n}}. Simplekso
vidus yra atviras ja talpinaios hiperplok§tumos poaibis. Be i@ yra jos vidaus ir jos
n + 1 briaunos sajunga.

Tarkime, kado yra n-simpleksas.n-simpleksy{c;}*, rinkinys vadinamas-os
trianguliacija, jei U™ ,0; = o ir kiekviena sankirtao; N o; yra arba tusia, arba su-
tampa su bendra siena. Trianguliacifos} elementaio; vadinamielementariaisiais
n-simpleksais

TegulWW yra elementariyju simpleksuy vir§ uniy@iffrianguliacija vadinamdaisyk-
lingai Zymétajei egzistuoja funkcijeb: W — {0,...,n} su reikSn@mish(v) € x(v)
visiemsv € W. Bet kurisk-simpleksas vadinamamslnai Zymeétyjei jo vir§ uniy aibje
V apibezta funkcijah: V' — {0, ..., k} igyja skirtingas reikSmes, t. y. funkcifayra
siurjekcija.

Dabar jau esame pasiruose suformuluoti ir jro@gerneio lema:

4.5 lema. Tarkime, kadl < n < d ir n-simplekso erdvejg¢ trianguliacija yra taisyk-
lingai Zymeéta. Tarp visy elementarigjysimpleksuy, pilnai Zymeéty yra nelyginis skaicius.

lrodymas. Tegulo = [w?,...,w"] yran-simpleksas erddjeR? ir {o;}™, yra taisyk-
lingai Zymetao-os trianguliacija. ApibeSime keturias simpleksy aibes:

A yra pilnai zynety elementariyju-simpleksy aib;

B yraaile ty elementariyjy-simpleksy, kuriy virs ws pazyratos skatiais{0, ..., n—
1}

C yraaile ty pilnai Zynety trianguliacijos briauny, kurios sutalpinamoess viduje;

D yra aite ty pilnai zynety trianguliacijos briauny, kurios sutalpiname®s bri-
aunoje.

Cia trianguliacijos briaunomis vadiname elementarigigimpleksy briauny viduy jei
n > 2 ir paCia briauna-virSune jei = 1. Kiekvienam elementariajam-simpleksui
oi, F(0;) yra jo pilnai Zynety briauny sk&ius. Tvirtiname, kad

|A| +2|B| = ZF(‘”) = 2|C|+ |D| ir |D| yra nelyginis skajius. (4.2)
i=1
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Jei Sis teiginys teisingas, t&il| privalo b uti nelyginis skéius, t.y. iS Sio teiginio is-
plaukia lemos tvirtinimas.

Lemos tvirtinima jrodysime indukcija pagal Tarkime, kad: = 1. Siuo paprasi-
ausiu atvejug yra tiesiog uzdaras interval@sg, w1 ] = {two+ (1 —t)w1: 0 <t <1},

0 0-0s trianguliacija yra jo suskaidymas intervalais = [v;—1,xz;], i = 1,...,m,
wg = x0 Ir w1 = x,,. Pagal lemos prielaida, Sios trianguliacijos virS uniejeib
W = {z;}, yra apibeZta funkcijah su reinémis aiteje {0, 1}. Siuo atveju triangu-
liacija yra tinkamai Zyreta tada ir tik tada, kai intervalay, w1 | galai Zyrneti skirtingai,
ty. kaih(xo) # h(x,,). Kiekvieno intervalos; = [z;_1, ;] briauna yra to intervalo
galaiz;_; ir z;, ir briauna yra pilnai Zyrata jeih joje jgyja reiksme0. Siuo atveju
funkcijos reik3n@ F'(o;) yra intervaloo; = [z;_1,x;] galy, pazymty nuliumi, skatius
ir todel

0, jEI h(mi_l) = h(d?l) =1,

F(o;) =< 1, jeih(x;i—1) # h(x;), t.y. jeio; € A,

2, jEI h(mi_l) = h(xz) =0,ty. jeiaz- € B.
Tokiu b'udu galioja pirmoji (4.2) teiginio lyggb IS kitos puss,c-0s vidui priklausadiu
briauny, Siuo atveju vir§uniy € (w°, w'), indelis | sumas; F(o;) yra 2 jeih(z;) = 0
(ju yra|C]) ir tas incklis yra0 prieSingu atveju. Likusi Sios sumos dalis yragaunama
i$ to intervalojw?, w'] galo, kuriameh jgyja 0. Todel galioja antroji (4.2) iSnasos lyggb
ir |D| = 1, jrodantys visa (4.2) teiginj, o tuo pai ir lemos tvirtinima kain = 1.

Tarkime, kadl < n < d ir lemos teiginys teisingas visien®&’ erdwes (n — 1)-
simpleksams. Parodysime, kad teiginys teisingas bet kunigimpleksui. Tuo tikslu
pastelesime, kad taisyklingai Zyatac-os trianguliacija{c; }/ ; sankirtoje su bet kuria
o-0s briauna savo ruoztu sudaro tos briaunos taisyklingaefgrrianguliacija, kuriai
galioja lemos teiginys pagal indukcijos prielaida.

Jei elementarusis-simpleksas yra pilnai Zyatas, tai tarp visy jo briauny yra tik
viena zyneta pilnai; ji yra ta briauna, kuriai nepriklauso vir€wsu zZymen. Kitaip
tariant, jeio; € A, tai F(o;) = 1. Jeio; € B, taijon + 1 virS ugs pazyretos vienu i3
rinkiniy {0,0,1,...,n—1},{0,1,1,...,n—1},...,{0,1,...,n—1,n—1}. Kiekvienas
toks elementarusis-simpleksas turi lygiai dvi pilnai Zygtas briaunas. Visais kitais
elementariyjyr-simpleksu vir§'uniy Zyajimo atvejais ara pilnai zynetos briaunos ir
todel galioja pirmoji (4.2) iSnasos lyggh

Tam, kad jrodyti likusia (4.2) teiginio dalj, pirmiausia nagrkime tas pilnai zyra-
tas trianguliacijos briaunas, kurios sutalpinaraosduje. Remiantis trianguliacijos api-
breZimu kiekvienas tokén — 1)-simpleksas (briauna) yra lygiai dviejy elementariyju
n-simpleksy bendra siena. Teldokiy briauny inélis | suma®,; F'(0;) yra2|C|. Kadan-
gi o yra pilnai zynetas, jis turi tik viena pilnai Zy®ta briauna su trianguliacijosg-
saku, kuris yra taisyklingai Zyatas. Pagal indukcijos prielaida, Si briauna turi nelyginj
skatiy | D| pilnai Zymety trianguliacijos briaunu, kuriy irgdis | X; F'(o;) yra|D|. Tokiu
b udu galioja antroji (4.2) teiginio dalis ir tuogda lema yra jrodyta remiantis indukcijos
principu. O
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Dabar esame pasiruoSe jrodyti atskira Brouwerio teoremos atvejj.

4.6 teorema. Tarkime, kadf yra tolydus euklidines erdvés? n-simplekso atvaizdavi-
mas j save. Tadd turi nejudama taska.

[rodymas. Tegulo C R yran-simpleksas, kurf atvaizduoja j save, ir tegul;, f;(z),
i € {0,...,n}, yra taSkuyz, f(x) € o baricentrires koordinags. Tvirtiname, kad
kiekvienamz € o,

x(@) N {is filz) <z} # 2. (4.3)
Primenam, kad((x) yraz-o pagrindas, t. y. teigiamuy baricentriniy koordinaindeksu
aibe. Tegul prieSingai, egzistuoja tokse o, kad f;(z) > x; kiekvienami € x(z).
Tada teisinga nelygyh

=0 1=0

iex(x)

Si priestara jrodo (4.3). Kiekvienam € o, tegulh(z) yra minimalus (4.3) net@os
aibiy sankirtos elementas. Tad@r) € x(x) kiekvienamz € o ir bet kuri o-0s tri-
anguliacija yra taisyklingai Zygta. To@l remiantis Spernerio lema, kiekviewnaos
trianguliacija turi bent viena pilnai Zyata elementaryji-simpleksa. Teguk’, . .., v"|
yra kurios nors trianguliacijos pilnai Zzy@tas elementarusissimpleksas. Galime tarti,
kadh(v') =i visiemsi = 0, ..., n. Tada, remianti& apibezimu,

fi(v") <ol visiemsi = 0,...,n. (4.4)

Bet kuriame > 0, galima parinkti tokigr-os trianguliacija, kurioje kiekvieno elemen-
tarausn-simplekso diametras nevirSiggpavyzdziui, baricentring trianguliacija). Keis-
damie taip, kade = 1/k | 0 ir pazynejevi(k) := v%, i = 0, ...,n, vektorius, kuriems
galioja (4.4), gauname+ 1 begaling sekdv’(k)}x>1. Kadangio yra kompaktas, remi-
antis 2.60 teorema, i$ kiekvienos begalrsekos galima iSrinkti konverguojantj posekj.
Be to, kadangi elementariyju-simpleksy, kuriy virtemis yra sekyv!(k)}x>1 nari-
ai, diametrai konverguoja j nulj, tai visy konverguajanposekiuy ribos privalo sutapti;
tegulz yra bendra jy riba. Atsizvelgianij uzdaruma ir funkcijog tolyduma,z € o ir
fi(z) < z; visiemsi = 0,...,n. Remiantis tuo, kad kiekvieno vektoriaus baricentriniy
koordin&iy suma yral, gaunamef(z) = z, t.y. z yra f nejudamas taskas.

O

4.1 Teoremos jrodymas.KadangiK C R? yra apeZta aile, ja galima patalpinti j
pakankami didelp-simpleksao su kuriuo norsl < n < d. KadangiK yra uzdara ir
iSkila, kiekvienamz ¢ K egzistuoja toks vienintelis taskag € K, kad|z — zx| =
inf{lx —y|: y € K}. Beto, apibeZzeg(x) := zx jeiz € o\ K ir g(z) := x jei
z € K gauname tolydZia funkcija i$ aibeso | K. Todel kompozicijafog yra tolydi
funkcijaiSo | K C 0. Remiantis 4.6 Teorema, egzistuoja taks o, kad f(g(z)) = =.
Atsizvelgiant | pastaraja lygybeprivalo priklausytiK ir todel g(z) = z, t. y. f(2) = z.
Taigi z € K yra nejudamag taskas. O
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Kitas Brouwerio teoremos jrodymas

4.7 teorema (Brouwer). Tarkime, kadf yra tolydus Euklidines erdveg® vienetinio
rutulio atvaizdavimas | save. Tadaturi nejudama taska.

Siuo metu egzistuoja labai daug skirtingy Brouwer’io teoremos 1rod>ﬁ?impateiki—
ame viena is papragusiy jrodimy, pasiskolinta i8 Dunford ir Schwartz (1958) knygos.
Sios teoremos jrodyme remsasitokiu pagalbiniu teiginiu:

4.8 lema. TegulR"*! 3 x = (zg,21,...,2,) — g(x) € R" yra be galo diferencijuo-
jama funkcija, ir tequlD; yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudarytinSdaliniy
iSvestiniygz,, - . -, 9z;_1s Jziprs - - - Gz, - 1ADA

n ; 8
iZ(—U le =0. (4.5)
[rodymas. Kiekvienai porai skirtingy indeksg j € {0,1,...,n}, tegulC; ; yra toks
determinantas, kurio pirmas stulpelis yra misri iSvestip ., o like stulpeliai yra dal-
ines iSvestiRs gy, - - . , gz, iSdestytos indeksy dejimo tvarka ir tarp kuriy arag,, ir
gxz;- AiSku, kadC; ; = C;;. Remdamiesi determinanty diferencijavimo ir stulpeliy
sukeitimo taisykemis, bet kuriam € {0,1,...,n} gauname lygybe

axzD Z ]CJ""Z 1y Ciy.

J<i J>1

Todel pazynejuso (i, j) :=1jeij <i,o(i,j):=0jeij=iiro(i,j) = —1jeij>i,
lygybe

n
8 DZ Z 1)"*Cy 0 (i ).
T =

yra teisinga kiekviename {0, 1,...,n}. Sudeje gauname
S LD, = 3 (1)),
: or; ' £ BT
=0 1,7=0
Sukeite indeksus vietomis ir pas&, kado (i, j) = —o(j,7) gauname, kad

D (=)HC 0, 5) = > (=1 Ch0(G,0) = (=1) Y (=1)"Cijo(i, )

,7=0 1,7=0 1,7=0

Todel kiekviena iS triju sumuy privalo b uti lygi nuliui. 8a iSplaukia trokStama formel
(4.5). 0
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4.7 Teoremos jrodymas. Tegul B(0) = B;1(0) := {x € R*: |x| < 1} yra Euk-
lidines erdesR” vienetinis rutulys ir tegul funkcijgf: B(0) — B(0) yra tolydi. I3
pradziy parodysime, jog teorema pakanka jrodyti tuo atvejuf kaa begalo diferenci-
juojama. IS tikro, remiantis Weierstrass'o teorema, tolydzia funkgigalima tolygiai
aproksimuoti begalo diferencijuojamomis funkcijomis, kurios vienetinj rutulj atvaizduo-
jajsave. Tarkime, kadlf,, } yra tokia funkciju seka. Tada kiekvienam> 1, egzistuoja
toksx,, € B(0), kad f,,(x,,) = x,,. Kadangi Euklidires erdes vienetinis rutulys3(0)
yra kompaktas, egzistuoja sekfis,, } posekis{x,, }, konverguojantis | vienetinio ru-
tulio elementax, kuris ir yra funkcijosf nejudamas taskas.

Toliau galime tarti, kad funkcijg yra be galo diferencijucjama. @&u tarkime, kad
f(x) # x visiemsx € B(0). Tegul realus ska@iusa = a(x) yra kvadratims lygties

1= x+a(x— f(x)]? = a®x — f(x)]” + 2a(x,x — f(x)) + [x[”
didesnioji Saknistia (-, -) Zymi skaliaring sandauga Euklidije erdejeR*. Todel
[x = f(x)|%a = (x, f(x) = %) + V/(x,x = f(x))2 + (1 = [x]})[x = f(x)%. (4.6)

Kadangi|x — f(x)| # 0 visiemsx € B(0), (4.6) iShaSoje esantis poSaknis yra teigiamas
visiems|x| # 1. Jei|x| = 1, tai (x, x— f(x)) # 0, kadangi prieSingu atvejix, f(x)) =
1, o dviejy vektoriy, kuriy ilgiai nevirsija, skaliarire sandauga gali b uti lygtada ir tik
tada, kai jie yra lyg us. Tokiu b udu (4.6) iSnaSoje esantis poSaknis yra teigiamas visiems
x € B(0). Kadangi funkcija(0, c0) > t +— +/t yra be galo diferencijuojama, ir kadangi
|x — f(x)| # 0 visiemsx € B(0), tai (4.6) apibezia be galo diferencijuojama funkcija
a: B(0) — R. Pagal apiteZima,a(x) = 0 jei |x| = 1. Kiekvienamt¢ € R, tegul
g(t,x) := x + ta(x)(x — f(x)). Tadag yra begalo diferencijuojama funkcija iS &
R x B(0) c RF! | RF, Kadangia(x) = 0 visiems|x| = 1, tai dalire iSvesti pagal,
g+(t,x) = 0 visiems|x| = 1. O pagak apibeZima gauname, kdg(1,x)| = 1 visiems
x € B(0).

Tarkime, kadDy(t,x) yra determinantas, kurio stulpelius sudaro daliniy iSvestiniy
vektoriaig,, (¢,%), ..., gz, (t,x), ir tegul

() = /B(O)/Do(t,x) doy -~ da.

KadangiDy(0,z) = 1, I(0) yra lygus rutulio turiui ir todl 7(0) # 0. BetoI(1) = 0,
kadangiDy(1,z) = 0 dél tapatyles|g(1,z)| = 1 (determinanto eiles yra tiesiSkai
priklausomos, nes normos iSvestilygi nuliui). Norima prieStara gausime parode, kad
I yra konstanta, tai yr&'(¢t) = 0 visiemst.

Diferencijuodamil (¢) po integralo Zenklu ir naudodamiesi (4.5) lygybe gauname,
kadI’(t) yra lygi sumain demeny

j:/ /8Di(t,x)d;v1...dxn, i=1,...,n, 4.7)
B(O) 8:1:,
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Cia D;(t,x) yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti iS vektoriy

gt(tvx)v 9z (ta X)7 cee 7gaci_1 (ta X)7 gafi.H(tv X)? <o 9xy, (t,X).

Tegul B; zymi vienetinj rutulj sudaryta i& — 1 kintamojoxy, ..., Z;—1,Tit1,- - -, Tn,
ir tegul

x?::+\/1_(x%+"'+xz271+$z2+1+"'+x721>’ 0w = —a].

Taip pat, teguy;", y; € R™ yratokie vektoriai, kuriy-toji koordinag yraz; jei j # i, 0
i-toji koordinag yra atitinkamai;” arbar; . Tada kiekvienas i§ (4.7) iSnaSedntegraly
yra lygus

:t/ /Di(t,y:')dasl codri_qdaigg ... da:n:F/ /Di(t,yi_)dazl codri_1daigy .. dxg,.

TaCiau ly;| = |y; | = 1, ir todel D;(t,y;) = Di(t,y;) = 0, nesg:(t,x) = 0 jei
|z| = 1. Todel I'(t) = 0; tai ir reikéjo jrodyti.

Toliau parodoma, kad 4.7 Teorema yra teisinga bendresnei klasei aibiy negu Euklid-
inés erdes vienetinis rutulys.

4.9 iSvada. Tarkime, kadf yra tolydus Euklidinés erdvés netuscio iSkilo kompakto at-
vaizdavimas j save. Tadaturi nejudama taska.

[rodymas. Tegul B,.(0) Zymi rutulj, kurios centras yra nulis o spindulys yra> 0, ir
tegul f yra tolydus B, (0) atvaizdis | save. Akivaizdu, kadl/r)f(r(-)) yra tolydus
vienetinio rutulio atvaizdis | save. Remiantis 4.7 Teorema, egzistuojaataks3; (0),
kad f (rz) = rz. Kadangirz € B,(0), funkcija f turi nejudama taska.

Tegul K yra netusia, iSkila ir kompakti Euklidiis erdesR* aibe, o f yra tolydus
K atvaizdis j save. Sukonstruosime funkcijpgolydy tesinjf j visa Eukliding erd-
ve. KadangiK yra kompaktas, egzistuoja tirStas ir skaitusesif’ elementy poaibis
{z1,22,...}. Pazyngjed(z, K) atstuma tarpe ir K, visiems: > 1ir z ¢ K, api-
brezkime
|z — 2z

d(z,K)’ b

vi(z) = max{2 —

Tada funkcijaf jgyjanti reiksmes

8 f(z) jeizekK,
o |

(Zio127(@) T2 (@) (=) Jeiz ¢ K,

yra funkcijosf tolydus tesinys j visa Euklidine erd®&¥. Kadangi suma

m 1 m
(sz%@)) S 2 ()£ (=)
=1 =1
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yra apibezta visiems pakankamai dideliems = m(x), + ¢ K, ir priklauso ailes
f(K) ikilam apvalkaluiconv f (K), tai f(R¥) C convf(K) C K. Tarkime, kad- > 0
yra toks, kadX c B,(0). Remiantis pirmaja jrodymo dalimi, egzistuoja funkcijps
nejudamas taskas € B,(0), tai yra f(z) = =. Kadangif(z) € K, taiz € K
ir f(x) = f(z) = x, tai yra egzistuoja funkcijog nejudamas taskas; tai ir réjo
jrodyti. O

4.2 Atitikties tolydumas

Cia toliau nagrigjama, 2.2 skyrelyje apib#ta, atitiktis tarp aibiy. Kadangi mus domina
atitikties tolydumo savoka, aflise reikalinga atstumo savoka. &dagriresime atitiktis

iS euklidires erdesR™ aibesT | euklidines erdesR"™ aibe S. Netrukus apibeSime
atitikties tolyduma i$ iSars (4.10 apil@zimas) ir i$ vidaus (4.12 apétimas). Tada
atitiktis vadinama tolydZia, jei ji yra tolydi i$ ies ir tolydi i$ vidaus (4.14 apibZimas).

4.10 apibrezimas. Tarkime, kadS ir 7" yra euklidires erdes aites ir ¢ yra atitiktis
i8S | T su apibezimo sritimi. A(y)) C S. Sakysime, kad) yratolydi iS iSores tasSke
s € A(v) (angl. upper hemicontinuous), jei kiekvienamésh)[s| atviru virSaibiuU
egzistuoja tokia aplinkaV/, kurios vaizdag)[V] C U. Jei atitiktisy yra tolydi iS iSoes
taSkes kiekvienams € A(1)), tai ja vadinsimeolydZia iS iSoresavo apibezimo srityje.
Taip pat sakysime, kad atitikai ) galiojaiSorinis tolydumaga3ke arba atje.

Pagal tokia tolydumo savoka &ilp[s] negali tapti per daug didele — ,sprogti j jSore*
— lyginant ja sw)[so] kai s yra artisg. TeCiau toje pd&ioje situacijojey[s| gali staiga
sumakti, t. y. ,sprogti j vidy“. Nesunku pastefi, kad atitilCiai ) esant funkcija, jos
iSorinis tolydumas yra ekvivalentus (funkcijos) tolydumuglBios prieZasties atitiktims
nera tinkamas kartais vartojamas pusiautolydumo (angl. semicontinuous) terminas.

Atitikties tarp euklidires erdes poaibiy tolydumui i$ iSés patikrinti naudosigs
tokiu kriterijumi:

4.11 teorema.Sakykime, kad' ir T' yra euklidiniy erdviy poaibiai ir) yra tokia atitiktis
i8.5| T, kurios vaizdas)[s] taSkes € A(vy) C S yra kompaktiSka aibé. Atitiktig yra
tolydi iS iSores taske tada ir tik tada, kai su kiekvienas konverguojancia sekgs,,) ir
su kiekviena seké,, ), sudaryta i&,, € ¢[s,], egzistuoja posekig,, ) konverguojantis
i kurj nors aibésy[s] elementa, arba trumpai formuluojant, galioja

jei s, — s, ty €Ylsy] Vn tai 3 (ty,): tn, —t € YPls]. (4.8)

[rodymas. Tarkime, kad atitiktig) yra tolydi iS iSoes taskes, sekas,, — s, 0 sekat,,)
sudaryta i¥,, € v[s,]. Kadangi kompaktia aike yra apezta (2.60 teorema), o ab
¥ [s] yra kompakti, tai egzistuoja ap¢tas ir atviras jos virSaibi§. Remiantis 4.10
apib®zimu, egzistuoja tokia aplinkaV’, kadv[t] C U visiemst € V. Turedamis
aplinkaV, galime rasti tokj indeks& € N,, kad visiemsn > N, s, € V ir todel
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tn € Y[s,] C U. IS Cia gauname iSvada, kad,) yra apezta seka. Kadangi i$ aitos
sekos galima iSrinkti konverguojantj posekj (2.62 iSvada), egzistuoja vekitoniygj
konverguojantis seko&,,) posekis(t,, ). Tarkime, kadt ¢ v[s]. Tada atstumas tarp
vektoiaugt ir aibesi[s| yra

e :=d(¢[s],t) := inf{ju — t|: uweY[s]} >0
(kodel?). Nesunku matyti, kad a&b
Ge:={ueT: d[s],u) < €/2}

yra atvirasy[s] virSaibis. Dar karta remdamiesi 4.10 agbimu, gauname iSvada, kad
egzistuoja tokd( € N, kadt,, € G. visiemsk > K. Naudodami euklidias normos
subaditivuma, kiekvienam € 1[s] ir £ > K, gauname nelygybes

[t —tn,| >t —ul —|u—ty| >e—€/2=¢/2,

kas prieStarauja tam, kag, — t kai k — oco. Todel ¢ € ¢[s].

Teoremos teiginio jrodymui prieSinga linkme tarkime, kad galioja (4.8)/baéra
tolydi iS iSoes taskes. Tada egzistuoja toks &y [s| atviras virSaibid/, jog kiekvienos
s aplinkosV vaizdasy[V] turi elementy, nepriklauséy aibeiU, t. y. [V \ U # 2.
Tarkime, kad(B,,) yra seka, sudaryta i$ atviry rutulid, = B(s,1/n) su centru taske
s ir spinduliu 1/n. Egzistuoja sekét,,), kurios elementai,, € [B,]| \ U (kodel?).
Kadangiy[B,,| = U,ecp, ¥[r] kiekvienamn, taip pat turime tokia sekgs,,), kads,, €
By, ir t, € 9[s,]. Tadas, — s ir (4.8) prielaidos éka privalo egzistuoti | a#s[s]
elementg konverguojantis posekis,, ). TeCiau aite T"\ U yra uzdara(t,,) C 7'\ U
ir todél ribat negali priklausyti aibei)[s] — prieStara, jrodantig iSorinj tolyduma taske
s. O

Atitikties kompaktumo prielaida tadke jrodytoje teoremapeaisuvarzanti, kaip rodo
Sie argumentai. Tarkime, kad atitiktis iS5 S | T" yra tolydi iS iSoes aileje S ir tegul
s € S. Pirma, pagal api@Zima,(s) yra apezta. Antra, (4.8) kriterijuje game trivialia
seka{s, = s} € S, gauname, kad adn)(s) yra uzdara. Todl ¢/(s) yra kompaktas
Euklidines erdes poaibyjer’.

4.12 apibrezimas. Tarkime, kadS ir T yra euklidires erdes ailes irv yra atitiktis i3
S| T su apibezimo sritimi.A(¢). Sakysime, kad> yratolydi iS vidaus taske € A(v)
(angl. lower hemicontinuous), jei su kiekviena atvira aibeturinCia netusia sankirta
su aibey[s], egzistuoja tokia aplinkal’, kad sankirta)[t] N U # @ visiemst € V. Jei
1 yra tolydi i$ vidaus taske kiekvienams € A(¢), tai ja vadinsimeolydZzia iS vidaus
savo apibezimo srityje. Taip pat sakysime, kadgaliojavidinis tolydumagaSke arba
aibeje.
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4.13 teorema. Tarkime, kadS ir T yra euklidiniy erdviy poaibiaiy yra atitiktis i3
SiTirs e A(y). Atitiktis ¢ yra tolydi i$ vidaus taSke tada ir tik tada, kai su
kiekviena js konverguojancia sekés,,) C S ir kiekvienamt € v[s|, egzistuoja tokia {

konverguojanti seké&,,) C T, kurios elementai,, € ¢[s,] kiekvienam, arba trumpai
formuluojant, galioja

jeil s, — s, te[s] tai I (ty): tn —t, ty € Plsy). (4.9)

[rodymas. Tarkime, kady yra tolydi i$ vidaus taske, sekas,, — s kain — oo ir
t € 1[s]. Taip pat tarkime, kad kiekvienaine N, By, := B(t, 1/k) yra atviras rutulys
su centru taskeir spinduliul/k. AiSku, kad By, N ¢ (s) # o kiekvienamk. Kadangi
1 yra tolydi i8 vidaus taske, su kiekvienuk € N, , egzistuoja tokias aplinkaV, kad
Y[r] N By # @ kiekvienamr € V. Kadangis,, — s, kiekvienamk, egzistuoja toks
ni € N, kads,, € V; kiekvienamn > ni. Galima tarti, kadn, < ngy; visiems
k. Tada egzistuoja tokia seka,), kad kiekvienamn > nq, t, € ¢[sy] N By jei
n € [ng,nk11) (kodel?). Taip sudaryta seka, ) iSpildo (4.9).

Teoremos teiginio jrodymui prieSinga linkme tarkime, kad galioja (4.9)baéra
tolydi iS vidaus tasSke. Tada egzistuoja tokia atvira &lb/, kadU N y[s| # @ ir bet
kurioje s aplinkoje V' yra toks taskasy, kad[sy] N U = @. Todel egzistuoja tokia
| s konverguojanti sekés,,), kadv[s,] N U = @. Dabar tarkime, kad € U N [s].
Pagal prielaida (4.9) egzistuoja tokiakonverguojanti sekét,, ), kadt,, € ¥[s,] C U°
kiekvienamn. KadangiU¢ := T\ U uZdara, tai ribd taip pat tuety priklausytiv’c —
prieStara tam, katle U. PrieStara jrodo, kag yra tolydi i$ vidaus taske. O

Galiausiai atitikties tolydumas suprantamas tokiu b udu:

4.14 apibreZimas. Tarkime, kadS ir T yra euklidires erdes ailes irv yra atitiktis i$
S| T. Sakysime, kad yratolydi taSkes € S, jei taSkes ji yra tolydi i$ iSores ir tolydi
i§ vidaus. Jei) yra tolydi taSkes kiekvienams € S, tai ja vadinsimeolydZia aibéjeS.

Tolydumo stabilumas Toliau suformuluosime keleta fakty apie tolydumo saas/b
iSlaikyma, pereinant nuo vieny atiik) prie jy standartiniy transformacijy.

Prisiming ailes uzdarinj (2.56 apikZimas) galime taip pat ap#itti atitiktiesy iS S
| T uzdaring

p: s s] CT, s € Ayp).
4.15 teiginys. Jei atitiktisp i5 S | T yra tolydi i iSores taSke € A(), tai jos uzdarinio
atitiktis @ i S | T taip pat tolydi i$ iSorés taSke

[rodymas. Si ulome tai padaryti skaitytojui, parodant ir naudojantis tuo, kad bet kurios
dvi uzdaros ir nesikertaios euklidires erdes ailes turi nesikertatias atviras aplinkas.
0
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Tarkime, kady;, i = 1,...,n, yra atitiktys i8S | 7. Jei()"_; A(g;) # @, tai
atitik€iy sajungayra atitiktis

U@iZSHUQO[S]CT, sGﬂA(gpi).

=1 =1 =1
Kito teiginio jrodymas paliekamas skaitytojui.

4.16 teiginys. Jei kiekvienam = 1, ..., n atitiktis ¢; iS S | T yra tolydi i$ iSores taske
s € Alg;)ir s € (i, A(pi), tai ju sajunga taip pat tolydi i$ iSores taske

Tarkime, kady yra atitiktis iSS | T ir o yra atitiktis iST' | U, Cia U yra taip pat
euklidines erdes aile. Priminisme (Zr. (2.21)), kad kompozicijos atitiktimi vadinama
aibe

pop ={(s,u) € SxU: FteT, te[s] ir wueyplt]}, (4.10)
jei ji yra netu€ia. PavyzdZiui, taip yra, j&k (¢) = A(y). Nesunku matyti, kad

A(poh) 3 s +— porp[s] = U ot c U.
tepls]

4.17 teiginys. Tarkime, kad) yra atitiktis iS5 | T, o yra atitiktis iS7' | U ir yra apibréZta
kompozicijos atitiktispot). Tada galioja(a) ir (b); Cia

(a) jeiyir ¢ yratolydzios i$ iSores, tapoy) yra tolydi iS iSores
(b) jei v ir p yratolydZios i$ vidaus, tapor) yra tolydi i$ vidaus.

[rodymas. [rodysime tik(a) teiginj; (b) teiginj jrodyti si ulome sakitytojui. Tegdk, s1, s2, ...}
C A(por)), s, — skain — oo ir u, € poi)[s,] kiekvienamn. Tada kiekvienam,
egzistuoja toks,, € T, kadt,, € ¢[s,] ir u, € ¢[t,]. Kadangiy yra tolydi i3 iSoes,
remiantis (4.8), egzistuoja toks sek@s) posekis(t,, ) ir t € (s, kadt,, — t kai

n, — oo. Kadangiu,, € ¢l[t,,] ir ¢ yra tolydi i$ iSoes, tai egzistuoja sekds:,),
kurios nariai yrauj, := up,, posekis(u;, ) ir u € ¢[t], kadu, — ukail — oo. Kadan-

gi u € @or)ls], porp yra tolydi i iSoes taSkes € A(por)), remiantis 4.11 teorema.
Kadangis € A(pot)) yra laisvai pasirinktagpot) yra tolydi iS iSoes savo apit@zimo
srityje. O

Toliau ne karta naudosime atitiktis, kuriy vaizdams galioja a@dione nurodomos
savyles. Priminsime, jog atitikties vaizdai apdati 2.2 skyrelio pradzioje.

4.18 apibrezimas. Sakysime, kad atitiktiso iS .S | T turi iSkilus vaizdusjei atitikties
vaizdasp|x] yra iSkilas aileje T" kiekvienamz € A(yp) C S. AnalogiSkai apibeZiamas
atitiktis turinti kompaktiSkus vaizdusatitiktis turinti uzdarus vaizdus.
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Pratimai

1. [rodyti 4.17(b) teigin;.

4.3 Kakutanio nejudamojo tasko teorema

Tarkime, kadS yra euklidires erdes aile ir i yra atitiktis iSS | paCia save. Ail@sS
elementas: vadinamas: nejudamuoju taskuei x € A(p) ir = € plx]. Akivaizdu,
jog p esant funkcija, t. y. kai[s] = {u(s)} kiekvienams € A(u) C S, tai atitikties
nejudamasis taSkastampa funkcijos nejudamuoju tasku, nes tuo atyeju) = = €
{z} = p[z] (Zr. 2.36 apibezima ir komentara po jo).

4.19 teorema (Kakutani). Tarkime, kadS yra euklidinés erdvés netuscias, kompak-
tiSkas ir iSkilas poaibis, @ yra tolydi i$ iSorés atitiktis i54(x) = S | S, turinti iSkilus
vaizdus. Tada turi bent viena nejudamajj taska.

Sia Kakutand? teorema jrodysime (kaip yra jau jprasta) atitiktj aproksimuodami
tolydZia funkcija ir naudodami Brouwerio teorema funkcijoms. Priminsime,Xéd ¢)

yra euklidires erdes atviras rutulys su centruir spinduliue, 0 d(z, G) = inf{|x —
y|: y € G} yra atstumas tarp taSkoc R ir aibesG C R’. Tada ailesG e-aplinka yra

N(G) :={z € R": d(z,G) < ¢} = U B(y,€).
yeG

Kai G = p C RY x R, atstumo apil#zimed((u,v), G), (u,v) € R® x R* naudojama
euklidine R“* erdves norma, remiantis 2.3 skyrelio pradZioje nustatytu susitarimu.

4.20 teiginys.TegulS C R yra kompaktiSka aib&, c R* yra iSkila aibe irp yraiskila,
kompaktiska ir tolydi iS virSaus atitiktis iS | 7. Tada, kiekvienam > 0, egzistuoja
tokia (nuoe priklausanti) tolydi funkcijaf : S — T, kuriai galioja f C N.(u).

[rodymas. Kiekvienamd > 0 ir € S, rutulio B(z, d) vaizdo atzvilgiup iSkila apval-
kala pazyrekime taip:
10[x] == conv(p[B(z,6)]). (4.11)

Sios ailes apibezia atitiktju’ : = — p°[z] C T, x € S. Pirmiausia jrodysime pagalbinj
teigin;.
4.21 lema. Kiekviename > 0, egzistuoja toks > 0, kadu® C Ne(p).
Lemos jrodymui tarkime, kad taipena. Tada egzistuoja toks> 0, kad kiekvienam
n € N, galime rasti tokia sutvarkyta pota,, y,) € x'/™, kuriai galioja nelygyke
d((Tn,yn), 1) > €. (4.12)

2Shizuo Kakutani [..] (1911-2004) japony matematikas
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Kiekvienamn, kadangiy,, € p'/"[z,,] C R, remiantis (4.11) sti = 1/n ir Carathéodory
teorema (2.99 teorema), egzistuoja tokie

Yo, yk € p[B(wn, 1/n)), (4.13)

ir A0, M e Ry kad YR A =1iry, = S8 Ayl Remiantis (4.13), kiekvien-
amn ir i galima rasti tokius?, € B(z,,1/n), kady!, € pu[2}]. Kadangi aile S yra
kompaktiSka ir naedami supaprastinti Zyefimus galime tarti, kad pati seka,,) kon-
verguoja | kurj norsz € S, kain — oo ir todel, kiekvienami, 2!, konverguoja jz
kain — oo. Kadangiu yra tolydi i$ virSaus, remiantis 4.11 teorema&l Zymejimo
supaprastinimui galime tarti, kad kiekvienamy?, konverguoja j tokjy’ € T, kuriam
y* € u[z]. Be to, kadangi\i, € [0,1], galime tarti, jog kiekvienam, egzistuoja tokie
A€ [0,1], kad>F (A" = 1ir A}, konverguoja j\'. Tokiu budu, kai — oo, sumos
yn = SOF ALyl konverguoja j sumg := 3% Ny, kuri priklauso iSkilai aibeil
ir y € plx], nesy yra iskila. Taigi(z,,y,) konverguoja j(z,y) € u, kas prieStarauja
nelygybei (4.12). Si prie&tara jrodo lema.

Grjztant prie 4.20 teiginio jrodymo, tarkime, kad duotas>- 0. Remiantis 4.21
lema, egzistuoja tok& > 0, kadu® C N (u). Lieka sukonstruoti tokia tolydzia funkcija
f: S — T, kadf c ud. Tai padarysime konstruodami vadinamajj vieneto isskaidyma.

KadangiS yra kompaktas, egzistuoja tokia baigiaite {x;} , C S, kad atviri ru-
tuliai { B(z;, 6) }I", dengiaS. Kiekvienami = 1,...,m, apib@eZkime funkcijay;: S —
R, su reikSneémisg;(x) := d(x, S\ B(x;,9)). Kiekviena i$ funkcijyg; yra tolydi (4.3.1
pratimas) ir lygi nuliui uz rutuliaB(z;, 0). Be to, nei vienamé taske visog; kartu rera
lygios nuliui. Tockl galime apibezti funkcijas); := gi/zgnzl gihi=1,...,m,i85]
[0, 1], kurios yra tolydZios iy ;" ; \; = 1 (Seima{\;}!", vadinama vieneto iSskaidy-
mu). Kiekvienami = 1,...,m, imkimey; € u[z,] ir, Kiekvienamz € S, pazynekime

m

f@)=> X(z)y; €T.

=1

Visy pirma, Sios reikSies apibeZia tolydZia funkcijaf: S — T. Antra, kiekvienami
irz e S, jei\(zx) > 0,taiz € B(x;,0) pagalg; apibezima ir toel, prisimine (4.11),
gauname, kad (z) € p°[z], t.y. f C pd; tai ir reikejo jrodyti. O

Kakutani teoremos jrodymas. Naudosings 4.20 teiginiu kab = T' C R’ ir e = 1/n,
n € N,. Taigi kiekvienanwn egzistuoja tokia tolydi funkcijg,,: S — S, kuriai

{(z, ful(@)): € S} = fu C Nyju(p) = {(u,0) € 8 x ¢ d((u,v), p) < 1/n}.
(4.14)
Remiantis Brouwerio teorema (4.1 teorema), kiekvienamgzistuojaf, nejudamas
taskas, t.y. egzistuoja toks, € S, kad f,,(z,) = x,. Remiantis (4.14), kiekvienam
n galima rasti tokiusu,,, v, € S, kadv, € u(up), |Tn — un| < V2/nir |2, — v,| =
| fn(zn) —vn| < Vv2/n. KadangiS yra kompaktas, sek@:,, ) turi konverguojantj poseki.
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Zymejimo paprastumui tarkime, jog pati seka,) konverguoja i € S. Todel turime,
kadu,, — xir v, € plu,]. Kadangip yra tolydi i$ virSaus atitiktis, remiantis 4.11
teorema, sekéw,,) turi posekj, konverguojantj j kurj norg[z| aibes elementa. Dar
karta paprastumoddei tarkime, kady,, — v kain — co. Kadangi|z,, — v,| — 0, tai
x = v € plzl]; tai ir reikejo jrodyti. O

Pratimai

1. Atstumu tarp vektoriaus € E C R’ ir aibes F c R’ vadinamas infimumas
d(z, F) = inf{|x — y|: y € F}. lrodyti, kad funkcijaz — d(z, F'), z € E, yra
tolydi. Taip pat, jeiF’ yra uzdara, tai egzistuoja tokse F', kadd(z, F') = |z —y|
kiekvienamz € E.

4.4 Pastabos ir papildoma literat ura

Nejudamojo tasko teorija Nejudamo tasko teorija yra labai plati netigsiranalizs matematikoje
sritis. Geriausiai matematikos speciadgbstudentams yra Zinoma Banacho nejudamo tasko teorema.

4.1 skyrelis Pateiksime dar viena, bet labai trunfp@uweio nejudamojo tasko teore-
mos jrodymas. Jis remiasi labai svarbia matematikoje ir jos taikymuose indekso ? teorija
(angl. degree theory).

Tarkime, kad aib Q c R? yra netusia, apezta ir atvira,Q) yra jos uzdarinys, o
funkcija g: © — R? yra tolydi. Su $ia funkcija susiesime sveika $kai(indeksa),
kuris yra stabilus atzvilgiu funkcijos pokyy ir iSreiSkia naudinga informacija apie ja.

Galima b uty bandyti laikyti funkcijos indeksu jos nuliy slai Daugeliui funkcijy
Sis skatius nekinta, nezymiai kéiant p&ia funkcija. T&iau, funkcijag su reikSn@mis
g(z) = z? ir jy pokyCiai 22 +¢, gauti neZzymiai kintant, keitia tokio ,indekso* reikSmes
0, 1 arba2, priklausomai nuo to at yra teigiamas, nulis ar neigiamas. Taip apiias
Jndeksas" b uty stabilus tik negausiai funkcijy klasei.

Zymiai naudingesnis yra ,algebrinis* funkcijos nuliy sk@vimo metodas. B utent,
tarkime, kad funkcijay: © — R< turi Sias savybes:

(1) 0¢& g(0%);
(2) g yra tolydziai diferencijuojama aéje?;
(3) jeizg € Qyratoks, kady(zg) = 0, tai detDg(xg) # 0.

Jei galioja(3) savyte, tai0 vadinama funkcijog reguliaria reikSme Funkcijomsg,
turinioms savybes$l) — (3), indeksas apil@ziamas sk&iumi

d(g,Q,0):= Y signdeDg(x), (4.15)
20€g1(0)
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jeig=1(0) # @,ird(g,Q,0) := 0 prieSingu atveju. Funkcijogsavybeg1) —(3) leidzia
jsitikinti, kad aike g~1(0) yra baigtire ir d(g, 2, 0) yra sveikas sk&ius. Svarbiausia
Siame indekso apibzime yra tai, kad kiekvienos Saknies @hid | suma priklauso nuo
tiesires aproksimacijos orientacijos tame taske. Gauta suma funkcijosigaktyvilgiu

yra pakankamai stabili. Nagkto pavyzdzigy(z) = 22 + € atveju, nepriklausomai nuo

e zenklo, indeksas visada lygagkai tik 0 € ). Kaip tik atsizvelgiant | tokj stabiluma,
galima pratesti indekso ap#ima toms funkcijoms, kurioms neb utinai gali@air (3)
savyles. NaudojanBard teorema apie reguliariy reikSmiy tirSstuma, nulio reguliarumo
salyga galima susilpninti ir apibEti indeksa riba

d(g,Q,0) := liH(l) d(ge,,0),

kai nulis yra reguliari funkcijog, reikSme kiekviename. Riba nepriklauso nuo funkcijy
ge sekos parinkimo, nors Sio fakto jrodymas yra netrivialus. Nudojant kita aproksimaci-
ja, tolydaus diferencijucjamumo salyga galima pakeisti funkcijaslydumu ir api-
brezti vienintelj skatiy d(g, 2,0), kai tik funkcijag: Q — R? yra tolydiir0 ¢ g(09Q).
Taip apibeZtas skdiiusd(g, €2, 0) vadinamas funkcijoBrouweio indeksu anf2 (nulio
atzvilgiu). Sios konstrukcijos detales galima rasti Deimling (1985), Schmitt ir Thomp-
son (1998), bei Browder (1983) darbuodgrouweio indeksas siejasi skroneckero
charakteristika ilGaus® atvaizdziu. Apie tai ir kitas jdomias istorines detales galime
paskaityti Siegberg (1981) straipsnyje.

Brouwelio indeksas turi daug jdomiy savybiy; pavyzdZiui Sias savybes.

(1) Normavimas. Jeil yra tapatinga funkcija, tai

1 jei0oeq,
d(I’Q’O)_{ 0 jei0¢g Q.

(2) Sprendinio savyle. Jeid(g, €2, 0) # 0, tai egzistuoja toks € €2, kadg(z) = 0.

(3) Homotopijos invariantiSkumas. Jei funkcija: [0,1] x @ — R? tolydi ir
H(t,z) # 0 kiekvienamz € 9Q ir t € [0,1], tai d(H(t,-),2,0) yra konstan-
ta, t. y. nepriklauso nuta

(4) 18pjovimas. Jei K yra uzdaras) poaibis ir funkcijag joje neturi nuliy, tai
d(g,9,0) =d(g,2\ K,0).

Siy savybiy jrodymus galima rasti knygose Brown (1993), Lloyd (1978) ir Deimling
(1985). Sprendinio savybbeveik akivaizdi toms funkcijomg, kuriy Brouweio in-
deksas iSreiSkiamas (4.15) formul&Sitau ji visai neakivaizdi funkcijoms turéiioms tik
tolydumo savybe. Sprendinio sawkartu su homotopijos invariantiSkumu yra vos ne
naudingiausios indekso teorijos saeghzinant vienos funkcijaBrouwelo indeksa gal-
ima jj surasti kitai funkcijai, jei tarp ju jmanoma sugalvoti homotopija, tenkdiga3)
salyga.
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ISvardytosBrouweiio indekso savybs jgalina pasi ulyti glausta nejudamojo tasko
teoremos jrodyma.

4.22 teorema. TegulQ yra euklidines erdve®&‘ uzdaras vienetinis rutulys su centru
nulyje. Jei funkcijaf : Q — Q yra tolydi, tai ji turi nejudamajj tadka.

[rodymas. Galime tarti, kadf neturi nejudamojo tasko ant rutulio sien@Q (sferos).
TegulH : [0,1] x Q — R< yra funkcija su reik3ramis

H(t,z) =z —tf(x), te][0,1] ir ze.

Nesunku jsitikinti, kadH tolydi ir H(t,xz) # 0 kiekvienamz € 9Q ir t € [0,1].
Remiantis homotopijos invariantiSkumu ir normavimo sauylis, galioja lygyks

d(I — £,9,0) = d(H(1,),Q,0) = d(H(0,-),2,0) = d(I,Q,0) = 1.

Tada @ka sprendinio sav@s, egzistuoja toks € 2, kadz — f(z) = 0,t.y. f(z) =
x. ]

4.2 skyrelis Atitikties tolydumo tyrimy pradininkais laikomi Kuratowski (1932) ir
Bouligand (1932). Berge [4] ir Hildebrand (1974) knygose surinkti svarbiausi rezul-
tatai apie atitikiy tolyduma. Literat uroje galima rasti skirting us atitikties tolydumo api-
brezimus; tokie skirtumai ir ju paselas apzvelgti Moore (1968).

4.3 skyrelis 4.20 teiginj jroce von Neumann (1937).
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5 Skyrius

Mainy rinka

Skatiavimo aiSkinimui suteikti tai, ko jame neaptinkame, arba apsvarstyti pasitelkus
metafizika - tai klastoti moksla ir prota nuvesti nuo tiesos bei tikrumo kelio.

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje griztame prie konkurenesrinkos nagrigjimo. Kol kas tarkime,
kad rinkoje yra tik vartotojai ir ara gamintojy. Tokia rinka vadinama mainy rinka (an-
gl. exchange market). Vartotojo pasirinkimui tarprgbiy charakterizuoti naudosime
3 skyriuje nagrigta alternatyvy lauka. Taigi mainuy rinkoje yra ribotas kielésytiy,
kurias reikia optimaliai paskirstyti tarp vartotoju. Gamyba mainy rinkoje nevyksta ir
todéel naujy @rybiy nesukuriama.

Gerybiy skirstymo mechanizmas mainy rinkoje grindZziamaylgiy kaina. Skyri-
aus pabaigoje parodoma, kad egzistuoja tokigylgiu kaina, kuriai esant viso®rgybes
taip paskirstomos tarp visy mainy rinkos subjekty, kad maksimizuoty ju naudingumo
funkcijas.

5.1 \Vartotojo problema

Vartotoju vadinamas individas arba namu ukis, kurio tikslas yra i$ duetgbig aites
pasirinkti, nusipirkti ir suvartoti geriausia jam jpirkti jmanomargbiy rinkinj. Varto-

tojo problema yra klausimas: Zinargénybiy kainas ir pradinj savo turta, ar jmanoma is$
iperkamuy @rybiy aites, vadinamos biudzeto aibe, pasirinkti sau naudingiawesiybgy

aibe. Siame skyrelyje nustatomos salygos, kada 3i problema turi sprendinj, kada jis yra
vienintelis ir panaSiai.

BiudZzeto aibe  Siame skyrelyje nagragjamas vienas vartotojas. Kaip ir akau tarkime,
kad nagrijamoje mainy rinkoje yrd gerybiy. Gerybe tapatinama su indekdu €
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{1,...,¢}, o jos kiekis charakterizuojamas realiuoju neneigiamudsiaii x;. Tokiu
budu euklidias erdes vektoriusz = (z1,...,7,) € RY iSreiskia tam tikragerybiy
rinkinio kiekj. Gerybiuy kiekis rinkoje yra ribotas, o rinkoje esamergbiy aite X, vad-
inamavartojimo aibe sudaro euklidias erd\iﬁs]lin+ poaibj. DaZniausiai tarkime, kad
vartojimo aite X yra uzdara, iSkila ir agzta. Toliau visada yra tariama, kad: X.

Kiekvienos iS @rybiyh € {1, ..., ¢} vienetokainayra realus neneigiamas skais
pr. Tokiu budw = (pi, ..., pe) yra vektorius euklidigje erdejeR’ , vadinamagkainy
sistema o gerybiy rinkiniox = (x1,...,xz,) kaina yra vektoriy skaliari sandauga
pr = Zizl prap,. Toliau tariama, kaderybiu kainos nepriklauso nuo vartotojo. Tokia
prielaida pateisinama tais atvejais, kai kiekvieno vartoto {1,...,n} prekes por-
eikis sudaro tik maza dalj tos prek visumires paklausos.

Greta grybiy iStekliy kiekio fizinio ribotumo, nusakomo vartojimo aibg var-
totojo pasirinkimas yra ribojamas ir jo ekonoramis galimymis. B'utent, vartoto-
jo pasirinkimas yra ribojamas tomisgylemis, kurias jis gali jpirkti. Ekonomines
galimybes lemia grybiy kainy sistema ir vartotojo pradinis turtase, kurio kaina
w = p-e > 0. Pora(p,w) vadinamakainos—turto b usenia yra Rﬂ“ aibés vekto-
rius. Duotai kainos—turto b useniai w), gérybiy rinkinysz € X yrajperkamasjei jo
kaina nevirSija pradinio turto kainas, t. y. jei galioja nelygyB p-x < w. Tokiu b udu
fizinis ir ekonominis @rybiy rinkiniy ribotumas yra nusakomas aibe

B(p,w) ={z € X: px <w}, (5.1)

vadinaméabiudzeto aibeAibé B’ (p, w) := {z € X: p-x = w} toliau vadinamaiudze-
to kraStu

5.1 teiginys. Tegul X C ]R{ﬂ ir (p,w) € Rﬂ“. Tada biudZeto aib&(p, w) yra
(a) iSkila, jei X iSkila;
(b) uzdara, jeiX uzdarg
(c) aprézta, jei arbaX apréezta, arbgp > 0.

[rodymas. Visi teiginiai lengvai jrodomi naudojant tik apiezimus. Remiantisc) teig-
inio antraja dalimi pastetkime, jeic := min, pp, > 0, tai0 < x5 < w/c kiekvienam
he{l,....t}irxz € B(p,w). O

Kaip buvo sakyta skyrelio pradZioje, esant duotai kainos—turto b ugena)j, var-
totojo problemasudaro galimumas pasirinkti prekiy rinkinjis biudZeto aibsB(p, w).
Kadangio € X, tai0 € B(p,w) kiekvienam(p, w) € R, t. y. biudZeto aib visada
netugial. Todel biudZeto aibs priskyrimas kainos—turto b usenai,

B: (p,w) = B(p,w) C X, (p,w) € R,

'matematine prasme
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apibreZzia atitiktjs is Rﬂ“ i X, toliau vadinam#iudZeto atitiktim{2.2 skyrelis). &I pa-
prastumo, toliau naudosime elemeftow) vaizdo Zynejimajs[p, w| vietoje G[(p, w)].

5.2 apibreZimas. Sakykime, kadv > 0, 0.5 ir T yra euklidiniy erdviy poaibiai. Atitiktis
1 i§ aibesS | aibe T yra« eilés teigiamai homogeniSkggi

P[As] = A"p[s]

kiekvienam\ > 0ir s € S. Cia deSie pug lygi aibei{ \“¢: ¢ € ¢[s]}, pagal, tiesigse
erdwese jprasta, aés dauginimo is skaliaro taisykle.

Pracesime nuo to, kad nustatysime biudZeto atitikties homogeniSkuma, tolyduma i$
iSores (4.10 apil#zimas) ir tolyduma is vidaus (4.12 ap#drmas).

5.3 teorema. Sakykime, kadl C R’ yra vartojimo aibé. BiudZeto atitik&iaf is R,
| X galioja (a), (b) ir (c) savybes; Cia

(a) [ yra nulinés eiles teigiamai homogeniska tsYAp, A\w] = B[p, w] kiekvienam
A>0ir (p,w) € RY,

(b) B yratolydiis iSores aibéj@ﬂ“, jei aibe X yra kompaktiSka

(c¢) p yratolydii$ vidaus tokioje kainos—turto b usengjew) € Rﬂ“, kurw > 0,0
aibé X yra iskila.

[rodymas. Tarkime, kad(p, w) > 0ir A > 0. Naudojantis funkcijo® — p-z tiesiSku-
mu, savye (a) iSplaukia i$ lygybiy

BIAp, Mw| ={z € X: (A\p)-x < (A\w)} = SBlp, w)].

(b) savykes jrodymui tarkime, kadp, w) € R‘fjl. Parodysime, kad yra tolydi
iS iSores taskgp, w). KadangiX yra kompaktiSka ai, remiantis 2.61 lema ir 5(&)
teiginiu, biudZeto aib 3[p, w| taip pat kompaktiSka ir tag galima naudotis atitikties
tolydumo i$ iSoes taske (4.8) kriterijumi. Tarkime, kdd,,, w,) — (p,w), kain — oo,
ir x, € B[pn,wy] kiekvienamn. Reikia parodyti, kad egzistuojeegybiy rinkinys
x € B[p,w] ir sekos(z,,) posekis(z,, ), konverguojantis . Remiantis 2.60 teore-
ma, egzistuoja toks € X ir posekis(zy, ), kadz,, — =z, kai k — oco. Kadangi
Dy Tn, < Wy, Kiekvienamk, o skaliarire sandauga yra tolydi funkcija (2.4.7 prati-
mas), taip,,, -x,, — p-z, kaik — oo. ISCiair iSplaukia, kagh-z < w, t.y.z € S[p, w).
Remiantis 4.13 teorema, biudZeto atitiktigra tolydi i$ iSoes taSkep, w).

(c) savykes jrodymui tarkime, kadp, w) > 0 yra kainos—turto b usena su teigiamu
pradiniu turtuw > 0. BiudZeto atitiktiess tolyduma iS vidaus tasSke, w) patikrinsime
naudodamiesi (4.9) kriterijumi. Tarkime, kdg,,,w,) — (p,w) ir x € B[p,w], t. V.
p-xz < w. Reikia rasti tokiaX aibés elementy seka:,,), kadp, -z, < w, kiekvienam
nir x, — x, kain — oco. Pirma tarkime, kag-x < w. Kadangi skaliarig sandauga
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yra tolydi funkcija (2.4.7 pratimas), egzistuoja toks€ N, kadp,-x < w, visiems
n > N. Kiekvienamn < N, paimkime bet kurjc,, € 5[p,, w,], 0 kiekvienamn > N
paimkimez,, := x. Tada, atvejw-x < w, seka(z,,) tenkina trokStama savybe.

Dabar tarkime, kag-z = w, t. y. z priklauso biudzeto krastuB’(p, w). Kadangi
0e Xirw>0,tai0 € fp, w] KadangiX yra iSkila, visi atkarpo$0, z] := {\z: X €
[0,1]} taskai priklausaX. Kadangi(p,,w,) — (p,w), kain — oo, egzistuoja toks
numerisN € Ny, kad visiems: > N, biudZeto krasta®’(p,,, w,) kerta tiese, kurioje
guli atkarpal0, |, vieninteliame taske:, ir toje jos pugje nuo0, kur yraz. Tegul
Ty = Iy, J€I Ty € [0,2] ir 2, := z, Jei T, € [0,2]. Tadap, -z, < pp-Tn = wy.
Parodysime, kad,, — z, kain — oco.

IS tikryjuy, su kievienun, z,, = A,z Su kuriuo nors\,, € [0, 1]. Pakanka parodyti,
kad \, — 1 kain — oco. Tarkime, kad taip @ra. Tada egzistuoja € [0,1) ir toks
sekos(\,,) posekis(\y,, ), kuris konverguoja j, kai k — oco. Kadangi kiekvienant,

peteje prie ribos kak — oo, gaunamev = A\p-xz < p-x = w - priestara, jrodanti, kad
A, — 1. 5.3 teoremos jrodymas baigtas. O

Vartotojo paklausos aibe  Vartotojo problema — pasirinkimas i$ biudZetogsl- sprendZia-
ma naudojantis 3 skyriuje nagétu preferencijos sarySiu. Taigi, toliau tariama, kad
gerybiy aikeje X C Rﬁ yra apibeztas racionalusis preferencijos sarysid. y. tariama,
kad strukt urdX, ») yra alternatyvy laukas, kuris toliau Siame ir kitame skyriuose vad-
inamas @rybiy lauku. DaZniausiai bus tariama, kaehypiy laukag X, >-) yra tolydus.
Remiantis 3.14 teorema tokgiybiu laukas iSreiSkiamas tolydzia naudingumo funkcija
u: X — R.

Tarkime, kad(p, w) € Rﬂ“ yra kainos—turto b usena. Kaip afiks aptarta, var-
totojas renkasi i$ biudzeto @b B(p, w), apibeztos (5.1) sarySiu. Prisimenant paklau-
sos ailesC(B; =) apibeZima (3.3) atvejlB = B(p, w) ir sary§j (3.4), b usena, w)
atitinkanti vartotojopaklausos aibgangl. demand set) yra

D(p,w) = C(B(p,w); =) = {x € B(p,w): (V2 € B(p,w))[x = 2}.
Jei preferencija- yra iSreiSkiama naudingumo funkcija tai

D(p,w) = {x € B(p,w): u(x) > u(z) kiekvienamz € B(p,w)} (5.2)
=: argmaXu(z): = € B(p,w)}.

Sakysime, kadrartotojo optimalaus pasirinkimo problemntari sprendinj kainos—turto
b usenojép, w) € Rﬂ“, jei paklausos adD(p, w) yra netusia.

Salygos garantuojd@ios, kad vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi sprend-
inj gali b uti jvairios. Vienas tokiy salygy rinkinys gaunamas naudojantis iSvada:
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5.4 iSvada. Sakykime, kad vartojimo aib& yra kompaktiska, gerybiy laukdsy, )
yra tolydus ir(p, w) € Rﬂ“. Tada kainos—turto b usendje w) vartotojo optimalaus
pasirinkimo i$ biudZeto aibeB(p, w) problema turi bent viena sprendin;.

[rodymas. Remiantis 5.1 teiginiu, biudZeto &tB := B(p,w) yra kompaktiska. Tada
galime naudoti 3.11 teorema pasirinkimo aib&iB) = D(p,w), kuri ir jrodo iSvada.
O

Pastaraja iSvada galima jrodyti ir kitu b udu. Kadangi tolyduglgjy laukas iSreiSkia-
mas tolydZia naudingumo funkcija remiantis Debreu teorema (3.14 teorema), o biudzeto
aibé yra kompaktiska, tai optimalu€gybiy rinkinys egzistuoja, jei funkcija Sioje a&ife
igyja maksimuma. Taigi vietoje 3.11 teoremos galima naudotis Vejerstraso teorema.

Sia Vejerstraso teorema pasinaudosime pagrisdami kita iSvada apie optimalaus pasirinki-
mo problemos iSsprendziamuma. Skirtingai nuo praeitos iSvados, dabar vartojino aib
neprivalo b uti kompaktiSka, bet atitinkama kainy sistema turi sudaryti tik teigiargi-skai
ai.

5.5 iSvada. Sakykime, kad vartojimo aib& yra uZzdara, gerybiy laukasX, =) yra
tolydus,p € R?H ir w > 0. Tada kainos—turto b usendje, w) vartotojo optimalaus
pasirinkimo i$ biudZeto aibeB(p, w) problema turi bent viena sprendin;.

[rodymas. Kadangip > 0, tai remiantis 5.{c) teiginio antraja dalimiB(p, w) yra kom-
paktiSka aile. Remiantis Debreu teorema (3.14 teorema), preferencija iSreiSkiama toly-
dZia naudingumo funkcija. Tad, kaip ka tik buvo migta, tolydi funkcija bent viena
maksimuma aikje B(p, w) jgyja remiantis Vejerstraso teorema (2.65 teorema). [

Vartotojo optimalaus pasirinkimo sprendinio vienatinumo salygos gaunamos naudo-
jantis Sia iSvada:
5.6 iSvada. Tarkime, kadX C Rﬁ yra iSkila uzdara aibé, o géerybiy laukas(, =) yra

tolydus ir iSkilas. Su kiekviena kainos—turto b'usgna) € Rﬂt&, galioja

(a) paklausos aib&® (p, w) yra netuscia, kompaktiSka ir iSkila

(b) jei, be to, (X, >) yra grieztai iSkila, tai paklausos aib®(p,w) turi vienintelj
elementa.

[rodymas. Remiantis 5.1 teiginiu, biudZeto &hB(p, w) yra netusia, kompaktiska ir
iSkila. Kitos iSvados gaunamos pritaikius 3.20 teigin;. O

5.7 apibrezimas. Tarkime, kad(p, w) € Rﬂ“ yra kainos—turto b usena. Sakysime, kad
Sia b usena atitinkéiai paklausos aibeD (p, w) galiojaWalraso déesnigei D(p, w) yra
netu€ia ir p-x = w kiekvienamz € D(p, w).

Kitaip tariant, Walraso @snis galioja, jei pasirinkimas i$ biudzeto @sbpriklau-

so biudZeto kraStui. Prisimindami lokalaus nepasotinamumo savybe (3.&Zpihs),
turime tokj fakta.
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5.8 iSvada. Jei gérybiy laukag X, >) lokaliai nepasotinamas ir kainos—turto b usena
(p,w) € Rﬂ“ atitinkanti paklausos aib®(p, w) yra netuscia, tai jai galioja Walraso
déesnis.

[rodymas. Pakanka pasinaudoti 34j teiginiu biudZeto aibeB = B(p, w) ir pastelgti,
kad jos vidiniaiX atzvilgiu taskai sudaro aibgr € X: p-z < w}. O

Walraso paklausos atitiktis Tarkime, kadX C RY yra vartojimo aile, (X, =) yra
gerybiy laukas i C Rﬂ“ yra tokia kainos—turto b usefy w) aibe, kurioms vartotojo
optimalaus pasirinkimo problema turi sprendinj, t.y. (5.2) lygybe aditar aile D (p, w)
yra netusia. Tada priskyrimas

¢: (p,w) — D(p,w) C X, (p,w) € D, (5.3)

yra atitiktis ié]R{ﬂ“ | X su apibezimo sritimi.A(¢) = D, kuri toliau vadinamaValraso
paklausos atitiktimiKaip ir biudZeto atitikties atveju,al paprastumo, toliau naudosime
elementq(p, w) vaizdo Zyngjimay|p, w| vietoje p[(p, w)]. Tuo atveju, kai kiekvienam
(p,w) € D, paklausos aibg)(p,w) sudaro vienintelis elementas = z(p,w), tai
funkcijap: D — X vadinamaMNalraso paklausos funkcigu reikSn@mis

p(p,w) =z € {z} = D(p,w) (5.4)

(Zr. komentarus po 2.36 ap#itimo).
Nustatysime pagrindines Walraso paklausos atitikties savybes.

5.9 teiginys. Sakykime, kad( C R% yra vartojimo aibe,(X, =) yra géerybiy laukas ir
» yra Walraso paklausos atitiktis i@ﬂ“ | X. Tada galioja(a), (b), (c) ir (d); Cia

(a) ¢ yranulines eiles teigiamai homogeniska
(b) jei X yra kompaktiska i X, =) yra tolydus, taip apibrézimo sritis yraR‘*!:

(c) jei (X, ) yra iSkilas, taig yra iSkila, t. y. aibép[p, w] yra iskila su kiekviena
kainos-turto b usen@, w) € D;

(d) jei X yraiSkilairuzdara, o X, =) yra tolydus ir grieZtai iSkilas, tap yra funkcija
ISR | X.

[rodymas. (a): Tarkime, kad(p, w) € D ir A > 0. Remiantis ta p&la savybe biudZeto
atitikciai 8 (zr. 5.3 a) teorema) turime lygybes

@[Apv)‘w} = {$ S ﬁ[)‘pa)‘w]: (V zZ € 6[)‘pa)‘w] )[l’ = Z] } = gp[p,w],

jrodartias nulires eies teigiamo homogeniSkumo savybe afit# .
(b): Remiantis 5.4 iSvada, ahp[p, w| yra netusia su kiekviena b userig, w) €
R
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(c): Tegul(p,w) € D, x1,z2 € D(p,w) ir A € (0,1). Galime tarti, kadr; # xo.
Siy elementy i3kilas darinys, := \z1+(1—\)z2 € B(p,w), remiantis 5.1a) teiginiu.
Kadangix; ~ xs, remiantis 3.18) lema,z) = x1 ir ) € D(p,w), deka preferencijos
tranzityvumo.

(d): Remiantis 5.6b) iSvada, ail [p, w] turi vienintelj elementa su kiekviena b use-
na(p, w) € R O

Toliau jrodomas svarbiausias faktas apie paklausos atitikties tolyduma&gs i&aris
tiesiogiai naudojamas pusiausvyros egzistavimui jrodyti.

5.10 teorema. Tarkime, kad vartojimo aib& Rﬂ yra kompaktiSka ir gerybiy laukas

(X, =) yra tolydus. Walraso paklausos atitikt}sis Rﬁ“ i X yratolydi i$ iSores aibéje
¢

REE

[rodymas. Tegul (p, w) € Rﬁt}. Pasirinkimo aik ¢[p,w] = D(p,w) yra netusia

remiantis 5.4 iSvada. 1Sorinio tolydumo savybe tagkev) jrodysime naudodami 4.11

teorema. Tarkime, kad sekép,,, w,)) C R € A(y),

lim (pn, w,) = (p,w) ir x, € D(pp,wy,) kiekvienamn. (5.5)

Reikia rastic € D(p,w) ir sekos(z,) posekj(zy,), konverguojantj jx. Kadangi
D(pn,wy,) C X kiekvienamn ir X yra kompaktas, tai 2.60 teoremogka egzis-
tuoja vektoriuse € X ir | jj konverguojantis posekigz,, ). Kadangi @rybiy laukas
(X, =) yra tolydus, remiantis 3.14 teorema, preferencija iSreiSkiama tolydZia naudingu-
mo funkcijau. Todel pakanka parodyti, kad(xz) > u(y) kiekvienamy € B(p, w).
Imkime bet kuria @rybey € B(p, w) ir kiekvienamn, apibezkime skaiiy

W

op = —— = € (0,1].
" max{p,-y, wn} (0.1]

Kadangi skaliari@ sandauga ir maksimumo funkcija yra tolydzZios, tai

w

lim o, = 1.

n—oco ' max{py,w} -
Todel kiekvienamn, apibezey,, := o,y € B(pn,w,), remiantis (5.5) prielaida, gau-
nameu(zy) > u(yy) ir y, — y kain — oco. Kadangiz,, — z kaik — oo, i$ Cia
iSplaukia, kadu(x) > u(y). Todel z € D(p,w) ir atitiktis ¢ yra tolydi i5 iSoes taske
(p, w); tai ir reikejo jrodyti. O

Paklausos aibiy pavyzdziai Sakykime, kadR? , >=,) yra tobulyjy pakaitaly grybiy
laukas, apibeZtas naudingumo funkcija (3.11), kurioje parametrai b = 1. Vartotojo
su tokiu gerybiu lauku optimalaus pasirinkimo problemos sprendiniai sudaro aibe

{ {(w/plvo)}a kaip2 > P1,
D(p,w) =< {z €RL: pc=w}, kaips=p, (5.6)
{(0,w/p2)}, kaips < p1,
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su kiekviena kainos—turto b usdpaw) = (p1, p2, w) > 0. Matome, kad Si optimalaus
pasirinkimo problema visada turi sprendinj.Cia@u sprendinyséra vienintelis kai abiejuy
gerybiy kainos yra lygios. Tai neprieStarauja (b)6Svadai kadangi tobulyjy pakaitaly
gerybiy laukas ara grieztai iSkilas. Paklausos aifb.6) rodo, kad bus pasirinkta targ-
be, kurios kaina yra mazesnJei abiejy grybiy kaina vienoda, tai optimalus pasirinki-
mas yra biudzeto krastas.

Kitas pavyzdys. Sakykime, ka@?,>,) yra tobulyjy papildiniy grybiy laukas,
apibreztas naudingumo funkcija (3.12), kurioje parametrai b = 1. Vartotojo su tokiu
gerybiy lauku optimalaus pasirinkimo problemos sprendiniai sudaro vieno elemento aibe

D(p,w) = {(w/(p1 + p2),w/(p1 + p2))} (5.7)

su kiekviena kainos—turto b usefpaw) = (p1,p2,w) > 0. Pagal §j pasirinkima abi
gerybes vartojamos kartu ir tad vartotojas iSleisty visus savo pinigusrgbiy poroms,
kuriy kaina yrap; + po.

Siais konkré&iais dviem atvejais vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos sprendi-
mas yra paprastas. Kai kuriais kitais atvejais yra naudinga pasinaudoti funkciju ek-
stremumuy paieskos metodais.

Kobo-Duglaso grybiy laukas Tarkime, kad(R?%, -=,,) yra gerybiy laukas isreiskia-
mas naudingumo funkcija

u(z) = a§ry ¢, x=(v1,22) €ERY, 0<e<],

t.y. laukas, iSreiSkiamas (3.8) funkcija kéi= 2 ir a; = 1 —a — 2 = e. Tegul
p = (p1,p2) > 0ir w > 0. Kadangi Kobo—-Duglasoaybiy laukas yra tolydus, remi-
antis 5.5 iSvada, Walraso paklausossil(p, w) yra netusia. Remiantis 5.6 iSvada, aibe
D(p, w) sudaro vienintelis elementas kadafigt , -, ) laukas yra grieztai iskilas pagal
3.3.4 pratima. Be to, tuo gau pratimu buvo jsitikinta, kad Sis laukas yra lokaliai nepa-
sotinamas ir todl, remiantis 5.9) teiginiu, vienintelis vartotojo problemos sprendinys
guli ant biudZeto krasto (Walras@shis).

Visos Sios Kobo-Duglasaagybiu lauko savybs rodo, kad vienintelis vartotojo prob-
lemos sprendinys = (z1, z2) yra aites

{z} = D(p1,p2, w) = argmaxu(zy,z2): p1o1 + pax2 = w, (x1,22) >0} (5.8)

vienintelis elementas. Sio elemento radimas paprastai formuluojamas kaip salyginio

esktremumo paieSkos uzdavinys, kurio sprendimui naudosime Lagranzo daugikliu metoda.
Suformuluosime 2.118 teorema, kuria remiasi Lagranzo daugikly metodas, atveju,

kai d = 2 ir m = 1. Siuo atveju, apribojimy aib@/, sudaragiy funkcijy gradienty

tiesinio nepriklausomumo salyga yra ekvivalenti tam, kad vienintelis gradientas nelygus

nuliui ir todel gauname:
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5.11 iSvada. Sakykime, kagf, g: R% | — R yra tolydZiai diferencijuojamos funkcijos.
Tarkime, kad funkcijog ekstremumas yra tokiame taske M, = {z € R? , : g(z) =
0}, kuriameVg(z) # 0, tada egzistuoja toks realusis skaiciuskad

Vf(z) = AVy(2).

Siuo teiginiu randamas sKaiis \ ir yra vadinamas Lagranzo daugikliu. Lagranzo
daugiklio metodas reiSkia iSsprendima tyig sistemos (2.76), kuri Siuo atveju virsta
lygCiy sistema

DyL(z, f(2) — ADag(z) = 0, (5.9)
DsL(z,A\) = —g(z) =0,
CiaLy(z) = L(z,\) = f(2) — Ag(2) ir z = (21, 22). ISsprende sistema atzvilgiy, z,
ir A, gauname ekstremumo tasko koordinates.
Sprendziant vartotojo problema (5.8), tequt= w ir g(2) := p121 + p2z2 — w,
z = (21, 22). Tada (5.9) lygiu sistema jgyja pavidala:

{ (¢/z1, (1 = €)/22) = A(p1, p2),

P121 + p2zo = w.

{DlL(z, A) = D1 f(2) — AD1g(z) = 0,
A = Dof
) =

ISsprende Sia sistema kintamuyjy, z2 ir A atzvilgiu, gauname lokalaus ekstremumo
tasSka
1—
v = (af,23) = (w ()w) . (5.10)

Y41 P2

Noredami nustatyti ekstremumo tipa, naudosime 2.119 teorema ir 2.125 teorema kai
d=2irm = 1. Be to, 2.125 teoremojee naudosime matricas

A=HLy\(z") = {DiLi(w*) DZLi(x*)] ir B =Jg(xz*) = [Dig(z*), Dag(z")].

IS ju gauname (2.78) lygybe apéita apribota Hessiana

0 Dig(z*)  Dag(x )]

03: Dlg(.’I}*) DHL)\(I') D12L)\((L‘) (511)

Dag(xz*) DaLx(z*) DaaLa(z")

Naudodami Sias matricas, 2.119 teorema ir 2.125 teorema gauname:

5.12 iSvada. Sakykime, kadl, g: R?H — R yra tolydziai diferencijuojamos funkcijos.
Tarkime, kade* € M, = {zx € R2 : g(z) =0} ir A € Ryratokie, kadVL,(z*) = 0.
Tadax™* yra funkcijosf

(a) lokalus minimumas aibéj&/,, jei detCs < 0;

(b) lokalus maksimumas aibéje,, jei detCs > 0,
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Cia C yra apribotas Hessiana.11)

Pritaikysime §j kreiteriju sprendziant vartotojo problema (5.8), kuripje= w ir
9(2) = p121 + p2ze — w, z = (21, 22). Ekstremumo taSke* su koordinaémis (5.10)
apribotas Hessianas yra

0 D1 P2
Cs = |p1 —p}/(ew?) 0
P2 0 —p3/((1 — e)w?)

Kadangi jo determinantas dét = p?p3/(e(1 — e)w?) > 0, (5.10) yra naudingumo
funkcijos © maksimumo taskas ant biudzeto krasto. Be]H@,+ aibéje yra apibezta
Walraso paklausos funkcija, visiems(py, p2, w) > 0 jgyjanti reikSmep(p1, p2, w) =
x* = x*(p1, p2, w).

Pratimai.

1. Tarkime, kad(R?, =) yra gerybiy laukas apitéZtas CES naudingumo funkci-
ja (3.15). Rasti Walraso paklausos funkcija ir netiesioginio naudingumo funkcija.
Suskatiuoti gauty funkcijy ribas, kai — 0. Atsakymas: kiekvienartp:, p2, w) €
RY iro<p<1

o(p,w) = {(a/pl)l/(l—p)’ (b/m)u(lfp)}

w

+ p2(b/p2)

)1/(1—0) 1/(1-p)

p1(a/p1

5.2 ISlaidy minimizavimo problema

Siame skyrelyje parodoma, kad vartotojo optimalaus pasirinkimo problema galima na-
grineti kitu b'udu - minimizuojant vartotojo iSlaidas. Tarkime, kad vartotojejaily
apibezta naudingumo funkcijm: X — R. Matysime, kad teiginiai:

x* minimizuoja iSlaidas atzvilgiu kaingsaibeje {z € X: u(z) > u(z*)}

x* maksimizuoja grybes atzvilgiu naudingumoaibéje{z € X: p-x < p-a*}

yra dual us.

Netiesioginio naudingumo funkcija. Kaip ir ank<iau, tarkime, kad vartojimo ab

X C R ir (X, =) yra gerybiy laukas, iSreiskiamas naudingumo funkeijaDuotai
kainos-turto b usené, w) € RY™, gerybez € ¢[p, w] tada ir tik tada, kaiv(z) > u(y)

su visomis @rybemisy € B(p,w). Tokiu b'udu naudingumo funkcijes maksimali
biudzeto ailje reikSn@, gerybiy naudinguma iSreiSkia priklausomai nuo kainos-turto
b'usenos, t. y. netiesiogiai.
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5.13 apibrezimas. Sakykime, kadX C Rﬂ yra vartojimo aile, (X, >) yra gerybiy
laukas, iSreiSkiamas naudingumo funkaijair vartotojo optimalaus pasirinkimo prob-
lema turi sprendinj aigjeD C Rﬁ“. Funkcijav: D — R, apibezta reikSmamis

D 3 (p,w) — v(p,w) := max{u(x): = € B(p,w)},
vadinamanetiesiogine naudingumo funkcifangl. indirect utility function).

Netiesiogire naudingumo funkcija yra apiita ailgje D, jei Sioje aileje yra api-
brezta Walraso paklausos atitiktisir priklauso nuo naudingumo funkcijas. Remi-
antis 3.7a) teiginiu, u(z1) = u(xq), jei z1, x2 € p[p, w], (p,w) € D. Todel v(p,w) =
u(e[p, w]) visiems(p,w) € D, t. y. netiesiogig naudingumo funkcija yra Walraso
paklausos atitikties ir naudingumo funkcijos kompozicija, arba: = uop. Remiantis
5.5i8vada, galima nurodyti tokias pakankamas netiesssgimudingumo funkcijos api-
breztumo ailejeR}"! salygas.

5.14 iSvada. Jei vartojimo aibeX yra uzdara ir gerybiy lauka$ X, >) yra tolydus, tai
netiesioginé naudingumo funkcijgyra apibrezta aibéj@l{f;1 = {(p,w) € R™": (p,w) >
0}.

Toliau jrodoma keletas netiesioginio naudingumo funkcijos savybiy.

5.15 teorema. Sakykime, kad vartojimo aib& C Rﬂ yra iSkilas kompaktas, o gery-
biy laukas(X, =) yra lokaliai nepasotinamas ir iSreiSkiamas tolydZigja naudingumo
funkcijau. AibéjeRﬂt} apibrezta netiesioginé naudingumo funkaija- uoD yra:

(a) nedidéjanti koordinatés;, > 0 atzvilgiu ir nemazeéjanti koordinates > 0 atzvil-

giu;
(b) nulinés eiles teigiamai homogeninée
(c) tolydi;
(d) kvazi-iSkila(2.104a) apibrezimak

[rodymas. (a) ir (b) savybiy jrodymai paliekami skaitytojui kaip pratimai. [rodysime
(c) savybe. Remiantis 5.10 teorema, atitiktisyra tolydi i$ iSoes aileje Rﬁ}. Jei
v yra funkcija, taiv yra tolydi kaip tolydziyjy funkcijy kompozicija (2.4.10 pratimas).
Jei ne, tarkime, kadp, w) > 0, ¢ := v(p,w) ir U yra atviroji ¢ aplinka. Kadangi
u tolydi, kiekvienamz € ¢[p,w| C X, egzistuoja tokia atvirojic aplinkaV, C X,
kadu[V;] C U (2.4.9 pratimas). AiBV := U{V,: = € ¢(p,w)} yra atvira (2.58b)
teiginys), p[p, w] C Vir u[V] C U. Remiantisy tolydumu iS iSoes egzistuoja tokia
(p,w) aplinkaW, kad o[W] C V ir todel v[W] C w[V] C U. IS Cia iSplaukiav
tolydumas taskép, w).

Savyles (d) jrodymui naudosime 2.1@8) teiginj, kuriuo remiantis pakanka paro-
dyti, kad kiekvienam: € R, aibe K, := {(p,w) € Rﬁt}: v(p,w) < c} yraiskila. Tegul
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ceR, (p,w), (", w") e K.,\e (0,1)ir (p,w) := \p/,w') + (1= N)(p",w"). Par-
odysime, kadi(z) < ¢ bet kuriamz € B(p, w). Tegulx € B(p,w). Tada

A x4+ (1 =Np'z=pz<w= "+ (1-Nuw"

Palygine kairg ir deSing Sios nelyg@dpuses, galime teigti, kad arpar < w’, arba
p"-x < w” (arba abu kartu). Pirmuoju atveji(z) < v(p’,w’) < ¢ ir antruoju atveju
u(z) < v w") < e Taigiu(z) < ¢ bet kuriamz € B(p,w); tai ir reikejo jrodyti.

U]

ISlaidy funkcija  Tarkime, kadX C Rﬁ yravartojimo aie iru: X — Ryranaudingu-
mo funkcija. Priminsime, kad € X. Bet kuriemsp € RY  ir ¢ > u(0), tegul

E(p,c) = {z € X: pa < pz kiekvienamz € v ![[c, 00)]} (5.12)
=: argmin{p-z: z € X, u(x) > c}.

Sakysime, kadSlaidy minimizavimo probleméangl. expenditure minimization prob-
lem) turi sprendinj kainos—naudingumo lygyie, ), jei aibe E(p, c) yra netusia. Jei
iSlaidy minimizavimo problema turi sprendinf € E(p, ¢) kiekvienam(p,c) € D C
R{H x [u(0), 00), tai sakysime, kad srityj® apibeztaislaidy funkcijae su reikSneémis

e(p,c) :=px* =inf{px: z € X, u(z) > c}. (5.13)

5.16 teiginys. Sakykime, kad vartojimo aib& C RY uZdara, naudingumo funkcija
u: X — Rtolydiir (p,c) € RL, x [u(0),00). I3laidy minimizavimo problema turi
sprendinj kainos—naudingumo lygye, c), jei egzistuoja toks géerybiuy rinkinyg € X,
kadu(zg) > c.

[rodymas. Jei sprendinys egzistuoja, tai jis priklauso aifei= {z € X: p-x < p-x¢},
kuri yra kompaktiska. Aib E(p,c) yra uzdaras kompdios aites K poaibis ir tocl
pati yra kompaktiSka a#ceka 2.61 lemos. Kadangi— p-z, x € E(p, c), yra tolydi,
ji savo apibezimo srityje igyja minimalia reikSme remiantis VejerStraso teorema (2.65
teorema); tai ir reikjo jrodyti. O

Jei naudingumo funkcija: X — R yra neapeZta, tai pastarojo teiginio salyga apie
gerybiu rinkiniozx( egzistavima visada iSpildyta. Taigi tokioms naudingumo funkcijoms,
iSlaidy minimizavimo problema turi sprendinj kiekviename kainos—naudingumo lygyje.

Vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos ir iSlaidy minimizavimo problemos spren-
diniai yra dualus toliau formuluojama prasme.

5.17 teorema. Sakykime, kad{ C Rﬂ yra iSkila vartojimo aibé,(X, =) yra lokaliai
nepasotinamas géerybiy laukas, iSreiSkiamas tolydziaja naudingumo funkcija — R
irp>0.
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(a) Jeiz* € D(p,w) sukuriuonorsw > 0,taiz* € E(p,u(z*)). Beto,e(p,u(z*)) =
w.

(b) Jeiz* € E(p,c) su kuriuo nors: > u(0), tai z* € D(p,p-z*). Be to,u(z*) = c.

[rodymas. (a): Tegulw > 0ir z* € D(p,w). Pakanka parodyti, kag-z* < p-z
visiems tiemse € X, kuriemsu(x) > u(z*). Jei taip rera, tai egzistuoja toks' € X,
kad u(z') > u(z*)ir p-2/ < px* < w. remiantis(X, >) lokaliu nepasotinamumu,
tada galima rasti toki” € X, kadu(z”) > u(z’) > u(z*) ir p-2” < w. Tai reiSkia
egzistavima tokios@ybesz” € X, kadz” € B(p,w) ir u(z”) > u(z*), o tai pries-
tarauja tam, kad:* € D(p,w) (3.7(b) teiginys). Si priestara jrodo pirmaja) dal;.
Antroji dalis yra Walraso ésnisp-2* = w, kuris galioja &ka 5.8 iSvados, ngsX, )
yra lokaliai nepasotinamaggybiu laukas.

(b): tegule > u(0) ir * € E(p,c). Kadangiu(z*) > ¢ > u(0), * # 0 ir todel
p-z* > 0. Pakanka parodyti, kad(z*) > u(z) kiekvienamz € B(p,p-z*). Jei taip
nera, tai galima rasti toki’ € B(p, p-z*), kadu(z") > u(z*). KadangiX iskilair 0 €
X, Az’ € X kiekvienam\ € (0,1). Peme\ pakankamai artl, gauname tokg” :=
', kadp-z” < p-x* ir u(z”) > u(z*) > c - prieStara tam, kad* yra naudingumo lygj
¢ atitinkartios iSlaidy minimizavimo problemos sprendinys. Si priestara jrodo pirmaja
(b) dalj. Remiantis antraja dalimi, j@i(z*) > ¢, tai peme\ pakankamai arti, gautume
u(Az*) > cir p-(A\z*) < p-x* — prieStara, jrodanti teiginj. O

5.17 teorema jgalina nustatyti tokius sarysius tarp iSlaidy funkeijoaetiesioginio
naudingumo funkcijos (5.13 apibezimas): bet kuriemg > 0, w > 0ir ¢ > u(0)
e(p,o(p,w)) =w ir  v(pe(p,c)) =c (5.14)

IS tikryjuy, pirmasis sarySis iSplaukia i antrosias savytes dalies bei to, kad(z*) =
v(p,w). Tuo tarpu antrasis sarysis iSplaukia i$ antrogigssavytes dalies, nes =
u(z*) = v(p, p-x*) ir p-a* = e(p, c). Be kita ko, (5.14) sarySiai reiskia, kad fiksuotam
p > 0,e(p,-)ir v(p,-) yra atvirkstires viena kitai funkcijos.

Toliau jrodoma keletas iSlaidy funkcijos savybiu.

5.18 teorema. Sakykime, kad C Rﬁ yra i8kila ir uzdara vartojimo aibe, o lokaliai
nepasotinamas gerybiy laukéX, ) yra iSreiSkiamas tolydZia ir neapréezta naudingu-
mo funkcijau: X — R. Tada iSlaidy funkcija yra apibrezta srityjé&?H x [u(0),00)

ir jai galioja savybes

(a) pirmos eiles teigiamai homogeniné funkcija atZvilgiu
(b) didejanti koordinateg atzvilgiu ir nemazejanti koordinates, atzvilgiu,
(c) igaubtap atzvilgiu, t. y. kiekvienam > u(0),

e(Ap' + (1 = N)p",¢) = Ae(p',c) + (1 = Ne(®”, ¢),

jeip,,p” >0ir A e (0,1);
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(d) tolydi.

[rodymas. ISlaidy funkcijae apibeZta nurodytoje srityje@ka 5.16 teiginio, nes naudingu-
mo funkcijau yra neapezta.

(a): Tarkime, kadp > 0, ¢ > u(0) ir A > 0. KadangiAp > 0, E(Ap, ¢) yra netusia
aibe. Tegulz* € E(Ap,c), t.y. u(z*) > ¢, e(Ap,c) = (Ap)-z* < (Ap)-z visiems
x € X, kuriemsu(z) > c. Suprastine iS5\ gauname, kag-z* < p-z visiems tiems
x € X, kuriemsu(z) > c. Taigi, p-x* < e(p,c). Pastarojoje nelygydje < galima
pakeisti= nesu(z*) > c¢. Gauta lygybe padaugine MSgauname:(Ap, ¢) = Ae(p, o), t.
y. galioja(a) savyle.

(b): Pirma, reikia parodyti, kad kiekvienam> 0, e(p, ') < e(p,c”), jei < .
Tarkime prieSingai, kad egzistuoja tokie> 0 ir ¢ < ¢, kade(p, ¢') > e(p, ). Tegul
2 € E(p,d)irz” € E(p,c”). Kiekvienam\ € (0,1), tegulz) := \z”. Kadangi
d" > cir pa’ > p-2” pagal prielaida, tah esant pakankamai arti u(zy) > ¢ ir
px’ > p-x) — prieStara tam, kad’ € E(p,c). Tai jrodo pirmaja(b) savykes dalj.
Remiantis antraja dalimi tarkime, kad> w(0), pj, < p}, p; = p; kiekvienaml # h ir
2’ € E(p,d). Tada visiems tokiems € X, kadu(z) > ¢, p'-2/ < p'xz <p’-x, ty.
p-a’ yraaites{p”-x: x € X, u(x) > c} apatinis ezis. To@l e(p’, c) < e(p”, ¢).

(c): Tarkime, kade > u(0), p',p” > 0, px := Ap’ + (1 — X\)p” > 0 su kuriuo nors
A€ (0,1),0x) € E(py,c). Tadau(zy) > cir

e(px,c) = pawy = Ap'xx + (1= N)p"-zx > Xe(p',¢) + (1 — Ne(p”, ¢),

t. y. galioja(c) savyle.

(d): Tarkime prieSingai, kadp,,,c,) — (p,c), bete(pn,cn) # e(p,c) kain —
oo. Remiantis jau jrodytub) teiginiu, seka(e(py, c,)) yra apezta. To@l egzistuoja
konverguojantis jos posekis. Tarkime, kad pati seka konverguoja, t. y. su kuriuo nors
a € R, e(pn,cn) — akain — oco. Tada arbar < e(p, ¢), arbaa > e(p, c). Tarkime,
kad galioja pirmasis atvejis. Antruoju atveju jrodymas yra simetriSkas. Remiantis (5.14)
ir v tolydumu (5.1%c) teorema)c,, = v(pn, (P, cn)) — v(p,a) ir, pagal prielaida,
cn — ¢ =v(p,e(p,c)) kain — oco. Todel v(p,a) = v(p,e(p,c)) arba, naudojantis
apibezimu,

u(lp; al) = u(plp, e(p; c)))- (5.15)

Tarkime, kadz € ¢[p,a] ir y € ¢[p,e(p,c)]. Remiantis Walraso &bniu ir prielai-
da,px = a < e(p,¢) = py. Egzistuoja tokiax aplinkaU, kad visiemsz € U,
p-z < e(p,c), t.y. U C B(p,e(p,c)). Remiantis lokaliu nepasotinamumu randame
tokj z € B(p,e(p,c)), kuriamu(z) > u(zr) = u(y) deka (5.15), o tai yra prieStara
optimalumui. Teoremos jrodymas baigtas. O

Hickso paklausos atitiktis Tarkime, kadX Rﬁ yra vartojimo aile,u: X — Ryra
naudingumo funkcija iD C Rﬁ x [u(0), 00) yra tokia kainos—naudingumo lygilp, c)
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aibé, kurioms ilaidy minimizavimo problema turi sprendinj, t. y. (5.12dilfp, c) yra
netu€ia. Tada priskyrimas

Y: (p,c) = E(p,c) C X, (p,c) €D,

yra atitiktis iSRS x [u(0),00) | X su apibéZimo sritimi D, kuri toliau vadinama
Hickso(kompensuotog)aklausos atititiktim{angl. Hicksian compensated demand cor-
respondence). Kaip ir an&su panasiais atvejais (Zr. Walraso paklausos atitiktis (5.3)),
naudosime element(p, c) vaizdo Zynejima|p, | vietoje ¢[(p, c)]. Jei (5.12) aibs
E(p, c) sudarytos i$ vieno elemento= z(p, c¢) visiems(p,c) € D, taiy: D — X,
vadinamaHickso paklausos funkcijsu reikSnemisy(p, c¢) = x € {x} = E(p, c).

Pagal Hickso paklausos atitikties apima, kiekvienam: € i [p, c|, p-z = e(p, ¢).
Jeivy yra Hickso paklausos funkcija, tai pastarasis sarysis isreiSkiamas lygybe

e(p,c) = p(p, c) (5.16)

kiekvienam(p, c) € D.

Netrukus matysime, kad Hickso paklausos atitiktis yra duali Walraso paklausos ati-
tikCiai su panaSiomis savgimis. PavyzdZiui, Walrasoednis, teigiantis, kad pasirinki-
mas i$ biudzeto a#s priklauso biudzeto kraStui, turi savo analoga Hickso paklausos
atitikCiai.

5.19 apibrezimas. Tarkime, kadp, ¢) € R} x [u(0), c0) yra kainos—naudingumo lygis.
Sakysime, kad §j lygj atitinkaai aibei E(p, c) galiojabeperteklinis naudingumagi

ji yra netu€ia ir u(x) = ¢ kiekvienamx € E(p, ¢). Jeity yra Hickso paklausos atitik-
tis apibeZzta srityjeD ir Si savyle galioja visiems pasirinkimams i&p, ¢| kiekvienam
(p,c) € D, tai sakoma, kad Hickso paklausos afitédd galiojabeperteklinio naudingu-
mo savybe.

Toliau jrodoma keletas Hickso paklausos atitikties savybiu.

5.20 teorema. Sakykime, kad C Rﬁ yra iSkila ir uzdara vartojimo aibe, o lokaliai
nepasotinamas gerybiy laukéX, ) yra iSreiSkiamas tolydZia ir neaprezta naudingu-
mo funkcijau: X — R. Hickso paklausos atitiktigr apibrézta srityjeD = R‘i L X
[u(0), 00) ir galioja savybés

(a) v yranulinés eiles teigiamai homogenineé atitiktis kaipagzvilgiy,

(b) beperteklinis naudingumakiekvienanip, c) € Dirvisiemsz* € ¢[p, ¢], u(z*) =
c,

(c) ¥lp, c] yra iSkila kiekvienanip, c¢) € D, jei laukas(X, =) yra iSkilas

(d) 1 yra funkcija, jei laukag X, ) yra grieZtai iSkilas.
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[rodymas. Hickso paklausos atitiktig) apibeZtumas srityjeD galioja atsiZzvelgiant |
5.16 teiginj, nes naudingumo funkcijayra neapezta.

(a): Tegulp > 0, ¢ > u(0) ir A > 0. Kadangie(Ap,c) = Xe(p,c) remiantis
5.18 teoremoga) teiginiu, jeiz € ¥[Ap, c| tai (A\p) - = e(Ap,c) = Ae(p, c) ir todel
px = e(p,c), t.y.x € Plp,c|, nesu(z) > c. Taigi, P[A\p, c] C ¥[p,c|. Lygiai taip pat
gauname)[p, c] C ¥ [Ap, ¢|. O tai reiSkia, kad)[A\p, c] = ¢[p, c].

(b): Tegulp € R ir ¢ = u(0). Tadaz* = 0 € ¥[p,c]. Jeiz € RL ir z # 0,
tai p-x > 0 = p-x*. Tai reiSkia, kady[p, ¢| turi vienintelj element&) ir todel Siai
aibei galioja beperteklinis naudingumas. Te@ulc) € D, ¢ > u(0) ir z* € ¢¥[p, .
Tadaz™ # 0. Jeiu(z*) > ¢, tai p@éme\ pakankamai arti gaunameu(Az*) > cir
p-(Ax*) < p-z* - prieStara, jrodanti, kad(z*) = c.

(c): Tarkime, kad(X, =) yra iSkilas laukas. Tegulp,c) € D, 2/, 2" € ¢[p,c],
' # 2" irx:= A\’ + (1 — \)z” su kuriuo nors\ € (0,1). Remiantis 3.1@:) teiginiu,
u yra kvazi-jgaubta funkcija ir tagl u(x) > min{u(z’),u(z")} > ¢. Be to,p-x =
Ap-x’ + (1 — Np-z” < p-y visiems tiemgy € X, kuriemsu(y) > c. IS Cia iSplaukia
x € Y[p, .

(d): Dabar tarkime, kad X, ») yra grieztai iSkilas laukas. Tarkime, kad egzistuo-
ja tokie (p,c) € Dir 2’2" € [p,c|, kadz’ # z”. Naudodami praeito paragrafo
Zymejimus ir argumentus gauname, kad 1 [p, ¢] ir u(z) > ¢ remiantis @rybiy lauko
grieztu iSkilumu. Tada pame)\ pakankamai artl gauname:(Az) > cir p-(Az) < p-x.
Tai prieStarauja: minimalumui ir todel ' = 2 = ¢)(p, ¢); tai ir reikejo jrodyti. O

5.17 teorema jgalina susieti Hickso paklausos atitikiij Walraso paklausos atitiktj
©, apibezta (5.3) priskyrimu, tokiais sarySiais: bet kuriems 0, w > 0ir ¢ > u(0),
galioja
%Z)[P, C] = tp[p,e(p, C)] ir CP[P, w] = TZJ[P»U(]%U))] (5.17)
IS tikryjy, remiantis 5.17 teoremds) savybe, jeir* € ¢[p, w], taiz* € Y[p, u(z*)]ir
w = e(p,u(x*)). Kadangiu(z*) = v(p, w), gauname

elp,w] CYp,v(p,w)] it plpe(p,u(a®))] C Ylp,ula”)].

Remiantis tos pélos teoremogb) savybe jeiz* € [p, ], taiz* € ¢[p,p-a*] ir ¢ =
u(x*) = v(p, p-x*). Kadangip-z* = e(p, ¢), gauname

Y[p, e Cplp,e(p,c)] i plp,v(p,p-a”)] C ¢lp,pa].

Dar karta remiantis abiejy savybiy antrosiomis dalimis,” = w ir u(z*) = ¢. IS Cia
iSplaukia (5.17) sarysiai.

Pirmasis i8 (5.17) sarySiy paaisSkina termina Hicksmpensuotojpaklausos atitik-
tis. Kintant kainaip ir esant fiksuotam naudingumo lygmenivii|p, c| iSreiSkia pak-
lausayp, atitinkartia pasikeitusia vartotojo turto verteusj e(p, ¢). Pereinant nuo kain-
osp prie kainosp’, Hickso turto kompensacija vadinamas pokylis) = e(p/, ¢) — w.
Tokiu b'udu, keiantis kainai, Hickso kompensuotoji paklausos atitiktis iSlaiko pastovy
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vartotojo naudingumo lygmenj o tuo tarpu Walraso paklausos atitiktis iSlaiko pastovia
vartotojo turto verteaw.

Gauti (5.14) ir (5.17) sarysiai naudojami kitame skyrelyje, nagjént vartotojo pak-
lausos ésnius.

Pratimai.

1. [rodyti 5.15 Teoremosa) ir (b) savybes.

2. Naudojantis Lagrange daugikliy metodu charakterizuogsib(p, c), p € R .,
¢ > u(0) beperteklinio naudingumo elementus. Nuoroda: naudotis Lagrange
funkcija L(z, \) := p-x — AMu(x) — ¢), x = (x1, z2).

3. Kobo-Duglaso naudingumo funkcijos (3.14) atveju rasti Hickso funkgija c)
ir iSlaidy funkcijae(p, c). Atsakymas: pazyBjusK := [¢ (1 — e)<!],

1—e €
Y(p,c) =cK {6 [Z] ,(1—¢) [ij } ir e(p,c) = Kpipy “c. (5.18)

4. CES naudingumo funkcijos (3.15) atveju rasti Hickso funkdija, c) ir iSlaidy
funkcijae(p, c). Atsakymas:

el TS I N
Y(p,c) = {py [pf +p5] c,ps [pf +p5] cop-

5. Sakykime, kao(IR?H ») yra alternatyvuy laukas apigitas naudingumo funkcija
u(z) = 1 + x9, z = (21,72) € R3.
Rasti atitinkama Hickso paklausos atitiktjir iSlaidy funkcijae.

6. Sakykime, kad vartotojo netiesiogimaudingumo funkcija yra
w

min{pi,pa}’
Rasti iSlaidy funkcijae. Kokia yra Sio vartotojo naudingumo funkcija?

v(p,w) = p=(p1,p2) >0 ir w>0.

7. Sakykime, kadR? , =) yra alternatyvy laukas apibitas naudingumo funkcija
u(z) = min{z, 2}, z = (21,72) € RS
Rasti atitinkama Hickso paklausos atitiktjir iSlaiduy funkcijae.

8. Sakykime, kad vartotojo netiesiogimaudingumo funkcija yra

v(p, w) p=(pL.p2) >0 ir w>0.

B p1+p2’
Rasti iSlaidy funkcijae. Kokia yra Sio vartotojo naudingumo funkcija?
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5.3 Vartotojo paklausos desnis

Vartotojo paklausos @bsniu vadinamas paklausos ir kainos kitimas prieSingomis kryp-
timis, t. y. dicejant kainai paklausa meja ir atvirk€iai. Pirmiausia Siame skyrelyje
parodoma, kad vartotojo paklausassdis galioja Walraso paklausos funkcijai tam tikru

b udu kompensuojant kainos pokys. Antroje skyrelio dalyje jrodomos Slutsky lygtys
glodzioms naudingumo ir pasirinkimo funkcijoms. Siems sarySiams taip pat suteikiama
vartotojo paklausoseasnio interpretacija.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma 3.4 skyrelyje apie preferencijos atsklei-
dima paro@me, kad pasirinkimuy strukt uros sa@y®APA garantuoja tai, kad atskleisti
pasirinkimai yra racional us. Be to, SAPA galioja pasirinkimo struk{BraiC: ), kuria
apibezia racionalus preferencijos sarysis Tokia suderinamumo savybe pritaikysime
tiriant vartotojo pasirinkimus nusakomus Walraso paklausos funkgigpibiezta (5.4)
priskyrimu.

5.21 apibreZzimas. Sakysime, kad Walraso paklausos funkcjajaliojasilpnoji atskleis-
tosios preferencijos aksiomarba SAPA, jei su bet kuriomis dviem kainos—turto b usenomis
(p,w) ir (p/,w") teisinga implikacija:

jei po( ) <w ir op,w)#e@ W) tai plepw)>w.  (5.19)

Si savyle reikia, kad vartotojo pasirinkimas turi b'uti suderintas. B utent, pasirinki-
mo savylesp-p(p/,w') < wir p(p,w) # ¢(p',w’) rodo, jog kainos—turto b usenoje
(p,w), ¢(p, w) yra vertingesnis up(p’, w'). Sis atskleistas pasirinkimas ir SAPA savy-
bé teigia tokio pasirinkimo suderinamuma ta prasme, kad kainos—turo b ugénaoje,
pasirinkusy(p’, w'), negalima pasirinktip(p, w) ir Sis negalimumas iSreiSkiamas tuo,
kad¢(p, w) neprieinamas b usendjé, w').

Parodysime, kad taip suformuluota SAPA Walraso paklausos funkecijaa atski-
ras SAPA atvejis pasirinkimo strukt u@*, C) (zr. 3.27 apibezima). Tarkime, kad
X C Rﬂ yra vartojimo aile ir o: Rﬂt} — X yra Walraso paklausos funkcija, api-
brezta (5.4) reikSamis. Taip pat tarkime, ka#* = {B(p,w): (p,w) € R} ir
C¥[B(p,w)] = ¢(p, w) su kiekviena kainos—turto b usepaw) € Rﬂt}. Patikrinsime,
kad SAPA galioja pasirinkimo strukt urgf*, C ) tada ir tik tada, kai SAPA galioja
Walraso paklausos funkcijai. -

IS tikryjy, tarkime, kad SAPA galioja Walraso paklausos funkcijai Taip pat
tarkime, kadB = B(p,w), B = B(p/,w'), z =p y, z € B'iry € C:[B']. Ta-
da

z=o¢pw), y=e@ ), pe@,w)<w ir pelpw) <uw. (5.20)

Kadangiy yra funkcija, taiz € C;(B’) tada ir tik tada, kaic = y. Jeix # y, tai
remiantis (5.19), teisinga grieZta nely@gyl-p(p, w) > w’ - priestara (5.20), jrodanti,
kadz = y ir todel SAPA galioja pasirinkimo strukt urgB*, C% ).
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Dabar tarkime, kad SAPA galioja pasirinkimo strukt ¢z, C ). Taip pat tarkime,
kad (p, w), (¢, w') € R, 2 1= p(p,w),y = (¢, w'), & £ y ir py < w. Tada

e CL[B(p,w)], yeBpw) ir yeCLBE, v

Remiantis pirmais dviem sarySiais,=* y. Be to, remiantis SAPA pasirinkimo struk-
turai(B*,C%), jeiz € B(p/,w'), taiz € CL[B(p/,w')]. Todel x = y — priestara,
jrodanti, kadz ¢ B(p/,w'), t. y. p'-p(p,w) > w'. Tokiu budu SAPA galioja Walraso
paklausos funkcijap.

Toliau Siame skyrelyje Walraso paklausos funkcija[R{‘_fS} — Rﬂ galima pakeisti
bet kuria kita funkcija, kuri yra nulies eies teigiamai homogeniska funkcija (59
teiginys) ir jai galioja Walraso &snis (5.7 iSvada). Priminsime, kad funkcija yra
nulines eies teigiamai homogeniska, jei bet kuriefpsw) € Rﬂt} irA>0,

o(Ap, Aw) = ¢(p,w).

Taip pat, funkcijaip galioja Walraso dsnis, jei bet kuriemép, w) € R‘j’jﬁ,

pp(p,w) = w. (5.21)

KeicCiantis kainai, kdiiasi kiekvieno vartotojo pradinio turto kaina. Gali atsitikti
taip, kad, pasikeitus kainai, pradinis vartotojo pasirinkimas nepriklauso jo naujai biudZe-
to aibei. Toliau nagriasime tokius kainos pokyus, kurie pradinj vartotojo pasirinkima
iSlaiko jperkamu su nauja kaina. Sakysime, kad kainos pokytis i$ b ugemgg b usena
(p',w") yra kompensuojamagSlutsky prasme), jeiv’ = p’-p(p,w). Kitaip kalbant,
kainos pokytis yra kompensuojamas Slutsky prasme, jei b usémaig pasirinktas
gerybiy rinkinyse(p, w) yra jperkamas busendjé, w'’).

Toliau parodysime, kad SAPA priklauso tik nuo kompensuojamy kainosgupky

5.22 lema.Walraso paklausos funkcijai galioja SAPA tada ir tik tada, kgb.19)galio-
ja kompensuotiems kainos pokycCiams.

[rodymas. Pakanka parodyti, kad, negaliojant SAPA, egzistuoja tokie kompensuotieji
kainos pokgiai, kuriems SAPA taip pat negalioja. Tarkime, kKad, w') ir (p”,w") yra
dvi tokios kainos—turto b usenos kurioms (5.19) negalioja(y, w’) # @(p”, w"),

p//‘gp(p/’w/) S wl/ ”, p/'(p(p/l’w//) é w/‘

Jei bent viename i$ Siy sarySiy teisinga lygytai abiem atvejais turime kompensuota
kainos pokytj, kuriam negalioja (5.19) ir lemos jrodymas tokiu atveju baigtaselTod
tarkime, kad

14

o w') <w ir Pl ') <w'. (5.22)

Tegul
w" —p"-o(p', w')

A= [w — plo(p”, w")] + [w" — p"o(p, w)]

€ (0,1).
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Tada, naudojant Walrase@snj, Siam\ gaunama lygye
A"+ (L= X)p") (', w') = (A + (1 = N)p")-(p", w").

Pazynekimep := \p' + (1 = \)p" ir w := p-o(p’, w’) = p-(p”, w"). Toliau naudojant
Walraso @snj funkcijaip, turime lygybew’ = p’-¢(p’,w’). Tada, naudojant pirmaja
(5.22) nelygybe, gaunama

e (1 _ /\)w// > )\p/_(p(p/’w/) + (1 . )\)p"‘so(p',w’) =w
Walraso @snis = p(p,w)
= N o(p,w) + (1 = Np"p(p,w).

Todel, arbap’-p(p,w) < w', arbap”-p(p,w) < w”. Tarkime, kad galioja pirmoji
alternatyva. Tada(p,w) # o(p',w'), po(,w') = wir pp(p,w) < ', o tai
prieStarauja SAPA kompensuotam kainos gouyis (p’, w') | (p, w). Galiojant antrajai
alternatyvai, prieStara gaunama simetriniu b udu; tai iejeikodyti. O

Toliau jrodoma, kad skyrelio pradZioje n@itasis vartotojo paklausogshis galioja
kompensuotiems kainos pakgms. Kainos pokytj pazyajus Ap := p’ — p, 0 pak-
lausos pokytj pazyeius Ay = ¢(p’,w') — ¢(p,w), nelygybeAp-Ayp < 0 galima
interpretuoti kaip kainos ir paklausos kitima prieSingomis kryptimis.

5.23 teorema.Walras'o paklausos funkcijab galioja SAPA tada ir tik tada, kai kiekvien-
am kompensuotu kainos poky¢iu i§ kainos—turto b'ugenes b usendy’, '), galioja
nelygybe
Ap-Ap = (p = p)-[pW',w") — p(p,w)] <0 (5.23)
/

ir Si nelygybe yra griezta jep(p, w) # ¢(p', w').

[rodymas. Sakykime, kad funkcijajp galioja SAPA ir kainos pokytis iS b usengs w)
i busendp’, w') yra kompensuojamas. Pakanka jrodyti (5.23) su griezta nelygybe kai
o(p,w) # o(p',w'), nes prieSingu atveju akivaizdZiai teisinga lygybraigi, tarkime,
kad p(p,w) # ¢(p/,w"). Kadangi nagriejamas kainos pokytis yra kompensuotas, tai
P -p(p,w) = w'. Be to, remiantis Walras’oasnio iSvadap’-p(p/, w') = w'. 15 Cia
iSplaukia, kad

ple@, w') — o(p,w)] = 0. (5.24)

Dar karta pasinaudojus kompensuoto turto agibmuw’ = p’-¢(p, w) gauname, kad
prekiy rinkinysy(p, w) yra jperkamas esaifp’, w’) kainos—turto b usenai. Teldremi-

antis SAPA, kitas prekiy rinkinys(p’, w’) negali b'uti jperkamas esapt w) kainos—
turto busenai, t. y-p(p’,w') > w. Pastaroji nelygyb kartu su kita Walrasoé&$nio

iSvadap-p(p, w) = w, leidZia teigti, kad

p-le@, w') = (p,w)] > 0. (5.25)
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IS (5.24) ir (5.25) iSplaukia (5.23) su grieZta nelygybe.

Dabar tarkime prieSingai, kad (5.23) su grieZta nelygybe galioja bet kuriam kom-
pensuotam kainos po&ii i$ (p,w) | (p/,w’) ir ¢(p,w) # (p',w’). Jei funkcijaip
SAPA negalioja, tai, remiantis 5.22 Lema, egzistuoja toks kompensuotas kainos pokytis
IS (p,w) [ (¢, w'), kadp(p,w) # @(p', w'), pop(p',w') < wir pp(p,w) = w'. 15Cia
ir Walraso asnio dtka, gauname

ple@ W) —ep,w)] <0 ir Pl w') — e(p,w)] = 0.

Tokiu budu

e(p,w) # e, w) it —p)lel,w) - olp,w)] >0,

o tai prieStarauja prielaidai (5.23) su griezta nelygybe.eTdahkcijai o galioja SAPA;
tai ir reikejo jrodyti. O

Slutsky lygtis  Tuo atveju, kai naudingumo funkcija ir paklausos funkcijos yra glodzios,
galima gauti tikslesne informacija apie paklausos kitimo strukt ura.

Toliau iki Sio skyrelio pabaigos tarkime, kad vartojimo@il C Rﬂ yraiskilair uz-
dara, o lokaliai nepasotinamasrgbiuy laukag X, =) yra grieztai iSkilas ir iSreiSkiamas
tolydzia neapgzta naudingumo funkcija: X — R. Tokiu atveju Walraso paklausos
funkcija p yra apibezta ail@jeRiﬁ}, o Hickso paklausos funkcija yra apibezta aileje
R‘:’H x [u(0),00). Be to, pirmajai i$ Siy dviejuy funkcijy galioja Walraseshis (5.21), o
antrajai galioja beperteklinis naudingumas: bet kuri¢ms) € R% , x [u(0), o),

u(¥(p,c)) = c.

Pradksime nuo iSlaidy funkcijos ir Hickso paklausos funkcijo®, kuriy reikSnes
siejasi (5.16) sarySiu.

5.24 teorema. Sakykime, kad: yra C' funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientu
Vu, o Hickso paklausos funkcija yra diferencijuojama. Kiekvienaip,c) € ]R{?H X
[u(0), 00), iSlaidy funkcijae yra diferencijuojama taSkép, ) ir jos gradientas atzvilgiu
kainos vektoriaus yra

Vpe(p, C) = 1/’(197 C)' (526)

[rodymas.Jeic = u(0), tai ¥(p,c) = 01ir e(p,c¢) = 0 kiekvienamp > 0. Todel
(5.26) galioja atvejuc = u(0). Tegulc > u(0) ir p > 0. Tada visos vektoriaus
¥ (p, c) koordinagés teigiamos. Jei ne, tai naudojant lauko lokaly nepasotinamuma ir
beperteklinio naudingumo savybe, gauname prieStara. ¥gjgic) € RfH.

Kadangi paklausos funkcijai galioja beperteklinis naudingumas((p, c)) = c.
Naudojant kompozicijos diferencijavimo taisyklg iS 2.78 teiginio funkdijai > p;, —
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(uot))(p, ¢) (Ciapy, yrap vektoriaush-toji koordinag), kiekvienamh = 1,..., ¢, gau-
name

n(uoy) (p, ¢ ZDu ¢)) Duihi(p, ¢) = 0.

Kadangiy (p, c) yra skaliarires sandaugos salyginio ekstremumo taskas, remiantis 2.118
teorema sul = £ ir m = 1 funkcijoms f(z) = p-x ir g(z) = u(z) — ¢,z € RY
egzistuoja toks Lagrange daugiklskad kiekvienam =1, .../,

pi = AD;u((p, c)).

Dar karta naudodami kompozicijos diferencijavimo taisykle §j karta funkpjai—
e(p, c) = p-¥(p, ¢), ir panaudoje gautasias iSraiSkas, gauname lygybes

l
Dhe(pv C) = 1/%(1% C) + Zpithi(pv C) = ¢h(p7 C)

kiekvienamh = 1,..., /. ISCiair iSplaukia teoremos teiginys. O

Tai, kad Hickso paklausos funkcija yra iSlaidy funkcijos gradientas, galima panau-
doti, nustatant Hickso paklausos funkcijos Jakobiano savybes, kurias toliau ir iSvardi-
nome.

5.25 iSvada. Sakykime, kaa yra C'! funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientdu, o
Hickso paklausos funkcijg yra C' funkcija. Tada iSlaidy funkcija yra C? funkcija
atzvilgiu kainy—sistemos ir kiekvienam c) € RL ;. x (u(0), oo) galioja teiginiai

(a) Jpo(p,c) = Hpe(p, c);
() J

(P,
(¢) Jp(p,c) yra neigiamai pusapibrezte matrica
pi(

(d) Jp¥(p, c)p =

[rodymas.Remlantls 5.24 teorema;(p,c) = D;e(p,c) kiekvienami € {1,... ¢},

p > 0ir ¢ > u(0). Toliau fiksuokime bet kurj naudingumo lygj> «(0). Kadangii
yraC'! funkcija, remiantis 2.7&%) teiginiu, funkcijap — De(p, c), p > 0, yra diferen-
cijuojama ir funkcijap — D?e(p, c), p > 0, yra tolydi. Taigie yraC? funkcija atzvilgiu
kainy sistemos ir jos antroji iSveséryra simetrie funkcija (2.94 iSvada). Tokiu b udu
kiekvienamj,i € {1,...,¢} ir p > 0, galioja lygytes

Djvi(p,c) = DjDie(p,c) = DiDje(p, c) = Dib;(p, c).
Tai jrodo (a) ir (b) teiginius. Kadangi funkcija yra jgaubta atzvilgip (5.18¢) teo-
rema), remiantis 2.148) teorema, Hessiano matridd,e(p, c) yra neigiamai pusapi-
breze su kiekvienyp > 0, kas jrodo(c) teiginj. Paskutinis teiginys yra Eulerio teore-
mos (2.79 iSvada) paselaynes Hickso paklausos funkcijayra nulines eiks teigiamai
homogenie deka 5.20a) teoremos. O

) yra simetrine matrica
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5.24 teoremoje nurodytomis salygomis parodyta, kad Hickso paklausos funkcijos
reikSme lygi iSlaidy funkcijose gradientui atzvilgiu kainos. Jei manyti, kad iSlaidy min-
imizavimo problema pilnai duali vartotojo optimalaus pasirinkimo problemai, tai toks
pat sarySis tuaty galioti tarp Walraso paklausos funkcijgdr netiesiogires naudingu-
mo funkcijosv gradiento. Parodysime, kad taipma. To priezastimi yra tai, kad Walraso
funkcija nepriklauso nuo naudingumo funkcijos keitimo jos monotonine transformacija,
kuri neketia santykimes preferencijos (3.16 teiginys). Tuo tarpu netiesieginaudingu-
mo funkcijos reikSm priklauso nuo tokios fE@os transformacijos. Tau tarp funkcijy
@ ir v galioja toliau jrodomdroy tapatybdangl. Roy’s identity):

5.26 teorema. Sakykime, kad yra C'! funkcija su niekur nelygiu nuliui gradienf,
o Walraso paklausos funkcijayra diferencijuojama. Su kiekviena kainos—turto b usena
(p,w) € Rfﬁl, netiesioginio naudingumo funkcija yra diferencijuojama ir galioja
lygybe

va(p, w) = 7Dwv(pv w)gp(p, U)),

¢ia Dy,v(p, w) = Dyy1v(p, w) Zymi kryptine iSvestine tasSke, w) kryptimiey .

[rodymas. Funkcijav, b'udama diferencijuojamu funkciju kompozicija, taip pat difer-
encijuojama. Tegul kainos—turto b usépaw) > 0 ir ¢ := v(p,w). Tadac > u(0)
(kodel?). Remiantis (5.14) antruoju sarySiu, lygyb = v(p, e(p, ¢)) galioja visiems
pE Rfﬁl. Diferencijuodami pastaraja lygybe atzvilgiu kainy sistermndaskep, gau-
name

va(p, 6(]5, E)) + Dw’U(ﬁ, 6(]7, 5))vp6(ﬁa 5) = 0. (527)
Pirma, remiantis 5.24 teorema ir po to (5.17) pirmuoju sarySiu, turime
Vpe(p; €) = 1(p, ¢) = ¢(p, e(p, ). (5.28)

Antra, jstate (5.28) | (5.27) ir po to state reikSm@, ¢) = w, gauta i$ (5.14) pirmojo
sarysio, turime

vpv(pvw) + Dwv(ﬁ,w)go(p,ﬂ)) = 07

kas jrodo teoremos teiginj. O

Kadangi Hickso paklausos funkcija priklauso nuo naudingumo lygio, jos r&&Sm
nera tiesiogiai jvertinamos. €&au Hickso paklausos funkcijos Jakobiana galima iSreiksti
per Walraso paklausos funkcija ir jos Jakobiana, kuriy redspriklauso nuo rinkoje
stebimy dydziy. Toliau jrodoma Siy funkciju priklausorgtadinama Slutsky lygtimi.

5.27 teorema. Sakykime, kad yra C'* funkcija su niekur nelygiu nuliui gradientUu,
Walraso paklausos funkcija ir Hickso paklausos funkcija yra diferencijuojamos. Su
kiekviena kainos—turto b usefiaw) > 0,

Jptb(p,v(p, w)) = Jpe(p, w) + Dyp(p, w)p(p, w)". (5.29)
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[rodymas. Tegul kainos—turto b userig, w) > 0 ir ¢ := v(p,w). Tadac > u(0)
(kodel?). Remiantis (5.17) pirmuoju sarySiu, lygy/(p,¢) = ¢(p,e(p,c)) galioja
visiemsp > 0. Kadangi funkcijae yra diferencijuojama eka 5.24 teoremos, difer-
encijuodami pastarosios lyggbi-taja komponente atzvilgiu kainy—sistemosaskep
j-tosios koordinats kryptimi, gauname lygybes

kiekvienami, j € {1,...,¢}. Pirma, remiantis (5.26) ir po to (5.17) pirmuoju sarySiu,
turime

Antra, jstate (5.28) | (5.27) ir po to state reikSm@, ¢) = w, gauta i$ (5.14) pirmojo
sarysio, turime

kiekvienami, j € {1,...,¢}. PerraSe Sias lygybés< ¢ matricy pagalba, gauname

[D;¢i(p,@)] = [Dyi(p, w)] +

Tai ir reikejo jrodyti. O

YpaC svarbi yra Slutsky lygties (5.29) deSinioji gusTen esatios matricos elemen-
tai

sij(p, w) := Djpi(p, w) + Duwei(p, w)p;(p, w).
vadinamipakeitimy nariaigangl. substitution terms), o pati matrip, w) := [s;;(p, w)] €
M*“** vadinamaSlutsky matrica Kadangi Slutsky matric&(p, w) = Jp(p, v(p, w)),
tai remiantis 5.25 iSvada, ji yra simeteiiir neigiamai pusapileze kiekvienam(p, w) €
Rerl.

Remiantis Slutsky matricos neigiamu pusapitiumu, kiekvienam € {1,...,¢}

galioja nelygyle

Sii(pa UJ) = -D’Ll/}’b(pvv(]%w)) S 07
vadinama vartotojo paklausog@shioAyp-Ap < 0 silpna forma. Sios nelygyds inter-
pretacija teigia, kad kiekvienosgybes paklausos ir jos kainos pdkgi yra skirtingo
zenklo kitiems dydziams esant pastoviems.

Tos p&ios Slutsky lygties (5.29) de&je pugje esadios antrasios matricos elemen-
tai vadinamipajamuy nariaig(angl. income term), kadangi jie iSreiSkia paklausos kitimo
dydj atsirandantj atsizvelgiant j turimo turto vestkitima. Remiantis Slutsky lygtimi,
kainos pokgio Ap; sukurtas Walraso paklausos pokytis yra

Ajpi = @i(p+ Apj,w) — pi(p,w)
~ Djp;j(p,w)Ap;j = Djvi(p,v(p, w))Apj — Dypipj(p, w)Ap;.
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Pratimai.

1. Sakykime, kadp = (1, 2, 3): R4, — R3 | yra Walraso paklausos funkcija
su reikSnemis
P2 w P3 w Bp1 w

N 902(p7w) ) 803(p7w)

1pw = —-— = = _—
1) p1+p2+p3p1 p1+ p2 +p3p2 p1+p2+p3ps’

kai (p, w) = (p1,p2, p3, w) € R: . Nustatyti Sios funkcijos teigiamo homogenisku-
mo eile ir kada jai galioja Walrascednis?

2. Sakykime, kad dviejy grybiy ekonomikoje Walraso paklausos funkcijdp, w)
galioja Walraso dsnis. Paklausa pirmajaeg/bei yracw/p;. Rasti antrosios
gerybes paklausa. Kokia yra gautos Walraso paklausos funkcijos teigiamo ho-
mogeniSkumo ed?

3. Patikrinti Slutsky lygtj Kobo—Duglaso naudingumo funkcijos atveju. Siuo atveju
Walraso funkcija yra (5.10), o Hickso funkcija yra (5.18). Be to, pas&ys
K:=a"%1- a)_(l_a), v(p,w) = (w/K)pl_apg_l,

e(p,c) = cKpiph~® it h(p,c)—cK(a(pz)la,(l—a)(m)a).

P2

Po to, rasti Slutsky matrica. Atsakymas

1 1
S(p,w) =wa(l —a) < lpf plplz ) ‘

pip2 p3

4. Sakykime, kadp = (p1,92): R3, — R2, yra Walraso paklausos funkcija.
Dvieju gérybiy pakeiCiamumo elastingunfangl. elasticity of substitution be-
tween two goods) vadinamas dydis

_ Op1(p, w)/@a(p, w)) p1/p2 B .
Salp,w) = d(p1/p2) ) ew) DY T PuPnw) ERy,

(zr. pastabas@ zymejimy esagias po 2.75 apil@zimo). Parodyti, kad CES
naudingumo funkcijagz(p,w) = 1/(1 — p), 0 < p < 1 (2r. 5.1.1 pratima).
Kam lygus&12(p, w) tobulyjyu pakaitaly, tobulyjy papildiniy ir Kobo—Duglaso
naudingumo funkcijoms?

5.4 Grynyjy mainy problema

Tapatinant grybiy lauka su jy vartotoju, galima sakyti, jog iki Siol naggjiome rinka,
sudaryta i$ vieno vartotojo. Siame skyrelyje nagjama rinka, kurioje veikia daugiau
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negu vienas vartotojas ir kiekvienas is jy galigtiskirtingas preferencijas. Esant duo-
tai kainy sistemai, kiekvienas vartotojas renkasi tokj optima&ityliy rinkinj, kurj jam
leidZia asmeninis biudZetas. BiudZetas riboja pasirenkaanygbg) kaina bet ne [@éas
gerybes. Todl esant kainy sistemai fiksuotai, gali vykti visy rinkos dalyviy turinragyg
biy perskirstymas tarp skirtingy vartotojy. Tokia rinka vadinagmgnaisiais mainais
(angl. pure exchange) - joje nevykstargbiy gamyba.

Grynuju mainuy problemara klausimas, kokioje rinkoje egzistuoja tokia kainy sis-
tema, kuri jgalina kiekviena rinkos dalyvj optimaliai rinktis tarp visy rinkoje esamy
gerybiy. Tai yra rinkos bendrosios pusiausvyros (BP) problemos atskiras atvejis, kai
nera gamybos.

Antras Siame skyrelyje nagémmos BP problemos supaprastinimas yra prielaida,
kad kiekvieno vartotojo pasirinkimo problema turi vienintelj sprendinj. Tuo atveju varto-
tojo paklausos ais priklausomye nuo kainos yra Walraso paklausos funkcija. Kitame
skyriuje nagriesime atvejj, kai Si priklausomyyra Walraso paklausos atitiktis.

Grynyjy mainy rinka  Priminsime grynyju mainy rinkos matematinj modelj. Tarkime,
kad esama vartotojy pazyrety indeksais € {1, ...,n}, kurie gali rinktis tarp/ gery-

biy pazynety indeksais € {1,...,¢}. Vartojimo aie X C Rﬁ visiems vartotojams
yra ta pati, téiau kiekvieno vartotojo pasirinkimas yra individualus ir nepriklauso nuo
likusiy vartotojy pasirinkimy. Kiekvienam € {1,...,n}, i-tasis vartotojas yra pil-
nai apib udinamas savergbiy lauku(X, >-;), kuriame preferencija; yra iSreiSkiama
naudingumo funkcija,;: X — R.

Kaip ir ank<iau, kainy sistema yra vektorigs= (p1,...,ps) € Rﬁ, kurio koordi-
nae p;, yra h-tosios grybes vieneto kaina, o kainy sistemas sudéitatokiy vektoriy
aibe ZymimeP C Rﬁ. Iki Siol vartotojo pradinis turtas, iSreiSkiamas kaima= w;,
buvo laikomas nepriklausomu nuo rinkos kainy sistemodoliau Siame skyrelyje-
tojo vartotojo pradinis turtas yra iSreiSkiamasgpiy rinkiniue; = (e;1,...,€;¢) € X,
vadinamupradiniu jnaSu(angl. initial endowment), ir jo pradinio turto kaina yra

¢
wi =pei =) Dhein.
h=1

Tokiu b'udu, pradiniy jnaSy suha;_, e; riboja visoje rinkoje turimy grybiy kieki.
Su kiekviena kainy sistema € P, i-tasis vartotojas renkasi savo biudZetoegib
spresdamas optimalaus pasirinkimo problema, t. y. randa savo paklausos aibe

D;(p) := D;(p,p-e;) = argma>{ui(a:): T € B(p,p-ei)},

Cia, kaip ir anksiau, B(p,w;) = {x € X: px < w;} yra biudZeto aib. 5.6b)
iSvadoje nustatytomis salygomis, su bet kuria kainy sistema0, kiekvieno vartotojo
optimalaus pasirinkimo problema turi vienintelj sprendini= ¢; (p, p-€;), t. y. {z;} =
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D;(p, p-e;). Visy rinkos dalyviy pasirinkimy kaina

n n n
p(zwz) < Zwi :p-(Zei).
=1 =1 =1
Esant optimaliam pasirinkimui, dar lieka klausimas, ar visy vartotojy pasirinktabig
vektorius ) ;" | x; nevirSija rinkoje turimus iSteklius, ribojamus pradiniy jnasSy suma
D €7

Pastarajj klausima suformuluosime kitu b u@erybiy paskirstymiangl. alloca-
tion) rinkoje vadinamas vektorius

(i) == (zi)jey = (21, ..., xp) €X' =X x - x X,

sudarytas i$ kiekvienam vartotojui teniangerybiu rinkiniyz; € X. Jei(z;) yra gery-
biy paskirstymas, ¢e;) = (e;);_, yra pradiniy jnasy rinkinys, taiisuminée pertekline
paklausa(angl. aggregate excess demand), toliau vadinama VPP, yra vektorius

Z((x:) =Y xi— Yy e R
=1 =1

Gérybiy paskirstymasz;) vadinamadeistinu (angl. feasible allocation), jei visunén
perteklire paklaus& ((z;)) < 0. Kitaip tariant, su kiekvienagybeh € {1,...,¢},
i-tajam vartotojui tenkafios h-tosios grykes kiekiy sumod 7" | x;p < D7 e p.

Sakysime, kad kainu sistemuy ajb P yra apibeztavisuminés perteklines paklau-
sos funkcijaC, toliau vadinama VPP funkcija, jei su kiekviena kainy sistema P ir
kiekvienam vartotoju € {1,...,n}, aibejeD; := {(p,p-e;): p € P} C Rﬂ“ yra
apibrezta Walraso paklausos funkcijg, o ¢ funkcijos reiksne yra

¢(0) = Z((pilp, pen))izy) = Y _wilp,prer) = ) _ei € R
=1 =1

Taip pat sakysime, kagrynyjy mainy problema turi sprendinj kainy sistemy aibBje
jei Sioje aiteje apibezta VPP funkcijal ir egzistuoja tokia kainy sistemat € P,
kad ((p*) < 0. Pastaroji nelygyb ((p) < 0 reiSkia, jog vartotoju pasirinktasegy-
biy paskirstyma§ ;" ; ©;(p, p-e;) nevirsija rinkoje turimus iSteklius, ribojamus pradiniy
inaSy suma " , ¢;, 0 tai yra dar vienas anksu mireto klausimo formulavimas.

Nuo kokiy rinka apib udin&iy dydziy priklauso grynuyjuy mainuy problemos sprendi-
mas? Apibendrinant tai, kas pasakygaynujy mainy rinkayra vartotojy pasirinkimus
apib udinantis rinkiny$X, =;,e;)"_, ir kainy sistemy aie P C RY, arba glaustai
grynyju mainy rinka yra rinkinys

&= ((X, =i, e)ieq, P). (5.30)

%

Sios rinkosh usenaadinsime bet kurj vektorig(z;), p) = (z1,...,z,,p) € X™ x P.
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5.28 apibrezimas. Sakysime, kad grynuju mainy rinkofeegzistuoja pusiausvyrgei
egzistuoja tokia Sios rinkos b useia;), p*) € X" x P, kuriai galioja(a) ir (b), Cia

(a) kiekvienami € {1,...,n}, zf = pi(p*,p*-€;), t. y. gerybiy lauka(X, >=;) ir bi-
udzeto aibeB(p*, p*-e;) atitinkantii-tojo vartotojo optimalaus pasirinkimo prob-
lema turi vienintelj sprending;;

(b) gerybiy paskirstymagz;) yra leistinas, t. y. VPR (p*) = Z((x})) < 0.

Grynyjy mainy rinkos b usefi@:}), p*) vadinamaMalraso pusiausvyra p* vadinama
pusiausvyrine kaina

Remiantis ankstesniais apd@imais, galima teigti, kad grynyju mainy rinkofe
egzistuoja pusiausvyra tada ir tik tada, kaiggdP apibezta VPP funkcijd ir egzistuoja
tokia kainap* € P, kad({(p*) < 0. Jei pastaroji savybgalioja, taiz} := ¢;(p*, p*-e;).

Walraso pusiausvyros egzistencija Toliau Siame skyrelyje randamos tokios salygos
grynujy mainy rinkaig, kurios garantuoja Walraso pusiausvyros egzistavima (5.32 is-
vada Zemiau). Tos salygos yra iSreikStbginka sudarantiems elementams. Ciga
pracesime nuo paieskos tokiy tiesioginiy salygy VPP funkgjjakad ¢(p*) < 0 su
kuriuo norsp* € P.

Pirmoji svarbi VVP funkcijos savyd yra jos tolydumas, iSplaukiantis iS Walraso
paklausos funkcijos tolydumo. Si sawleikalinga naudojant Brouwerio nejudamo
tasSko teorema.

Antroji VPP funkcijos savyb yra Walraso dsnis formuluojamas taip:

5.29 apibrezimas. Tarkime, kadP C RY ir (: P — R’ Sakoma, kad funkcija
galiojaWalraso déesnisjei skaliarire sandauga-((p) = 0 su kiekviena kainy sistema
peP.

Jei kiekvienanp € Piri € {1,...,n}, paklausos aibeb;(p, p-¢;) galioja Walraso
desnis (5.7 apit@zimas) ir{;(p, p-e;)} = D;(p, p-e;), tai VPP funkcijai¢: P — R’
taip pat galioja Walrasoasnis. 13 tikro, kiekvienam € P, turime

n

p¢(p) =Y [pwilp, p-ei) —pei] =0. (5.31)
i=1

Walraso @snis VPP funkcijai reiSkia, kad visun@s perteklies paklausog(p) kaina
yra nulis bet kuriai kainy sistemaic P. Kaip veliau bus matyti, Sia salyga galima in-
terpretuoti kaip grynuju mainy rinkos paklausos suderinamuma su pasi ula. Tokiu atveju,
Walraso @snis yra visos rinkos biudZeto apribojimas, reiskiantis, kad visada paklausos
verte turi sutapti su pasi ulos verte.

TreCioji VPP funkcijis savyle yra nulire jos teigiamo homogeniSkumo @ilKaip ir
kitais atvejais, ji iSplaukia iS5 analogiSkos saeghWalraso paklausos funckijai (59
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teiginys). Deka Sios savyés, kainy sistema yra pusiausvyria kaina tada ir tik tada,
kai pusiausvyrine kaina yra vektoriug su kuriuo nors\ > 0. Todel, atvejuP = Rﬁ
pusiausvyries kainos pakanka ieSkoti &je

¢
S:={p=(pn) €RL: D pn=1}.
h=1
Dabar parodysime, kad bet kuri naitas tris savybes turinti funkcijg: S — RY,
turi savybe, analogiSka Walraso pusiausvy(igssalygai (5.28 apil@zimas).

5.30 teorema.Tarkime, kad funkcijg = (¢3): S — R yratolydiir jai galioja Walraso
désnis. Tada egzistuoja toks = (p}) € S, kad((p*) < 0ir (,(p*) = 0 jeip; > 0.

[rodymas. Sukonstruosime tolydZia funkcija: S — S ir parodysime, jog Sios funkci-
jos nejudamas taskas yra ieSkoma kainy sisggmRirmiausia pastadsime, kad kiekvien-
amp € S,

¢

g(p) :=>_max{0,pp + (u(p)} > 0. (5.32)
h=1

IS tikro, prieSingu atveju, egzistuoja tois= (py,) € S, kadg(p) = 0,t. . pp + (n(p) <

0 su kiekvienuh. Kadangip € RY, padauging kiekviena i$ Siy nelygybiy i ir

suckje, gaunamép|? + p-¢(p) < 0. Remiantiswalraso desniu,p-((p) = 0, matome,

kad pastaroji nelygyd prieStarauja tam, kag| > 0. Tokiu b'udu (5.32) saveghgalioja

kiekvienamp € S.

Kiekvienamp € S'ir h € {1,..., ¢}, tegul

fu(p) == max{0, ps + Cu(p)}/9(p)-

Remiantis (5.32)Y 4_, fn(p) = 1, o reikénes f(p) = (f1(p),-.., fe(p)), p € S,

apibezia funkcijaf iS S | S. Nesunku jsitikinti, kad funkcijaf yra tolydi, nes tokia
yra funkcija¢. Tada, remiantis Brouwerio teorema (4.1 teorema), egzistuojaptoks
(py) € S, kad f(p*) = p*, t.y. kiekvienamh € {1,..., ¢}

pp, = max{0, pj, + Cu(P")}/9(P")- (5.33)
Tegul I, yra aite tokiy indeksih € {1,..., ¢}, kuriemsp; + (5 (p*) < 0. Kiekvienam
h € Iy, remiantis (5.33), turimp; = 0. Todelindeksy aib I := {1,...,¢}\ Iy netu€ia
ir (p(p*) < 0jei h € Iy. Be to, remiantis Walrasoasniu,
ST PG (") = p*C(p°) = 0.
hel

I$ kitos pugs, remiantis (5.33), kiekvienam € I, 0 < p; = [p; + ¢.(p™)]/g(p*).
Padaugine kiekvienos lyggls abi puses i&,(p*) ir sudeje, gauname

1 * 1 * *
> [l ))* = [1 - m} > phG(p) =0.

g(p ) hel hel
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Taigi kiekvienamh € I, (4(p*) = 0ir p; > 0. Kartu su ank&iau jrodyta savybe
indeksams: € Iy, gauname teoremos teigin;. O

Toliau suformuluosime grynyjy mainy rinkos (5.30) savybes, kurios garantuoja, kad
VPP funkcija yra apilkiZta ir iSpildo visas pastarosios teoremos prielaidas.

5.31 teorema. Sakykime, kad = ({X, =;,e;}, R% ) rinkai galioja (a), (b) ir (c), tia
(a) vartojimo aibéeX C Rﬂ yra kompakti ir iSkila

(b) kiekvienami = 1,...,n, gérybiy laukag X, ;) yra tolydus, grieZtai iskilas ir
lokaliai nepasotinamags

(c) kiekvienam =1,...,n,0 # e; > 0 yra pradinis jnasas.

Tada VPP funkcijg yra apibréezta aibéjé&ﬁ, tolydi, nulines eilés teigiamai homogenine
ir jai galioja Walraso désnis.

[rodymas. Kiekvienam vartotojui € {1,...,n}irp € R., w = p-¢; > 0 ir, remiantis
5.4 iSvada, paklausos &lD;(p, w) yra netusia. Kadangi kiekvieno vartotojoagybiy
laukas yra grieZtai iSkilas, 5&) teiginys rodo, jog kiekvienad;(p,w) turi vienitelj
elemnta, t. y. aibjeﬂ%iﬁrl apibeztos Walraso funkcijog;, i € {1,...,n}. Todel pirma,
aibéje Rﬂ yra apibezta VPP funkcijal. Antra, remiantis 5.10 teorema, kiekviega
funkcija yra tolydi ir tocel kompozicija

p — (p,p-€e;) — Di(p,p-e;)

yra tolydi aiteje Rﬂ kiekvienami € {1,...,n}. Taigi, Sioje ailgje yra tolydi ir VPP
funkcija ¢. TreCia, ji taip pat yra nulies eies teigiamai homogeninfunkcija kadangi
v; yra nulires eies teigiamai homogeninfunkcija pagal 5.9:) teiginj. Galiausiai,
remiantis 5.7 iSvada (Walras@shis), visiemg € R’ yra teisinga lygyk (5.31), t. y.
VPP funkcijai¢ galioja Walraso dsnis; tai ir reilejo jrodyti. O

I$ 5.30 ir 5.31 teoremy gaunama

5.32 isvada.Jei £ = ({X,>;,e;},R}) rinkai galioja 5.31 teoremos(a), (b) ir (c)
teiginiai, tai joje egzistuoja pusiausvyra.

[rodymas. Remiantis 5.31 teorema, a'ﬂjeRﬂ apibezta VPP funkcija, kuri yra tolydi,
nulines eies teigiamai homogenrenir jai galioja Walraso ésnis. Kadang{ yra nulires
eiles teigiamai homogenntai( (p) = ((Ap) SUX = 1/(p1+- - -+p¢). Kadangizp € S,
pakanka nagrieti ¢ apibezta aieje S. Tada remiantis 5.30 teorema, egzistuoja tokia
kainy sistema™* € S, kad((p*) < 0. Tai reiSkia, kad grynyjy mainy rinkoje egzistuoja
pusiausvyra; tai ir reijo jrodyti. O
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Cobbo-Douglaso rinkos mainai. Rasime Walraso pusiausvyra grynuju mainy rinkoje
(5.30), kurioje yra dvi grybes ¢ = 2), vartojimo aite X = R?%, kainy sistemy ai®
P = RZ | ir du vartotojai ¢ = 2), kuriy gerybiy laukai(R2 , =;), i = 1,2, apib@zti
naudojant Cobbo-Douglaso naudingumo funkcijas: kiekviemam(z;, z2) € Ri,

ur(z) = (21)%(22)' 7%, O0<a<1, ir wug(x)=(x1)b(x2)'" 0<b<l.

Be to, abiejy vartotojy pradiniai jnasai yra, atitinkamai= (1,0) ir e2 = (0,1). Nau-
dojant vartotojo su Cobbo-Douglaso naudingumo funkcija optimalaus pasirinkimo prob-
lemos sprendinj (5.10), pirmojo vartotojo Walraso paklausos funkgija= (¢11, p12)

yra apibeZzta su kiekvienw = (p1,p2) > 0:

p11(p,per) = (aper)/pr =a,  pi2(p,p-e1) = ((1—-a)p-e1)/p2 = ((1—a)p1)/pe.

Antrojo vartotojo Walraso paklausos funkcija = (21, ¢22) yra apibezta kiekvienam
p=(p1,p2) >0

pa1(p, p-e2) = (bp-e2)/p1 = bp2/p1, pa2(p,prea) = ((1 —b)p-ea)/p2 =1—b.

Rasime VPP funkcijg(p) = z1(p) + 22(p); Ciazi(p) := wi(p,p-ei) — e, i = 1,2,
Pirmajam vartotojui

z1(p) ={a—1,(1—a)pi/p2} it pzi(p) =pi(a—1)+pa(l —a)pi/p2=0.
Antrajam vartotojui
22(p) = {bp2/p1,—b} Ir p-z2(p) = p2b—p2b = 0.

Tokiu b udu VPP funkcijg yra apilezta teigiamame kﬁgyﬁ+, ir jai yra teisingas
Walraso @&snis. Walraso pusiausvyros kaina gausime iSsprende sistema

{ G1(p) = z11(p) + 221(p) = a — 1+ bpa/p1 = 0,
p1+p2=1.

Taigi Cobbo-Douglaso rinkos mainy Walraso pusiausvyros kaina yra tokia kainy sistema
p* = (p},p3), kuriaipy /p3 = b/(1—a). Gi, Walraso pusiausvyro®gybiy paskirstymas
yra

r] = @1(p*,p*e1) = (a,b) ir x5 =2(p*,p*e2) =(1—a,1-0).

Pratimai.
1. Grynyju mainuy rinka sudaryta i$ dviejy vartotojy su naudingumo funkcijomis ir
pradiniais jnasais:
ui(z) =alnz; + (1 —a)lnzy, e =(0,1)
ug(x) = min{xy,x2}, e2 = (1,0),

Cia0 < a < 1. Rasti Walraso pusiausvyra.
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2. Grynyjy mainy rinka sudaryta i dviejy vartotoju su netiesiegiis naudingumo
funkcijomis ir pradiniais jnasais:

vi(p,w) =lnw—alnp; — (1 —a)lnpy, e =(1,1)

v2(p,w) =Inw —blnpy — (1 —=b)Inpy, €2 =(1,1).

Rasti Walraso pusiausvyra.



6 Skyrius

Konkurencines rinkos pusiausvyra

Sutalpindamas daugybeegi ir jas apimdamas tikslia simboline iSraiSka, Skarimas
yra intelektiniy galiy atrama ir atminties apsauga, o kartu éigiglrama tas &as lyginant
ir susiejant. Vertingagrybe, kurios neturi jokie kiti mokslai!

Janas Sniadeckis, 1818.

Siame skyriuje pusiausvyros egzistencija nagjema tokioje rinkoje, kurioje be
gerybiy vartojimo taip pat vykstaggybiu gamyba.

6.1 Gamintojo problema

Gamybavadinamas procesas, kurigrgbes, vadinamas iStekliais (angl. resources),
transformuoja sukurdamas kitasrgbes, vadinamas produktu, skirtas arba galutiniam
vartojimui arba naudojamas kaip iStekliai kitam gamybos procesui. Gamybos iStekliais
gali b'uti: Zera, darbas, kapitalas ir Zaliavos. Gamyba taip pat apima paslaugas, tokias
kaip transportavimas, medicina, Svietimas ir panaSiai. Gamybos tikslas maksimizuoti
pelna. Siame skyrelyje formuluojamas pelno maksimizavimo problemos matematinis
modelis.

Gamybos aile Siekdami konkretumo tarkime, kad gamyba vykdoma firmoje. Fir-
ma, naudodama iSteklius egybes, gamina kitasagybes, vadinamas produktu. Budas
naudojamas iSteklius paversti produktu vadinamas gamybos b udu arba metodu. Alter-
natyv us gamybos b udai sudaro gamybos technologijy aibe. Tarkime, kad firma susijusi
su/ dviejy r uSiuy - iStekliais ir produktais egybemis, kurios kaip ir anksau, Zymimos
indeksuh € {1,...,¢}. Be to, ta pati grybe negali b uti ir iStekliu ir produktu.

Jei h-toji gerybe yra tarp gamybos iStekliy, tai ji yra vadinama gamybos veiksniu
(angl. factor of production), o jos suvartojama kiekj Bsime neigiamu skdiumi
yn < 0. Jeih-toji gerybe yra gamybos produktas, tai Siosrgbes pagaminta kiekj
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zymesime teigiamu skéiumi y, > 0. Laikantis Sio susitarimo, aybiy vektorius
y = (y1,...,y0) = (yn) € R vadinamagyamybos planuVisi technologidkai jmanomi
gamybos planai sudaro aibge C Rf, vadinamagamybos aibeGamybos planag € Y
vadinamas (technologiskaéfektyviy jei nera kito tokio gamybos plang’ € Y, kad
y > yiry # y. Kitaip tariant, gamybos planas yra efektyvus, jeranb udy pagam-
inti daugiau esant tam pem iStekliy kiekiui, arba pagaminti tiek pat naudojant maziau
iStekliy.

Bendrosios pusiausvyros gamybos teorijoje tariama, kad gamybes’ait R
iSpildo tokias salygas:

(a) 0 €Y, interpretuojant Sia prielaida, kaip galimybe nieko neveikti;
(b) egzistuojay € Y, kurio bent viena koordinatteigiama;
(c) jeiy >0iry €Y, taiy = 0.

Prielaida(c) vadinama ,fera piety veltui“, nes pagal ja i$ nieko galima pagaminti tik
nieka. Toliau laikysime, kada), (b) ir (¢) salygos yra visada iSpildytos. Kitos toliau
minimos salygos galioja tik tada, kai yra nurodytos.

Sakysime, kad gamybos @b yra

(d) uzdara, t.y. jei sekdy;} C Yiry; — y € RY, taiy € Y;
(e) iSkila, t. y. jeiy',y" e Yir A e [0,1],tai\y’ + (1 = N)y" €Y;
(f) monotonirg, t.y. jeiy € Yiry <y, taiy €Y.

Gamybos aibs uzdarumo salygeema vien tik technia. Nesunku patikrinti (6.1.1 pra-
timas), kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklausssatenai (2.56 apibri-
mas). Gamybos a@s monotoniSkumo salyga interpretuojama atsiZzvelgiant j susitarima
del gamybos plano vektoriaus kordiia zenklo. B'utenty’ < y reiSkia, kad pagal
gamybos plang’ produkcijos yra pagaminama maziau arba tiek pat, naudojant tiek pat
arba daugiau iStekliy. Pastaroji prielaida taip pat reiSkia, kad papildomas iStekliy ar
produkcijos kiekis sunaikinamas be jokiy kasty (angl. free disposal).

Greta mirety gamybos ais savybiy, daZnai vartojama jos kompaktiSkumo prielai-
da. Ji grindziama tuo, kad reagje iStekliy aile yra visada baigti prieSingu atveju
nereilety ir ekonomikos. Pastébime, kad monotoniSkumo ir kompatiSkumo prielaidos
nera suderinamos.

Kartais patogu gamybos aiiié apib udinti naudojant funkcija. Funkcifa: R —

R, vadinamatransformacijos funkcijajei Y = {y € R*: F(y) < 0}ir F(y) = 0
tada ir tik tada, kaiy yra efektyvus gamybos planas. Efektyviy gamybos plang aib
{y € R*: F(y) = 0} taip pat vadinamaransformacijos siengangl. transformation
frontier).
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Gamybos funkcija Paprastumo elei toliau daznai tarkime, kad gamybos produktu
yra tik viena/-toji geryke. Tuo atveju gamybos aild¢ sudaro vektoriai

y= (ylv" . 7y€) = (_xla"'a_xﬁ—lvu) = (—x,u)

su koordinagmisxz; = —y; > 0,...,2_1 = —ye_1 > 0ir u = y, > 0. Kiekvienam
z € R, jei gamybos aib monotoniska if—,0) < 0, tai (—z,0) € Y, kadangi
0eY.

Tegul0 e W C Rfl ir funkcija f: W — R yratolydiir f(0) = 0. Sakysime, kad
f yragamybos funkcijapibeztaiStekliy aibejelV, jei aibei

YVi={(-z,u): zeW, 0<u< f(z)}

galioja (a), (b) ir (c) savykes, ir(—z,u) € Y yra efektyvus gamybos planas tada ir
tik tada, kaiu = f(x). Interpretuojant taip apibZta gamybos funkcijg galima sayti,
kad kiekvienamz € W, f(z) yra maksimalug-tojo produkto kiekis pagaminamas
naudojantr iStekliy. Remiantis gamybos ab(b) salyga, egzistuoja toks € W, kad

f(x) > 0.

Toliau kiekvienamu > 0, apibeSimeu lygj atitinkanCia gamybos iStekliy aibe
Wu)={zeW: (—z,u) €Y} ={zeW: f(z)>u}

Cia W(u) = o jei nera gamybos iStekliy, reikalingy pagamirttosios grybes u
vienety. Aibe gamybos iStekliy, kuriy pakanka pagaminti lygigienety/-tosios @ry-
bées ZynesimeQ (u) ir vadinsimeizokvantat. y. kiekvienamu > 0, izokvanta yra aig

Qu)={zeW: f(z)=u}=f"[y
Jeiu # u' tai izokvantog) (u) ir Q(u') nesikerta. Todl lygybe

w=Jww = ew

u>0 u>0

reiSkia, kad izokvantos suskaido istekliy ailde| nesikertagias aibesy)(u) — ekviva-
lentumo klases. Tokiu b'udu kiekvienang W, f(z) = ujeix € Q(u).

Gamybos aibiy pavyzdziai. Vienai$ pirmujy ir dazniausiai naudojamy gamybos funkci-
ju pavyzdZiy yra Cobb’o-Douglas’o funkcija:

—bHa: x = xzeRe L

Ciab ir a; yra teigiamos konstantos. Si funkcija pasirodo ir kaip naudingumo funkcija
individualaus alternatyvy pasirinkimo teorijoje (zr. (3.8)). Atvéje= 3 ir a1 = as =
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a € (0,1),t.y. esant dviems iStekliy r uSims ir vienai produkty r usiai, Cobb’o-Douglas’o
gamybos funkcija apib udinama gamybo®ajita

Y = {(~x1,—x2,u) € R3: 21 >0, 20>0,u>0,u< ztlzx;—a}.
Be to, kiekvienamu > 0,
W(u) = {(z1,22) €RY: u < afry ™} i Qu) = {(z1,22) € RY: u=afay ).

yra gamybos iStekliy a#ir izokvanta.

Kita daZnai ekonometriniuose darbuose naudojama gamybos funkcijastavios
transformacijos elastingum@ngl. constant elasticity of substitution) arba CES funkci-
ja:

—1
f(z) = b(Zaixf)l/p, x=(1;) € Rﬁfl,
i=1

Ciab > 0, p # 0ir a; > 0. Gamybos aib, gamybos iStekliy adhir izokvanta apileZzi-
amos kaip ir Cobb’o-Douglas’o atveju. diau, priklausomomai nuo parametpp Siu
aibiy savyles yra gerokai jvairess.

Tarkime, kadu > 0 ir b > 0. Leontief'o technologijos gamybos alerdwejeR? yra
apibeziama taip:

Y = {(—x1, —x2,u) €ER3: 21 >0, 29 >0, u >0, u < min{azy, b} }.
Be to, kiekvienamu > 0,

W) = {(z1,22) € R:: u < min{azy,bra}},
Qu) = {(v1,72) € RZ: u = min{ax,bxa}}.

Sios technologijos gamybos funkcija yfér) = min{az1, bxo} visiemss = (x1, 29) >
0.

Pelno maksimizavimas. Firmos ekonominiu pelnu yra laikomas skirtumas tarp pa-
jamy ir kasty. Pajamos ir kastai priklauso nuerybiy kainos, uz kuria parduodami

gaminiai ir uz kuria perkami iStekliai. Be to, pajamos ir kastai priklauso ir nuo fir-
mos veiksmy: gamyb@veikla, gamybos sanauduy pirkimas, reklamos pirkimas it t. t.

Pazynejus tokius veiksniugvy, . . . , v, ), bei nuo ju priklausatias pajama#® (v, . . . , vy,)
ir kaStusK (vy, . .., vy,), pelno maksimizavimo problema turi tokia iSraiSka
max {P(vy,...,v,) — K(vi,...,0,)}. (6.1)
V1yeeeyUn

Toliau nagriresime firmos veikla atsizvelgdami tik | dviejuy r usSiy apribojimus: tech-
nologinius ir rinkos. Pirmieji - technologiniai - apribojimai yra iSreiksti gamybos aibe
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Y. Antrieji - rinkos - apribojimai yra susije su kaina. Firma negali parduoti savo pro-
dukta brangiau negu jos gaminiy vartotojai sutinka BiokBe to, firma negali pirkti
iSteklius pigiau negu jy tigdjai sutinka parduoti grybes, reikalingas gamybos planui
y € Y. Apskritai optimalus pelno maksimizavimo problemos sprendimas reikalauja
nagrireti abu apribojimus kartu. Téu konkurencias rinkos modelyje gamybos pel-
no maksimizavimo problema yra naggjama esant duotai kainai, tai yra kaina laikoma
egzogeniniu kintamuoju. Kitaip tariant, firma negali savarankiSkai nustatyti kainos nes
rinka yra konkurencie. Taigi, firma pelna maksimizuoti gali rinkdamasi tik gamybos
aibés ribose. Toks firmos modelis yra vadinarkaskurencine firma

Toliau nagrirejama gamintojo pelno maksimizavimo problema. Tarkime, kasl
Y yra gamybos planas, p € P C Rﬁ yra kainy sistema, kaip ir iki Siol, sudary-
ta i8 gamybos plang esaiiiy gerybiy vienety kainy. Kadangi gamybos plane=
(y1,...,ye) teigiami skatiai iSreiSkia gamybies veiklos sukurtasagybes, o neigiami
skatiai iSreiSkia suvartojamasegybes, tai skaliarie sandauga-y yra lygi pajamuy ir
kaSty skirtumui, t. y. lygi firmos pelnui esant duotai kainy sistemai P. Pelno mak-
simizavimo problema (6.1) konkurenéis firmos atveju reiSkia klausima ar egzistuoja
gamybos planag € Y, kuris maksimizuoja pelna-y. Kadangi funkcijay — p-y,
y € Y, yratolydi, remiantis Weierstrass’'o teorema, pelno maksimizavimo problema turi
sprendinj jei gamybos ait}” yra kompakti. Kitaip tarianty* € Y yra pelno maksimiza-
vimo problemos sprendinys, jeip{p-y: y € Y} = p-y*. Tokiu atveju Zynesime

Ty (p) = n(p) == py* = max{p-y: y € Y}.
Jei kiekvienanmp € P, aibe
Sy(p) = S(p) :=argmaX{p-y: ye Y} ={y" € Y: py* =sup{py: y € Y}}

yra netusia, tai sakoma, kad yra apidtta konkurencies firmospelno funkcijap —
7(p), p € P, o atitiktisny C P x Y, apib@zta priskirimup — ny [p] := Sy (p), p € P,
vadinamapasi ulos atitiktimi

6.1 teiginys. Sakykime, kad gamybos aibec R’ yra uzdara, i3kila ir monotonine, o
k'ugyjeP C RY yra apibrezta pelno funkcijay ir pasi ulos atitiktis), . Tada

(a) ny yranulinés eilés teigiamai homogenjné

(b) my yra pirmos eiles teigiamai homogeninée

(c) my yraiSkila jei P yra iskila aibe

(d) my yratolydiiS apacCios, t. y. duotiems € P ir ¢ > 0 egzistuoja tokia, aplinka
U C P, kadny (p) > 7y (po) — € visiemsp € U.

[rodymas. Tarkime, kadp € P, A > 0ir y € Sy(p). Tadap-y > p-z visiemsz € Y.
Kadangi

(Ap)y = A(py) = A(p-z) = (Ap)-z
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visiemsz € Y, gaunamey € Sy (Ap) it my (Ap) = Amy(p). Jeiy € Sy(Ap), tai
panasiai gauname € Sy (p), kas jrodo lygybeSy (Ap) = Sy (p) ir tvirtinimus (a) ir
(b).

Tarkime, kad aib P yraiskila,p’,p"” € Pir A € (0,1). Tadap := A\p'+(1—\)p” €
P ir egzistuojay € S(p). Atsizvelgiant | skaliariés daugybos tiesiSkuma ir pelno
funkcijos apibeZima yra teisinga nelygyb

Ty (p) = (Ap”r (1 —A)p”>-y = A" y)+ A =X (p"y) < My () + (1= Ny (")

Tai reiskia, kad pelno funkcijay yra iSkila ir yra teisingasgc) tvirtinimas.

Tarkime, kadpy € P, e > 0ir yp € S(po). Tadapg-yo = m(po) ir remiantis skaliar-
inés daugybos tolydumu (2.4.7 pratimas) > po-yo— € Visiemsp esantiems pakanka-
mai artipg, Tuo labiau yra teisinga nelygghr(p) > 7w(pg) — € visiemsp esantiems
pakankamai aripg, kas ir jrodo(d) tvirtinima. O

Yra teisingas stipresnis pastarojo teiginif) tvirtinimas, jei papildomai gamybos
aibe Y yra kompakti. Tuo atveju pelno funkcija, yra tolydi savo apibezimo aiteje, t.
y. galioja teiginys

6.2 teiginys. Jei gamybos aib& c R’ yra netustias kompaktas, tai pelno funkeija
yra apibrezta ir tolydi aibgjer’, | .

[rodymas. Kiekvienamp > 0, y — p-y, y € Y, yra tolydi funkcija ir, remiantis
Vejerstraso teorema (2.65 teorema), ji jgyja maksimuma, t.y. pelno funkgijsira
apibezta ailéjeRﬂ+. Remiantis 6.1 teiginidc) tvirtinimu, pakanka jrodyti funkcijos
my tolyduma i$ virSaus. Tarkime, kagh > 0 ir ¢ > 0. Kadangi skaliarid daugyba
yra tolydi dvieju argumenty funkcija, kiekvienagm e Y, egzistuoja tokia vektoriaus
po atvira aplinkal (y) ir tokia vektoriausy atvira aplinkal/(y), kadp-z < po-y + €
visiemsp € U(y) ir z € V(y). Atviros aplinkos{V (y): y € Y} sudaro aibsY
atvira padengima. Kadandi yra kompaktas, tai egzistuoja baigtirkis padengimas
V(y1),...,V(ye). TegulU := N¥_ U(y;). TadaU yra vektoriaugp, atvira aplinka.
Tegulp € U iry € Y. Egzistuoja toks € {1,...,k}, kady € V(y;). Kadangi
p € U(y), tai
Py < poyi + € < m(po) + e

Kadangiy € Y yra laisvai pasirinktas, tai(p) < m(po) + €; tai ir reikejo jrodyti. [

Gamybos pasi ulair iStekliy paklausa Veltarkime, kad firmos produktas yra tik viena
(-toji géryke, t. y. atvejis, kai efektyvus gamybos planas nusakomas vektogiugai
(—z, f(x)) €Y CRLz e W C prl, o f yra gamybos funkcija apibZta gamybos
iStekliy aiteje W. Siuo atveju kainy sistema Zysime taip:p = (¢,7) € R} su
q:= (p1,...,pe_1) ir r := py, 0 atitinkama gamybos plano kaina

py=(q,7)(~z, f(z)) =rf(z) — gz, z€W CRL
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Tada pelno funkcija galima iSreiksti taip: kiekvienang R, ir g € Rﬂ—l,
w(q,r) = sup {rf(z) —qz: € W}

Jei maksimumas jgyjamas viename taSke, taéjaimﬂ yra apibezta funkcija¢ su
reikSmemis
&(g,r) = argma>{rf(x) —qx: zeW},
vadinamadstekliy paklausos funkcijg@ngl. factor demand function), o kompozicija=
fo€& vadinamaasi ulos funkcijéangl. supply function).
Prie Sio gamybos modelio griSime 6.3 skyrelio pabaigoje nagami bendraja pu-
siausvyra.

Pratimai.
1. Jrodyti, kad kiekvienas efektyvus gamybos planas priklauso gamybeés siénai.

2. [rodyti, kad gamybos a#Y su vienu gamybos produktu yra iSkila tada ir tik tada,
kai gamybos funkcijg yra jgaubta.

3. Jei gamybos aibY su vienu gamybos produktu yra iSkila, tai atitinkama néitus
gamybos iSlaidy abWW (u) taip pat iSkila.

4. Sakykime, kad gamybos @&l C R’ yra uzdara, i3kila ir monotoni [rodyti,
kadY = {y € R®: py < my(p) visiemsp € R} }.

5. Tarkime, kad gamybos funkciji(z) = alnzy + blnzy, = (z1,22) > 0ir
a,b > 0. Rasti paklausos ir pasiulos funkcigs n, bei pelno funkcijary .
Nuoroda: naudotis atskyrimo teorema.

6. Tarkime, kad gamybos funkciji(z) = z¢z8%, z = (x1,22) > 01ir a,b > 0.
Rasti iStekliy paklausos ir pasi ulos funkcifas ), bei pelno funkcijary . Kokias
salygas privalo tenkinti ir 5? Nuoroda: kintamuosius,, x5 iSreiksti pery :=

a..b
$1$2.

6.2 Socialire sistema ir jos pusiausvyra

Socialine sistema galima laikyti grupe subjekty, kurie daro sprendimus, neb utinai ekono-
minio pob udzio. Svarbiausias tokiy sprendimuy bruoZzas yra tas, kad renkamasi i$ leistiny
sprendimy aibs ir pasirinkimai gra visiskai nepriklausomi vienas nuo kito. Kiekvienas
subjektas galimus sprendimus renkasi pagal savo asmenines preferencijas, o jo pasirinkima
riboja visuy kity tokios sistemos subjekty pasirinkimy rezultatai. Pagringiio skyrelio

teorema (6.5 teorema) nustato salygas, kada tokioje sistemoje egzistuoja pusiausvyra,
t.y. tokia b'usena, kada visi subjektai pasirinko i$ jam leistiny sprendineg &ibera

poreikio keisti sprendima.
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Optimaliy sprendimy aibe Socialine sistema sudaro bet kuri baigtisubjekty aib,
besielgiagiy racionaliai ir priklausomai nuo vienas kito pasirinkimy. Kaip ir atiks

au, racionalumas reiskia tai, kad maksimizuojama preferencijas iSreiSkianti funkcija.
Tarkime, kad socialies sistemos subjekto pasirinkima i$ alternatyvigai riboja
aplinka, priklausanti nuo b usenos iS&aity’. Taigi, priklausomai nuo b usenbs T,
socialires sistemos subjektas gali rinktis tik iS poaibi@d) C Q.

Sistemos subjekto pasirinkimo optimaluma apib udina funkgijod” x Q — R
reik8me f(t,q), (t,q) € T x Q. Duotai aplinkos b usenaic T, socialires sistemos
subjektas ieSko tokio elemengoc ~(t), kuris maksimizuoja funkcijg (¢, -). Tarkime,
kad duotant € T, visyoptimaliy sprendimy aibgra

u(t) = {z" € y(t): f(t.z") = sup f(t,2)} # 2. (6.2)
z€(t)
Kaip ir ansiCiau, ekonominiy sprendimy atveju, tariame, kad, kiekvienamT', ne-
tu&ia p(t) aibe gali tueti daugiau nei viena elementa, tyyyra atitiktis iS7' | Q.
Toliau nustatomos salygos tam, kad atitikii® uty tolydi i$ iSazs.

6.3 lema. Sakykime, kad" ir ) yra euklidiniy erdviy poaibiai,(Q yra kompaktiska,
f: T x @ — Ryratolydi funkcija ir yra tolydi su kompaktiskais vaizdais atitiktis i$
T Q. Tada(6.2) lygybe apibrézta atitiktig. yra tolydi i$ iSores aibéjd".

[rodymas. Pirmiausia parodysime, kad kiekvienang 7', 1.(t) yra uzdara aigje Q. 1S
tikro, teqult € T, seka(q,) C wu(t)ir g, — q € Q, kain — oo. Kadangi~ turi
uzdarus vaizdusy(t) yra uZzdara aigje @ ir todel ¢ € ~(t). Parodysime, kad € u(t).
Kadangi kiekvienam, ¢, € u(t), tai f(t,q,) > f(t, z) visiemsz € ~(t). Kadangi
f(t,-) yra tolydi funkcija, seka f(t,q,)) konverguoja kain — oo | f(t,q) ir todel
f(t,q) > f(t,z) visiemsz € ~(t). Todel ¢ € u(t), o u(t) yra uzdara kiekvienam
t € T. KadangiQ yra kompaktiSka aib, tai ir 4(t) yra kompakti kiekvienant € T
(2.61 lema), t. yu turi kompaktisSkus vaizdus. Taigi, galima naudotis 4.11 teoremos
kriterijumi iSoriniam atitikties tolydumui.

Tarkime, kad sekat,,) C T konverguoja ity € T, 0 ¢q, € u(t,) kiekvienamn.
Reikia parodyti, kad egzistuoja poseKis,, ), konverguojantis | kurj norg(ty) aibes
elementa. Toks posekis konverguojantis jesib” elementa egzistuoja, kadangiyra
kompaktas. RaSymo paprastumui tarkime, kad pati $ekakonverguoja jg0 € Q.
Reikia parodyti, kadyy € u(tyg). Kadangig, € ~(t,) ir atitiktis v yra tolydi i3 iSoes,
tai go € y(to) remiantis ta péia 4.11 teorema. Tad pakanka parodyti nelygybe

f(t[), qo) > f(to, Z) visiemsz € ’y(to). (63)

Tarkime, kad: € ~(ty). Kadangi atitiktisy yra tolydi i$ vidaus, remiantis 4.13 teorema,
egzistuoja tokia sekdz,} C @, kuri konverguoja iz ir z, € ~v(t,) kiekvienamn.
Todel kiekvienamn yra teisinga nelygy® f(t,, q,) > f(tn, zn). Kadangif tolydi,
Sioje nelygyleje peeje prie ribos kah — oo gauname, kad yra teisinga (6.3) nelygyb
tai ir reikejo jrodyti. O
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Socialines sistemos pusiausvyra Tarkime, kad toliau apil@Ziamoje socialigje siste-
moje yraN subjekty Zymimy indeksaise N := {1,..., N}. Taip pat tarkime, kad
Q; yra netusias euklidires erdes poaibis kiekviename NV, 0Q := Q1 X --- X Q.
Kiekvienami e N'ir ¢ = (¢1,- - -, Gi—1,4i,Gi+1,- - -, gN) € Q, tegul

Tii=Q1 %X Qi1 XQip1 X+ X QN (6.4)

ti = QN\Z = (Qh e i1, 4541, - - - 7QN) S ﬂ? (65)
t.y. vektoriust; gautas i§ iSmetusi-taja koordinatg;. Vektoriust; = g, ; interpretuo-
jamas kaip aplinkos poveikistajam socialigs sistemos subjektui. Kiekvienaine N,
tequl f;: T; x Q; — R yrafunkcija, oy; yra atitiktis iST; | Q;. Taip apibeztas rinkinys

E= (Qu f’iv ’Y’L) = (Q’Lv fiu rYZ)ZE./\/’
vadinamadDebreu socialine sistema bet kuris elementag € () vadinamas Siosis-
temos b usen&albant neformaliai, Debreu socialia sistemos pusiausvyra laikysime
tokia jos b useng = (¢})ien € Q, kurios kiekviena komponeat;” yra nuo aplinkos
poveikio qj([\i priklausartioje galimy sprendimuy aéje fyl-(q/*\/\i) ir, be to, Sioje aibje
maksimizuoja funkcijqfi(q;[\i, ).
Tiksliau kalbant, kiekvienam e N ir t; = gzn; € Ti, tegul
,ui(ti) = {Z* S %‘(ti): fi(ti,z*) = sup fz(tz,z)} C Ql (66)
2€7i(ti)

6.4 apibrezimas. Sakoma, kad egzistuojaebreu socialinés sistemd®);, fi, vi)ien
pusiausvyrajei egzistuoja tokia sistemos b usefia= (q¢i,...,q%) € Q, kadg] €
,ui(qj;/-\i) kiekvienam: € N. B'usena* vadinama Debreu sociaks sistemos pusi-
ausvyra.

Kitame skyrelyjeQ; bus interpretuojama ekonon@s rinkos kontekste arba var-
tojimo aibe, arba gamybos aibe arba kainy sistemy aibe. Debreu sesialstemos
b usena bus konkurencies rinkos b usenagpbusi-tojo rinkos subjekto pasirinkimas,
gamybos planas ar kainy sistema. Funkgjjdus, atitinkamai, naudingumo funkcija,
gamybos plano kaina ir visurmiis pertekli@s paklausos kaina, o tuo tarpu (netrivialia)
atitiktimi ~; bus biudzeto aib.

Debreu socialias sistemos, o tuo pa ir konkurencims rinkos pusiausvyros egzis-
tavima jrodysime remdamiesi Kakutani teorema apie nejudama taska atitiktims.

Dabar jau pasiruoSe jrodyti pusiausvyros egzistavima tam tikroms Debreu social-
inés sistemoms. Primename, kad tolEsteoremos viena i$ salygu, funkcijos kvazi-
jgaubtumas, yra nusakyta 2.1@%apibezime.

6.5 teorema.Sakykime, kad kiekvienane N/, Q; yra netuscias, kompaktiskas ir iSkilas
euklidines erdves poaibis, funkcifa: T; x Q; — R yra tolydi ir kvazi-jgaubta pagal
antrajj argumenta, o atitiktisy; iS T; | Q; yra tolydi, bei turinti iSkilus ir kompaktiSkus
vaizdus. Tada egzistuoja Debreu socialinés sistef@Qsf;, v:)icA- pusiausvyra.
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[rodymas. Tegul @ := Q1 x --- x Q. ApibreSime atitiktj i5Q | Q ir parodysime,
kad ji turi nejudama taska nusakantj ieSkoma Debreu soembistemos pusiausvyros
b'usena. Tarkime, kade A. Pagal prielaiday;(t;) yra kompaktiSka ai kiekvienam
t; € T;. Todel tolydi funkcija f;(¢;, -) maksimuma aigje~;(t;) igyja kuriame nors taske
z* € ~i(t;), o ui(t;), apibezta (6.6) sarySiu, yra visy tokiy tasky @ibkadangi aibs
wi(t;) C Q4 t; € Ty, yra netusios, tai jos apitgZia atitikt] i; iS T; | Q; kiekvienam

i € N. Tada kiekvienang = (q1, ..., qn) € V, turime netu§ia aibe

i(q) :== (p1(gan1)s - - - un (@) C @,
t. y. i yra atitiktis iSQ | Q. Pagal §j ir 6.4 apil@Zimus, Debreu socials sistemos
(Qi, fisi)ien buseng™ € @ yra pusiausvyra tada ir tik tada, ki € [i(q*), t. y.
kai ¢* yra atitiktiesi nejudamas taSkas. Parodysime, kad atitiktiSpildo Kakutani
nejudamo tasko teoremos salygas (4.19 teorema).

Aibe Q = Q1 x --- x Qu yra netusias, kompaktiskas ir iSkilas euklidis erdes
poaibis, kadangi tokia yra kiekviena i$ ailfly, : € N. Kadangi atitiktisy; ir funkcija
f: iSpildo 6.3 lemos salygas, atitiktis yra tolydi i$ iSoes aileje T; kiekvienam: € V.
Tegul

fi(q) = pilaan) (6.7)
kiekvienam: € A/. Nesunku patikrinti (6.2.1 pratimas), kad kiekvienaatitiktis i$ Q |
Q); taip pat tolydi i$ iSoes aileje Q. Panasiai, tiesiog tikrinant apiitima ar naudojantis
4.11 teoremos kriterijumi, nesunku jsitikinti (6.2.2 pratimas), jog atitiktis

fi= (i, fin) (6.8)
taip pat yra tolydi i$S iSa¥s aileje . Kas cl atitikties iz vaizdy iSkilumo, kiekvienam
i e Nirq e Q, aibe ji;(q) yra dviejy aibiyy; (¢;) ir

{z* € Qi fi(ty,2") = sup fi(ti,z)} (6.9)
2€7;(ts)

sankirta. Pirmoji aib yra iSkila pagal prielaida, o antroji yra iSkila ngét;, -) yra kvazi-
jgaubta funkcija (6.2.3 pratimas). TeldSkilomis yra ju sankirtog;(¢), : € N/, bei aile
f(q) = (f1(q), ..., an(g)) kiekvienamg € Q. Tokiu b'udu iSpildytos visos Kakutani
teoremos (4.19 teorema) salygos, irédbcbmiantis Sia teorema atitiktisturi nejudama
taSka; tai ir reilejo jrodyti. O

Sia teorema naudosime kitame skyrelyje, jrodant konkuré@saimkos bendrosios
pusiausvyros egzistavima.

Pratimai.
1. Jrodyti, kad atitiktis/i; apibeZta (6.7) lygybe yra tolydi iS iSes aileje Q).
2. |rodyti, kad atitiktis: apibeZta (6.8) lygybe yra tolydi i$ iS5 aileje Q.
3. lrodyti, kad aile, apibezta (6.9) lygybe, yra iSkila.
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6.3 Rinkos bendroji pusiausvyra

Siame skyrelyje nagrzjama rinka, kurios subjektai yra vartotojai ir gamintojai. Kadan-

gi tokia rinka iS principo gali apimti visa Salies ekonomika, Zodziai rinka ir ekonomika
Siame skyrelyje yra sinonimai. Kaip ir grynyjy mainy rinkos atveju, aalama tokios

rinkos bendroji pusiausvyra ir nustatomos jos egzistavimo salygos. Matysime, kad ben-
drosios pusiausvyros egzistavimas iSplaukia i$ jau aptarto pusiausvyros egzistavimo De-
breu socialieje sistemoje.

Arrow—Debreu ekonomika Tarkime, kad rinka sudaro vartotojag V = {1,...,n},
gamintojaij € G = {1,...,m} ir bendri iStekliai, kuriuos sudarb gerybiy vektorius
e € RY. i-tajj vartotoja apibudina neitia jo vartojimo aile X; C R’ ir Sioje aiteje
apibreztas racionalus preferencijos sarysist.y. pora(X;, =;) yra gerybiy laukas.j-
taji gamintoja apib udina netti& gamybos aiY; C R’. Tokiu budu Arrow—Debreu
ekonomikos modelis arba, trumpiau, Arrow—Debreu ekonomika yra rinkinys:

&= (Xi, =, Yj,e) = (Xi, =i)iev, (Y))jea, €)- (6.10)
Bet kuris gerybiy rinkinys
(i, y5) = (@1, Zn, Y1y, Ym) € X1 X - X X, X Y] x -+ x Y, C RE+m)

vadinamas paskirstymu (angl. allocation).
£ ekonomikos paskirstyma;, y;) atitinkantivisumine pertekliné paklaugsa gery-

biy vektorius
Z(ﬁUz‘,@/j) = Z% - Zyj —eeR
icV jEG

Del zenklo vartojimo vektoriujg;, visos suvartojamosegybes yra su pliuso zenklu, o
visos sukuriamos@ybes yra su minuso zenklu. Tokiu b udu vektoriiis;, y;) koor-
dinaké yra neigiama, jei atitinkamosegybes rinkoje yra perteklius, ir yra teigiama, jei
tos gerybes rinkoje yra nepakankamai. Primename, kad paskirstymag; ) yra leisti-
nas, jei jj atitinkanti visumig perteklire paklausaZ (z;,y;) < 0. Kaip jau aiSkinome
1.3 skyrelyje, paskirstymo leistinumas reiskia rinkos subalansuotuma.

Arrow—Debreu ekonomikos modeli®ra pilnas nagrigjamos situacijos apib udin-
imas. PavyzdZziui, jameana nustatyti individualaus vartotojo resursai. Tai gali b uti
daroma keliais budais. Siame skyrelyje naudojamas resursy vartotojams paskirstymas
grindZiamas privéios nuosavyes principu.

PrivacCios nuosavyles ekonomika Vartotojo problema, suformuluota 5.1 skyrelyje,
yra vartotojo galimyb optimaliai rinktis i$ biudzeto aéds. Kitaip tariant;-tojo vartotojo
pasirinkimas, maksimizuojant savo preferencijas, yra ribojamas turima biudZeto aibe
Bi(p,w;) = {z € X;: p-x < w;}, Cia kaip ir ank8iaup € P C ]R{ﬂ yra kainy sistema,
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0 w; yra pradinis turtas. Taigi, vartotojos pasirinkimai priklauso nuo kainy sistemos ir
nuo pradinio turto, kuris Arrow—Debreu ekonomikoje daranapibeztas.

Privatios nuosavyes ekonomikoje-tojo vartotojo pradinj turtav; sudaro pradiniy
inasuy, Zymimuy vektoriumi;, verte ir turtas, gaunamas iS gamintoju pelno. Tokj paskirstyma
galima pagristi, kai dalis gamintojy firmos nuosagglpriklauso vartotojams. Be to, in-
dividualiy jnasSy suma turi sutapti su bendry iStekliy vektoriami y.

e=>Y e (6.11)

eV

Tarkime, kad{6;;} = {6;;: i € V, j € G} yra rinkinys tokiy realiy neneigiamy
skatiy, kad) ;. 0;; = 1 kiekvienamj ¢ G. Sia salyga interpretuosime tuo, kad
visa firmos nuosavydyra privati ir priklauso atskiriems vartotojams. Pagjgy-tojo
gamintojo gauta pelnay, laikysime, jogi-tojo vartotojo pradinis turtas yra

w; = wi(p) = p-e; + Z 0515
jeG
Gamintojo problema, suformuluota 6.1 skyrelyje, yra parinkimas tokio gamybos tech-
nologijos, kuri leidZia gauti didZiausia pelng, esant duotai kainai. Prisiminkime, kad
j-tojo gamintojo-firmos gamybos &lY; C R¢ yra sudaryta i3 grybiy vektoriyy; taip,
kad suvartojamoseagybes kiekis turi neigiama zenkla, o pagaminamesytes kiekis
turi teigiama Zenkla. Tokiu b udu duotam kainos vektgrigi P, minetasisj-tojo gam-
intojo pelnas yrar; = 7;(p) = max{p-y: y € Yj}, ir todel i-tojo vartotojo pradinis
turtas yra
wi(p) = p-ei + > _Oymi(p),  kiekvienami € V., (6.12)
jeG

Apibendrinant sakysime, kagrivaCios nuosavybées Arrow—Debreu ekonomyjka
vartotojy pasirinkimus nusakantis rinkin{X’;, =;, ¢; }_,, gamintojy pelno paskirstyma
tarp vartotojy nusakantis rinkiny@;; }, gamybos aibiy rinkinygY;}; ir kainos sis-
temy aite P, arba glaustai (privdos nuosavybs) Arrow—Debreu ekonomika yra rinkinys

&= (Xi,=4,Yj,€i,0i5, P). (6.13)

Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyra Tarkime, kad€ yra privaios nuosavyes
Arrow—Debreu ekonomika. Sios ekonomikwssenaadinamas visy vartotojy pasirink-
tu gerybiy vektoriy rinkinys(z;) = (z1, ..., zy), Visy gamybos plany vektoriy rinkinys
(yj) = (y1, - - -, ym) ir kainy sistemos vektoriys € P, arba glaustai b usena yra rinkinys

(@i, Y5,p) == (15, Tny Y1y -+ - Ym, D) € X1 X X X XY X+ XY X P C REAmAL)

6.6 apibrezimas. Sakysime, kad (6.13) rinkiniu nusakytos Arrow—Debreu ekonomikos
& busengz;, y;, p*) yrapusiausvyrajei
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(a) kiekvienami € V, 2z € Dx,(p*, wi(p*)), t. y. 2} yra vartotojo optimalaus
pasirinkimo problemos sprendinys, atitinkantesgpiy lauka( X;, =;) ir biudZeto
aibe B; (p*, w;(p*));

(b) kiekvienamj € G, y; € Sy;(p*), t.y. y; yra pelna maksimizuojantis gamybos
planas esant kainy sistemsi

(c) visumire perteklire paklaus& (z;,y;) < 0ir p*-Z(z7, y;) = 0.

Lyginant su grynyjy mainy rinkos pusiausvyra (5.28 agiiimas), Arrow—Debreu
rinkos modelyje, greta vartotojo dalyvauja ir gamintojas, o vartotojo pasirinkimas gali
tureti ne vienintelj optimaly sprendinj. Kaip rodo kitas teiginys, Arrow—Debreu ekonomikos
pusiausvyroje kiekvienas vartotojo optimalus sprendinys priklauso jo biudzeto krastui.

6.7 teiginys. Jei £ yra Arrow—Debreu ekonomika su privacia nuosavyberif, yj,p*)
yra Sios ekonomikos pusiausvyros b usena;tai’ = w;(p*) kiekvienam € V..

[rodymas. Remiantis 6.6 apil@zimo (a) savybep*-x; < w;(p*) kiekvienami € V.
PrieSingai teiginiui tarkime, kad egzistuoja nors vienas vartotgjasrio pasirinkimo
kainap*-z} < w;(p*). Tada sumuojant pagal visise V, griezta nelygyb vis dar
galioja ir, naudojant (6.11) bei (6.12), gauname

doptar < D> wip) =) phei+ Y Y 0iypTy;

eV eV = i€V jed

= plet ) phy =) phay —ptZ(]y)).
JjeG eV

Sios grieztos nelygyds kaie ir desire pugs yra lygios kadangi*-Z (=7, y;‘) =0, remi-
antis 6.6 apibezimo(c) savybe. Gauta prieStara jrodo teigini. O

Kadangi Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyros bTJs(eﬂD@;f,p*) komponen-
tesx; ir y; priklauso nuo kainy sistemgs’, atitinkamos visumias perteklies pak-
lausos reikSras Z(a:;*,y;?) taip pat priklauso nuo kainy sistemos. Ta priklausoeyb
iSreiSkiama atitiktimi

) = > ex, 0" wi") = > 0y, (") = {e} (6.14)
i€V jeaq
= {Z(=},y)): of € ox, (P wilp")), ¥} €y, (p*)} C RS,

Ciapx, yra paklausos atitiktis iy, yra pasi ulos atitiktis.
Dabar jau galima jrodyti bendrosios pusiausvyros egzistavimo teorema Arrow—Debreu
ekonomikai.

6.8 teorema. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomiKgyra toks rinkinyg6.13) kad
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(a) kiekvienam € V, vartojimo aibeX; C R yra iskila, kompaktiska ir egzistuoja
toksz; € X;, kadz; < e;;

(b) kiekvienami € V, gerybiy laukaq X;, ;) yra tolydus, iSkilas ir lokaliai nepa-
sotinamas

(c) kiekvienamj € G, gamybos aib&; C R’ yra i3kila ir kompaktidka

(d) P =R, N\ {0}
Tada Arrow—Debreu ekonomikaofeegzistuoja pusiausvyra.

[rodymas. Remiantis 5.%) ir 6.1(a) teiginiais, paklausos atitiktig x, ir pasi ulos ati-
tiktis 7y, yra nulines eibs teigiamai homogeniskos. Teldulines eibs teigiamai ho-
mogenisSka yra visumas perteklies paklausos atitktis (6.14). Remiantis 6.6 agifimu,
kiekvienam\ > 0, b usengz, y;, Ap*) yra pusiausvyra tada ir tik tada, kai pusiausvyra
yra busené;, y;,p*). Be to, abi b usenos turi tagia visuming pertekling paklausa
Z(xf, yj). Tokiu b udu galima tarti, kad kainy sistemyéalbyra simpleksas

S={p=(pn) €RY: Y pr=1} (6.15)
h
Aibé S yra iSkila ir kompaktiSka (6.3.1 pratimas). Toliau parodysime, kad Arrow—
Debreu ekonomik& yra Debreu sociali@ sistema sudaryta igvartotojy,m gamintojy
ir vieno fiktyvaus rinkos dalyvio, kuris renkasi kaina.
ApibreSime Debreu socialing sister(@;, f;,vi)icn taip, kadN = {1,...,m +
n+1}, N:=n+m-+1ir

X, jeii=1,...,n,
Q=< Y _, jeii=n+1,....,n+m,

S jeii=N=n+m+ 1.
Visos ; aibes yra netusti, kompaktiki ir i3kili euklides erdesR’ poaibiai, t. y. jos
iSpildo 6.5 teoremos reikalavimus Siomséiitis Tegul Debreu sociaBs sistemos b use-
nag € Q1 x --- x Qn yra Arrow—Debreu ekonomikos b us€ng, y;, p). Toliau api-
breziama socialies sistemos subjekto pasirinkima vertinanti funkgija 7; x Q; — R,
CiaT; ir jos elementat; = gy~ ; apibezti (6.4) ir (6.5) sarySiais. Remiantis 3.14 teo-

rema, kiekvienam € {1,...,n}, egzistuoja grybiy lauka(X;, ;) iSreiSkianti tolydi
naudingumo funkcija;. Taigi Siemsi, sarySiu
filani i) = uiwi), z; € Xj, (6.16)

apibrezta funkcijaf; yra tolydi, nes nuo pirmojo argumento nepriklauso. Be to, ji yra
kvazi-jgaubta pagal antrajj argumenta remiantis 3.19 teiginiu. Toliau, i {n +
1,...,n+m}, tai

fi(q./\/'\ivyi—n) ‘= DYi-n, Yi—n € Yi—n. (6.17)
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DeSirgje pugje esanti funkcija yra bitiesinir tocel f; yra tolydi, bei kvazi-jgaubta pagal
antrajj argumenta. Pagaliau, jeE n +m + 1 = N, tai

filaanirp) == pZ(ziy;), pEP (6.18)

Kadangi funkcija(z;,y;) — Z(z;,y;) yra tiesire visyn + m argumenty atzvilgiu,
tai funkcija f,,.+m+1 Yyra bitiesire ir tocel taip pat yra tolydi, bei kvazi-jgaubta pagal
antrajj argumenta. Funkcijogy maksimizavimas kainy sistemgsatzvilgiu reiSkia
kainos didinama tosagyhes, kurios paklausa yra didesnz pasi ula (visumérperteklire
pasi ula yra teigiama) ir kaina yra mazinama texykgs, kurios paklausa yra mazeésn
uz pasi ula (visumeperteklire pasiula yra neigiama).

Lieka apibeZti atitiktis~; kiekvienam Debreu sociaks sistemos dalyviui nusakiEa
jo galimy pasirinkimy aibe, t.y. aplinkos poveikj. Gamintojy ir fiktyvaus Debreu social-
ines sistemos subjekto pasirinkimy @sbyraY’; ir .S, kurios nepriklauso nuo aplinkos
poveikio, t.y. kiekvienant; € T;,

Y, n jeii=n+1,....,.n+m,

%w%:{s jeii=N=n+m+1. (6.19)

Tai reiskia, kad kiekviena i§ Debreu soci@@sistemos atitiyv;,i € {n+1,...,n+
m + 1} turi iSkilus ir kompaktisSkus vaizdus, be to, yra nekintanti (konstanta), éltod
ir tolydi. Kitaip yra su vartotojy pasirinkimais. Kiekvienaime {1,...,n}irt; € T;,
tegul

7iti) == Bi(p,wi(p)) = {z € Xi: px < wi(p)}; (6.20)

Cia w;(p) yra apibeZta lygybe (6.12). Be to, tai reiSkia, kad vartotojo pasirinkimas
priklauso nuo aplinkos poveikio, nes biudzetoaijtriklauso nuo kainy sistemas-
vienos ist; = qan; koordin&iy. Remiantis 5.1 teiginiu, kaie {1,...,n}, atitikties;
vaizdai yra i3kilos ir kompaktiskos aés. Sios atitikties tolydumui parodyti pasksime,
kad

T; 3 ti — p— (p,wi(p)) = Bi(p,wi(p)) = vi(t:) C X;, (6.21)

t. y. v; yra atitikties3; iS5 S x R | Xj, funkcijosp — (p,w;(p)) ir projekcijost; — p
kompozicija. Kadangi pelno funkcija; yra tolydi aileje S su kiekvienuj remiantis
6.2 teiginiu, tai funkcijap — w;(p), apib@zta (6.12) lygybe, yra tolydi agtje S. Be to,
kadangi0 € X; C Rﬂ ir ¥; < e;,tai0 < p-&; < p-e; su kiekviena kainy sistemac S.
Kitaip kalbant, nelygyb

0 <inf{pz: z € X;} < wi(p) (6.22)

yrateisingavisiems e {1,...,n}irp € S. Todel atitiktis 3; yra tolydi taSke(p, w;(p))

deka 5.3b), (c) teoremos ir (6.22) nelygys. Kadangi tolydZiy atitiéiy kompozicija

yra tolydi (4.17 teiginys), kompozicija (6.21) ir tuo@a atitiktis; yra tolydi kiekvien-

ami € {1,...,n}. Tokiu budu yra iSpildytos visos 6.5 teoremos salygos, kas reiskia,
jog sukonstruotoji Debreu sociaérsistemdQ;, f;, vi)ien turi pusiausvyra.
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Tegulg* = (x;‘,yj,p*) € Q = Q1 x -+ x Qu yra Siame jrodyme sukonstruotos
Debreu socialias sistemos pusiausvyra, t. y. kiekvienam

@ € milding = {5 € w(t): filt.2) = swp filt,2) ). (6.23)
z€7;(tT)

Parodysime, kad b useniayra Arrow—Debreu ekonomika$ pusiausvyra. Pagal (6.23)
ir (6.19), kiekvienamj € G, yi = g¢;; maksimizuoja (6.17) funkcija adje Y; ir
todel p*-y; = m;(p*), t. y. iSpildyta 6.6 apigzimo (b) salyga. Pagal (6.23) ir (6.20),
kiekvienami € V, x7 = ¢ maksimizuoja (6.16) funkcija aéje B;(p*, w;(p*)), t. Y.
xf € D;i(p*,w;i(p*)), kas reiSkia, kad yra iSpildyta 6.6 ap#@imo (a) salyga. Be to,
remiantis 5.8 iSvada;; randasi ant biudzeto a8 krasto, t. y.

pra =wi(p) =pei+ Y Oipty;,  kiekvienami € V.
jea

Sumuodami pagal naudodami (6.11) ir keisdami sumavimo tvarka, kadangb;; =
1 kiekvienamj, gauname, kad

Y vt —pte— Y phy; =p"Z(a},y5) = 0.
=% jEG

Pagal (6.23) ir (6.19)p* maksimizuoja (6.18) funkcija it tad iS pastarosios lygyds
iSplaukia, kad
pZ(x},y;) <0 kiekvienamp € S.

Jei bent vienos iSgybiyh € {1,...,¢} visumire perteklire paklausaZy, (=7, y;) yra
grieztai teigiama, tai laikydami Siosegybes kaina lygia vienetui, o visy kityegybiu
kaina lygia nuliui, gautume priestara nelygybei pasiejgnsnasoje. Taal Zy, (2}, y;) <
0 kiekvienamh, o tai reiSkia, kad yra iSpildyta 6.6 apé#imo(c) salyga. Tokiu b udu
buseng* = (zf, y;,p*) yra Arrow—Debreu ekonomikoS pusiausvyra; tai ir reijo
jrodyti. O

Rinkos kvazitiesinis modelis Kai iSpildytos gautos teoremos prielaidos, galime teigti,
jog Arrow—Debreu ekonomikoje egzistuoja bendroji pusiausvyréialeieorema nenuro-
do konkré&ios pusiausvyros b usenos. 5.4 skyrelyjeemat kad paprastais grynyju
mainy rinkos modelio atvejais hesunku rasti Walraso pusiausvyradsori iliustruoti
pusiausvyros paieSkos ypatybes esant gamybai, resjme sudtingesnj pavyzdj, vad-
inamadviejy gerybiu rinkos kvazitiesiniu modeliu

Kaip ir ank<iau tarkime, kad rinka sudare vartotojy, m gamintojuy ir yral = 2
gerybiy. Tarkime, kad{ C R yra vartojimo aie ir kiekvienami € V = {1,...,n},
i-tojo vartotojo naudingumo funkcija yrg su reikSnemis:

ui(x) = z1 + gi(z2), x = (x1,22) € Ri,
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Ciag;: R — R yraC? funkcija turinti iSvestineg/(t) > 0ir g/ (t) < 0 visiemst > 0.
Pastaroji salyga reiSkia, kad funkcija yra grieztai jgaubta. Remiantis 3.19 teiginiu,
nesunku parodyti, kadagybiy laukas( X, >-;), apibeziamas naudingumo funkcija,
yra iskilas, jeiX yra iSkila. Kadangiu; funkcija yra tiesi@ pagal pirmaja koordinate,
tai gerokai supaprastina pusiausvyros paieSk&liSws priezasties modelis vadinamas
kvazitiesiniu. Tarkime, kadéara antrosios @rybes pradinio jnasSo, kas reiSkia, kad Sia
gerybe pagamina tik firmos,etojo vartotojo pirmosios grybes pradinj jnasa zyasime
w; > 0. Tadae; = (w;, 0) kiekvienami € V.

Kiekvienamj € G = {1,...,m}, j-tojifirmaist € W C [0, co) vienety pirmosios
gerykes gali pagamintf;(t) vienety antrosios@ykes, o gamybos aéyra

Y ={(-t,u): te W, 0<u< f(t)},

¢ia gamybos funkcijg; yra C? funkcija apibezta gamybos iStekliy adje W. Esant

pasi ulos ir paklausos atitikl nulines eies teigiamam homogeniSkumui, galime tarti,
kad pirmosios grykes vieneto kaina yra, o antrosios grybes vieneto kaina yra.

Todel kainy sistema Siame modelyje bus iSreiSkiama vektorjuei(1,r), r > 0, 0i-

tojo vartotojo pradinis turtas, atitinkantis Sia kainy sistema, iSreiSkiamas (6.12) sarySiu.
Tokiu b'udu, dviejy grybiu rinkos kvazitiesinis modelis yra Arrow—Debreu ekonomikos
(6.13) su priv@ia nuosavybe atskiras atvejis.

Konstruktyvus bendrosios pusiausvyros busenos radimas kvazitiesiniam modeliui
reiSkia galimybe rasti tokj b usenos vektanf, v, p*) = ((z}1, 252), (Y1, ¥ja), (1,77)),
kuriam galioja (6.6) apil@zimo salygos. Nurodysime kelia, kuriuo einant galima rasti
antraja @rybe apib udin@m pusiausvyros b usepg,, y;,, r*) (Zr. 6.3.5 pratima). Kiekvien-
amr > 0, j-tosios firmos iStekliy paklausos funkcijésreikSme

&(1,r) = argmax{rf;(t) —t: t € W}.

yra apibezta, jei maksimumas jgyjamas vieninteliame taske. Jei toks taskasil’
egzistuoja, tai remiantis b utina ekstremumo egzistavimo salyga (2.111 teorema), privalo
galioti lygybe rf;(tj) = 1. Kiekvienami € V/, i-tojo vartotojo pasirinkimas ribojamas
biudZeto aibe, atitinkatia kainy sistema = (1, ),

Bi(p,w(p)) = {(z1,32) € RL: w1 +rmp Swi+ Y Oym(p)}.
jea
Jei galioja Walras’o dsnis, tai paklausos atyra
Di(p,w(p)) = argmaz{zy + gi(x2): 21 + rwe = w; + Z 0:;;7;(p) }-
jEG
Salyginio ekstremumo paiesSka pakeite besalyginio ekstremumo paiesSka, gauname, kad
optimalus antrosiosagybes pasirinkimas nusakomas aibe

argmax{gi(xg) —rzo +w; + Z 0ijm;i(p): w2 > 0}7
jeG
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arba salygay(z;2) = r. Dar viena salyga pusiausvyros paieSkai gauname, panaudoje
visumires perteklies paklausog antraja komponentg&s(z;,y;) prilygindami nuliui.
Tokiu b udu antrosiosegybes pusiausvyros buseg,, y7,, 7*) yra sistemos

gi(zie) =7 1=1,...,n,
T'*f]/-(tj)ZI j=1,...,m,
> miz = 25 filty)

sprendinygzy,, f;(t7), "), jei jis egzistuoja.

Pratimai.
1. |rodyti, kad aile (6.15) yra iSkila ir kompaktiSka.

2. |rodyti: jei b usenéc], y;f,p*) yra (6.13) rinkiniu nusakytos Arrow—Debreu ekonomikos
& pusiausvyra, tai bet kuriatn > 0, b usené&:}, (8 Ap*) taip pat yra Sios ekonomikos
pusiausvyra.

3. Tegul(z;, y;, p) yra (6.13) rinkiniu nusakytos Arrow—Debreu ekonomikids use-
na irp > 0. JeiZh(xi, yj) = 0 kiekvienamh 75 hg ir px; = pe;+ ZjeG Hz-jp-yj
su kiekvienui € V, tai Zp,, (x;, y;) = 0.

4. Nagrirekime dviejy @rybiy rinkos kvazitiesinj modelj, kuriame yra vienas varto-
tojas(n = 1) ir vienas gamintojagm = 1). Nustatyti pusiausvyros egzistavima
garantuojabias salygas ir rasti pusiausvyros b usena.

5. Nustatyti salygas dviejuagybiy rinkos kvazitiesiniam modeliui, kurios jgalinty
rasti pirmaja @rybe apib udin@f pusiausvyros b use(d;, y7;, 1).

6.4 Pareto efektyvumas ir pusiausvyra

Praeitame skyrelyje nustatytos salygos Arrow—Debreu ekonomikai kada joje egzistuoja
pusiausvyra. Visy pusiausvyros b usen@ g ji yra netusia, gali tueti ne vienintelj
elementa. Toél galima klausti ar viena i$ ty b'usenuy yra kokia nors prasme geugsn
kita. Siame skyrelyje atsakysime | §j klausima, kai viena busena vadinama ,geresne
uz kita, jei ji vieniems vartotojams suteikia daugiau vertybiy nesumazinant jy kitiems
vartotojams. Be to, Sis klausimas nagjeimas Siek tiek bendresnei pusiausvyrai, nei ta,
kuri buvo tiriama ankstesniame skyrelyje. Nuo bendesspusiausvyros apib udinimo ir
pracesime.

Pusiausvyra su pradinio turto pervedimais Arrow—Debreu matematinis ekonomikos
modelis jgalina nagrieti bendresneg sistema nei ta, kuri grindziama @isk@uosavybe.
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Priminsime, kad privéios nuosavybes sistema matematiniame modelyje reiSkia vartoto-
jo biudZeto ribojima pradiniu turtu, nustatomu (6.12) iSraiSka, t. y. pradiniu turtu, prik-
lausagiu nuo firmos pelno dydZio. Galima nagetn pusiausvyra tokios ekonongs
sistemos, kurioje pradinio turto pervedimai (paskirstymai) tarp vartotojy yra bet kokie.
Tuo atveju laikysime, kad visos ekonoramsitemos bendri iStekliai yra Zinomi ir lyg us
gerybiy rinkiniui e € R, 0i-tojo vartotojo pradinis turtas yra;, kiekvienami € V,

nera iS anksto fiksuotas. Tuo tarpu Arrow—Debreu ekonomikos moflgbpibezia-

mas rinkiniu (6.10), yra tas pats. Taigi, kaip ir adie, Sios ekonomikos paskirstymui
(x;,y;) atitinkanti visumire perteklire paklausa yra

Z(wiys) =Y mi— Y yj—e R

eV jeG

6.9 apibrezimas. Tarkime, kad(X;, =;,Y;,e) yra Arrow-Debreu ekonomika. Sios
ekonomikos b usena;,y;,p*) vadinamapusiausvyra su pervedimajangl. equilib-
rium with transfers), jei egzistuoja tokstojo vartotojo pradinio turto priskyrimas;,
kiekvienami € V, kad galioja

(a) kiekvienami € V, =¥ € Dx, (p*, w;);
(b
(

)
) kiekvienamj € G, y; € Sy, (p*);
c)

Z(xf,y;) <0irp*-Z(zf,y;) = 0;
(d) Yiey wi =p™e+ 3 jeqP™y;-
Rinkinj (w;) tokiu atveju vadinsimeusiausvyra realizuojanciu pradinio turto priskyrimu.
Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyra esant fhienuosavybei yra atskiras atve-
jis pusiausvyros su pervedimais. Tai yra tas atvejis, kai pradinio turto priskyrimas var-
totojams realizuojamas (6.12) iSraiSka. Kaip ir ekonomikoje su giavauosavybe (6.7

teiginys), b'usena realizuojanti pusiausvyra, pradinj turta priskiria taip, kad galioja Wal-
ras’o cesnis.

6.10 teiginys. Jei b usendz;, y;, p*) yra pusiausvyra su pervedimais,(@;) yra Sia
pusiausvyra realizuojantis pradinio turto priaskyrimas, tai = p*-z; kiekvienam <
V.

[rodymas. Remiantis 6.9 apil@Zimo (a) savybe, turime*-z¥ < w; kiekvienami &
V. Tarkime, kad tarp Siy nelygybiy yra bent viena grieZta nelggyf@okiu atveju,
sumuodami visas nelygybes, bei naudodami 6.9 apibro(d) ir (¢) savybes, gauname

Zp*-$f<zwi=p*~(e+2y§)=p*-<z ) ARt

9% eV JjEG eV eV

Si priestara jrodo teigini. O
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Pareto efektyvumas

6.11 apibrezimas. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomika apgbira (X;, >;,Y;, e)
rinkinys. Garybiy paskirstymaér;, y;) = (1, .., 0, Y1, - - -, Ym) € R vadina-
masleistiny, jei z; € X; C R’ kiekvienami € V/, y; € Y; C R¢ kiekvienamj € G ir
visumire perteklire paklausa

Z(xi,y5) Zin—Zyj—eSO.

eV jea

Sakysime, kad leistinasegybiy paskirstymagr;, y;) yrageresnisuz kita leistina gry-
biy paskirstymdz;, y7), jei

kiekvienani; € V' ir

6.24
su kuriuo nors € V. ( )

Leistinas @rybiu paskirstymas yra vadinamRareto efektyviujei neegzistuoja kitas
geresnis uz || leistinasagybiy paskirstymas.

Kitaip kalbant, paskirstymas yra Pareto efektyvus, fmiankito leistino paskirsty-
mos, kuris pagerinty kieno nors paifinepablogindamas visy kity paties. Siuo atve-
ju vartotojo gera ar bloga patls apib udinama jo preferencijos sarySiu ar naudingumo
funkcija.

Pirmoji fundamentalioji gerov €s ekonomikos teorema Toliau parodoma, kad pusi-
ausvyros b'usena yra Pareto efektyvi jei kiekvienas vartotojas yra lokaliai nepasotinamas
3.6 apibezimo prasme.

6.12 teorema.Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomikos;, -;, Y}, e) kiekvienas gery-
biy laukas(.X;, =;) yra lokaliai nepasotinamas. Jei Sios ekonomikos b usgna;, p*)
yra pusiausvyra su pervedimais, tai gerybiy rinkiriy$, y;f) yra Pareto efektyvus.

[rodymas. Tegul (w;) yra pusiausvyros busetg, y;, p*) realizuojantis pradinio tur-
to priskyrimas, t. y. Siems dydZiams galioja 6.9 api®imo (a) - (d) savykes. Deka
(c) savyles, @grybiy paskirstymasz;, y;) yra leistinas. Tarkime, kad jisema Pare-
to efektyvus. Tada egzistuoja geresnesydiy paskirstymasz;,y;), t. y. Sis grybiy
paskirstymas yra leistinas ir jam galioja (6.24).

Kadangix; yra optimalus pasirinkimas, galioja implikacija (6.4.1 pratimas):

*

jei m=;x; tai pta; >ptal. (6.25)
Remiantis @rybiu lauko( X;, =;) lokaliu nepasotinamumu, galioja kita implikacija (6.4.2
pratimas):

jei x; =, x; tai ptx; >ptal. (6.26)
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Naudodami Sias implikacijas, (6.24) ir sumuodami atitinkamas nelygybes, gauname

p*~(2xi) >p*~(2x;‘). (6.27)

eV eV

Kadangi kiekvienas @rybiuy laukas(X;, ;) yra lokaliai nepasotinamas, remiantis 5.7
iSvada,z; randasi ant biudzeto a8 krasto, t. yp*-z7 = w; kiekvienami € V (6.10
teiginys yra alterantyvus kitas argumentas). Sumuodami pastarasias lygybes pagal
V, po to naudodamid) ir (b) savybes i§ 6.9 apibZimo, gauname, kad

p*-(Z%E‘) =phe+ > plyl Zpte+ > pty;

eV jeaG jea

Si nelygyle kartu su (6.27) leidZia teigti, kad yra teisinga nelygyb

p"Z(wi,y;) :p*'(in> —pe —p*-(Zyj) > 0.

eV jea

IS kitos pu@s, kadangi grybiy paskirstymasz;, y;) yra leistinas, atitinkama visumgn
perteklire paklausaZ(z;,y;) < 0. Padauging skaliariSkai abi pastarosios nelggyb
puses i$ vektoriaug* su neneigiamomis koordir&mnis, gauname prieSinga nelygybe
p*-Z(z5,y;) < 0. Si priestara jrodo, kad ankstésprielaida apie geresnicagybiy
paskirstymo egzistavima yra neteisinga. @bgerybiy paskirstymaér;, y;) yra Pareto
efektyvus; tai ir reilejo jrodyti. O

Antroji fundamentalioji gerov eés ekonomikos teorema Toliau parodoma, jog kiekvien-

as Pareto efektyvus paskirstymas yra kurios nors pusiausvyros b usenos paskirstymas.
Kitaip kalbant, egzistuoja tokia kaina, kuriai esant Pareto efektyemnghiy paskirsty-

mas tampa Arrow—Debreu ekonomikos pusiausvyros b usena.

6.13 teorema. Tarkime, kad Arrow—Debreu ekonomika= (X;, =;,Y;,e) yra tokia,
kad

(a) kiekvienam € V, vartojimo aibeX; yra iSkila, o gérybiy laukagX;, =;) yra
tolydus ir iSkilas

(b) su kuriuo norsg € V, gerybiy laukag X;, ;) yra lokaliai nepasotinamas
(c) kiekvienany € G, gamybos aib&’; yra iskila.

Jei(x}, y;?) yra & ekonomikos Pareto efektyvus géerybiy paskirstymas, tai egzistuoja tokia
kainy sistema* € RY , kad

(d) kiekvienamyj € G, y; € Sy, (p*), t.y.y; yrafunkcijosY; > y; — p*-y; maksimu-
mo taskas
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(e) kiekvienam € V, z} yra funkcijos{z; € X;: z; =; «}} 5 z; — p*-a; minimu-
mo taskas.

PrieS jrodant teorema, parodysime, kaip Sios teoremos tvirtinimas susijes su konkurenc-
inés rinkos pusiausvyra.

6.14 iSvada. Tarkime, kad yra iSpildyto§.13teoremos salygo&:), (b) ir (c¢). Be to,
kiekvienam € V,
p*xf > inf p*x. (6.28)
reX;

Jei (x;‘,y;) yra £ ekonomikos Pareto efektyvus gerybiy paskirstymas, tai egzistuoja
kainy sistemg* € RY, rinkiniai {e;} ir {0;;}, kad busendz;, y7,p*) yra (X;, =;
Y, e, 05, R¢ %) ekonomikos pusiausvyra.

[rodymas. Tegul (z},y;) yra & ekonomikos Pareto efektyvusiybiy paskirstymas.
Remiantis 6.13 teorema, egzistuoja tokia kainy sistpina R’ , kad galioja tos teo-
remos(d) ir (e) savykes. Parinksime tokius rinkiniuge; } ir {6;;}, su kuriais b usenai
(xf, y;‘,p*) ir ekonomikai(X;, =;, Y5, e;, 05, Rﬂ) galioja pusiausvyros apiezimo (6.6
apibezimas)a), (b) ir (¢) salygos.

Kiekvienami € V, tegul

1 . .
e ::xf—ﬁZyj ir i :==1/n

jeG
visiemsi, j. Tada
wi(p*) = pei+ Y Oymi(p*) = p*oaf,
jeG

o visumire perteklire paklausa

(z7,9;) va —Zyj 261:0.

eV jeaG eV

Tokiu budu, galioja 6.6 apietimo (c) salyga. Sio apil@zimo salygab) sutampa su
6.13 teoremosd) teiginiu. Liko jrodyti 6.6 apibezimo(a) salyga:z} € Dx, (p*, p*-z})
kiekvienam; € V. Parodysime, kad ji gaunama i$ 6.13 teorerfiggeiginio.

Teguli € V irtegul z; € B;(p*,p*-z}), t. y. x; € X; yra toks @rybiy rinkinys,
kadp*-z; < p*-z7. Parodysime, kad; ~; x;. Pagal prielaida (6.28) egzistuoja toks
zi € X;, kadp*-zf > p*-z;. Kiekvienam\ € [0, 1], apibezkime @rybiy rinkinj
x;(A) = Az; + (1 — N)a;. KadangiX; yra iskila, taiz;(\) € X, ir, pagal apibezima,
p*-zi(N) < p*-z} kiekvienam\ € (0, 1]. Todel remiantis 6.13 teoremd$) teiginiu ir
3.1.7 pratimugz} >; x;(\) kiekvienamA € (0, 1]. Kadangi @rybiy laukas(X;, ;)
yra tolydus, aie {y € X;: =} »=; y} yra uzdara, jai priklauso visi;(A), A € (0,1],
tai jai priklauso ir ribinis elementas; = x;(0), gaunamas pejus prie ribos kai | 0.
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Tai reiSkia, kadr} >; ;. Tokiu b udu jrodyta, kad galioja pusiausvyros agitimo (6.6
apibezimas)(a) salyga ir b usena, y;,p*) yra priveCios nuosavybs ekonomikog’
pusiausvyra. ]

6.13 teoremos jrodymas. Remiantis(b) salyga ir pakeite numeracija, jei tai yra
butina, galime tarti, kad pirmasiergbiy laukagi = 1) yra lokaliai nepasotinamas (3.6
apibrezimas). Tegul

My :={r € Xy: 21 =127} ir M;:={x; € X;: x; =2}, i=1,...,n.

M7 aibe yra netuia remiantis lokaliu nepasotinamumu. Aisku, kad vidésaibes taip
pat yra netuios. Toel galime apibeZzti aibe:

W= e} + > Vi — My = > M;
1=2

i€V jea

kaip ir ank€iau, euklidires erdes poaibiy tiesinis darinys,. Ay yraaie{> ", a,: a; €
Ay }. Parodysime, kad a@d? neturi teigiamy elementy, t. Y N RLF = @. Tarkime,
kad toks elementas egzistuoja, tai yra

u::Zei+Zyj—in:—Z(xi,yj) eW ir u>0.

i€V jEG =%

TadaZ(z;,y;) = —u < 0, 0 gerybiy rinkiniams{x; } yra teisinga (6.24). Tokio rinkinio
egzistavimas prieStarauja tam, kaehgpiy paskirstymasz;, y;) yra Pareto efektyvus.
Tokiu budu i$ tikro a®W neturi teigiamy elementy.

Remiantis 3.18 lema, agd\/; yra iSkila, o ailes); ir Y; yra iSkilos pagal prielaidas.
Kadangi iSkily aibiy tiesinis darinys yra iSkila &l§2.7 teiginys), tai a W yra iskila.
Toliau pasiremsime atskyrimo teoremos variantu (2.102 iSvada): egzistuoja tokia kainy
sistemap™* € RY, kadp*-u < 0 kiekvienamu € W. Todel visiemsz; € M{, z; € M;,
ie{2,...,n},iry; € Y;yrateisinga

Y optei+ > pty <> pta (6.29)

=% jea i€V

Parodysime, kad pastaroji nelygyira teisinga ir tuo atveju kai; € M;. 18 tikro, tegul

Z1 € M;. Remdamiesi @rybiy lauko( X, =1) lokaliu nepasotinamumu, randame tokia
seka(z,) € X3, kadz, — Z1, kain — oo, ir z, »=1 &1 kiekvienamn. Pastaroji savyd®

ir 3.5 teiginys leidZia nuspresti, kag, =1 =7 kiekvienamn, t. y. (z,) C M. Taigi,
(6.29) galioja kai vietojer; yra bet kuris(z,) sekos elementas. Remiantis skali@gn
daugybos tolydumup*-z,, — p*-z1, kain — oo, ir todel (6.29) galioja kai vietoje
T € Ml* yraz, € M.
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Toliau parodoma, kad yra teisingi 6.13 teorenidsir (e) tvirtinimai. (6.29) nely-
gybeje p@&mex; = z; ir y; = v}, gauname

S opteit+ > ptyp <Y pral.

% JjEG 2%

IS kitos pugs, kadangi grybiy paskirstymasz;,y;) yra leistinas, ir todl visumire
perteklire paklausa& (z;,y;) < 0, tai galioja pastarosios iSnasos nelygyjlpriesinga
puse. Abi kartu Sios nelygys jrodo lygybe

> opte=) prai =Y phyl (6.30)

=% i€V jea

(6.29) nelygyleje vietoje) ., p*-e; iState jos gauta (6.30) iSraiSka, gauname nelygybe

Sty =Y pryr <Y prwi— Y pha, (6.31)

jeG jea eV eV

kuri yra teisinga visiems; € M; ir y; € Y;. Dabar teoremogd) tvirtinimas gaunamas
(6.31) nelygyleje p@mus visuse; = z; ir visusy; = yj iSskyrus vienay; € Yj.
AnalogiSkai teoremoge) tvirtinimas gaunamas (6.31) nelygsjle p&mus visus:; = x;
iSskyrus viena; € M; ir visusy; = y;. 6.13 teoremos jrodymas baigtas. O

Pratimai.

1. Tegul X C RY, (X,>) yra gerybiy laukasp € RY, w € Rir 2* € Dx(p,w).
lrodyti: jeiz € X ir x = z* taip-z > w.

2. Tegul X C RY, (X, >) yra lokaliai nepasotinamasggybiy laukasp € RY, w € R
irz* € Dx(p,w). |rodyti: jeiz € X ir x = z* taip-x > w.

6.5 Pastabos ir papildoma literat ura

6.1 skyrelis Lyginant su vartojimu, firmos teorija atrodo paprastesnes nagrigja
paprastos funkcijos maksimizavimo problema - pelno problem@atidaip atrodo tik i$
pirmo Zvilgsnio. Kainy sistemos egzogeniSkumas naggim vartojima yra pakankamai
reali prielaida. Taiau Si prielaida, reiSkianti, kad rinka yra konkurer&gineatrodo tokia
nekalta nagrigjant gamyba. Ne maZziau svarbi yra rinka, kurioje veikia monopolija,
sugebanti keisti rinkos kaina. Taigi, monopolisitniu ar oligopolijos atveju, prielaida apie
kainy sistemos egzogeniSkuma nera pagrjsta. Tokiu atveju ekoaoeairja grindZziama
loSimy teorija.
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6.2 skyrelis Siame skyrelyje nagrgjama socialia sistema kitaip dar vadinanab-
strakCia ekonomikaTlokia sistema pasiailr jos pusiausvyros egzistavima jBebreu
(1952). Sis faktas buvo naudojamas garsiajame Arrow ir Debreu darbe (1954), jrodant
konkurencires rinkos pusiausvyros egzistavima.

Savo ruoztu Debreu (1952) socia@msitemos pusiausvyros formulavimas ir egzis-
tencija apibendrino Nash (1950) loSimo pusiausvyra ir jos egzistavima.

6.3 lema arba panasus | ja teiginys labai daZznai naudojami bendrosios pusiausvyros
teorijoje, vadinant tai matema#s ekonomikos fundamentaliu principu arba maksimu-
mo teorema (zr. pavyzdziui [6, 12 skyrius]). Pirmasis tokj teiginj @&krge [4], ir el
to Sis teiginys ar jo apibendrinimas neretai vadin&m®ige maksimumo teorema

Papildoma literat ura.

1. A. J. Arrow and G. Debreu (1954), Existence of an equilibrium for a competitive
economy.Econometrica22, p. 265-290.

2. G. Debreu (1952). A Social Equilibrium Existence Theordfroceedings of the
national Academy of Sciencéfl. 38, No. 10, 886-893.
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national Academy of Sciencafl. 36, 48-49.
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Terminal

Naudojamuy terminy paaiskinimas:

Terminas
egzogeninis
endogeninis
ex ante

Lietuviskai

gerybes

naudingumo funkcija
neapibeztis
indiferentiSkumo kreie (aike)
preferencijos

preke

turtas

(ekonomikos) subjektas

Simbolis
A:=BarbaB =: A

Y W< gy

+
Ss/

ReikSme

primestas sistemai iS &o(exogenous)

kylantis i$ veiki@os sistemos vidaus (endogenous)
numatomas i$ anksto (pries jvykj — is lotyny)

AngliSkai
goods

utility function
uncertainty
indiference curve (set)

preferences
commodity

wealth

(economic) agent

Jo reikSme

B apibeziaA

implikacija; jei ..., tai ...
tada ir tik tada, kai
kiekvienam

egzistuoja

preferencija

aibiy A ir B sucktis (1.21)
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Sutrumpinimas
BP
SAPA

tu&ia aike

{0,1,2,... } naturaliyjy skasiy aike
N\ {0} ={1,2,...}
{0,£1,+2,...} sveikyjy skatiy aike
2\ {0}

racionaliyjy skatiy aibe

realiyjy ska€iy aibe

R\ {0}

{z e R >0}

{z €R': >0}

biudzeto aile

paklausos aib

atviras rutulys

Jo reikSme
bendroji pusiausvyra
silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma
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