8 paskaita

8.1 Banacho erdvés su Sauderio baze

8.1.1 Banacho erdvés elementy eilutes

Normotos erdvés elementy eiluté apibréziama analogiskai kaip ir realiyjy
skaiciy eiluteé.

8.1 apibrézimas. Normuotosios erdvés E elementy (x,,n € N) eilute vad-
inamas simbolinis reiskinys

Trumpiau eiluté zZymima simboliu ), x,. Butina atkreipti démesj, kad
eiluté néra elementy suma jprastine prasme, nes tiesinéje erdveje apibrézta
tik baigtinio skai¢iaus elementy suma. Eilutés ) x, pirmyjy n elementy
suma s, = x1 + x2 + --- + x, vadinama jos n-aja daline suma. Eiluciy
teorijoje svarbiausia yra daliniy sumy seka (s,,n € N).

8.2 apibrézimas. Tarkime, ) x, — erdvés E elementy eiluté, (s,) — jos
daliniy sumy seka. Eiluté ) x, vadinama konverguojanciaja, jei seka (sy)
konverguoja. Riba s = lim,_ s, vadinama eilutés ), x, suma ir Zymima

8.3 apibréZimas. Konverguojancios eilutés ) x, liekana vadinamas ele-
mentas r, = S8 — Sp,.

Kitaip tariant, eilutés ), x, liekana, tai eilutés xp41 + Tpq2 + ... suma.
Daznai eiluté ) x, uzraSoma tuo paciu simboliu kaip ir jos suma —

Y onZ, oy Sioje knygoje, kiek jmanoma, vengsime tokio sutapatinimo.
Akivaizdu, kad erdvés R atveju, pateiktasis eilutés ir jos sumos apibre-

Zimas sutampa su analogigkais skai¢iy eilutés apibrézimais (zr. [?]). Taciau



tik nedaugelj teoremy apie skaiciy eilutes galima apibendrinti normuotyjy
erdviy elementy eilutéms. Keleta svarbesniy jrodysime.

8.1 teiginys. Banacho erdvés E elementy eiluté ), x, konverguoja tada ir
tik tada, kai kiekvieng € > 0 atitinka toks N, € N, kad

[|Zn+1 + Tnyo + - xpykl| <e, kai n> N, o keN.

Irodymas. Kadangi

Sp+k — Sn = Tptl + Tpt2 + - Tpak,

matome, kad teiginio salyga reiskia jog (s,) — Kosi seka. Lieka prisiminti 8.2
apibrézima. =

8.4 apibréZimas. Filuté ) x, vadinama absoliuciai konverguojancia, jei
konverguoja skaiciy eiluté Y ||zy]||.

8.1 teorema. Sakykime, E — Banacho erdvé. Jei eiluté ) x, konverguoja
absoliuciai, tai eiluté ) x, konverguoja ir, be to,

o0 o0
| < Xl
n=1 n=1

Irodymas. Turime, kad skai¢iy eiluté¢ > 7, ||z,|| konverguoja. Remiantis
skai¢iy eilutés konvergavimo Kosi kriterijumi, kiekviena € > 0 atitinka toks
N. € N, kad

|znall + llensall + - - + [lzngrl| <e,

kai n > N, k € N. Pritaike k karty trikampio nelygybe, gauname

|Zn1 + Ttz + -+ Tosl| < M2ngall + lznaall + -+ lznskl| <e,

kai n > Ng, k € N. Remiantis 8.1 teiginiu, eiluté ), x, konverguoja. Pri-
taike trikampio nelygybe ir pasinaudoje normos tolydumu, gauname

[o.¢] m m o

H§:xn = lim HE:% < lim Y lzall = 3 [l
m—0o0 m—oQ

n=1 n=1 n=1 n=1
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Ka tik jrodyta 8.1 teorema daznai vadinama Vejerstraso vardu. Atvirkscias
teiginys charakterizuoja normuotosios erdveés pilnuma.

8.2 teiginys. Jeigu normuotoje erdvéje kiekviena absoliuciai konverguojanti
eiluté konverguoja, tai tokia erdvé yra pilna.

Irodymas. Tarkime, (x,) — normuotosios erdveés E Kosi seka. I8 jos isskir-
sime konverguojantj posekj (z,, ). Elementa x,,, taip parinksime, kad ||z, —
Tm|| < 1/2 su visais m > ny. Kiekvienam k& > 2 taip parinksime x,, >
Ty kad |2, — 2m|| < 1/2F su visais m > ny. Sitaip isrinke posekj (z,,),
turesime

[T, — Tny || < 1/2F71 su visais k > 2.

Eilute ), 2z sudarykime imdami z; = zp,, 2k = Tn, — Tn, ,, kai k > 2.
Si eilute konverguoja absoliuciai, nes atitinkama normuy eiluté mazoruojama
konverguojancia eilute ||xy, ||+, 2751, Vadinasi, egzistuoja toks elemen-
tas x € E, kad lim, .o 5, = z, kai (s,) yra eilutés ), z; daliniy sumy
seka. Nesunku pastebéti, kad s, = x,,. Irodéme, kad Kosi seka (x,) turi
konverguojantj posekj. To pakanka, kad pati seka konverguoty (zr. 7?7
teiginj). m

Nesunku jsitikinti, kad jei konverguoja eilutés ) x, ir )y, tai su
visais o, € K konverguoja ir eiluté ), (ax, + Byn). Be to,

o)

(axn+ﬁyn) :azxn+ﬁzyn-

n=1 n=1 n=1

8.1.2 Sauderio bazés apibrézimas, savybés

Nagrinékime Banacho erdve E. Jei dim(E) = n, tuomet egzistuoja tokie
n tiesiskai nepriklausomi elementai, sakykime, y1,...,y, € E, kad kiekvieng
x € E vienareikSmiskai galime isreiksti

n

x = Zakyk. (8.1)

k=1
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Skaliarai ay, ..., a,, vadinami elemento x koordinatémis, o y1, . . . , Y, —erdves
E koordinadiy sistema arba baze. Jos egzistavimas yra labai svarbi baigtinés
dimensijos erdviy savybé. Jei dim(E) = oo situacija visai kitokia. Norint
aprasSyti begaliniamagdiy tiesiniy normuoty erdviy elementus jau nebepakanka
baigtinio skai¢iaus skaliary. Intuityviai aisku, kad begalinés dimensijos erdvése
reikia ieskoti fiksuotos elementy sekos, savotiskos ,begalinés koordinaciy sis-
temos®, kurios pagalba erdvés elementus galima buty apraSyti skaliary sekomis.
O (8.1) israiskoje esancia suma turéty pakeisti begalinés eilutés suma. Ta
mintis veda prie Sauderiobazés sampratos.

8.5 apibrézimas. Tarkime, dimE = oco. Seka (ex) C E vadiname erdvés E
Sauderio baze, jei kiekviena x vienareikSmiai galime iSreiksti konverguojancia

eilute:
x
T = g CrCk;
k=1

¢ia c1,ca, ... yra skaliarai ir vadinami elemento x koordinatémis bazéje (ey).

Taigi Banacho erdviy su Sauderio baze elementus pilnai aprago jy koordi-
naciy sekos. Kita labai svarbi isvada yra ta, kad kiekviena Banacho erdveés su
Sauderio baze elementa kaip norime tiksliai galime aprasSyti baigtiniu skaici-
umi skaliary, t. y., kiekviena € > 0 atitinka toks naturalusis skaic¢ius Ng,
kad

Ne
ke =3 crenll <<
k=1

Taigi skaliary rinkinys cy, ..., cn. elementa x apraso e-tikslumu. Bloga nau-
jiena yra ta, kad toli grazu ne visos Banacho erdveés turi Sauderio baze.
Tuom netrukus jsitikinsime. O tai, kad Sauderio baze galime interpretuoti
kaip erdveés koordinaciy sistema, patvirtina ne tik jos apibrézimas bet ir Sis
teiginys.

8.3 teiginys. Sauderio bazés elementai yra tiesiSkai nepriklausomi.

Irodymas. Tikrai, jei (e;) — erdvés E Sauderio bazeé, tai

z": e =0
k=1
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gali buti tada ir tik tada, kai A\; =--- = X, = 0, nes

o0
OZZO X €f.
k=1

_ Erdves £,, p > 1, seka (ex) (priminsime, kad ey = (dx;),k € N) yra
Sauderio bazé. Tikrai, imdami & € ), x = (x}), nagrinékime eilute

Z:Ckek.
k

Jos daliniy sumy seka

n
Sp = Zl’kek, n €N,

k=1
konverguoja prie x, nes
> »\ /P
2 = sull = ll@ns1, s = (D0 ) =0,
k=n+1

kai n — oo, kaip konverguojancios eilutés ), |z [P liekana. Taigi

oo
r = Z TE€L.
k=1

Sios iSraiskos vienatis isplaukia i§ elementy (ey) tiesinio nepriklausomumo.

Seka (ey) yra taip pat ir erdvés ¢ Sauderio bazé (irodykite), taciau néra
erdvés (o Sauderio bazé. Dar daugiau, erdvéje f Sauderio bazé apskri-
tai neegzistuoja. Taip yra todél, kad erdvés f yra nesaparabili (7r. ?7
teorema). Tuo tarpu erdveés su Sauderio baze yra separabilios.

8.2 teorema. Banacho erdvé su Sauderio baze yra separabili.

Irodymas.  Tarkime, E realioji Banacho erdvé, (eg) — jos Sauderio bazé.
Nagrinékime aibe

A:{Zakek: at,...,an € Q, nEN}.
k=1
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Ji yra skaiti, nes ja galime iSreiksti skaiciy aibiy

n
An:{Zakek: al,...,anGQ},
k=1

skaiCia sajunga: A = US2,A,. Irodysime, kad [A] = E. Tegu z € E ir
xr, k € N, — jo koordinatés bazéje (ex). Fiksuokime ¢ > 0. Taip parinkime
N¢, kad

Ne
H:L‘ - kaekH <e/2.
k=1

Pazymeékime b = foil llex||. Kiekvienam xj suraskime tokj racionalyjj
skaiciy ry, kad
ok — i) < e/(2b), k=1,...,N..

Tuomet T = Zgil rye € A ir

N. N. N.
||z —Z|| = Hx — Z:pkekH + H kaek — ZrkekH
k=1 k=1 k=1
Ne
<e/24 ) |ak — il - [lexl]
k=1

<e.

Vadinasi, aibé A yra skaiti ir visur tirsta. Taigi erdvé E — separabili. Analogiskai
irodome ir kompleksinés erdvés su Sauderio baze separabiluma. =

8.1.3 Haaro funkcijy sistema

Su kiekvienu j > 1, aib¢ D; sudaro skaiciai (2k — 1)277; 1 < k < 2771

Taip
1 13 1357
D :{7}, D :{7,7}, D :{7,7,7,7}, it t.t.
1712 2711 3T\%ggsS !

Pazymékime taip pat Do = {0,1} ir

D:DD]-, D* := D\ {0}.



Aibés D elementai vadinami diadiniais skai¢iais, o aibés D* — tikriniais dia-
diniais skaiCiais. Sakoma, kad diadinis skaic¢ius r € D yra j-ojo lygmens, jei
r € Dj;. Jei r € Dj, tai susitarsime Zymeti

rTi=r—27, rti=pr4277

Akivaizdu, kad
7"+,7'_ € DouDy U--'UDj_l.

Intervalai [r—, 7], (r,rT], vadinami j-tojo lygmens diadiniais intervalais. Pa-
vyzdziui, [0,1/2],(1/2,1] yra pirmojo lygmens diadiniai intervalai; [0, 1/4],
(1/4,1/2], [1/2,3/4],(3/4,1] — antrojo ir t.t. Toliau I, Zymés arba intervala
[r=, 7], arba (r,rT]. Visy tokiy intervaly sajunga yra

Un=Ul =101

T‘GDj T‘ED]'

Su kiekvienu r € D* apibrézkime Haaro! funkcijas x,(t),t € [0, 1], taip.
Jei r # 1, tai
+1, kai te[r ,r
xr(t) =4q -1, kai te (r,r] (8.2)

0, uzintervalo [r—,r*].

Kai r = 1, apibrézkime y,.(t) = 1 su visais t € [0, 1]. Funkcijy Seima

{xr,m € D"} (8.3)

vadinama Haaro sistema.

Akivaizdu, kad Haaro sistema galime perindeksuoti ir naturaliaisiais skai-
¢iais, t.y. {xr,7 € D*} = {xn,n € N}. Nors tam yra daugybé budy, daz-
niausiai naudojamas §is. Naturalyjj skai¢iy n > 2 isreiskiame n = 2/ + &, su
kuriais nors k = 1,---,2/, j =0,1,---. Tada xp, kai n = k + 27, yra x, su
r = (2k —1)2-U*+D o x; yra tiesiog 1.

8.3 teorema. Haaro sistema yra kiekvienos i§ erdviy L,(0,1),p > 1 Saud-
erio baze.

"Haar Alfréd, gimé 1885 m. spalio 11 d. Budapeste (Vengrija); miré 1933 m. kovo 16
d. Segede (Vengrija).
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10 brézinys: Haaro funkcijos x,

Irodymas. Funkcijos f € Li(a,b) Haaro skleidiniu vadiname eilute

Cl(f)Xl + Z Z C?"(f)X’r‘)

j>1reD;

cia c1(f) = [y f(s)ds,

cr(f) =271 /01 f(s)xr(s)ds, kai re Dj,j>1.

Fiksuokime p > 1. Teoremos jrodymui pakanka jsitikinti, kad kiekvienai
funkcijai f € L,(0,1) jos Haaro skleidinys konverguojaj f. Tam nagrinékime
dalines sumas

J
si()=a(xi+> > elPxm J>1
j=1reD;
Irodysime, kad
Jim (|5, (/) — /1 = 0. (8.4)
Galime nesunkiai jsitikinti, kad

i) = o [ sty
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¢ia I, C [0,1] yra toks J lygmens diadinis intervalas, kuriam priklauso ¢, o
m — Lebego matas. Tikrai, kai J =1,

2 12 f(s)ds, kai te(0,1/2];

s1(f)(t) = cr(f)xa(t) +c1p2(f)xay2(t) = {Qf/ s)ds,  kai te (1/2,1]
12 T

Toliau naudosime indukcijos metoda ir Sig daliniy sumy savybe:

si(f) =ss-1(F)+ D er(Fxr

T‘EDJ

Pirmiausia (8.4) jrodysime tolydziajai funkcijai f : [0,1] — R. Tuo tikslu
uzraSykime

1s5() — F1IP = / 5, (F)(0) = FOPdt
—Z ISJ — ()Pt (8.5)

Cia sumuojama pagal visus J-tojo lygmens diadinius inervalus. Jei t € I,
tai

|s7(F)(t) = f(t)

_’2J IJf s)ds — f ’_2J‘/L, — f(t))ds
<2’ i () = f(t)lds < w(f,277).

Priminsime, kad w(f;d) Zymi funkcijos f tolydumo modulj (zr. (?7?)). Istate
gautajj ivertj i (8.5), isvedame

l|ss(f f||p<Z/ dswP(f;277) = wP(f,277).

Taigi (8.4) teisinga, nes tolydziajaii funkcijai uzdarame intervale lim ;o w(f;277) =
0.

Toliau tegu f € Ly(0,1) bet kuri funkcija. Fiksuokime € > 0. Pasinau-
doje 77 teiginiu, parinkime tokia tolydziaja funkcija f: : [0,1] — R, kad

f = fell < /3.

Tuomet su visais J > 1,

L = sa (DI < f = Fell +11fe = sa(Fl + s (f) = ss(foll
<e/2+|fe = ss (Il + s (f) = s5(f)l (8.6)



Kadangi funkcija f. tolydi, tai, kaip tik ka jrodéme,
lim ||3J(f€)_fe|‘ =0. (8.7)
J—00

Jeit e 1y,
)0 = s (N0 =2| [ (1:05) = )|
<2r( [ (1) - s(oIpas) "

Cia pritaikéme Hiolderio nelygybe. Pasinaudoje gautu jveréiu, turime

lss5) =5l = (X [ 1satido - sanopar)”
1, 71

o\ VP
< (% | Vo) = s(o)as) (53)
= IIf- — fll < /2. (89)

Surinke (8.6) — (8.9) sarySius gauname,

lim [|f —s;(f)] <e.

J—o0

Kadangi £ > 0 laisvai pasirinktas skai¢ius, tai gautoji nelygybé jrodo (8.4).

8.1.4 Feberio-Sauderio funkcijy sistema

Su kiekvienu r € Dj, 7 > 1, funkcijg A, : R — R apibrézkime taip:
2(t—r7) ifte (r,r;
A(t)=2S 29(rT —t) ifte (rr'];
0 kitur,

t € R. Be to, apibrézkime



Funkcijy Seima
{A,,r € D}

vadinama Feberio-Sauderio sistema.

Kaip ir Haaro sistema, Feberio-Sauderio funkeijy Seima galime indeksuoti
naturaliaisiais skaiCiais. Tik Siuo atveju patogiau prie naturaliyjy skaiciy
prijungti ir nulj. Taip {A,,r € D} = {Ay,k=0,1,2,...}.

Ap(t)

11

11 brézinys: Faberio -Sauderio funkcijos A,

Funkcijos f:[0,1] = R Faberio-Sauderio eilute vadinama eiluté

n>0 j>0reD;
kai
Molh) = 0), M(f) = F(1) - £(0), (s11)
M) = F0) = SO+ f0O) reD 21 (812)

Nagrinekime Faberio-Sauderio eilutés dalines sumas (ss(f),J € N),

J
si(H) =2 M)A, T =1
j=0reD;

Nesunku jsitikinti, kad s;(f)(¢),t € [0, 1], yra lauzté, nubrézta per taskus

(r,f(r)), re€DyU---UDy,
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(7r. 12 brézinj). Tikrai, kai J =1, UJJ:oDj ={0,1/2,1} ir

s1(F)() =s0(F)() + D A(H)Ar(E) = s0(F)(E) + A1 ja(f)A1j2(2)

reDy
[ =20)£(0) +2t£(1/2), kai t € [0,1/2]
20— f(1/2) + (2t —1)f(1), kai te (1/2,1].

12 brézinys: funkcijos aproksimavimas Sauderio sumomis

Toliau pasinaudojame indukcija ir sarysiu:

sa(f) = ss-1(F) + Y AN

TEDJ
Funkcijai f € C[0, 1] apibrézkime

w(fi0)= sup  |f(t+h)+ f(t—h)—2f()], I>0.
0<h<§,h<t<l—h

8.1 lema. Jei f € C[0,1], tai

sup [f(t) —ss(f;t)] <w@(f;277) su visais J > 1.
0<t<1
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Irodymas. Nagrinékime intervala (a,b) C (0, 1) ir funkcija
—a), te][0,1].

Pazymeékime
1= t) — (i)l
max |f(t) — ¥ (t)]
Kadangi funkcija u(t) = f(t) —¢(t), t € [0, 1], yra tolydi ir u(a) = u(b) = 0,
tai egzistuoja toks taskas ¢y € (a,b), kad

[u(to)] = max Ju(t)| = I.

Nemazindami bendrumo galime tarti, kad h = tg —a < b — typ. Tuomet
a=1ty—h<ty<tyg+h=>bir, kadangi u(a) =0,

lu(to + h) +u(to — h) — 2u(to)| = |u(to + h) — 2u(to)| > I.
Kadangi 9 yra tiesiné funkcija, tai [1(to+h) +(to —h) — 21 (t9)| = 0, todél
I < lu(to +h) +uto — h) = 2u(to)| < [f(to + h) + f(to — h) — 2f(to)]

<w?(f;(b—a)/2).

Kadangi sj(f;t),t € [0,1] yra lauzte, einanti per taskus (r, f(r)), r €
U‘j]:ODj, lemos jrodyma uzbaigiame panaudoje ka tik gauta nelygybe, kiekvien-
ame funkcijos s;(f;-) tiesiSkumo intervale. m

8.4 teorema. Feberio-Sauderio funkcijy Seima yra erdvés C[0,1] Sauderio
bazeé.

Irodymas. Pakanka jrodyti, kad kiekvienos funkcijos f € C|0,1] Feberio-
Sauderio eiluté konverguoja prie f. Bet tai iSplaukia i§ 8.1 lemos, nes su
kiekviena tolydziaja funkcija f : [0,1] — R,

. @)(£.8) < 1; CS) —
lim w(f;6) < lim 2w(f;6) = 0.
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