4 paskaita

4.1 Bero teorema apie kategorijas

Siame skyrelyje jirodysime viena i§ kertiniy funkcinés analizés rezultaty
— Bero teorema apie kategorijas. Tikraja jos reikSme galésime jvertinti kiek
veliau. Siame skyrelyje, kaip pritaikymo pavyzdj, irodysime niekur nedifer-
encijuojamos tolydzios funkcijos egzistavima. Pirmasis tokig funkcija sukon-
stravo K. T. V. Vejerstrasas. Taikydami Bero teorema i$ tiesy suzinosime
dar daugiau: tarp visy tolydZziyjy funkcijy, niekur nediferencijuojamos su-
daro ,,dauguma.

4.1.1 TirStosios aibés
Nagrinésime metrine erdve (X, d).

4.1 apibrézimas. Tarkime, A, B C X. Aibé A yra tirSta aibéje B, jei
[A] D B.
Jei
[A] =X,
tai sakome, kad aibé A yra visur tirsta.
Remiantis aibés uzdarinio apibrézimu, aibé A tirSta aibé¢je B (atitinkamai
visur tirSta), jei aibés B (atitinkamai X) elementus galime kaip norime tiksliai

aproksimuoti aibés A elementais, t.y., kokj beparinktume & > 0, kiekviena
x € B (atitinkamai = € X) atitiks toks z. € A, kad

d(z,z:) < e.

Taigi aibés tirStumas i esmés reiskia galimybe vienos aibés elementus bet
kuriuo pasirinktu tikslumu aproksimuoti kitais, galbut paprastenés struk-
turos elementais. Kaip gerai Zinome, kokj beparinktume £ > 0, kiekvienam



realiajam skaiiui a rasime tokj racionalyjj skai¢iy r, kad |a—r| < . Metriniy
erdviy terminais, metrinés erdvés R racionaliyjy skaiCiy aibé Q yra visur
tirsta. Panagrinékime kiek sudétingesnius pavyzdzius.

4.1 pavyzdys. Skaitiné seka (z,) vadinama fini¢igja, jei jos nelygiy nuliui
elementy skaiCius yra baigtinis. Visy fini¢iyjy seky aibe pazymékime F.

4.1 teiginys. FiniCiyjy seky aibé JF yra visur tirsSta kiekvienoje is erdviy
lp, p>01ir co.

Irodymas. Pirmiausia jrodykime, kad F yra visur tirSta erdvéje £,. Tegu
x = (x) € {p ir € > 0. Parinkime tokj n. € N, kad

OIS S
homet 1 e, kai 0 <p < 1.

Apibrézkime . = (z1,...,2,_,0,0,...) € F. Kadangi

1/p
o P . >
d(iB,CBE) = (Zk:n5+l ‘xk‘ ) ’ kai p= 1’ <g,
Y hen1 [TE[P kai 0 <p<1

tai [F] = 4.
Erdvés ¢ atveju, kiekvienam & = (z,,) € ¢y parenkame tokj n., kad

max |zg| < e.
k>ne+1

Toks n. egzistuoja, nes « € co tada ir tik tada, kai lim,,_,oc maxy>y, |zx| = 0.
Imdami elementa x. = (z1,...,2,_,0,...) € F, turime

d(z,z:) = (max lzg| < e.
e

Taigi [F] =cp. =

Nesunku jsitikinti, kad fini¢iyjy seky aibé néra tirsta erdvéje .. Tikrai,
paéme vienetuky seka x = (1,1,...), matome, kad

d(z,y) =sup|l —y;| >1
j>1

su kiekviena fini¢iaja seka y.



4.2 pavyzdys. Siame pavyzdyje performuluosime analizéje gerai Zinoma
VejerStraso teorema, kuri tvirtina, kad kiekviena tolydziaja uzdarame in-
tervale funkcijg galime kaip norime tiksliai tolygiai aproksimuoti polinomu.
Tai labai svarbus rezultatas, nes polinomai pilnai aprasomi savo koeficientais,
taigi turi labai paprasta parametrine forma.

Visy polinomy aibe pazymékime P.

4.1 teorema. (Vejerstraso.) Polinomy aibé P yra visur tirSta tolydiniy
funkcijy erdvéje Cla, b].

4.3 pavyzdys. Siame pavyzdyje paminésime svarbias Lebego erdviy visur
tirStas aibes. Prisimine Lebego integralo apibrézima, galime nesunkiai nu-
manyti, kad vienos svarbiausiy ¢ia yra laiptiniy funkcijy aibés. Paprastumo
délei nagrinékime erdves L,(0,1). Bendra atvejj siulome iSnagrinéti vietoj
pratimo.

Apibrézkime funkcijas A : (0,1) — R:

Aot = 1, jel k/n<t<(k+1)/n, (4.1)
e 0 kitur, .

kai k = 0,1,...,n—1; n = 1,2,... Nagrinékime aibe A, kurig sudaro
laiptinés funkcijos atitinkancios intervalo (0, 1) skaidinj vienodo ilgio inter-
valais, t.y.

n—1
A= {Zank)‘nk: ane €ER, k=0,1,...,n—1, nEN}.
k=0
Sis rezultatas yra gerai zinomas Lebego integralo teorijoje.
4.2 teiginys. Aibé A yra visur tirSta kiekvienoje is erdviy L,(0,1),p > 1.

4.3 teiginys. Tolydziyjy funkcijy aibé yra visur tirsta kiekvienoje is erdviy
L,(0,1),1<p < o0.

Irodymas. Atsizvelgus j 4.2 teiginj, pakanka inagrinéti funkcija

1, kai a<t<p,

S = {(), kitur,
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kai 0 < o < B < 1. Tegu tolydi funkcija fe yra lygi 1, kai o < ¢ < 3; nuliui,
kai 0 < ¢t < a — (¢/4)P arba B + (¢/4)P < t < 1; kitur yra tiesiné. Pagal
konstrukcija,

P (S 1) = / () — Fo(8) Pt < 2(e/4) < (/2)P.

IN

4.1 isvada. Polinomy aibé P yra visur tirsta kiekvienoje erdvéje L,(0,1), 1
p < 0.

Irodymas. Tegu ¢ > 0 ir f. yra tokia tolydi funkcija, kad d(f, fc) < €/2.
Kadangi funkcija f. tolydi, remiantis VejerStraso teorema, egzistuoja toks
polinomas p, kad

sup [fe(t) —p(t)] < /2.

0<t<1
Taigi ir
1/p
d(f-,p) / | f=(t) |pdt) <e/2.

Pritaike trikampio nelygybe, gauname
d(f,p) <d(f, fe) +d(fe,p) Se/2+e/2=¢.

4.1.2 Pirmosios kategorijos aibes
Pirmiausia apibrésime niekur netirstasias aibes.

4.2 apibrézimas. Aibé A C X vadinama niekur netirsta erdvéje X, jei kiek-
viename erdvés X uzdarajame rutulyje B yra kitas rutulys B’ C B, kuris su
aibe A neturi bendry tasky: AN B’ = (.

Kitaip tariant, aibé yra niekur netir$ta, jei ji néra tirSta jokiame uz-
darajame rutulyje. Kartais patogu naudotis ir kitais, ekvivalenciais niekur
netirstos aibés apibrézimais.



4.4 teiginys. Sie teiginiai ekvivalentus:

1) aibé A C X niekur netirsta;

o
2) aibés A uzdarinio vidus tuscias, t.y. [A]= 0;

3) aibés A uzdarinio papildymas visur tirstas, t.y. [[A]¢] = X.

Irodymas. (1) = (2). Tarkime, aibé A niekur netirSta. Jei egzistuoja

x €[A], tal atsiras toks € > 0, kad B:(x) C [A]. Isitikinkime, kad rutulyje
B.(z) néra jokio rutulio, neturin¢io bendry tasky su aibe A. Tikrai, jei
y € B:(x), tai y yra aibés A ribinis tagkas. Vadinasi, kokj 7 > 0 bepaimtume,

Sry) NA#0.

Taigi radome tokj uzdara rutulj Be(z), kuriame néra jokio rutulio neturiné¢io
[¢]

bendry tasky su aibe A. Gauta priestara rodo, kad elementy aibéje [A] néra,
o

t.y. [A]=0.
(2) <= (3). Isplaukia i§ ?? teiginio.

o

(2) = (1). Tarkime, [A]= 0 ir B C X bet kuris uzdarasis rutulys. Tegu
y € B. Kadangi y néra aibés [A] vidinis taskas, kiekviename rutulyje Sr(y)
egzistuoja z € S;(y)\[A]. Bet aibé S;(y)\[A] yra atvira. Todél atsiras toks
7/ > 0 su kuriuo S/(z) C S-(y)\[4]. O tai reiskia, kad S;/(z2)NA=0. =

Pavyzdziui, aibé A = {1,1/2,1/3,1/4,...} yra niekur netirsta erdvéje
R, nes tarp bet kuriy dviejy gretimy jos tasky 1/n,1/(n + 1) visada galime
patalpinti uzdara intervala [a,b], 1/n < a < b < 1/(n + 1), kuriame aibés A
tasky néra. Nesunku jsitikinti, kad baigtinio skai¢iaus niekur netirsty aibiy
sgjunga yra niekur netirsta. Taciau skaiCiai sgjungai tai nebutinai teisinga.
Pavyzdziui, racionaliyjy skai¢iy aibés QQ elementus galime sunumeruoti Q =
{ry,re,...}, todél

o0
Q=J{rt
j=1
Bet aibé sudaryta i vieno skaiCiaus niekur netirsta. Taigi aibe Q galime

uzrasSyti skaiCia niekur netirsty aibiy sajunga. Kita vertus, aibé Q yra visur
tirsta. Taigi turi prasme Sis apibrézimas.



4.3 apibrézimas. Aibé A C X vadinama pirmosios kategorijos, jei ji yra
skaiti niekur netirSty aibiy sgjunga. PrieSingu atveju, aibé A vadinama
antrosios kategorijos.

Metrinés erdveés aibes j kategorijas suskirsté R. L. Beras, taip atskirdamas
Jretas® (jliesas) aibes nuo ,nerety” (,riebiy*). Paminésime keleta savybiy,
susijusiy su aibiy kategorija, jy irodymus palikdami skaitytojui vietoj pra-
timo.

(1) Jei aibé B C X — pirmosios kategorijos ir A C B, tai aibé A taip pat
pirmosios kategorijos;

(2) skaiti pirmosios kategorijos aibiy sajunga — pirmosios kategorijos;

(3) jei C = AUB ir aibé A yra pirmosios kategorijos, o aibé C' — antrosios,
tai antrosios kategorijos yra ir aibé B.

(4) uzdaroji aibé su tus¢iu vidumi — pirmosios kategorijos;

(5) jei T : X — X — homeomorfizmas, tai su bet kuria aibe A C X, abi
aibés A ir T'(A) yra tos pacios kategorijos.

Akivaizdu, kad tuscia aibé yra pirmosios kategorijos. Kaip jau Zinome,
racionaliyjy skai¢iy aibé Q C R yra pirmosios kategorijos. Netrukus jsitikinsime,
kad realiyjy skai¢iy aibé R yra antrosios kategorijos. Atsizvelge i tai ir i (3)
savybe, gauname, kad iracionaliyjy skaiciy aibé taip pat antrosios kategori-
jos. Bero prasme, racionalieji skaiciai realiyjy skaic¢iy aibéje sudaro mazuma.

Panagrinékime dar keleta pavyzdziy.

4.4 pavyzdys. Aibé L9(0,1) yra erdvés L1(0, 1) pirmosios kategorijos aibe.
Norédami tai jrodyti, nagrinékime erdvés Li(0,1) aibes

1
A = {f € L.(0,1) :/ PO <k, k=1,2,...
0
Kadangi

Ly(0,1) = | J Ay,
k=1

pakanka jsitiktinti, kad aibés Ay, k = 1,2, ... niekur netirstos erdvéje L;(0,1).
Pasinaudosime vienu i§ ekvivalenc¢iy niekur netirstos aibés apibrézimy. Bu-
tent, jrodysime, kad su kiekvienu k aibé A uzdara ir turi tuscia vidy. Fik-
suokime k. Pirmiausia jrodykime, kad aibé Ay yra uzdara. Tarkime, seka
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(fn) C Ag konverguoja ir f = lim fy, t.y.

d(fn, f) /|fn — f(t)|dt — 0, kai n — oo.

Fiksuokime a > 0 ir pazymékime A(a) = {t € (0,1) : |f(¢t)| < a}. Na-
grinékime integrala

I(a) = ( » fQ(t)dt)l/ ’

Su bet kurivo € > 0, pazyméje T = {t € (0,1) : |fu(t) — f(t)| < &} ir
= (0,1)\7, turime

_ 2 2
I(a) = ( /A g P00 /A _— (t)dt)
[@®m{t € (0,1) : |fu(t) — F(1)] > )]/ *+

— 2 1/2 9 1/2
( A(a)st(fn(t) (@) dt) + ( /A - fn(t)dt) <
ae™ 2d(fu £) + 2 d(fus ) + .

1/2

Kadangi € > 0 laisvai pasirenkamas skai¢ius, i§ gauto jver¢io matome, kad
I(a) < E.

SkaiCiy a taip pat galime pasirinkti laisvai, todél ir fo f2(t)dt < k2. Tai-
gi butinai f € Ay. Kadangi (f,) - laisvai parinkta seka, tal aibé Ay uz-
dara. Lieka jrodyti, kad jos vidus tus¢ias. Tegu f € Aj. Nagrinékime rutulj
S:(f) € L1(0,1). Irodysime, kad kiekviename tokiame rutulyje yra elementy
nepriklausanciy aibei Ag. Pakanka paimti funkcija

ga(t) = )+ (/27 V2 {a<t <1}, 0<a<l.

Tikrai, g, € Ly ir d(ga, f) = (¢/2) [, t71/2dt = (1 — \/a) < e. Bet

([ g2<t>dt)” >
0
(/1(5/2) 1dt /f2 t)dt 1/22

(e/2)In'/?(1/a) —

Is sio jvercio matome, kad pakankamai maziems a, g, € Ag.



4.5 pavyzdys. Erdvés {5 aibé ¢ yra pirmosios kategorijos. Irodymui ne-
sunku modifikuoti ankstesnj pavyzdj. Paliekame tai skaitytojui vietoj pra-
timo.

4.1.3 Bero teorema
Si teorema dazniausiai vadinama Bero teorema apie kategorijas.

4.2 teorema. Pilna metriné erdvé yra antrosios kategorijos aibé.

Irodymas. Tarkime, X yra pilna metriné erdvé bet

"
k=1

ir aibés Ag,k > 1, niekur netirStos. Pasirinkime vienetinio spindulio uz-
dara rutulj Bj(a) su centru bet kuriame erdvés taske a € X. Kadangi aibé
Ap niekur netirta, tai rasime tokj uzdara rutulj By, (a1) C Bi(a), su spin-
duliu 7 < 1/2, kuriame néra aibés A; tasky. Lygiai taip pat, kadangi As
niekur netirsta, tai rasime rutulj By,(a2) C B, (a1), su spinduliu 7o < 1/4,
kuriame néra aibés As tasky. Tesdami Sia konstrukcija gausime vienas

i kita idéty uzdary rutuliy seka B, (a,), n = 1,2,..., kuriy spinduliai
rn < 27" n = 1,2,..., artéja | nulj. Be to, rutulyje B, (ay), néra nei
vieno aibiy Ay, Ao, ..., A, tasko. Pritaike 7?7 teorema gauname, kad egzis-

tuoja taskas zp € X, priklausantis visiems rutuliams, z¢ € B, (a,) su visais
n € N. Kita vertus, taskas xg nepriklauso nei vienai i§ aibiy A4,,, todél

1‘0¢ UAk:X-

k=1

Gauta priestara jrodo teorems. m

4.2 iSvada. Pilnos metrinés erdvés pirmosios kategorijos aibés papildymas
yra antrosios kategorijos aibé.



4.2 Separabiliosios metrines erdveés

Tarp realiyjy skaiciy ypatinga viets uzima racionalieji. Jau Zinome, kad
racionaliyjy skaiciy aibé Q yra visur tirsta erdvéje R. Kita gera jos savybé — ji
yra skaiti. Tos dvi racionaliyjy skaiGiy aibés savybés pasitarnavo apibréziant
separabiliasias metrines erdves.

4.4 apibrézimas. Metriné erdvé X vadinama separabiligja, jei egzistuoja
skaiti visur tirSta aibé Xy C X.

Aibé Xy C X vadinama separabiligja, jei poerdvis X yra separabilioji
metriné erdveé.

Erdvé R separabili, nes racionaliyjy skai¢iy aibé Q yra skaiti ir visur
tirsta. Skaitytojui paliekame paciam jsitikinti, kad erdveés R™,C™ taip pat
separabilios.

4.5 teiginys. Erdvés £,, 0 < p < 00, co, RN separabilios.

Irodymas. Tegu Ag = U Aoy, kai
Ao ={r=_(r1,...,m,0,...),r, € Qi=1,...,n}.
Kiekviena i§ aibiy Ag,,n € N yra skaiti. Kaip skaiti skaiciy aibiy sajunga,
aibé A skaiti (zr. 77 teiginj). Irodysime, kad aibé Ay visur tirsta kiekvienoje
is erdviy £,,0 < p < 00, ¢ ir RN,
Pradékime nuo erdviy £,,p > 1. Imkime © = (21,22,...) € £, ir € > 0.
Pirmiausia taip parinkime N = N, € N, kad

o0

S fnlr < er/2.

k=N+1
Toliau taip parinkime 7. € Aoy, 7e = (Tc1,---,7:N,0,...), kad
N

D ke —rarlP < €P /2.

k=1
Taip parinke r., gauname

o0

Z ]xk]p) v <e.

N
d(z,r.) = <Z |y, — rel? +
k=1 k=N+1
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Taigi [Ag] = £p, kai p > 1.

Likusiy erdviy separabiluma jrodome panasiai. Nagrinéjant erdve cg,
reikia pastebéti, kad seka @ = (x,) konverguoja j nulj tada ir tik tada, kai
lim,, o0 SUPy>, |Tk| = 0. Todél kiekviena € > 0 atitinka toks N = N, € N,
su kurivo

sup |zg| < e.
k>N

Lieka taip parinkti r. € Aoy, 7 = (re1,...,7eN,0,...), kad

sup |z —reg| < e.
1<k<N

Tuomet ir

d(z,re) = max{ sup |z — rexl, sup |zg|} <e.
1<k<N k>N

Likusiy erdviy £,,0 < p < 1ir RY separabiluma sitilome skaitytojui jrodyti
paciam. m

4.6 teiginys. Erdvé {., neseparabili.

Irodymas. Sakykime, M C {, — aibé tokiuy seky & = (x,), kai kiekvienas
x, yra arba 0, arba 1. Akivaizdu, kad d(z,y) = sup,>; |Tn — yn| = 1, jei
x = (x,) # y = (yn). Be to, aibé M yra kontinumo galios, nes kiekviena
seka (z,,) € M atitinka skai¢ius = € [0, 1], kurio dvejetainé israiska yra seka
(x,). Jei tartuméme, kad {o separabili, tai egzistuoty skaiti ir visur tirSta
aibé A C loo. Tegu A = {x1,22,...,&p,...} . Paéme ¢ = 1/3 turime,
kad X = U2 |5 /3(xy). Kadangi rutuliy S /3(xy), dengianciy visa erdve,
aibé skaiti, o M — kontinumo galios, tai bent viename i$ rutuliy, tarkime
Sl/g(cck), turi buti bent du skirtingi taskai « ir y i§ M. Bet tada

1 =d(z,y) < d(z,x) +d(zp,y) < 1/3+1/3 =2/3,

o tal nejmanoma. Taigi prielaida apie £, separabiluma neteisinga. =

4.7 teiginys. Erdvés Cla,b],C(R),C"[a,b] separabilios.
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Irodymas. Pirmiausia jrodysime erdveés C|a, b] separabiluma. Nesunku jsi-
tikinti, kad polinomy su racionaliaisiais koeficientais aibé Pg yra skaiti. Ji,
be to, visur tirsta erdvéje Cla,b]. Tikrai, kiekvienai funkcijai f € Cla,b] su
bet kuriuo € > 0 galime surasti tokj polinoma p € Pg, kad

d(f,p) = sup [f(t) —pt)| <e.

a<t<b

Tikrai, remiantis VejerStraso teorema (7zr. 4.1 teorema), su bet kuriuo € > 0,
kiekviena f € Cla,b] atitinka toks polinomas ¢, kad d(f,q) < /2. Kadangi
polinomo ¢ laipsnis baigtinis, tai galime rasti tokj p € Pg, kad d(q, p) < /2.
Pasinaudoje trikampio nelygybe isvedame d(f,p) < e.

Erdviy C¥[a, b] separabilumas jrodomas analogigkai.

4.8 teiginys. Erdvé Bla,b| neseparabili.

Irodymas. Apibrézkime funkcija xs(f) = 1, kai t < s, ir x5(¢) = 0 priesingu
atveju. Akivaizdu, kad aibé M = {xs, s € [a,b]} — kontinumo galios ir

d(xs, xt) = Sl[lpb] Ixs(u) = x¢(u)| = 1,
u€la,

kai s # t. Toliau samprotaujame kaip ir 4.6 teoremos jrodyme. =

4.9 teiginys. Erdvés Ly(a,b), kaip > 1, —oo < a < b < 400, yra separa-
bilios.

Irodymas. Pirmiausia nagrinékime erdves L,(0,1), p > 1. Nagrinékime
racionaliyjy laiptiniy funkcijy aibe

n—1

AOZ{Zrnk)\nk: Tk € Q, k:()’l,""n_l?nEN}'
k=0

Funkcijos \,x apibréztos (4.1) formule. Aibé Ay yra skaiti, nes ja galime
iSreiksti skaiCia skai¢iy aibiy sgjunga. [rodysime, kad ji yra visur tirsta
kiekvienoje erdveéje L, (0,1),p > 1. Fiksuokime € > 0 ir paimkime bet kuria
funkcija f € L,(0,1). Pagal ka tik jrodyta 4.2 teiginj, egzistuoja toks n € N,
kad

d(f, zn:ank)\nk) <e/2.
k=0
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Taip parinkime racionaliuosius skaic¢ius 1,k = 0,1,...,n, kad

OISHI?SXn lank — k| < /2.

Tuomet fr =D 1o ankAnk € Ag ir

a(f, f) < d(f,znzankknk) + d(znjank)\nka Zn:Tnk)\nk> <
k=0 k=0 k=0

£/2+ max |ang — ruxl < €.
0<k<n

Taigi [Ag] = L,(0,1), todél erdveé L,(0,1) yra separabili. Nuo erdvés Ly(0,1)
nesunku pereiti prie Ly(a,b), kai a,b baigtiniai skai¢iai ar begalybés. Ka-
dangi Ly(a,b) yra L,(—o0,00) poerdvis (jei kiekviena funkcija, apibrézta
baigtiniame intervale pratesime, laikydami ja lygia nuliui uz to intervalo),
pakanka jrodyti erdvés L,(—o0,00) separabiluma. Pazymékime

1

t=—-+ —arctanu, —oo0 < u < +o0.
2 7

Funkcijai f : (0,1) — R, apibrézkime

— 7T—1/p f(t)

g5 (u)

Akivaizdu, kad funkcija f € Ly,(0,1) tada ir tik tada, kai g5 € L,(—00,400).

Be to,
+o00 1
| lastwran= [C1sopra
00 0

Vadinasi, erdvés Ly(—o00,400) aibé A; = {gy : f € Ap} yra skaiti ir visur
tirSta. =
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