15 paskaita

15.1 Kompaktiskieji operatoriai

15.1.1 Erdvé L(E,F)

Siame skyrelyje E,F — tiesinés normuotos erdves vir§ to paties skaliary
kuno K.

15.1 apibrézimas. Tiesinis operatorius T : E — F vadinamas kompak-
tiskuoju, jei su kiekviena apréztaja aibe A C E, aibé T(A) — reliatyviai
kompaktiska.

15.1 teiginys. Jei T : E — F — tiesinis operatorius ir su kiekviena seka
(xn) C Bg = {x € E : ||z|| < 1}, seka (T'xy,) turi konverguojantj posekj, tai
operatorius T kompaktiskas.

Irodymas. AKkivaizdus. =

Pagal kompaktiskojo operatoriaus apibrézima, kiekvienas tiesinis kom-
paktiskas operatorius yra apréztas, vadinasi, ir tolydus.

I5 .... teiginio iSplaukia, kad tapatusis operatorius Ig kompaktiskas tada
ir tik tada, kai dim(E) < oco. Kita vertus, kiekvienas tiesinis operatorius,
kurio reikSmiy aibé yra baigtinio matavimo, yra kompaktiskas.

Tiesiniy tolydziy kompaktiskyjy operatoriy T : E — [F aibe Zymeésime
Le(E,F).

15.1 teorema. Erdvés L(E,F) aibé L¢(E,F) yra uzdara ir tiesiné.

Irodymas. Pirmiausia jrodysime, kad aibé L¢(E,F) yra tiesiné. Tarkime,
operatoriai S,T € L¢(E,F) ir o, 8 € K. Jei (z,) C E — apréztoji seka, tai

seka (T'z,,) turi konverguojantjji poseki, sakykime, (T° :cﬁl”), o seka (S’xg)) —



konverguojantjji posekj (Sazg) ). Savo ruoztu seka (Ta:g)) konverguoja kaip

konverguojanciosios sekos posekis. Vadinasi, seka (aTxg) + 55’%(12)) konver-
guoja ir oT + BS € L¢(E,F).

Dabar tarkime, (T;,) € LYE,F) ir T = lim, o T},. Kiekviena ¢ > 0
atitinka N, € N, kad

||Thx —Tx|| <e suvisais n>N,, x € Bg. (15.1)

Remiantis 15.1 apibrézimu, aibé Tn(Bg) reliatyviai kompaktiska. Pritaike
Hausdorfo teorema 77, randame tokj baigtinj rinkinj {z1, ..., z,,} C Bg, kad
aibé

{TNE:L’1, ...,TNE.Tm} CcF
yra aibés Ty (Bg) €/3-tinklas. Vadinasi, bet kurj * € Bg atitinka toks
k=1,..,m, kad ||Tn.z — Tn.xg|| < /3. Pritaike (15.1), gauname

HT:E — Tl’kH < ||Ta; — TNE«TH + ||TNE:I: _TNEJIkH + HTNE.ka —T.TkH < (7/3)6.

Vadinasi, aibé T'(Bg) yra visiSkai aprézta, ir lieka pritaikyti Hausdorfo teo-
rema. m

15.1.2 Sauderio teorema

15.2 teorema. JeiT € L(E,F) ir erdvé F — Banacho, tai operatorius T' yra
kompaktiskas tada ir tik tada, kai jo jungtinis operatorius T* kompaktiskas.

Irodymas. Butinumas Nagrinékime atitinkamai erdvés E ir F* uzdaruosius
vienetinius rutulius B = {z € E: ||z|| < 1} ir B* = {y* € F* : [|y*[| < 1}.
Tegu T € L¢(E,F) ir seka (y);) C B*. Apibrézkime funkcijas ¢, : T(B) —
Rn=1,2---:
Pn(y) = yn ().
Kadangi
[Dn ()] = lyn )] < Nynll -yl < [lyll,

tai funkcijos ¢,, yra apréztos kiekvienoje apréztoje aibéje. Be to,

6n(y) = on(2)] = lyn(y — 2)] <lynll - lly = 2l < ly — =]].

Todél funkcijos (¢,,) yra lygialaipsniskai tolydzios. Kadangi T(B) — kom-
paktiska aibé, tai pagal Arcelo - Askolio teorema, aibé (¢,) C C(T(B))
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yra reliatyviai kompaktiska. Todél egzistuoja konverguojantis posekis (¢, ).
Tarkime, ¢, — ¢ erdvéje C(T'(B)). Tai yra,

sup |¢n (y) — ¢(y)| = sup |p, (Tx) — ¢(Tz)| — 0.
yeT(B) x€B

Bet ¢/ (Tx) =y, (Tx) = T*(y;/ (x)), todél seka T*(y,) konverguoja.
Pakankamumas. tarkime, T* — kompaktiskas operatorius. Kaip ka tik
irodéme, jo jungtinis operatorius T** = (7%)* : E** — F** taip pat kom-
paktiskas. Taigi, T**(B**) — reliatyviai kompaktiska aibe, kai B** = {x** €
E** : [|z**]| < 1}. Kadangi jdétis B < E** tolydi ir T(B) — T"*(B**) tai ir
aibé T'(B) — reliatyviai kompaktiska. m

15.1.3 Pavyzdziai
Pateiksime keleta kompaktskuyjy operatoriy pavyzdziy.

15.1 pavyzdys. Siame pavyzdyje nagrinésime baigtiniamacius operatorius
(zr. 7?7 pavyzdj). Baigtiniamadciai operatoriai yra kompaktiski. I§ tikryjuy,
kadangi dim(R(7")) < oo, tai kiekviena aprézta aibé A C R(T) yra reliatyviai
kompaktigka.

15.2 pavyzdys. Tarkime, k : [a,b] X [a,b] — R — tolydi funkcija, K -
integralinis Fredholmo operatorius su branduoliu k.

15.3 teorema. Erdvés Cla,b] integralinis Fredholmo operatorius K su toly-
dziu branduoliu k yra kompaktiskas.

Irodymas. Tarkime, B — vienetinis erdves C[a, b] rutulys. Pakanka jrodyti,
kad K (B) reliatyviai kompaktiska aibé. Remiantis Arcelo-Askoli teorema,
reikia parodyti, kad K (B) aprézta ir vienodai tolydi. Akivaizdu, kad §i aibé
aprézta, nes operatorius K yra apréztas. Tarkime, € > 0 ir z € B. Kadangi
funkcija k yra tolydi, tai egzistuoja d > 0 toks, kad

|k(s1,t) — k(s2,t)] < e(b—a)™!,
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kai ¢t € [a,b], 0 51,82 € [a,b] tenkina salyga |s1 — s2| < d. Vadinasi, imdami
s1, S2 € [a, b] tokius, kad |s; — s2| < 0, gauname (primename, kad x € B)

b
() (s1) — (Ko)(s0)| = | [ (ko1,8) = K(sa, (0
(b — a) sup{|k(s1,t) — k(s2,t)| - |z(t)] : a <t < b}
S up{]w()\:aﬁtﬁb}ge.

<
<

I§ ¢ia isplaukia, kad aibé K (B) yra vienodai tolydi. m

15.3 pavyzdys. Siame pavyzdyje integralinj Fredholmo operatoriy nagrinésime
apibrézta erdvéje La(a,b).

15.2 apibrézimas. Operatorius T : La(a,b) — La(a,b), apibréZtas lygybe

b
(T:U)(t):/ k(t,s)z(s)ds,

vadinamas integraliniu Fredholmo operatoriumi su branduoliu k. Branduolys
k vadinamas iSsigimusiuoju, jei

t) = pit)g(s)
j=1

ir funkcijos pj,q; € La(a,b), k=1,...,n

15.1 lema. Integralinis Fredholmo operatorius erdvéje La(a,b) su iSsigimu-
siu branduoliu yra kompaktiskas.

Irodymas. Integralinio operatoriaus su iSsigimusiu branduoliu reik§miy sritis
yra baigtiniamaté erdve, kurig generuoja funkcijos pj, j = 1,...,n,todel
kiekviena apréztaja aibe jis vaizduoja i reliatyviai kompaktiska. m

Remdamiesi Sia lema, jrodysime integralinio Fredholmo opreratoriaus

kompaktiskuma.

15.4 teorema. Jei T — integralinis Fredholmo erdvés Lo(a,b) operatorius
su branduoliu k, tenkinanciu salyga

b b
//k:Q(t,s)dtds<oo,
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tai operatorius T yra kompaktiskas.

Irodymas. Pazymeékime

b b
Lg([a,b}x[a,b]):{g:[a,b]x[a,b]—>R:/ / (L, 8)dtds < co}.

Erdvé Ly(a, b) yra separabilioji Hilberto erdvé, todél joje egzistuoja ortonor-
muotoji bazé, sakykime, (p,). Tuomet seka (p;(s)p;(t),7,7 € N) yra erdvés
Ls([a,b] X [a,b]) bazé (zr. ?7? pratima). Todél branduolj k& galime iSreiksti
eilute

k(t,s) = Z aijpi(t)p;(s);

i,j=1
. b (b
ca ag; = [ [ k(t, s)pi(t)p;(s)dtds.
Remiantis eilutés normuotoje erdvéje savoka,
b b n
/ / |k(t,s) — Z aijpi(t)pj(s)*dtds — 0,
a Ja ij=1

kai n — oco. Tarkime, T;, — integralinis operatorius, apibréztas lygtimi

b n
Tox(t) = [ D aypi(t)pj(s)z(s)ds.

@ =1

Operatoriaus T,, branduolys yra iSsigimes. Remiantis 15.1 lema, T}, — kom-
paktiskasis operatorius. Be to,

b b n
IT =Tl < [ [ ks = Y aumi(tmy (o).
@ e 0,41

Remiantis 15.1 teorema, T' — kompaktiSkasis operatorius. m

15.2 Spektrineés teorijos elementai

IS tiesinés algebros Zinome, kad nagrinéjant lygtj Az = Az, ¢ia z € R™
yra nezinomasis, A — duota n X n matrica (kuri atitinka tiesinj operatoriy,

5



veikiantj erdvéje R™ ), o A € C — parametras, visos A reikSmes pasidalija }
dvi aibes. Pirmojoje yra tos, su kuriomis lygtis turi nenulinj sprendinj (jos
vadinamos matricos tikrinémis reik§meémis ir sudaro atitinkamo operatoriaus
spektra). Visos likusios A reikSmeés vadinamos reguliariosiomis. Su jomis ir
tik su jomis, lygtis (A — AI)x = b turi vienintelj sprendinj koks bebuty
b e R".

Siame skyriuje tikriniy ir reguliariyjy reiksmiy bei spektro sgvokas apiben-
drinsime tiesiniams operatoriams, veikiantiems abstrak¢iose tiesinése erdvése.
Pamatysime, kad, peréjus prie begalinés dimensijos erdviy, spektriné teorija
tampa sudétingesne. Kiek pla¢iau susipazinsime su Hilberto erdviy kompak-
tiskyjy operatoriy spektrine teorija.

15.2.1 Spektras ir rezolventé

Siame skyrelyje E — begalinés dimensijos tiesiné normuota erdvé virs
skaliary kuno K.

15.3 apibrézimas. Tegu operatorius T € L(E).
a) Operatoriaus T rezolventine aibe vadinama aibé
p(T) = {\ € K:(X —T)" ! egzistuoja
ir yra tiesinis tolydus operatorius}
Rezolventinés aibés taskai vadinami reguliariosiomis operatoriaus T
reikSmémis.

b) Atvaizdis R : p(T) — L(E), R(\) = Rr(\) = (M — T)~! vadinamas

operatoriaus rezolvente.

¢) Operatoriaus T' spektru vadinama aibé o(T') = K\p(T).

15.4 apibrézimas. Operatoriaus spektras skirstomas j'?
p) taskinj spektra:
op(T) = {\ € o(T): (\[—T)™" neegzistuoja};

'Kai kuriuose vadovéliuose spektras skirstomas tik j taskinj ir tolydujj spektra, t.y.,
apjungiant c) ir r) atvejus j viena: (A — T)~" egzistuoja, bet yra neapréztas.

2Raidés p, c ir r paimtos kaip pirmos anglisky zodziy "point", "continous" ir "residual"
raideés.



¢) tolyduyjj spektra:
oo(T) ={N€o(T): M —T)"! egzistuoja,
yra neapréztas, o aibé (A —T)(E) visur tirsta};
r) likutinj spektra:
or(T) ={\: M\ = T)™! egzistuoja,

yra neapréztas, o aibé (A — T)(E) néra visur tirsta}.

I8 atvirojo atvaizdZzio teoremos iSplaukia lygybé
o(T) =op(T)Uo(T)Uo,(T).

I8 tikryjy, remiantis atvirojo atvaizdZio teorema, A\I — T yra bijekcija tada
ir tik tada, kai (AI — T)~! egzistuoja ir yra tolydus atvaizdis.

15.4 pavyzdys. Nagrinékime aibe E, sudaryta is aprézty funkeijy f : [0, 1] —
R, kurios yra tolydzios taskuose 0 ir 1 bei lygios nuliui taske 0. Toje aibéje na-
grinékime naturaliasias sumos ir sandaugos i$ skaliaro operacijas ir apibréz-
kime norma || f|| = supg<s<; | f(¢)|. Nesunku jrodyti, kad taip sukonstruota
realioji tiesiné normuota erdvé E yra Banacho (galime pastebéti, kad E yra
Banacho erdvés B0, 1] poerdvis). Nagrinékime operatoriy 7' : E — E,

Tf(t)=tf(t), tel0,1], feE.

Akivaizdu, kad T" € L(E) (vistiek jsitikinkite!). Irodysime, kad p(T) =
R\[0,1], 0 o(T") = [0, 1]. Pirmiausia tarkime, A ¢ [0, 1]. Ooperatoriy (AI —
T)~! apibrézkime taip:
A =T)" f(t)=(A =)' f(t), telo,1], feE.

Akivaizdu, kad operatorius (Al — T)~! € L(E). Be to, su visais f € E ir
t €10,1],

(A =T)" AL =T)f(t) = (M = T)"H (A =) f(t) = f(1);

(A =T)A =T)7 f(t) = (ML = T)(A =) f(t) = f(1).

Tai jrodo, (A — T)~! iSties yra operatoriaus A\ — T atvirkstinis. Taigi
A€ p(T).



Dabar nagrinékime operatoriaus spektra, t. y. aibe [0,1]. Nesunku
isitikinti, kad atviras intervalas (0,1) sudaro taskinj spektra. I8 tikryjuy,
imdami A € (0,1), apibrézkime funkcija

Ia(t) = ox(t) =7777277,  t€[0,1].

Tuomet
TfA(t) =tfa(t) = Afa(t), te]0,1].

Taigi A € op(T).

Lieka du taskai: 0 ir 1. IS pirmo Zvilgsnio atrodyty, kad abu Sie taskai
priklauso tai paciai spektro daliai. Taciau taip néra: 1 € 0,.(T'), 0 0 € o.(T).

Nagrinékime operatoriy I —T. Jei (I —T)f = 0, tai f(t) = tf(t) su visais
t € [0,1]. Vadinasi, f(t) = 0, kai ¢t € [0,1). Kadangi, be to, funkcija f yra
tolydi taske 1, tai f(1) = 0 ir f = 0. Tai irodo, kad operatorius I — T yra
kad 1 € o0,(T) turime dar jrodyti, kad aibé (I — T')(E) néra visur tirsta
erdvéje E. Bet tai akivaizdu, nes funkcijos, priklausancios aibei (I — T')(E)
butinai lygios nuliui taske 1. Tuo tarpu erdveés E funkcijos taske 1 gali jgyti
bet kurig reikSme.

Liko jrodyti, kad o.(T) = {0}. Operatorius T' yra injektyvus. Tikrai,
jei Tf =0, tai tf(t) = 0 su visais ¢t € [0,1]. Todél f(¢t) = 0, kai ¢t € (0,1].
Remiantis erdveés E apibrézimu, f(0) = 0. Taigi f = 0. Toliau jrodykime,
kad T'(E) yra visur tir§ta aibé. Tuo tikslu fiksuokime € > 0 ir g € E. Funkcija
g yra tolydi nulyje, be to, g(0) = 0. Todél egzistuoja toks 6 > 0 su kuriuo
lg(t)| < e, kai 0 < ¢ < 4. Apibrézkime funkcija g-(f) =0 kai 0 < ¢t < § ir
g:(t) =t y(t), kai 6 < t < 1. Akivaizdu, kad g. € E ir

[Tge — gl = sup [g(t)| <e.
0<t<s

Operatoriaus spektras priklauso ir nuo erdveés, kurioje 8is operatorius
nagrinéjamas. Tal matysime kituose pavyzdZiuose.

15.5 pavyzdys. Operatoriy T apibrésime kaip 15.4 pavyzdyje, tik pakeisime
jo apibrézimo sritj. Nagrinésime operatoriy 7" : C[0,1] — C[0, 1],
Tf(t) = tf(t)v te [07 1]a fe C[Oa 1]

Nesunku jsitikinti, kad, kaip ir ankstesniame 15.4 pavyzdyje, o(T") = [0, 1],
taciau visas intervalas [0, 1] sudaro likutinj spektra. Tikrai, tolydziuju funkcijy
erdvéje C[0,1] lygties (A —¢)f(t) = 0, t € [0,1], sprendinys gali buti tik

8



f =0, o aibg (Al —1)(C[0,1]) sudaro tolydziosios funkcijos, kurios lygios
nuliui tagke ¢ = A. Si aibé néra visur tirsta erdvéje C|[0, 1].

15.6 pavyzdys. Vél nagrinékime operatoriy
Tf(t)=tf(t), teR, (15.2)

ta¢iau dabar veikiantj erdvéje Lo(R), t. y., (15.2) apibrézime f ir T'f €
Ly(R). Sis operatorius apibréztas ne visoje erdvéje La(R), o tik aibéje

D(T) = {f € Ly(R) : /OO 2F2(t)dt < oo}.

—0o0
Parodysime, kad kiekvienas realusis skaic¢ius A priklauso operatoriaus 1" toly-
dziajam spektrui o.(7T'). Imkime fiksuota A\g € R ir erdvéje Lo(R) nagrinékime
lygti
(Ml =T)f=0

(tai reiskia, kad (Ao — t)f(t) = 0 beveik visiems ¢ € R). Akivaizdu, kad
jos sprendinys f(¢t) = 0 beveik visur, t. y., sprendinys yra nulinis erdveés
Ly(R) elementas. Todél kiekvienam realiam Ao € R operatorius (Aol —7T)*
egzistuoja. Sio operatoriaus apibréZimo sritis D((\oI — T)71) yra visos
funkcijos g € Lo(R), kurios tapatingai lygios nuliui kokioje nors tasko Ag
aplinkoje (tos aplinkos gali buti skirtingos skirtingoms funkcijoms g). Ne-
sunku jsitikinti, kad §i aibé yra visur tirsta erdvéje Lo(R). Tikrai, kiekvienai
funkcijai f € Ly(R) ir kiekvienam e > 0 galime parinkti tokj § > 0, kad

)\0+6
/ fA(t)dt < &2
A

0—0

Paéme
() = 0, kai |t — Ao| <6,
a= f(t), Xkitur,

turime ||f — g|| < e ir g € D((AoI — T)7!). Kad isitikintume operatoriaus
(Aol — T)~! neapréztumu, uztenka paimti seka (g,) C D((A —T)71),

0, kai |t—o|<1/2n,
gn(t) =</, kai 1/2n <|t — Xo| < 1/n,
0, kai ‘t— )\0| > 1/n.

Siy funkcijy norma lygi 1. I8 kitos pusés, nesunku matyti, kad

Fa®) = o = )7 gn(t), I full =n.



15.2.2 Tikrinés reikSmeés

Tarkime, T : E — [E — tiesinis operatorius, apibréztas tiesinéje normuo-
toje erdvéje E. Skai¢ius A € 0,(T") vadinamas operatoriaus 1" tikrine reiksme.
Kitais zodziais tariant, skaic¢ius A € K yra operatoriaus T' tikriné reiksmeé
tada ir tik tada, kai egzistuoja toks nenulinis elementas = € E, kad

Tz = Az (15.3)

Kiekvienas toks nenulinis elementas x, su kuriuo teisinga (15.3) lygybé, vad-
inamas operatoriaus T' tikriniu vektoriums, atitinkanciu tikrine reikSme .
Tikriniy reikSmiy problema — tai problema apie duotojo tiesinio operatori-
aus tikriniy reikSmiy ir tikriniy vektoriy radima.

Tarkime, dim(E) = m, T : E — E — tiesinis operatorius. Fiksuokime
erdveés E baze eq, ..., e,,. Tarkime,

m
Tej = E Q€4 ] = 1,...,m;
=1

¢ia (ov;) — matrica, atitinkanti operatoriy 7. Siuo atveju lygtis Tz = Az yra
ekvivalenti lygciy sistemai

m
Z(aij—)\éij)xj :0, 1= 1,2,...,77’&;
j=1
Cia ¢z = E;ﬂzl xje;. Si tiesiniy homogeniniy lygéiy sistema turi nenulinj

sprendinj tada ir tik tada, kai det(a;; — Ad;;) = 0. Vadinasi, operatoriaus
T tikrinés reik§més yra matricos (a;;) charakteringosios lygties Saknys. Jrase
ty Sakny reikSmes j homogeniniy lygéiy sistems, randame tikriniy vektoriy
koordinates.

Jei, be to, erdvé E yra kompleksiné, tai charakteringoji lygtis

det(aij — )\(51]) =0

turi m Sakny. Tuo tarpu realiosios erdves atveju realiyjy Sakny gali ir visai
nebuti. Taigi i§ esmés gali skirtis kompleksinés ir realiosios erdviy operatoriy
tikriniy reikSmiy tyrimas.

15.5 teorema. Tarkime, E — tiesiné normuota erdveé. Jei Ay, ..., A\, — oper-
atoriaus T' € L(E) skirtingos tikrinés reikSmes, tai Sias reikSmes atitinkantys
tikriniai vektoriai x1, ..., xy, yra tiesiSkai nepriklausomi.
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Irodymas. Tarkime, x1, ..., T, néra tiesiskai nepriklausomi. Vadinasi, egzis-
tuoja tokie skaliarai ou,...,om, kad >0 |as| # 0, bet >0 ayz; = 0.
Sakykime, a1 # 0. Kadangi operatorius 1" yra tiesinis, tai

0= T(i Oéil'i> = i OéiTl'i = i Oél)\zl‘z
i=1 =1 =1

I5 sios lygybés ateme lygybe A, i | a;x; = 0, gauname

n n—1
0= Zaz()\l — )\n)xz = Z Oél'()\i — )\n)xz
i=1 i=1

Nuosekliai tesdami §j procesa, t.y., paveikdami gautos lygybés abi puses op-
eratoriumi 7", padaugindami turima lygybe iS A,_1, jas atimdami ir t.t.,
jrodome, kad

0= 041(/\1 - )\2)()\1 — Ag) cee ()\1 — )\n)xl.

Bet si lygybé galima tik, kai oy = 0. Gauta priestara jrodo prielaidos klai-
dinguma. m

15.6 teorema. Sakykime, E — tiesiné normuotoji erdvé, T : E — [E — tiesinis
apréztas operatorius. Jei A — operatoriaus T' tikriné reikSmeé, tai aibé Ny,
sudaryta iS erdvés E nulio ir visy tikriniy elementy, atitinkanc¢iy tikrine
reikSme A, yra tiesiné ir uzdara.

Irodymas.  Akivaizdu, kad aibé Ny — tiesiné. Jei seka (z,) C N, ir
limy, 00 2n = 20, tai lim, .o Tz, = Tz9. Kadangi Tz, = Az,, tai

Azp = lim Az, = lim Tz, = Tz.
n—oo n—oo

I8 ¢ia i8plaukia, kad 2y € Ny. Vadinasi, aibé Ny — uzdara. =

15.5 apibrézimas. Aibé Ny, figuruojanti 15.6 teoremoje, vadinama oper-
atoriaus I' tikriniu poerdviu, atitinkanciu tikrine reikSme . Sio poerdvio
dimensija vadinama tikrinés reiksmés A\ kartotinumu.

15.7 teorema. Jei T : E — E — kompaktiskasis operatorius, tai jo tikrinio
poerdvio Ny, atitinkancio tikrine reikSme A\, dimensija baigtiné.
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Irodymas. Imkime vienetinio rutulio Sy = {x € N, : ||z|| < 1} bet kuria
elementy seka (x,). Kadangi operatorius 7" kompaktiskas, tai is sekos (T'z;,)
galime i8rinkti konverguojantjji posekj (7'z,,). Kadangi x,, = Tx, /) su visais
n > 1, tai konverguoja ir posekis (x,). Vadinasi, erdvés N vienetinis rutulys

15.8 teorema. Kompaktiskojo tiesinio operatoriaus T : E — [E spektras
susideda tik i§ tikriniy reiksSmiy. Sig reikSmiy aibé yra baigtiné arba skaiti,
pastaruoju atveju tikriniy reikSmiuy seka turi vienintelj ribinj taska A = O.
Kiekvienam € > 0 yra tik baigtinis skaic¢ius tikriniy reikSmiy, moduliu
didesniy uz €.

Irodymas. Tai, kad kompaktisko operatoriaus T spektras susideda tik i

rema). Tikrai, jei A ¢ p(T), tai (15.3) lygtis turi nenulinj sprendinj.

Toliau tarkime, kad operatoriaus T tikriniy reikSmiy aibé begaliné. Paéme
bet kurj skai¢iy e > 0, jsitikinsime, kad nelygybe |A| > ¢ tenkinanéiy tikriniy
reikSmiy A skaicius gali buti tik baigtinis. Sakykime, yra prieSingai: egzis-
tuoja seka (Ag) skirtingy tikriniy reikSmiy, be to, |[\g| > e, k = 1,2,...

Tz, = A\Zn, n € N, seka (xj) yra tiesiskai nepriklausoma. Nagrinékime
erdvés E poerdvius L, = tap{zi,...,zn}, n € N. Pagal Ryso lema apie
sbeveik” statmenj (zr. 777777 lema), egzistuoja erdvés E elementy seka
(yn), kuri tenkina 8ias salygas: yn, € Ly, ||lyn|| = 1, ir ||z — yn|| > 1/2 su
visais © € L,—1, n > 1. Kadangi seka (y,,/\,) aprézta, tai seka (T'y,/\)
turi konverguojantjjj posekj.

Pazymeékime T\ = Al —T. Jei® € Ly, t. y., & = Y p_; apZy, tai Tz =
> p_q ATk € Ly. Tafiau

n n

T,z = Z A Ty — Z AR AL TE
k=1 k=1

n—1
= Z ak()\n — )\k)xk € Ly_1.
k=1

Tarkime, m > n ir nagrinékime
T(Qm/)\m) - T(yn/)\n> = Ym — (TAm (yﬂ) + T(yl)) = Ym — Y.
Am An
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Is ka tik jrodyty sarysiu

TAm(y—m> € Lm_1 i T(y—") €Ly C L1,
Am An

todél g € Ly,—1 ir i§ Ryso lemos gauname, kad

T (Y /Am) = T(yn/ M)l = llym — 3l > 1/2.

Si nelygybé rodo, kad seka (T}, (yn/A,)) neturi né vieno konverguojanciojo
posekio. Gautoji priestara paneigia pradzioje darytaja prielaida. Vadi-
nasi, kiekvieng ¢ > 0 gali atitikti tik baigtinis skaicius tikriniy reik8miy,
tenkinanciy nelygybe |A| > . Todél A = 0 — vienintelis tikriniy reik8miy
aibés ribinis taskas, jei toji aibé begaliné.

15.2.3 Kompaktisky savijungiy operatoriy spektriné teo-
rema

Nagrinéjant operatorius, veikian¢ius Hilberto erdvéje, galime apsiriboti
siauresnémis operatoriy klasémis ir joms detaliau apraSyti spektra. Viena i
tokiy klasiy — savijungus operatoriai. Jiems ir skirtas Sis skyrelis.

Sakykime, H — Hilberto erdvé, T': H — H — savijungis operatorius. Pir-
miausiai jrodysime bendra teiginj apie operatoriaus 7' reguliariasias reiksmes.

15.9 teorema. Tam, kad \ € K buty savijungio operatoriaus T : H — H
reguliarigja reikSme (rezolventinés aibés tasku), butina ir pakankama, kad
egzistuoty tokia teigiama konstanta m, kad su visais x € H buty

[| Az — Tx|| > m]||z||. (15.4)

Irodymas. Butinumas. Pazymékime T\ = Al — T'. Tegu egzistuoja aprézta
rezolventé Rp(\) = Ty ! ir ||Ry(N\)|| = d. Tada su visais x € H,

|2l = [[Rr (A Tx(@)]| < dl|Tx(@)l];

t. y. galioja (15.4) sum = d L.

Pakankamumas. Tegu y = Ty(z) ir L = {y = Ti(x), = € H}. Rysis
tarp x ir y yra abipus vienareikSmis, nes, jei Th(z1) = Th(x2), tai i§ (15.4)
gauname

|1 — @] < m”H|Tx(21) — Ta(2)|| = 0,
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t. y. x1 = x9. Parodysime, kad L yra visur tirSta tiesiné erdvés H aibé. Jei
taip nebuty, tai egzistuoty toks xg € H, z¢ # 0, kad (z9,y) = 0 su visais
y € L. Bet tada

(xo, \x — Tx) = 0.

Kadangi operatorius T — savijungis, tai ir
(Axg — Txg,z) = 0 su visais = € H.

I 8ios sarySio gauname, kad Azg — Tzg = 0. Bet §i lygybé su nenuliniu
xo negalima nei su kompleksiniu A (tuo atveju savijungis operatorius turéty
kompleksine tikring reikime ), nei su realiuoju A (tada A = X ir ||zg|| <
m~Y|Axg — Tao|| = 0). Todél L — visur tirsta erdvéje H. Irodysime, kad L
ir uzdara aibé. Tegu y, € L, y, = Th(x,), n > 1 ir y, — yo. Pasinaudoje
(15.4), turime

1 1
llzn = 2|l < | Ta(2n) = Ta(@m)ll = —yn = yml|
Kadangi (y,) — konverguojanti seka, tai (x,) — Kosi seka. Bet H - pilna
erdveé, todél egzistuoja o = limx,,. Tada ir T)\(xg) = im T)(x,) = limy,, =
Yo, O tai reiskia, kad yo € L. Taigi L - visur tirSta ir uzdara aibeé, todél
L = H. Kadangi atvaizdis y = T)(z) abipus vienareiksmis, todél egzistuoja
atvirkstinis operatorius = Ty ' (y) = Rr(\)(y) apibréztas visoje erdvéje H,
01§ (15.4) gauname, kad
RN W)I| = llz]] < m™H|Ta ()| = m™H[yl]-
Tai jrodo, kad rezolventé aprézta, ||[Rr(\)|| <m™tir A € p(T). =

I8 Sios teoremos gauname tokig iSvada, kuri naudinga nagrinéjant savi-
jungio operatoriaus spektra.

15.1 iSvada. A priklauso savijungio operatoriaus T spektrui tada ir tik tada,
jei egzistuoja tokia seka (x,) C H ir tokia skaitiné seka ¢, — 0, kad

|| Ty — Axn|| < cnl|znll- (15.5)
Nelygybés (15.5) abi puses padaline i$ ||x,||, gauname

|| Tan — Axn|| — 0, ||zn]| = 1. (15.6)
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15.10 teorema. Jei T — savijungis operatorius, A\ = a + i3, (3 # 0,
tai A\ € p(T). Savijungio operatoriaus tikrinés reikSmés realios, o
tikriniai elementai, atitinkantys skirtingas tikrines reikSmes, yra
ortogonalus.

Irodymas. Tegu y = T\(z) = Az — Tz, tada

(y,z) =Nz, z) — (Tz, x)
(@, y) =(y, x) = Mz, z) — (T, z).
Todél
(y,2) = (x,9) = (A = N)(z,z) = 2i6||=[]?
218l[1211* = [{y, 2) = (=, 9)| < [y, 2)| + |{z, )] < 2|lyll[]]]

O taireiskia, kad ||y|| > |8]||z||, t. v, [|[Ta(z)]| > |5]||x||. Belieka pasinaudoti
15.9 teorema. Irodéme, kad A € p(T), o i§ ¢ia iSplaukia, kad savijungio
operatoriaus spektras, o tuo paciu ir tikrinés reikSmeés, yra realiy skaiciy
aibéje.

Jei Txy = Aixy, Taxo = Aaxa ir Ay # Ao, tai

Mz, x2) = Mz, x2) = (Tx1, ) = (21, Tx2) = (1, Aawa) = Ao(x1, x2).

I ¢ia (r1,22) =0, t.y. 1 L zo. =

15.11 teorema. Jei H # {0}, T € L(H) — savijungis operatorius, tai visas
Sio operatoriaus spektras priklauso intervalui [m, M]; ¢ia

m= inf (Tz,x), M = sup (Tx,x).
l]|=1 [|z]|=1

Be to, abu intervalo galai priklauso spektrui.

Irodymas. Kadangi i8 15.10 teoremos Zinome, kad savijungio operatoriaus
spektras sudarytas tik is realiyjy skai¢iy, todél pirmajam teoremos teiginiui
irodyti uztenka parodyti, kad, jei A ¢ [m, M], tai A € p(T).

Tegu A =M +d, d > 0. Is M apibrézimo turime

(Dya,x) = Mz, ) — (T, x) 2 N|a||* = Mz, z) = dl|z[]*.
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Todél
(e, )| > dl|]”.

Bet [(Thz,z)| < ||Th || - ||z||. I$ pastaryjy dviejy nelygybiy isvedame
[ Tax]| = dl|z|].

Pasinaudoje 15.9 teorema turime, A € p(T). Analogiskai nagrinéjamas ir
atvejis, kai A < m.

Dabar jrodysime, kad M € o(T') (analogiskai jrodoma ir, kad m € o(T)).
Lengva jsitikinti, kad operatoriy T" pakeitus j T},, jo spektras pasistums j kaire
per u, o skaic¢iai m ir M pasikeis i m — p ir M — p. Todél, nemazindami ben-
drumo, galime laikyti, kad 0 < m < M. Pirmiausia parodysim, kad ||T'|| =
M (jei m < M, jrodoma, kad ||T|| = max(|m|,[M]) = supjy=1 {Tz,z)|).
Nagrin¢jamu atveju M = supj, =1 [(T'%, )], ir, jei ||z|| = 1, tai i3 nelygybes

(Ta,2))| < [|Ta|ll|lz]] < IT]]]2||* = ||T]]

gauname

M = sup [(T,z)| <|[T]|. (15.7)
||| |=1

I§ kitos pusés, su kiekvienu y € H galioja (T'y,y) < M||y||?. Paéme bet kurj
z € H, z#0 ir, apibréze

_ (HT2H>1/27 - 7:\27

111

bei pasinaudoje (?7?) formule ir lygiagretainio taisykle,isvedame

T2 = (T(Az), u) = %{(T(Az Fu) Az 4 ) — (T(Az — ), Az — u)}

A

1 1
Mz +ul? + [ = ul?} = SM{I" + [ul*}
1 1
= SM{N[J2]* + 351717} = M|=[I|T]]- (15.8)

Cia verta pastebeti, kad (??7) formuléje menamoji dalis lygi nuliui, jei
(T'z,y) — realusis skaicius. Nagrinégjamu atveju taip ir yra, nes (T'(\z), u)
yra lygus tam tikro elemento normos kvadratui.

I3 (15.8) gauname ||Tz|| < M||z||, tay yra

T < M. (15.9)

(15.7) ir (15.9) jverciai jrodo, kad M = ||T||.
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Is skaiciaus M apibrézimo isplaukia, kad egzistuoja tokia elementy seka
(xn), kad ||zpl| =1, (Tzpn,xn) = M — dp, ¢ia §, — 0), kai n — oo. Be to,
| Tzpl| < ||T]] - |lzn|| = [|T]| = M. Todél

|| Txy, — ManQ = (Tzy, — Mz, Tz, — Mx,) = HTaan2 — 2M (T, xp)
+ M?||z,||? < M? —2M (M — 6,)) + M? = 2M6,,.

I8 ¢ia gauname

[|Txy — Mxy|| < /2M6,.
Bet tai reiskia, kad Tz, — Mz, — 0, ||z,|| = 1. Pritaike 15.1 isvada gau-
name, kad M € o(T).

Is sios teoremos iSvedame, kad kiekvieno savijungio operatoriaus spek-
tras yra netuscia aibé (Zr. bendresnj teiginj, suformuluota po 15.6
pavyzdzio).

15.7 pavyzdys. Dar kartg nagrinékime operatoriy

Tf(t)=tf(t), tel0,1],

tik §j karta apibrézta Hilberto erdvéje Lo(0,1). Nesunkiai galime jsitikinti,
kad m = 0, M = 1. Parodysime, kad visi intervalo [0, 1] taskai priklauso
spektrui. Tegu 0 < A < 1. Nagrinékime intervala [\, A + €] C [0, 1] (arba
[A — ¢, )], jei A =1) ir apibréziame funkcijas

fs(t) =

e71/2 kai te[M\A+el,
0, kai ¢ ¢ [\A+e].

Nesunku suskaic¢iuoti, kad ||f:|| = 1 ir ||Thf:||? = €2/3. Todél, kai e — 0,
turime ||T)\f:|| — O ir ||fz|| = 1. Belieka pritaikyti 15.1 isvada. Kaip ir

Sis operatorius neturi.

Jei operatorius T' — savijungis ir kompaktiskas, tai, apjungiant 8o ir
ankstesnio skyreliy rezultatus, gauname tokj Siy operatoriy spektro aprasyma:
spektra sudaro tik tikrinés reikSmés, kuriy yra baigtinis skai¢ius arba skaiti
aibeé; visos tikrinés reik8meés yra intervale [m, M], be to, abu intervalo galai
— operatoriaus tikrinés reikSmeés.

Skyrelj baigsime dviem svarbiomis teoremomis apie savijungio kompak-
tisko operatoriaus spektra. Jos daznai vadinamos Hilberto-Smidto arba kom-
paktiskojo operatoriaus spektrinémis teoremomis.
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15.12 teorema. (Hilberto-Smidto.) Jei T € L(H) — kompaktiskasis sav-
ijungis operatorius, tai egzistuoja baigtiné arba skaiti ortonormuota oper-
atoriaus T tikriniy elementy sistema (1)y), atitinkanti visas nelygias nuliui
tikrines reikSmes (\g), t.y. T, = Mgy, su kiekvienu k € N. Be to, su
kiekvienu x € H teisingos formulés

v =) (@, YRk + (15.10)
k=1
Tz =0 ir -
Ta =Y (x,v8) \etp- (15.11)
k=1

Irodymas. Sakykime, Aj ir ¢ yra atitinkamai tikriné reikSmé ir ja atitinkan-
tis tikrinis elementas, kurie tenkina sarysius A1 = (T'¢1,v¢n)), ||T]| = |\1] =
max||, =1 (T, z)|. Kad jie egzistuoja, isplaukia i3 15.8 ir 15.11 teoremy.
Tarkime, kad jau rasti ortonormuotieji tikriniai elementai 11, 1, ..., ¥, , atitinkan-
tys tikrines reik8mes A1, Ag,....; Ap. Be to, [A| > |Ag| > -+ > |Ay] > 0.
Ieskosime tikrinés reikSmeés A,y ir ja atitinkancio tikrinio elemento 1.
Kaip zinome, tiesinis apvalkas L, = tap{1,...,%,} ir jo ortogonalusis pa-
pildinys L yra erdvés H poerdviai. Be to, kiekvienas = € H vieninteliu
budu uzrasomas © = y + 2z, y € Ln,z € L+. Imkime bet kurj y € L.
Tada y = > o o it Ty = > 0 axTVr = > 1y apXgy € Ly. Tai
rodo, kad poerdvis L,, yra invariantiskas operatoriaus 1" atzvilgiu. Kita ver-
tus, su visais y € L, ir z € L; teisinga lygybe (Tz,y) = (2,Ty) = 0,
nes Ty € L,. Vadinasi, ir poerdvis Lrll invariantiskas operatoriaus 1" atzvil-
giu. Kadangi L; savo ruoztu yra Hilberto erdvé ir operatoriaus T siau-
rinys T, : LTLL — L# — savijungis kompaktigkasis operatorius, tai, remi-
antis auks¢iau minétomis teoremomis, galime rasti tokia operatoriaus T
tikring reik¥me A1 ir ja atitinkantj tikrinj elementa ¢, 11 € L;-, kad buty
Wl = Lt Pua] = [Tl < [Tl = Al mes L € L. Cia [Tl -
operatoriaus T}, norma poerdvyje Li-, t. y.

ITnll = sup  [|Thz||.
€Ly, ||z||<1

Vadinasi, jrodéme, kad tikriné reikSmé A,y ir tikrinis elementas 1,1 egzis-
tuoja, jei T'# 0 poerdvyje L; .
Atskirai tirsime du galimus atvejus:

1) egzistuoja toks numeris m, kad 7' = 0 poerdvyje Li-;
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2) ||T||m > 0 su visais m € N.

Pirmuoju atveju kiekvienas x € H vieninteliu budu isdéstomas z = y + 2/,
Gay = >4, apthp € Ly, 0 @' € L be to, a = (y,vx) = (z,9r), k =
1,2,...,m. Tada x = > " | (x,p)r + 2 iv Ta =370 (x, )T + Ta' =
S oy (@, ) Ay, nes T’ = 0. Vadinasi, §iuo atveju (15.10) ir (15.11) for-
mulés jrodytos.

Antruoju atveju, kaip matyti i§ teoremos pirmosios dalies jrodymo, egzis-
tuoja skai¢ioji nelygiy nuliui operatoriaus 7" tikriniy reik8miy sistema (\g) ir
ja atitinkanti ortonormuota ir skaiti tikriniy elementy sistema (¢y): T =

A su visais k € Ny ir [A| > -+ > |A\,| > -+ . Remiantis 15.8 teorema,
lim A\, =0.
n—oo

Nagrinékime erdvés H poerdvi L = [tap{¢}}] ir jo ortogonalyji papildinj
L+, Kiekvienas y € L yra uzrasomas y = Y ooy (Y, ¥r) k. Kita vertus, rem-
damiesi nelygybe

T [oo < [l

su visais n € N, gauname, kad 7' = 0 poerdvyje L+ (¢ia ||T||s — operatoriaus
T norma poerdvyje L*). Remdamiesi kiekvieno elemento = € H ortogonali-
uoju déstiniu = y+ 2,y € L, 2’ € L', gauname (y, 1) = (2, su visais
k € N. Vadinasi, © = > ;o (@, Yp)h + @' ivr Tx =Y 70 (@, Ye) A\eg, tuy. ir
Siuo atveju (2.1), (2.2) formulés teisingos. m

Poerdvis L', figuruojantis teoremos jrodyme, yra sudarytas is erdvés H
nulio ir visy ,tikriniy elementy”, atitinkanciy operatoriaus T ,tikrine reikSme'
A = 0. Jei H - separabilioji erdve, tai galime rasti skaiciagja arba baigtine
ortonormuotaja poerdvio L' baze, sakykime, (¢ ). Tada ortonormuotoji sis-
tema (Vwk’ ¢r.), sudaryta i$ operatoriaus T' tikriniy elementy, yra erdvés H

bazé. Siuos samprotavimus sujunge su ..... teorema, jsitikiname, kad teisin-
gas Sis teiginys.

15.13 teorema. (Hilberto-Smidto.) Jei H separabilioji Hilberto erdvé ir
T € L(H) — kompaktiskas savijungis operatorius, tai egzistuoja erdvés H
ortonormuotoji bazé (ey), sudaryta is operatoriaus T' tikriniy elementy. Jei
dim(H) = oo, tai atitinkamos tikrinés reiksmés (\,) konverguoja j nulj, kai

n — oo, Ir, jei
o0

x = E CLek,

k=1
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tai

(0.)
Tx = Z CE A€
k=1

Pastaroji teorema daznai vadinama kompaktiskojo savijungio operatoriaus
spektrine teorema.
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