13 paskaita

13.1 Tiesiniai operatoriai

Siame skyriuje nagrinéjamos normuotyjy erdviy tiesinés funkcijos — tiesi-
niai operatoriai. Baigtinés dimensijos erdvéms, kaip matysime, jie apraSomi
matricomis. Taigi tiesiniy operatoriy teorija yra naturalus matricy teorijos
apibendrinimas abstrak¢ioms tiesinéms erdvéms. Taip atvirkstinis opera-
torius (jam skirtas ?? skyrelis) apibendrina atvirkstine matrica, jungtinis
operatorius (jam skirtas 7?7 skyrelis) — transponuota matrica.

Taikydami Bero teorema apie kategorijas, jrodysime kertinius funkcinés
analizés rezultatus: tolygiojo apréztumo principa ir uzdarojo grafiko teo-
rema.

Labai svarbi tiesiniy operatoriy Seima — kompaktigkieji operatoriai. Jiems
skirtas paskutinysis 77 skyrelis.

13.1.1 Savokos ir savybeés

Tarkime, E,F — tiesinés normuotos erdveés vir§ to paties skaliary kuno
K, T — funkcija, apibrézta aibéje D(T) C E ir jgyjanti reikSmes erdvéje F.
Funkcija T" vadinama tiesiniu operatoriumi, jei

e aibé D(T) yra tiesing;
o T(ax+ py) = aT(x)+ AT (y) su bet kuriais z,y € D(T) ir o, f € K.

Vietoj T'(x) rasysime T'x, jei tik tai nekels painiavos. Aibé D(T") vadinama
operatoriaus T apibrézimo sritimi, o aibé R(T) = {Tz : = € D(T)} =
T(D(T)) — reikdmiy aibe.

Priminsime, kad atvaizdis T : D(T') — F yra tolydus taske x € D(T), jei
kiekvieng € > 0 atitinka toks ¢ > 0, kad

Tz —Ty|| < e, kai ye D(T) ir ||z -yl <4

Atvaizdis T tolydus, jei jis tolydus kiekviename taske.



Patikrinti tolyduma daznai lengviau pasinaudojus ekvivalenciu apibrézimu
riby terminais: T tolydus taske x tada ir tik tada, kai lim,, .o Tz, = T'x su
kiekviena seka (z,) C D(T), kurios riba lim,, o ©,, = .

Atvaizdis T vadinama apréztu, jei jis kiekvieng aprézta aibe atvaizduoja
1 aprézta.

13.1 teorema. Jei F': D(T) — F - tiesinis operatorius, tai Sie teiginiai yra
ekvivalentus:

1) T tolydus nulyje;

2) T tolydus;

3) T apréztas;

4) egzistuoja toks skaicius M > 0, kad

|T(z)|| < M||x||, su visais x € D(T).

Irodymas. Sios teoremos irodymas ekvivalentus 77 teoremos jrodymui, todél
paliekamas skaitytojui vietoj pratimo. =

Remiantis 13.1 teorema, tiesiniam tolydZziam operatoriui 7' : D(T) — F,
skaicius
|T|| =inf{M > 0:||Tz|| < M||z|| suvisais z € D(T)}

yra baigtinis. Jis vadinamas operatoriaus 7' norma. DaZnai naudojami Sie
ekvivalentus operatoriaus normos apibrézimai:

IT||= sup  |[|Tz|;
2€D(T):||z||=1

Tx
= s ML
z€D(T):x#0 HxH

1Tl = sup  |[|Tx]].
z€D(T)al|<1

Is operatoriaus normos apibrézimo iSplaukia nelygybé
[|Tz|| < ||T]|| - ||z|| teisinga su visais = € D(T). (13.1)

Dviejy operatoriy S : D(S) — Fir T': D(T) — F suma S + T apibrézta
aibéje D(S+T) = D(S)ND(T): (S+T)(x) = Sx+Tz,x € D(S+T).
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Skaliaro @ € K ir operatoriaus T': D(T') — F sandauga o1 apibrézta aibéje
D(T) : (aT)(zx) = oTx,x € D(T). Lengva jsitikinti, kad tiesiniy tolydziy
operatoriy suma yra tiesinis tolydus operatorius ir jo normai teisingas jvertis

1S+ T < {IS]] + [IT1]- (13.2)

Tikrai, tarkime, operatoriai S : D(S) — F, T' : D(T') — F yra tiesiniai
tolydus. Imdami z € D(S) N D(T) su norma ||z|| < 1, gauname

(T + S)zf| = [T + Szf| <
|| T]| + [[Sz]| <
T+ 11ST]-

Vadinasi, operatorius (T'+ S) yra apréztas ir jo normai teisinga (13.2) nely-
gybé. Taip pat lengva patikrinti, kad oT" yra tiesinis tolydus operatorius, jei
T tiesinis tolydus ir a € K. Be to, ||aT|| = |af - ||T]].

Tarkime, E, F, G — normuotos erdvés, T : E — F, S : F — G — tiesiniai
operatoriai. Jei D(S) C R(T), tai sandauga ST vadinamas operatorius
apibréztas lygybe

ST(x)=S(Tx), kai x € D(T) C E.

Akivaizdu, kad operatorius ST atvaizduoja erdve E j erdve G ir yra tiesinis.
Jis tolydus, jei abu operatoriai T" ir S tolydus. Siuo atveju

ST < [IS][- IT]-

Analogiskai galime apibrézti suma ir sandauga daugiau nei dviejy operatoriy.

13.1.2 Tiesiniy tolydziy operatoriy pavyzdziai

13.1 pavyzdys. Normuotoje erdvéje E apibrézkime
Igx =2z, kai x € E.
Operatorius Ig : E — E vadinamas tapatinguoju. Akivaizdu, kad jis yra

tiesinis tolydus ir jo norma lygi vienam.

13.2 pavyzdys. Siame pavyzdyje iSnagrinésime baigtiniamaciy erdviy tiesinius
operatorius. Pirmiausia jrodysime §j rezultata.
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13.2 teorema. Jei E — baigtiniamaté erdvé, tai kiekvienas tiesinis operato-
rius T : [E — F tolydus.

Irodymas. Sakykime, dimE = m ir {ej, eg, ..., €y, } — erdvés E bazé. Imkime
bet kurj z € E ir konverguojancia j x seka (z,,) C E. Tarkime, x = Y ;" | axex

ir &, =Y ;o anker, n € N. Kadangi konvergavimas baigtiniamatéje erdvéje
yra ekvivalentus kiekvienos koordinaciy sekos konvergavimui, tai lim;, oo qtpr =
ag, kai k = 1,...,m. Kita vertus, jei T : E — [ — tiesinis operatorius, tai
Te=> " apTeyir Txy, => ;" aTek. I8 8y iSraisky matome, kad

m m
lim Tz, = g lim o, Te, = ZakTek =Tz,
1 n—oo

n—oo
k=1
t.y. operatorius T tolydus. m
Dabar, tarkime, abi erdvés E ir F yra baigtiniamatés m = dimE, n =

dimF. Tegu ey, ...,en € E — erdvés E bazé, o fi, ..., fn € F — erdvés F bazé.
Jeiz € E oy €F tai

m n
=Y wker, Y=Y ukfr
k=1 k=1

Nagrinékime tiesinj operatoriy T : E — F ir tarkime, Tz = y. Tiesis8kumas

reiskia, kad
y= T(Z@g%) = ZwkT(ek).
k=1 k=1

Kiekvieng elementa T'ej, uzrase bazéje (f;),

n
T(ek) :thkfja k‘:l,...,m,
j=1

gaunamme

n

y = Zyjfj = kaT(ek) = Zm(thkfj) =
j=1 k=1 k=1 j=1

Z < ltjk$k>fj-

j=1 k=



Kadangi bazés elementai f1,..., f, tiesiSkai nepriklausomi, tai i§ pastarosios
nelygybés isvedamme tokj sarysj tarp elementy z ir y = Tz koordinaciy:

m
Yj :thkxk, Jj=1...,n.
k=1

Tai yra, elemento y koordinates y1,...,y, gauname elemento x koordinates
x1,...,Tm paveike matrica
tir iz lim
Ao lo1 752.2 tom 7
tn1 757;2 thm
Y1 1
y2 4 45
Yn Tm

Taigi, kiekvieng tiesinj operatoriy 7' : E — F atitinka m x n matrica A =
(tij). Ir atvirksciai, kiekvieng m x n matrica (¢;;) atitinka tiesinis operatorius
T :E — F, apibréztas formule

m n
To=> Y trefs,
k=1 j=1
kai x = Y ", xrer. Taip, baigtiniamaciy tiesiniy erdviy tiesinius operatorius
iprasta sutapatinti su juos atitinkanc¢iomis matricomis, t. y. 7" = (¢;x).
Operatoriaus 7' = (t;;) norma priklauso nuo erdviy E ir F normy. I$na-
grinékime pora atvejuy. Priminsime, kad erdve R™ su norma ||z|| = maxy |xg|,
kai z = (z,), Zymime (3%, o su norma ||z|| = > ", || — €.
a) Nagrinekime T = (t;) : {2 — (2.
Irodysime, kad
m
17| = max Y [tx].
=

Pazymeékime

m
L= maxz [tjk]-
=

5



Kadangi

m m
[T = ma | < mase Y [tgeloe] < o max Y 5] = Ll
k=1 k=1

tai, ||T]| < L. Tegu jo yra toks indeksas su kuriuo L = Y | |t;,x|. Vektoriy
xo = (xo1,. - ., Tom) apibréskime imdami

Tok = Signtjok, k= 1, e, M.

Akivaizdu, kad ||zo|| = 1. Todél
m m m
I[T] = || Tzol| = max ) thkl'Ok‘ > tiktor = Y ltiok| = L.
k=1 k=1 k=1

b) Nagrinékime T = (t;5) : £7* — (7.
Siuo atveju
n
1711 = max " [15¢]
j=1
Pazymékime

n
M = mkaxz; |tjk]-
J:

Vél galime vertinti

3

m

n m n
Tl = > Iyl < itz < D7 (D2 el ) el < Mi|al,
j=1

= j=1k=1 k=1 j=1

todél ||T|| < M. Tegu ko yra toks indeksas su kuriuo

n
j=1

Paéme vektoriy z¢p = (0,...,0,1,0,...,0), kai vienetukas yra ko vietoje,
gauname

n m
170 2 1 Taoll = 32| D twaor| = M.

j=1 k=1



13.3 pavyzdys. Operatorius T € L(E,F) vadinamas baigtiniamaciu, jei jo
reikmiy aibé yra baigtiniamaté, t.y. dim R(T") < oc.
Imkime operatoriy T : E — F, T = 20 ® fo, kai fy € E*, 29 € F, apibrézta
formule
Tz =z ® folz) = fo(z)z0, =z €E.

Akivaizdu, kad T yra tiesinis tolydus ir jo norma ||zo ® fol| = ||20]| - || fol|-

13.1 teiginys. Operatorius T' € L(E,F) baigtiniamatis tada ir tik tada, kai
Jjis iSreiskiamas baigtine suma

T=% 2% fi (13.3)

k=1

ia z1,...,2n €F, f1,..., fn € E*.

Irodymas. Pakankamumas. Akivaizdu, kad operatorius, aprasomas (13.3)
formule yra baigtiniamatis.

Butinumas. Tarkime, dim(R(7")) = n. Kadangi R(T") tiesiné erdve, egzis-
tuoja tokiy n tiesiskai nepriklausomy vektoriy, sakykime, zi,...,z2,, kad
kiekviena y € R(T") vienareiksmiskai galime isreiksti

n
y=Tx = Z ag 2. (13.4)
k=1
Remiantis 77 iSvada, elementams z1, . . ., 2, egzistuoja funkcionalai g1, ..., g, €

F*, kurie tenkina lygybes

gk(zj) = 616]’ k,g=1,...,n.

Todél ar, = gx(Tx) su kiekvienu k& = 1,...,n. Apibrézkime funkcionalus
fi : E — K, imdami

fr(x) =g(Tx), z€E, k=1,...,n.

Nesunku jsitikinti, kad f € E* su visais k = 1,...,n. Dabar (13.3) isplaukia
s (13.4). =

Baigtiniamagciai operatoriai yra tolydus. Tai akivaizdu i$ tik kg jrodytos
ju reprezentacijos teoremos.



Labai reikSmingg vieta tiesiniy tolydziyju operatoriy teorijoje uzima inte-
graliniai operatoriai, veikiantys funkcijy erdvése. Paprasciausias integralinis
operatorius funkcijai f, apibréztai intervale [a,b] (¢ia inetervalas [a,b] gali
taip pat buti (—oo,00), (—00,b] arba [a,o0)), priskiria funkcija K f pagal
formule

b
Kf(s):/ k(s, O f()dt, s € [a,b]. (13.5)

Dviejy argumenty funkcija k& vadinama integralinio operatoriaus K bran-
duoliu. Atsizvelgiant j braduolio savybes, gaunami operatoriai veikiantys
ivairiose funkcijy erdvése. Jie vadinami integraliniais Fredholmo operatori-
ais. Keleta pavyzdziy iSnagrinésime detaliau.

13.4 pavyzdys. Siame pavyzdyje integralinj Fredholmo operatoriy apibrésime
tolydiniy funkcijy erdvéje Cla, b].

Sakykime, k : [a,b] X [a,b] — R — tolydzioji funkcija. (13.5) lygtimi, kai
[ € Cla, b], apibréziamas tiesinis tolydus operatorius K : C[a,b] — Cla, b]. Be
to,

b
1] = mas, / (s, 1) d. (13.6)

Operatoriaus K tiesiskumas akivaizdus. Pazymékime

b
M= max/ (s, £)|dt.

a<s<b

IS nelygybés

b b
Kf|| < ‘ k(s,t tdt‘< k(s t)|dt = M
1511 < s | [ kGs.0)£(0de] < 11511 mass [ k(s )1de = 2117
isplaukia operatoriaus 7" tolydumas ir jvertis || K'|| < M. Lieka jrodyti prieSinga

nelygybe. Kadangi integralas ff |k(s,t)|dt yra tolydi argumento s funkcija,
tai egzistuoja toks sg € [a, b] su kuriuo

b
M= / (50, 0)|dt.
Nagrinékime funkcionala F' : C[a,b] — R, apibrézta formule
b
F(P) = [ ko f0dt, f < Clabl
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Pasinaudoje 77 pavyzdziu, su kiekvienu £ > 0 rasime tokig funkcijg f. €
Cla, b, kad || fc]] < 1ir

b
F(F) 2 IIFl| —e = [ Iblsotldt = =M ~e.

Taigi
b
HKMNK%WZ/k%ﬁﬁ@ﬁzM—a

Kadangi € > 0 laisvai pasirenkamas, tai ||K|| > M ir (13.6) lygybé irodyta.

13.5 pavyzdys. Siame pavyzdyje integralinj Fredholmo operatoriy nagri-
nésime integruojamy funkcijy erdvéje L (a, b). Paprastumo délei vél tarkime,
kad funkcija k : [a,b] X [a,b] — R tolydi. Susilpninti ia salyga paliekame
skaitytojui vietoj pratimo.

Lygtimi (13.5) kai f € Li(a,b), apibréziamas tiesinis tolydus operatorius
K : Li(a,b) — Li(a,b), kurio norma yra

b
[ K] :52%/@ |k (s, t)|ds. (13.7)

Akivaizdu, kad operatorius Kj apibréztas korektiskai, t. y., Kif €
Li(a,b) su visomis f € Li(a,b). Jo tiesiSkumas taip pat akivaizdus. Pa-
Zymeékime

b
M, = max/ |k(s,t)|ds.
a<t<b J,

Pritaike Fubinio teorema apie integravimo tvarkos sukeitima, iSvedame

Hmmzlb

[ L[ wssias] iswiar < aiis,

b
/ k:(s,t)f(t)dt‘ds <

su visais f € Lj(a,b). Vadinasi, ||K;|| < M;. Kaip ir pereitame pavyzdyje,
parinkime ¢y € [a, b] tokj, kad

b
M = / ks, to)ds.
a
Pasinaudoje funkcijos k£ tolydumu, kiekvienam € > 0 rasime tokj § > 0, kad

k(s 1) — k(s,t)| <e, kai |s—3§|<d,|t—t]<0.
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Tarkime, taskai t1,t2 € [a,b] yra tokie, kad to € [t1,t2] ir 0 < to — 1 < 4.
Apibrézkime funkcija

L kai t€ [t.ts]
t — t2_t17 )
Jo(®) {0, kitur.

Akivaizdu, kad funkcija fo € Lq(a,b) ir jos norma ||fp|| = 1. Todél

b b
K| > (1 ol = / / s, ) fo it ds =

1 b to 1 b
/ / k(s,t)dt‘ds > /
to—1t1 Jo 1 J4y to—11 J,

1 b to
/ / (s, to) — k(s, t)|dtds = My — (b — a).
a t1

to — 11

/tQ k(s,to)dt‘ds -

t1

I ¢ia iSplaukia, ||K1|| > M; ir tuo paciu (13.7).

Atskiras integraliniy Fredholmo operatoriy atvejis yra integraliniai Voltero
operatoriai, nusakomi lygybe

Kyf(s) = / E(s,t)f(t)dt, s € [a,b]. (13.8)
Juos galime interpretuoti kaip Fredholomo operatorius su tokiu branduoliu

k, kuriam k(s,t) =0, kai t > s.

13.1.3 Erdvé L(E,F)
Tiesiniy tolydziy operatoriy T : E — F aibe paZymékime L(E,F).

13.3 teorema. Aibé L(E,F) yra tiesiné erdvé , o atvaizdis || - || : L(E,F) —
R operatoriui priskiriantis jo norma — tos erdvés norma. Be to, jei F Banacho
erdvé, tai ir normuota erdvé L(E,F) — Banacho.

Irodymas. Jau pereitame skyrelyje jsitikinome, kad erdvé L(E,F) yra tiesiné
(S+T e LE,F), ol € L(E,F), jei S,T € L(E,F),a € K). Dabar tarkime,
F — Banacho erdve ir (7},) — erdvés L(E,F) Kosi seka. Sakykime, € > 0 ir N
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— toks sveikasis skai¢ius, kad ||T,, — T),|| < €, kai n,m > N. Jeigu x € E ir
n,m > N, tai

[ Thx — Trnz|| = [[(Tn — Tin) || < | T — Tol| - |2]] < e[|

I3 ¢ia isplaukia, kad (T,,z) — erdvés F Kosi seka. Kadangi erdvé F yra pilna,
tai seka (T}, z) konverguoja. Sakykime,

Tx = lim T,x.
n—oo

Sia lygybe apibréziamas atvaizdis T’ : E — F. [rodysime, kad T € L(E,F) ir
limy,, oo Ty, =T
Sakykime, x,y € E, o, 6 € K. Remiantis apibrézimu,

T(ow + fBy) = lim Tp(ox + fy) =
a lim Thy,x+ 6 lim T,y =
n—oo n—oo

oT'z + BTy.
Tai jrodo, kad atvaizdis T' yra tiesinis. Kadangi

Tx —Tor = lim Tpo—The = lim (Tz — T,x),

m—00 m—00

tai

|| Tz — Thx|| = lim ||Thz — Thz||
m—00
I8 cia
1Tz — Toz|| < ef|2].
Sis jvertis teisingas su visais € E ir n > N. Taigi
| Tz|| < [Tz = Tyzl| + | Tn|l < ellzll + TN || - [lz]] = (e + [T []]|2]]-

I3 ¢ia matome, kad atvaizdis T apréztas, t.y. T € L(E,F). Kadangi

T, —T||= sup ||Thz—Tzx||<e,
z:||z]|<1

jein > N, tailim,oo T, =T. =
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13.1.4 Tolygiojo apréZtumo principas

13.4 teorema. (Banacho — Steinhauzo.) Sakykime, E, F — Banacho erdvés,
T C L(E,F). Jei su kiekvienu x € E aibé {Tx;T € T} aprésta, tai aprézta
ir aibé T, t.y. egzistuoja toks baigtinis skaic¢ius C > 0, kad

|T|| < C suvisais T € 7.

Irodymas. Pazymeékime
Ap={z€E:||Tz|]|<n suvisais T€T}, nelN

Pirmiausia jsitikinkime, kad aibés A,, uzdaros. Jei (z,,) — aibés A,,, elementy
konverguojanti seka ir = limg_, o T, tai ||Txg|| < m su visais T' € T,k €
N. Be to, limg_,o ||Txk|| = |[|Tz||. I ¢ia matome, kad ||Tz|| < m. Taigi
r € A,,. Vadinasi, aibé A,, uzdara.

Is aibiy A,, apibrézimo isplaukia, kad E = J;7 ; A,. Remiantis erdvés
E pilnumu ir Bero teorema apie kategorijas, egzistuoja toks m € N, kad
aibé A,, kur nors tirSta erdvéje E, t. y. egzistuoja toks rutulys, sakykime,
Sr(zo), kad Sy(xo) C Ap,. Tegu x € E, ||z]| < r. Kadangi @ + 29 € Ay, nes
x4+ xo € Sp(xp), tai

| Tz|| = [IT(z + zo — 2o)|| < IT(z + xo)|| + [[Tol| < 2m.

Imdami bet kurj x # 0, gauname

rT )H 2||z|| _ 4m
r

I7al| = ||7( < 2l
2Ja] r

Taigi ||T|| < 4m/r suvisais T € 7. u

Banacho-Steinhauzo teorema taip pat vadinama tolygiojo apréztumo
principu. Labai svarbios Sios jos iSvados.

13.1 isvada. Tarkime, E,F — Banacho erdvés ir (T,,) C L(E,F). Jei su kiek-
vienu fiksuotu x € E seka (T, (x)) konverguoja erdvéje F tai egzistuoja toks
skaicius C' > 0, kad

sup ||T,|| < C.
n
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13.2 isvada. Tarkime, E — Banacho erdvé ir (F,) C E*. Jei su kiekvienu
fiksuotu x € E seka (F,,(x)) konverguoja, tai egzistuoja toks skaicius C' > 0,
kad

sup || Fn|| < C.
n

13.1.5 Uzdarojo grafiko teorema

Tarkime, [E,F — tiesinés normuotos erdveés, T’ — tiesinis operatorius, api-
bréztas aibéje D(T') C E ir reikSmes jgyjantis erdvéje F.

13.1 apibrézimas. Tiesinis operatorius T : D(T) — F vadinamas uz-
daruoju, jei su kiekviena tokia seka (x,) C D(T), kad

lim x, =x erdvéje E,
n—oo

lim Tx, =y erdvéje F,
n—oo

butinai x € D(T) ir Tz = y.

éi apibrézima geriau suprasime jsivede operatoriaus grafiko savoka. Prim-
insime, kad EXF = {(z,y) : € E,y € F} — tiesiné normuota erdvé, kurioje
tiesinés operacijos ir norma apibréziamos formulémis

($17?Jl) + (1‘27/y2) = (1"1 + T2,Y1 + y2)7
a(r,y) = (az, ay),
(@, )|l = [l + [[y]]-

Be to, jei E ir F — Banacho erdvés, tai ir erdvé E x IF — Banacho (jsitikinkite).

13.2 apibrézimas. Aibé G(T) = {(z,Tx) : v € D(T)} C E x F vadinama
atvaizdzio T grafiku.

Teisingas toks ekvivalentus uzdarojo operatoriaus apibrézimas.

13.1 lema. Tiesinis operatorius T': D(T) — F yra uzdaras tada ir tik tada,
kai jo grafikas G(T') — uzdara erdvés E x F aibeé.
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Irodymas.  Tarkime, T — uzdarasis operatorius ir seka (x,) C D(T) yra
tokia, kad lim, o ,, =  ir lim,, oo Tz, = y. I8 lygybés

|(@n, Tp) = (2, )| = [[2n = l[ + |[Tzn = yl] (13.9)

isplaukia lim, o (25, Txy) = (z,y) erdvéje E x F. Kadangi grafikas G(T))
yra uzdara tos erdvés aibé, tai (z,y) € G(T). Tai yra x € D(T) ir Tz = y.
Dabar tarkime, aibé G(T') C E x F - uzdara. Tegu ((xy,Tzy)) C G(T)
ir
lim (z,,,Tx,) = (z,y). (13.10)

n—oo

I5 (13.10) isplaukia, kad limy, oo @, = @ ir lim, . Tz, = y. Pagal prielaida
x € D(T) ir Tz = y. Taigi (z,y) = (z,Tz) € G(T). =

Akivaizdu, kad bet kuris tiesinis tolydus atvaizdis T : E — F yra uzdaras.
Atvirkscias teiginys yra Sioje uzdarojo grafiko teoremoje.
13.5 teorema. Tarkime, E,IF — Banacho erdvés, T : E — F — uzdaras
tiesinis atvaizdis. Tuomet

a) egzistuoja tokios teigiamos konstantos M ir r, su kuriomis ||Tz|| < M,
kai ||z|| < r.

b) T € L(E,F).

Irodymas. Pirmiausia pastebékime, kad i§ (b) iSplaukia i§ (a). Tikrai, jei
x € Eir x # 0, paéme z = rz/2||z|| turime, kad ||z|| < r todél ||Tz|| < M.
Bet Tz = rTx/2||z||, todél

1] < 2M7r ™|z

Lieka pasiremti 13.1 teorema.
Norédami jrodyti (a), apibrézkime

E,={zx€E:||Tz|]|<n}, n=1,2,...
Tada
o0
:UE"
n=1

Kadangi E Banacho erdvé, aibé E yra antrosios kategorijos pagal Bero teo-
rema. Vadinasi egzistuoja bent viena aibé, sakykime, Fj kuri néra niekur
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netirsta. Tai reiskia, kad tos aibés uzdarinyje [Fj] yra netuscias rutulys.
Sakykime,
Si(xo) ={z: ||z — zol| <t} C [Ek].

Nemazindami bendrumo, galime laikyti, kad xo € E} (kitaip reikty centra
siek tiek pastumti). IS Sio sarySio iSplaukia, kad aibé Ej — xg yra tirSta
rutulyje S; = {z : ||z|| < t}. Tikrai, jei x € S; tai © + z¢ € Si(xg), todél
kiekviena € > 0 atitinka toks z € E} su kuriuo

[|lz+zo — 2|| <e.
Pastebéje, kad z — xg € Eog, kai z € Ej, nes
1T (z = wo)|| < [Tz + |[Txol| < 2k,

gauname, kad Fy; tirSta aibéje S;. Kadangi x € E,, tada ir tik tada, kai
x/m € Ep, aibé Ej tirSta rutulyje

Sy =Az:||z|| < r=1t/2k}

ir su kiekvienu «, aibé F, tirSta rutulyje Sq,.
Tegu 6 € (0,1) — laisvai pasirenkamas skai¢ius. Irodysime, kad

Sy C El/(l—&)- (1311)

To mums ir reikia, nes (13.11) reigkia, kad ||Tz|| < (1 — )7}, kai ||z|| < r.
Tegu =z € S,. Kadangi F; tirsta rutulyje S, egzistuoja x1 € Eq1 NS, toks,
kad

||z — x1]| < dr.

Savo ruoztu, tai reiskia kad x; — x € Ss,.. Dabar pasinaudokime tuo, kad
aibé FEj tirsta rutulyje S,5. ReisSkia egzistuoja toks x9 € Uy su kuriuo

||xe + 21 — x| < 82r,

t.y. xo + a1 — x € Ss2,. Tesdami §] procesg rasime x,11 € Egn N Ssn,. su

kuriuo
n+1

I Zxk — || < 8"ty
k=1

Kadangi z,11 € Esn tai
[ Tzna|] < 6™
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Todeél
5k 7j+1

1—
T < Tx:|| <61 -0
| chH ZII zj| 15

kai k,7 — oo. Vadinasi, TZ¢:1 x; yra Kosi seka. Kadangi erdvé F pilna,
egzistuoja y € F prie kurio ta seka konverguoja. Kadangi, be to,

k
1> @i —af] < 6Fr — 0

=1

ir operatorius T' uzdaras, tai Tz = y. Be to,

lyll < ZHT%H < 251 t= 75

Teorema jrodyta. =
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