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4.7 Kitų kraštinių sąlygų atvejis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
4.8 Lokalusis apibendrintų jų sprendinių glodumas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
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7.9 Diferencialinių operatorių fundamentalieji sprendiniai. . . . . . . . . . . . . . . . 255
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8.11 Elipsinių operatorių tikriṅes reikšṁes ir tikrinės funkcijos. . . . . . . . . . . . . . . 312

9 S K Y R I U S 315

TOPOLOGINIAI METODAI 315
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1 S K Y R I U S

Pagrindiṅes sąvokos

1.1. APIBRĖŽIMAI IR ŽYMENYS

Šioje knygoje vartosime tokius žymenis:

Rn – n-maṫe euklidiṅe erdv̇e,n ≥ 2; R1 = R – realių jų skaǐcių aiḃe.

R = R ∪ {∞,−∞} – išpl̇estiṅe realių jų skaǐcių aiḃe.

x = (x1, . . . , xn) – taškas erdv̇ejeRn. Kartais jį apibṙešime kaip vektorių stulpelį .
Šiuo atveju rašysimex = colon(x1, . . . , xn). Abiem atvejais

|x| =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2

.

Rn
+ = {x ∈ Rn : xn > 0} – puserdv̇e erdv̇ejeRn.

Ω – sritis erdv̇ejeRn, t.y. atvira jungioji aiḃe; S = ∂Ω – sritiesΩ kraštinių taškų
aibė; Ω = Ω ∪ ∂Ω – uždaroji sritis, t.y. sritiesΩ uždarinys;Ω ′ – griežtai vidiṅe
sritis, t.y. Ω′ yra kompaktas irΩ′ ⊂ Ω; |Ω| – sritiesΩ tūris. Visoje knygoje,
jeigu nenurodyta priešingai,Ω yra apṙežta sritis.

n = (n1, . . . , nn) – išorinis sritiesΩ atžvilgiu vienetinis paviršiausS normal̇es vekto-
rius. Noṙedami pažyṁeti, kad normal̇es vektorius yra skaičiuojamas taškex ∈ S,
rašysimenx.

Sr(x) = {y ∈ Rn : |x − y| = r} ⊂ Rn – sfera, kurios centras yra taškex ir
spindulysr; sferosSr plotas|Sr| = rn−1|S1|; vienetiṅes sferos plotas|S1| =
2πn/2/Γ (n/2) , Γ – gama funkcija.

Br(x) = {y ∈ Rn : |x − y| < r} ⊂ Rn – rutulys, kurio centras yra taškex
ir spindulysr; rutulio Br tūris |Br| = |S1|rn/n; jeigu taškasx sutampa su
koordinǎcių pradžia, t.y.x = 0, sferąSr(x) ir rutulį Br(x) žymėsime trumpiau:
Sr ir Br.

α = (α1, . . . , αn) – multiindeksas,|α| =
n∑

i=1

αi, αi – sveikieji neneigiami skaičiai.

Dα u = ∂|α|u/∂xα1
1 . . . ∂xαn

n – funkcijosu dalinė |α|-osios eil̇es išvestiṅe1; pirmo-
sios eil̇es dalinę išvestinę∂u/∂xi žymėsimeuxi ; antrosios eil̇es dalinę išvestinę

1Jeigu funkcijau = u(x, y), tai noṙedami pabṙežti, kad daliṅe išvestiṅeDα u skaǐciuojama kintamuojo
x atžvilgiu, rašysimeDα

x u.
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∂2u/∂xi∂xj žymėsimeuxixj
; ux = (ux1 , . . . , uxn

) – funkcijosu gradientas;

|ux| =
( n∑

i=1

u2
xi

)1/2

, |uxx| =
( n∑

i,j=1

u2
xixj

)1/2

.

Lp(Ω) – mǎcių jų srityjeΩ funkcijų , turiňcių baigtinę normą

‖u‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

,

Banacho erdv̇e; kai p = 1, Banacho erdvęL1(Ω) žymėsimeL(Ω). Jeiguu ∈
L(Ω), tai sakysime, kadu yra sumuojama srityjeΩ funkcija; kaip = 2, erdv̇e
L2(Ω) yra Hilberto erdv̇e. Skaliarinę sandaugą joje galima apibrėžti taip:

(u, v)L2(Ω) =
∫

Ω

u(x)v(x) dx, ∀u, v ∈ L2(Ω).

JeiguL2(Ω) yra realių jų funkcijų erdv̇e, tai brukšnys nerašomas. Kartais skalia-
rinę sandaugą(·, ·)L2(Ω) ir ją atitinkaňcią normą‖ ·‖L2(Ω) žymėsime atitinkamai
(·, ·) ir ‖ · ‖.

Lp,loc(Ω) – mǎcių jų ir lokaliai integruojamų laipsniup srityje Ω funkcijų tiesiṅe
erdv̇e. ErdvęL1,loc(Ω) žymėsimeLloc(Ω).

L∞(Ω) – iš esṁes apṙežtų mǎcių jų srityjeΩ funkcijų , turiňcių baigtinę normą

‖u‖L∞(Ω) =vrai sup
x∈Ω

|u(x)|,

Banacho erdv̇e.

Ck(Ω) – tolygiai tolydžių uždaroje srityjeΩ (sritis gali b̄uti ir neapṙežta) funkcijų ,
turinčių tolygiai tolydžias dalines išvestines ikik-osios eil̇es imtinai ir baigtinę
normą

‖u‖Ck(Ω) =
∑

|α|≤k

sup
x∈Ω

|Dα u(x)|,

Banacho erdv̇e. Čiak – sveikasis neneigiamas skaičius. Kaik = 0, erdvęC0(Ω)
žymėsimeC(Ω).

Ck(Ω) – tolydžių srityjeΩ funkcijų , turiňcių tolydžias dalines išvestines ikik-osios
eilės imtinai, aiḃe. Kaik = 0, aibęC0(Ω) žymėsimeC(Ω).

C∞(Ω) – be galo diferencijuojamų srityjeΩ funkcijų aiḃe.

supp u – funkcijos u atrama, t.y. aiḃes {x : u(x) 6= 0} uždarinys erdv̇eje Rn.
Funkcijau yrafiničioji srityjeΩ, jeigusupp u yra kompaktas irsupp u ⊂ Ω.

C∞0 (Ω) – be galo diferencijuojamų finičių jų srityjeΩ funkcijų aiḃe.
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osc {u; Ω} – funkcijosu svyravimas srityjeΩ, t.y. skirtumas tarpsup
Ω

u(x) ir inf
Ω

u(x).

diamΩ = sup
x,y∈Ω

|x− y| – sritiesΩ skersmuo.

dist{x,Q} = inf
y∈Q

|x− y| – taškox ∈ Rn atstumas iki aiḃesQ.

dist{P, Q} = inf
x∈P,y∈Q

|x− y| – atstumas tarp aibiųP ir Q.

Sakysime,S yra Ck klaṡes paviršius, jeigu kiekvieno jo taško aplinkoje jį galima
apibṙežti lygtimi

yn = f(y1, . . . , yn−1);

čia f yra Ck klaṡes funkcija,y1, y2, . . . , yn – vietinė ortogonali koordinǎcių sistema,
ašisyn nukreipta normal̇es kryptimi, o ašysy1, . . . , yn−1 yra liečiamojoje plokštumoje.
Kai k = 1, paviršiųS vadinsime glodžiuoju paviršiumi.

Sakysime, funkcijau, apibṙežta uždaroje srityjeΩ, tenkina šioje srityje Helderio
sąlygą su rodikliuλ ∈ (0, 1] ir Helderio konstantaM, jeigu

〈u〉λΩ ≡ sup
{
ρ−λosc {u; Ωρ}

}
= M < ∞, ρ ≤ ρ0;

čiaΩρ yra sritiesΩ ir rutulio, kurio spindulysρ, sankirta, o supremumas imamas pagal
ρ.

Sakysime, funkcijau, apibṙežta uždaroje srityjeΩ, tenkina šioje srityje Lipšico
sąlygą, jeigu ji tenkina Helderio sąlygą suλ = 1.

Jeigu sritiesΩ kraštas∂Ω yra pakankamai glodus, pavyzdžiui,C1 klaṡes, tai〈u〉λΩ
galima apibṙežti ir taip:

〈u〉λΩ ≡ sup
x,y∈Ω

x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|λ .

Ck+λ(Ω) – tolygiai tolydžių uždaroje srityjeΩ funkcijų , turiňcių tolygiai tolydžias
dalines išvestines ikik-osios eil̇es imtinai ir baigtinę normą

‖u‖Ck+λ(Ω) =
k∑

|α|=0

sup
Ω
|Dα u(x)|+

∑

|α|=k

〈Dα u〉λΩ, λ ∈ (0, 1),

Banacho erdv̇e; sakysime, funkcijau priklauso aibeiCk+λ(Ω), jeigu ji priklauso
erdveiCk+λ(Ω′) kiekvienoje griežtai vidiṅeje srityjeΩ′.

Integralus žyṁesime vienu integralo ženklu. Jeigux yra integravimo kintamasis
erdv̇ejeRn, tai simboliudx žymėsime t̄urio elementą (Lebego matą). Jeigu kelių kin-
tamųjų funkcijaf(x, y) yra integruojama kurio nors vieno kintamojo (pavyzdžiui,y)
atžvilgiu paviršiumiS, tai paviršiausS ploto elementą žyṁesimedSy.

Įvertinant reiškinius pastovius dydžius patogu žymėti viena bendra konstanta. Ją
žymėsime raideC. Atkreipsime ḋemesį, kad pereinant nuo vieno reiškinio prie kito,
paprastai gaunamos skirtingos konstantos. Vis dėlto jas dažniausiai žyṁesime ta pǎcia
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raideC. Jeigu reikia pabṙežti, kad konstanta priklauso nuo kokio nors parametroε, tai
tokią konstantą žyṁesimeCε.

Kiekviename skyriuje yra sava formulių , lemų, teoremų ir paveikslėlių numera-
cija. Numeris žymimas dviem skaičiais. Pirmasis iš jų nurodo skyriaus, o antrasis –
formulės, lemos, teoremos arba paveikslėlio numerį. Teoremos arba lemos įrodymą
praḋesime ženklu/. Įrodymo pabaigą žyṁesime ženklu.. Be to, kartais naudosime
tokius ženklus:∀ – su visais; ⇐⇒ – tada ir tik tada;→ – konverguoja, arba artėja;
⇒ – tolygiai konverguoja; b.v. – beveik su visais (beveik visiems);↪→ – įsideda.
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1.2. KAI KURIOS DAŽNAI VARTOJAMOS NELYGYBĖS

1. Tegup > 1. Tada∀a, b ∈ R1 yra teisingaJungo nelygyḃe:

|ab| ≤ 1
p
|a|p +

1
p′
|b|p′ , 1

p
+

1
p′

= 1. (1.1)

Iš jos lengvai išvedama nelygybė

|ab| ≤ ε

p
|a|p +

ε−p′/p

p′
|b|p′ , ∀ε > 0,

kuri, kai p = 2, virsta tokia:

|ab| ≤ ε

2
|a|2 +

1
2ε
|b|2, ∀ε > 0.

2. Tegup > 1. Tada∀f ∈ Lp(Ω), ∀g ∈ Lp′(Ω) yra teisingaHelderio nelygyḃe:

∣∣∣
∫

Ω

f(x)g(x) dx
∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω),

1
p

+
1
p′

= 1. (1.2)

Taikant matematiṅes indukcijos metodą, Jungo ir Helderio nelygybes galima
apibendrinti. Tiksliau, yra teisingos tokios nelygybės:

|a1 · . . . · aN | ≤
N∑

i=1

1
pi
|ai|pi ,

∣∣∣
∫

Ω

f1 · . . . · fN dx
∣∣∣ ≤

N∏

i=1

‖fi‖Lpi (Ω);

čiaai ∈ R1, fi ∈ Lpi(Ω), pi > 1, ∀i = 1, 2, . . . , N ir
N∑

i=1

1
pi

= 1.

3. Tegup ≥ 1. Tada∀f, g ∈ Lp(Ω) yra teisingaMinkovskio nelygyḃe:

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω). (1.3)

4. TeguΩ yra apṙežta sritis erdv̇ejeRn. Tada∀y ∈ Rn yra teisinga nelygyḃe

∫

Ω

|x− y|−ε dx ≤ |S1| (2d)n−ε

n− ε
, 0 ≤ ε < n; (1.4)

čiad = diamΩ.

5. Tegu1 ≤ p < ∞, X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm ir f – apibṙežta, mǎcioji aibėjeX × Y
funkcija. Tada yra teisingaMinkovskio nelygyḃe kartotiniams integralams

(∫

X

∣∣∣
∫

Y

f(x, y) dy
∣∣∣
p

dx
)1/p

≤
∫

Y

(∫

X

|f(x, y)|p dx
)1/p

dy, (1.5)
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jeigu tik integralas (1.5) nelygyḃes dešiṅeje yra baigtinis.

Šią nelygybę įrodysime, kai abu integralai yra baigtiniai. Pažymėkime

F (x) =
∣∣∣
∫

Y

f(x, y) dy
∣∣∣.

Tada ∫

X

F p(x) dx ≤
∫

X

F p−1(x)
∫

Y

|f(x, y)| dydx =

=
∫

Y

∫

X

|f(x, y)|F p−1(x) dxdy ≤

≤
∫

Y

(∫

X

|f(x, y)|p dx
)1/p(∫

X

F p(x) dx
)1/p′

dy.

Įvertindami pastarąjį integralą, pasinaudojome Helderio nelygybe. Suprastinę
kairiąją ir dešiniąją gautos nelygybės puses, iš

(∫

X

F p(x) dx
)1/p′

gausime (1.5) nelygybę.

6. Tegu f yra pustieṡeje t > 0 diferencijuojama funkcija ir jos išvestinė f ′ ∈
Lp(R1

+), p > 1. Tada yra teisingaHardžio nelygyḃe

I ≡
∞∫

0

t−p|f(t)− f(0)|p dt ≤
( p

p− 1

)p
∞∫

0

|f ′(t)|p dt. (1.6)

Pagal Niutono–Leibnico formulę

t−1(f(t)− f(0)) = t−1

t∫

0

f ′(τ) dτ =

1∫

0

f ′(st) ds.

Todėl

I =

∞∫

0

∣∣∣
1∫

0

f ′(st) ds
∣∣∣
p

dt.

Pagal Minkovskio nelygybę

I1/p ≤
1∫

0

( ∞∫

0

|f ′(st)|p dt
)1/p

ds =

1∫

0

s−1/p ds
( ∞∫

0

|f ′(t)|p dt
)1/p

.

Apskaǐciavę integralą nuos−1/p ir pakėlę abi gautos nelygybės puses laipsniu
p, gausime (1.6) nelygybę.

Pirmų keturių nelygybių įrodymą galima rasti [1] knygoje.
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1.3. KAI KURIE MATEMATIN ĖS IR FUNKCINĖS ANALIZĖS
TEIGINIAI

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius, o funkcijos
u, v ∈ C1(Ω). Tada yra teisingaintegravimo dalimis formul̇e:

∫

Ω

uxk
v dx =

∫

S

uv cos(n, xk) dS −
∫

Ω

uvxk
dx. (1.7)

Tuo atveju, kai viena iš funkcijųu arbav paviršiujeS lygi nuliui, integravimo dalimis
formulė supaprastėja ir ją galima perrašyti taip:

∫

Ω

uxk
v dx = −

∫

Ω

uvxk
dx. (1.8)

TeguX,Y yra Banacho erdv̇es. Aiḃe Q ⊂ X yra sąlyginis kompaktaserdv̇ejeX,
jeigu iš bet kurios jos sekos galima išskirti konverguojantį posekį. Sakysime, operato-
rius (gali b̄uti ir netiesinis)A : X → Y yraapṙežtas, jeigu jis bet kokią apṙežtą erdv̇eje
X aibę perveda į aprėžtą erdv̇eje Y aibę. OperatoriusA yra visiškai tolydus(kom-
paktinis), jeigu jis yra tolydus ir bet kokią aprėžtą erdv̇ejeX aibę perveda į sąlyginį
kompaktą erdv̇ejeY.

TeguX, Y yra tiesiṅes erdv̇es. OperatoriusA : X → Y yra tiesinis, jeigu

A(λx + µy) = λAx + µAy, ∀x, y ∈ X, λ, µ ∈ R.

JeiguA : X → R, tai operatoriųA vadinsimefunkcionalu.
TeguX yra Banacho erdv̇e, A : X → X tiesinis apṙežtas operatorius. Sakysime,

skaǐciusλ yra operatoriausA tikrinė reikšṁe, o elementasx ∈ X – ją atitinkantitikrinė
funkcija, jeigux yra netrivialus lygties

Ax = λx

sprendinys erdv̇ejeX. Sakysime, skaičiusµ yra operatoriausA charakteristiṅe reikš-
mė, jeigu lygtis

µAx = x

turi netrivialų sprendinį erdv̇ejeX.
TeguX yra tiesiṅe erdv̇e. Visų tiesinių , tolydžių jų funkcionalųf : X → R aibę

vadinsimejungtine erdveerdveiX ir žymėsime simboliuX∗. Jungtiṅe erdv̇e X∗ yra
pilna. Jeigu erdv̇e X yra normuota, tai jungtiṅe erdv̇e taip pat normuota ir normą joje
galima apibṙežti taip:

‖f‖X∗ = sup
‖u‖≤1

|f(u)|.

Kaip įprasta, funkcionalof ∈ X∗ reikšmę taškeu ∈ X žymėsimef(u). Kartais lygia-
grěciai vartosime žymenį〈f, u〉 . Reiškinysf(u) = 〈f, u〉 yra tiesinis pagalf ir pagal
u. Be to,

|f(u)| = | 〈f, u〉 | ≤ ‖f‖X∗‖u‖X, ∀f ∈ X∗, ∀u ∈ X.
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ErdveiX galima apibṙežti antrąją jungtinę erdvęX∗∗ = (X∗)∗. Erdv̇e X izometriškai
įsideda įX∗∗, t.y. X ⊂ X∗∗. JeiguX = X∗∗, tai erdv̇e X vadinamarefleksyviąja.
Kiekvienas refleksyviosios erdvės tiesinis poerdvis taip pat yra refleksyvioji erdvė.

TeguA : X → Y yra tiesinis tolydus operatorius irg ∈ Y∗. Tadag ◦A yra tiesinis
tolydus funkcionalas, apibrėžtas erdv̇eje X. Kiekvieną funkcionaląg ∈ Y∗ atitinka
funkcionalasf = g ◦ A ∈ X∗. Ši atitiktis apibṙežia operatorių , veikiantį iš erdvėsY∗

į erdvęX∗. Gautas operatorius vadinamasjungtiniuoperatoriuiA. Jį žymėsimeA∗ .
Tegu H yra Hilberto erdv̇e. Sakysime, seka{un} ⊂ H silpnai konverguojaį ele-

mentąu ∈ H ir rašysimeun ⇁ u, jeigu

(un − u, v) → 0, ∀v ∈ H,

kai n →∞. Jeigu seka{un} apṙežta ir

(un − u, v) → 0, ∀v ∈ Q,

kai n → ∞, tai un ⇁ u; čia Q – tiršta erdv̇eje H aiḃe. Jeiguun → u, tai un ⇁ u.
Atvirkštinis teiginys yra neteisingas. Tačiau jeiguun ⇁ u ir ‖un‖ → ‖u‖, tai un → u
erdv̇eje H.

1.1 teorema. Tegu {uk} yra apṙežta Hilberto erdv̇eje H seka. Tada iš jos galima
išskirti silpnai konverguojantį posekį.

1.2 teorema. Jeigu seka{uk} ⊂ H silpnai konverguoja į elementąu ∈ H, tai

‖u‖ ≤ lim
n→∞

‖un‖ ≤ lim
n→∞

‖un‖ < ∞.

TeguX yra Banacho erdv̇e. Sakysime, seka{un} ⊂ X silpnai konverguojaį ele-
mentąu ∈ X ir rašysimeun ⇁ u, jeigu

〈f, un − u〉 → 0, ∀f ∈ X∗.

1.3 teorema. Banacho erdv̇e X yra refleksyvioji tada ir tik tada, kai iš kiekvienos
apṙežtos (pagal normą) sekos galima išrinkti silpnai konverguojantį posekį.

Kiekviena konverguojanti seka konverguoja silpnai. Atvirkščias teiginys yra netei-
singas. Pavyzdžiui,sin nx ⇁ 0 erdv̇ejeL2(0, π), kai n →∞. Tačiausinnx 6→ 0, kai
n →∞, nes atstumas tarp bet kurių dviejų skirtingų šios sekos elementų

‖ sin nx− sin mx‖L2(0,π) =
√

π.

Baigtiniamaṫes erdv̇es atveju silpnasis konvergavimas sutampa su konvergavimu
pagal normą. Plǎciau apie silpnąjį konvergavimą žr. [50], [19], [33], [34].

TeguX yra Banacho erdv̇e, A : X → X – tiesinis visiškai tolydus operatorius,
A∗ : X∗ → X∗ – jungtinis operatorius. Šiuo atvejuX∗ taip pat yra Banacho erdvė, o
A∗ – visiškai tolydus operatorius.
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1.4 teorema. Lygtis
x−Ax = y, y ∈ X, (1.9)

turi sprendinįx ∈ X tada ir tik tada, kaif(y) = 0, ∀f ∈ X∗ :

f −A∗ f = 0. (1.10)

I š v a d a .Jeigu(1.10) lygtis turi tik trivialų sprendinį, tai(1.9) lygtis turi sprendinį
∀y ∈ X.

1.5 teorema. Homogeniṅes lygtys

x−Ax = 0, (1.11)

f −A∗ f = 0

turi vienodą skaǐcių tiesiškai nepriklausomų sprendinių .

1.6 teorema. Nehomogeniṅe (1.9) lygtis turi sprendinį∀y ∈ X tada ir tik tada, kai
homogeniṅe (1.11) lygtis turi tik trivialų sprendinį. Be to, jeigu(1.11) lygtis turi tik
trivialų sprendinį, tai(1.9) lygtis ∀y ∈ X turi vienintelį sprendinį ir operatorius(I −
A)−1 yra apṙežtas. Tuo atveju, kai(1.11) lygtis turi netrivialų sprendinį, bendrąjį(1.9)
lygties sprendinį galima išreikšti formule

x = x0 + x′;

čiax′ yra atskirasis(1.9) lygties sprendinys, ox0 – bendrasis(1.11) lygties sprendinys.

1.7 teorema. 1. OperatoriausA tikrinių reikšmių aiḃe yra baigtiṅe arba skaǐcioji ir,
jeigu ji yra skaǐcioji, tai sudaro arṫejaňcių į nulį skaǐcių seką.

2. Jeigu skaǐcius λ 6= 0 yra operatoriausA tikrinė reikšṁe, tai ją atitinkaňcių
tikrinių tiesiškai nepriklausomų funkcijų aibė yra baigtiṅe.

Šios keturios teoremos yra tiesinių integralinių lygčių teorijoje žinomų Fredholmo
teoremų analogas. Todėl jas vadinsimeFredholmo teoremomis.

TeguH yra Hilberto erdv̇e. Apṙežtas tiesinis operatoriusA : H → H yra savijungis,
jeiguA = A∗, t.y. jeigu

(A x, y) = (x,A y), ∀x, y ∈ H.

1.8 teorema. TeguH yra Hilberto erdv̇e, A : H → H – savijungis, visiškai tolydus
operatorius. Tada operatoriusA turi bent vieną tikrinę reikšmę.

Tegu{λi} yra tikrinių operatoriausA reikšmių sistema,Ni = {x ∈ X : Ax =
λix}. Jeiguλ0 = 0 yra tikrinė operatoriausA reikšṁe, taiN0 = {x ∈ X : Ax = 0}.

1.9 teorema. TeguH yra Hilberto erdv̇e ir A : H → H – savijungis, visiškai tolydus
operatorius. Tada

H = N0 ⊕
∑

i

Ni;

čia⊕ – tiesiogiṅe suma.
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1.10 teorema. (Ryso)Teguf yra tiesinis apṙežtas (tolydus) funkcionalas Hilberto erd-
vėjeH. Tada egzistuoja toks vienintelis elementasx0 ∈ H, kad

f(x) = (x, x0), ∀x ∈ H, (1.12)

ir ‖f‖ = ‖x0‖. Atvirkščiai, (1.12) lygybė ∀x0 ∈ H apibṙežia tiesinį apṙežtą (tolydų)
funkcionaląf su‖f‖ = ‖x0‖.

1.11 teorema. (Hano–Banacho)TeguX yra realioji normuota erdv̇e,E – tiesinis po-
erdvis erdv̇eje X, f : E → R – tiesinis apṙežtas funkcionalas. Tada egzistuoja toks
apibṙežtas visoje erdv̇ejeX funkcionalof tęsinysf̃ , kad

‖f̃‖ = ‖f‖ ir 〈f̃ , x〉 = 〈f, x〉 , ∀x ∈ E.

TeguX, Y yra Banacho erdv̇es,L(X, Y) – tiesinių tolydžių operatorių , veikiančių
iš erdv̇esX į erdvęY, aiḃe. AibėL(X, Y) su joje apibṙežta norma

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖, A ∈ L(X, Y)

yra normuota erdv̇e. Jeigu operatoriusA ∈ L(X, X), tai jo normą žyṁesime‖A‖X.

1.12 teorema.Tegu X, Y ir Z yra Banacho erdv̇es, A ∈ L(X, Y), B ∈ L(Y,Z).
Jeigu bent vienas iš operatoriųA arbaB yra visiškai tolydus, tai jų sandaugaB A yra
visiškai tolydus operatorius, veikiantis iš erdvėsX į erdvęZ.

1.13 teorema.TeguA, An ∈ L(X,Y), n = 1, 2, . . . , ir operatoriaiAn yra visiškai
tolydūs. Jeigu‖An − A‖ → 0, kai n → ∞, tai operatoriusA taip pat yra visiškai
tolydus.

1.14 teorema. (Banacho–Šteingauzo)TeguX, Y yra Banacho erdv̇es. Seka{An} ⊂
L(X, Y) konverguoja į elementąA ∈ L(X,Y) tada ir tik tada, kai:

1. Seka{‖An ‖} yra apṙežta.

2. Seka{An} konverguoja į elementąA kokiame nors erdv̇esX tiesiniame tirštame
poerdvyjeE.

1.15 teorema. (Hausdorfo)TeguX – metriṅe erdv̇e ir aiḃeK ⊂ X.

1. Tam, kad aiḃe K būtų sąlyginis kompaktas erdvėje X būtina, o jeiguX pilna
erdv̇e, tai ir pakankama, kad∀ε > 0 aibeiK egzistuotų baigtinisε tinklas.

2. TeguX – pilna metriṅe erdv̇e. Tada aiḃe K yra sąlyginis kompaktas erdvėjeX,
jeigu∀ε > 0 aibeiK egzistuoja sąlygiškai kompaktinisε tinklas.
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1.16 teorema. (Arcelà)AibėU yra sąlyginis kompaktas erdvėjeC(Ω) tada ir tik tada,
kai ji yra apṙežta, t.y.

sup
u∈U

‖u‖C(Ω) ≤ M,

ir vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− u(x)‖C(Ω) → 0, kai h → 0.

Šitų teoremų įrodymą galima rasti [19], [33] knygose.

1.17 teorema. (Fubinio) TeguP yra mati erdv̇ejeRn aibė,Q – mati erdv̇ejeRm aibė,
E = P ×Q, f – sumuojama aiḃejeE funkcija. Tada funkcija

v(x) =
∫

Q

f(x, y) dy

yra sumuojama aiḃejeP ir
∫

P×Q

f(x, y) dydx =
∫

P

(∫

Q

f(x, y) dy
)
dx. (1.13)

1.18 teorema. (Tonelio)TeguP yra mati erdv̇ejeRn aibė,Q – mati erdv̇ejeRm aibė,
E = P ×Q, f – neneigiama mati aiḃejeE funkcija. Tada:

1. Formul̇e (1.13) teisinga (netgi tuo atveju, kai funkcijaf nėra sumuojama aibėje
E).

2. Jeigu funkcija

v(x) =
∫

Q

f(x, y) dy

sumuojama aiḃejeP, tai funkcijaf sumuojama aiḃejeE.

Šių teoremų įrodymą galima rasti [54], [18] knygose.

1.19 teorema. (Vieneto skaidinys)TeguU yra aiḃesΩ ⊂ Rn atvirasis denginys. Tada
egzistuoja tokia apibrėžtų atviroje aiḃejeQ ⊃ Ω ir be galo diferencijuojamų funkcijų
šeimaΦ, kad:

1. Kiekvienai funkcijaiϕ ∈ Φ

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ∀x ∈ Q;

2. Kiekvienam taškuix ∈ Ω egzistuoja jo atvira aplinka, kurioje tik baigtinis
skaǐcius funkcijų išΦ yra nelygus nuliui;
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3. Kiekvienam taškuix ∈ Ω ∑

ϕ∈Φ

ϕ(x) = 1

(pagal 2 teiginį kiekvieno taškox ∈ Ω pakankamai mažoje aplinkoje sumos
narių yra tik baigtinis skaičius);

4. Kiekvienai funkcijaiϕ ∈ Φ egzistuoja tokia atvira aiḃeU ⊂ U, kad

supp ϕ ⊂ U.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [46] knygoje.
Funkcijau yra absoliǔciai tolydi segmente[a, b], jeigu ∀ε > 0 galima rasti tokį

skaǐcių δ > 0, kad bet kuriam baigtiniam segmento[a, b] skaidiniui

a ≤ x1 < x′1 ≤ . . . ≤ xm < x′m ≤ b

teisinga nelygyḃe
m∑

i=1

|f(x′i)− f(xi)| ≤ ε,

jeigu tik
m∑

i=1

(x′i − xi) ≤ δ.

Šioje knygoje dažnai vartosime kitą ekvivalentų apibrėžimą (žr., pvz., [22], [54]):
apibṙežta segmente[a, b] funkcijau yra absoliǔciai tolydi, jeigu egzistuoja tokia funk-
cija v ∈ L(a, b), kad

u(x) = u(a) +

x∫

a

v(y) dy, ∀x ∈ [a, b].

Be to, b.v.x ∈ [a, b] funkcijau yra diferencijuojama iru′(x) = v(x).

1.1 lema. (Gronuolo) Tarkime, neneigiama funkcijay yra absoliǔciai tolydi segmente
[0, T ] ir b.v. t ∈ [0, T ] tenkina nelygybę

y′(t) ≤ c1(t)y(t) + c2(t); (1.14)

čia c1, c2 – integruojamos intervale(0, T ) funkcijos. Tada

y(t) ≤ exp
{ t∫

0

c1(s) ds
}[

y(0) +

t∫

0

c2(s) exp
{
−

s∫

0

c1(τ) dτ
}

ds
]
. (1.15)

Be to, jeiguy(0) = 0, c1(t) = C ≥ 0, c2(t) ≥ 0 ir funkcija c2 yra nemaž̇ejanti, tai

y(t) ≤ eCt − 1
C

c2(t), y′(t) ≤ c2(t)eCt. (1.16)
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/ Padauginę (1.14) nelygybę išexp
{
−

t∫
0

c1(s) ds
}

, perrašysime ją taip:

d

dt

(
y(t) exp

{
−

t∫

0

c1(s) ds
})

≤ c2(t) exp
{
−

t∫

0

c1(s) ds
}

.

Integruodami šią nelygybę nuo0 iki t, gausime (1.15) nelygybę. Tuo atveju, kai
y(0) = 0, c1(t) = C ≥ 0, c2(t) ≥ 0, iš (1.15) ir (1.14) nelygybių išvedamos
(1.16) nelygyḃes..
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1.4. IŠKILOSIOS AIBĖS IR IŠKILIEJI FUNKCIONALAI

TeguX yra normuota erdv̇e,M ⊂ X,R = R∪{∞,−∞} – išpl̇estiṅe realių jų skaǐcių
aibė.

A p i b r ė ž i m a s. AiḃeM ⊂ X vadinamaiškiląja, jeigu

λu + (1− λ)v ∈ M, kai u, v ∈ M, λ ∈ [0, 1].

1.20 teorema.TeguX yra Banacho erdv̇e,M ⊂ X – iškiloji aibė. Tada ekvivalent̄us
tokie teiginiai:

1. AibėM yra uždara2.

2. AibėM yra silpnai uždara.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [33] knygoje.
Jeigu aiḃe M yra silpnai uždara, tai ji yra ir uždara. Atvirkščias teiginys bendru

atveju yra neteisingas. Todėl silpno uždarumo sąlyga yra stipresnė negu uždarumo
sąlyga.

A p i b r ė ž i m a s. TeguM ⊂ X yra iškiloji aibė, f : M → R – funkcionalas
(neb̄utinai tiesinis). Funkcionalasf vadinamasiškiluoju aibėjeM, jeigu ∀u, v ∈ M
yra teisinga nelygyḃe

f(λu + (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v), ∀λ ∈ [0, 1], (1.17)

ir dešinioji šios nelygyḃes puṡe turi prasmę (t.y. išskyrus atvejį , kaif(u) = −f(v) =
±∞). Jeigu∀u 6= v ir λ ∈ (0, 1) yra teisinga griežta nelygybė, tai funkcionalas
vadinamasgriežtai iškiluoju.

1.21 teorema. (Jenseno nelygybė) Teguf : M → R yra iškilasis funkcionalas,M ⊂
X – iškiloji aibė, uk ∈ M , λk ≥ 0 , k = 1, . . . , n ,

n∑
k=1

λk = 1. Tada su bet kuriuo

n ∈ N yra teisinga nelygyḃe

f
( n∑

k=1

λkuk

)
≤

n∑

k=1

λkf(uk), (1.18)

jeigu tik reiškinys šios nelygyḃes dešiṅeje turi prasmę.

A p i b r ė ž i m a s. Aiḃe

dom f = {u : u ∈ X, f(u) < +∞}

vadinama funkcionalof : X → R efektyvumo sritimi.

Iškilojo funkcionalo efektyvumo sritis yra iškila aibė.

2AibėM yra uždara (silpnai uždara), jeigu bet kokios konverguojančios (silpnai konverguojaňcios) sekos
{un} ⊂ M ribinis elementasu ∈ M.
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A p i b r ė ž i m a s. Aiḃe

epi f = {(u, a) : u ∈ X, a ∈ R, f(u) ≤ a}.

vadinama funkcionalof viršgrafikiu.

1.22 teorema.Funkcionalasf : X → R yra iškilas tada ir tik tada, kai jo viršgrafikis
yra iškiloji aibė.

/ Teguf yra iškilas ir taškai(u, a) ir (v, b) priklauso epi f. Tada pagal apibrėžimą

f(u) ≤ a < +∞, f(v) ≤ a < +∞.

Kadangif iškilas, tai su kiekvienuλ ∈ [0, 1] yra teisinga nelygyḃe

f(λu + (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v) ≤ λa + (1− λ)b.

Vadinasi,λ(u, a) + (1− λ)(v, b) ∈ epi f. Todėl epi f yra iškiloji aibė.
Tegu epi f yra iškila aiḃe. Jos projekcijadom f taip pat yra iškila aiḃe. Toḋel

pakanka įrodyti, kad (1.17) nelygyḃe teisinga aiḃeje dom f. Imkime taškusu, v iš
dom f ir a ≥ f(u), b ≥ f(v). Kadangi epi f iškila aiḃe, tai

λ(u, a) + (1− λ)(v, b) ∈ epi f, ∀λ ∈ [0, 1].

Todėl
f(λu + (1− λ)v) ≤ λa + (1− λ)b, ∀λ ∈ [0, 1]. (1.19)

Jei taškuoseu ir v funkcionalasf įgyja baigtines reikšmes, tai (1.19) nelygyḃeje pȧemę
a = f(u), b = f(v), gausime (1.17) nelygybę. Jeiguf(u) = −∞ arbaf(v) = −∞,
tai (1.19) nelygyḃeje peṙejus prie ribos, kaia arbab arṫeja į −∞, vėl gausime (1.17)
nelygybę. Toḋel funkcionalasf yra iškilas..
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Apibendrintosios išvestiṅes. Erdv̇esWk

p
(Ω)

Klasikinėje dalinių išvestinių lyǧcių teorijoje nagriṅejamų lyǧcių sprendiniai yra ieš-
komi pakankamai glodžių funkcijų klasėje. Tǎciau praktikškai dažnai susiduriama
su tokiomis lygtimis, kurios negali turėti glodžių sprendinių , nors aprašo paprastus ir
dažnai gamtoje pasitaikančius reiškinius. Pavyzdžiui, bangavimo lygtis

utt − a2(x)uxx = 0

su tr̄ukiu koeficientua aprašo nevienalytės stygos svyravimą. Akivaizdu, kad tokios
lygties sprendinys negali turėti tolydžių antrosios eilės išvestinių .

Iš pateikto pavyzdžio matome, kad nagrinėjant tokias dalinių išvestinių lygtis jų
sprendiniams reikia suteikti kitą, platesnę prasmę. Tiksliau, sprendinių reikia ieškoti
platesṅeje funkcijų klaṡeje, kuriai priklausytų ir tr̄ukios funkcijos. Kartu ši funkcijų
klaṡe neturi b̄uti labai plati. Ją reikia parinkti taip, kad apibendrintasis sprendinys būtų
vienintelis. Be to, tr̄ukios funkcijos neturi klasikinių išvestinių . Todėl reikia įvesti kitą
(apibendrintą) išvestiṅes sąvoką.

Įvairūs apibendrintos išvestinės apibṙežimo variantai buvo sīulomi jau trěciame šio
amžiaus dešimtmetyje. Tačiau tik ketvirto dešimtměcio pabaigoje S. L. Sobolevas
įvedė apibendrintosios išvestinės sąvoką, kuri šiuo metu visuotinai priimta; apibrėž̇e
funkcijų erdvesWk

p(Ω), W̊k
p(Ω) ir nustaṫe pagrindinius tokių erdvių sąryšius. Erdvės

Wk
p(Ω), W̊k

p(Ω) plačiai naudojamos šiuolaikinių diferencialinių dalinių išvestinių lyg-
čių teorijoje.

2.1. VIDUTINĖS FUNKCIJOS. JŲ SAVYḂES

TeguΩ yra sritis erdv̇ejeRn, u – sumuojama srityjeΩ funkcija. Prilyginę ją nuliui sri-
tiesΩ išoṙeje, gausime funkciją (ją žyṁesime ta pǎcia raide), apibṙežtą visoje erdv̇eje
Rn. Kiekvienai tokiai funkcijai sukonstruosime vidutinių funkcijų seką, kurios ele-
mentai yra glodžios ir tam tikra prasme artimosu funkcijos.

Teguω ∈ C∞[0,∞), ω(t) > 0, ∀t ∈ [0, 1) ir ω(t) = 0, ∀ t ∈ [1,∞). Apibrėžki-
me funkcijų seką

ωρ(x) = cρ−nω(ρ−2|x|2), x ∈ Rn, ρ > 0;

čia c – teigiama konstanta. Integralas
∫

Rn

ωρ(x) dx = cρ−n

∫

|x|<ρ

ω(ρ−2|x|2) dx =

= cρ−n|S1|
ρ∫

0

ω(ρ−2|r|2)rn−1 dr = c|S1|
1∫

0

ω(t2)tn−1 dt > 0
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ir nepriklauso nuo parametroρ. Parinkime konstantąc taip, kad
∫

Rn

ωρ(x) dx = 1, ∀ρ > 0. (2.1)

Su kiekvienuρ > 0 funkcijaωρ ∈ C∞(Rn) ir

ωρ(x) > 0, kai |x| < ρ,

ωρ(x) = 0, kai |x| ≥ ρ.

Funkcija

uρ(x) =
∫

ωρ(x− y)u(y) dy (2.2)

yra vadinama funkcijosu vidutine funkcija. Šioje formul̇eje specialiai nenurodėme
integravimo srities. Kartais taip darysime ir ateityje. Galima manyti, kad integravimo
sritis yraΩ arba net visa erdv̇eRn. Tačiau iš tikrų jų integravimo sritis yra

Ω ∩ {y ∈ Rn : |x− y| < ρ} ,

nes funkcijau yra lygi nuliui sritiesΩ išoṙeje, o funkcijaωρ(x−y) = 0, kai |x−y| ≥ ρ.
Išnagriṅesime pagrindines tokių funkcijų savybes.

1. Funkcijaωρ ∈ C∞(Rn) . Be to, (2.2) formulėje integravimo sritis yra baigtinė.
Todėl vidutinė funkcijauρ ∈ C∞(Rn) ir ją galima diferencijuoti po integralo
ženklu:

Dα uρ(x) =
∫

Dα
x ωρ(x− y)u(y) dy. (2.3)

2. Tegux ∈ Rn : dist{x, Ω} ≥ ρ. Tada (2.2) formulėje pointegralinis reiškinys
lygus nuliui ir vidutiṅe funkcijauρ(x) = 0.

3. Teguu ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞]. Tada

‖uρ‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω). (2.4)

/ Funkcijaωρ yra neneigiama. Toḋel

|uρ(x)| ≤
∫

ωρ(x− y)|u(y)| dy. (2.5)

Kai p = ∞, (2.4) įvertis tiesiogiai išplaukia iš (2.5) nelygyḃes ir (2.1) formulės.
Kai p = 1, šitas įvertis gaunamas integruojant (2.5) nelygybę sritimiΩ. Tegu
p ∈ (1,∞). Šiuo atveju

ωρ(x− y)|u(y)| = ω1/p′
ρ (x− y)ω1/p

ρ (x− y)|u(y)|, 1
p

+
1
p′ = 1.
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Pritaikę tokiai funkcijų sandaugai Helderio nelygybę bei (2.1) formulę gausime

|uρ(x)| ≤
(∫

ωρ(x− y)|u(y)|p dy

)1/p

.

Pak̇elę abi šios nelygyḃes pusesp laipsniu ir suintegravę sritimiΩ, perrašysime
gautą nelygybę taip:

∫

Ω

|uρ(x)|p dx ≤
∫

Ω

∫
ωρ(x− y)|u(y)|p dydx.

Paskutinio integralo pointegralinė funkcija yra neneigiama. Todėl galime keisti
integravimo tvarką. Be to,

∫
ωρ(x− y) dx ≤

∫

Rn

ωρ(x− y) dx = 1.

Taigi ∫

Ω

|uρ(x)|p dx ≤
∫

Ω

|u(y)|p dx.

Iš šio įveřcio išplaukia (2.4) nelygyḃe. .

4. Teguu ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞). Tada

‖uρ − u‖Lp(Ω) → 0, (2.6)

kai ρ → 0.

/ Pasinaudoję (2.1) formule, įvertinsime skirtumą

|uρ(x)− u(x)| =
∣∣∣∣
∫

ωρ(x− y)
(
u(y)− u(x)

)
dy

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

ωρ(x− y)|u(y)− u(x)| dy. (2.7)

Tegup > 1. Pakartoję (2.4) nelygyḃes išvedimą, gausime
∫

Ω

|uρ(x)− u(x)|p dx ≤
∫

Ω

∫
ωρ(x− y)|u(y)− u(x)|p dydx ≤

≤ sup
|z|<ρ

‖u(x + z)− u(x)‖p
Lp(Ω). (2.8)

Toks pats įvertis yra teisingas ir kaip = 1. Tik, jį išvedant, nereikia taikyti
Helderio nelygyḃes.

Iš (2.8) nelygyḃes išplaukia

‖uρ − u‖Lp(Ω) ≤ sup
|z|<ρ

‖u(x + z)− u(x)‖Lp(Ω).
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Funkcijau ∈ Lp(Ω). Todėl ji yra tolydi Lp prasme1, t.y.

sup
|z|<ρ

‖u(x + z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε(ρ)

ir ε(ρ) → 0, kai ρ → 0. Taigi

‖uρ − u‖Lp(Ω) → 0, kai ρ → 0. .

P a s t a b a . Kaip = ∞, tokios savyḃes ṅera. Be galo diferencijuojamų
funkcijų uρ sekos riba erdv̇esL∞(Ω) normoje yra tolydi funkcija. Jeiguu ∈
C(Ω), tai nat̄uralu tikėtis, kaduρ ⇒u srityje Ω, kai ρ → 0. Tǎciau šita savyḃe
bus teisinga tik tuo atveju, jei funkcijąu pratęsime į platesnę sritį išlaikydami
glodumą. Pratęsę ją nuliu į sritiesΩ išorę, bendru atveju gausime trūkią funkci-
ją. Toḋel funkcijų u ∈ C(Ω) vidutines funkcijasuρ(x) nagriṅesime tik tokiems
x ∈ Ω, kuriemsdist{x, ∂Ω} > ρ. Šiuo atveju (2.2) formulė išlieka teisinga
nepriklausomai nuo funkcijosu pratęsimo į platesnę sritį .

5. Tarkime, funkcijau ∈ C(Ω). Tada

uρ(x)⇒u(x), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω.

/ TeguΩ′ ⊂ Ω yra bet kokia griežtai vidiṅe sritis. Tada iš (2.7) nelygyḃes ir
(2.1) formulės išplaukia

sup
x∈Ω′

|uρ(x)− u(x)| ≤ sup
x∈Ω′

sup
|z|<ρ

|u(x + z)− u(x)| → 0,

kai ρ → 0. .

I š v a d a . Jeigu funkcijau yra tolydi ir finiti srityje Ω, tai

uρ(x)⇒u(x), ∀x ∈ Ω.

Į rodysime du teiginius.

2.1 teorema. AibėC∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇ejeLp(Ω), ∀p ∈ [1,∞).

/ Teguu ∈ Lp(Ω). Tada∀ε > 0 egzistuoja tokia griežtai vidiṅe sritisΩ′ ⊂ Ω, kad

‖u‖Lp(Ω\Ω′) ≤ ε/2.

Apibrėžkime funkcijų seką

uε(x) =
{

u(x), x ∈ Ω′,
0, x ∈ Rn \ Ω′.

Akivaizdu, kad
‖uε − u‖Lp(Ω) ≤ ε/2.

1Šio teiginio įrodymą galima rasti [44] knygoje.
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Pakankamai mažiemsρ > 0 funkcijauε
ρ ∈ C∞0 (Ω). Pagal 4 vidutinių funkcijų savybę

uε
ρ → uε erdv̇ejeLp(Ω), kai ρ → 0. Pasirinkime tokį skaǐcių ρ, kad

‖uε
ρ − uε‖Lp(Ω) ≤ ε/2.

Tada
‖uε

ρ − u‖Lp(Ω) ≤ ‖uε
ρ − uε‖Lp(Ω) + ‖uε − u‖Lp(Ω) ≤ ε.

Taigi bet kokios funkcijosu ∈ Lp(Ω) pakankamai mažoje aplinkoje yra funkcija iš
erdv̇esC∞0 (Ω). .

2.2 teorema. Tarkime, funkcijau ∈ Lloc(Ω) ir integralas
∫

Ω

uη dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Tadau(x) = 0 b.v. x ∈ Ω.

/ Teguη yra bet kokia apṙežta, mati ir finiti srityjeΩ funkcija. Parodysime, kad∫

Ω

uη dx = 0.

Pakankamai mažiemsρ funkcijaηρ ∈ C∞0 (Ω). Pagal teoremos sąlygą
∫

Ω

uηρ dx = 0. (2.9)

Kadangiηρ → η erdv̇eje L(Ω), kai ρ → 0, tai egzistuoja tokia artėjaňcių į nulį
teigiamų skaǐcių seka{ρk}, kad ηρk

(x) → η(x) b.v. x ∈ Ω. Pagal 3 vidutinių
funkcijų savybę

|ηρk
(x)| ≤ |η(x)|

b.v. x ∈ Ω. Toḋel b.v.x ∈ Ω

|u(x)ηρk
(x)| ≤ |u(x)η(x)|.

Šios nelygyḃes dešiṅeje yra sumuojama srityjeΩ funkcija. Toḋel galime pasinaudoti
Lebego teorema ir (2.9) formulėje pereiti prie ribos po integralo ženklu. Taigi∫

Ω

uη dx = 0;

čiaη – bet kokia apṙežta, mati ir finiti srityjeΩ funkcija. Imkime šioje formul̇eje

η(x) =
{

signu(x), x ∈ Ω′,
0, x ∈ Ω \ Ω′;

čiaΩ′ ⊂ Ω – bet kokia griežtai vidiṅe sritis. Tada∫

Ω′

|u(x)| dx = 0.

Iš šios lygyḃes išplaukia, kadu(x) = 0 b.v. x ∈ Ω′. Kadangi sritįΩ′ ⊂ Ω pasirinkome
laisvai, taiu(x) = 0 b.v. x ∈ Ω. .
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2.2. KOMPAKTIŠKUMO KRITERIJUS ERDV̇ESELp(Ω)

Tegu Ω yra apṙežta erdv̇eje Rn sritis. Išvesdami kompaktiškumo kriterijų erdvėje
Lp(Ω), remsiṁes Hausdorfo teorema (žr.1.3skyrelio1.15teoremą).

Pagal Arcel∆a teoremą (žr.1.3 skyrelio1.16teoremą) aiḃe U yra sąlyginis kom-
paktas erdv̇ejeC(Ω) tada ir tik tada, kai:

1. AibėU yra apṙežta, t.y.
sup
u∈U

‖u‖C(Ω) ≤ M.

2. AibėU yra vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− u(x)‖C(Ω) → 0,

kai h → 0.

Analogiškas teiginys yra teisingas ir erdvėseLp(Ω).

2.3 teorema. TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,p ∈ [1,∞) ir U ⊂ Lp(Ω). Aibė U yra
sąlyginis kompaktas erdvėjeLp(Ω) tada ir tik tada, kai:

1. AibėU yra apṙežta, t.y.
sup
u∈U

‖u‖Lp(Ω) ≤ M.

2. AibėU yra vienodai tolydi, t.y.

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− u(x)‖Lp(Ω) → 0,

kai h → 0.

/ Tarkime, aiḃeU yra sąlyginis kompaktas. Tada ji yra aprėžta. Jeigu aiḃeU būtų
neapṙežta, tai egzistuotų tokia funkcijųun ∈ U seka, kad‖un‖Lp(Ω) ≥ n. Tǎciau tai
neįmanoma, nes iš tokios sekos negalima išskirti konverguojančio posekio.

Įrodysime, kad aiḃeU yra vienodai tolydi. Fiksuokime skaičių ε > 0. Pagal Haus-
dorfo teoremą aibeiU egzistuoja baigtinisε/4 tinklas

u1, u2, . . . , uN .

Kiekviena iš funkcijųui ∈ Lp(Ω). Todėl ji yra tolydi Lp prasme, t.y.

sup
|z|<h

‖ui(x + z)− ui(x)‖Lp(Ω) → 0, ∀i = 1, 2, . . . , N,

kai h → 0. Kartu egzistuoja toks skaičiush > 0, kad

sup
i=1,...,N

sup
|z|<h

‖ui(x + z)− ui(x)‖Lp(Ω) ≤ ε/2.



26 2. APIBENDRINTOSIOS IŠVESTIṄES. ERDV̇ESWk
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Antra vertus, kiekvienai funkcijaiu ∈ U egzistuoja toks elementasui, kad

‖u− ui‖Lp(Ω) ≤ ε/4.

Pagal Minkovskio nelygybę

sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− ui(x + z)‖Lp(Ω)+

+ sup
i=1,...,N

sup
|z|<h

‖ui(x + z)− ui(x)‖Lp(Ω) + sup
u∈U

sup
|z|<h

‖ui(x)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε.

Taigi aiḃeU yra vienodai tolydi.
Dabar tarkime, aiḃeU yra apṙežta ir vienodai tolydi. Įrodysime, kad ji yra sąlyginis

kompaktas erdv̇ejeLp(Ω). Su kiekvienu fiksuotuρ > 0 aibė

Uρ = {uρ : u ∈ U}
yra sąlyginis kompaktas erdvėjeC(Ω) . Iš tikrų jų

sup
uρ∈Uρ

sup
x∈Ω

|uρ(x)| = sup
u∈U

sup
x∈Ω

∣∣∣∣
∫

ωρ(x− y)u(y) dy

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖ωρ‖Lp′ (Ω) sup
u∈U

‖u‖Lp(Ω) ≤ C(ρ)M

ir
sup

uρ∈Uρ

sup
|z|<h

sup
x∈Ω

|uρ(x + z)− uρ(x)| =

= sup
u∈U

sup
|z|<h

sup
x∈Ω

∣∣∣∣
∫ [

ωρ(x + z − y)− ωρ(x− y)
]
u(y) dy

∣∣∣∣ ≤

≤ sup
x∈Ω

sup
|z|<h

‖ωρ(x + z − y)− ωρ(x− y)‖Lp′ (Ω) sup
u∈U

‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ M |Ω|1/p′ sup
x,y∈Ω

sup
|z|<h

|ωρ(x + z − y)− ωρ(x− y)| → 0,

kai h → 0. Kartu aiḃe Uρ yra sąlyginis kompaktas ir erdvėje Lp(Ω) (nes kiekviena
seka, konverguojanti erdvėjeC(Ω), konverguoja ir erdv̇ejeLp(Ω)). Be to,

sup
u∈U

‖uρ(x)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ sup
u∈U

sup
|z|<h

‖u(x + z)− u(x)‖Lp(Ω) ≤ ε(ρ);

čia ε(ρ) → 0, kai ρ → 0. Vadinasi, aiḃe Uρ yra ε(ρ) tinklas aibeiU. Pagal Hausdorfo
teoremą aiḃeU yra sąlyginis kompaktas erdvėjeLp(Ω). .

Analogiškas teiginys yra teisingas ir neaprėžtos srities atveju. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

2.4 teorema. TeguΩ yra neapṙežta sritis ir1 < p < ∞. Aibė U yra sąlyginis kom-
paktas erdv̇ejeLp(Ω) tada ir tik tada, kai tenkinamos abi2.3teoremos sąlygos ir

sup
u∈U

‖u‖Lp(Ω\BR) ≤ δ(R);

čia δ(R) → 0, kai R →∞.

Šio teiginio įrodymą galima rasti [8] knygoje.
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Teguu ir η yra glodžios srityjeΩ funkcijos, iš kurių bent viena yra finiti. Tada yra
teisinga integravimo dalimis formulė

∫

Ω

uηxk
dx = −

∫

Ω

uxk
η dx. (2.10)

Remiantis šia formule, įvedama viena iš pagrindinių šiuolaikinės matematiṅes fizikos
sąvokų – apibendrintoji išvestinė.

A p i b r ė ž i m a s . Teguu, v ∈ Lloc(Ω). Funkcijav yra funkcijosu apibendrin-
toji išvestiṅesrityjeΩ kintamojoxk atžvilgiu, jeigu

∫

Ω

uηxk
dx = −

∫

Ω

vη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.11)

Kaip ir klasikiniu atveju, funkcijosu apibendrintą išvestinę žyṁesimeuxk
. Toks

žymėjimas netuṙetų kelti painiavos, nes jei funkcijau turi klasikinę išvestinę, tai ji
tenkina (2.10) integravimo dalimis formulę, kartu ir (2.11) tapatybę. Vadinasi, jeigu
egzistuoja funkcijosu klasikinė išvestiṅe, tai egzistuoja ir jos apibendrinta išvestinė ir
jos abi sutampa.

Analogiškai apibṙežiamos bet kurios eilės apibendrintos išvestinės.
A p i b r ė ž i m a s . Teguu, v ∈ Lloc(Ω), α = (α1, . . . , αn) – fiksuotas multiin-

deksas ir ∫

Ω

uDα η dx = (−1)|α|
∫

Ω

vη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.12)

Tadav := Dα u yra funkcijosu apibendrinta išvestiṅesrityjeΩ.
Apibendrintoms išvestiṅems galioja didel̇e dalis (tǎciau ne visos!) klasikinių išves-

tinių savybių . Pamiṅesime kai kurias iš jų .

1. Apibendrintos išvestiṅes apibṙežimas yra korektiškas. Tiksliau, jeiguv = Dα u
srityjeΩ, tai v = Dα u kiekvienoje srityjeΩ′ ⊂ Ω. Norint tuo įsitikinti, pakanka
(2.12) integraliṅeje tapatyḃeje paimti funkcijąη, kuriossupp η ⊂ Ω′.

2. Tarkime, srityjeΩ egzistuoja funkcijųu ir v apibendrintos išvestiṅesDα u ir
Dα v. Tada egzistuoja ir jų tiesinio darinioc1u + c2v apibendrinta išvestiṅe
Dα(c1u + c2v) ir teisinga formul̇e

Dα(c1u + c2v) = c1 Dα u + c2 Dα v.

Ši formul̇e tiesiogiai išplaukia iš apibendrintos išvestinės apibṙežimo.

3. Jeigu srityjeΩ egzistuoja funkcijosu apibendrinta išvestiṅeDα u, tai ji yra vien-
intelė. Įrodysime tai. Teguv1 = Dα u ir v2 = Dα u yra funkcijosu apibendrin-
tos išvestiṅes srityjeΩ. Tada funkcijav = v1 − v2 tenkina integralinę tapatybę

∫

Ω

v(x)η(x) dx = 0, ∀η ∈ C∞0 (Ω) .
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Pagal2.2teoremąv(x) = 0 b.v. x ∈ Ω. Taigi v1 = v2.

4. Tarkime, srityjeΩ egzistuoja funkcijosu apibendrinta išvestiṅe v = Dα u ir
funkcijosv apibendrinta išvestiṅew = Dβ v. Tada srityjeΩ egzistuoja funkcijos
u apibendrinta išvestiṅeDα+β u ir ji sutampa suw. Iš tikrų jų

∫

Ω

uDα+β η dx = (−1)|α|
∫

Ω

v Dβ η dx = (−1)|α+β|
∫

Ω

wη dx.

Taigi w = Dα+β u.

5. Bet kokioje griežtai vidiṅeje srityjeΩ′ ⊂ Ω pakankamai mažiemsρ galima keisti
vietomis vidurkinimo ir diferencijavimo operacijų tvarką. Įrodysime tai. Tegu
v = Dα u yra funkcijosu apibendrinta išvestiṅe srityjeΩ, δ = dist{Ω′, ∂Ω},
x ∈ Ω′ ir ρ < δ. Kintamųjų y atžvilgiu funkcijaωρ(x− y) ∈ C∞0 (Ω). Be to,

∂

∂xk
ωρ(x− y) = − ∂

∂yk
ωρ(x− y), ∀k = 1, 2, . . . , n.

Todėl

Dα uρ(x) =
∫

Dα
x ωρ(x− y)u(y) dy =

= (−1)|α|
∫

Dα
y ωρ(x− y)u(y) dy =

∫
ωρ(x− y)v(y) dy = vρ(x).

Taigi
vρ(x) = Dα uρ(x). (2.13)

P a s t a b a . Kadangi funkcijosvρ ir uρ yra glodžios, tai (2.13) formulėje
išvestiṅeDα yra klasikiṅe.

Tegu funkcijosu apibendrinta išvestiṅe Dα u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞. Tada iš
(2.13) formulės ir 4 vidutinių funkcijų savyḃes išplaukia, kad

Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ
→ Dα u, (2.14)

erdv̇ejeLp(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω, kai ρ → 0.

6. Dviejų funkcijų sandaugos apibendrintai išvestinei galioja įprasta formulė. Tik-
sliau, jeigu srityjeΩ egzistuoja funkcijųu, v apibendrintos išvestiṅesuxi , vxi ir
reiškinysuxiv + uvxi yra lokaliai sumuojama srityjeΩ funkcija, tai egzistuoja
sandaugosuv apibendrinta išvestiṅe (uv)xi ir teisinga formul̇e

(uv)xi = uxiv + uvxi . (2.15)

Dėl paprastumo šį teiginį į rodysime, kai funkcijosu, v, uxi ir vxi yra lokaliai
kvadratu integruojamos srityjeΩ. Laisvai pasirenkameη ∈ C∞0 (Ω). Tada

∫

Ω

uρvρηxi dx = −
∫

Ω

(
uρxivρ + uρvρxi

)
η dx, ∀ρ > 0. (2.16)
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Be to,
uρ → u, vρ → v, uρxi

→ uxi
, vρxi

→ vxi

erdv̇eje L2(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω, kai ρ → 0. Remiantis 3 vidutinių funkcijų
savybe, (2.16) tapatyḃeje galima pereiti prie ribos. Taigi

∫

Ω

uvηxi
dx = −

∫

Ω

(
uxiv + uvxi

)
η dx

ir teisinga (2.15) formulė.

Suformuluosime kitą apibendrintos išvestinės apibṙežimą ir įrodysime, kad abu
apibṙežimai yra ekvivalent̄us.

A p i b r ė ž i m a s . Tegu funkcijosu ir v ∈ Lloc(Ω). Sakysime, funkcijav yra
funkcijosu apibendrinta išvestiṅe srityjeΩ ir rašysimev = Dα u, α = (α1, . . . , αn)
– fiksuotas multiindeksas,|α| = k, jeigu egzistuoja tokia seka{um} ⊂ Ck(Ω), kad

um → u, Dα um → v

erdv̇eje2 Lloc(Ω), kai m →∞.
Tegu v = Dα u pagal pastarąjį apibrėžimą. Tada∀m = 1, 2, . . . yra teisinga

integravimo dalimis formul̇e:
∫

Ω

um Dα η dx = (−1)|α|
∫

Ω

Dα umη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω). (2.17)

Peṙeję šioje formul̇eje prie ribos, kaim → ∞, gausime, kad funkcijosu ir v tenkina
(2.12) tapatybę, t.y.v = Dα u pagal pirmąjį apibṙežimą.

Tegu v = Dα u pagal pirmąjį apibṙežimą. Tada∀ ρ > 0 vidutinės funkcijos
uρ ∈ C∞(Ω) ir

uρ → u, Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ
→ Dα u

erdv̇ejeLloc(Ω), kai ρ → 0. Vadinasi,v = Dα u pagal antrąjį apibṙežimą.

2.5 teorema. Tarkime,∀m = 1, 2, . . . funkcijaum srityjeΩ turi apibendrintą išvestinę
Dα um ir

um → u, Dα um → v

erdv̇eje Lloc(Ω), kai m → ∞. Tada srityjeΩ egzistuoja funkcijosu apibendrinta
išvestiṅeDα u ir ji lygi v.

Norint įrodyti šią teoremą, pakanka (2.17) formulėje pereiti prie ribos, kaim →∞.
P a s t a b a . Teorema išlieka teisinga ir tuo atveju, kai sekos{um} ir {Dα um}

konverguoja silpnai, t.y. pakanka reikalauti, kad∀η ∈ C∞0 (Ω)
∫

Ω

umη dx →
∫

Ω

uη dx,

∫

Ω

Dα umη dx →
∫

Ω

vη dx,

2Sakysime, seka{um} konverguoja į funkcijąu erdv̇ejeLloc(Ω), jeigu um → u erdv̇ejeL(Ω′), kai
m →∞; čiaΩ′ – bet kokia griežtai vidiṅe sritis.
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kai m →∞.
Tarkime, srityjeΩ egzistuoja funkcijosu pirmos eil̇es apibendrintos išvestinės

uxi , ∀i = 1, 2, . . . , n, ir y = y(x) – C1 klaṡes difeomorfizmas, transformuojantis
sritį Ω į sritį Ω̃. Į rodysime, kad funkcijãu(y) = u(x(y)) srityje Ω̃ turi pirmosios
eilės apibendrintas išvestines ir jos skaičiuojamos pagal įprastas formules. Pagal antrą
apibendrintos išvestiṅes apibṙežimą egzistuoja tokia seka{um} ⊂ C1(Ω), kad

um → u, umxi
→ uxi

erdv̇ejeLloc(Ω), kai m →∞. Teguũm(y) = um(x(y)). Tada

ũm ∈ C1(Ω̃), ũmyk
=

n∑

i=1

umxi

∂xi

∂yk

ir

ũm → ũ, ũmyk
→

n∑

i=1

uxi

∂xi

∂yk

erdv̇eje Lloc(Ω), kai m → ∞. Pagal2.5 teoremą srityjeΩ̃ egzistuoja funkcijos̃u
pirmosios eil̇es apibendrintos išvestinėsũyk

ir yra teisingos įprastos formulės

ũyk
=

n∑

i=1

uxi

∂xi

∂yk
, ∀k = 1, 2, . . . , n.

Analogiškas teiginys teisingas ir aukštesnių jų eilių apibendrintoms išvestinėms.
Priminsime vieną paprastą faktą iš analizės: diferencijuojama funkcija, kurios vi-

sos pirmosios eilės išvestiṅes lygios nuliui, yra konstanta. Ši savybė yra teisinga ir
apibendrintoms išvestinėms.Čia įrodysime bendresnį teiginį.

2.6 teorema. Tarkime, funkcijau srityje Ω turi visask-osios eil̇es apibendrintas iš-
vestines ir jos visos lygios nuliui. Tada funkcijau yra (k − 1)-ojo laipsnio polinomas
srityjeΩ.

/ Pagal teoremos sąlygą∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω ir pakankamai mažiemsρ teisinga lygyḃe

Dα uρ =
(
Dα u

)
ρ

= 0, |α| = k.

Kadangiuρ yra glodi funkcija ir visos josk-osios eil̇es išvestiṅes lygios nuliui, tai

uρ(x) = P (ρ)(x);

čiaP (ρ) yra (k − 1)-ojo laipsnio polinomas. Pagal 3 vidutinių funkcijų savybę

‖P (ρ)‖L(Ω′) = ‖uρ‖L(Ω′) ≤ ‖u‖L(Ω′).

Iš čia išplaukia, kad aiḃe
{
P (ρ)

}
ρ>0

apṙežta. Kartu ji yra kompaktiṅe, nes(k − 1)-
ojo laipsnio polinomų aiḃe yra baigtinio matavimo erdvė. Toḋel iš jos galima išskirti
posekį

uρk
(x) = P (ρk)(x),
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konverguojantį erdv̇ejeL(Ω′). Tarkime,(k − 1)-ojo laipsnio polinomasP (x) yra šio
posekio ribinis elementas. Pagal 4 vidutinių funkcijų savybę

uρk
(x) → u(x).

Taigi u(x) = P (x) srityjeΩ′. Kadangi sritįΩ′ ⊂ Ω pasirinkome laisvai, tai

u(x) = P (x)

srityjeΩ. .
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2.4. APIBENDRINTOSIOS IŠVESTIṄES IR
ABSOLIUČIAI TOLYDŽIOS FUNKCIJOS

Apibendrintos ir klasikiṅes išvestiṅes sąvokos iš esṁes skiriasi. Tai susiję su tuo, kad
apibendrinta išvestiṅe turi integralinį pob̄udį. Priminsime, kad apibendrinta išvestinė
– tai lokaliai sumuojama funkcija. Tačiau sumuojama funkcija yra apibrėžiama nulinio
mato taškų aiḃes tikslumu ir į ją reikia žīurėti kaip į ekvivaleňcių funkcijų klasę.
Todėl toliau kalḃedami apie taškines funkcijų savybes, pavyzdžiui, tolydumą, turėsime
omenyje, kad funkcijos ekvivalentiškumo klasėje galima išrinkti atstovą, turintį nuro-
dytą savybę. Be to, visą ekvivalentiškumo klasę, kaip ir konkretų jos atstovą, žymėsi-
me ta pǎcia raide.

Nagriṅejant funkcijąu, turinčią tam tikros eil̇es apibendrintas išvestines, sumuo-
jamas laipsniup srityje Ω, svarbu žinoti, kokį glodumą ji gali įgyti, jos reikšmes
kaip nors pakeitus nulinio mato taškų aibėje. Atsakymašcia priklauso nuo sritiesΩ
matavimo, apibendrintų išvestinių eilės ir nuo rodikliop. Tokie teiginiai (į ḋejimo teo-
remos) bus nagriṅejami v̇eliau. O dabar ištirsime daug paprastesnį klausimą. Tiksliau,
parodysime, kad pirmos eilės apibendrintų išvestinių egzistavimas susijęs su absoliu-
taus tolydumo sąvoka.

2.7 teorema. Tegun = 1. Tada:

1. Jeiguu yra absoliǔciai tolydi segmente[a, b] funkcija, tai intervale(a, b) egzis-
tuoja jos apibendrinta išvestinė ux ∈ L(a, b) ir ji b.v. x ∈ (a, b) sutampa su
klasikine išvestine.

2. Jeiguu ∈ L(a, b) ir intervale (a, b) egzistuoja apibendrinta išvestinė ux ∈
L(a, b), tai funkcija u yra absoliǔciai tolydi segmente[a, b] ir yra teisinga for-
mulė

u(x) = u(a) +

x∫

a

uy(y) dy;

čiauy – apibendrinta išvestiṅe.

/ Tarkime, funkcijau yra absoliǔciai tolydi segmente[a, b]. Tada b.v.x ∈ (a, b)
egzistuoja klasikiṅe išvestiṅeux ir ji yra sumuojama intervale(a, b). Kiekvienai funk-
cijai η ∈ C∞0 (a, b) funkcija uη yra absoliǔciai tolydi. Toḋel b.v. x ∈ (a, b) egzistuoja
klasikinė išvestiṅe

(uη)x = uxη + uηx

ir
b∫

a

(uxη + uηx) dx = 0.

Iš šios integraliṅes tapatyḃes išplaukia, kadux yra funkcijosu apibendrinta išvestiṅe.
Tarkime, funkcijav ∈ L(a, b) yra funkcijosu apibendrinta išvestiṅe. Tada funkcija

w(x) =

x∫

a

v(y) dy
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yra absoliǔciai tolydi. Pagal pirmą teoremos teiginį ji intervale(a, b) turi apibendrin-
tą išvestinęwx = v. Tǎciau (u − w)x = 0 ir pagal 2.6 teoremąu(x) − w(x) =
const. Iš čia išplaukia, kad funkcijau yra absoliǔciai tolydi ir const = u(a). Kadangi
apibendrinta išvestiṅeux = v, tai

u(x) = u(a) +

x∫

a

uy(y) dy. .

P a s t a b a . Jeigu tolydi funkcijau turi klasikinę išvestinę b.v.x ∈ (a, b), bet
nėra absoliǔciai tolydi, tai intervale(a, b) apibendrintos išvestiṅes ji neturi. Taigi iš
klasikinės išvestiṅes egzistavimo b.v.x ∈ (a, b) dar neseka apibendrintos išvestinės
egzistavimas intervale(a, b).

Išnagriṅesime kelių kintamųjų atvejį .

2.8 teorema. Tarkime,n > 1 ir srityje Ω funkcija u turi apibendrintą išvestinęuxi
.

Tadau yra absoliǔciai tolydi funkcija kintamojoxi atžvilgiu, b.v. likusiems kin-
tamiesiemsx′i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ir yra teisinga Niutono–Leibnico for-
mulė

u(x + hei)− u(x) =

xi+h∫

xi

d

dτ
u(x1, . . . , xi−1, τ, xi+1, . . . , xn) dτ ;

čiaei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), o integravimo ṙežiai yra tokie, kad atkarpa(x, x+hei)
guli srityjeΩ.

/ TeguΩ′ ⊂ Ω yra bet kokia griežtai vidiṅe sritis. Pagal 4 vidutinių funkcijų
savybę

‖uρ − u‖L(Ω′) → 0, ‖uρxi − uxi‖L(Ω′) → 0,

kai ρ → 0. Kartu b.v.x′i integralai

b′(x′i)∫

a′(x′i)

|uρ − u| dxi → 0,

b′(x′i)∫

a′(x′i)

|uρxi − uxi | dxi → 0;

čia intervalai(a′(x′i), b
′(x′i)) yra tiesių , lygiagrěcių suxi ašimi, ir sritiesΩ′ sankirta

(žr. 2.1 pav.).
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Pagal antrą apibendrintų išvestinių apibrėžimą tokiemsx′i funkcijau turi apibendrintą
išvestinęuxi

intervale(a′(x′i), b
′(x′i)). Kartu šiame intervale funkcijau yra absoliǔciai

tolydi kintamojoxi atžvilgiu ir yra teisinga Niutono–Leibnico formulė

u(x + hei)− u(x) =

xi+h∫

xi

d

dτ
u(x1, . . . , xi−1, τ, xi+1, . . . , xn) dτ.

Kadangi sritį Ω′ pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcijau b.v. x′i
yra absoliǔciai tolydi intervale(a(x′i), b(x

′
i)) ir šiame intervale yra teisinga Niutono–

Leibnico formul̇e. .
I š v a d a . Tegu funkcijau srityje Ω turi pirmos eil̇es apibendrintas išvestines

uxi
, ∀i = 1, 2, . . . , n. Tada ji negali tuṙeti trūkio (n − 1)-mǎciame paviršiuje. Pavyz-

džiui, jeigu funkcijau turi trūkį hiperplokštumojexn = 0, tai ji neturi apibendrintos
išvestiṅesuxn (žr. 2.2 pav.).
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2.2 pav.

Tačiau kaii 6= n, apibendrintos išvestinėsuxi gali egzistuoti.

P a v y z d ž i a i :

1. Tarkime, glodus paviršiusΓ dalija sritį Ω į dvi dalisΩ1, Ω2. Be to, tegu funkcija
u ∈ C(Ω) ir kiekvienoje iš srǐcių Ω1, Ω2 yra diferencijuojama (žr.2.3 pav.).
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Ω1 Ω2

Γ

2.3 pav.

Parodysime, kad srityjeΩ egzistuoja funkcijosu apibendrintos išvestiṅesuxi ,
∀i = 1, 2, . . . , n. Kadangiu ∈ C1(Ωk), k = 1, 2, tai ∀η ∈ C∞0 (Ω) yra teisinga
integraliṅe tapatyḃe

∫

Ωk

uηxi dx = −
∫

Ωk

uxiη dx +
∫

∂Ωk

uη cos(nk, xi)dSk; (2.18)

čiank – paviršiausSk = ∂Ωk vienetinis normal̇es vektorius, išorinis sritiesΩk

atžvilgiu. Imkime (2.18) tapatyḃeje k = 1, po to k = 2 ir gautas tapatybes
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suḋekime. Tuṙedami omenyje, kad

η(x) = 0, ∀x ∈ S = ∂Ω, ir n1(x) = −n2(x), ∀x ∈ Γ,

rezultatą perrašysime taip:

∫

Ω

uηxi dx = −
∫

Ω

uxiη dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Pagal pirmą apibendrintos išvestinės apibṙežimą funkcijau turi srityjeΩ apiben-
drintą išvestinęuxi

ir kiekvienoje iš srǐcių Ωk, k = 1, 2, ji sutampa su klasikine
išvestineuxi .

2. Teguu(x) = |x|α, α > 1 − n, B = {x ∈ Rn : |x| < 1}. Parodysime, kad
funkcija u rutulyje B turi pirmos eil̇es apibendrintas išvestines ir jos randamos
pagal įprastą formulę

uxi = αxi|x|α−2.

Kiekvienamh > 0 apibṙežkime seką funkcijų

u(h)(x) =
{ |x|α, |x| > h,

hα, |x| ≤ h.

Funkcija u(h) rutulyje B turi pirmosios eil̇es apibendrintas išvestines (žr. 1
pavyzdį) ir

u(h)xi
(x) =

{
αxi|x|α−2, |x| > h,
0, |x| < h.

Be to,

‖u(h) − u‖L(B) =
∫

|x|<h

∣∣ |x|α − hα
∣∣ dx ≤ Chα+n → 0,

‖u(h)xi
− αxi|x|α−2‖L(B) =

∫

|x|<h

∣∣αxi|x|α−2
∣∣ dx ≤

≤ |α|
∫

|x|<h

|x|α−1 dx = |α||S1|
h∫

0

rα+n−2dr =
|α||S1|hα+n−1

α + n− 1
→ 0,

kai h → 0. Pagal2.5 teoremą rutulyjeB egzistuoja funkcijosu = |x|α pirmos
eilės apibendrintos išvestinėsuxi = αxi|x|α−2.

P a s t a b a . Akivaizdu, kad neigiamiemsα rutulyjeB funkcijau nėra diferen-
cijuojama. Net jeigu kokiu nors b̄udu pakeisime jos reikšmes nulinio mato taškų
aibėje, vis tiek gausime funkciją, kuri bus ne tik netolydi, bet ir neaprėžta.



36 2. APIBENDRINTOSIOS IŠVESTIṄES. ERDV̇ESWk
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3. Tarkime, funkcijosϕ ir ψ yra sumuojamos intervale(0, 1), bet ne absoliǔciai
tolydžios. Tada iš2.8teoremos išplaukia, kad funkcija

u(x1, x2) = ϕ(x1) + ψ(x2), (x1, x2) ∈ Ω = (0, 1)× (0, 1)

neturi pirmos eil̇es apibendrintų išvestinių srityjeΩ. Tačiau
∫

Ω

uηx1x2 dx =
∫

Ω

(ϕηx1)x2 dx +
∫

Ω

(ψηx2)x1 dx =

= 0 =
∫

Ω

0 · η dx, ∀η ∈ C∞0 (Ω).

Todėl srityje Ω egzistuoja funkcijosu apibendrinta išvestiṅe ux1x2 ir ji lygi
nuliui.

Iš šio pavyzdžio matome, kad funkcijau gali tuṙeti aukštesnių eilių apibendrin-
tas išvestines, neturėdama žemesnių eilių apibendrintų išvestinių .
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2.5. ERDVĖSWk
p(Ω) IR W̊k

p(Ω)

Aibę funkcijų u ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞], kurios turi apibendrintas išvestines

Dα u ∈ Lp(Ω), ∀α : |α| ≤ k,

žymėsimeWk
p(Ω). AibėWk

p(Ω) yra tiesiṅe. Joje galima apibrėžti normą

‖u‖Wk
p(Ω) =

∑

|α|≤k

‖Dα u‖Lp(Ω). (2.19)

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad taip apibrėžta norma tenkina visas normos apibrėžimo
sąlygas. Priminsime, kad

‖u‖Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u|p dx
)1/p

,

kai p < ∞, o
‖u‖L∞(Ω) =vrai sup

x∈Ω
|u(x)|.

Aibė Wk
p(Ω) su taip apibṙežta norma yra normuota erdvė. Erdv̇eje Wk

p(Ω) galima
įvesti ir kitą ekvivaleňcią normą (ją žyṁesime tuo pǎciu normos ženklu)

‖u‖Wk
p(Ω) =

(∫

Ω

∑

|α|≤k

|Dα u|p dx
)1/p

. (2.20)

Kiekvienu konkrěciu atveju naudosime tą normą, kuri bus patogesnė. Kaik = 0, erdv̇e
Wk

p(Ω) yraLp(Ω).
ErdvėWk

p(Ω) yra Banacho erdv̇e. Įrodysime tai. Pagal Banacho erdvės apibṙežimą
reikia įrodyti, kad erdv̇e Wk

p(Ω) yra pilna. Tarkime, seka{um} yra fundamentali
erdv̇ejeWk

p(Ω). Tada∀α : |α| ≤ k seka{Dα um} yra fundamentali erdv̇ejeLp(Ω),
t.y.

‖um − um′‖Lp(Ω) → 0, ‖Dα um −Dα um′‖Lp(Ω) → 0,

kai m ir m′ → ∞. Kadangi erdv̇e Lp(Ω) yra pilna, tai egzistuoja tokios funkcijos
u, ωα ∈ Lp(Ω), kad

‖um − u‖Lp(Ω) → 0, ‖Dα um − ωα‖Lp(Ω) → 0,

kai m → ∞. Pagal2.5 teoremą srityjeΩ egzistuoja funkcijosu apibendrintos išvesti-
nės

Dα u = ωα ∈ Lp(Ω),

t.y. u ∈ Wk
p(Ω), ir seka{um} konverguoja įu erdv̇ejeWk

p(Ω). Taigi erdv̇ejeWk
p(Ω)

kiekviena fundamentali seka konverguoja.
Erdvė Wk

p(Ω) yra separabili, kaip ∈ [1,∞), ir refleksyvi, kaip ∈ (1,∞). Šių
teiginių įrodymas remiasi tuo, kad atitinkamiemsp erdv̇e Lp(Ω) yra separabili ir re-
fleksyvi ir erdvęWk

p(Ω) galima sutapatinti su erdviųLp(Ω) baigtiṅes tiesiogiṅes san-
daugos poerdviu (žr. [44], [8]).
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Kai p = 2, erdv̇e Wk
p(Ω) yra Hilberto erdv̇e. Skaliarinę sandaugą joje galima

apibṙežti taip:

(u, v)Wk
2(Ω) =

∫

Ω

∑

|α|≤k

Dα uDα v dx.

JeiguWk
2(Ω) yra realių jų funkcijų erdv̇e, tai brukšnys nerašomas. Dažnai Hilberto

erdvęWk
2(Ω) ir ją atitinkantį poerdvįW̊k

2(Ω) žymi Hk(Ω) ir H̊k(Ω).

2.9 teorema. Teguu ∈ Wk
p(Ω) ir f yra Ck klaṡes difeomorfizmas, transformuojantis

sritį Ω į sritį Ω̃. Tada funkcijav = u ◦ f−1 ∈ Wk
p(Ω̃) ir

C1‖u‖Wk
p(Ω) ≤ ‖v‖Wk

p(eΩ) ≤ C2‖u‖Wk
p(Ω);

čia C1 ir C2 – teigiamos konstantos, priklausančios tik nuo funkcijųf ir f−1 normų
erdv̇eseCk(Ω) ir Ck(Ω̃).

Šitos teoremos įrodymas išplaukia iš apibendrintų išvestinių savybių .
ErdvesWk

p(Ω) galima apibṙežti ir tuo atveju, jeigu vietoje,,plokš̌cios“ sritiesΩ im-
sime pakankamai glodžiąn-matę daugdarąS. Pavyzdžiui, tegun-maṫe daugdaraS yra
lygi sumai baigtinio skaǐciausn-mǎcių daugdarųSi, i = 1, . . . , N, ir kiekvieną daug-
darąSi galimaCk klaṡes difeomorfizmufi transformuoti į sritįΩi ⊂ Rn. Sakysime,
funkcijau ∈ Wk

p(S), jeigu

u ◦ f−1
i ∈ Wk

p(Ωi), ∀i = 1, . . . , N.

Normą erdv̇ejeWk
p(S) galima apibṙežti taip:

‖u‖Wk
p(S) =

N∑

i=1

‖u ◦ f−1
i ‖Wk

p(Ωi).

ErdvėjeWk
p(Ω) išskirsime poerdvį̊Wk

p(Ω). Sakysime, funkcijau iš erdv̇esWk
p(Ω)

priklauso poerdviui̊Wk
p(Ω), jeigu egzistuoja seka{um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti į

u erdv̇ejeWk
p(Ω). Taigi

W̊k
p(Ω) = C∞

0 (Ω)
Wk

p(Ω)
.

ErdvėsW̊k
p(Ω) elementai turi keletą svarbių savybių . Tarkime, funkcijau ∈ W̊k

p(Ω).
Tada egzistuoja seka{um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti įu erdv̇ejeWk

p(Ω). Funkcijas
u ir um,m = 1, 2, . . . pratęsime nuliu įRn\Ω. Kiekvienamα, |α| ≤ k, apibṙežkime
funkciją

ωα(x) =
{

Dα u(x), x ∈ Ω,
0, x ∈ Rn\Ω.

Akivaizdu, kad bet kokioje srityjeQ ⊃ Ω funkcijosu ir ωα ∈ Lp(Q) . Be to,∀m =
1, 2, . . . funkcijosum ∈ C∞0 (Q) ir

‖um − u‖Lp(Q) = ‖um − u‖Lp(Ω) → 0,
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p(Ω) IR W̊k

p(Ω) 39

‖Dα um − ωα‖Lp(Q) = ‖Dα um −Dα u‖Lp(Ω) → 0,

kai m →∞. Pagal2.5teoremąu ∈ Wk
p(Q).

Tegu funkcijau ∈ W̊k
p(Ω). Pratęskime ją nuliu į sritiesΩ išorę ir gautą funkciją

pažyṁekime ta pǎcia raideu. Į rodysime, kad vidutiṅes funkcijosuρ → u erdv̇eje
Wk

p(Ω), kai ρ → 0. Funkcijau ∈ Wk
p(Q), ∀Q : Ω ⊂ Q. KadangiΩ ⊂ Q yra griežtai

vidinė sritis, tai pakankamai mažiemsρ > 0 srityje Ω galima sukeisti diferencijavimo
ir vidurkinimo operacijų tvarką. Toḋel

Dα uρ = (Dα u)ρ → Dα u, ∀α : |α| ≤ k,

erdv̇ejeLp(Ω), kai ρ → 0. Pagal apibṙežimą tai reiškia, kaduρ → u erdv̇ejeWk
p(Ω),

kai ρ → 0.

P a s t a b a . Jeigu funkcijau ∈ Wk
p(Ω) pratęsime nuliu įRn \ Ω, tai gausime

funkciją, kuri srityjeQ ⊃ Ω gali ir netuṙeti apibendrintų išvestinių . Norint tuo įsitikinti
pakanka pastebėti, kad funkcijau ∈ Wk

p(Ω), pratęsta nuliu į sritiesΩ išorę, gali tuṙeti
trūkį n − 1 matavimo paviršiuje. Tai reiškia, kad ne kiekviena funkcijau ∈ Wk

p(Ω)
priklauso poerdviui̊Wk

p(Ω). Taigi Wk
p(Ω) 6= W̊k

p(Ω). Išimtį sudaro atvejisΩ = Rn.

2.10 teorema.TeguΩ = Rn. Tada erdv̇esWk
p(Ω) ir W̊k

p(Ω) sutampa.

/ Savaime aišku, kad̊Wk
p(Ω) ⊂ Wk

p(Ω). Į rodysime, kad bet kokia funkcijau ∈
Wk

p(Ω) priklauso ir poerdviuiW̊k
p(Ω). Laisvai pasirenkame funkcijąu ∈ Wk

p(Ω).
Apibrėžkime funkcijų seką

uR(x) = u(x)ζ (|x|/R) ;

čia: R yra teigiamas parametras,ζ(t) – be galo diferencijuojama intervale[0,∞) funk-
cija, lygi 1, kai t ∈ [0, 1], monotoniškai maž̇eja, kait ∈ [1, 2], ir lygi nuliui, kai t ≥ 2.
Akivaizdu, kad funkcijosu ir uR rutulyje BR = {x ∈ Rn : |x| < R} sutampa. Be
to, reiškinioζ(|x|/R) išvestiṅes yra tolygiai apṙežtos parametroR atžvilgiu. Toḋel
∀α, |α| ≤ k, yra teisingas įvertis

‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω) = ‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω\BR) ≤

≤ C
∑

|β|≤|α|
‖Dβ u‖Lp(Ω\BR); (2.21)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkrěcios funkcijosu ∈ Wk
p(Ω) pasirinkimo. K-

dangi‖u‖Wk
p(Ω) < ∞, tai reiškinys dešiniojoje (2.21) nelygyḃes puṡeje arṫeja į nulį ,

kai R →∞. Kartu
‖Dα uR −Dα u‖Lp(Ω) ≤ ε(R) → 0,

kai R → ∞. Seka{(uR)ρ} ⊂ C∞0 (Ω) ir konverguoja įu erdv̇ejeWk
p(Ω), kai R →

∞, ρ → 0. Tai reiškia, kadu ∈ W̊k
p(Ω). .
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Kiekvienai funkcijaiu ∈ W̊k
p(Ω) ir v ∈ Wk

p′(Ω) yra teisinga integravimo dalimis
formulė ∫

Ω

uDα v dx = (−1)|α|
∫

Ω

v Dα u dx, ∀α : |α| ≤ k. (2.22)

Iš tikrų jų ∀u ∈ W̊k
p(Ω) egzistuoja seka{um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti įu erdv̇eje

Wk
p(Ω) . Pagal pirmą apibendrintos išvestinės apibṙežimą∀um yra teisinga tapatyḃe

∫

Ω

um Dα v dx = (−1)|α|
∫

Ω

v Dα um dx.

Peṙeję prie ribos, kaim → ∞, gausime (2.22) formulę. PoerdvioW̊k
p(Ω) pakeisti

visa erdveWk
p(Ω) čia negalima. Tuo galima lengvai įsitikinti. Teguk = 1, funkcijos

u, v ∈ C1(Ω) ir S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius. Tada yra teisingaintegravimo
dalimis formul̇e

∫

Ω

uvxi dx = −
∫

Ω

uxiv dx +
∫

S

uv cos(n, xi) dS;

čia bendru atveju integralas paviršiumiS nelygus nuliui. Ši formul̇e išlieka teisinga,
jeigu u ∈ W1

p(Ω), v ∈ W1
p′(Ω) ir sritis Ω yra tokia, kad erdv̇e C1(Ω) yra tiršta

erdv̇eseW1
p(Ω) ir W1

p′(Ω). Jeigu funkcijau ∈ W̊1
p(Ω), tai integralas paviršiumiS yra

lygus nuliui ir galima sakyti, kad funkcijau paviršiujeS yra ,,lygi nuliui“. Analogiška
situacija yra ir erdv̇esW̊k

p(Ω) atveju. Tarkime,u ∈ W̊k
p(Ω). Tada galima sakyti, kad

paviršiujeS ji yra ,,lygi nuliui“ kartu su visomis savo apibendrintomis išvestinėmis iki
(k − 1)-os eil̇es imtinai.

Įrodysime dar vieną svarbią poerdvio̊W1
p(Ω) elementų savybę.

2.11 teorema. (Frydrichso nelygyḃe) Tegu Ω yra apṙežta erdv̇eje Rn sritis. Tada
∀u ∈ W̊1

p(Ω) yra teisinga nelygyḃe

‖u‖Lp(Ω) ≤ d‖ux‖Lp(Ω); (2.23)

čiad yra sritiesΩ diametras.

/ Aibė C∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇ejeW̊1
p(Ω). Todėl (2.23) nelygybę pakanka įrodyti

∀u ∈ C∞0 (Ω). Laisvai pasirenkame funkcijąu ∈ C∞0 (Ω). Pratęskime ją nuliu į srities
Ω išorę, o gautą funkciją pažyṁekime ta pǎcia raide u. Tadau ∈ C∞0 (Q), ∀Q ⊃ Ω.

TeguQ yra kubas, kurio briaunad. Pasukus koordinates ir perkėlus jų pradžią,
visada galima pasiekti, kad

Q = {x ∈ Rn : 0 < xi < d, ∀i = 1, 2, . . . , n}.

Todėl iš karto tarkime, kad sritis

Ω ⊂ Q = {x ∈ Rn : 0 < xi < d, ∀i = 1, 2, . . . , n}.



2.5. ERDVĖSWk
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Pagal Niutono–Leibnico formulę

u(x) =

xn∫

0

∂u(x′n, t)
∂t

dt, x′n = (x1, . . . , xn−1).

Pasinaudoję Helderio nelygybe įvertinsime funkcijosu modulį

|u(x)| ≤
xn∫

0

∣∣∣∣
∂u(x′n, t)

∂t

∣∣∣∣ dt ≤
d∫

0

∣∣∣∣
∂u(x′n, t)

∂t

∣∣∣∣ dt ≤

≤



d∫

0

dt




1/p′ 


d∫

0

∣∣∣∣
∂u(x′n, t)

∂t

∣∣∣∣
p

dt




1/p

= d1/p′




d∫

0

∣∣∣∣
∂u(x′n, t)

∂t

∣∣∣∣
p

dt




1/p

.

Iš šio įveřcio išplaukia nelygyḃe
∫

Q

|u(x)|p dx ≤ dp/p′+1

∫

Q

|uxn(x)|p dx = dp/p′+1

∫

Ω

|uxn(x)|p dx,

kuri yra ekvivalenti nelygybei

‖u‖Lp(Ω) ≤ d‖uxn‖Lp(Ω).

Pakeitę funkcijosu išvestinęuxn gradientuux, gausime (2.23) nelygybę..
Teoremą įroḋeme tarę, kadp > 1. Kai p = 1, teorema išlieka teisinga. Šiuo atveju

įrodymas yra beveik toks pats. Nereikia tik taikyti Helderio nelygybės.
P a s t a b a . Įrodant Frydrichso nelygybę, reikalavimasu ∈ W̊1

p(Ω) yra esminis.

PoerdvioW̊1
p(Ω) pakeisti visa erdveW1

p(Ω) negalima. Tuo lengvai galima įsitikinti
imantu ≡ 1.

Pasinaudojus Frydrichso nelygybe, funkcijosu ∈ W̊k
p(Ω) žemesnių eilių išves-

tinių normas galima įvertinti aukštesnių eilių išvestinių normomis erdvėje Lp(Ω) .
Pavyzdžiui, kaik = 2,

‖uxi‖Lp(Ω) ≤ d‖uxixn‖Lp(Ω), ∀i = 1, 2, . . . , n.

Todėl erdv̇ejeW̊k
p(Ω) galima įvesti normą

‖u‖W̊k
p(Ω) =


 ∑

|α|=k

‖Dα u‖p
Lp(Ω)




1/p

, (2.24)

ekvivaleňcią normai erdv̇ejeWk
p(Ω) (žr. 2.20formulę).
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Nagriṅejant erdves̊Wk
p(Ω), srities Ω forma neturi jokios įtakos. Kiekvieną erdvės

W̊k
p(Ω) elementą galima pratęsti nuliu įRn \ Ω ir nagriṅeti kaip erdv̇esWk

p(Q) ele-
mentą bet kokioje standartinėje srityjeQ ⊃ Ω, pavyzdžiui, rutulyje arba kube. Sudė-
tingesṅe situacija yra erdv̇esWk

p(Ω) atveju. Tiksliau, funkcijąu ∈ Wk
p(Ω) ne visada

galima pratęsti įRn \Ω išlaikant,,glodumą“. Tai priklauso nuo sritiesΩ. Pavyzdžiui,
jeigu plokštumoje įvesime polines kordinates

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ,

tai funkcijau = θ srityje

Ω = {(x, y) : 1 < ρ < 2, 0 < θ < 2π}

bus sumuojama ir turės joje sumuojamas apibendrintas išvestines. Tačiau ji nebus ab-
soliučiai tolydi tiesių x = const > 0 atkarpose, kertančiose sritįΩ, ir todėl (žr. 2.8
teoremą) neturės apibendrintų pirmosios eilės išvestinių srityje

Ω̃ = {(x, y) : 1 < ρ < 2, 0 ≤ θ < 2π}.

Būtinų ir pakankamų sąlygų , kada erdvėsWk
p(Ω) elementus b̄utų galima pratęsti

į platesnę sritį išlaikant,,glodumą“, nėra. Kai sritiesΩ paviršiusS yra pakankamai
glodus, tokį pratęsimą sukonstruoti galima.Čia pateiksime konstrukciją, kuri remiasi
erdv̇esWk

p(Ω) elementų aproksimacija aibėsC∞(Ω) elementais. Kaip matome iš ką
tik išnagriṅeto pavyzdžio, tokia aproksimacija ne visada galima. Išskirsime gana plačią
klasę srǐcių , kai tokia aproksimacija galima.

2.12 teorema.TeguΩ yra apṙežta, žvaigždiṅe3 atžvilgiu kurio nors savo vidinio taško
sritis. Tada aiḃeC∞(Ω) yra tiršta erdv̇ejeWk

p(Ω).

/ Tarkime, sritisΩ yra žvaigždiṅe kurio nors savo vidinio taško atžvilgiu. Tegu šis
taškas yra koordinǎcių pradžioje. Priešingu atveju koordinačių pradžią reikia perkelti
į tą tašką.

Laisvai pasirenkame funkcijąu ∈ Wk
p(Ω). Teguu(λ)(x) = u(λx), λ ∈ (0, 1).

Tada funkcijauλ ∈ Wk
p(Ω), ∀λ ∈ (0, 1). Kadangi funkcijau ∈ Lp(Ω) yra tolydi Lp

prasme, tai
‖u− u(λ)‖Lp(Ω) = ‖u(x)− u(λx)‖Lp(Ω) → 0,

kai λ → 1. Dėl tos pǎcios priežasties∀α : |α| ≤ k

‖Dα u−Dα u(λ)‖Lp(Ω) = ‖Dα u− λ|α|(Dα u)(λ)‖Lp(Ω) ≤

≤ ‖Dα u− (Dα u)(λ)‖Lp(Ω) + (1− λ|α|)‖(Dα u)(λ)‖Lp(Ω) → 0,

kai λ → 1. Vadinasi, seka{u(λ)} konverguoja į funkcijąu erdv̇ejeWk
p(Ω), kai λ → 1.

3SritisΩ yra žvaigždiṅe atžvilgiu kurio nors savo vidinio taško, jeigu bet kuris spindulys, išeinantis iš to
taško, kerta srities paviršių tik viename taške.
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Akivaizdu, kad∀λ ∈ (0, 1), sritis λΩ ⊂ Ω. Todėl vidutinės funkcijos(u(λ))ρ ∈
C∞(Ω) ir, kai ρ → 0, konverguoja į funkcijąu(λ) erdv̇eje Wk

p(Ω). Tačiau tada iš
sekos{(u(λ))ρ} galima išrinkti posekį{(u(λ))ρλ

}, konverguojantį į funkcijąu erdv̇eje
Wk

p(Ω). Vadinasi, aiḃeC∞(Ω) yra tiršta erdv̇ejeWk
p(Ω). .

I š v a d a . Tegu sritisΩ yra pusrutulisB+ = {x ∈ Rn : |x| < 1, xn > 0} ir
funkcijau lygi nuliui, kai |x| > 1− ε. Tada ankšciau pateiktoje konstrukcijoje posekį
{(u(λ))ρλ

} galima parinkti taip, kad kiekviena iš funkcijų(u(λ))ρλ
būtų lygi nuliui,

kai |x| > 1− ε/2.
Ištirsime erdv̇esW1

p(Ω) atvejį .

2.13 teorema.TeguΩ yra apṙežta sritis,S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius irQ ⊃ Ω.
Tada egzistuoja tiesinis aprėžtas pratęsimo operatorius

Π : W1
p(Ω) → W̊1

p(Q).

Be to, jeiguu ∈ W1
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω.

/ Į rodymą išskaidysime į tris etapus.
1. Tarkime,Ω = B+, u ∈ W1

p(B+) ir funkcija u lygi nuliui pussfeṙes

S+ = {x ∈ Rn : |x| = 1, xn > 0}

aplinkoje. Lyginiu b̄udu pratęsę funkcijąu į pusrutulį B–, gausime funkciją

v(x) =
{

u(x), x ∈ B+,
u(x′n,−xn), x ∈ B–.

Parodysime, kad funkcijav ∈ W̊1
p(B). Remiantis2.12 teoremos išvada, egzistuoja

tokia seka{um} ⊂ C∞(B+), konverguojanti įu erdv̇ejeW̊1
p(B+), kad∀m = 1, 2, . . . ,

funkcija um lygi nuliui pussfeṙesS+ aplinkoje. Kiekvieną funkcijąum lyginiu būdu
pratęskime į pusrutulįB–. Pratęstos funkcijos

vm(x) =
{

um(x), x ∈ B+,
um(x′n,−xn), x ∈ B–,

yra finičios ir tolydžios visame rutulyjeB. PusrutuliuoseB+ ir B– jos yra be galo
diferencijuojamos. Toḋel vm ∈ W̊1

p(B) (žr. 2.4skyrelio 1 pavyzdį) ir

‖vm‖W1
p(B) = 21/p‖um‖W1

p(B+). (2.25)

Be to,
‖vm − v‖Lp(B) → 0, ‖vmxi − ωi‖Lp(B) → 0,

kai m →∞. Čia

ωi(x) =





uxi(x), x ∈ B+, i = 1, 2, . . . , n,
uxi(x

′
n,−xn), x ∈ B–, i = 1, 2, . . . , n− 1,

−uxn(x′n,−xn), x ∈ B–, i = n.
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Remiantis2.5 teorema, rutulyjeB egzistuoja funkcijosv apibendrintos išvestiṅes
vxi

= ωi, ∀i = 1, 2, . . . , n, ir v ∈ W̊1
p(B). Kadangi

‖vm − v‖W1
p(B) → 0,

kai m →∞, tai (2.25) lygybėje galima pereiti prie ribos. Taigi

‖v‖W1
p(B) = 21/p‖u‖W1

p(B+).

2. Tarkime, taškasx∗ ∈ ∂Ω, U – taškox∗ aplinka,u ∈ W1
p(Ω), aibėΩ∪U ⊂ Q ir

supp u ⊂ U. Be to, tegu egzistuoja toks difeomorfizmasf : U → B, kuris sritį Ω ∩ U
atvaizduoja į pusrutulįB+, o paviršių∂Ω∩U į skritulį {x : |x| = 1, xn = 0} (žr. 2.4
pav.).
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2.4 pav

Tada funkcijaũ = u ◦ f−1 ∈ W1
p(B+) ir pussfeṙesS+ aplinkoje lygi nuliui. Kadangi

funkcija ũ tenkina 1 punkto sąlygas, tai ją galima pratęsti į pusrutulįB–. Pratęsta
funkcija ṽ ∈ W̊1

p(B). Apibrėšime funkcijąv = ṽ ◦ f. Akivaizdu, kadv ∈ W̊1
p(U).

Funkcijąv pratęsime nuliu įRn \ U ir pratęstą funkciją pažyṁesime ta pǎcia raidev.
Tada funkcijav ∈ W̊1

p(Q). Be to,v(x) = u(x), ∀x ∈ Ω ir

‖v‖W1
p(Q) ≤ C‖u‖W1

p(Ω);

čia konstantaC priklauso tik nuo funkcijųf ir f−1 normų erdv̇ejeC1.
3. Išnagriṅesime bendrąjį atvejį . KadangiΩ yra apṙežta sritis irS yra C1 klaṡes

paviršius, tai egzistuoja baigtinis skaičius tokių atvirų aibiųU1, . . . , UN , kad:

1) Ω ⊂
N⋃

i=1

Ui ⊂ Q.

2) AibėU i ⊂ Ω arbaUi tenkina 2 punkto sąlygas,i = 1, 2, . . . , N.

Tegu{ζi(x)}N
i=1 yra vieneto skaidinys (žr.1.19teoremą), atitinkantis aibių sistemą

U1, U2, .., UN . Kitais žodžiais tariant,ζi ∈ C∞0 (Rn), supp ζi ⊂ Ui, ∀i = 1, 2, . . . , N,
ir

N∑

i=1

ζi(x) = 1, ∀x ∈ Ω.

Tada

u(x) =
N∑

i=1

ui(x);
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čia ui(x) = u(x)ζi(x). Laisvai pasirenkame kokią nors funkcijąui. Jeigu aiḃe U i ⊂
Ω, tai funkcijaui ∈ W̊1

p(Ω). Pratęsę ją nuliu įRn \Ω, gausime funkcijąvi ∈ W̊1
p(Q).

Tuo atveju, kai aibiųUi ir ∂Ω sankirta yra netuš̌cia, aiḃeUi tenkina 2 punkto sąlygas.
Todėl egzistuoja tokia funkcijavi ∈ W̊1

p(Q), kad vi(x) = ui(x), ∀x ∈ Ω, ir yra
teisingas įvertis

‖vi‖W1
p(Q) ≤ C‖ui‖W1

p(Ω). (2.26)

Dabar pratęsimo operatoriųΠ galima apibṙežti taip:

Πu := v =
N∑

i=1

vi.

Šioje sumoje kiekviena funkcijavi ∈ W̊1
p(Q). Todėl ir funkcija v ∈ W̊1

p(Q). Be to,
v(x) = u(x), ∀x ∈ Ω, ir yra teisingas įvertis

‖v‖W1
p(Q) ≤ C‖u‖W1

p(Ω); (2.27)

čia konstantaC priklauso tik nuop, Ω ir Q. .
P a s t a b a . Iš šios teoremos įrodymo išplaukia, kad kartu su (2.27) yra teisingas

įvertis
‖v‖Lp(Q) ≤ C‖u‖Lp(Ω);

čia konstantaC priklauso tik nuop, Ω ir Q. Be to, jeiguu ∈ Lp(Ω), uxi ∈ Lq(Ω),
q > p ir sritis Ω yra klaṡesC1, tai remiantis Frydrichso nelygybe galima įrodyti, kad
u ∈ Lq(Ω). Kartu galime tvirtinti, kadu ∈ W1

q(Ω).
Tarkime, kadΩ yra neapṙežta sritis ir egzistuoja tokia atvirų aibių sistema{Ui}∞i=1,

kad:

1. Ω ⊂
∞⋃

i=1

Ui ⊂ Q.

2. Aibė U i ⊂ Ω arba yra tokia pati kaip2.13 teoremos įrodymo 2 dalyje,i =
1, 2, . . .

3. Difeomorfizmųfi : Ui → B ir f−1
i : B → Ui normos erdv̇eseC1(Ui) ir C1(B)

neviršija kokios nors konstantos, bendros visomsUi.

4. Aibių sistemos{Ui}∞i=1 kartotinumas yra baigtinis, t.y. kiekvienas taškasx ∈ Ω
priklauso ne daugiau kaipN aibėmsUi, ir skaǐciusN nepriklauso nuo taškox.

Tada2.13teoremoje pateikta pratęsimo konstrukcija tinka ir neaprėžtos srities atveju.
Tiksliau, yra teisinga teorema.

2.14 teorema.TeguΩ yra neapṙežta erdv̇ejeRn sritis, tenkinanti ankšciau išvardytas
sąlygas. Tada egzistuoja tiesinis aprėžtas pratęsimo operatorius

Π : W1
p(Ω) → W̊1

p(Q).

Be to, jeiguu ∈ W1
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω.
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Analogiškos teoremos yra teisingos ir erdvėmsWk
p(Ω), kai k > 1. Išnagriṅesime

apṙežtos srities atvejį .

2.15 teorema.TeguΩ yra apṙežta sritis,S = ∂Ω – Ck klaṡes paviršius irΩ ⊂ Q.
Tada egzistuoja tiesinis aprėžtas pratęsimo operatorius

Π : Wk
p(Ω) → W̊k

p(Q).

Be to, jeiguu ∈ Wk
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x ∈ Ω, ir

‖v‖Wk
p(Q) ≤ C‖u‖Wk

p(Ω); (2.28)

čia konstantaC priklauso tik nuop, k, Ω ir Q.

/ Tarkime,Ω = B+, o u – pakankamai glodi pusrutulyjeB+ funkcija, lygi nuliui
kokioje nors pakankamai mažoje pussferėsS+ aplinkoje. Apibṙežkime funkciją

v(x) =





u(x), x ∈ B+,
k∑

j=0

αju(x′n,−2−jxn), x ∈ B–;

čiaα1, . . . , αk yra lygčių sistemos

k∑

j=0

αj(−2−j)m = 1, m = 0, 1, . . . , k,

sprendinys (pastaroji sistema turi vienintelį sprendinį, nes jos determinantas nelygus
nuliui). Taip apibṙežta funkcijav ∈ Ck(B), supp v ⊂ B ir

‖v‖Wk
p(B) ≤ C‖u‖Wk

p(B+).

KonstantaC priklauso tik nuop ir k. Kaip ir 2.13 teoremoje, galima parodyti, kad
tokį pratęsimą galima atlikti∀u ∈ Wk

p(B+). Tolesnis įrodymas yra analogiškas2.13
teoremos įrodymui ir remiasi vieneto skaidiniu bei2.9teorema..

I š v a d a . Jeigu sritisΩ yra tokia, kad erdv̇esWk
p(Ω) elementus galima pratęsti

į platesnę sritį išlaikant,,glodumą“ ir (2.28) įvertį , tai aiḃe C∞(Ω) yra tiršta erdv̇eje
Wk

p(Ω) .

P a s t a b a . Reikalavimas, kadS būtų Ck klaṡes paviršius, susijęs tik su teore-
moje panaudota pratęsimo konstrukcija. Yra kitos funkcijųu ∈ Wk

p(Ω) pratęsimo
konstrukcijos, išlaikaňcios glodumą. Pavyzdžiui, [47] knygoje pateiktoje funkcijų
u ∈ Wk

p(Ω) pratęsimo konstrukcijoje reikalaujama, kadΩ tenkintų vadinamąjąmini-
malaus glodumosąlygą.

Teguϕ : Rn−1 → R1 yra funkcija, tenkinanti Lipšico sąlygą

|ϕ(x′)− ϕ(x̄′)| ≤ M |x′ − x̄′|, ∀x′, x̄′ ∈ Rn−1

su Lipšico konstantaM ir

Ω = {(x′, xn) ∈ Rn : xn > ϕ(x′)}, x′ = (x1, . . . , xn−1).



2.6. FUNKCIJŲ IŠ ERDV̇ESWk
p(Ω) PRATĘSIMAS 47

Sritį , kurią gausime pasukę arba pastūmęΩ, vadinsimespecialiąja lipšicinesritimi.
A p i b r ė ž i m a s . TeguΩ yra atvira erdv̇eje Rn aibė, S = ∂Ω. Sakysime,

paviršiusS yraminimaliai glodus, jeigu egzistuoja seka atvirų aibių

U1, U2, . . . , Un, . . . , Ω ⊂
∞⋃

i=1

Ui

ir tokie skaǐciai ε > 0, M > 0, N ∈ N, kad:

1. Jeigux ∈ S, tai Bε(x) ⊂ Ui su tam tikru indeksui.

2. Sistemos{Ui}∞i=1 kartotinumas neviršijaN.

3. Kiekvienami egzistuojaspecialioji lipšiciṅesritisΩi, su tokia Lipšico konstanta
Mi ≤ M, kad

Ui ∩ Ω = Ui ∩ Ωi.

Taigi 2.15teorema išlieka teisinga daug platesnei sričių klasei. Šiai klasei gali b̄uti
priskirtos sritys, kurių kraštinių taškų aibė yraminimaliai glodi. Apytiksliai tokias
sritis galima apib̄udinti kaip sritis, kurių kraštinių taškų aibė yra paviršius, tenkinantis
Lipšico sąlygą. Akivaizdu, kad paviršiusS turi minimalų glodumą, jeigu S yra C1

klaṡes paviršius. Be to, jeiguΩ yra apṙežta arba iškila sritis, tai pakanka baigtinio
skaǐciaus atvirų aibiųUi.
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2.7. UŽDAVINIAI

1. Tegu u, v ∈ L2(Ω) ir bent viena iš šių funkcijų yra finiti. Įrodykite, kad
pakankamai mažiemsρ > 0 yra teisinga formul̇e

∫

Ω

uρ(x)v(x) dx =
∫

Ω

u(x)vρ(x) dx. (2.29)

2. Tegu u+ = max{u, 0}, u– = min{u, 0}, u ∈ W1
1(Ω) (⇒ u = u+ + u–,

|u| = u+ − u–). Įrodykite, kadu+, u–, |u| ∈ W1
1(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite pirmuoju apibendrintos išvestinės apibṙežimu.

3. Teguf ∈ L∞(R) yra dalimis glodi funkcija,u ∈ W1
1(Ω). Į rodykite, kadf ◦u ∈

W1
1(Ω) ir

∂

∂xi
(f ◦ u) =

{
f
′
(u)uxi

, u 6∈ E,
0, u ∈ E;

čiaE – aiḃe taškų , kuriuose funkcijaf nėra glodi.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite2 uždaviniu.

4. Tegu ∂Ω yra C1 klaṡes paviršius, funkcijau ∈ Lp(Ω), o jos apibendrintos
išvestiṅesuxi ∈ Lq(Ω),∀i = 1, 2, . . . , n, q > p. Į rodykite, kadu ∈ W1

q(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Frydrichso nelygybe.



3 S K Y R I U S

Erdvių Wk

p
(Ω) įdėjimo teoremos

Sakysime, normuota erdvėB1 įsidedaį normuotą erdvęB2, jeigu kiekvienas elemen-
tasu ∈ B1 priklauso erdveiB2 ir

‖u‖B2 ≤ C‖u‖B1 ;

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou. ErdvėsB1 į erdvęB2 įdėjimo
operatoriumi vadinsime tokį operatorių , kuris kiekvienam elementuiu ∈ B1 priskiria
jį patį , bet kaip erdv̇esB2 elementą. Taigi erdv̇esB1 įdėjimas į erdvęB2 yra ekviva-
lentus įḋejimo operatoriaus aprėžtumui. Be to, jeigu kiekviena aprėžta aiḃe erdv̇ejeB1

yra sąlyginis kompaktas erdvėjeB2, tai sakysime, kad erdvėB1 kompaktiškai įsideda
į erdvęB2, o įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

Kai kurios erdviųWk
p(Ω) įdėjimo teoremos gaunamos tiesiogiai iš jų apibrėži-

mo. Pavyzdžiui, erdv̇e W̊1
p(Ω) įsideda į erdvęLp(Ω). Tačiau ṅera akivaizdu, kad

apṙežtos srities atveju erdvė W̊1
p(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvęLp(Ω) arba į erdvę

C(Ω), jeigu p > n. Analogiški teiginiai yra teisingi erdv̇emsWr
q(Ω) ir Cm(Ω). Pa-

vyzdžiui, jeigur < k, tai erdv̇e Wk
p(Ω) įsideda į erdvęWr

q(Ω) tam tikriemsq > p
ir, kuo didesnis yra skirtumask − r, tuo platesnis rodiklioq pasirinkimas. Be to, jeigu
(k − m)p > n, tai erdv̇e Wk

p(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvęCm(Ω). Tokius ir
panašius teiginius nagrinėsime šiame skyriuje. Šiame skyriuje taip pat nagrinėsime ir
funkcijų u ∈ Wk

p(Ω) ,,pėdsakus“ (n − 1)-mǎciuose paviršiuose. Parodysime, kad tai
yra nauji objektai, kuriuos galima traktuoti kaip aibę funkcijų , turinčių trupmeniṅes
eilės išvestines.

3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, k(x, y) – tolydi, kai x 6= y, ir apṙežta funkcija,
x, y ∈ Ω, α ∈ (0, n), v ∈ Lp(Ω),

K v(x) =
∫

Ω

k(x, y)
|x− y|α v(y) dy, x ∈ Ω. (3.1)

Taip apibṙežtas operatoriusK yra vadinamasintegraliniu operatoriumi su silpna ypa-
tuma.

3.1 teorema. Teguα < n/p′, 1/p + 1/p′ = 1. TadaK yra visiškai tolydus operato-
rius, veikiantis iš erdv̇esLp(Ω) į erdvęC(Ω).
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/ Tegup < ∞, v ∈ Lp(Ω), u = K v ir r = |x−y|. Pagal teoremos sąlygą funkcija
k yra apṙežta. Toḋel egzistuoja tokia konstantaC, kad

|u(x)| ≤ C

∫

Ω

r−α|v(y)| dy ≤ C‖r−α‖Lp′ (Ω)‖v‖Lp(Ω)

(įvertindami integralą sritimiΩ pasinaudojome Helderio nelygybe). Integralas
∫

Ω

r−α dy ≤ |S1| (diamΩ)n−α

n− α

(žr. 1.2skyrelį). Toḋel

|u(x)| ≤ C1(diamΩ)n/p′−α‖v‖Lp(Ω), ∀x ∈ Ω,

ir
sup
x∈Ω

|u(x)| ≤ C1(diam Ω)n/p′−α‖v‖Lp(Ω). (3.2)

Įrodysime, kadu ∈ C(Ω). Laisvai pasirinkime skaičių δ > 0. Tada

u(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy +
∫

Ω\Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy. (3.3)

Kadangi ∫

Ω∩Bδ(x)

r−α dy ≤ |S1| δ
n−α

n− α
,

tai pirmąjį integralą (3.3) formulėje galima įvertinti taip:
∣∣∣∣∣∣∣

∫

Ω∩Bδ(x)

r−αk(x, y)v(y) dy

∣∣∣∣∣∣∣
≤ C1δ

n/p′−α‖v‖Lp(Ω) → 0, (3.4)

kai δ → 0. Antrasis integralas (3.3) formulėje yra tolydi kintamųjųx funkcija. Toḋel
funkcijau yra tolydi kaip tolygiai konverguojaňcių tolydžių funkcijų riba.

Reiškinys

|u(x + z)− u(x)| ≤
∫

Ω

∣∣∣ k(x + z, y)
|x + z − y|α −

k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy ≤ I1 + I2 + I3;

čia

I1 =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x + z, y)
|x + z − y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

I2 =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

I3 =
∫

Ω\Bδ(x)

∣∣∣ k(x + z, y)
|x + z − y|α −

k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy.
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Integralas
I1 ≤ C1δ

n/p′−α‖v‖Lp(Ω)

(žr. (3.4) nelygybę). Jeigu taškasx + z yra pakankamai arti taškox, tai Bδ(x) ⊂
B2δ(x + z) ir

I2 ≤ C1(2δ)n/p′−α‖v‖Lp(Ω).

SrityjeΩ \Bδ(x) funkcija
k(x, y)
|x− y|α yra tolydi. Toḋel

I3 ≤ ε(|z|, δ)‖v‖Lp(Ω);

čiaε(t, δ) → 0, kai t → 0. Iš šių įveřcių išplaukia, kad

|u(x + z)− u(x)| ≤ (
C1δ

n/p′−α + C1(2δ)n/p′−α + ε(|z|, δ))‖v‖Lp(Ω).

Laisvai pasirenkame skaičių ε > 0. Fiksuokime tokįδ > 0, kad

C1δ
n/p′−α + C1(2δ)n/p′−α ≤ ε/2

(tai padaryti galima, nesn− αp′ > 0). Kadangiε(t, δ) → 0, kai t → 0, tai egzistuoja
toks skaǐciush > 0, kadε(|z|, δ) ≤ ε/2, ∀z : |z| < h. Tačiau tada

sup
|z|<h

sup
x∈Ω

|u(x + z)− u(x)| ≤ ε‖v‖Lp(Ω). (3.5)

Tegu aiḃeV ⊂ Lp(Ω) yra apṙežta ir

U = {u = K v : v ∈ V }.

Iš (3.2) ir (3.5) įverčių išplaukia, kad aiḃe U erdv̇eje C(Ω) yra apṙežta ir vienodai
tolydi. Pagal Arcel∆a teoremą aiḃe U yra sąlyginis kompaktas erdvėje C(Ω). Taigi
operatorius

K : Lp(Ω) → C(Ω)

yra visiškai tolydus.
Kai p = ∞, teoremos įrodymas yra analogiškas. Netgi paprastesnis, nes nereikia

taikyti Helderio nelygyḃes..
Tegus ≤ n yra sveikasis teigiamas skaičius,Ωs – sritiesΩ sankirta su plokštuma

Rs. Kai s = n, sritis Ωn = Ω. Priminsime, kad sritis – tai netuščia, atvira, susijusi
aibė. Toḋel aiḃeΩs yra atvira. Tarkime, kad ji yra netuščia.

3.2 teorema. Tegun/p′ ≤ α < n/p′ + s/p. TadaK yra visiškai tolydus operato-
rius, veikiantis iš erdv̇esLp(Ω) į erdvę Lq(Ωs). Čia q bet koks teigiamas skaičius,
tenkinantis nelygybęα < n/p′ + s/q.

/ Atskirai išnagriṅesime du atvejus:p ≤ q ir p > q. Tegup ≤ q. Tokios p ir q
reikšṁes yra galimos, nesα < n/p′ + s/p. Kartu egzistuoja toks skaičiusβ > 0, kad

α + 2β = n/p′ + s/q.
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Todėl reiškinį r−α|v| galime perrašyti taip:

r−α|v| = r−s/q+β |v|p/qr−n/p′+β |v|1−p/q. (3.6)

Teguv ∈ Lp(Ω) . Į rodysime, kadr−α|v| yra sumuojama aiḃejeΩs×Ω funkcija. Pagal
Jungo nelygybę (imamep1 = q, p2 = p′, p3 = qp/(q − p))

r−α|v| ≤ 1
q
r−s+βq|v|p +

1
p′

r−n+βp′ +
q − p

qp
|v|p.

Pakanka įrodyti, kad kiekvienas iš reiškinių šios nelygybės dešiṅeje yra sumuojamas
aibėje Ωs × Ω. Akivaizdu, kad trěciasis reiškinys yra sumuojama srityjeΩ funkcija.
Integralas ∫

Ω

r−n+βp′ dy ≤ C(diamΩ)βp′ < ∞. (3.7)

Todėl antrasis reiškinys taip pat yra sumuojama aibėjeΩs × Ω funkcija. Integralas
∫

Ωs

r−s+βq dx ≤ C(diamΩs)βq < ∞. (3.8)

Todėl ∫

Ωs×Ω

r−s+βq|v(y)|p dydx =
∫

Ω

|v(y)|p
(∫

Ωs

r−s+βq dx
)

dy ≤

≤ C(diamΩs)βq‖v‖p
Lp(Ω) < ∞ (3.9)

(čia pasinaudojome Tonelio teorema). Taigi funkcijar−s+βq|v|p yra sumuojama aiḃeje
Ω × Ωs. Kartu funkcijosr−α|v| ir kr−α|v| yra sumuojamos aiḃeje Ω × Ωs. Pagal
Fubinio teoremą funkcija

u(x) =
∫

Ω

k(x, y)
rα

v(y) dy

yra sumuojama aiḃejeΩs. Į rodysime, kadu ∈ Lq(Ωs). Priminsime, kad funkcijak yra
apṙežta. Toḋel

|u(x)| ≤ C

∫

Ω

r−α|v(y)| dy.

Perrašysime šią nelygybę taip:

|u(x)| ≤ C

∫

Ω

r−s/q+β |v(y)|p/q r−n/p′+β |v(y)|1−p/q dy.

(žr. (3.6) formulę). Pagal Helderio nelygybę

|u(x)| ≤ C
(∫

Ω

r−s+βq|v(y)|p dy
)1/q( ∫

Ω

r−n+βp′ dy
)1/p′(∫

Ω

|v(y)|p dy
) q−p

qp

.
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(imamep1 = q, p2 = p′, p3 = qp/(q − p)). Kairiąją ir dešiniąją šios nelygybės
puses keliameq laipsniu ir integruojame sritimiΩs. Pasinaudoję (3.7), (3.8) ir (3.9)
nelygyḃemis, gausime

∫

Ωs

|u(x)|q dx ≤ Cq(diamΩs)βq(diamΩ)βq‖v‖q
Lp(Ω).

Kartu yra teisinga nelygyḃe

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C(diamΩs)β(diamΩ)β‖v‖Lp(Ω). (3.10)

Tarkime,V yra apṙežta erdv̇ejeLp(Ω) aibė, t.y. egzistuoja toks teigiamas skaičius
M, kad

‖v‖Lp(Ω) ≤ M, ∀v ∈ V.

Iš (3.10) įverčio išplaukia, kad aiḃe

U = {u = K v : v ∈ V }
yra apṙežta. Parodysime, kad ji yra vienodai tolydi.

Laisvai pasirinkime skaičių ε > 0. Pagal Minkovskio nelygybę

‖u(x + z)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ‖u1‖Lq(Ωs) + ‖u2‖Lq(Ωs) + ‖u3‖Lq(Ωs);

čia:

u1(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x + z, y)
|x + z − y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

u2(x) =
∫

Ω∩Bδ(x)

∣∣∣ k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

u3(x) =
∫

Ω\Bδ(x)

∣∣∣ k(x + z, y)
|x + z − y|α −

k(x, y)
|x− y|α

∣∣∣|v(y)| dy,

δ – bet koks teigiamas skaičius. Integralusu1 ir u2 galima įvertinti visiškai taip pat
kaip ir integraląu :

‖u1‖Lq(Ωs) ≤ C(diamΩs)β(2δ)β‖v‖Lp(Ω),

‖u2‖Lq(Ωs) ≤ C(diamΩs)βδβ‖v‖Lp(Ω).

Fiksuokime tokį skaǐcių δ > 0, kad

‖u1‖Lq(Ωs) + ‖u2‖Lq(Ωs) ≤ C(diamΩs)β
(
(2δ)β + δβ

)
M ≤ ε/2.

SrityjeΩ \Bδ(x) funkcija
k(x, y)
|x− y|α yra tolydi. Toḋel

‖u3‖Lq(Ωs) ≤ ε(|z|, δ)‖v‖Lp(Ω) ≤ ε(|z|, δ)M, ∀z ∈ Bδ(x);
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čiaε(t, δ) → 0, kai t → 0.
Fiksuokime tokį skaǐcių h > 0, kad

ε(|z|, δ)M ≤ ε/2, ∀z : |z| < h.

Tada
‖u(x + z)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ε, ∀z, v : |z| < h, v ∈ V.

Taigi aiḃe U yra vienodai tolydi. Pagal2.3 teoremą aiḃe U yra sąlyginis kompaktas
erdv̇ejeLq(Ωs), o operatorius

K : Lp(Ω) → Lq(Ωs)

yra visiškai tolydus.
Tegu dabarq < p. Imkime tokį skaǐcių r ≥ p, kadα < n/p′+s/r. Pagal Helderio

nelygybę

‖u‖Lq(Ωs) ≤ |Ωs|
r−q
rq

(∫

Ωs

|u(x)|r dx
)1/r

.

Kadangir ≥ p, tai (žr. (3.10) įvertį)

‖u‖Lr(Ωs) ≤ C(diamΩs)β(diamΩ)β‖v‖Lp(Ω).

Todėl
‖u‖Lq(Ωs) ≤ C|Ωs|

r−q
rq (diamΩs)β(diamΩ)β‖v‖Lp(Ω).

Tolesnis įrodymas yra analogiškas atvejuiq ≥ p. .
P a s t a b a . Iš teoremos įrodymo išplaukia, kad bet kokiam fiksuotamz ∈ Rn ir

visiems pakankamai mažiemst > 0 yra teisinga nelygyḃe:

‖u(x + tz)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ ε(t)‖v‖Lp(Ω);

čiaε(t) → 0, kai t → 0.
Funkcija

ki(x, y) =
1
|S1|

xi − yi

|x− y| , i = 1, 2, . . . , n,

yra tolydi, kaix 6= y, ir apṙežta∀x, y ∈ Ω. Todėl operatoriusKi, apibṙežtas formule

Ki v(x) =
∫

Ω

ki(x, y)
|x− y|n−1

v(y) dy =
1
|S1|

∫

Ω

xi − yi

|x− y|n v(y) dy, i = 1, 2, . . . , n,

yra operatorius su silpna ypatuma (α = n− 1). Visi suformuluoti3.1 ir 3.2teoremose
teiginiai išlieka teisingi ir operatoriuiKi . Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.3 teorema. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis. Tada:

1. Operatorius
Ki : Lp(Ω) → C(Ω)

yra visiškai tolydus, kaip > n.



3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA 55

2. Kai 1 ≤ p ≤ n ir n− p < s ≤ n, q ≥ 1, operatorius

Ki : Lp(Ω) → Lq(Ωs)

yra visiškai tolydus, jeigu

1− n

p
+

s

q
> 0.

Rodiklis q∗ :
1− n

p
+

s

q∗
= 0 (3.11)

vadinamasribiniu. Jeigu3.3teoremojeq = q∗, tai operatorius

Ki : Lp(Ω) → Lq∗(Ωs)

nėra visiškai tolydus. Tǎciau galima įrodyti, kad jis yra aprėžtas. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

3.4 teorema. Tegu1 < p < n, n− p < s ≤ n. Tada operatorius

Ki : Lp(Ω) → Lq∗(Ωs)

yra apṙežtas.

Šios teoremos neįrodinėsime. Pamiṅesime tik, kad jos įrodymas remiasi įverčiu

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖v‖Lp(Ω); (3.12)

čia

u(x) =
∫

Rn

v(y)
|x− y|α dy, α < n,

q > p, s/q = α − n/p′ > 0. Šio įveřcio įrodymą galima rasti [7] knygoje, kai
s = n = 1, [45] knygoje, kais = n ≥ 1, ir [4] knygoje, kais ≤ n, n ≥ 1.
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3.2. FUNKCIJŲu ∈ W̊1
p(Ω) INTEGRALINĖ IŠRAIŠKA

TeguΩ yra apṙežta sritis,S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius. Tada∀u ∈ C2(Ω) ir
∀x ∈ Ω yra teisinga integraliṅe išraiška

u(x) = −
∫

Ω

E(x− y)∆u(y) dy +

+
∫

S

(
E(x− y)

∂u(y)
∂ny

− u(y)
∂E(x− y)

∂ny

)
dSy;

(3.13)

čia

E(x) =





1
|S1|(n− 2)|x|n−2

, kai n > 2,

1
|S1| ln

1
|x| , kai n = 2,

yra singuliarusisLaplaso lygties sprendinys (žr. [1]). Jeigu funkcijau yra finiti, tai
(3.13) formulėje integralas paviršiumiS yra lygus nuliui. Šiuo atveju

u(x) = −
∫

Ω

E(x− y)∆u(y) dy. (3.14)

FunkcijaE turi pirmos eil̇es apibendrintas išvestines

∂E(x)
∂xi

= − 1
|S1|xi|x|−n, ∀i = 1, 2, . . . , n.

Kai n > 2, šį teiginį į roḋeme2.4skyrelyje (kain = 2, į rodymas yra analogiškas). Pa-
gal apibendrintos išvestinės apibṙežimą∀u ∈ C∞0 (Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

−
∫

Ω

E(x− y)∆u(y) dy =
n∑

i=1

1
|S1|

∫

Ω

xi − yi

|x− y|n uyi(y) dy.

Todėl (3.14) formulę galime perrašyti taip:

u(x) =
n∑

i=1

1
|S1|

∫

Ω

xi − yi

|x− y|n uyi(y) dy. (3.15)

3.1 lema. Kiekvienai funkcijaiu ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga(3.15) formulė (lygyḃe čia

suprantama kaip lygyḃe erdv̇ejeLp(Ω), t.y. kairioji puṡe lygi dešiniajai b.v.x ∈ Ω).

/ Laisvai pasirenkame funkcijąu ∈ W̊1
p(Ω). Pagal poerdvio̊W1

p(Ω) apibṙežimą
egzistuoja seka{um} ⊂ C∞0 (Ω), konverguojanti įu erdv̇eje W1

p(Ω) . Kiekvienai
funkcijai um yra teisinga (3.15) formulė, t.y.

um(x) =
n∑

i=1

1
|S1|

∫

Ω

xi − yi

|x− y|n umyi(y) dy.
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Perrašykime šią formulę taip:

um =
n∑

i=1

Ki Di um; (3.16)

čia: Di – diferencijavimo operatorius pagal kintamąjįyi, o

Ki v =
1
|S1|

∫

Ω

xi − yi

|x− y|n v(y) dy, i = 1, 2, . . . , n,

yra integralinis operatorius su silpna ypatuma (žr.3.1 skyrelį). Pagal3.3 teoremą
Ki yra visiškai tolydus operatorius, veikiantis iš erdvėsLp(Ω) į erdvęLp(Ω) (imame
s = n, q = p). Be to,Di yra tolydus operatorius, veikiantis iš erdvėsW̊1

p(Ω) į erdvę
Lp(Ω). Todėl (3.16) formulėje galima pereiti prie ribos, kaim →∞. Taigi

u =
n∑

i=i

Ki Di u, ∀u ∈ W̊1
p(Ω) . (3.17)

Kartu∀u ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga (3.15) formulė. .
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3.3. ERDVIŲW1
p(Ω) ĮDĖJIMO TEOREMOS

Šiame skyrelyje suformuluosime ir įrodysime pagrindines erdviųW1
p(Ω) įdėjimo teo-

remas. Iš pradžių išnagrinėsime erdv̇esW̊1
p(Ω) atvejį .

3.5 teorema. Tegu Ω yra apṙežta erdv̇eje Rn sritis ir p > n. Tada erdv̇e W̊1
p(Ω)

įsideda į erdvęC(Ω) ir įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

/ Kiekvienai funkcijaiu ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga (3.17) formulė

u =
n∑

i=1

Ki Di u.

Akivaizdu, kad operatoriusDi : W̊1
p(Ω) → Lp(Ω), i = 1, 2, . . . , n, yra tolydus. Be

to, pagal3.3teoremą integralinis operatorius

Ki : Lp(Ω) → C(Ω), i = 1, 2, . . . , n,

yra visiškai tolydus. Toḋel (žr. 1.12teoremą) operatorius

Ki Di : W̊1
p(Ω) → C(Ω) ∀i = 1, 2, . . . , n,

kartu ir operatorius

K =
n∑

i=1

Ki Di

yra visiškai tolyd̄us..
P a s t a b a . Ši teorema teigia, kad kiekvienos funkcijosu ∈ W̊1

p(Ω) ekvivalen-
tiškumo klaṡeje yra funkcijau ∈ C(Ω) ir teisingas įvertis

‖u‖C(Ω) ≤ C‖u‖W̊1
p(Ω); (3.18)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou. Be to, kiekviena apṙežta aiḃe
erdv̇ejeW̊1

p(Ω) yra sąlyginis kompaktas erdvėjeC(Ω).
Šią teoremą galima patikslinti. Funkcijau ∈ W̊1

p(Ω) yra ne tik tolydi, bet ir prik-
lauso Helderio klasei su tam tikru rodikliuα.

3.6 teorema. TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,p > n, α ≤ 1−n/p. Tada erdv̇eW̊1
p(Ω)

įsideda į erdvęCα(Ω) ir

|u(x)− u(y)| ≤ C‖ux‖Lp(Ω)|x− y|α, ∀x, y ∈ Ω. (3.19)

Be to, kaiα < 1− n/p, įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

/ Tegu funkcijau ∈ W̊1
p(Ω). Pratęskime ją nuliu į sritiesΩ išorę ir gautą funkciją

pažyṁekime ta pǎcia raideu. Tadau ∈ W̊1
p(Q); čia Q ⊃ Ω – bet kokia standartiṅe

sritis. ImkimeQ rutulį , kurio spindulys yra pakankamai didelis.
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Laisvai pasirinkime taškusx, y ∈ Ω. Skirtumas

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− ũρ(x)|+ |u(y)− ũρ(x)| ≤ I1 + I2;

čia

I1 =
1
|Bρ|

∫

Bρ(x)

|u(x)− u(z)| dz, I2 =
1
|Bρ|

∫

Bρ(x)

|u(y)− u(z)| dz,

o funkcija

ũρ(x) =
1
|Bρ|

∫

Bρ(x)

u(z) dz

yra funkcijosu vidutinė reikšṁe rutulyjeBρ(x), ρ = |x− y|.
Tegu z ∈ Bρ(x), ω =

z − x

|z − x| ∈ S1(x), t = |z − x|. Tada b.v. ω ∈ S1(x)

funkcija u yra absoliǔciai tolydi spindulyje{z ∈ Rn : z = x + tω, t ≥ 0}. Pagal
Niutono–Leibnico formulę

|u(x)− u(z)| = |u(x)− u(x + tω)| =
∣∣∣

t∫

0

d

dτ
u(x + τω) dτ

∣∣∣ =

=
∣∣∣

t∫

0

n∑

i=1

ui(x + τω)ωi dτ
∣∣∣ ≤

t∫

0

|∇u(x + τω)| dτ ;

čiaui(x) = ∂u(x)/∂xi, ∇u = (u1, . . . , un), ω = (ω1, . . . , ωn). Todėl

I1 ≤ 1
|Bρ|

∫

Bρ(x)

t∫

0

|∇u(x + τω)| dτdz =

=
1
|Bρ|

ρ∫

0

∫

S1(x)

( t∫

0

|∇u(x + τω)| dτ
)
tn−1 dωdt ≤

≤ 1
|Bρ|

ρ∫

0

∫

S1(x)

( ρ∫

0

|∇u(x + τω)| dτ
)
tn−1 dωdt =

=
ρn

n|Bρ|

ρ∫

0

∫

S1(x)

|∇u(x + τω)| dωdτ ≤

≤ ρn

n|Bρ|
( ρ∫

0

∫

S1(x)

|∇u(x + τω)|pτn−1 dωdτ
)1/p( ρ∫

0

∫

S1(x)

τ−
n−1
p−1 dτdω

)1/p′

=
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=
ρn

n|Bρ|
( ∫

Bρ(x)

|uz(z)|p dz
)1/p

|S1|1/p′
(

ρ−
n−1
p−1 +1

−n−1
p−1 + 1

)1/p′

=

= Cρ(p−n)/p
( ∫

Bρ(x)∩Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

≤ Cρ(p−n)/p
(∫

Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

.

RutulysBρ(x) ⊂ B2ρ(y). Todėl

I2 ≤ 1
|Bρ|

∫

B2ρ(y)

|u(y)− u(z)| dz.

Toliau įvertinimas yra visiškai toks pats kaip integraloI1 atveju, t.y.

I2 ≤ C(2ρ)(p−n)/p
(∫

Ω

|uz(z)|p dz
)1/p

.

Pasinaudoję šiais integralųI1, I2 įverčiais, gausime

|u(x)− u(y)| ≤ I1 + I2 ≤ C‖uz‖Lp(Ω)|x− y|1−n/p.

Iš šio įveřcio išplaukia, kad erdv̇eW̊1
p(Ω) įsideda į erdvęC1−n/p(Ω).

Jeiguβ > α, tai erdv̇e Cβ(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvęCα(Ω). Todėl, kai
α < 1− n/p, erdv̇eW̊1

p(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvęCα(Ω). .

3.7 teorema. TeguΩs yra sritiesΩ ir erdvėsRs sankirta,s > n − p, 1 ≤ p ≤ n ir
s/q ≥ n/p− 1. Tada erdv̇eW̊1

p(Ω) įsideda į erdvęLq(Ωs). Be to, kais/q > n/p− 1,
įdėjimo operatorius yra visiškai tolyd̄us.

/ Išnagriṅesime atvejį , kais/q > n/p− 1. Pagal3.3teoremą operatorius

Ki : Lp(Ω) → Lq(Ωs), i = 1, 2, . . . , n,

yra visiškai tolydus. Toḋel operatorius

Ki Di : W̊1
p(Ω) → Lq(Ωs), i = 1, 2, . . . , n,

kartu ir operatorius

K =
n∑

i=1

Ki Di : W̊1
p(Ω) → Lq(Ωs)

yra visiškai tolydus.
Atvejis s/q = n/p − 1 nagriṅejamas analogiškai. Reikia tik pasinaudoti3.4 teo-

rema..
P a s t a b a . Iš šios teoremos išplaukia, kad kiekvienos funkcijosu ∈ W̊1

p(Ω)
ekvivalentiškumo klaṡeje yra funkcijau ∈ Lq(Ωs) ir

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖u‖W̊1
p(Ω); (3.20)
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čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou ∈ W̊1
p(Ω). Be to, jeigus/q >

n/p − 1, tai kiekviena apṙežta aiḃe erdv̇eje W̊1
p(Ω) yra sąlyginis kompaktas erdvėje

Lq(Ωs).

I š v a d o s :

1. Remiantis įveřciais, gautais įrodant3.1 ir 3.2 teoremas, galima tvirtinti, kad
(3.18) ir (3.20) nelygyḃese konstantaC priklauso tik nuoΩ ir Ωs diametrų ,
tačiau nepriklauso nuo jų geometrinių savybių .

2. Jeigu (3.7) teoremoje paimsimes = n ir p = q, tai gausime, kad erdvė W̊1
p(Ω)

įsideda į erdvęLp(Ω) ir įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

3.8 teorema. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erdv̇e W1
p(Ω) įsideda į erdvęC(Ω) ir įdėjimo operatorius yra

visiškai tolydus.

2. Jeigus > n− p, 1 ≤ p ≤ n ir s/q ≥ n/p− 1, tai erdv̇eW1
p(Ω) įsideda į erdvę

Lq(Ωs). Be to, jeigus/q > n/p−1, tai įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

/ TeguQ yra tokia apṙežta sritis (galima imti, pavyzdžiui, pakankamai didelio spin-
dulio rutulį), kadΩ ⊂ Q. Kiekvieną funkcijąu ∈ W1

p(Ω), išlaikydami glodumą,
pratęskime į sritįQ (žr. 2.13teoremą). Tiksliau, konstruojame pratęsimo operatorių
Π, kuris kiekvienai funkcijaiu ∈ W1

p(Ω) priskiria tokią funkcijąv = Πu ∈ W̊1
p(Q),

kad
‖v‖W1

p(Q) ≤ C‖u‖W1
p(Ω), v

∣∣
Ω
= u.

Tarkime, patenkintos pirmo teoremos punkto sąlygos irU ⊂ W1
p(Ω) yra apṙežta

aibė. Tada aiḃeΠU yra apṙežta erdv̇ejeW̊1
p(Q). Pagal3.5teoremą aiḃeΠU yra sąlygi-

nis kompaktas erdv̇ejeC(Q). Kartu aiḃe V = ΠU
∣∣
Ω

yra sąlyginis kompaktas erdvėje
C(Ω). Taigi erdv̇e W1

p(Ω) įsideda į erdvęC(Ω) ir įdėjimo operatorius yra visiškai
tolydus. Antrasis teoremos teiginys įrodomas analogiškai..

P a s t a b a . Šioje teoremoje įrodyta, kad esant atitinkamoms sąlygoms yra teisin-
gos nelygyḃes:

‖u‖C(Ω) ≤ C‖u‖W1
p(Ω), ∀u ∈ W1

p(Ω), (3.21)

‖u‖Lq(Ωs) ≤ C‖u‖W1
p(Ω), ∀u ∈ W1

p(Ω) . (3.22)

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad šiose nelygybėse normos‖ · ‖W1
p(Ω) negalima pakeisti

norma‖ · ‖W̊1
p(Ω). Be to, skirtingai nuo (3.18) ir (3.20) nelygybių , konstantaC čia

priklauso ne tik nuo srities diametro, bet ir nuo jo paviršiaus geometrinių savybių
(tiksliau, nuo operatoriausΠ normos).

Pirmąjį 3.8 teoremos teiginį galima patikslinti.

3.9 teorema. Tegup > n, α ≤ 1 − n/p, Ω ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω –
C1 klaṡes paviršius. Tada erdvė W1

p(Ω) įsideda į erdvęCα(Ω) ir, kai α < 1 − n/p,
įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.
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Šios teoremos įrodymas yra visiškai toks pats kaip pirmojo3.8 teoremos teiginio.
Tik erdvęC reikia pakeisti erdveCα ir remtis ne3.5, o 3.6teorema.

Įdėjimo teoremos yra teisingos ir neaprėžtos srities atveju.

3.10 teorema.TeguΩ ⊂ Rn yra neapṙežta sritis, tenkinanti2.14 teoremos sąlygas.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erdv̇eW1
p(Ω) įsideda į erdvęC(Ω).

2. Jeigup > n, α ≤ 1− n/p, tai erdv̇eW1
p(Ω) įsideda į erdvęCα(Ω).

3. Jeigus > n − p, p ≥ 1, p ≤ q < ∞ ir s/q ≥ n/p − 1, tai erdv̇e W1
p(Ω)

įsideda į erdvęLq(Ωs).

/ Teguu ∈ W1
p(Ω). Išlaikydami glodumą pratęskime funkcijąu į sritiesΩ išorę ir

gautą funkciją pažyṁekime ta pǎcia raide. Tada pagal2.14teoremą

‖u‖W1
p(Rn) ≤ C̃‖u‖W1

p(Ω);

čia konstantãC nepriklauso nuo konkrěcios funkcijosu.
TeguU1, U2, . . . , Un, . . . yra kartotinumoN atvirų aibių (pavyzdžiui, rutulių ) sis-

tema, dengianti visą erdvęRn, Ωs = Ω ∩ Rs, Us
k = Uk ∩ Rs. Akivaizdu, kad

Ωs ⊂
⋃
k

Us
k .

Į rodysime trěciąjį teoremos teiginį. Tegus > n− p ir s/q ≥ n/p− 1. Tada pagal
3.8teoremą

‖u‖Lq(Us
k) ≤ C‖u‖W1

p(Uk);

čia konstantaC nepriklauso nei nuou, nei nuok. RaideK pažyṁekime visumą in-
deksųk, kuriems aiḃeUs

k yra netuš̌cia. Tada

‖u‖q
Lq(Ωs) ≤

∑

k∈K
‖u‖q

Lq(Us
k) ≤ Cq

∑

k∈K
‖u‖q

W1
p(Uk).

Kadangiq ≥ p, tai

∑

k

‖u‖q
W1

p(Uk) =
∑

k

[ ∫

Uk

(
|ux|p + |u|p

)
dx

]q/p

≤

≤
[∑

k

∫

Uk

(
|ux|p + |u|p

)
dx

]q/p

=
[∑

k

∫

Rn

(
|ux|p + |u|p

)
χk(x) dx

]q/p

;

čia: χk – aiḃesUk charakteristiṅe funkcija,|ux|p =
n∑

i=1

|uxi |p. Aibių sistemos{Uk}
kartotinumas neviršijaN, t.y. kiekvienas taškasx ∈ Rn gali priklausyti ne daugiau
kaipN aibėmsUk. Todėl

∑

k

χk(x) ≤ N, ∀x ∈ Rn.
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Kartu

‖u‖Lq(Ωs) ≤ CN1/p‖u‖W1
p(Rn) ≤ C̃CN1/p‖u‖W1

p(Ω).

Taigi erdv̇eW1
p(Ω) įsideda į erdvęLq(Ωs) ir trečiasis teoremos teiginys įrodytas. Pir-

masis ir antrasis teoremos teiginiai įrodomi analogiškai..

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad funkcijau, priklausanti erdveiW1
p(Ω) arba jos po-

erdviui W̊1
p(Ω), yra apibṙežta b.v.x ∈ Ω. Todėl iš pirmo žvilgsnio atrodo, kad nėra

prasṁes kalḃeti apie jos reikšmes aibėjeΩs = Ω∩Rs, kai s < n, nes aiḃesΩs Lebego
matas erdv̇ejeRn lygus nuliui. Iš tikrų jų erdv̇esW̊1

p(Ω) atveju įḋejimo teorema teigia,

kad kiekvienos funkcijosu ∈ W̊1
p(Ω) ekvivalentiškumo klaṡeje yra konkretus atstovas

(jį galima apibṙežti (3.15) formule), apibṙežtas bet kokiame sritiesΩ pjūvyje plokštuma
Rs ir turintis teoremoje nurodytas savybes.

Įrodysime dar vieną svarbią tokių atstovų savybę. TeguΩs ir Ω∗s yra du artimi ir
lygiagret̄us sritiesΩ pjūviai plokštumaRs. Tada funkcijosu

∣∣
Ωs

ir u
∣∣
Ω∗s

yra artimosLq

normos prasme. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.11 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,1 ≤ p ≤ n, s > n − p, q < ∞,
1 − n/p + s/q ≥ 0. Tada kiekvienos funkcijosu ∈ W̊1

p(Ω) ekvivalentiškumo klaṡeje
yra atstovas, apibrėžtas aiḃejeΩs = Ω ∩ Rs ir bet kokiamz ∈ Rn, |z| = 1, norma

‖u(x + tz)− u(x)‖Lq(Ωs) → 0,

kai t → 0.

/ Laisvai pasirinkime funkcijąu ∈ W̊1
p(Ω). Pratęskime ją nuliu į sritiesΩ išorę ir

gautą funkciją pažyṁekime ta pǎcia raideu. Tadau ∈ W̊1
p(Q), ∀Q : Q ⊃ Ω. Be to,

pakankamai mažiemst > 0 skirtumas

u(x + tz)− u(x) ∈ W̊1
p(Q)

ir

‖u(x + tz)− u(x)‖Lq(Ωs) ≤ C

n∑

i=1

‖uxi(x + tz)− uxi(x)‖Lp(Q).

Kadangiuxi ∈ Lp(Q), tai ji yra tolydi Lp prasme. Toḋel

n∑

i=1

‖uxi(x + tz)− uxi(x)‖Lp(Q) → 0,

kai t → 0. Taigi

‖u(x + tz)− u(x)‖Lq(Ωs) → 0,

kai t → 0. .
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P a s t a b o s :

1. Toks pat teiginys yra teisingas ir erdvėsW1
p(Ω) atveju. Tik3.11teoremoje aibę

Ωs reikia pakeisti bet kokia aibeΩ′s : Ω′s ⊂ Ωs.

2. Įrodytos įḋejimo teoremos išlieka teisingos, jeigu jose sritįΩs = Ω ∩Rs pakei-
sime paviršiumiS = Ω ∩ Γ; čiaΓ – glodus1 s-matis paviršius. Be to, galimas ir
toks atvejis, kaiS = ∂Ω arba paviršiaus∂Ω dalis.

3.12 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,
s > n − p, 1 ≤ p ≤ n ir s/q ≥ n/p − 1. Tada erdv̇e W1

p(Ω) įsideda į erdvęLq(S) .
Be to, jeigus/q > n/p− 1, tai įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [8] knygoje.
I š v a d a . TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,

u ∈ W1
p(Ω), v ∈ W1

p′(Ω), p ≥ 1. Tada yra teisinga integravimo dalimis formulė
∫

Ω

uvxi dx = −
∫

Ω

uxiv dx +
∫

S

uv cos(n, xi)dS. (3.23)

/ Kadangi funkcijasu, v galima pratęsti į platesnę sritį išlaikant glodumą, tai erdvė
C1(Ω) yra tiršta erdv̇eseW1

p(Ω) ir W1
p′(Ω). Todėl egzistuoja seka{uk}, konverguo-

janti į u erdv̇ejeW1
p(Ω), ir seka{vk}, konverguojanti įv erdv̇ejeW1

p′(Ω). Kiekvienam
k = 1, 2, . . . yra teisinga integravimo dalimis formulė

∫

Ω

ukvkxi dx = −
∫

Ω

ukxivk dx +
∫

S

ukvk cos(n, xi)dS. (3.24)

Pagal3.12teoremą
‖u− uk‖Lp(S) ≤ C‖u− uk‖W1

p(Ω),

‖v − vk‖Lp′ (S) ≤ C‖v − vk‖W1
p′ (Ω).

Be to,
‖u− uk‖W1

p(Ω) → 0, ‖v − vk‖W1
p′ (Ω) → 0,

kai k →∞. Todėl (3.24) formulėje galima pereiti prie ribos, t.y. pakeisti funkcijasuk

ir vk atitinkamai funkcijomisu ir v. .
K o m e n t a r a i :

1. Įdėjimo teoremų apribojimai rodikliams yra tikslūs. Erdv̇e W1
p(Ω) neįsideda į

erdvęLq(Ωs), jeigus/q < n/p− 1. Pavyzdžiui, funkcija

u(x) = |x|α, 1− n/p < α < −s/q,

rutulyjeB = {x ∈ Rn : |x| < 1} yra sumuojama laipsniup :
∫

B

|u(x)|p dx =
∫

B

|x|αp dx ≤ C/(n + αp) < ∞.

1Priminsime, kad paviršius vadinamas glodžiu, jeigu jis yraC1 klaṡes paviršius.
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Be to, egzistuoja jos pirmosios eilės apibendrintos išvestinės (žr.2.4 skyrelio 4
pavyzdį)

uxi(x) = αxi|x|α−2, x ∈ B, i = 1, 2, . . . , n,

ir rutulyje B jos yra sumuojamos laipsniup :
∫

B

|uxi
(x)|p dx ≤ αp

∫

B

|x|(α−1)p dx ≤ C ′/(n + (α− 1)p) < ∞.

Taigi funkcija u ∈ W1
p(B). Tačiau rutulyjeBs = B ∩ Rs ji nėra sumuojama

laipsniuq, nes integralas
∫

Bs

|u(x)|q dx =
∫

Bs

|x|αq dx

diverguoja, kais + αq < 0. Todėl funkcija u 6∈ Lq(Bs) ir erdvė W1
p(B)

neįsideda į erdvęLq(Bs) .

Neapṙežtos srities atveju erdvė W1
p(Ω) neįsideda į erdvęLq(Ω), jeigu q < p.

Pavyzdžiui, funkcija

u(x) = |x|α, −n

q
< α < −n

p
,

priklauso erdveiW1
p(Rn \B), tačiau nepriklauso erdveiLq(Rn \B) (patikrin-

kite). Toḋel W1
p(Rn \B) neįsideda į erdvęLq(Rn \B).

2. Rodiklis q∗, apibṙežtas (3.11) lygtimi, vadinamas ribiniu. Atkreipsime dėmesį,
kad rodiklisq∗ yra apibṙežtas tik kaip < n. Be to,q∗ > p. ErdvėW1

p(Ω) įsideda
į erdvęLq(Ωs), jeigu q ≤ q∗, ir neįsideda į ją, jeiguq > q∗.

3. Jeigup ≥ n, tai apṙežtos srities atveju erdvė W1
p(Ω) įsideda į erdvęLq(Ωs),

∀q ≥ 1. Neapṙežtos srities atveju erdvėW1
p(Ω) įsideda į erdvęLq(Ω), ∀q : p ≤

q < ∞. Jeigup > n, tai erdv̇e W1
p(Ω) įsideda į erdvęC(Ω), nepriklausomai

nuo to, ar sritisΩ yra apṙežta, ar ne. Tǎciau jeigu sritisΩ yra neapṙežta, tai ji
dar turi tenkinti2.14teoremos arba analogiškas sąlygas, garantuojančias apṙežto
pratęsimo operatoriaus egzistavimą.

4. Kai p = n = 1, erdv̇e W1
p(a, b) įsideda į erdvęC[a, b] (žr. 2.7 teoremą). Jeigu

p = n > 1, tai erdv̇eW1
p(Ω) neįsideda į erdvęC(Ω). Pavyzdžiui, funkcija

u(x) = ln
∣∣ln |x|∣∣, x ∈ Be−1 = {x ∈ Rn : |x| < e−1},

rutulyje Be−1 yra sumuojama laipsniun. Be to, rutulyjeBe−1 egzistuoja jos
pirmosios eil̇es apibendrintos išvestinės

uxi = xi|x|−2 ln−1 |x|,
sumuojamos laipsniun (patikrinkite). Toḋel funkcijau ∈ W1

p(Be−1). Tačiau ji
nepriklauso erdveiC(Be−1), nes turi tr̄ukį koordinǎcių pradžioje. Taigi erdv̇e
W1

p(Be−1) neįsideda į erdvęC(Be−1).
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p(Ω) ĮDĖJIMO TEOREMOS

5. ErdvėsW1
p(Ω) įdėjimo operatorius į erdvęC(Ω) yra visiškai tolydus tik tada,

kai p > n. Jeigup ≤ n, tai erdv̇esW1
p(Ω) įdėjimo operatorius į erdvęLq(Ωs)

yra visiškai tolydus tik tada, kai1 − n/p + s/q > 0. Be to, abiem atvejais
Ω yra apṙežta sritis. Neaprėžtos srities atveju erdvėsW1

p(Ω) įdėjimo operato-
rius į erdvęC(Ω) arba į erdvęLq(Ωs) nėra visiškai tolydus. Pateiksime kelis
pavyzdžius.

Teguu ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = u(x− x(k)), k = 1, 2, . . . , |x(k)| → ∞,

kai k → ∞. Taip apibṙežta funkcijų seka yra aprėžta erdv̇eje W1
p(Rn) su bet

kokiu rodikliu p > n. Be to, ji konverguoja į nulį erdv̇eje C(Q) bet kokiame
kompakteQ ⊂ Rn, tačiau nekonverguoja erdvėje C(Rn). Todėl iš šios sekos
negalima išskirti konverguojančio erdv̇ejeC(Rn) posekio. Kartu ji ṅera sąlygi-
nis kompaktas erdv̇ejeC(Rn). Taigi erdv̇esW1

p(Rn) įdėjimo operatorius į erdvę
C(Rn) nėra visiškai tolydus.

Teguu ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = k−
n
p u(x/k), k = 1, 2, . . .

Taip apibṙežta funkcijų seka yra aprėžta erdv̇ejeW1
p(Rn) su bet kokiu rodikliu

p ≥ 1. Tačiau nors ir labai didelį teigiamą skaičių R pasirinktume,

sup
k
‖uk(x)‖Lp(Rn\BR) = sup

k
‖u(x)‖Lp(Rn\BR/k) 6→ 0,

kai k →∞. Todėl (žr. 2.4teoremą) ji ṅera sąlyginis kompaktas erdvėjeLp(Rn).
Taigi erdv̇esW1

p(Rn) įdėjimo operatorius į erdvęLp(Rn) nėra visiškai tolydus.

Tegup < n, u ∈ C∞0 (Rn) ir

uk(x) = k
n
p−1u(kx), k = 1, 2, . . .

Taip apibṙežta funkcijų seka yra aprėžta erdv̇eje W1
p(B). Tačiau nors ir labai

mažą teigiamą skaičių h pasirinktume,

sup
|z|<h

‖uk(x + z)− uk(x)‖Lq∗ (B) = sup
|z|<h

‖u(x + zk)− u(x)‖Lq∗ (Bk) 6→ 0,

kai k →∞. Todėl (žr. 2.3teoremą) ji ṅera sąlyginis kompaktas erdvėjeLq∗(B).
Taigi W1

p(B) įdėjimo operatorius į erdvęLq∗(B) nėra visiškai tolydus.
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3.13 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius.
Tada:

1. Jeigum < k − n/p (t.y. kai1/p− (k −m)/n < 0), tai erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į

erdvęCm(Ω) ir įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

2. Jeigu0 ≤ m ≤ k, p, q ≥ 1, q < ∞ ir 1/q ≥ 1/p − (k − m)/n, tai erdv̇e
Wk

p(Ω) įsideda į erdvęWm
q (Ω) ir tuo atveju, kai1/q > 1/p − (k − m)/n,

įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

/ Pagal3.8 teoremą erdv̇e W1
p(Ω) įsideda į erdvęC(Ω), jeigu p > n, ir į erdvę

Lq(Ω), jeigu1/q ≥ 1/p−1/n. Be to, jeigu1/q = 1/p−1/n, tai įdėjimo operatorius,
nors ir ṅera visiškai tolydus, yra aprėžtas. Toḋel ∀u ∈ Wk

p(Ω) ir ∀α : |α| = k − 1

Dα u ∈ W1
p(Ω) ↪→

{
C(Ω), kai 1/p− 1/n < 0,
Lp1(Ω), kai 1/p1 = 1/p− 1/n.

Teguv ∈ Lp(Ω), vxi ∈ Lp1(Ω), ∀i = 1, . . . , n. KadangiΩ yraC1 klaṡes sritis, tai
v ∈ W1

p1
(Ω). Pasinaudoję šia savybe, gausime, kad∀α : |α| = k − 2

Dα u ∈ W1
p1

(Ω) ↪→
{

C(Ω), kai 1/p− 2/n < 0,
Lp2(Ω), kai 1/p2 = 1/p− 2/n.

Taip samprotaudami,∀α : |α| = k − r gausime

Dα u ∈ W1
pr−1

(Ω) ↪→
{

C(Ω), kai 1/p− r/n < 0,
Lpr(Ω), kai 1/pr = 1/p− r/n.

Įrodysime antrąjį teoremos teiginį. Tegu1/p1 = 1/p − 1/n, u ∈ Wk
p(Ω). Tada

Dα u ∈ Lp1(Ω), ∀α : |α| = k − 1. Be to,Dα u ∈ Lp1(Ω), ∀α : |α| ≤ k − 1. Todėl
u ∈ Wk−1

p1
(Ω). Taigi erdv̇e Wk

p(Ω) įsideda į erdvęWk−1
p1

(Ω). Taip samprotaudami,
gausime

Wk
p(Ω) ↪→ Wk−1

p1
(Ω) ↪→ Wk−2

p2
(Ω) ↪→ . . . ↪→ Wk−r

pr
(Ω).

Imkime čia r = k −m ir pažyṁekimepr = q. Tada

Wk
p(Ω) ↪→ Wm

q (Ω).

ErdvėsWk
p(Ω) įdėjimo į erdvęWm

q (Ω) operatorius

Π = Πr−1 · . . . ·Π0;

čia Πi yra erdv̇es Wk−i
pi

(Ω) įdėjimo operatorius į erdvęWk−i−1
pi+1

(Ω), p0 = p. Be
to, jeigu vietoje bent vienos iš lygybių1/pi = 1/p − i/n, i = 1, . . . , m paimsime
nelygybę1/pi > 1/p − i/n, tai atitinkamas įḋejimo operatorius bus visiškai tolydus.
Kartu visiškai tolydus bus ir operatoriusΠ.
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Į rodysime pirmąjį teoremos teiginį. Tegur = k − m ir 1/p − (k −m)/n <
< 0. Jeigum = k − 1, tai funkcija u ir visos jos išvestiṅes iki (k − 1)-osios eil̇es
imtinai yra tolydžios. Toḋel (žr. 3.8 teoremą) erdv̇e Wk

p(Ω) įsideda į erdvęCk−1(Ω)
ir įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus. Jeigum < k−1, tai egzistuoja toks skaičius
q > max{p, n}, kad1/q > 1/p− (k −m− 1)/n. Tačiau tada

Wk
p(Ω) ↪→ Wm+1

q (Ω) ↪→ Cm(Ω).

Be to, kiekvienas iš šių erdvių įdėjimo operatorių yra visiškai tolydus. Todėl erdv̇es
Wk

p(Ω) įdėjimo į erdvęCm(Ω) operatorius taip pat yra visiškai tolydus..
Pirmąjį teoremos teiginį galima patikslinti. Remiantis3.9teorema, galima įrodyti,

kad funkcijosu m-osios eil̇es išvestiṅes yra ne tik tolydžios, bet ir tenkina Helderio
sąlygą su tam tikru rodikliuα. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.14 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,
α ≤ k−n/p−m. Tada erdv̇eWk

p(Ω) įsideda į erdvęCm+α(Ω) ir, kai α < k−n/p−m,
įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

3.15 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,
1 < p < n, q < ∞ ir

1
q

n− 1
n

≥ 1
p
− k −m

n
.

Tada erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į erdvęWm

q (S) ir tuo atveju, kai

1
q

n− 1
n

>
1
p
− k −m

n
, (3.25)

įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

/ Tegu
1
q1

=
1
p
− k −m− 1

n
.

Tada (žr. 3.13 teoremą) erdv̇e Wk
p(Ω) įsideda į erdvęWm+1

q1
(Ω). Kiekvienamα :

|α| ≤ m išvestiṅeDα u ∈ W1
q1

(Ω). Pagal teoremos sąlygą

1
q

n− 1
n

≥ 1
q1
− 1

n
.

Todėl (žr. 3.8 teoremą ir pastabą prie3.11 teoremos) erdv̇e W1
q1

(Ω) įsideda į erdvę
Lq(S). Kartu erdv̇e Wm+1

q1
(Ω) įsideda į erdvęWm

q (S). Taigi erdv̇e Wk
p(Ω) įsideda į

erdvęWm
q (S). Be to, jeigu

1
q

n− 1
n

>
1
q1
− 1

n
,

tai įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus..
Šitą teoremą galima apibendrinti. TeguΩΓ = Ω∩Γ, Γ – klaṡesCk s-matis paviršius

erdv̇ejeRn. Tada yra teisinga teorema.
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3.16 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,
1 ≤ p < n, 0 ≤ m < k, 0 < s < n, s > n− p(k −m) ir

s

nq
≥ 1

p
− k −m

n
.

Tada erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į erdvęWm

q (ΩΓ) ir tuo atveju, kai

s

nq
>

1
p
− k −m

n
,

įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus.

Bendru atveju, remiantis vien3.3 skyrelyje įrodytais teiginiais, šios teoremos tie-
siogiai įrodyti negalima. Reikia tikslesnių funkcijųu ∈ Wk

p(Ω) integralinių įveřcių .
Tokie įveřciai bus gauti3.6skyrelyje.

Pabaigoje dar suformuluosime erdviųWk
p(Ω) įdėjimo teoremą neaprėžtos srities

atveju. Jos įrodymas yra visiškai toks pat kaip3.10teoremos.

3.17 teorema.TeguΩ yra neapṙežta erdv̇ejeRn sritis, tenkinanti2.14teoremos sąly-
gas,Ωs = Ω ∩ Rs. Tada:

1. Jeigu0 ≤ m < k − n/p, tai erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į erdvęCm(Ω).

2. Jeiguα ≤ k − n/p−m, tai erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į erdvęCm+α(Ω).

3. Jeigu
1 ≤ p ≤ q, q < ∞, s > n− (k −m)p

ir
s/nq ≥ 1/p− (k −m)/n,

tai erdv̇eWk
p(Ω) įsideda į erdvęWm

q (Ωs).
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3.5. EKVIVALENČIOSIOS NORMOS ERDV̇ESEWk
p(Ω)

3.18 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,
ψ1, . . . , ψm – pusnorṁes erdv̇ejeWk

p(Ω), C – tokia teigiama konstanta, kad

ψi(u) ≤ C‖u‖Wk
p(Ω), ∀u ∈ Wk

p(Ω), i = 1, 2, . . . , m. (3.26)

Be to, tegu pusnorṁesψ1, . . . , ψm apibṙežia pilną funkcijų sistemą(k−1)-ojo laipsnio
polinomų aiḃeje (t.y. jeiguψ1(P ) = . . . = ψm(P ) = 0 ir P yra (k − 1)-ojo laipsnio
polinomas, taiP = 0). Tada normos

|||u|||Wk
p(Ω) =

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) +
m∑

j=1

ψj(u) (3.27)

ir
‖u‖Wk

p(Ω) =
∑

|α|≤k

‖Dα u‖Lp(Ω) (3.28)

yra ekvivaleňcios.

/ Normos, apibṙežtos (3.27) ir (3.28) formulėmis, yra ekvivaleňcios, jeigu egzis-
tuoja tokios teigiamos konstantosC1, C2, kad

C1|||u|||Wk
p(Ω) ≤ ‖u‖Wk

p(Ω) ≤ C2|||u|||Wk
p(Ω). (3.29)

Pirmoji iš (3.29) nelygybių išplaukia iš (3.26) sąlygos. Įrodysime antrąją nelygybę.
Tarkime priešingai, kad šita nelygybė yra negalima. Tada kiekvienam natūraliajamn
atsiras tokia funkcijaun ∈ Wk

p(Ω), kad

‖un‖Wk
p(Ω) ≥ n|||un|||Wk

p(Ω).

Tegu

vn =
un

‖un‖Wk
p(Ω)

, n = 1, 2, . . .

Akivaizdu, kad
‖vn‖Wk

p(Ω) = 1, ∀n = 1, 2, . . .

Iš čia išplaukia, kad seka{vn} erdv̇eje Wk
p(Ω) yra apṙežta. Erdv̇e Wk

p(Ω) įsideda į
erdvęWk−1

p (Ω) ir įdėjimo operatorius yra visiškai tolydus. Todėl iš apṙežtos erdv̇eje
Wk

p(Ω) sekos{vn} galima išskirti konverguojantį erdvėjeWk−1
p (Ω) posekį{vni}. Be

to, norma
|||vn|||Wk

p(Ω) ≤ 1/n → 0, (3.30)

kai n →∞. Iš čia išplaukia, kad

‖Dα vn‖Lp(Ω) → 0, ∀α : |α| = k,
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kai n → ∞. Tǎciau tada posekis{vni
} konverguoja erdv̇ejeWk

p(Ω). Kadangi erdv̇e
Wk

p(Ω) yra pilna, tai egzistuoja toks elementasv ∈ Wk
p(Ω), kad

v = lim
ni→∞

vni .

Funkcijosv visosk-osios eil̇es išvestiṅes yra lygios nuliui. Toḋel (žr. 2.3skyrelio2.6
teoremą)v yra (k − 1)-ojo laipsnio polinomas. Pažyṁekimev = P. Tada

‖P‖Wk
p(Ω) = lim

ni→∞
‖vni‖Wk

p(Ω) = 1. (3.31)

Iš (3.30) įverčio išplaukia, kad

m∑

j=1

ψj(vni
) → 0,

kai ni →∞. Kadangi pusnorṁesψj , j = 1, 2, . . . , yra tolydžios, tai

0 = lim
ni→∞

m∑

j=1

ψj(vni) =
m∑

j=1

ψj

(
lim

ni→∞
vni

)
=

m∑

j=1

ψj(P ).

Tačiau ši lygyḃe yra galima tik tuo atveju, kaiP = 0. Gauta prieštara įrodo, kad
padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi egzistuoja tokia konstantaC2, kad

‖u‖Wk
p(Ω) ≤ C2|||u|||Wk

p(Ω).

Teorema įrodyta..
Specialiai parinkus pusnormesψi, galima gauti keletą svarbių nelygybių .
P u a n k a r e n e l y g y ḃe . Teguk = 1 ir

ψ1(u) =
∣∣∣
∫

ω

u dx
∣∣∣;

čia ω – mati srityjeΩ aibė, |ω| > 0. Kiekvienai pastoviai funkcijaiu ∈ W1
p(Ω) iš

lygybėsψ1(u) = |ω||u| = 0 išplaukia, kadu = 0. Todėl pusnorṁe ψ1 tenkina3.18
teoremos sąlygas. Taigi egzistuoja tokia teigiama konstantaC, kad

‖u‖Lp(Ω) ≤ C
(∣∣∣

∫

ω

u dx
∣∣∣ +

n∑

i=1

‖uxi‖Lp(Ω)

)
.

F r y d r i c h s o n e l y g y ḃe . Teguk = 1 ir S = ∂Ω – pakankamai glodus
paviršius. Tada erdv̇eW1

p(Ω) įsideda į erdvęLp(S) ir pusnormę galima apibrėžti taip:

ψ1(u) =
∣∣∣
∫

S

u dS
∣∣∣.
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Šiuo atveju3.18teoremos sąlygos taip pat patenkintos. Todėl egzistuoja tokia teigiama
konstantaC, kad

‖u‖Lp(Ω) ≤ C
(∣∣∣

∫

S

u dS
∣∣∣ +

n∑

i=1

‖uxi‖Lp(Ω)

)
.

Be to, kiekvienai funkcijaiu ∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga Frydrichso nelygybė.

‖u‖Lp(Ω) ≤ C

n∑

i=1

‖uxi
‖Lp(Ω).

P a s t a b a . Frydrichso nelygybė2.5skyrelyje įrodyta nereikalaujant iš∂Ω jokio
glodumo.
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3.6. INTERPOLIACINĖS NELYGYBĖS

Erdvių Wk
p(Ω) įdėjimo teoremose gautus įverčius galima patikslinti. Tiksliau,

funkcijos u normą erdv̇eje Wk
p(Ω) galima pakeisti funkcijosu bei josk-osios eil̇es

išvestinių normomis erdv̇ejeLp(Ω) su tam tikrais teigiamais daugikliais. Be to, vieną
iš šių daugiklių galima pasirinkti laisvai. Tokios patikslintos nelygybės yra vadinamos
interpoliaciṅemis nelygyḃemis.

3.19 teorema.TeguΩ yra bet kokia erdv̇ejeRn sritis, Ωs = Ω ∩ Rs, ε – bet koks
teigiamas skaičius. Tada:

1. Jeiguθ = k − r − n/p > 0, p ≥ 1, 0 ≤ r < k, tai kiekvienai funkcijai
u∈ W̊k

p(Ω) yra teisinga nelygyḃe
∑

|α|=r

sup
x∈Ω

∣∣Dα u
∣∣ ≤ C1ε

θ
∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Ω). (3.32)

2. Jeiguθ = k − r − n/p + s/q > 0, q ≥ p ≥ 1, 0 ≤ r < k, tai kiekvienai
funkcijai u∈ W̊k

p(Ω) yra teisinga nelygyḃe2

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θ

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Ω); (3.33)

čia konstantosC1, C2 nepriklauso nuou, ε, Ω ir Ωs.

/ Pagal poerdvio̊Wk
p(Ω) apibṙežimą kiekvieną jo elementą galima aproksimuoti

funkcijomis išC∞0 (Ω) erdv̇esWk
p(Ω) normoje. Toḋel abu teoremos teiginius pakanka

įrodyti funkcijoms išC∞0 (Ω). Tegu funkcijau∈C∞0 (Ω). Pratęskime ją nuliu į sritiesΩ
išorę ir gautą funkciją pažyṁekime ta pǎcia raideu. Tada pratęsta funkcijau∈C∞0 (Rn)
ir

u(x) = −
∫

Rn

E (x− y)∆u(y) dy (3.34)

(žr. 3.2skyrelį).
Interpoliacines nelygybes įrodysime matematinės indukcijos metodu. Iš pradžių

įsitikinsime, kad jos yra teisingos, kaik = 1 ir k = 2.
Tegu ζ yra kokia nors neneigiama be galo diferencijuojama funkcija, apibrėžta

intervale [0,∞), ζ(t) = 1, kai t ≤ 1/2, ζ(t) = 0, kai t ≥ 1, ir ζ(t) ≥ 0, kai
1/2 ≤ t ≤ 1 (žr. 3.1 pav.).
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3.1 pav.

2 Sąlygaq ≥ p reikalinga tik tuo atveju, kai sritisΩ yra neapṙežta.
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Apibrėžkime funkciją

ζε(x) = ζ(ε−1|x|), x∈Rn, ε > 0.

Pasinaudoję integravimo dalimis formule, perrašykime (3.34) lygybę taip:

u(x) = −
∫

Rn

E (x− y)ζε(x− y)∆u(y) dy−

−
∫

Rn

∆x

[
E (x− y)

(
1− ζε(x− y)

)]
u(y) dy.

Gautus integralus pažyṁekime atitinkamaiuε(x) ir uε(x). Į integraląuε(x) galima
žiūrėti kaip į integralinį operatorių su silpna ypatuma. Be to, jo branduolys lygus
nuliui, kai |x− y| > ε. Todėl

sup
x∈Ω

|uε(x)| ≤ C1ε
n/p′−n+2‖∆u‖Lp(Ω) = C1ε

2−n/p‖∆u‖Lp(Ω),

kai p > n (žr. (3.2) formulę,α = n− 2), ir

‖uε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
n/p′+s/q−n+2‖∆u‖Lp(Ω) = C1ε

2−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1 (žr. (3.10) formulę,α = n− 2).
Integralouε(x) branduolys lygus nuliui, kai|x − y| < ε/2 arba |x − y| > ε.

Pasinaudoję šia savybe, gausime

sup
x∈Ω

|uε(x)| ≤ C2ε
−n/p‖u‖Lp(Ω),

‖uε‖Lq(Ωs) ≤ C2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω)

(žr. (3.2) ir (3.10) formulių išvedimą). Taigi

sup
x∈Ω

|u(x)| ≤ sup
x∈Ω

|uε(x)|+ sup
x∈Ω

|uε(x)| ≤

≤ C1ε
2−n/p‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C1ε
2−n/p

∑

|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.35)

kai p > n, ir
‖u‖Lq(Ωs) ≤ ‖uε‖Lq(Ωs) + ‖uε‖Lq(Ωs) ≤

≤ C1ε
2−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C1ε
2−n/p+s/q

∑

|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω), (3.36)

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1.
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Dabar (3.34) formulę perrašykime taip:

u(x) =
1
|S1|

n∑

i=1

∫

Rn

xi − yi

|x− y|n uyi(y) dy =

=
n∑

i=1

∫

Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1

uyi(y) dy +
n∑

i=1

∫

Rn

∂

∂xi

( kε
i (x− y)

|x− y|n−1

)
u(y) dy;

čia

kiε(x) =
1
|S1|

xi

|x|ζε(x), kε
i (x) =

1
|S1|

xi

|x|
(
1− ζε(x)

)
.

Į integralą

viε(x) =
∫

Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1

uyi(y) dy

galima žīurėti kaip į integralinį operatorių su silpna ypatuma. Be to, funkcijakiε(x−
y) = 0, kai |x− y| > ε. Todėl

sup
x∈Ω

|viε(x)| ≤ C1ε
n/p′−n+1‖uyi‖Lp(Ω) = C1ε

1−n/p‖uyi‖Lp(Ω),

kai p > n (žr. (3.2) formulę,α = n− 1), ir

‖viε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
n/p′+s/q−n+1‖uyi‖Lp(Ω) = C1ε

1−n/p+s/q‖uyi‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1 (žr. (3.10) formulę,α = n− 1).
Tegu

vε
i (x) =

∫

Rn

∂

∂xi

( kε
i (x− y)

|x− y|n−1

)
u(y) dy.

Šio integralo branduolys lygus nuliui, kai|x−y| < ε/2 arba |x−y| > ε. Pasinaudoję
šia savybe, gausime

sup
x∈Ω

|vε
i (x)| ≤ C2ε

−n/p‖u‖Lp(Ω),

‖vε
i ‖Lq(Ωs) ≤ C2ε

−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω)

(žr. (3.2) ir (3.10) formulių išvedimą).
Iš integralųviε(x) ir vε

i (x) įverčių išvedama nelygyḃe

sup
x∈Ω

|u(x)| ≤
n∑

i=1

sup
x∈Ω

|viε(x)|+
n∑

i=1

sup
x∈Ω

|vε
i (x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p

n∑

i=1

‖uxi‖Lp(Ω) + nC2ε
−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.37)
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p(Ω) ĮDĖJIMO TEOREMOS

kai p > n, ir nelygyḃe

‖u‖Lq(Ωs) ≤
n∑

i=1

‖viε‖Lq(Ωs) +
n∑

i=1

‖vε
i ‖Lq(Ωs) ≤

≤ C1ε
1−n/p+s/q

n∑

i=1

‖uxi‖Lp(Ω) + nC2ε
−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω), (3.38)

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1.
Diferencijuodami (3.34) lygybę kintamuojoxi atžvilgiu, gausime

uxi
(x) = −

∫

Rn

∂

∂xi
E (x− y)∆u(y) dy = − 1

|S1|
∫

Rn

xi − yi

|x− y|n ∆u(y) dy =

= −
∫

Rn

kiε(x− y)
|x− y|n−1

∆u(y) dy +
∫

Rn

∆x

( kε
i (x− y)

|x− y|n−1

)
u(y) dy, i = 1, . . . , n.

Pastaruosius du integralus pažymėkime atitinkamaiwiε(x) ir wε
i (x). Juos galima įver-

tinti visiškai taip pat kaip integralusviε(x) ir vε
i (x). Tiksliau,

sup
x∈Ω

|wiε(x)| ≤ C1ε
1−n/p‖∆u‖Lp(Ω), sup

x∈Ω
|wε

i (x)| ≤ C2ε
−1−n/p‖u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir
‖wiε‖Lq(Ωs) ≤ C1ε

1−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω),

‖wε
i ‖Lq(Ωs) ≤ C2ε

−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1. Pasinaudoję šiais įverčiais, gausime

sup
x∈Ω

|uxi(x)| ≤ sup
x∈Ω

|wiε(x)|+ sup
x∈Ω

|wε
i (x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε

−1−n/p‖u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir
‖uxi‖Lq(Ωs) ≤ ‖wiε‖Lq(Ωs) + ‖wε

i ‖Lq(Ωs) ≤
≤ C1ε

1−n/p+s/q‖∆u‖Lp(Ω) + C2ε
−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω),

kai p ≤ n, s > n− p ir q ≥ p ≥ 1. Kartu esant atitinkamoms sąlygoms teisingi tokie
įverčiai: ∑

|α|=1

sup
x∈Ω

|Dα u(x)| ≤

≤ C1ε
1−n/p

∑

|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−1−n/p‖u‖Lp(Ω), (3.39)

∑

|α|=1

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤
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≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑

|α|=2

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
−1−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω). (3.40)

Iš (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) ir (3.40) matome, kad interpoliacinės nely-
gybės yra teisingos, kaik = 1 ir k = 2. Tarkime, jos teisingos, kaik = m. Į rodysime,
kad jos teisingos, kaik = m + 1.

Visų pirma pasteḃesime, kad yra teisingi tokie įverčiai:

∑

|α|=r

sup
x∈Ω

|Dα u(x)| ≤ C1ε
1−n/p

∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω),

∑

|α|=r

sup
x∈Ω

|Dα u(x)| ≤ C1ε
1−n/p

∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−1−n/p

∑

|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω),

kai p > n, ir

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω),

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+ C2ε
−1−n/p+s/q

∑

|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω), (3.41)

kai p ≤ n, s > n− p, q ≥ p ≥ 1.
Tarkime, (3.32) ir (3.33) nelygyḃes teisingos, kaik = m. Teorema bus įrodyta,

jeigu įsitikinsime, kad (3.32) ir (3.33) nelygyḃes teisingos, kaik = m+1. Šis teoremos
įrodymo etapas iš esṁes yra toks pats abiem nelygybėms. Toḋel įrodysime tik antrąją
(jos įrodymas techniškai truputį sudėtingesnis).

Pagal indukcinę prielaidą

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θm

∑

|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω) + C2ε
θm−m‖u‖Lp(Ω); (3.42)

čiaθm = m− r − n/p + s/q, r < m, q ≥ p ≥ 1. Pȧemę

ε = ‖u‖1/m
/( ∑

|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/m

,
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gausime nelygybę

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C
( ∑

|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θm/m

‖u‖θm/m
Lp(Ω) .

Pasinaudoję (3.41) nelygybe (kai s = n, p = q), gausime
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C1ε
∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−1

∑

|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C3

( ∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2

·

·
( ∑

|α|=r−1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2

≤ C4

( ∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/2

·

·
( ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)(1−θm)/2m

‖u‖θm/2m
Lp(Ω) ;

čia θm = m − (r − 1). Iš šių nelygybių išreiškę
∑
|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ir pasinaudoję

Jungo nelygybe (sup = (2m− r + 1)/m, p′ = (2m− r + 1)/(m− r + 1)), gausime

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C5

( ∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω)

) m
2m−r+1 ‖u‖ m−r+1

2m−r+1 ≤

≤ εC6

∑

|α|=r+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C7ε
− m

m−r+1 ‖u‖Lp(Ω).

Pasinaudoję šiuo įverčiu, (3.42) nelygybę perrašysime taip:
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
θm+1

∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
θm+1−m−1‖u‖Lp(Ω);

čiaθm+1 = m + 1− r − n/p + s/q, r < m. Kai r = m,

∑

|α|=m

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

∑

|α|=m

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤ C1ε
1−n/p+s/q

∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω)+

+C2ε
−n/p+s/q

(
C
′
1ε

1
∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′
2ε
−m‖u‖Lp(Ω)

)
≤

≤ C
′′
1 ε1−n/p+s/q

∑

|α|=m+1

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′′
2 ε−m−n/p+s/q‖u‖Lp(Ω).
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Sujungę pastarąsias dvi nelygybes, gausime (3.33) nelygybę, kaik = m + 1. Teorema
įrodyta..

P a s t a b a . Jeigu (3.32) ir (3.33) nelygyḃese paimsime

ε = ‖u‖1/k
Lp(Ω)

/( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/k

,

tai gausimemultiplikatyviąsias nelygybes:

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤ C
( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k

‖u‖θ/k
Lp(Ω), (3.43)

∑

|α|=r

sup
x∈Ω

|Dα u(x)| ≤ C
( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k

‖u‖θ/k
Lp(Ω); (3.44)

čia θ = k − r − n/p + s/q pirmos ir θ = k − r − n/p antros multiplikatyvios
nelygyḃes atveju. Įrodysime interpoliacines nelygybes funkcijoms iš erdvėsWk

p(Ω)
apṙežtos sritiesΩ atveju.

3.20 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω – Ck klaṡes paviršius ir
patenkintos3.19teoremos sąlygos. Tada∀u∈Wk

p(Ω) ir pakankamai mažamε > 0 yra
teisingos(3.32) ir (3.33) interpoliaciṅes nelygyḃes.

/ Laisvai pasirinkime funkcijąu∈Wk
p(Ω). Pratęskime ją į kokią nors platesnę stan-

dartinę sritįQ išlaikydami glodumą. Pratęstą funkciją pažymėkime ta pǎcia raideu.
Pagal2.15teoremą funkcijau∈ W̊k

p(Q) ir

‖u‖Wk
p(Q) ≤ C‖u‖Wk

p(Ω), ‖u‖Lp(Q) ≤ C‖u‖Lp(Ω).

Į rodysime (3.33) nelygybę (pirmoji nelygyḃe įrodoma visiškai taip pat). Kiekvie-
nai funkcijaiu∈ W̊k

p(Q) ir r < k yra teisinga nelygyḃe
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Q) ≤ C1ε
k−r

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
−r‖u‖Lp(Q).

Todėl ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Q) ≤

≤ C1ε
k−r

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
−r‖u‖Lp(Q) ≤

≤ C
′
1ε

k−r
k∑

j=0

∑

|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′
2ε
−r‖u‖Lp(Ω).

Padauginę kairiąją ir dešiniąją šių nelygybių puses išεr, gausime nelygybę, kuri
teisinga kiekvienamr = 1, 2 . . . , k − 1. Kartu yra teisinga nelygyḃe

k−1∑
r=1

εr
( ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)
≤ C

′
1(k − 1)εk

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)+
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+C
′
1(k − 1)εk

k−1∑

j=0

∑

|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′
2(k − 1)‖u‖Lp(Ω).

Teguε0 = min{1/2C ′1(k − 1), 1}. Tada∀ε ≤ ε0 teisinga nelygyḃe

k−1∑
r=1

εr
( ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω)

)
≤

≤ 2C
′
1(k − 1)εk

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + 2C
′
2(k − 1)‖u‖Lp(Ω).

Šios nelygyḃes kaiṙeje visi nariai po sumos ženklu yra neneigiami. Todėl ∀r < k yra
teisinga nelygyḃe ∑

|α|=r

‖Dα u‖Lp(Ω) ≤

≤ 2C
′
1(k − 1)εk−r

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + 2C
′
2(k − 1)ε−r‖u‖Lp(Ω).

Remdamiesi šia nelygybe, gauname
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤
∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Qs) ≤

≤ C1ε
θ

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Q) + C2ε
θ−k‖u‖Lp(Q) ≤

≤ C
′
1ε

θ
k∑

j=0

∑

|α|=j

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′
2ε

θ−k‖u‖Lp(Ω) ≤

≤ C
′′
1 εθ

∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω) + C
′′
2 εθ−k‖u‖Lp(Ω);

čia Qs = Q ∩ Rs, θ = k − r − n/p + s/q. Pakeitę šioje nelygyḃejeC
′′
1 į C1, C

′′
2 į

C2, gausime (3.33) nelygybę..

I š v a d o s :

1. ErdvėsWk
p(Ω) elementams teisingosmultiplikatyviosios nelygyḃes:

∑

|α|=r

‖Dα u‖Lq(Ωs) ≤

≤ C
′
1

( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k

‖u‖θ/k
Lp(Ω) + C

′
2ε

θ−k
0 ‖u‖Lp(Ω), (3.45)

∑

|α|=r

sup
x∈Ω

|Dα u(x)| ≤
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≤ C
′
1

( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1−θ/k

‖u‖θ/k
Lp(Ω) + C

′
2ε

θ−k
0 ‖u‖Lp(Ω); (3.46)

čia θ = k − r − n/p + s/q pirmos irθ = k − r − n/p antros multiplikatyvios
nelygyḃes atveju. Jos išvedamos iš (3.32), (3.33) nelygybių , kai

ε = min
{
‖u‖1/k

Lp(Ω)

/( ∑

|α|=k

‖Dα u‖Lp(Ω)

)1/k

, ε0

}
.

Savo ruožtu iš (3.45), (3.46) išvedamos (3.32), (3.33) interpoliaciṅes nelygyḃes.

Reikia tik pasinaudoti Jungo nelygybe.

2. Tegu0 ≤ r ≤ k, s > n− p(k − r), θ = k − r − n/p + s/q > 0. Tada iš (3.32)
nelygyḃes išplaukia, kad erdvėWk

p(Ω) įsideda į erdvęWr
q(Ωs). Į rodysime, kad

erdv̇e Wk
p(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvęWr

q(Ωs). Kadangi erdv̇e Wk
p(Ω)

kompaktiškai įsideda į erdvęLp(Ω), tai iš bet kokios apṙežtos erdv̇ejeWk
p(Ω)

sekos galima išskirti konverguojantį erdvėjeLp(Ω) posekį. Iš (3.45) nelygyḃes
išplaukia, kad šis posekis konverguoja ir erdvėjeWr

q(Ωs).

P a s t a b o s :

1. Atkreipsime ḋemesį į tai, kad3.20teoremoje konstantosC1, C2 priklauso nuo
sritiesΩ.

2. Plokš̌cią sritį Ωs = Ω ∩ Rs kairiojoje (3.32) nelygyḃes puṡeje galima pakeisti
paviršiumiS = Ω ∩ Γ, Γ – gloduss-matis erdv̇ejeRn paviršius. Nagriṅejant
kraštinius uždavinius elipsinėms antrosios eilės lygtims, dažnai naudojama ne-
lygybė

‖u‖L2(S) ≤ C1ε
1/2

n∑

i=1

‖uxi‖L2(Ω) + C2ε
−1/2‖u‖L2(Ω). (3.47)

Ji sutaps su (3.32) nelygybe, jeiguΩs pakeisimeS = ∂Ω ir paimsimep = q = 2.
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3.7. ERDVĖSWk
p(R

n) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKŠMĖMS

Kiekvienai funkcijaiu∈C∞0 (Rn) galima apibṙežti jos Furj̇e transformaciją

û(ξ) = (2π)−n/2

∫

Rn

eixξu(x) dx.

Pagal Parsevalio formulę
∫

Rn

|u(x)|2 dx =
∫

Rn

|û(ξ)|2 dξ.

Kiekvienam multiindeksuiα = (α1, . . . , αn) funkcijosDα u Furjė transformacija

D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ), ξα = ξα1
1 · . . . · ξαn

n .

Todėl3

‖u‖2Hk(Rn) =
∑

|α|≤k

‖Dα u‖2L2(Rn) =
∫

Rn

|û(ξ)|2
∑

|α|≤k

|ξα|2 dξ.

Reiškiniai
∑
|α|≤k

|ξα|2 ir 1 + |ξ|2k yra ekvivalent̄us. Tiksliau, egzistuoja tokios dvi

teigiamos konstantosC1 ir C2, kad

C1

∑

|α|≤k

|ξα|2≤1 + |ξ|2k≤C2

∑

|α|≤k

|ξα|2.

Todėl

C1‖u‖2Hk(Rn)≤
∫

Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2k) dξ≤C2‖u‖2Hk(Rn).

Pastarasis integralas yra apibrėžtas sveikoms teigiamomsk reikšṁems. Tǎciau jis turi
prasmę ir kitoms realiomsk reikšṁems. Be to, kaik∈(0, 1), jis yra ekvivalentus
reiškiniui ∫

Rn

|u(x)|2 dx +
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2k

dxdy.

Iš tikrų jų
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2k

dxdy =
∫

Rn

∫

Rn

|u(x + z)− u(x)|2
|z|n+2k

dxdz.

Pritaikę vidiniam integralui Parsevalio formulę, gausime
∫

Rn

∫

Rn

|u(x + z)− u(x)|2
|z|n+2k

dxdz =
∫

Rn

∫

Rn

|û(ξ)|2 |e
iξz − 1|2
|z|n+2k

dξdz.

3Priminsime, kadHk(Rn) = Wk
2(Rn).
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p(Rn

) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKŠMĖMS 83

Integralas

∫

Rn

|eiξz − 1|2
|z|n+2k

dz =
∫

Rn

|ei|ξ|z1 − 1|2
|z|n+2k

dz = |ξ|2k

∫

Rn

|eiw1 − 1|2
|w|n+2k

dw.

Norint šias lygybes pagrįsti, pakanka koordinačių ašisz1, . . . , zn pasukti taip, kad
vektoriusξ gulėtų ašyjez1, o po to padaryti keitinįw = |ξ|z. Integralas

∫

Rn

|eiw1 − 1|2
|w|n+2k

dw > 0

ir konverguoja, kaik∈(0, 1). Todėl egzistuoja tokios dvi teigiamos konstantosC1 ir
C2, kad

C1

∫

Rn

|û(ξ)|2|ξ|2k dξ≤
∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2k

dxdy≤C2

∫

Rn

|û(ξ)|2|ξ|2k dξ.

A p i b r ė ž i m a s . Teguk∈(0, 1). Sakysime, funkcijau iš L2(Rn) priklauso
aibeiHk(Rn), jeigu reiškinys

〈u〉Hk(Rn) =
(∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|2
|x− y|n+2k

dxdy
)1/2

< ∞.

AibėHk(Rn) su norma

‖u‖Hk(Rn) =
(
‖u‖2L2(Rn) + 〈u〉2Hk(Rn)

)1/2

(3.48)

yra normuota erdv̇e. Jeiguk > 1 ir nėra sveikasis skaičius, tai normą erdv̇ejeHk(Rn)
galima apibṙežti taip:

‖u‖Hk(Rn) =
( ∑

|α|<k

‖Dα u‖2L2(Rn) +
∑

|α|=[k]

〈Dα u〉2Hk−[k](Rn)

)1/2

; (3.49)

čia [k] – sveikoji skaǐciausk dalis.
P a s t a b o s :

1. Normų Hk(Rn) apibṙežimai, kaik yra sveikasis skaičius ir kaik nėra sveikasis
skaǐcius, skiriasi. Tǎciau abiem atvejais normos ekvivalenčios reiškiniui

(∫

Rn

|û(ξ)|2(1 + |ξ|2k) dξ
)1/2

.

Todėl erdv̇esHk(Rn) sudaro nat̄uralią parametrok > 0 atžvilgiu erdvių skalę.
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Analogiškai galima apibrėžti erdvęWk
p(Rn) su rodikliu k > 0, kai k nėra

sveikasis skaičius. Sakysime, funkcijau iš Lp(Rn) priklauso aibeiWk
p(Rn),

k∈(0, 1), jeigu reiškinys

〈u〉Wk
p(Rn) =

(∫

Rn

∫

Rn

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+pk

dxdy
)1/p

< ∞.

AibėWk
p(Rn) su norma

‖u‖Wk
p(Rn) =

(
‖u‖p

Lp(Rn) + 〈u〉p
Wk

p(Rn)

)1/p

yra normuota erdv̇e. Normą erdv̇eje Wk
p(Rn), kai k > 1 ir nėra sveikasis

skaǐcius, galima apibṙežti taip:

‖u‖Wk
p(Rn) =

( ∑

|α|<k

‖Dα u‖p
Lp(Rn) +

∑

|α|=[k]

〈Dα u〉p
W

k−[k]
p (Rn)

)1/p

.

2. Aibė C∞0 (Rn) yra tiršta erdv̇eje Wk
p(Rn) ir tuo atveju, kaik nėra sveikasis

skaǐcius. Įrodymo schema yra tokia. Iš pradžių reikia įrodyti, kadu(x)ξR(x) →
u(x), kai R →∞, o po to pasteḃeti, kad∀ρ > 0 vidutinė funkcija

(uξR)ρ∈C∞0 (Rn)

ir
(uξR)ρ(x) → u(x)ξR(x),

kai ρ → 0. Čia ξR(x) = ξ(R−1x), ξ – be galo diferencijuojama neneigiama
funkcija, lygi vienetui, kai|x| < 1, ir lygi nuliui, kai |x| > 2.

TeguΩ yra sritis erdv̇ejeRn. Sakysime, funkcijau∈Lp(Ω) priklauso aibeiWk
p(Ω),

k∈(0, 1), jeigu reiškinys

〈u〉Wk
p(Ω) =

(∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|n+pk

dxdy
)1/p

< ∞.

AibėWk
p(Ω) su norma

‖u‖Wk
p(Ω) =

(
‖u‖p

Lp(Ω) + 〈u〉p
Wk

p(Ω)

)1/p

yra normuota erdv̇e.
A p i b r ė ž i m a s . Teguk > 1 ir nėra sveikasis skaičius. Sakysime, funkcija

u∈Wk
p(Ω), jeigu

Dα u∈Lp(Ω), ∀α : |α| < k,

ir

〈Dα u〉
W

k−[k]
p (Ω)

=
(∫

Ω

∫

Ω

|Dα u(x)−Dα u(y)|p
|x− y|n+p(k−[k])

dxdy
)1/p

< ∞.
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AibėjeWk
p(Ω) normą galima apibrėžti taip:

‖u‖Wk
p(Ω) =

( ∑

|α|<k

‖Dα u‖p
Lp(Ω) +

∑

|α|=[k]

〈Dα u〉p
W

k−[k]
p (Ω)

)1/p

.

Tegu Ω = Rn
+. Tada kiekvieną funkcijąu∈Wk

p(Rn
+) išlaikant glodumą galima

pratęsti į visą erdvęRn. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema.Egzistuoja tiesinis aprėžtas pratęsimo operatorius

Π : Wk
p(Rn

+) → Wk
p(Rn).

Be to, jeiguu ∈ Wk
p(Rn

+) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x∈Rn
+.

Pastarosios teoremosčia neįrodiṅesime. Atkreipsime ḋemesį tik į tai, kad ją pakan-
ka įrodyti glodžioms funkcijoms. Tai, kad glodžios funkcijos yra tiršta aibė, įrodoma
įprastu b̄udu. Reikia tik vidutiṅes funkcijos apibṙežime (žr. 2 skyrelį) branduolį
ωρ(x− y) pakeisti branduoliuωρ(x− y − ρen).

Naudojant vieneto skaidinį ir taikant3.21teoremą, galima įrodyti tokį teiginį.

3.22 teorema.TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω – Ck+ε klaṡes paviršius.
Tada egzistuoja tiesinis aprėžtas pratęsimo operatorius

Π : Wk
p(Ω) → Wk

p(Rn).

Be to, jeiguu ∈ Wk
p(Ω) ir v = Πu, tai v(x) = u(x), kai x∈Ω.
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p(Ω) ĮDĖJIMO TEOREMOS

3.8. FUNKCIJŲu∈Wk
p PĖDSAKAI

Bendruoju atveju elementų iš Sobolevo erdviųWk
p pėdsakai nepriklauso tai pačiai

Sobolevo erdvių skalei. Norint juos tiksliai aprašyti, reikėtų apibṙežti kitas funkcijų
erdves (smulkiau apie tai galima sužinoti, pavyzdžiui, [47], [4] knygose). Išimtį sudaro
du atvejai:

1) k – sveikasis skaičius;

2) p = 2.

Šiuos du atvejušcia ir nagriṅesime.
Teguk yra sveikasis skaičius ir Γ ⊂ Ω – glodus(n − 1)-matis paviršius. Pagal

3.16 teoremą kiekvienos funkcijosu∈Wk
p(Ω) ekvivalentiškumo klaṡeje yra atstovas

u|Γ∈Lq(Γ) (jis vadinamas funkcijosu pėdsakupaviršiujeΓ) ir teisingas įvertis

‖u‖Lq(Γ)≤C‖u‖Wk
p(Ω);

čia q≤(n− 1)p/(n− pk), jeigun > pk, ir q≥1, jeigun≤pk. TeguM yra funkcijų
u iš erdv̇esWk

p(Ω) pėdsakų paviršiujeΓ aibė. Akivaizdu, kadM yra tiesiṅe aiḃe.
Apibrėžkime normą

|||ϕ||| = inf
u∈Wk

p(Ω),u|Γ=ϕ
‖u‖Wk

p(Ω). (3.50)

Aibė M su taip apibṙežta norma yra normuota erdvė. Tiesiogiai galima įrodyti, kad ji
yra pilna. Įrodysime, kad taip apibrėžta erdv̇e yra Sobolevo erdv̇eWr

p(Γ) su tam tikru
trupmeniniu rodikliur.

Iš pradžių išnagriṅesime atvejį , kaiΩ = Rn
+ = {x∈Rn : xn > 0}, x = (x′, xn) ir

k = 1.

3.23 teorema.Tegup > 1. Tada:

1. Funkcijau∈W1
p(Rn

+) turi pėdsakąu|xn=0 := ϕ∈W1−1/p
p (Rn−1). Be to,

‖ϕ‖
W

1−1/p
p (Rn−1)

≤C‖u‖W1
p(Rn

+); (3.51)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou.

2. Kiekvienaiϕ∈W1−1/p
p (Rn−1) egzistuoja tokia funkcija

u∈W1
p(Rn

+),

kad
u(x′, 0) = ϕ(x′)

ir teisinga nelygyḃe

‖u‖W1
p(Rn

+)≤C‖ϕ‖
W

1−1/p
p (Rn−1)

; (3.52)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementoϕ.
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p PĖDSAKAI 87

/ Į rodysime pirmąjį teoremos teiginį. Teguu∈Wk
p(Rn

+) ir u(x′, 0) =
= ϕ(x′). Remiantis3.10teorema,ϕ∈Lp(Rn−1) ir

‖ϕ‖Lp(Rn−1)≤C‖u‖W1
p(Rn

+).

Kiekvieną elementąu∈W1
p(Rn

+) erdv̇es W1
p(Rn

+) normoje galima aproksimuoti be
galo diferencijuojamomis ir lygiomis nuliui pakankamai didelio rutulio išorėje funkci-
jomis. Toḋel įrodydami šį teiginį, galime tarti, kad funkcijau = u(x) yra be galo
diferencijuojama ir lygi nuliui pakankamai dideliems|x|.

Integralas

〈ϕ〉p
W

1−1/p
p (Rn−1)

=
∫

Rn−1

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + z′)− ϕ(x′)|p
|z′|n−2+p

dx′dz′ =

=
∫

|z′|=1

∫

Rn−1

∞∫

0

|ϕ(x′ + ρω′)− ϕ(x′)|p
ρp

dρdx′dω′.

Vietoje kintamųjųx′ apibṙežkime naujus kintamuosiusy′ taip, kad koordinǎcių ašis
y1 būtų nukreipta vektoriausω′ kryptimi. Tada

( ∞∫

−∞
|ϕ(y′ + ρω′)− ϕ(y′)|p dy1

)1/p

≤

≤1
ρ

ρ∫

0

( ∞∫

−∞
|u(y′ + ρω′, 0)− u(y′ + ρω′, t)|p dy1

)1/p

dt +

+
1
ρ

ρ∫

0

( ∞∫

−∞
|u(y′ + ρω′, t)− u(y′, t)|p dy1

)1/p

dt +

+
1
ρ

ρ∫

0

( ∞∫

−∞
|u(y′, t)− u(y′, 0)|p dy1

)1/p

dt≤

≤
ρ∫

0

(2‖ut(y′, t)‖Lp(R1) + ‖uy1(y
′, t)‖Lp(R1)) dt.

Įvertindami šiuos integralus, iš pradžių pasinaudojome Niutono–Leibnico formule, o
po to Minkovskio nelygybe.

Į paskutinį integralą galima žīurėti kaip į kintamojoρ funkciją, kuri taškeρ = 0
lygi nuliui. Pritaikę taip apibṙežtai funkcijai Hardžio nelygybę, gausime

∞∫

0

ρ−p
( ρ∫

0

(2‖ut(y′, t)‖Lp(R1) + ‖uy1(y
′, t)‖Lp(R1)) dt

)p

dρ≤
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≤
( p

p− 1

)p
∞∫

0

(2‖ut(y′, t)‖p
Lp(R1)

+ ‖uy1(y
′, t)‖p

Lp(R1)
) dt.

Todėl

〈ϕ〉p
W

1−1/p
p (Rn−1)

≤σ1

( p

p− 1

)p(
2‖ut(y′, t)‖p

Lp(Rn
+) + ‖uy1(y

′, t)‖p
Lp(Rn

+)

)
;

čiaσ1 – (n−1)-maṫes vienetiṅes sferos plotas. Grįžę prie senų kintamųjųx′, gausime
įvertį

〈ϕ〉p
W

1−1/p
p (Rn−1)

≤C

n∑

i=1

‖uxi‖p
Lp(Rn

+).

Taigi funkcijaϕ∈W1−1/p
p (Rn−1) ir yra teisinga (3.51) nelygyḃe.

Antrąjį teoremos teiginį pakanka įrodyti, kai funkcijaϕ∈C∞0 (Rn−1). Teguw –
tokia be galo diferencijuojama erdvėjeRn−1 funkcija, kad

∫

Rn−1

w(x′) dx′ = 1

ir w(x′) = 0, kai |x′| > 1. Apibrėžkime funkciją

v(x) =
∫

Rn−1

ϕ(x′ + xny′)w(y′) dy′, xn≥0.

Akivaizdu, kadv(x′, 0) = ϕ(x′). Pagal Minkovskio nelygybę

‖v‖Lp(Rn−1)≤
∫

Rn−1

( ∫

Rn−1

|ϕ(x′ + xny′)w(y′)|p dx′
)1/p

dy′≤

≤
∫

Rn−1

|w(y′)|
( ∫

Rn−1

|ϕ(x′ + xny′))|p dx′
)1/p

dy′≤

≤‖ϕ‖Lp(Rn−1)

∫

Rn−1

|w(y′)| dy′, ∀xn≥0. (3.53)

Rasime funkcijosv išvestines. Kaii < n,

vxi(x) = x−1
n

∫

Rn−1

ϕyi(x
′ + xny′)w(y′) dy′ =

= −x−1
n

∫

Rn−1

(ϕ(x′ + xny′)− ϕ(x′))wyi(y
′) dy′.

Kai i = n,

vxn(x) = x−1
n

∫

Rn−1

n−1∑

i=1

ϕyi(x
′ + xny′)yiw(y′) dy′ =
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= −x−1
n

∫

Rn−1

(ϕ(x′ + xny′)− ϕ(x′))
n−1∑

i=1

(
yiw(y′)

)
yi

dy′.

Įvertinkime funkcijų vxi
normas erdv̇eje Lp(Rn

+). Tegui = 1, . . . , n − 1. Pagal
Minkovskio nelygybę norma

‖vxi
‖Lp(Rn

+)≤
∫

Rn−1

(∫

Rn
+

|ϕ(x′ + xny′)− ϕ(x′)|px−p
n dx

)1/p

|wyi
(y′)| dy′ =

=
∫

Rn−1

( ∞∫

0

x−p
n

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + xny′)− ϕ(x′)|px−p
n dx′dxn

)1/p

|wyi
(y′)| dy′.

Paskutiniame integrale pereikime prie sferinių koordinačių (kintamųjųy′ atžvilgiu).
Tada pasinaudoję Helderio nelygybe, gausime, kad‖vxi‖Lp(Rn

+) neviršija

C

1∫

0

rn−2

∫

|ω′|=1

( ∞∫

0

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + xnrω′)− ϕ(x′)|p dx′ x−p
n dxn

)1/p

dω′dr≤

≤C1

1∫

0

rn−2
( ∫

|ω′|=1

∞∫

0

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + xnrω′)− ϕ(x′)|p dx′ x−p
n dxndω′

)1/p

dr =

= C1

1∫

0

rn−2
( ∫

Rn−1

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + rz′)− ϕ(x′)|p
|z′|n−2+p

dx′dz′
)1/p

dr≤

≤C2

( ∫

Rn−1

∫

Rn−1

|ϕ(x′ + z′)− ϕ(x′)|p
|z′|n−2+p

dx′dz′
)1/p

.

Taigi ∀i = 1, . . . , n− 1 teisinga nelygyḃe

‖vxi‖Lp(Rn
+)≤C2〈ϕ〉W1−1/p

p (Rn−1)
. (3.54)

Ši nelygyḃe yra teisinga ir kaii = n (tik su sava konstantaC2). Įrodymas yra visiškai
toks pats.

Tegu ξ(t) yra be galo diferencijuojama monotoniškai mažėjanti intervale[0,∞)
funkcija, lygi vienetui, kait∈[0, 1/2), ir lygi nuliui, kai t≥1. Apibrėžkime funkciją

u(x) = v(x)ξ(xn).

Akivaizdu, kadu(x′, 0) = v(x′, 0) = ϕ(x′). Be to, iš (3.53) ir (3.54) išplaukia nely-
gybės:

‖u‖Lp(Rn
+)≤‖v‖Lp(Rn

+)≤‖ϕ‖Lp(Rn−1)

∫

Rn−1

|w(y′)| dy′,
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‖uxi
‖Lp(Rn

+)≤‖vxi
‖Lp(Rn

+) + sup
t≥0

|ξ′(t)|‖v‖Lp(Rn
+)≤

≤C2〈ϕ〉W1−1/p
p (Rn−1)

+ C3‖ϕ‖Lp(Rn−1).

Kartu yra teisinga (3.52) nelygyḃe. .
I š v a d a . Iš (3.51) ir (3.52) nelygybių išplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos

konstantosC1 ir C2, kad

C1|||ϕ|||≤‖ϕ‖W1−1/p
p (Rn−1)

≤C2|||ϕ|||;

čia ||| · ||| apibṙežta (3.50) formule. Toḋel erdv̇eW1−1/p
p (Rn−1) sutampa su funkcijų iš

erdv̇esW1
p(Rn

+) pėdsakų hiperplokštumojexn = 0 erdve.
Įrodytą teoremą lengvai galima apibendrinti bet kokiam sveikajamk≥1. Tiksliau,

teisinga tokia teorema.

3.24 teorema.Tegup > 1. Tada:

1. Funkcijau∈Wk
p(Rn

+) turi pėdsaką hiperplokštumojexn = 0 ir

Dα u|xn=0 := ϕα∈Wk−|α|−1/p
p (Rn−1), |α| < k.

Be to,
‖ϕα‖Wk−|α|−1/p

p (Rn−1)
≤C‖u‖Wk

p(Rn
+); (3.55)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou.

2. Kiekvienam funkcijųϕi∈Wk−i−1/p
p (Rn−1), i = 1, . . . , k − 1, rinkiniui egzis-

tuoja tokia funkcijau∈Wk
p(Rn

+), kad

∂iu(x′, 0)
∂xi

n

= ϕi(x′), i = 1, . . . , k − 1,

ir yra teisinga nelygyḃe

‖u‖Wk
p(Rn

+)≤C

k−1∑

i=0

‖ϕi‖Wk−i−1/p
p (Rn−1)

; (3.56)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkrěcių elementųϕi.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [8] knygoje.
I š v a d a . Iš (3.55) ir (3.56) nelygybių išplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos

konstantosC1 ir C2, kad

C1|||ϕ|||≤‖ϕ‖Wk−1/p
p (Rn−1)

≤C2|||ϕ|||.

Kartu galime tvirtinti, kad erdv̇eW1−1/p
p (Rn−1) sutampa su funkcijų erdvėsWk

p(Rn
+)

pėdsakų hiperplokštumojexn = 0 erdve.
Tarkime,Ω yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis ir S = ∂Ω – Ck klaṡes paviršius. Tada yra

teisinga teorema.
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3.25 teorema.Tegup > 1. Tada:

1. Funkcijau∈Wk
p(Ω) turi pėdsaką paviršiujeS ir

Dα u
∣∣
S

= ϕα∈Wk−|α|−1/p
p (S), |α| < k.

Be to,
‖ϕα‖Wk−|α|−1/p

p (S)
≤C‖u‖Wk

p(Ω);

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou.

2. Bet kokiai funkcijaiϕ∈Wk−1/p
p (S) egzistuoja tokia funkcijau∈Wk

p(Ω), kad
u|S = ϕ ir yra teisinga nelygyḃe

‖u‖Wk
p(Ω)≤C‖ϕ‖

W
k−1/p
p (S)

;

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementoϕ.

Šią teoremą galima įrodyti įprastu būdu. Tik iš pradžių , naudojant vieneto skaidinį,
reikia apibṙežti erdvęWk−1/p

p (S) . Teoremos įrodymą galima rasti [8] knygoje.
P a s t a b a . Kiekvienai funkcijaiu∈Wk

p(Ω) paviršiujeS galima apibṙežti jos
normalines išvestines iki(k − 1)-osios eil̇es imtinai. Toḋel 3.25teoremos antrąją dalį
galima apibendrinti (žr.3.24teoremos antrą teiginį).

Išnagriṅesime antrąjį atvejį . Tarkime,p = 2. Priminsime, kad erdv̇e Wk
2 yra

Hilberto erdv̇e. Ją žyṁesimeHk.

3.26 teorema.Teguk > 1/2 ir u∈Hk(Rn). Tada funkcijau turi pėdsaką

u
∣∣
xn=0

∈Hk−1/2(Rn−1)

ir yra teisinga nelygyḃe

‖u‖Hk−1/2(Rn−1)≤C‖u‖Hk(Rn); (3.57)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou∈Hk(Rn).

/ Kadangi aiḃe C∞0 (Rn) yra tiršta erdv̇eje Hk(Rn), tai teoremą pakanka įrodyti
funkcijoms išC∞0 (Rn).

Teguu∈C∞0 (Rn) ir

û(ξ′, xn) = (2π)−(n−1)/2

∫

Rn−1

e−ix′ξ′u(x′, xn) dx′

yra funkcijosu Furjė transformacija kintamųjųx′ = (x1, . . . , xn−1) atžvilgiu. Kita
vertus,

û(ξ′, xn) =
1√
2π

∞∫

−∞
û(ξ)eiξnxn dξn;
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čia û(ξ) – funkcijos u Furjė transformacija visų kintamųjųx atžvilgiu. Kadangi
|eiξnxn | = 1, tai

|û(ξ′, 0)|≤ 1√
2π

∞∫

−∞
|û(ξ)| dξn. (3.58)

Pagal Helderio nelygybę

∞∫

−∞
|û(ξ)| dξn≤

( ∞∫

−∞
(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξn

)1/2( ∞∫

−∞

dξn

(1 + |ξ′|2 + |ξn|2)k

)1/2

.

Paskutiniame integrale vietoje kintamojoξn įveskime naują kintamąjįt pagal formulę

ξn = t
√

1 + |ξ′|2.
Tada ∞∫

−∞

dξn

(1 + |ξ′|2 + |ξn|2)k
=

1
(1 + |ξ′|2)k−1/2

∞∫

−∞

dt

(1 + t2)k
.

Pagal teoremos sąlygąk > 1/2. Todėl

∞∫

−∞

dt

(1 + t2)k
= M < ∞

ir ∞∫

−∞
|û(ξ)| dξn≤

( ∞∫

−∞
(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξn

)1/2 M

(1 + |ξ′|2)k−1/2
.

Sugretinę pastarąją nelygybę su (3.58), gausime

∫

Rn−1

(1 + |ξ′|2)k−1/2|û(ξ′, 0)|2 dξ′≤M

2π

∞∫

−∞
(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξndξ′.

Reiškinys nelygyḃes kaiṙeje yra ekvivalentus‖u‖2
Hk−1/2(Rn−1)

, o reiškinys dešiṅeje –

‖u‖2Hk(Rn). Todėl ∀u∈C∞0 (Rn) yra teisinga (3.57) nelygyḃe. Kartu ši nelygyḃe yra

teisinga ir∀u∈Hk(Rn). .

I š v a d o s :

1. Teguk > |α|+1/2 ir funkcija u∈Hk(Rn). Tada jos išvestiṅeDα u turi pėdsaką

Dα u
∣∣
xn=0

∈Hk−|α|−1/2(Rn−1)

ir yra teisinga nelygyḃe

‖Dα u‖Hk−|α|−1/2(Rn−1)≤C‖u‖Hk(Rn);

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou∈Hk(Rn).
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2. Tegum < n, k > |α| − (n −m)/2 ir funkcija u∈Hk(Rn). Tada jos išvestiṅe
Dα u turi pėdsaką

Dα u
∣∣
Rm∈Hk−|α|−(n−m)/2(Rm)

ir teisinga nelygyḃe

‖Dα u‖Hk−|α|−(n−m)/2(Rm)≤C‖u‖Hk(Rn);

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou.

P a s t a b a . TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – Ck+ε klaṡes pavir-
šius. Tada 1 išvadoje erdvęRn−1 galima pakeisti paviršiumiS, o 2 – erdvęRs glodžiu
s-mǎciu paviršiumiΓ ⊂ Ω.

Į rodysime atvirkštinį teiginį.

3.27 teorema.Teguϕ∈Hk−1/2(Rn−1), k > 1/2. Tada egzistuoja tokia funkcija

u∈Hk(Rn),

kad
u(x′, 0) = ϕ(x′)

ir
‖u‖Hk(Rn)≤C‖ϕ‖Hk−1/2(Rn−1); (3.59)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementoϕ.

/ Pakanka įrodyti, kad teorema teisinga∀ϕ∈C∞0 (Rn−1). Apibrėžkime funkciją

û(ξ′, xn) = ϕ̂(ξ′)w(xn

√
1 + |ξ′|2);

čiaw∈C∞0 (R1) ir w(t) = 1 taškot = 0 aplinkoje. Apskaǐciavę taip apibṙežtos funkci-
jos Furj̇e transformaciją kintamojoxn atžvilgiu, gausime

û(ξ) = ϕ̂(ξ′)(1 + |ξ′|2)−1/2ŵ
(
ξn(1 + |ξ′|2)−1/2

)
.

Funkcijosu normos kvadratas erdvėjeHk(Rn) ekvivalentus integralui
∫

Rn

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2 dξ

(žr. 3.7skyrelį). Pastarąjį integralą integruodami atskirai pagal kintamuosiusξ′ ir ξn,
gausime

∫

Rn−1

|ϕ̂(ξ′)|2(1 + |ξ′|2)−1

∞∫

−∞
(1 + |ξ′|2 + ξ2

n)k|ŵ(
ξn(1 + |ξ′|2)−1/2

)|2 dξndξ′ =

=
∫

Rn−1

|ϕ̂(ξ′)|2(1 + |ξ′|2)k−1/2 dξ′
∞∫

−∞
(1 + t2)k|ŵ(t)|2 dt≤C‖ϕ‖2Hk−1/2(Rn−1).
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Todėl sukonstruotai funkcijaiu teisinga (3.59) nelygyḃe. Beliko įrodyti, kadu(x′, 0) =
ϕ(x′). Tačiau tai išplaukia iš formulėsû(ξ′, 0) = ϕ̂(ξ′). .

I š v a d o s :

1. Teguk > 1, ϕi∈Hk−i−1/2(Rn−1), i = 0, . . . , s ir k − s > 1/2. Tada egzis-
tuoja tokia funkcijau∈Hk(Rn), kad

∂iu(x′, 0)
∂xi

n

= ϕi(x′), ∀i = 0, . . . , s,

ir teisinga nelygyḃe

‖u‖Hk(Rn)≤C

s∑

i=0

‖ϕi‖Hk−i−1/2(Rn−1);

čia konstantaC nepriklauso nuo elementųϕ1, . . . , ϕs.

2. Teguϕα∈Hk−|α|−(n−m)/2(Rm), k > (n−m)/2, α – multiindeksas,k−|α|−
(n−m)/2 > 0. Tada egzistuoja tokia funkcijau∈Hk(Rn), kad

Dα u
∣∣
Rm = ϕα

ir teisinga nelygyḃe

‖u‖Hk(Rn)≤C
∑
α

‖ϕα‖Hk−|α|−(n−m)/2(Rm);

čia konstantaC nepriklauso nuoϕα.
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3.9. UŽDAVINIAI

1. Įrodykite nelygybes

(a) |Ω|−1/p‖u‖Lp(Ω)≤|Ω|−1/q‖u‖Lq(Ω), ∀u∈Lq(Ω), p≤q;

(b) ‖u‖Lq(Ω)≤‖u‖α
Lp(Ω)‖u‖−α

Lr(Ω), u∈Lr(Ω),

p≤q≤r, 1/q = α/p + (1− α)/r;

(c) ‖u‖Lq(Ω)≤ε‖u‖Lr(Ω) + ε−α‖u‖Lp(Ω), p≤q≤r,

α = (1/p− 1/q)(1/q − 1/r).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Jungo ir Helderio nelygybėmis.

2. Įrodykite, kad (2.19) ir (2.20) normos yra ekvivaleňcios.

3. TeguΩ yra apṙežta iškila sritis,u∈W1
1(Ω). Į rodykite, kad b.v. x∈Ω teisinga

nelygyḃe

|u(x)− uω|≤ dn

n|ω|
∫

Ω

|x− y|1−n|uy| dy, uω =
1
|ω|

∫

ω

u(x) dx;

čiad = diamΩ, ω ⊂ Ω – kokia nors mati aiḃe, |ω| 6= 0.

N u r o d y m a s . Įsitikinkite, kad pastarąją nelygybę pakanka įrodyti funkci-
jomsu∈C1(Ω) ir pasinaudokite Niutono–Leibnico formule.

4. Tegufi∈C∞0 (Rn−1), i = 1, . . . , n. Į rodykite nelygybę

∫

Rn

n∏

i=1

fi(x′) dx≤
n∏

i=1

( ∫

Rn−1

|fi(x′)|n−1 dx′
)1/(n−1)

;

čiafi(x′) = fi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite matematinės indukcijos metodu.

5. TeguΩ yra apṙežta iškila sritis,u∈W1
1(Ω). Į rodykite nelygybę

‖u− uω‖Lp(Ω)≤
(|S1|/|ω|

)1−1/p
dn‖ux‖Lp(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite3 uždaviniu.

6. Tegup∈[1,∞). Į rodykite, kad kiekvienai funkcijaiu∈ W̊1
p(Ω) yra teisinga ne-

lygybė

‖u‖Lp(Ω)≤
(|Ω|/|S1|

)1/n‖ux‖Lp(Ω).

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Frydrichso–Puankare nelygybe.
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7. Teguu∈ W̊1
p(Ω), p > n. Į rodykite, kad funkcijau∈C1−n/p(Ω) ir teisinga nely-

gybė
osc

Ω∩BR

u≤CR1−n/p‖ux‖Lp(Ω);

čia konstantaC priklauso tik nuon ir p.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite3.6teoremos įrodymu.

8. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius. Įrodykite,
kad funkcijau∈W1

∞(Ω) tada ir tik tada, kai ji srityjeΩ tenkina Lipšico sąlygą.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite Niutono–Leibnico formule.

9. Įrodykite, kad kiekvienai funkcijaiu∈C∞0 (Ω) ir ∀k > 0 teisinga formul̇e

u(x) =
n∑

i1,..,ik=1

∫

Rn

∂ku(u)
∂yi1 · · · ∂yik

(xi1 − yi1) · · · (xik
− yik

)
(k − 1)!|S1||x− y|n dy.

N u r o d y m a s . Pasinaudokite tapatybe

n∑

ik=1

∂

∂xk

(xi1 − yi1) · · · (xik−1 − yik−1)(xik
− yik

)
|x− y|n =

= (k − 1)
(xi1 − yi1) · · · (xik−1 − yik−1)

|x− y|n ;

čiak≥2, i1, . . . , ik−1 – fiksuoti, išvestiṅes apibendrintos.

10. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω – Ck klaṡes paviršius,0≤r < k,
s > n−p(k−r), k−r−n/p+s/q∗ = 0. Į rodykite, kad erdv̇eWk

p(Ω) įsideda
į erdvęWr

q∗(Ωs).

N u r o d y m a s . Iš pradžių įrodykite, kad erdvė W̊k
p(Ω) ↪→ Wr

q∗(Ωs) (žr. 9
uždavinį ir3.12nelygybę). Po to pasinaudokite2.15teorema.

11. Teguk∈[0, 1/2). Į rodykite nelygybę4

‖x−ku‖L2(0,∞)≤C‖u‖Hk(0,∞), ∀u∈C∞0 (0,∞).

N u r o d y m a s . Iš pradžių patikrinkite tapatybęu = v − w; čia

v(x) =
1
x

x∫

0

(u(x)− u(s)) ds, w(x) =

∞∫

x

1
s
v(s) ds.

Po to įrodykite nelygybes:

‖x−kv‖L2(0,∞)≤C1‖u‖Hk(0,∞), ‖x−kw‖L2(0,∞)≤C2‖u‖Hk(0,∞).

4 Smulkiau apie pastarąją nelygybę ir apie galimus jos apibendrinimus žr. [31].
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Kraštiniai elipsinių lyǧcių uždaviniai

Šiame skyriuje nagriṅesime tiesines antrosios eilės lygtis

A u := −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aijuxj

)
+

n∑

i=1

aiuxi + au = f(x) + div f̄(x);

čiaA – tolygiai elipsinis operatorius su aprėžtais mǎciais srityjeΩ koeficientaisaij , ai

ir a, f̄ = (f1, . . . , fn), f, fi∈L2(Ω). Atkreipsime ḋemesį, kad operatoriausA koefi-
cientaiaij bei funkcijosfi gali netuṙeti išvestinių (netgi apibendrintų ). Tuo atveju, kai
koeficientaiaij bei funkcijosfi turi apibendrintas išvestines, nagrinėjamą lygtį galima
užrašyti įprastu b̄udu:

n∑

i,j=1

ãijuxixj +
n∑

i=1

ãiuxi + ãu = f̃ .

Daugiausiai ḋemesio skirsime pirmajam kraštiniam uždaviniui. Iš pradžių įrodysi-
me apibendrinto sprendinio egzistavimą erdvėjeW1

2(Ω). Po to įrodysime, kad apiben-
drinto sprendinio glodumas padidėja lygiai tiek kiek paviršiausS, operatoriausA koe-
ficientų bei lygties ir kraštinių sąlygų dešinių jų pusių glodumas.

4.1. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBṘEŽIMAS.
DIRICHLĖ UŽDAVINYS

TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω, aij = aji, ai ir a – apṙežtos mǎcios srityje
Ω funkcijos,A – elipsinis operatorius. SrityjeΩ nagriṅesime lygtį

A u = f + div f̄ ; (4.1)

čia f̄ = (f1, . . . , fn), f, fi∈L2(Ω), ∀i = 1, . . . , n. Bendru atveju ši lygtis neturi
klasikinio (glodaus) sprendinio. Ji netgi neturi prasmės. Norint suteikti jai tam tikrą
prasmę, reikia apibrėžti apibendrinto sprendinio sąvoką.

Iš pradžių tarkime, kad visos į (4.1) lygtį įeinaňcios funkcijos yra pakankamai
glodžios. Tada∀η∈C∞0 (Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dx =
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx. (4.2)

Ją gausime, jeigu abi (4.1) lygties puses padauginsime iš funkcijosη, gautą lygybę
suintegruosime sritimiΩ ir pritaikysime integravimo dalimis formulę.
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Kadangi aiḃe C∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇eje W̊1
2(Ω), tai (4.2) integraliṅeje tapatyḃe-

je vietoje funkcijosη∈C∞0 (Ω) galime imti bet kokią funkciją iš erdv̇esW̊1
2(Ω). Be

to, jeigu funkcijau∈C2(Ω) yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys, tai∀η∈ W̊1
2(Ω)

teisinga (4.2) integraliṅe tapatyḃe. Integralas dešiniojoje šios tapatybės puṡeje konver-
guoja, kai funkcijosf ir fi∈L2(Ω), i = 1, . . . , n. Integralas tapatyḃes kaiṙeje konver-
guoja, jeiguu∈W1

2(Ω) ir operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a yra apṙežti.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u∈W1
2(Ω) yra (4.1) lygtiesapibendrintasis spren-

dinyssrityjeΩ, jeigu∀η∈ W̊1
2(Ω) yra teisinga (4.2) integraliṅe tapatyḃe.

Teguu∈W1
2(Ω) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityjeΩ. Tada jis yra

(4.1) lygties apibendrintas sprendinys bet kokioje srityjeΩ
′ ⊂ Ω. Norint tuo įsitikinti,

pakanka (4.2) tapatyḃeje paimtiη∈ W̊1
2(Ω

′). Taigi apibendrinto sprendinio apibrėžimas
yra korektiškas.

Tarkime, funkcijau∈W1
2(Ω) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityjeΩ,

u∈C2(Ω) ir operatoriausA koeficientai bei funkcijosf ir f̄ yra pakankamai glodžios.
Įrodysime, kadu yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys srityjeΩ. Pasinaudoję inte-
gravimo dalimis formule, (4.2) tapatybę perrašykime taip:

∫

Ω

(
A u− f − div f̄

)
η dx = 0, ∀η∈C∞0 (Ω). (4.3)

FunkcijaA u−f−div f̄ yra ortogonali erdv̇ejeL2(Ω) bet kokiai funkcijaiη∈C∞0 (Ω).
Kadangi aiḃe C∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇eje L2(Ω), tai yra įmanoma tik tuo atveju, kai
A u− f − div f̄ = 0, t.y. kai funkcijau yra klasikinis (4.1) lygties sprendinys.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u∈W1
2(Ω) yra Dirichlė uždavinio

A u = f + div f̄ , u
∣∣
S

= 0 (4.4)

apibendrintasis sprendinys, jeigu ji yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys ir

u∈ W̊1
2(Ω).

P a s t a b a . Jeigu paviršiusS yra pakankamai glodus, pavyzdžiui, klasės C1,
tai erdv̇e W1

2(Ω) įsideda į erdvęL2(S). Vadinasi, kiekviena funkcijau∈W1
2(Ω) turi

pėdsaką paviršiujeS ir u
∣∣
S
∈L2(S). Todėl Dirichlė uždavinio su nehomogenine kraš-

tine sąlygąu
∣∣
S

= ϕ apibendrintą sprendinį galima apibrėžti kaip funkcijąu∈W1
2(Ω),

kuri yra apibendrintas (4.1) lygties sprendinys ir tenkina šią sąlygą erdvėsL2(S) pras-
me. Tǎciau tai ṅera tiksli funkcijų iš erdv̇esW1

2(Ω) pėdsakų paviršiujeS charakteris-
tika. Funkcijų iš erdv̇esW1

2(Ω) pėdsakai paviršiujeS yra funkcijos iš erdv̇esW1/2
2 (S)

(žr. 3.8 skyrelį). Taigi jeigu norime, kad funkcijosu∈W1
2(Ω) glodumas atitiktų jos

pėdsako paviršiujeS glodumą, funkcijąϕ turime imti iš erdv̇esW1/2
2 (S).

Vietoje įprasto Dirichl̇e uždavinio kraštiṅes sąlygos apibrėžimo, kai nusakomas
funkcijos glodumas paviršiujeS, vartosime tokį apibṙežimą:

A p i b r ė ž i m a s . Teguϕ∈W1
2(Ω). Sakysime,u∈W1

2(Ω) yra Dirichlė už-
davinio

A u = f + div f̄ , u
∣∣
S

= ϕ
∣∣
S

(4.5)
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apibendrintasis sprendinys, jeigu ji yra apibendrintas (4.1) lygties sprendinys iru −
ϕ∈ W̊1

2(Ω).
Taip apibṙežiant apibendrintą sprendinį, atskiriama funkcijosϕ pratęsimo į sritįΩ

ir Dirichl ė uždavinio išsprendžiamumo problema.
Teguu yra (4.5) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys. Vietoje funkcijosu

apibṙežkime naują ieškomą funkcijąv = u − ϕ. Tadav∈ W̊1
2(Ω) ir ∀η∈ W̊1

2(Ω) yra
teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijvxj ηxi +
n∑

i=1

aivxiη + avη
)

dx =

=
∫

Ω

[(
f −

n∑

i=1

aiϕxi
− aϕ

)
η −

n∑

i=1

(
fi +

n∑

j=1

aijϕxj

)
ηxi

]
dx.

Taigi funkcijav yra apibendrintas Dirichlė uždavinio

A v = g + div ḡ, v
∣∣
S

= 0

sprendinys.̌Cia:

g = f −
n∑

i=1

aiϕxi − aϕ, ḡ = (g1, . . . , gn), gi = fi +
n∑

i=1

aijϕxj ,

i = 1, . . . , n. Kartu galime tvirtinti, kad Dirichl̇e uždavinį su nehomogenine kraštine
sąlyga visada galima suvesti į analogišką Dirichlė uždavinį su homogenine kraštine
sąlyga. Toḋel toliau nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį su homogenine kraštine sąlyga.
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4.2. DIRICHLĖ UŽDAVINYS PUASONO LYGTIES ATVEJU

Vienas iš paprašciausių ir kartu svarbiausių elipsinių uždavinių yra Dirichlė uždavi-
nys Puasono lyǧciai. Nehomogeniṅes kraštiṅes sąlygos atveju jį visada galima suvesti
į tokį patį uždavinį su homogenine kraštine sąlyga. Todėl iš karto nagriṅesime Dirichl̇e
uždavinį

−∆u(x) = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0. (4.6)

Pagal apibṙežimą funkcijau∈ W̊1
2(Ω) yra (4.6) uždavinio apibendrintas sprendinys,

jeigu∀η∈ W̊1
2(Ω) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i=1

uxiηxi − fη
)

dx = 0. (4.7)

ErdvėjeW̊1
2(Ω) apibṙežkime kitą skaliarinę sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

n∑

i=1

uxivxi dx

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u, u].

Taip apibṙežta norma ir standartinė norma erdv̇eje W1
2(Ω) yra ekvivaleňcios (žr. 2.5

skyrelį).
Kiekvienai funkcijaif∈L2(Ω) integralas

b(η) =
∫

Ω

fη dx

yra tiesinis funkcionalas erdvėje W̊1
2(Ω). Pasinaudoję Helderio ir Frydrichso nely-

gybėmis, gausime

|b(η)|≤‖f‖L2(Ω)‖η‖L2(Ω)≤d‖f‖L2(Ω) |||η ||| ; (4.8)

čia d = diam Ω. Taigi funkcionalasb(η) yra apṙežtas erdv̇eje W̊1
2(Ω). Pagal Ryso

teoremą egzistuoja tokia vienintelė funkcijaF∈ W̊1
2(Ω), kad

b(η) = [F, η], ∀η∈ W̊1
2(Ω).

Todėl (4.7) integralinę tapatybę galima perrašyti taip:

[u− F, η] = 0, ∀η∈ W̊1
2(Ω).

Kartu galime tvirtinti, kad elementasu − F yra ortogonalus∀η∈ W̊1
2(Ω). Tačiau tai

įmanoma tik tuo atveju, kaiu− F = 0, t.y. u = F.
Išnagriṅetas pavyzdys puikiai iliustruoja funkcinės analiżes metodų taikymo tie-

sinių diferencialinių lyǧcių teorijoje esmę. Kraštinio uždavinio suvedimas į integ-
ralinę tapatybę leidžia apibrėžti apibendrinto sprendinio sąvoką. Po to apibendrintas
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sprendinys ieškomas Hilberto erdvėjeW̊1
2(Ω). Tai leidžia pasinaudoti Ryso teorema,

kuri garantuoja ne tik apibendrinto sprendinio egzistavimą, bet ir jo vienatį . Atkreip-
sime ḋemesį dar į tai, kad pateiktas apibendrinto sprendinio egzistavimo ir vienaties
įrodymas visiškai nepriklauso nuo∂Ω glodumo.

Šio metodo tr̄ukumas yra tas, kad jis nesuteikia jokios informacijos apie apiben-
drinto sprendinio glodumą. Kai sritiesΩ kraštas yra pakankamai glodus, šį klausimą
išnagriṅesime atskirai.
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4.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO VIENATIS

Iš pradžių išnagriṅesime vieną elementarų pavyzdį. Kraštinis uždavinys

−uxx + λu = 0, x∈(0, 1),

u(0) = 0, u(1) = 0,

bet kokiai parametroλ∈R reikšmei turi trivialų sprendinįu ≡ 0. Iš paprastų jų diferen-
cialinių lygčių kurso yra žinoma, kad teigiamomsλ reikšṁems šis kraštinis uždavinys
netrivialių sprendinių neturi. Tǎciau kai kurioms neigiamoms parametroλ reikšṁems
netrivialūs sprendiniai egzistuoja. Pavyzdžiui, kai

λ = −(πk)2, k = 1, 2, . . . ,

netrivialus sprendinysuk = sin πkx. Taigi tokiomsλ reikšṁems kraštinis uždavinis
turi du skirtingus sprendinius.

Analogiška situacija yra teisinga ir Dirichlė uždaviniui

A u = f + div f̄ , x∈Ω, u
∣∣
S

= ϕ, x∈S. (4.9)

Bendru atveju negalime tvirtinti, kad (4.9) uždavinys turi vienintelį apibendrintą spren-
dinį. Tǎciau galima išskirti gana plačią tokių uždavinių klasę. Šiame skyrelyje įrody-
sime, kad (4.9) uždavinys negali turėti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių , jeigu
patenkinta kuri nors iš šių dviejų sąlygų :

1. OperatoriausA koeficientasa yra ,,pakankamai“ didelis.

2. SritiesΩ diametras yra,,pakankamai“ mažas.

TeguA yra tolygiai elipsinis1 operatorius, t.y. egzistuoja tokios teigiamos konstan-
tosν ir µ, kad

ν

n∑

i=1

ξ2
i≤

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj≤µ

n∑

i=1

ξ2
i , ∀ξ∈Rn, x∈Ω. (4.10)

Be to, tegu operatoriausA koeficientaiai ir a yra apṙežti, t.y. egzistuoja teigiamos
konstantosµ0 ir µ1 tokios, kad

|a(x)|≤µ0,
( n∑

i=1

a2
i (x)

)1/2

≤µ1, x∈Ω.

4.1 teorema. Tegu a(x)≥a0, b.v. x∈Ω, a0≥µ2
1/2ν. Tada(4.9) kraštinis uždavinys

negali tuṙeti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .

1Jeigu patenkinta tik pirmoji iš (4.10) nelygybių , tai sakysime, kad operatoriusA yra griežtai elipsinis.
Aprėžtų koeficientųaij atveju šios sąvokos sutampa.



4.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO VIENATIS 103

/ Teguu1, u2 yra du (4.9) Dirichlė uždavinio apibendrinti sprendiniai. Tada jų skirtu-
masu = u1 − u2 yra Dirichlė uždavinio

A u = 0, x∈Ω; u
∣∣
S

= 0, x∈S,

apibendrintas sprendinys, t.y.u∈ W̊1
2(Ω) ir ∀η∈ W̊1

2(Ω) yra teisinga integraliṅe tap-
atyḃe ∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dx = 0.

Imkime šioje tapatyḃejeη = u. Tada gausime lygybę

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxiuxj +
n∑

i=1

aiuxiu + au2
)

dx = 0. (4.11)

Šį integralą išskaidykime į tris ir pirmus du įvertinkime atskirai. Kadangi operatorius
A yra tolygiai elipsinis, tai pirmasis integralas

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijuxiuxj dx≥ν

∫

Ω

n∑

i=1

u2
xi

dx.

Antrojo integralo modulį galima įvertinti taip:

∣∣∣
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxiu dx
∣∣∣≤

∥∥∥
n∑

i=1

aiuxi

∥∥∥
L2(Ω)

‖u‖L2(Ω)≤

≤µ1‖ux‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω)≤
ν

2
‖ux‖2L2(Ω) +

µ2
1

2ν
‖u‖2L2(Ω).

Įvertindami šį integralą, pasinaudojome nelygybe

|ab|≤ε

2
a2 +

1
2ε

b2,

kai ε = ν/µ1. Iš (4.11) lygybės ir gautų įveřcių išplaukia nelygyḃe

ν

2

∫

Ω

u2
x dx +

∫

Ω

(
a− µ2

1/2ν
)
u2 dx≤0.

Pagal teoremos sąlygąa(x) − µ2
1/2ν≥0, b.v. x∈Ω. Todėl pastaroji nelygyḃe teisinga

tik tuo atveju, kaiu(x) = 0 b.v. x∈Ω. Taigi u1 = u2. .

4.2 teorema. Tarkime,a yra bet kokia apṙežta mati srityjeΩ funkcija,

d = diamΩ < ν
(
µ2

1 + 2νµ0

)−1/2

(pakankamai mažas teigiamas skaičius). Tada(4.9) Dirichlė uždavinys negali turėti
dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .
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/ Teguu1, u2 yra du apibendrinti (4.9) uždavinio sprendiniai iru = u1− u2. Tada (žr.
4.1teoremos įrodymą) teisinga nelygybė

ν

2

∫

Ω

u2
x dx≤(

µ2
1/2ν + µ0

) ∫

Ω

u2 dx.

Pagal Frydrichso nelygybę
∫

Ω

u2 dx≤d2

∫

Ω

u2
x dx.

Todėl
ν

2

∫

Ω

u2
x dx≤(

µ2
1/2ν + µ0

)
d2

∫

Ω

u2
x dx.

Kadangi
(
µ2

1/2ν + µ0

)
d2 < ν/2, tai pastaroji nelygyḃe teisinga tik tuo atveju, kai

u(x) = 0 b.v. x∈Ω, t.y. u1 = u2. .
I š v a d a . Iš4.1 teoremos įrodymo išplaukia, kad∀u∈ W̊1

2(Ω) yra teisinga nely-
gybė

ν‖ux‖2L2(Ω)≤ε‖A u‖2L2(Ω) +
(
2µ0 + µ2

1/ν + ε−1
)‖u‖2L2(Ω). (4.12)

Ji kartais vadinamapirmąja pagrindine nelygybe.
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4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS

TeguA yra tolygiai elipsinis operatorius (žr.4.3skyrelį). AibėjeW̊1
2(Ω) apibṙežkime

skaliarinę sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

n∑

i,j=1

aijuxivxj dx (4.13)

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u, u].

AibėW̊1
2(Ω) su taip apibṙežta norma yra Hilberto erdvė. Ją žyṁesimeHA . Norma ||| · |||

dažnai vadinamaenergine norma,o erdv̇eHA – energine erdve.
Iš energiṅes normos apibrėžimo išplaukia, kad norma erdvėjeHA yra ekvivalenti

normai erdv̇ejeW̊1
2(Ω). Tiksliau, teisingos tokios nelygybės:

√
ν‖u‖W̊1

2(Ω)≤|||u |||≤
√

µ‖u‖W̊1
2(Ω). (4.14)

Taigi erdv̇eHA sutampa su erdve̊W1
2(Ω).

SrityjeΩ nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį

A u = f + div f̄ , u
∣∣
S

= 0. (4.15)

Priminsime, kad funkcijau ∈ W̊1
2(Ω) yra (4.15) Dirichlė uždavinio apibendrintas

sprendinys, jeigu∀η ∈ HA teisinga (4.2) integraliṅe tapatyḃe. Pasinaudoję (4.13)
formule, perrašykime šią tapatybę taip:

[u, η] +
∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)
η dx =

∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx, ∀η ∈ HA . (4.16)

ErdvėjeHA integralas

b(η) =
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx

apibṙežia tiesinį funkcionalą. Įrodysime, kad jis yra aprėžtas. Remiantis Helderio ir
Frydrichso nelygyḃemis,

|b(η)|≤‖f‖L2(Ω)‖η‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)‖ηx‖L2(Ω)≤

≤ (
d‖f‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)

) ‖ηx‖L2(Ω)≤
(
d‖f‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)

)
ν−1/2 |||η ||| ;

čia d = diam Ω. Todėl (žr. 1.10 teoremą) egzistuoja toks vienintelis elementasF ∈
HA, kad

b(η) = [F, η], ∀η ∈ HA .

Kiekvienai funkcijaiu ∈ HA integralas

bu(η) =
∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)
η dx
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yra tiesinis funkcionalas erdvėje HA . Į rodysime, kad erdv̇eje HA jis yra apṙežtas.
Pasinaudoję Helderio ir Frydrichso nelygybėmis, gausime

|bu(η)|≤ (
µ1‖ux‖L2(Ω) + µ0‖u‖L2(Ω)

) ‖η‖L2(Ω)≤

≤d
(
µ1‖ux‖L2(Ω) + µ0‖u‖L2(Ω)

) ‖ηx‖L2(Ω)≤
≤dν−1/2

(
µ1‖ux‖L2(Ω) + µ0‖u‖L2(Ω)

) |||η ||| .
Taigi funkcionalasbu(η) yra apṙežtas erdv̇ejeHA ir pagal1.10teoremą egzistuoja toks
vienintelis elementasB u, kad

bu(η) = [B u, η] =
∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)
η dx, ∀η ∈ HA . (4.17)

Be to, pastaroji formulė apibṙežia operatoriųB : HA → HA . Pasinaudoję funkcionalų
b ir bu išraiškomis, (4.16) tapatybę perrašykime taip:

[u + B u− F, η] = 0, ∀η ∈ HA .

Gauta tapatyḃe yra ekvivalenti operatorinei lygčiai

u + B u− F = 0. (4.18)

Taigi funkcijau yra (4.15) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.18) operatoriṅes lygties sprendinys erdvėjeHA .

4.1 lema. OperatoriusB yra visiškai tolydus erdv̇ejeHA .

/ Iš pradžių įrodysime, kad operatoriusB yra apṙežtas. Laisvai pasirenkame elementą
u ∈ HA . Pagal operatoriausB apibṙežimą

||| B u |||2 = [B u, B u] =
∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)

B u dx. (4.19)

Pasinaudoję Helderio, Frydrichso ir (4.14) nelygyḃemis, įvertinsime integralą

∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)

B u dx≤‖
n∑

i=1

aiuxi + au‖L2(Ω)‖B u‖L2(Ω)≤

≤c |||u ||| ‖B u‖L2(Ω)≤cc1 |||u ||| ||| B u ||| ; (4.20)

čia c = ν−1/2(µ1 + dµ0), c1 = dν−1/2. Todėl ∀u ∈ HA yra teisinga nelygyḃe

||| B u |||≤cc1 |||u ||| .
Kartu galime tvirtinti, kad operatoriusB yra apṙežtas erdv̇ejeHA . Be to,∀u ∈ HA yra
teisinga nelygyḃe

||| B u |||2≤c |||u ||| ‖B u‖L2(Ω). (4.21)



4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS 107

TeguU yra apṙežta erdv̇ejeHA aibė. Įrodysime, kad aiḃe

B U = {v ∈ HA : v = B u, u ∈ U} ⊂ HA

yra sąlyginis kompaktas. Laisvai pasirenkame seką{un} ⊂ U. Pasinaudoję (4.21)
nelygybe, gausime

||| B um − B un ||| 2≤c |||um − un ||| ‖B un − B um‖L2(Ω)≤
≤2c max

u∈U
|||u ||| ‖B un − B um‖L2(Ω). (4.22)

Seka{B un} yra apṙežta erdv̇eje HA = W̊1
2(Ω). Pagal3.7 teoremą ji yra sąlyginis

kompaktas erdv̇eje L2(Ω). Todėl iš jos galima išskirti konverguojantį erdvėje L2(Ω)
posekį{B uni}. Tačiau tada

‖B uni
− B unj

‖ → 0,

kai ni, nj →∞. Kartu galime tvirtinti (žr. (4.22) nelygybę), kad

||| B uni − B unj ||| → 0,

kai ni, nj → ∞. Taigi seka{B uni} yra fundamentalioji erdv̇ejeHA . Kadangi erdv̇e
HA yra pilna, tai ši seka konverguoja erdvėje HA . Vadinasi, aiḃe B U yra sąlyginis
kompaktas, o operatoriusB – visiškai tolydus..

Grįžkime prie (4.18) lygties. Pagal4.1 lemą operatoriusB : HA → HA yra
visiškai tolydus. Toḋel (4.18) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo
teoremos (žr.1.4–1.7teoremas). Iš šių teoremų išplaukia tokie teiginiai:

1. Jeigu homogeniṅe lygtis
u + B u = 0 (4.23)

erdv̇ejeHA turi tik trivialų sprendinį, tai∀F ∈ HA ją atitinkanti (4.18) neho-
mogeniṅe lygtis turi vienintelį sprendinį.

2. Jeigu (4.23) lygtis turi netrivialų sprendinį, tai (4.18) lygtis turi sprendinį tik su
tokiomis funkcijomisF ∈ HA, kurios yra ortogonalios jungtiṅes homogeniṅes
lygties

v + B∗ v = 0 (4.24)

sprendiniams, t.y. tenkina sąlygą

[F, v] = 0, ∀v : v + B∗ v = 0. (4.25)

Jeigu operatoriausA koeficientaiai, i = 1, . . . , n, yra diferencijuojamos srityjeΩ
funkcijos, tai operatoriųB∗ galima apibṙežti taip:

[B∗ v, u] = [u, B∗ v] = [B u, v] =

=
∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi + au
)
v dx =

∫

Ω

( n∑

i=1

(−aiv)xi + av
)
u dx.
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Šiuo atveju (4.24) lygtį atitinka integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijvxj
ηxi

−
n∑

i=1

(aiv)xi
η + avη

)
dx = 0, ∀η ∈ HA .

Savo ruožtu ją atitinka Dirichlė uždavinys

A∗ v = 0, v
∣∣
S

= 0;

čia

A∗ v = −
n∑

i,j=1

(aijvxj
)xi

−
n∑

i=1

(aiv)xi
+ av.

OperatoriaiA∗ ir A yra formaliai jungtiniai. Be to, (4.25) sąlygą galima perrašyti taip:

∫

Ω

(
fv −

n∑

i=1

fivxi

)
dx = 0, ∀v : A∗ v = 0, v

∣∣
S

= 0. (4.26)

Todėl galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.3 teorema. (Fredholmo alternatyva)Jeigu Dirichl̇e uždavinys

A u = 0, u
∣∣
S

= 0 (4.27)

srityje Ω turi tik trivialų sprendinį, tai∀f, fi ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n, egzistuoja
vienintelis(4.15) nehomogeninio Dirichl̇e uždavinio apibendrintas sprendinys. Jeigu
(4.27) Dirichlė uždavinys srityjeΩ turi netrivialų apibendrintą sprendinį, tai(4.15)
Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys egzistuoja tik su tokiomis funkcijomis
f, fi ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n, kurios tenkina(4.26) sąlygą.

Pakankamos (4.15) Dirichlė uždavinio apibendrinto sprendinio vienaties sąlygos
nurodytos4.1 ir 4.2 teoremose. Tǎciau jos neapṙepia visų galimų atvejų . Todėl šį
klausimą ištirsime atskirai.

Tarkime, operatoriausA koeficientasa yra bet kokia apṙežta mati srityjeΩ funkci-
ja. Parinkime skaičių λ0 taip, kada(x) + λ0≥a0, ∀x ∈ Ω (čia a0 iš 4.1 teoremos) ir
(4.15) lygtį perrašykime taip:

A u + λ0u = λ0u + f + div f̄ .

AibėjeW̊1
2(Ω) apibṙežkime kitą skaliarinę sandaugą2

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i=1

aijuxivxj + (a + λ0)uv
)

dx (4.28)

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u, u]

2 Šiame skyrelyje simboliu[·, ·] žymėsime įvairiai apibṙežtas skaliarines sandaugas. Be to, tais pačiais
simboliais žyṁesime ir jas atitinkaňcias normas bei erdves.
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(patikrinkite, kad taip apibṙežta skaliariṅe sandauga tenkina visas skaliarinės sandau-
gos apibṙežimo sąlygas). Aibę̊W1

2(Ω) su taip apibṙežta skaliarine sandauga žymėsime
HA .

Remiantis Frydrichso ir (4.10) nelygyḃemis, lengvai galima įrodyti, kad norma
erdv̇ejeHA yra ekvivalenti normai erdv̇ejeW̊1

2(Ω). Tiksliau, egzistuoja tokios teigia-
mos konstantosc1 ir c2, kad

c1‖u‖W̊1
2(Ω)≤|||u |||≤c2‖u‖W̊1

2(Ω). (4.29)

Pagal apibṙežimą funkcijau yra apibendrintas (4.15) Dirichlė uždavinio sprendi-
nys, jeigu teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + (a + λ0)uη
)

dx =

= λ0

∫

Ω

uη dx +
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx, ∀η ∈ HA .

Šią tapatybę galima perrašyti taip:

[u, η] +
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxiη dx = λ0

∫

Ω

uη dx +

+
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx, ∀η ∈ HA . (4.30)

Integralai

b(η) =
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx, bu(η) =

∫

Ω

n∑

i=1

aiuxiη dx, tu(η) =
∫

Ω

uη dx

erdv̇ejeHA apibṙežia tiesinius funkcionalus. Be to, erdvėjeHA jie yra apṙežti:

|b(η)|≤C(‖f‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)) |||η ||| ,
|bu(η)|≤C |||u ||| |||η ||| , |tu(η)|≤C‖u‖L2(Ω) |||η ||| .

Todėl (žr. 1.10teoremą) egzistuoja tokie vieninteliai elementaiF, B u ir T u ∈ HA,
kad

b(η) = [F, η], bu(η) = [B u, η], tu(η) = [T u, η], ∀η ∈ HA .

Pasinaudoję šiomis funkcionalų išraiškomis, (4.30) tapatybę perrašykime taip:

[u + B u− λ0 T u− F, η] = 0, ∀η ∈ HA .

Pastaroji tapatyḃe yra ekvivalenti operatorinei lygčiai

u + B u− λ0 T u = F ; (4.31)
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čia operatoriaiB ir T : HA → HA yra apibṙežiami formul̇emis:

[B u, η] =
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxi
η dx, [T u, η] =

∫

Ω

uη dx.

Taigi funkcijau yra (4.15) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra (4.31) operatoriṅes lygties sprendinys erdvėjeHA .

OperatoriaiB ir T yra visiškai tolyd̄us erdv̇eje HA . Norint tuo įsitikinti, reikia
pakartoti4.1 lemos įrodymą. Be to, erdvėjeHA operatoriusT yra teigiamas ir savi-
jungis. Iš tikrų jų

[T u, u] =
∫

Ω

u2 dx > 0,

kai u 6= 0, ir

[T u, η] =
∫

Ω

uη dx =
∫

Ω

ηu dx = [T η, u] = [u, Tη].

Remiantis operatoriausB apibṙežimu, homogeniṅe lygtis

u + B u = 0 (4.32)

yra ekvivalenti Dirichl̇e uždaviniui

A u + λ0u = 0, u
∣∣
S

= 0.

Kadangia(x) + λ0≥a0, tai šis Dirichl̇e uždavinys turi tik trivialų sprendinį. Kartu
(4.32) lygtis erdv̇ejeHA taip pat turi tik trivialų sprendinį. Tǎciau tada nehomogeninė
lygtis

u + B u = F, (4.33)

turi vienintelį sprendinį∀F ∈ HA . Vadinasi, egzistuoja operatorius

(I +B)−1 : HA → HA ,

apibṙežtas visoje erdv̇ejeHA . Čia I – tapatus operatorius.

Įrodysime, kad operatorius(I +B)−1 yra apṙežtas. Funkcijau ∈ HA yra (4.33)
lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + (a + λ0)uη
)

dx =

=
∫

Ω

(
fη −

n∑

i=1

fiηxi

)
dx, ∀η ∈ HA .
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Pȧemęčiaη = u ir pakartoję4.1teoremos įrodymą, gausime nelygybę

ν

2

∫

Ω

u2
x dx≤

∫

Ω

(
fu−

n∑

i=1

fiuxi

)
dx = [F, u]≤|||F ||| |||u ||| .

Norma
|||u |||≤c2‖ux‖L2(Ω).

Todėl
|||u ||| 2≤c2

2‖ux‖2L2(Ω)≤2c2
2ν
−1 |||F ||| |||u ||| .

Suprastinę kairiąją ir dešiniąją šios nelygybės puses iš|||u ||| , gausime nelygybę

||| (I +B)−1F ||| = |||u |||≤2c2
2ν
−1 |||F ||| .

Taigi
‖(I +B)−1‖ = sup

|||F |||≤1

||| (I +B)−1F |||≤2c2
2ν
−1.

Paveikę abi (4.31) lygties puses operatoriumi(I +B)−1, gausime ekvivaleňcią
lygtį

u− λ0(I +B)−1 T u = F̃ ; (4.34)

čia F̃ = (I +B)−1F ∈ HA . Šioje lygtyje operatorius(I +B)−1 T yra visiškai toly-
dus (žr.1.12teoremą). Toḋel (4.34) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai yra teisingos1.4–
1.7Fredholmo teoremos. Kartu teisinga Fredholmo alternatyva. Taigi norint atsakyti,
kada (4.34) lygtis turi sprendinį, reikia žinoti tas parametroλ0 reikšmes, kurioms ho-
mogeniṅe lygtis

u− λ0(I +B)−1 T u = 0 (4.35)

turi netrivialų sprendinį erdv̇ejeHA .
Nagriṅejant (4.35) lygtį , parametrąλ0 patogu pakeistiλ+λ0 ir ieškoti tų parametro

λ reikšmių , kurioms lygtis

u− (λ + λ0)(I +B)−1 T u = 0 (4.36)

turi netrivialų sprendinį. Šis uždavinys yra ekvivalentus uždaviniui: rasti tas parametro
λ reikšmes, kurioms egzistuoja netrivialus Dirichlė uždavinio

A u = λu, u
∣∣
S

= 0

apibendrintas sprendinys srityjeΩ.
Bendru atveju operatorius(I + B)−1 T nėra savijungis. Toḋel nagriṅedami (4.36)

lygtį ir ją atitinkantį Dirichlė uždavinį, realų parametrąλ pakeisime kompleksiniu.
Tiksliau, nagriṅesime Dirichl̇e uždavinių šeimą

A u = λu + f + div f̄ , u
∣∣
S

= 0 (4.37)

su kompleksiniu parametruλ = s + it. Šio uždavinio sprendinys, jeigu jis egzistuoja,
yra kompleksiṅe funkcijau = u1 + iu2. Todėl nagriṅejant šį uždavinį, reikia apibrėžti
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kompleksinių funkcijų erdvesL2(Ω), W̊1
2(Ω) ir W1

2(Ω). Skaliarinę sandaugą šiose
erdv̇ese apibṙešime taip:

(u, v) =
∫

Ω

uv̄ dx,

(u, v)W̊1
2(Ω) =

∫

Ω

n∑

i=1

uxi
v̄xi

dx,

(u, v)W1
2(Ω) =

∫

Ω

( n∑

i=1

uxi
v̄xi

+ uv̄
)

dx.

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a yra realios funkci-
jos. Be to, tegu3 a(x)≥a0,∀x ∈ Ω (žr. 4.1teoremą).

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau ∈ W1
2(Ω) yra apibendrintas (4.37)

Dirichlė uždavinio sprendinys, jeigu ji priklauso erdveiW̊1
2(Ω) ir ∀η ∈ W̊1

2(Ω) yra
teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj η̄xi +
n∑

i=1

aiuxi η̄ + auη̄
)

dx =

=
∫

Ω

(
fη̄ −

n∑

i=1

fiη̄xi

)
dx +

∫

Ω

λuη̄ dx. (4.38)

ErdvėjeW̊1
2(Ω) apibṙežkime kitą skaliarinę sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi v̄xj + auv̄
)

dx (4.39)

ir ją atitinkaňcią normą

|||u ||| =
√

[u, u].

ErdvęW̊1
2(Ω), su taip apibṙežta skaliarine sandauga žymėsimeHA .

Kompleksiṅeje erdv̇ejeHA normos||| · ||| , ‖ · ‖W̊1
2(Ω) ir ‖ · ‖W1

2(Ω) yra ekvivaleňcios,
o

b(η) =
∫

Ω

(
fη̄ −

n∑

i=1

fiη̄xi

)
dx, bu(η) =

∫

Ω

( n∑

i=1

aiuxi

)
η̄ dx, tu(η) =

∫

Ω

uη̄ dx

3 Ši sąlyga ṅera esmiṅe, nes visada galima parinkti tokį realų skaičių λ0, kad a(x) + λ0≥a0, b.v.
x ∈ Ω, ir (4.37) lygtį perrašyti taip:

A u + λ0u = (λ + λ0)u + f + div f̄ .
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yra tiesiniai apṙežti funkcionalai (tai galima įrodyti visiškai taip pat kaip realios erdvės
HA atveju). Toḋel (žr. 1.10 teoremą) juos galima išreikšti skaliarine sandauga. Tik-
sliau, egzistuoja tokie vieninteliai elementaiF, B u ir T u ∈ HA, kad

b(η) = [F, η], bu(η) = [B u, η], tu(η) = [T u, η], ∀η ∈ HA .

Pasinaudoję šiomis funkcionalų išraiškomis, (4.38) tapatybę perrašykime taip:

[u + B u− λT u− F, η] = 0, ∀η ∈ HA .

Pastaroji tapatyḃe yra ekvivalenti operatorinei lygčiai

u + B u− λT u = F. (4.40)

Taigi funkcijau yra (4.37) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.40) operatoriṅes lygties sprendinys erdvėjeHA .

OperatoriaiB ir T yra apibṙežti formul̇emis

[B u, η] =
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxi η̄ dx, [T u, η] =
∫

Ω

uη̄ dx.

ErdvėjeHA šie operatoriai yra visiškai tolyd̄us (įrodymas toks pats kaip realios erdvės
HA atveju). Be to, erdv̇ejeHA operatoriusT yra teigiamas ir savijungis. Iš tikrų jų

[T u, u] =
∫

Ω

uū dx =
∫

Ω

|u|2 dx > 0,

kai u 6= 0, ir

[T u, η] =
∫

Ω

uη̄ dx =
∫

Ω

ηū dx = [T η, u] = [u, Tη].

Priminsime, kada(x)≥a0, b.v. x ∈ Ω. Todėl erdv̇ejeHA homogeniṅe lygtis

u + B u = 0

turi tik trivialų sprendinį, o nehomogeninė lygtis

u + B u = F, ∀F ∈ HA,

vienintelį sprendinį. Vadinasi, operatoriusI +B yra abipusiškai vienareikšmis ir jo
vaizdų aiḃe sutampa su visa erdveHA . Kartu egzistuoja atvirkštinis operatorius

(I + B)−1 : HA → HA,

apibṙežtas visoje erdv̇ejeHA . Be to, jis yra apṙežtas (įrodymas yra visiškai toks pats
kaip realios erdv̇esHA atveju). Paveikę (4.40) lygtį operatoriumi(I +B)−1, gausime
ekvivaleňcią lygtį

u− λ(I + B)−1 T u = F̃ ; (4.41)
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čia F̃ = (I +B)−1F ∈ HA . Operatorius(I +B)−1 T : HA → HA yra visiškai
tolydus, kaip apṙežto ir visiškai tolydaus operatorių sandauga (žr.1.12teoremą). Toḋel
(4.41) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai teisingos1.4–1.7Fredholmo teoremos. Kartu yra
teisinga Fredholmo alternatyva.

1. Jeigu homogeniṅe lygtis

u− λ(I + B)−1 T u = 0 (4.42)

erdv̇ejeHA turi tik trivialų sprendinį, tai∀F̃ ∈ HA ją atitinkanti (4.41) neho-
mogeniṅe lygtis erdv̇ejeHA turi vienintelį sprendinį.

2. Jeigu (4.42) lygtis erdv̇eje HA turi netrivialų sprendinį, tai (4.41) lygtis turi

sprendinį tik su tokiomis funkcijomis̃F ∈ HA, kurios yra ortogonalios jungtiṅes
homogeniṅes lygties

v − λ̄((I + B)−1 T )∗v = 0 (4.43)

sprendiniams, t.y. tik su funkcijomis̃F ∈ HA, tenkinaňciomis sąlygą

[F̃ , v] = 0, ∀v : v − λ̄((I +B)−1 T )∗v = 0. (4.44)

Funkcijau ∈ HA yra (4.42) lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga inte-
gralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi η̄xj +
n∑

i=1

aiuxi η̄ + auη̄
)

dx =
∫

Ω

λuη̄ dx, ∀η ∈ HA ,

t.y. kai ji yra Dirichlė uždavinio

A u = λu, u
∣∣
S

= 0 (4.45)

apibendrintas sprendinys srityjeΩ.
Operatorius

((I +B)−1 T )∗ = T ∗((I +B)−1)∗ = T (I + B∗)−1.

Todėl (4.43) lygtį galime perrašyti taip:

v − λ̄ T (I +B∗)−1v = 0.

Teguw = (I +B∗)−1v. Tada funkcijosw atžvilgiu gausime lygtį

w + B∗ w − λ̄ T w = 0.

Funkcijaw ∈ HA yra šios lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integralinė
tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijwxi η̄xj +
n∑

i=1

aiwη̄xi + awη̄
)

dx = λ̄

∫

Ω

wη̄ dx, ∀η ∈ HA,
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t.y. kai ji yra Dirichlė uždavinio

A∗ w = λ̄w, w
∣∣
S

= 0 (4.46)

apibendrintas sprendinys. Be to,

[F̃ , v] = [(I +B)−1F, v] = [F, ((I + B)∗)−1v] = [F, w] =

=
∫

Ω

(
fw̄ −

n∑

i=1

fiw̄xi

)
dx.

Todėl (4.44) sąlygą galime perrašyti taip:
∫

Ω

(
fw̄ −

n∑

i=1

fiw̄xi

)
dx = 0, ∀w : A∗ w = λ̄w, w

∣∣
S

= 0. (4.47)

Kartu galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.4 teorema. (Fredholmo alternatyva)Jeigu(4.45) homogeninis Dirichl̇e uždavinys
turi tik trivialų sprendinį, tai(4.37) nehomogeninis Dirichlė uždavinys turi vienin-
telį apibendrintą sprendinį∀f, fi ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n. Jeigu(4.45) uždavinys turi
netrivialų apibendrintą sprendinį, tai(4.37) uždavinys turi apibendrintą sprendinį tik
su tokiomis funkcijomisf, fi ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , n, kurios tenkina(4.47) sąlygą.

Teguσ(A) yra aiḃe tokių parametroλ reikšmių , kad (4.45) Dirichlė uždavinys turi
netrivialų apibendrintą sprendinį. Aibė σ(A) yra vadinama (4.37) Dirichlė uždavinio
spektru, o parametrasλ ∈ σ(A) spektro tašku. Taškasλ ∈ σ(A) tada ir tik tada, kai
jis yra operatoriaus(I +B)−1 T charakteristiṅe reikšṁe. Pagal1.7teoremą aiḃeσ(A)
yra baigtiṅe arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artėjaňcių į ∞ skaǐcių seką.
Todėl ją galima sunumeruoti. Teguσ(A) = {λk}, k = 1, 2, . . . , ir

|λ1|≤|λ2|≤ . . .≤|λk|≤ . . .

Jeiguλk ∈ σ(A), tai λ̄k ∈ σ(A∗). Pagal1.5 teoremą (4.45) ir (4.46) uždaviniai turi
vienodą skaǐcių tiesiškai nepriklausomų sprendinių . Todėl spektro taškųλk ir λ̄k

kartotinumai4 sutampa.
Tarkime,λk ∈ σ(A) ir uk yra šį spektro tašką atitinkantis (4.45) Dirichlė uždavinio

apibendrintas sprendinys. Tada teisinga integralinė tapatyḃe
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijukxi η̄xj +
n∑

i=1

aiukxi η̄ + aukη̄
)

dx = λk

∫

Ω

ukη̄ dx, ∀η ∈ HA .

Kadangi operatoriausA koeficientai yra real̄us, tai

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aij ūkxiηxj +
n∑

i=1

aiūkxiη + aūkη
)

dx = λ̄k

∫

Ω

ūkη dx, ∀η ∈ HA .

4Taškoλ ∈ σ(A) kartotinumu vadinamas (4.45) Dirichlė uždavinio tiesiškai nepriklausomų apibendrin-
tų sprendinių skaičius.
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Šioje tapatyḃeje η pakeitę η̄, gausime, kad̄λk ∈ σ(A) ir ūk yra šį spektro tašką
atitinkantis (4.45) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys. Todėl σ(A) = σ(A∗).

Tegu λ ∈ σ(A) ir u1, . . . , um yra šį spektro tašką atitinkantys (4.45) Dirichlė
uždavinio tiesiškai nepriklausomi apibendrinti sprendiniai. Be to, tegu funkcijosf ir
f̄ tenkina (4.47) sąlygą. Remiantis1.6 teorema, galima tvirtinti, kad (4.37) Dirichlė
uždavinio bendrasis sprendinys

u = u0 +
m∑

j=1

Cjuj ; (4.48)

čiau0 yra šio uždavinio atskirasis sprendinys, oC1, . . . , Cm – laisvosios konstantos.
Suformuluosime gautus rezultatus.

4.5 teorema. Teguσ(A) yra (4.37) Dirichlė uždavinio spektras. Tada:

1. Aibė σ(A) yra baigtiṅe arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artėjaňcių į
∞ skaǐcių seką.

2. Aibėsσ(A) ir σ(A∗) sutampa. Be to, jeiguλ ∈ σ(A), λ̄ ∈ σ(A∗), tai šie spektro
taškai turi tą patį kartotinumą.

3. Jeiguλ ∈ σ(A) ir funkcijos f, f̄ tenkina (4.47) sąlygą, tai(4.48) formule
apibṙežta funkcijau yra (4.37) Dirichlė uždavinio bendrasis sprendinys.

Tarkime,λ 6∈ σ(A). Pagal (1.6) teoremą operatoriusI −λ(I +B)−1 T turi atvirkš-
tinį, apibṙežtą visoje erdv̇ejeHA . Be to, atvirkštinis operatorius

(I −λ(I +B)−1 T )−1

yra apṙežtas. Jeiguu yra (4.37) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys, tai

|||u ||| = ||| (I −λ(I +B)−1 T )−1F̃ |||≤cλ ||| F̃ ||| ;

čia cλ – operatoriaus(I −λ(I +B)−1 T )−1 norma erdv̇ejeHA . Kadangi operatorius
(I + B)−1 yra apṙežtas, tai egzistuoja tokia konstantac, kad

||| F̃ ||| = ||| (I +B)−1F |||≤c |||F ||| .

Norma
|||F |||≤ν−1/2(d‖f‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)).

(ši nelygyḃe lengvai išvedama iš funkcijosF apibṙežimo). Toḋel

|||u ||| ≤ cλcν−1/2(d‖f‖L2(Ω) + ‖f̄‖L2(Ω)). (4.49)

Apie konstantącλ galima pasakyti tik tiek, kad jos skaitinė reikšṁe priklauso nuo taško
λ atstumo iki spektroσ(A). Kokia priklausomyḃe bendruoju atveju, - nežinoma. Rasti
spektro taškus taip pat yra gana sudėtinga. Toḋel aktual̄us įvair̄us teiginiai apie jų
išsiḋestymą kompleksiṅeje plokštumojeλ = s+ iσ. Vienas iš tokių teiginių įrodomas
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gana lengvai. Pagal apibrėžimąλ ∈ σ(A), jeigu egzistuoja toks netrivialus elementas
u ∈ W̊1

2(Ω), kad

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi η̄xj +
n∑

i=1

aiuxi η̄ + auη̄
)

dx =
∫

Ω

λuη̄ dx, ∀η ∈ HA .

Imkime šioje tapatyḃejeη = u, gautoje lygyḃeje atskirkime realiąją ir menamąją dalis
ir po to įvertinkime‖u‖L2(Ω) per‖ux‖L2(Ω). Tada gausime nelygybę, iš kurios lengvai
išplaukia, kad spektro taškaiλk guli parabol̇es−s = c + σ2 viduje. Konstantac čia
priklauso tik nuoν, µ0 ir µ1.

K o m e n t a r a i :

1. Visi šio skyriaus rezultatai išlieka teisingi tuo atveju, kai operatoriausA koefi-
cientai yra neaprėžti. Tiksliau, kaiai ∈ Lp(Ω), a ∈ Lq(Ω) su tam tikraisp ir q
(žr. [28]).

2. Įrodyti, kad spektrasσ(A) yra diskretus, galima ir tiesiogiai. Be to, galima
įrodyti, kad jis yra begalinis ir visus spektro taškus atitinkančių tiesiškai neprik-
lausomų funkcijų tiesinis apvalkalas sutampa su erdveHA (žr. 8.11skyrelį).

3. Kai kurie šio skyriaus rezultatai išlieka teisingi neaprėžtos sritiesΩ atveju. Pa-
vyzdžiui, (4.37) Dirichlė uždavinys turi vienintelį sprendinįW1

2(Ω) erdv̇eje (bet
kokioje srityjeΩ), jeigu tik λ guli parabol̇es−s = c + σ2 išoṙeje (žr. [27, 28]).

4. JeiguA yra Laplaso operatorius, tai tikrinių reikšmiųλk asimptotikak atžvilgiu
yra tokia:

(a) kai n = 2, tai λk ∼ 4πk/|Ω|;
(b) kai n≥3, tai λk ∼

(
6π2k/|Ω|)2/3

.

Šių teiginių įrodymą, kain = 2, 3, galima rasti [43] knygoje ir, kain ≥ 3, [25]
knygoje. Bendras atvejis išnagrinėtas [20] knygoje.
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4.5. FORMALIAI SAVIJUNGIO OPERATORIAUS SPEKTRAS

Tarkime, operatoriausA koeficientaiai = 0, ∀i = 1, . . . , n. TadaA yra formaliai
savijungis operatorius, t.y.A = A∗. Iš pradžių nagriṅesime atvejį , kai operatoriausA
koeficientasa yra neneigiamas.

Pagal apibṙežimą taškasλ∈σ(A), jeigu egzistuoja netrivialus Dirichlė uždavinio

A u = λu, u
∣∣
S

= 0 (4.50)

apibendrintas sprendinys.
Kompleksiṅeje erdv̇ejeHA = W̊1

2(Ω) apibṙežkime skaliarinę sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj
v̄xi

+ auv̄
)

dx

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u, u].

Funkcijau∈W1
2(Ω) yra apibendrintas (4.50) Dirichlė uždavinio sprendinys, jeigu funk-

cija u∈ W̊1
2(Ω) ir teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj η̄xi + auη̄
)

dx = λ

∫

Ω

uη̄ dx, ∀η∈ W̊1
2(Ω). (4.51)

Integralas

tu(η) =
∫

Ω

uη̄ dx

apibṙežia erdv̇ejeHA tiesinį apṙežtą funkcionalą (žr.4.4skyrelį). Pagal1.10teoremą
egzistuoja toks vienintelis elementasT u∈HA, kad

tu(η) = [T u, η], ∀η∈HA .

Be to, formul̇e

[T u, η] =
∫

Ω

uη̄ dx

apibṙežia tiesinį operatoriųT : HA → HA . Todėl (4.51) integralinę tapatybę galima
perrašyti taip:

[u− λ T u, η] = 0, ∀η∈HA .

Funkcijau∈HA tenkina šią integralinę tapatybę tada ir tik tada, kai ji yra operatorinės
lygties

u− λT u = 0

sprendinys erdv̇ejeHA . Teguµ = λ−1. Tada pastarąją lygtį galima perrašyti taip:

T u = µu. (4.52)
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OperatoriusT : HA → HA yra tiesinis ir visiškai tolydus (žr.4.4skyrelį). Be to,
jis yra teigiamas

[T u, u] = ‖u‖2L2(Ω)≥0

ir savijungis
[T u, v] = (u, v) = (v, u) = [T v, u] = [u, T v].

4.2 lema. OperatoriausT tikrinės reikšṁes yra realios ir teigiamos.

/ Teguµ yra operatoriausT tikrinė reikšṁe, ou – ją atitinkanti tikriṅe funkcija.
Tada

[T u, u] = µ[u, u] = µ |||u ||| 2, |||u ||| 2 = [u, u] > 0.

Kita vertus,
[T u, u] = ‖u‖2L2(Ω) > 0.

Sulyginę šis išraiškas gausime, kad operatoriausT tikrinės reikšṁes yra teigiamos ir
realios..

Pagal1.7 teoremą operatoriausT tikrinių reikšmių aiḃe yra baigtiṅe arba skaiti;
jeigu ji yra skaiti, tai sudaro artėjaňcių į nulį skaǐcių seką; vienintelis jos sankaupos
taškas, jeigu jis egzistuoja, yra nulis; jeiguµ 6= 0 yra operatoriausT tikrinė reikšṁe,
tai ją atitinka baigtinis skaičius tiesiškai nepriklausomų tikrinių funkcijų . Nagrinėjamu
atveju visos tikriṅes reikšṁes yra realios ir teigiamos. Taigi skaičiusµ = 0 nėra op-
eratoriausT tikrinė reikšṁe. Remiantis1.8 ir 1.9 teoremomis, galima tvirtinti, kad
operatoriausT tikrinių reikšmių aiḃe yra skaiti (tiksliau, operatoriusT turi be galo
daug tikrinių reikšmių). Toḋel ją galima sunumeruoti:

µ1≥µ2≥ · · ·≥µk≥ · · · ;

čia kiekviena tikriṅe reikšṁe pasikartoja tiek kartų , koks yra jos kartotinumas. Pagal
1.9 teoremą operatoriausT tikrinių funkcijų sistema yra baże kompleksiṅeje erdv̇eje
HA . Kadangi operatoriausA koeficientai yra real̄us, tai galime pereiti nuo komplek-
sinės prie realios funkcijų bazės. Tegu tikriṅes funkcijos{uk} yra reali baże erdv̇eje
HA .

Į rodysime, kad skirtingas tikrines reikšmes atitinkančios tikrinės funkcijos yra or-
togonalios. Iš tikrų jų teguuk ir ul yra operatoriausT tikrinės funkcijos, atitinkaňcios
tikrines reikšmesλk ir λl. Tada

µk[uk, ul] = [T uk, ul] = [uk, T ul] = µl[uk, ul]

ir yra teisinga formul̇e
(µk − µl)[uk, ul] = 0.

Iš šios formul̇es išplaukia, kad skirtingas tikrines reikšmes atitinkančios tikrinės funkci-
jos erdv̇ejeHA yra ortogonalios. Tą pačią tikrinę reikšmę atitinkaňcias tikrines funkci-
jas (jų yra baigtinis skaičius) galima ortogonalizuoti standartiniu būdu. Tarkime, tokia
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ortogonalizacija jau atlikta. Tada{uk} yra pilna ortogonali funkcijų sistema erdvėje
HA = W̊1

2(Ω). Kiekvieną funkcijąu∈ W̊1
2(Ω) galima skleisti Furj̇e eilute

u =
∞∑

k=1

ckuk, ck = [u, uk]/[uk, uk],

konverguojaňcia erdv̇ejeW̊1
2(Ω). Eilutė konverguoja erdv̇ejeW̊1

2(Ω), jeigu pati eiluṫe
ir eilutė, sudaryta iš išvestinių , konverguoja erdvėjeL2(Ω). Atkreipsime ḋemesį į tai,
kad išvestinių eiluṫeje funkcijosukxi

, k = 1, 2, . . . , nėra ortogonalios erdvėjeL2(Ω).
Teguuk, ul yra operatoriausT tikrinės funkcijos. Tada

µk[uk, ul] = [T uk, ul] = (uk, ul).

Iš čia išplaukia, kad tikriṅes funkcijos{uk} yra ortogonalios ir erdv̇ejeL2(Ω). Kadangi
erdv̇eW̊1

2(Ω) yra tiršta erdv̇ejeL2(Ω), tai kiekvieną funkcijąu∈L2(Ω) galima skleisti
Furjė eilute

u =
∞∑

k=1

ckuk, ck = (u, uk)/(uk, uk)

ir ši eilutė konverguoja erdv̇eje L2(Ω). Tikrines funkcijas{uk} galima parinkti taip,
kad jos b̄utų ortonormuotos erdvėjeW̊1

2(Ω) arba erdv̇ejeL2(Ω).
Išnagriṅesime bendrąjį atvejį . Tarkime,a(x) yra bet kokia apṙežta mati srityjeΩ

funkcija. Parinkime skaičių λ0 taip, kada(x) + λ0≥0, b.v. x∈Ω, ir erdvėjeW̊1
2(Ω)

apibṙežkime kitą skaliarinę sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj v̄xi + (a + λ0)uv̄
)

dx.

Tada (4.50) Dirichlė uždavinys susiveda į (4.52) operatorinę lygtį suµ = (λ + λ0)−1

ir išlieka teisingi visi įrodyti teiginiai. Tiksliau, yra teisinga teorema.

4.6 teorema. TeguA yra tolygiai elipsinis savijungis operatorius. Tada:

1. Dirichlė uždavinio

A u = λu + f + div f̄ , u
∣∣
S

= 0,

spektrasσ(A) yra arṫejaňcių į +∞ realių skaǐcių seka.

2. Neigiamų spektro taškų gali b̄uti tik baigtinis skaǐcius (nesλ + λ0 > 0).

3. Tikrinių funkcijų aibė{uk} yra pilna ortogonali erdv̇eseL2(Ω) ir W̊1
2(Ω) funk-

cijų sistema. Be to, ją galima parinkti taip, kad vienoje iš šių erdvių ji būtų
ortonormuota.
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4.6. AUKŠTESNIŲJŲ EILIŲ LYGTYS

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω, u ir aα – skaliariṅes funkcijos, apibṙež-
tos srityjeΩ, α = (α1, . . . , αn) – multiindeksas ir

A u =
∑

|α|≤k

aα(x) Dα u.

Iš koeficientų prie aukš̌ciausios eil̇es išvestinių sudarome formą

Λ(x, ξ) =
∑

|α|=k

aα(x)ξα; ξα = ξα1
1 · . . . · ξαn

n , ξ∈Rn.

Atkreipsime ḋemesį, kadΛ(x, hξ) = hkΛ(x, ξ), ∀h > 0, t.y. ši forma yra teigiamai
homogeniṅe ξ atžvilgiu.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, operatoriusA taškex∈Ω yraelipsinis, jeigu šiame
taške formaΛ(x, ξ) yra teigiamai apibṙežta, t.y.

inf
|ξ|=1

|Λ(x, ξ)| > 0.

Jeigu operatoriusA yra elipsinis kiekviename sritiesΩ taške, tai sakysime, kad jis yra
elipsinis srityjeΩ.

Pasteḃesime, kad
Λ(x, ξ) = (−1)kΛ(x,−ξ).

Todėl operatoriusA yra elipsinis tik tada, kaik = 2m.
Teguaαβ = aβα yra apṙežtos mǎcios srityjeΩ funkcijos,α, β – multiindeksai ir

A u = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

Dα(aαβ(x)Dβ u).

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, srityjeΩ operatoriusA yragriežtai elipsinis, jeigu

Λ(x, ξ) =
∑

|α|=|β|=m

aαβ(x)ξαξβ≥ν|ξ|2m, ∀ξ∈Rm, ν = const > 0.

SrityjeΩ nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį

A u = f, u
∣∣
S

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= 0, . . . ,
∂m−1u

∂nm−1

∣∣∣
S

= 0; (4.53)

čia: f∈L2(Ω) – žinoma funkcija,n – vienetinis paviršiausS išorinės normal̇es vek-
torius. Bendru atveju (4.53) uždavinys neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. Todėl
reikia apibṙežti apibendrinto sprendinio sąvoką ir suteikti (4.53) Dirichlė uždaviniui
tam tikrą prasmę.

Iš pradžių tarkime, kadf ir visi operatoriausA koeficientai yra pakankamai glo-
džios funkcijos, ou yra klasikinis (4.53) Dirichlė uždavinio sprendinys. Tada su visais
η∈C∞0 (Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ uDα η dx =
∫

Ω

fη dx. (4.54)
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Norint tuo įsitikinti, reikia abi lygtiesA u = f puses padauginti iš funkcijosη, gautą
lygybę suitegruoti sritimiΩ ir m kartų pritaikyti integravimo dalimis formulę.

Aibė C∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇eje W̊m
2 (Ω). Todėl (4.54) integraliṅeje tapatyḃeje vi-

etoje funkcijosη∈C∞0 (Ω) galime imti bet kokią funkcijąη∈ W̊m
2 (Ω). Be to, inte-

gralas (4.54) tapatyḃes dešiṅeje konverguos∀f∈L2(Ω), o integralas kaiṙeje konver-
guos∀u∈Wm

2 (Ω), jeigu tik koeficientaiaαβ bus apṙežti srityjeΩ. Jeiguu∈ W̊m
2 (Ω),

tai paviršiujeS ji ir visos jos išvestiṅes iki(m−1)-osios eil̇es imtinai bus lygios nuliui
(žr. 2.5 skyrelį). Toḋel nat̄uralus toks (4.53) Dirichlė uždavinio apibendrinto spren-
dinio apibṙežimas.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau∈ W̊m
2 (Ω) yra (4.53) Dirichlė uždavi-

nio apibendrintasis sprendinyssrityje Ω, jeigu∀η∈ W̊m
2 (Ω) teisinga (4.54) integraliṅe

tapatyḃe.
Tarkime, funkcijau∈ W̊m

2 (Ω) yra (4.53) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendi-
nys srityjeΩ. Be to, teguu, f ir operatoriausA koeficientai yra pakankamai glodžios
funkcijos. Tada ∫

Ω

(
A u− f

)
η dx = 0, ∀η∈C∞0 (Ω). (4.55)

Pastaroji tapatyḃe yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcijaA u − f lygi nuliui, t.y.
A u = f. Taigi funkcijau yra klasikinis Dirichl̇e (4.53) uždavinio sprendinys.

Tegum > 1, A – griežtai elipsinis operatorius ir

[u, η] =
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ uDα η dx, ∀u, η∈ W̊m
2 (Ω). (4.56)

Bendruoju atveju ši bitiesiṅe forma ṅera skaliariṅe sandaugåWm
2 (Ω) erdv̇eje. Pateik-

sime pavyzdį operatoriaus, kuris yra griežtai elipsinis, tačiau sąlyga

[u, u] =
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ uDα u dx≥0, ∀u∈ W̊m
2 (Ω)

nėra patenkinta.
P a v y z d y s . Teguω ir a yra tokios be galo diferencijuojamos funkcijos (žr.4.1

ir 4.2 pav.), kad:

1. ω(t) = 1, kai t∈[0, ε) ir ω(t) = 0, kai t > ε + δ;

2. a(t) = 1, kai t∈[0, ε) ir a(t) = δ4, kai t > ε + ρ;

čiaρ, δ, ε – teigiami skaǐciai, ρ < δ.
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Tarkime,Bε+ρ ⊂ Ω, Ω – sritis plokštumojeR2 ir

A u = (aux1x1)x1x1 + (aux2x2)x2x2 − 2(aux1x2)x1x2 + 4(aux1x1)x2x2 ;

čiaa = a(|x|). OperatoriųA atitinka forma

Λ(x, ξ) = a(ξ2
1 + ξ2

2)2≥δ4(ξ2
1 + ξ2

2)2.

Kai |ξ| = 1, formaΛ(x, ξ)≥δ4 > 0. Taigi srityjeΩ operatoriusA yra griežtai elipsinis.
Apibrėžkime funkcijąu formule

u(x) = x1x2ω(|x|).
SrityjeΩ ji yra be galo diferencijuojama. Be to, skritulioBε+δ išoṙeje ji yra lygi nuliui.
Tiesiogiai galima įsitikinti, kad

[u, u] =
∫

Ω

a(u2
x1x1

+ u2
x2x2

− 2u2
x1x2

+ 4ux1x1ux2x2) =

= −2|Bε|+
∫

Ω\Bε

a(u2
x1x1

+ u2
x2x2

− 2u2
x1x2

+ 4ux1x1ux2x2)≤

≤− 2|Bε|+ εC1δ
−4ρ + εC2δ < −|Bε| < 0,

jeigu tik skaǐciai ρ ir δ yra pakankamai maži. Taigi[·, ·] nėra skaliariṅe sandauga.
Iš pateikto pavyzdžio matome, kad bendruoju atveju (4.56) formulė neapibṙežia

skaliariṅes sandaugos. Tačiau yra teisingi tokie teiginiai.

4.3 lema. Tarkime, operatoriausA koeficientaiaαβ , ∀α, β : |α| = |β| = m yra
pastov̄us. Tada egzistuoja tokia konstantaC0, kad

[u, u]≥C0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

. (4.57)

/ Kadangi aiḃeC∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇ejeW̊m
2 (Ω), tai (4.57) nelygybę pakanka įrodyti

kiekvienai funkcijaiu∈C∞0 (Ω).
Tegu funkcijau∈C∞0 (Ω). Pratęskime ją nuliu į sritiesΩ išorę ir pratęstą funkciją

pažyṁekime ta pǎcia raide. Funkcijosu Furjė transformacija

û(ξ) = (2π)−n/2

∫

Rn

eixξu(x) dx.

Pagal Planšerelio–Parsevalio formulę
∫

Rn

|u(x)|2 dx =
∫

Rn

|û(ξ)|2 dξ.

Kiekvienam multiindeksuiα = (α1, . . . , αn) funkcijosDα u Furjė transformacija

D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ), ξα = ξα1
1 · . . . · ξαn

n .
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Todėl

‖u‖2
W̊m

2 (Ω)
= ‖u‖2

W̊m
2 (Rn)

=
∫

Rn

∑

|α|=m

|Dα u(x)|2 dx =

=
∫

Rn

∑

|α|=m

ξ2α|û(ξ)|2 dξ≤C1

∫

Rn

|ξ|2m|û(ξ)|2 dξ.

Pagal Planšerelio–Parsevalio formulę

[u, u] =
∫

Rn

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ uDα u dx =
∫

Rn

∑

|α|=|β|=m

aαβξαξβ |û(ξ)|2 dξ.

KadangiA yra griežtai elipsinis operatorius, tai

[u, u]≥ν

∫

Rn

|ξ|2m|û(ξ)|2 dξ≥νC−1
1

∫

Rn

∑

|α|=m

ξ2α|û(ξ)|2 dξ = C0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

;

čiaC0 = νC−1
1 . .

4.4 lema. Tegu operatoriausA koeficientaiaαβ∈C(Ω), ∀α, β : |α| = |β| = m. Tada
(4.57) nelygyḃe teisinga, jeigu sritiesΩ diametras yra pakankamai mažas.

/ Pasirinkime kokį nors taškąx0∈Ω. Tada

[u, u] =
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

aαβ(x0)Dβ u Dα u dx+

+
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

(aαβ(x)− aαβ(x0)) Dβ uDα u dx.

Pagal4.3 lemą egzistuoja tokia teigiama konstantaC ′0, kad
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

aαβ(x0)Dβ u Dα u dx≥C ′0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

.

Koeficientaiaαβ∈C(Ω). Todėl

max
x∈Ω

|aαβ(x)− aαβ(x0)| = ε(α, β)≤ρ, ∀α, β : |α| = |β| = m.

Be to, kai sritiesΩ diametras arṫeja į nulį ,ρ → 0. Todėl
∣∣∣
∫

Ω

∑

|α|=|β|=m

(aαβ(x)− aαβ(x0)) Dβ u Dα u dx
∣∣∣≤ρC‖u‖2

W̊m
2 (Ω)

.

Tarkime,ρC≤C ′0/2. Tada

[u, u]≥C ′0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

− ρC‖u‖2
W̊m

2 (Ω)
≥C0‖u‖2W̊m

2 (Ω)
;

čiaC0 = C ′0/2. .
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4.5 lema. Kiekvienai funkcijaiu∈ W̊m
2 (Ω) ir bet kokiam skaǐciui ε > 0 yra teisinga

nelygyḃe5

‖u‖2
W̊k

2(Ω)
≤ε‖u‖2

W̊m
2 (Ω)

+ Cε‖u‖2L2(Ω); (4.58)

čia k < m, o konstantaCε nepriklauso nuo konkretaus elementou∈ W̊m
2 (Ω) ir artėja

į +∞, kai ε → 0.

/ Pakanka įrodyti, kad (4.58) nelygyḃe yra teisinga∀u∈C∞0 (Ω). Laisvai pasirinkime
funkcijąu∈C∞0 (Ω), pratęskime ją nuliu į sritiesΩ išorę ir gautą funkciją pažyṁekime
ta pǎcia raide. Pagal Planšerelio–Parsevalio formulę

‖u‖2
W̊k

2(Ω)
= ‖u‖2

W̊k
2(Rn)

=
∫

Rn

∑

|α|=k

ξ2α|û(ξ)|2 dξ.

Kiekvienamε > 0 egzistuoja tokia teigiama konstantaCε, kad
∑

|α|=k

ξ2α≤ε
∑

|α|=m

ξ2α + Cε, ∀ξ∈Rn.

Todėl yra teisinga nelygyḃe

‖u‖2
W̊k

2(Ω)
≤ε

∫

Rn

∑

|α|=m

ξ2α|û(ξ)|2 dξ + Cε

∫

Rn

|û(ξ)|2 dξ. (4.59)

Pagal Planšerelio–Parsevalio formulę
∫

Rn

∑

|α|=m

ξ2α|û(ξ)|2 dξ = ‖u‖2
W̊m

2 (Rn)
= ‖u‖2

W̊m
2 (Ω)

,

∫

Rn

|û(ξ)|2 dξ = ‖u‖2L2(Rn) = ‖u‖2L2(Ω).

Įstatę šias integalų išraiškas į (4.59), gausime (4.58) nelygybę..

4.7 teorema. (Gordingo nelygyḃe) Tegu koeficientaiaαβ ∈ C(Ω) su visaisα, β : |α|
= |β| = m. Tada egzistuoja tokios teigiamos konstantosλ0 ir C0, kad

〈u, u〉 = [u, u] + λ0‖u‖2L2(Ω)≥C0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

. (4.60)

/ TeguΩ1, . . . , ΩN yra sritiesΩ atviras denginys. Parinkime jį taip, kadΩi ⊂ Ω̃i,
∀i = 1, . . . , N, ir kiekviena sritisΩ̃i tenkintų 4.4 lemos sąlygą. SritiesΩ denginiui
Ω̃1, . . . , Ω̃N konstruojame vieneto skaidinį

N∑

i=1

ζi(x) = 1, ∀x∈Ω;

5Ši lema yra bendresnio teiginio atskiras atvejis (žr3.6skyrelio3.19teoremą).



126 4. KRAŠTINIAI ELIPSINIŲ LYG ČIŲ UŽDAVINIAI

čia supp ζi ⊂ Ω̃i, ζi∈C∞0 (Ω̃i), ζi(x) = 1, ∀x∈Ωi. Tada

[u, u] =
N∑

i=1

∫

Ω̃i

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ uDα u ζ2
i dx =

=
N∑

i=1

∫

Ω̃i

∑

|α|=|β|=m

{
aαβ Dβ(uζi)Dα(uζi)−

−aαβ Dβ(uζi)Qα
i − aαβ Dα(uζi)Q

β
i + aαβQβ

i Qα
i

}
dx;

čia
Qα

i =
∑

γ: |α−γ|<m

bγ Dα−γ uDγ ζi.

Pagal4.4 lemą egzistuoja tokia konstantaC ′0, kad
∫

Ω̃i

∑

|α|=|β|=m

aαβ Dβ(uζi)Dα(uζi) dx≥

≥C ′0‖uζi‖2W̊m
2 (Ω̃i)

≥C ′0‖u‖2W̊m
2 (Ωi)

, ∀i = 1, . . . , N.

Iš čia ir 4.5 lemos išplaukia

[u, u]≥C ′0

N∑

i=1

‖uζi‖2W̊m
2 (Ω̃i)

− ε‖u‖2
W̊m

2 (Ω)
− Cε‖u‖2L2(Ω).

Pȧemę šioje nelygyḃejeε = C ′0/2 ir pažyṁejęCε = λ0, gausime

[u, u]≥C0‖u‖2W̊m
2 (Ω)

− λ0‖u‖2L2(Ω);

čiaC0 = C ′0/2. .
P a s t a b a . Gordingo nelygybė gali b̄uti teisinga ir tuo atveju, kai operatoriausA

koeficientaiaαβ yra tik apṙežti.
Tarkime, Gordingo nelygyḃe teisinga. Tada

〈u, v〉 = [u, v] + λ0(u, v)

yra skaliariṅe sandauga ir norma

|||u ||| =
√
〈u, u〉

ekvivalenti normai erdv̇eje ‖u‖W̊m
2 (Ω). Erdvę W̊m

2 (Ω) su taip apibṙežta norma pažy-
mėkime raideHA . Tada (4.54) integralinę tapatybę galima perrašyti taip:

〈u, η〉 − λ0(u, η) = (f, η), ∀η∈HA . (4.61)
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ErdvėjeHA funkcionalai

b(η) = (f, η), tu(η) = (u, η)

yra tiesiniai ir apṙežti. Pagal1.10 teoremą egzistuoja tokie vieninteliai elementaiF,
T u∈HA, kad

b(η) = 〈F, η〉, tu(η) = 〈T u, η〉, ∀η∈HA .

Be to, formul̇e

〈T u, η〉 =
∫

Ω

uη dx, ∀η∈HA

apibṙežia tiesinį operatoriųT : HA → HA . Todėl (4.61) tapatybę galime perrašyti
taip:

〈u− λ0 T u− F, η〉 = 0, ∀η∈HA .

Iš šios tapatyḃes išplaukia, kad (4.53) Dirichlė uždavinys yra ekvivalentus operatorinei
lygčiai

u− λ0 T u = F, (4.62)

t.y. funkcijau yra apibendrintas (4.53) Dirichlė uždavinio sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.62) operatoriṅes lygties sprendinys erdvėjeHA . Be to, homogeninę lygtį

u− λ0 T u = 0 (4.63)

atitinka homogeninis Dirichlė uždavinys

A u = 0, u
∣∣
S

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= 0, . . . ,
∂m−1u

∂nm−1

∣∣∣
S

= 0. (4.64)

OperatoriusT : HA → HA yra teigiamas, savijungis ir visiškai tolydus6. Toḋel
(4.62) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisinga Fredholmo alternatyva:

1. Jeigu (4.63) lygtis erdv̇ejeHA turi tik trivialų sprendinį, tai (4.62) lygtis su visais
F∈HA turi vienintelį sprendinį erdv̇ejeHA .

2. Jeigu (4.63) lygtis turi netrivialų sprendinį, tai (4.62) lygtis turi sprendinį tik su
tokiaisF∈HA, kurie yra ortogonal̄us (4.63) lygties sprendiniams.

Kartu yra teisinga teorema.

4.8 teorema. (Fredholmo alternatyva)Tegu yra teisinga Gordingo nelygybė. Tada:

1. Jeigu homogeninis(4.64) Dirichlė uždavinys turi tik trivialų apibendrintą spren-
dinį, tai nehomogeninis(4.53) Dirichlė uždavinys turi vienintelį apibendrintą
sprendinį∀f∈L2(Ω) .

2. Jeigu homogeninis(4.64) Dirichlė uždavinys turi netrivialų apibendrintą spren-
dinį, tai nehomogeninis(4.53) Dirichlė uždavinys turi apibendrintą sprendinį tik
su tokiomis funkcijomisf∈L2(Ω), kurios yra ortogonalios(4.64) lygties spren-
diniams.

6Į rodymas yra visiškai toks pats kaip antrosios eilės lygties atveju.
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K o m e n t a r a i :

1. Norint atlikti išsamų (4.53) Dirichlė uždavinio tyrimą, reikia įvesti kompleksinį
parametrąλ ir lygtį A u = f pakeisti lygtimi

A u = λu + f.

2. Įrodyta teorema išlieka teisinga, jeigu (4.53) lygtyje diferencialinį reiškinįA u
pakeisime reiškiniu

A u = (−1)m
∑

|α|=|β|=m

Dα(aαβ(x)Dβ u) +
∑

|α|<2m

aα(x) Dα u,

o funkcijąf – reiškiniuf + div f̄ .

3. Apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį galima įrodyti ir kitų kraštinių
sąlygų atveju.

4. Analogiška teorija teisinga ne tikk-osios eil̇es lygtims, bet irk-osios eil̇es siste-
moms (žr., pavyzdžiui, [27]).
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4.7. KITŲ KRAŠTINIŲ SĄLYGŲ ATVEJIS

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis, S = ∂Ω – C1 klaṡes paviršius,A – tolygiai
elipsinis srityjeΩ operatorius su aprėžtais koeficientaisaij , ai ir a, n – išorinis sri-
ties Ω atžvilgiu paviršiausS vienetinis normal̇es vektorius,f∈L2(Ω), ϕ∈L2(S),
σ∈L∞(S) – žinomos funkcijos.

Nagriṅesime kraštinį uždavinį7

A u = f(x), x∈Ω; (∂u/∂N + σu)
∣∣
S

= ϕ(x), x∈S; (4.65)

čia

∂u/∂N =
n∑

i,j=1

aijuxj
cos(n, xi)

konormaliṅe išvestiṅe. KaiA u = −∆u konormaliṅe išvestiṅe∂u/∂N = ∂u/∂n.
Taip suformuluotas uždavinys klasikiniu požiūriu neturi prasṁes. Norint suteikti

jam tam tikrą prasmę, kaip ir Dirichlė uždavinio atveju reikia išvesti jį atitinkančią
integralinę tapatybę ir apibrėžti apibendrinto sprendinio sąvoką.

Jeigu operatoriausA koeficientai bei funkcijosf, ϕ ir σ pakankamai glodžios iru
yra klasikinis (4.65) uždavinio sprendinys, tai∀η∈C∞(Ω) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dx =
∫

S

(ϕ− σu)η dS +
∫

Ω

fη dx. (4.66)

Ją išvedant, lygtįA u = f reikia padauginti iš funkcijosη, suintegruoti sritimiΩ,
pritaikyti integravimo dalimis formulę ir pasinaudoti kraštine sąlyga.

Iš 3.8 teoremos išplaukia, kad erdvė W1
2(Ω) įsideda į erdvęL2(S) ir įdėjimo op-

eratorius yra visiškai tolydus. Be to, aibė C∞(Ω) yra tiršta erdv̇eje W1
2(Ω) (žr. 2.6

skyrelį). Remdamiesi šiais teiginiais, galime tvirtinti, kad (4.66) tapatyḃe teisinga
∀ η ∈ W1

2(Ω), o į ją įeinantys integralai konverguoja, kaiu∈ W1
2(Ω), f ∈ L2(Ω),

ϕ∈ L2(S), σ ∈ L∞(S) ir operatoriausA koeficientai yra apṙežti. Toḋel nat̄uralu (4.65)
uždavinio apibendrintą sprendinį apibrėžti taip:

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau∈W1
2(Ω) yra (4.65) uždavinioapiben-

drintas sprendinys,jeigu∀η∈W1
2(Ω) ji tenkina (4.66) integralinę tapatybę.

Jeigu apibendrintas (4.65) uždavinio sprendinys yra pakankamai glodus ir opera-
toriausA koeficientai bei funkcijosf, ϕ, σ yra pakankamai glodžios, taiu yra klasiki-
nis (4.65) uždavinio sprendinys. Norint tuo įsitikinti, reikia pasinaudoti integravimo
dalimis formule ir nuo (4.66) integraliṅes tapatyḃes grįžti prie (4.65) uždavinio.

4.6 lema. TeguS yraC1 klaṡes paviršius,u∈W1
2(Ω). Tada∀ε > 0 teisinga nelygyḃe

∫

S

u2 dS≤ε

∫

Ω

u2
x dx + Cε

∫

Ω

u2 dx; (4.67)

čia konstantaCε →∞, kai ε → 0.

7Atvejis, kai lygties laisvasis narys lygusf + div f̄ , nagriṅejamas analogiškai.
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/ Teguu∈W1
2(Ω), u2 = |v|q, q∈(1, 2). Tadav∈W1

q(Ω). Tokiomsq reikšṁems erdv̇e
W1

q(Ω) įsideda į erdvęLq(S) (žr. 3.8 teoremą). Toḋel egzistuoja tokia teigiama kon-
stantaC, kad

∫

S

|v|q dS ≤ C

∫

Ω

(|v|q + |vx|q) dx, ∀v∈W1
q(Ω).

Kartu∀u∈W1
2(Ω) yra teisinga nelygyḃe

∫

S

u2 dS≤C

∫

Ω

(u2 +
(
2/q

)q|u|2−q|ux|q) dx.

Pasinaudoję Jungo nelygybe

ab≤h

p
ap +

h−p′/p

p′
bp′ , a, b≥0,

kai p = 2/q, p′ = 2/(2− q), įvertinsime integralą
∫

Ω

|u|2−q|ux|q dx≤hq/2
∫

Ω

u2
x dx + h−q/(2−q)(2− q)/2

∫

Ω

u2 dx, h > 0.

Iš gautų įveřcių išplaukia nelygyḃe
∫

S

u2 dS≤C
(
2/q

)q−1
h

∫

Ω

u2
x dx + C

[
1 +

(
2/q

)q
h−q/(2−q)(2− q)/2

] ∫

Ω

u2 dx.

Pažyṁeję

C
(
2/q

)q−1
h = ε, C

[
1 +

(
2/q

)q
h−q/(2−q)(2− q)/2

]
= Cε,

gausime (4.67) nelygybę..

4.9 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientasa(x)≥a0, a0 – pakankamai didelis
teigiamas skaičius. Tada(4.65) uždavinys srityjeΩ negali tuṙeti dviejų skirtingų
apibendrintų sprendinių .

/ Teguu1, u2 yra du apibendrinti (4.65) uždavinio sprendiniai srityjeΩ ir u = u1−u2.
Tada funkcijau tenkina integralinę tapatybę

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dx +
∫

S

σuη dS = 0, ∀η∈W1
2(Ω).

Kadangiu∈W1
2(Ω), tai pastaroji tapatyḃe teisinga, kaiη = u, t.y.

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj uxi +
n∑

i=1

aiuxiu + au2
)

dx +
∫

S

σu2 dS = 0. (4.68)
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Pagal teoremos sąlygąau2≥a0u
2. Be to,

n∑

i,j=1

aijuxj
uxi
≥νu2

x

ir egzistuoja tokia teigiama konstantaµ, kad

∣∣∣
n∑

i=1

aiuxiu
∣∣∣≤µ|ux||u|≤µ(εu2

x + C ′εu
2), C ′ε = 1/4ε.

Iš šių įveřcių ir (4.68) tapatyḃes išplaukia nelygyḃe
∫

Ω

(
νu2

x + a0u
2
)
dx +

∫

S

σu2 dS≤µε

∫

Ω

u2
x dx + µC ′ε

∫

Ω

u2 dx.

Pasinaudoję (4.67) nelygybe ir įvertinę paviršinį integralą, gausime
∫

Ω

(
νu2

x + a0u
2
)
dx≤(µ + σ0)ε

∫

Ω

u2
x dx + (µC ′ε + σ0Cε)

∫

Ω

u2 dx;

čiaσ0 = max
x∈S

|σ(x)|.
Teguε = (µ + σ0)−1ν/2 ir q0 = (µC ′ε + σ0Cε). Tada pastarąją nelygybę galima

perrašyti taip:
ν

2

∫

Ω

u2
x dx + (a0 − q0)

∫

Ω

u2 dx≤0.

Jeigua0 > q0, tai gauta nelygyḃe teisinga tik tuo atveju, kaiu = 0, t.y. u1 = u2. Taigi
bet kokie du apibendrinti (4.65) uždavinio sprendiniai sutampa, kaia0 > q0. .

P a s t a b a . Teorema išlieka teisinga ir tuo atveju, kaia yra bet kokia apṙežta
funkcija, tǎciau sritiesΩ diametras yra pakankamai mažas.

Tarkime,a(x)≥a0 (žr. 4.9 teoremą). Erdv̇ejeW1
2(Ω) apibṙežkime kitą skaliarinę

sandaugą

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxivxj + auv
)

dx

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u, u].

Erdvę W1
2(Ω) su taip apibṙežta norma pažyṁekime HA . Tiesiogiai galima įsitikin-

ti, kad norma erdv̇eje W1
2(Ω) yra ekvivalenti normai erdv̇eje HA . Todėl šios erdv̇es

sutampa.
Pasinaudoję skaliarinės sandaugos apibrėžimu, (4.66) integralinę tapatybę perra-

šykime taip:

[u, η] +
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxiη dx +
∫

S

(σu− ϕ)η dS =
∫

Ω

fη dx, ∀η∈HA . (4.69)
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Integralai

b(η) =
∫

Ω

fη dx +
∫

S

ϕη dS,

bu(η) =
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxi
η dx +

∫

S

σuη dS

yra tiesiniai funkcionalai erdv̇eje HA . Pagal3.12 teoremą egzistuoja tokia teigiama
konstantaC, kad

‖u‖L2(S)≤C‖u‖W1
2(Ω), ∀u∈W1

2(Ω).

Remiantis šiuo įveřciu, galima įrodyti, kad funkcionalaib(η) ir bu(η) yra apṙežti
erdv̇ejeHA . Pagal Ryso teoremą egzistuoja tokie vieninteliai elementaiF, B u ∈HA,
kad

b(η) = [F, η], bu(η) = [B u, η], ∀η∈HA .

Todėl (4.69) integralinę tapatybę galima perrašyti taip:

[u + B u− F, η] = 0, ∀η∈HA .

Kartu galime tvirtinti, kadu∈W1
2(Ω) yra apibendrintas (4.65) uždavinio sprendinys

srityjeΩ tada ir tik tada, kai ji yra operatorinės lygties

u + B u = F (4.70)

sprendinys erdv̇ejeHA . Pagal3.12teoremą erdv̇eW1
2(Ω) kompaktiškai įsideda į erdvę

L2(S). Remiantis šiuo teiginiu, galima įrodyti (žr.4.4 skyrelį), kad operatoriusB,
apibṙežtas formule

[B u, η] =
∫

Ω

n∑

i=1

aiuxiη dx +
∫

S

σuη dS,

yra visiškai tolydus operatorius erdvėje HA . Todėl (4.70) lygtis yra Fredholmo tipo
lygtis. Nagriṅejamu atveju homogeninė lygtis

u + B u = 0

turi tik trivialų sprendinį. Pagal1.4 teoremą (4.70) lygtis turi vienintelį sprendinį
∀F∈HA . Kartu galime tvirtinti, kad teisinga tokia teorema.

4.10 teorema.Tarkime,a(x)≥a0, b.v. x∈Ω (žr. 4.9 teoremą),f∈L2(Ω), ϕ∈L2(S).
Tada(4.65) uždavinys turi vienintelį apibendrintą sprendinį.

K o m e n t a r a i :

1. Norint ištirti bendrąjį atvejį , reikia įvesti kompleksinį parametrąλ, lygtį A u =
f pakeisti lygtimiA u = λu + f ir ją atitinkantį kraštinį uždavinį suvesti į
operatorinę lygtį (žr.4.4skyrelį).
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2. Analogiška teorija teisinga ir bendresnių kraštinių sąlygų atveju. Pavyzdžiui,
galima nagriṅeti kraštinį uždavinį su mišriąja kraštine sąlyga

∂u/∂N + σu = ϕ(x), x∈S; u = ψ(x), x∈Γ;

čia: S – C1 klaṡes paviršius,Γ – teigiamo ploto paviršius,S ∪ Γ = ∂Ω,
ϕ∈L2(S), ψ∈W1

2(Ω). Tokios kraštiṅes sąlygos atveju funkcijau∈W1
2(Ω) yra

apibendrintas sprendinys, jeiguu − ψ∈W1
2,0(Ω) ir ∀η∈W1

2,0(Ω) teisinga inte-
gralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj
ηxi

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dx =

∫

S

(ϕ− σu)η dS +
∫

Ω

fη dx.

ČiaW1
2,0(Ω) yra diferencijuojamų uždaroje srityjeΩ ir lygių nuliui paviršiausΓ

aplinkoje funkcijų uždarinys erdvėjeW1
2(Ω) . Kiekvienai funkcijaiu∈W1

2,0(Ω)
teisinga nelygyḃe ∫

Ω

u2 dx≤C

∫

Ω

u2
x dx.

KonstantaC čia priklauso tik nuo sritiesΩ diametro ir paviršiausΓ ploto. Šią ne-
lygybę galima įrodyti visiškai taip pat kaip Frydrichso nelygybę (žr.2.5skyrelį).

3. Reikalavimas, kadS būtų C1 klaṡes paviršius, ṅera esminis. Pakanka reikalauti,
kad:

(a) erdv̇e W1
2(Ω) įsidėtų į erdvęL2(S) ir įdėjimo operatorius b̄utų visiškai

tolydus;

(b) bet kokioms funkcijomsu, v∈W1
2(Ω) būtų teisinga integravimo dalimis

formulė.

Smulkiau apie tai žr. [27].



134 4. KRAŠTINIAI ELIPSINIŲ LYG ČIŲ UŽDAVINIAI

4.8. LOKALUSIS APIBENDRINTŲJŲ SPRENDINIŲ GLODUMAS

TeguA yra tolygiai elipsinis srityjeΩ operatorius. Ištirsime lygties

A u = f (4.71)

apibendrintų sprendinių lokalų glodumą.Tiksliau, įrodysime, kad didinant operato-
riausA koeficientų bei funkcijosf glodumą, atitinkamai diḋeja (4.71) lygties apiben-
drintų sprendinių glodumas.

Iš pradžių nagriṅesime paprašciausią atvejį , kaiA u = −∆u. Teguu yra apiben-
drintas Puasono lygties

−∆u = f

sprendinys srityjeΩ. Tada

∫

Ω

n∑

i=1

uxiηxi dx =
∫

Ω

fη dx, ∀η∈C∞0 (Ω).

Pakankamai mažiemsρ > 0 funkcija (Dα η)ρ∈C∞0 (Ω). Todėl

∫

Ω

n∑

i=1

uxi(D
α η)ρxi dx =

∫

Ω

(Dα η)ρf dx.

Pakeitę diferencijavimo ir vidurkinimo operacijų tvarką (žr.2.3skyrelio5 apibendrin-
tų išvestinių savybę), gausime

∫

Ω

n∑

i=1

uxi(D
α η)xiρ dx =

∫

Ω

(Dα η)ρf dx.

Pasinaudoję (2.29) formule, taip pat integravimo dalimis formule, šią tapatybę per-
rašysime taip:

∫

Ω

n∑

i=1

(Dα uρ)xiηxi dx = −
∫

Ω

D η Dα−1 fρ dx.

Teguη = Dα uρξ
2, ξ∈C∞0 (Ω), ξ(x)≥0, ∀x∈Ω, ξ(x) = 1, kai x∈Ω′, Ω′ : Ω′ ⊂

Ω – griežtai vidiṅe sritis, ρ – pakankamai mažas teigiamas skaičius. Tada teisinga
integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

n∑

i=1

(Dα uρ)2xi
ξ2 dx +

∫

Ω

2
n∑

i=1

(Dα uρ)xi Dα uρξξxi dx =

= −
∫

Ω

(
Dα+1 uρξ

2 + 2 Dα uρξ D ξ
)

Dα−1 fρ dx.
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Iš pastarosios tapatybės išplaukia nelygyḃe

∫

Ω

n∑

i=1

(Dα uρ)2xi
ξ2 dx≤C

∫

Ω

(
(Dα uρ)2ξ2

x + (Dα−1 fρ)2ξ2
)

dx.

Susumavę šias nelygybes pagalα : |α| = m + 1, m≥0, gausime

∫

Ω

∑

|α|=m+2

(Dα uρ)2ξ2 dx≤ (4.72)

≤C

∫

Ω

( ∑

|α|=m+1

(Dα uρ)2ξ2
x +

∑

|α|=m

(Dα fρ)2ξ2
)

dx.

Tarkime,m = 0. Tada (4.72) nelygybę galima perrašyti taip:

∫

Ω

u2
ρxxξ2 dx≤C

∫

Ω

(
u2

ρxξ2
x + f2

ρ ξ2
)
dx;

čia

u2
ρx =

n∑

i=1

u2
ρxi

, u2
ρxx =

n∑

i,j=1

u2
ρxixj

.

Pagal3 vidutinių funkcijų savybę

‖uρx‖L2(Ω)≤‖ux‖L2(Ω), ‖fρ‖L2(Ω)≤‖f‖L2(Ω).

Todėl ∫

Ω

u2
ρxxξ2 dx≤C

∫

Ω

(u2
x + f2) dx < ∞;

čia konstantaC priklauso tik nuodist{∂Ω, supp ξ}. Kartu galime tvirtinti, kad

∫

Ω′

u2
ρxx dx≤C

∫

Ω

(u2
x + f2) dx < ∞. (4.73)

Įrodysime, kad Puasono lygties apibendrintas sprendinysu∈W2
2(Ω

′). Tiksliau, įrody-
sime tokį teiginį.

4.7 lema. Teguf∈L2(Ω) ir u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys srityjeΩ.
Tada∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω funkcijau∈W2

2(Ω
′) ir

‖uxx‖L2(Ω′)≤C
(‖ux‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
; (4.74)

čia konstantaC priklauso tik nuodist{∂Ω, Ω′}.
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/ Pagal4 vidutinių funkcijų savybę (žr.2 skyrelį) vidutiṅes funkcijosuρ → u
erdv̇eje L2(Ω′), kai ρ → 0. Iš (4.73) nelygyḃes išplaukia, kad sekos{uρxixj

}ρ>0,
i, j = 1, . . . , n, yra apṙežtos erdv̇ejeL2(Ω′). Todėl iš jų galima išskirti silpnai konver-
guojaňcius posekius, t.y. egzistuoja tokie elementaiuij∈L2(Ω′), kad

uρxixj
⇁ uij , i, j = 1, . . . , n.

Remiantis2.5 teorema, srityjeΩ′ egzistuoja funkcijosu antrosios eil̇es apibendrintos
išvestiṅes uxixj ir jos sutampa suuij . Taigi u∈W2

2(Ω
′). Pasinaudoję3 vidutinių

funkcijų savybe ir5 apibendrintų išvestinių savybe, galime tvirtinti, kad (4.73) ne-
lygybė išliks teisinga, jeigu jojeuρ pakeisimeu, t.y.

∫

Ω′

u2
xx dx≤C

∫

Ω

(u2
x + f2) dx < ∞.

Kartu teisinga (4.74) nelygyḃe. .
I š v a d a . Jeigu funkcijaf∈L2(Ω), tai b.v. x∈Ω funkcija u tenkina Puasono

lygtį . Iš tikrujų teguu yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys. Tada
∫

Ω

n∑

i=1

uxiηxi dx =
∫

Ω

fη dx, ∀η∈C∞0 (Ω).

TeguΩ′ yra bet kokia griežtai vidiṅe sritis. SrityjeΩ′ funkcija u turi apibendrintas
antros eil̇es išvestines. Todėl yra teisinga tapatyḃe

∫

Ω

(∆u + f)η dx = 0, ∀η∈C∞0 (Ω′).

Iš jos išplaukia, kad b.v.x∈Ω′ funkcija u tenkina Puasono lygtį . Kadangi sritįΩ′

pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcijau tenkina Puasono lygtį b.v.x∈Ω.
Tarkime,m = 1, f∈W1

2(Ω), ξ∈C∞0 (Ω), supp ξ ⊂ Ω′, ξ(x) = 1, kai x∈Ω′′ :
Ω′′ ⊂ Ω′. Tada ∫

Ω′′

∑

|α|=3

(Dα uρ)2 dx≤C

∫

Ω′

(
u2

xx + f2
x

)
dx;

čia konstantaC priklauso nuo atstumodist{∂Ω′, supp ξ}. Iš šios nelygyḃes (žr. 4.7
lemos įrodymą) išplaukia, kadu∈W3

2(Ω
′′) ir

∫

Ω′′

∑

|α|=3

(Dα u)2 dx≤C

∫

Ω′

(
u2

xx + f2
x

)
dx≤C ′

∫

Ω

(
u2

x + f2
x + f2

)
dx.

Taip samprotaudami toliau, gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumas padidėja
lygiai tiek kiek padiḋeja funkcijosf glodumas. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

4.11 teorema.Tegum≥0, f∈Wm
2 (Ω) ir u yra apibendrintasis Puasono lygties spren-

dinys srityjeΩ. Tadau∈Wm+2
2 (Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω ir

∑

|α|=m+2

‖Dα u‖L2(Ω′)≤C
(‖ux‖L2(Ω) + ‖f‖Wm

2 (Ω)

)
.
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P a s t a b a . Teorema išlieka teisinga, jeigu funkcijaf∈L2(Ω) ir kiekvienoje
griežtai vidiṅeje srityjeΩ′ turi sumuojamas kvadratu apibendrintas išvestines ikim-
osios eil̇es imtinai.

I š v a d o s :

1. Jeigu funkcijaf turi m-osios eil̇es apibendrintas išvestines kokioje nors srityje
Ω0 ⊂ Ω, tai Puasono lygties apibendrintas sprendinys turi(m + 2)-osios eil̇es
apibendrintas išvestines srityjeΩ′0 : Ω′0 ⊂ Ω0.

2. Teguf∈Wm
2 (Ω) ir u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys srityjeΩ.

Tada:

(a) Jeigum + 2 > n/2 ir k < m + 2− n/2, tai u∈Ck(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω.

(b) Jeiguα < k −m− 2− n/2, α∈(0, 1), tai u∈Ck,α(Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω.

Išnagriṅesime bendrąjį atvejį . Tarkime,u yra apibendrintas (4.71) lygties sprendi-
nys. Tada teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dx =
∫

Ω

fη dx, ∀η∈C∞0 (Ω).

Pakankamai mažiemsρ > 0 funkcija (Dα η)ρ∈C∞0 (Ω). Todėl tokiemsρ teisinga in-
tegraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxj (D
α η)ρxi +

( n∑

i=1

aiuxi + au
)
(Dα η)ρ

)
dx =

∫

Ω

(Dα η)ρf dx.

Pasinaudoję (2.29) formule ir 5 apibendrintų išvestinių savybe, perrašysime šią tapa-
tybę taip: ∫

Ω

n∑

i,j=1

(aij Dj u)ρ(Dα η)xi dx =
∫

Ω

gρ Dα η dx; (4.75)

čia

g = f −
n∑

i=1

aiuxi − au.

Remdamiesi šia tapatybe, įrodysime, kad (4.71) lygties apibendrinto sprendinio glo-
dumas padiḋeja lygiai tiek kiek padiḋeja operatoriausA koeficientų bei funkcijosf
glodumas.

4.12 teorema.Teguu yra apibendrintas(4.71) lygties sprendinys srityjeΩ, f∈L2(Ω),
operatoriausA koeficientaiaij∈C0,1(Ω), ai, a∈L∞(Ω), ∀i, j = 1, . . . , n. Tada funk-
cija u∈W2

2(Ω
′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω ir teisinga nelygyḃe

‖uxx‖L2(Ω′)≤C
(‖u‖W1

2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
; (4.76)

čia konstantaC priklauso tik nuodist{∂Ω, Ω′}.
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/ Tarkime, (4.75) tapatyḃeje Dα = ∂/∂xk, η = uρxk
ξ2, ξ∈C∞0 (Ω), ξ(x)≥0,

∀x∈Ω, ξ(x) = 1, kai x∈Ω′ : Ω′ ⊂ Ω – griežtai vidiṅe sritis,ρ – pakankamai mažas
teigiamas skaičius. Gautas tapatybes susumavę pagalk nuo 1 iki n ir pasinaudoję
integravimo dalimis formule, gausime

−
∫

Ω

n∑

k=1

n∑

i,j=1

(aij Dj u)ρxk
(uρxk

ξ2)xi dx =
∫

Ω

n∑

k=1

gρ(uρxk
ξ2)xk

dx. (4.77)

Įvertinsime šiuos integralus. Iš pradžių pastebėsime, kad

∣∣∣
∫

Ω

n∑

k=1

gρ(uρxk
ξ2)xk

dx
∣∣∣≤

≤
∫

Ω

(
εu2

ρxxξ2 + Cε(u2
ρxξ2

x + f2
ρ ξ2 + u2

x + u2)
)
dx, ∀ε > 0;

čiaCε →∞, kai ε → 0. Integralas

∫

Ω

n∑

k=1

n∑

i,j=1

(aij Dj u)ρxk
(uρxk

ξ2)xi dx =

=
∫

Ω

n∑

k=1

n∑

i,j=1

(∫
ωρxk

(x− y)(aij(y)− aij(x))uyj (y) dy
)
(uρxk

ξ2)xi dx+

+
∫

Ω

n∑

k=1

n∑

i,j=1

aij(x)uρxkxj (uρxk
ξ2)xi dx.

Priminsime (žr.2 skyrelį), kadωρ(x) = Cρ−nω(|x|2/ρ2). Jos išvestiṅe

ωρxk
(x) = Cρ−n−2ω′(|x|2/ρ2)2xk, k = 1, . . . , n.

Tarkime,ω yra monotoniškai maž̇ejanti funkcija, t.y.ω′(t)≤0, ∀t≥0. Tada formul̇e

ω̃ρ(x) = −C̃ρ−n−2ω′(|x|2/ρ2)|x|2, C̃ = 2C/n,

apibṙežia be galo diferencijuojamą neneigiamą funkcijąω̃ρ, kuri lygi nuliui kai |x|≥ρ,
ir ∫

Rn

ω̃ρ(x) dx = − 1
n

Cρ−n|S1|
ρ∫

0

rnω′(r2/ρ2)2r/ρ2 dr =

= Cρ−n|S1|
ρ∫

0

ω(r2/ρ2)rn−1 dr =
∫

Rn

ωρ(x) dx = 1, ∀ρ > 0.

Taigi funkcijosu vidutinė funkcija

ũρ(x) =
∫

ω̃ρ(x− y)u(y) dy
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pasižymi tomis pǎciomis savyḃemis kaip ir vidutiṅe funkcijauρ.
Pagal prielaidą operatoriusA yra griežtai elipsinis. Toḋel

∫

Ω

n∑

i,j=1

aij(x)uρxkxj
(uρxk

ξ2)xi
dx≥

≥ν

∫

Ω

u2
ρxxξ2 dx−

∫

Ω

(εu2
ρxxξ2 + Cεu

2
ρxξ2

x) dx.

Kadangi koeficientaiaij∈C0,1(Ω), tai egzistuoja tokia konstantaL, kad

|aij(x)− aij(y)|≤L|x− y|, ∀i, j = 1, . . . , n, x, y∈Ω.

Kartu∀k, i = 1, . . . , n teisinga nelygyḃe

∣∣∣
n∑

j=1

∫
ωρxk

(x− y)(aij(y)− aij(x))uyj (y) dy
∣∣∣≤

≤C

∫
ω̃ρ(x− y)|uy| dy≤C

(∫
ω̃ρ(x− y)u2

y(y) dy
)1/2

:= Cṽ(x).

Pasinaudoję šia nelygybe, įvertinsime integralą

∣∣∣
∫

Ω

n∑

k=1

n∑

i,j=1

(∫
ωρxk

(x− y)(aij(y)− aij(x))uyj (y) dy
)
(uρxk

ξ2)xi dx
∣∣∣≤

≤C

∫

Ω

ṽ(uρxxξ2 + uρx2ξξx) dx≤
∫

Ω

(
εu2

ρxxξ2 + Cεṽ
2ξ2 + Cεu

2
ρxξ2

x

)
dx.

Be to, pasteḃesime, kad ∫

Ω

ṽ2ξ2 dx≤
∫

Ω

u2
x dx.

Iš šių įveřcių ir (4.77) tapatyḃes išplaukia nelygyḃe
∫

Ω

u2
ρxxξ2 dx≤C

∫

Ω

(u2
ρxξ2

x + f2
ρ ξ2 + u2

x + u2) dx.

Tolesnis teoremos įrodymas yra visiškai toks pats kaip4.7 lemos..
Šią teoremą galima apibendrinti. Tiksliau, matematinės indukcijos metodu galima

įrodyti tokį teiginį.

4.13 teorema.Teguu yra apibendrintas(4.71) lygties sprendinys srityjeΩ, funkci-
ja f∈Wk

2(Ω), k≥1, o operatoriausA koeficientaiaij∈Ck,1(Ω), ai, a∈Ck−1,1(Ω),
∀i, j = 1, . . . , n. Tadau∈Wk+2

2 (Ω′), ∀Ω′ : Ω′ ⊂ Ω ir teisinga nelygyḃe

‖u‖Wk+2
2 (Ω′)≤C

(‖u‖W1
2(Ω) + ‖f‖Wk

2(Ω)

)
; (4.78)

čia konstantaC priklauso tik nuodist{∂Ω, Ω′}.
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I š v a d o s :

1. Teguu yra apibendrintas (4.71) lygties sprendinys srityjeΩ ir operatoriausA
koeficientaiaij , ai, a bei f yra be galo diferencijuojamos srityjeΩ funkcijos.
Tadau taip pat yra be galo diferencijuojama srityjeΩ funkcija.

2. Jeigu operatoriausA koeficientaiaij∈C0,1(Ω), ai, a∈L∞(Ω) ∀i, j = 1, . . . , n,
ir funkcija f∈L2(Ω), tai b.v.x∈Ω funkcijau tenkina (4.71) lygtį .

P a s t a b a . Atkreipsime dėmesį į tai, kad (4.78) nelygyḃeje ‖u‖W1
2(Ω) galima

pakeisti‖u‖L2(Ω).
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4.9. GLOBALUSIS APIBENDRINTŲJŲ SPRENDINIŲ
GLODUMAS

Pirmojo, antrojo ir trěciojo kraštinio uždavinio apibendrintų sprendinių glodumo tyri-
mas skiriasi tik tam tikromis techninėmis detal̇emis. Toḋel šiame skyrelyje apsiri-
bosime pirmuoju (Dirichl̇e) kraštiniu uždaviniu

A u = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= ϕ(x), x ∈ S. (4.79)

Natūralu, kad apibendrintų sprendinių glodumasčia priklauso ne tik nuo operatori-
ausA koeficientų bei funkcijosf glodumo, bet ir nuo paviršiausS bei funkcijosϕ
glodumo.

Iš pradžių nagriṅesime paprašciausią atvejį , kaiA = −∆ ir ϕ = 0. Tiksliau, tegu
u yra apibendrintas Dirichlė uždavinio

−∆u = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0 (4.80)

sprendinys.

4.14 teorema.Tarkime,Ω yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω –C2 klaṡes paviršius,
f∈L2(Ω) . Tadau∈W2

2(Ω) ir teisingas įvertis

‖u‖W2
2(Ω)≤C‖f‖L2(Ω). (4.81)

/ Pagal4.7 lemąu∈W2
2(Ω

′) bet kokioje griežtai vidiṅeje srityjeΩ′. Todėl reikia
įrodyti, kadu turi antrosios eil̇es sumuojamas kvadratu apibendrintas išvestines kokioje
nors paviršiausS aplinkoje. Įrodymą išskaidysime į tris etapus.

1. Tarkime, paviršiausS dalis yra hiperplokštuma (žr.4.3 pav.). Be to, tegu ji yra
apibṙežta lygtimi

xn = 0

ir pusrutulysB
–

δ = {x∈Rn : |x| < δ, xn < 0} ⊂ Ω.

..............................................................................................
...........

.........
........
........
....... .........................................................................................

............................................................................

................. ..............

.................

..............

B
–

δ
Ω S

xn

x′ = (x1, . . . , xn−1)

4.3 pav.

Į rodysime, kadu∈W2
2(B

–

δ/2).

Šiame skyrelyje vidutinę funkciją apibrėšime kitaip – ne pagal visus kintamuo-
sius x, o tik pagalx′. Tegu ω∈C∞[0,∞), ω(t) > 0,∀t∈[0, 1), ω(t) = 0,∀t≥1.
Apibrėžkime be galo diferencijuojamų funkcijų seką

ωρ(x′) = Cρ−n+1ω(|x′|2/ρ2), x′∈Rn−1, ρ > 0.
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KonstantąC parinkime taip, kad
∫

Rn−1

ωρ(x′) dx′ = 1, ∀ρ > 0.

Akivaizdu, kadωρ∈C∞(Rn−1) ir

ωρ(x′) > 0, kai |x′| < ρ,

ωρ(x′) = 0, kai |x′|≥ρ.

Tegu u yra sumuojama srityjeΩ funkcija. Prilyginę ją nuliui sritiesΩ išoṙeje,
gausime funkciją (ją žyṁesime ta pǎcia raide), apibṙežtą visoje erdv̇ejeRn. Funkcijos
u vidutinę funkciją kintamųjųx′ atžvilgiu8 apibṙešime taip:

uρ(x) =
∫

ωρ(x′ − y′)u(y′, xn) dy′.

Pagal apibendrinto sprendinio apibrėžimą∀η∈ W̊1
2(Ω) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

n∑

i=1

uxiηxi dx =
∫

Ω

fη dx. (4.82)

Teguξ yra be galo diferencijuojama pusrutulyjeB
–

δ funkcija tokia, kad

ξ(x) =
{

1, kai |x| < δ/2;
0, kai |x| > (δ + h)/2,

h < δ.

Tada funkcijaη = (Dk uρξ
2)xkρ priklauso erdvei̊W1

2(B
–

δ ), ∀k = 1, . . . , n− 1, ir yra
teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

B
–
δ

n∑

i=1

uxi(Dk uρξ
2)xkρxi dx =

∫

B
–
δ

(Dk uρξ
2)xkρf dx.

Pakankamai mažiemsρ šią tapatybę galima perrašyti taip:

−
∫

B
–
δ

n∑

i=1

uρxixk
(Dk uρξ

2)xi dx =
∫

B
–
δ

(Dk uρξ
2)xk

fρ dx.

Iš jos išvedama nelygybė

∫

B
–
δ

n∑

i=1

u2
ρxixk

ξ2 dx≤C

∫

B
–
δ

(f2
ρ ξ2 + u2

ρxk
ξ2
x) dx.

8Vidutines funkcijas kintamųjųx′ ir x atžvilgiu žyṁesime ta pǎcia raide.
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Susumavę šias nelygybes pagalk nuo1 iki n− 1, gausime
∫

B
–
δ

u2
ρxx′ξ

2 dx≤C

∫

B
–
δ

(f2
ρ ξ2 + u2

ρx′ξ
2
x) dx;

čia

u2
ρxx′ =

n∑

i=1

n−1∑

k=1

u2
ρxixk

, u2
ρx′ =

n−1∑

k=1

u2
ρxk

, ξ2
x =

n∑

i=1

ξ2
xi.

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad
∫

B
–
δ

f2
ρ ξ2 dx≤

∫

B
–
δ

f2 dx,

∫

B
–
δ

u2
ρxk

ξ2
x dx≤C

∫

B
–
δ

u2
xk

dx.

Todėl ∫

B
–
δ/2

u2
ρxx′ dx≤C

∫

B
–
δ

(f2 + u2
x) dx < ∞;

čia konstantaC priklauso tik nuo skirtumoδ−h. Iš šios nelygyḃes ir4.7lemos įrodymo
išplaukia, kad pusrutulyjeB

–

δ/2 egzistuoja funkcijosu sumuojamos kvadratu antrosios
eilės apibendrintos išvestinės (išskyrusuxnxn). Remiantis4.7 lemos išvada, pastarąją
išvestinę galima rasti iš Puasono lygties, t.y.

uxnxn = f −
n−1∑

i=1

uxixi .

Iš šios išraiškos išplaukia, kad funkcijauxnxn∈L2(B
–

δ/2). Kartu galime tvirtinti, kad

u∈W2
2(B

–

δ/2) ir teisinga nelygyḃe

‖u‖W2
2(B

–
δ/2)

≤C
(
‖f‖L2(B

–
δ ) + ‖u‖W1

2(B
–
δ )

)
.

2. Laisvai pasirinkime taškąx0∈S. Perkelkime koordinǎcių pradžią į taškąx0 ir
pasukime koordinates taip, kad vienos iš jų kryptis sutaptų su paviršiausS taškex0

išorinės normal̇es kryptimi, o kitos koordinatės gul̇etų liěciamojoje plokštumoje. At-
likus tokią transformaciją, lygtis ir kraštinė sąlyga išlieka tos pačios. Toḋel iš karto
galime tarti, kad taškasx0 yra koordinǎcių pradžioje, o ašisxn nukreipta išoriṅes nor-
mal̇es kryptimi.

Pakankamai mažoje koordinačių pradžios taško aplinkoje paviršiųS galima api-
brėžti lygtimi

xn = ϕ(x′), x′ = (x1, . . . , xn−1).

KadangiS yra C2 klaṡes paviršius, tai funkcijaϕ yra dukart diferencijuojama. Be to,
galima nurodyti tokį skaǐcių δ > 0 (nepriklausantį nuo taškox0∈S pasirinkimo), kad
keitinys

y1 = x1, . . . , yn−1 = xn−1, yn = xn − ϕ(x′)
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abipusiškai vienareikšmiškai transformuotų sritįΩδ = Ω ∩ Bδ į sritį Qδ. Paviršiaus
S ∩Bδ vaizdą pažyṁekime raideΣ (žr. 4.4 pav.).

..........................................................................................................................

...........................................................................................

.............................
.............

..........
.........

........
.......

.............................
.............

..........
.........
........
.......

.................................
..............

...........
..........
.........
.......

.................................
..............

...........
..........

.........
....... ................. ............................... ..............

.................

..............
.................
..............

...........
......
........
......

.................. ...........
...

.......

.........
...............

..........
............

...............
.............................

...........................................................................

Σ

Ωδ
Ω S

xn yn

x′ y′Qδ

4.4 pav.

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad tokios transformacijos jakobianas lygus vienetui.
Tarkime,supp η∈Ωδ. Tada (4.82) tapatyḃejeΩ galima pakeisti sritimiΩδ. Funk-

cijos f, u ir η yra apibṙežtos srityjeΩδ. Peṙeję nuo kintamųjųx prie kintamųjų
y, gausime funkcijas (jas žyṁesime tomis pǎciomis raiḋemis), apibṙežtas srityjeQδ.
Funkcijosu išvestiṅes

uxi = uyi − ϕxiuyn , i = 1, . . . , n (ϕxn = 0).

Analogiškai skaǐciuojamos funkcijosη išvestiṅes. Peṙeję (4.82) tapatyḃeje prie naujų
koordinǎcių , gausime

∫

Qδ

n∑

i=1

uyiηyi dy =
∫

Qδ

(
fη +

n∑

i=1

ηyigi

)
dy;

čia
gi = uynϕyi , i = 1, . . . , n− 1,

gn =
n−1∑

i=1

uyiϕyi − uyn

n−1∑

i=1

ϕ2
yi

.

Tegu η = (Dk uρξ
2)ρyk

, k < n, ξ – be galo diferencijuojama funkcija, lygi
vienetui, kaiy∈Qδ/2, ir lygi nuliui sritiesQh išoṙeje,δ/2 < h < δ. Tada pakankamai
mažiemsρ paskutinę tapatybę galima perrašyti taip:

∫

Qδ

n∑

i=1

uρyiyk
(Dk uρξ

2)yi dy +
∫

Qδ

(Dk uρξ
2)yk

fρ dy =

=
∫

Qδ

n∑

i=1

giρyk
(Dk uρξ

2)yi dy.

Iš šios tapatyḃes išplaukia įvertis
∫

Qδ

u2
ρyy′ξ

2 dy≤C

∫

Qδ

(f2
ρ ξ2 + u2

ρy′ξ
2
y + u2

y) dy. (4.83)
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Norint tuo įsitikinti, pakanka pastebėti, kad integralus kairiojoje tapatybės puṡeje gali-
ma įvertinti visiškai taip pat kaip šios teoremos įrodymo pirmame etape, o dešiniojoje
tapatyḃes puṡeje integralo modulis

∣∣∣
∫

Qδ

n∑

i=1

giρyk
(Dk uρξ

2)yi
dy

∣∣∣≤

≤(ε + ε0)
∫

Qδ

u2
ρyy′ξ

2 dy + Cε

∫

Qδ

(u2
ρyξ2

y + u2
y) dy;

čiaε0 = max
y′∈σ

(n−1∑
i=1

ϕ2(y′)
)1/2 → 0, kai δ → 0, ε > 0 ir Cε →∞, kai ε → 0.

Į rodant šią nelygybę, reiškinįgiρyk
reikia išskaidyti į dvi dalis ir kiekvieną dalį

įvertinti atskirai. Kaii < n,

giρyk
(y) = ϕyi(y

′)uρykyn +
∫

ω̃ρ(y′ − z′)θik(y′, z′)uyn(z′, yn) dz′;

čia funkcija

ω̃ρ(y′) = − 2
n− 1

Cρ−n−1ω′(|y′|2/ρ2)|y′|2

tenkina tas pǎcias savybes (žr.4.8skyrelį) kaip ir funkcijaωρ(y′), o funkcija

θik(y′, z′) =
ϕzi(z

′)− ϕyi(y
′)

|z′ − y′| · zk − yk

|z′ − y′| ·
n− 1

2

yra apṙežta. Kaii = n, reiškinysgnρyk
lygus n narių sumai. Kiekvienas iš jų iš-

siskaido į dvi dalis visiškai taip pat kaip atvejui < n.
Iš (4.83) nelygyḃes išplaukia, kad srityjeQδ/2 egzistuoja funkcijosu sumuoja-

mos kvadratų antrosios eilės apibendrintos išvestinės (išskyrusuynyn). Remiantis4.7
lemos išvada, pastarąją išvestinę galima rasti iš Puasono lygties. Naujose koordinatėse
ši lygtis yra

∆yu− 2
n−1∑

i=1

uyiynϕyi + uynyn

n−1∑

i=1

ϕ2
yi
− uyn

n−1∑

i=1

ϕyiyi = −f(y).

Todėl

uynyn =
(
2

n−1∑

i=1

uyiynϕyi −
n−1∑

i=1

uyiyi + uyn

n−1∑

i=1

ϕyiyi − f
)(

1 +
n−1∑

i=1

ϕ2
yi

)−1

.

Iš šios formul̇es išplaukia, kaduynyn∈L2(Qδ/2). Kartu galime tvirtinti, kad funkcija
u∈W2

2(Qδ/2) ir teisinga nelygyḃe

‖u‖W2
2(Qδ/2)

≤C(‖f‖L2(Qδ) + ‖u‖W1
2(Qδ)).
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Sugrįžę prie senų kintamųjųx1, . . . , xn, gausime, kad funkcijau∈W2
2(Ωδ/2) ir tei-

singa nelygyḃe
‖u‖W2

2(Ωδ/2)
≤C(‖f‖L2(Ωδ) + ‖u‖W1

2(Ωδ)).

3. PaviršiujeS parinkime baigtinį skaǐcių tokių taškųx1, . . . , xN , kad rutuliai
Bδ/2(xi) dengtų visą juostąΩ\Ω′; čiaΩ′ – griežtai vidiṅe sritis, oδ toks kaip antrame
teoremos įrodymo etape. Tada

u∈W2
2(Ωδ/2(xi)), Ωδ/2(xi) = Ω ∩Bδ/2(xi), ∀i = 1, . . . , N,

ir teisingas įvertis

‖u‖W2
2(Ωδ/2(xi))≤C(‖f‖L2(Ωδ(xi)) + ‖u‖W1

2(Ωδ(xi))).

Remdamiesi4.7 lema, galime tvirtinti, kadu∈W2
2(Ω) ir

‖u‖W2
2(Ω)≤C(‖f‖L2(Ω) + ‖u‖W1

2(Ω)).

Beliko įrodyti tik (4.81) nelygybę. Kaiη = u, iš (4.82) tapatyḃes gausime
∫

Ω

u2
x dx =

∫

Ω

fu dx.

Pagal Helderio nelygybę
∫

Ω

fu dx≤‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω).

Todėl
‖ux‖2L2(Ω)≤‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω).

Remiantis Frydrichso nelygybe,

‖u‖L2(Ω)≤d‖ux‖L2(Ω), d = diam Ω.

Iš šių nelygybių išplaukia, kad

‖u‖L2(Ω)≤d2‖f‖L2(Ω),

‖ux‖L2(Ω)≤d‖f‖L2(Ω).

Todėl
‖u‖W1

2(Ω)≤C‖f‖L2(Ω).

Kartu galime tvirtinti, kad yra teisinga (4.81) nelygyḃe. .
Tarkime,u yra apibendrintas lygties−∆u = f sprendinys srityjeΩ ir egzistuoja

tokia funkcijaϕ∈W2
2(Ω), kad u − ϕ∈ W̊1

2(Ω). Tadav = u − ϕ yra apibendrintas
Dirichlė uždavinio

−∆v = f(x) + ∆ϕ(x), x∈Ω; v
∣∣
S

= 0



4.9. GLOBALUSIS APIBENDRINTŲJŲ SPRENDINIŲ GLODUMAS 147

sprendinys. Kadangif+∆ϕ∈L2(Ω), tai pagal4.14teoremąv∈W2
2(Ω) ir yra teisingas

įvertis
‖v‖W2

2(Ω)≤C‖g‖L2(Ω), g = f + ∆ϕ.

Kartu galime tvirtinti, kadu∈W2
2(Ω) ir

‖u‖W2
2(Ω)≤C(‖f‖L2(Ω) + ‖ϕ‖W2

2(Ω)).

Jeiguu yra apibendrintas (4.80) uždavinio sprendinys,S∈C3 ir f∈W1
2(Ω), tai

imdami4.14teoremos įrodyme

η = Dα′(Dα′ uρξ
2)ρ, α′ = (α1, . . . , αn−1, 0), |α′| = 2,

gausime, kad funkcijosu trečiosios eil̇es išvestiṅes

Dα′ Di u∈L2(Ω), ∀i = 1, . . . , n,

ir teisingas įvertis
‖Dα′ Di u‖L2(Ω)≤C‖fx‖L2(Ω).

Likusias išvestines galima rasti iš lygčių

−Di ∆u = Di f, i = 1, . . . , n.

Taip samprotaudami toliau gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumas pa-
didėja lygiai tiek kiek paviršiausS bei funkcijų f ir ϕ glodumas. Tiksliau, teisinga
tokia teorema.

4.15 teorema.Tarkime,u yra apibendrintasis lygties−∆u = f sprendinys srityjeΩ,
S∈Ck+2, f∈Wk

2(Ω) ir egzistuoja tokia funkcijaϕ∈Wk+2
2 (Ω), kadu − ϕ∈ W̊1

2(Ω).
Tadau∈Wk+2

2 (Ω) ir teisingas įvertis

‖u‖Wk+2
2 (Ω)≤C(‖f‖Wk

2(Ω) + ‖ϕ‖Wk+2
2 (Ω)). (4.84)

Iš 4.13ir 4.15teoremų išplaukia bendresnis teiginys.

4.16 teorema.Tarkime,u yra apibendrintasis lygtiesA u = f sprendinys srityjeΩ.
Tada:

1. JeiguS∈C2, funkcija f∈L2(Ω), operatoriausA koeficientaiaij∈C0,1(Ω), ai,
a∈L∞(Ω), ∀i, j = 1, . . . , n, ir egzistuoja tokia funkcijaϕ∈W2

2(Ω), kad u −
ϕ∈ W̊1

2(Ω), tai u∈W2
2(Ω) ir teisingas įvertis

‖u‖W2
2(Ω)≤C(‖u‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖ϕ‖W2

2(Ω)). (4.85)

2. JeiguS∈Ck+2, f∈Wk
2(Ω), k≥1, operatoriausA koeficientaiaij∈Ck,1(Ω),

ai, a∈Ck−1,1(Ω), ∀i, j = 1, . . . , n, ir egzistuoja tokia funkcijaϕ∈Wk+2
2 (Ω),

kadu− ϕ∈ W̊1
2(Ω). Tadau∈Wk+2

2 (Ω) ir teisingas įvertis

‖u‖Wk+2
2 (Ω)≤C(‖u‖L2(Ω) + ‖f‖Wk

2(Ω) + ‖ϕ‖Wk+2
2 (Ω)). (4.86)
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I š v a d o s :

1. Jeigu operatoriausA koeficientai beif ir ϕ yra be galo diferencijuojamos už-
daroje srityjeΩ funkcijos irS∈C∞, tai u∈C∞(Ω).

2. Tarkime, paviršiusS ir operatoriausA koeficientai tenkina4.16 teoremos pir-
mojo teiginio sąlygas. Tada Dirichlė uždavinio tikriṅes funkcijos

vk∈W2
2(Ω)∩ W̊1

2(Ω).

P a s t a b a . Tarkime,k = 0 ir operatorius

A u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑

i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u.

Tada4.16teorema išlieka teisinga, jeigu koeficientaiaij yra tik tolydūs. Be to, jeigu
n = 2, tai teorema išlieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientaiaij yra tik apṙežti (žr.
[28]).



4.10. DIFRAKCIJOS UŽDAVINIAI 149

4.10. DIFRAKCIJOS UŽDAVINIAI

Įvairius elektromagnetinius, akustinius ir kitokius procesus (stacionarius arba nesta-
cionarius) nehomogeninėje aplinkoje9 aprašo kraštiniai uždaviniai su trūkiais koefi-
cientais. Tokie uždaviniai vadinami difrakcijos uždaviniais. Formuluojant juos papil-
domai reikalaujama, kad koeficientų trūkio taškuose b̄utų patenkintos vadinamosios
suderinamumo sąlygos. Šios sąlygos nusako aplinkos tolydumą ir ją veikiančių jėgų
pusiausvyrą.

Klasikinėje teorijoje difrakcijos uždaviniai iš esmės skiriasi nuo įprastų kraštinių
uždavinių . Netgi paprasčiausiais atvejais, kai koeficientai yra dalimis pastovūs, jų tyri-
mas yra daug sudėtingesnis. Tǎciau apibendrintų sprendinių teorijos požiūriu difrakci-
jos uždavinius galima nagrinėti kaip įprastų kraštinių uždavinių atskirą atvejį .

Iš pradžių išnagriṅesime vieną pavyzdį. Tarkime, glodus(n − 1)-matis paviršius
Γ dalija sritį Ω į dvi dalisΩ1, Ω2,

a(x) =
{

c1, x∈Ω1,
c2, x∈Ω2,

f(x) =
{

f1(x), x∈Ω1,
f2(x), x∈Ω2;

čia: c1, c2 – teigiamos konstantos,f1, f2 – žinomos funkcijos. Reikia rasti funkcijąu,
kuri srityseΩ1 ir Ω2 tenkintų lygtį

− a∆u = f(x), (4.87)

paviršiausS taškuose kraštinę sąlygą

u|S = 0 (4.88)

ir paviršiausΓ taškuose suderinamumo sąlygas

[u]Γ = 0,
[
a

∂u

∂n

]
Γ

= 0. (4.89)

Pirmoji iš (4.89) sąlygų reiškia, kad funkcijau yra tolydi paviršiausΓ aplinkoje, o
antroji – kad jos normaliṅe išvestiṅe∂u/∂n turi trūkį .

Tarkime,u yra klasikinis (4.87)–(4.89) uždavinio sprendinys. Tada su kiekviena
funkcijaη∈C∞0 (Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

−
∫

Ω

a∆uη dx =
∫

Ω

fη dx. (4.90)

Pritaikę integravimo dalimis formulę, perrašysime šią tapatybę taip:

∫

Ω

a

n∑

i=1

uxiηxi dx−
∫

Γ

[
a

∂u

∂n

]
η dΓ =

∫

Ω

fη dx.

9Dažniausiai nagriṅejama aplinka yra dviejų arba kelių homogeninių aplinkų suma.
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Pagal prielaidą
[
a∂u/∂n

]
Γ

= 0. Todėl paviršinis integralas lygus nuliui ir

∫

Ω

a

n∑

i=1

uxi
ηxi

dx =
∫

Ω

fη dx. (4.91)

Kadangi aiḃe C∞0 (Ω) yra tiršta erdv̇ejeW̊1
2(Ω), tai pastaroji tapatyḃe išlieka teisinga

∀η∈ W̊1
2(Ω). Be to, į ją įeinantis integralai konverguoja, kaiu∈W1

2(Ω), f∈L2(Ω).
Todėl nat̄uralus toks apibṙežimas.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau∈ W̊1
2(Ω) yra (4.87)–(4.89) uždavinio

apibendrintasis sprendinys,jeigu∀η∈ W̊1
2(Ω) ji tenkina (4.91) integralinę tapatybę.

Pagal šį apibṙežimą klasikinis (4.87)–(4.89) uždavinio sprendinys yra ir jo apiben-
drintas sprendinys. Įrodysime atvirkštinį teiginį. Teguu∈ W̊1

2(Ω) yra (4.87)–(4.89)
uždavinio apibendrintas sprendinys ir pakankamai glodi (pavyzdžiui,u∈C2(Ωi), i =
1, 2). Tada nuo (4.91) tapatyḃes grįžę prie (4.90), gausime, kad funkcijau tenkina
(4.87) lygtį bei antąją iš (4.89) sąlygų . Likusios dvi sąlygos taip pat bus patenkintos,
nesu∈ W̊1

2(Ω) ir yra pakankamai glodi.
Akivaizdu, kad (4.87)–(4.89) uždavinio apibendrintas sprendinys yra vienintelis.

Jeigu egzistuotų du apibendrinti sprendiniaiu1 ir u2, tai jų skirtumasu = u1 − u2

tenkintų integralinę tapatybę
∫

Ω

a

n∑

i=1

uxiηxi dx = 0.

Kai η = u, iš šios tapatyḃes gausimeu = 0. Apibendrinto sprendinio egzistavimas
įrodomas visiškai taip pat kaip4.4 skyrelyje. Tik energinę skaliarinę sandaugą reikia
apibṙežti taip:

[u, v] =
∫

Ω

a

n∑

i=1

uxivxi dx.

Taigi beliko ištirti tik apibendrinto sprendinio glodumą. Remiantis bendra teorija
(žr. 4.8skyrelį), elipsinių lyǧcių apibendrintų sprendinių glodumas yra lokali savybė.
Tiksliau, jeigu kokioje nors sritiesΩ dalyje žinomos funkcijos turi tam tikrą glodumą,
tai toje srities dalyje atitinkamą glodumą turi ir apibendrintas sprendinys. Taigi atskirai
reikia ištirti tik apibendrinto sprendinio glodumą paviršiausΓ aplinkoje. Jeigu paviršiai
S ir Γ nesikerta, tai pastarasis uždavinys iš esmės yra toks pat kaip apibendrinto spren-
dinio glodumo tyrimas paviršiausS aplinkoje. Tuo atveju, kai paviršiaiS ir Γ turi
bendrų taškų , tai jų aplinkoje reikia papildomo tyrimo.

Visiškai taip pat nagriṅejamas bendresnis difrakcijos uždavinys: rasti funkcijąu,
kuri srityjeΩ tenkintų lygtį

A u = f, (4.92)

paviršiujeS kraštinę sąlygą
u|S = 0 (4.93)

ir paviršiujeΓ suderinamumo sąlygas

[u]Γ = 0,
[ ∂u

∂N

]
Γ

= 0; (4.94)
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čia

A u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
+

n∑

i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u,

∂u

∂N
=

n∑

i,j=1

aij(x)uxj cos(n, xi),

o operatoriausA koeficientai bei funkcijaf tenkina4.3skyrelio sąlygas.
A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau∈ W̊1

2(Ω) yra (4.92)–(4.94) uždavinio
apibendrintasis sprendinys,jeigu∀η∈ W̊1

2(Ω) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dx =

∫

Ω

fη dx. (4.95)

P a s t a b a . Atkreipsime dėmesį, kad į (4.95) tapatybę,,sutalpinta“ ne tik (4.92)
lygtis, bet ir antroji iš (4.94) sąlygų . Likusios dvi sąlygos,,patalpintos“ į reikalavimą,
kadu∈ W̊1

2(Ω).
Iš šio apibṙežimo matome, kad funkcijau∈ W̊1

2(Ω) yra apibendrintas (4.92)–(4.94)
uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra Dirichlė uždavinio

A u = f(x), x∈Ω; u|S = 0 (4.96)

apibendrintas sprendinys. Todėl (žr. 4.3, 4.4skyrelius) (4.92)–(4.94) uždavinio apiben-
drintas sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis. Jeigu kiekvienoje iš sričių Ω1, Ω2 ko-
eficientaiaij turi apibendrintas išvestinesaijxk

∈L∞(Ω), tai apibendrintas sprendinys
u∈W2

2(Ω
′
i), ∀Ω′i ⊂ Ωi, i = 1, 2. Be to, jeigu paviršiaiS ir Γ∈C2 ir neturi ben-

drų taškų10, tai u∈W2
2(Ωi), i = 1, 2. Kartu galime tvirtinti, kad ne tiku, bet ir jos

pirmosios eil̇es išvestiṅesuxi turi pėdsakus paviršiujeΓ ir jie yra erdv̇esL2(Γ) ele-
mentai. Funkcijosu pėdsakas paviršiujeΓ sritiesΩ1 atžvilgiu (kaip erdv̇esL2(Γ) ele-
mentas) sutampa su jos pėdsaku sritiesΩ2 atžvilgiu. Funkcijųuxi pėdsakai paviršiuje
Γ turi trūkį . Tǎciau konormaliṅes išvestiṅes∂u/∂N pėdsakai srǐcių Ω1 ir Ω2 atžvilgiu
paviršiujeΓ sutampa. Tai išplaukia iš (4.95) integraliṅes tapatyḃes. Be to, kiekvienoje
srityjeΩi, i = 1, 2, funkcijau tenkina (4.96) lygtį .

Analogiškai nagriṅejamas difrakcijos uždavinys su antrąja arba trečiąja kraštine są-
lyga. Be to, gali b̄uti bendresṅes ir suderinamumo sąlygos. Pavyzdžiui, galima ieškoti
(4.92) lygties sprendinio, tenkinančio trěciąją kraštinę sąlygą

( ∂u

∂N
+ σu

)∣∣∣
S

= ϕ (4.97)

ir suderinamumo sąlygas

[u]Γ = 0,
[ ∂u

∂N
+ σu

]
Γ

= 0; (4.98)

čiaσ yra apṙežta žinoma funkcija11.

10Jeigu paviršiaiS ir Γ turi bendrų taškų , tai jų aplinkoje reikia papildomo tyrimo.
11Raideσ žymėsime dvi skirtingas funkcijas. Viena iš jų yra apibrėžta paviršiujeS, o kita paviršiujeΓ.
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A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau∈W1
2(Ω) yra (4.92), (4.97), (4.98) už-

davinioapibendrintasis sprendinys,jeigu∀η∈ W̊1
2(Ω) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη dx =

=
∫

Ω

fη dx +
∫

S

(ϕ− σu)η dS +
∫

Γ

[σ]uη dΓ.

Jeigu paviršiusΓ turi tą patį glodumą kaip ir paviršiusS (žr. 4.7 skyrelį), tai
pastaroji integraliṅe tapatyḃe iš esṁes nieko nesiskiria nuo (4.66) integraliṅes tapa-
tybės. Toḋel (4.92), (4.97), (4.98) uždavinio apibendrinto sprendinio egzistavimas ir
vienatis įrodoma visiškai taip pat kaip trečiojo kraštinio uždavinio.

P a s t a b a . Analogiškai nagrinėjami nestacionar̄us difrakcijos uždaviniai para-
bolinėms ir hiperboliṅems lygtims. Į tokius uždavinius taip pat galima žiūrėti kaip į
įprastus kraštinius uždavinius su trūkiais koeficientais (žr.5 ir 6 skyrius).
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4.11. STIPRIAI ELIPSIṄES SISTEMOS

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRn sritis,α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) – multiin-
deksai,

A u =
∑

|α|, |β|≤k

(−1)|α|Dα
(
Aαβ(x)Dβ u

)
;

čia u = colon(u1, . . . , uN ), Aαβ – kvadratiṅesN -osios eil̇es matricos su aprėžtais
mǎciais srityjeΩ elementais. Be to, teguAαβ = Aβα, kai |α| = |β| = k.

Sudarykime matricą

A(x, ξ) =
∑

|α|=|β|=k

Aαβ(x)ξα+β , ξα = ξα1
1 · . . . · ξαn

n , ξ∈Rn.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, operatoriusA taškex∈Ω yra stipriai elipsinis,
jeigu∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) 6= 0 ir ∀ζ = colon(ζ1, . . . , ζN ) 6= 0 yra teisinga nelygyḃe

(A(x, ξ)ζ, ζ) > 0. (4.99)

Jeigu pastaroji nelygyḃe yra teisinga kiekviename sritiesΩ taške, tai sakysime, kad
operatoriusA stipriai elipsinis srityjeΩ.

Atkreipsime ḋemesį į tai, kad (4.99) sąlyga yra susijusi tik su matricųAαβ simet-
rine dalimi. Iš tikrų jų tegu

Âαβ =
1
2
(
Aαβ + A∗αβ

)
ir Ǎαβ =

1
2
(
Aαβ −A∗αβ

)

yra atitinkamai simetriṅe ir antisimetriṅe matricosAαβ dalys. Tada tiesiogiai galima
įsitikinti, kad

(A(x, ξ)ζ, ζ) = (Â(x, ξ)ζ, ζ).

Jeigu operatoriusA yra stipriai elipsinis ir matricųAαβ elementai, kai|α| = |β| =
k, yra pastov̄us, tai operatoriusA yra griežtai elipsinis, t.y. egzistuoja tokia teigiama
konstantaν > 0, kad

∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Aαβ Dα uDβ u dx≥ν

∫

Ω

∑

|α|=k

(
Dα u

)2

dx.

Bendru atveju tokia nelygyḃe yra neteisinga (žr.4.6 skyrelį). Tǎciau jeigu miṅetų
matricų elementai yra tolydžios uždaroje srityjeΩ funkcijos, tai teisinga (žr. [5])
Gordingo nelygyḃe. Tiksliau, egzistuoja tokios teigiamos konstantosν ir µ, kad

∫

Ω

( ∑

|α|=|β|=k

Aαβ Dα uDβ u + µu2
)

dx≥ν

∫

Ω

∑

|α|=k

|Dα u|2 dx. (4.100)

Nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį: rasti vektorinę funkcijąu, srityje Ω tenkinaňcią
lygčių sistemą

A u = f (4.101)
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ir paviršiausS taškuose homogenines kraštines sąlygas

u
∣∣∣
S

=
∂u
∂n

∣∣∣
S

= · · · = ∂k−1u
∂nk−1

∣∣∣
S

= 0; (4.102)

čia: f = colon(f1, . . . , fN ), fi∈L2(Ω) – žinomos funkcijos,S = ∂Ω – dalimis glodus
paviršius,n – vienetinis paviršiausS išorinės normal̇es vektorius.

TeguA yra stipriai elipsinis operatorius. Bendru atveju (4.101), (4.102) uždavinys
neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. Todėl šį uždavinį reikia,,patalpinti“ į integra-
linę tapatybę ir apibṙežti apibendrinto sprendinio sąvoką.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u∈Wk
2(Ω) yra (4.101), (4.102) uždavinioapiben-

drintasis sprendinyssrityje Ω, jeigu u∈ W̊k
2(Ω) ir ∀η∈ W̊k

2(Ω) teisinga integraliṅe
tapatyḃe ∫

Ω

∑

|α|, |β|≤k

Aαβ(x)Dα uDβ η dx =
∫

Ω

fη dx. (4.103)

4.17 teorema.Tarkime, matricosAαβ tenkina(4.100) nelygybę su tam tikromis tei-
giamomis konstantomisν ir µ. Be to, tegu koeficientų matricaA00 prie ieškomos
funkcijosu tenkina sąlygą

(A00 u,u)≥C(u,u); (4.104)

čia C – pakankamai didelė teigiama konstanta (žr. teoremos įrodymą). Tada(4.101),
(4.102) uždavinys negali tuṙeti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .

/ Tarkime,u1, u2 yra du skirtingi (4.101), (4.102) uždavinio apibendrinti spren-
diniai. Tada jų skirtumasu = u1 − u2 tenkina integralinę tapatybę

∫

Ω

∑

|α|, |β|≤k

Aαβ Dα uDβ η dx = 0.

Imkime šioje tapatyḃejeη = u ir gautą lygybę perrašykime taip:
∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Aαβ Dα uDβ u dx +
∫

Ω

∑

|α|+|β|<2k

Aαβ Dα uDβ u dx = 0.

Pagal teoremos sąlygą
∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Aαβ Dα uDβ u dx≥ν

∫

Ω

∑

|α|=k

(
Dα u

)2

dx− µ

∫

Ω

u2 dx,

∫

Ω

A00 uu dx≥C

∫

Ω

u2 dx.

Likusius narius galima įvertinti taip:

∣∣∣
∫

Ω

∑

0<|α|+|β|<2k

Aαβ Dα uDβ u dx
∣∣∣≤ν

2

∫

Ω

∑

|α|=k

(
Dα u

)2

dx + Cν

∫

Ω

u2 dx;
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čia Cν – teigiama konstanta (išvedant šią nelygybę reikia pasinaudoti3.19teorema).
Kartu galime tvirtinti, kad yra teisinga tokia nelygybė:

ν

2

∫

Ω

∑

|α|=k

(
Dα u

)2

dx +
∫

Ω

(C − µ− Cν)u2 dx≤0.

Tarkime, konstantaC > µ + Cν . Tada pastaroji nelygyḃe yra teisinga tik tuo atveju,
kai u(x) = 0 b.v. x∈Ω, t.y. kaiu1 = u2. .

AibėjeW̊k
2(Ω) apibṙežkime kitą skaliarinę sandaugą

[u, η] =
∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Âαβ Dα uDβ η dx + µ

∫

Ω

uη dx

ir ją atitinkaňcią normą
|||u ||| =

√
[u,u].

Aibė W̊k
2(Ω) su taip apibṙežta skaliarine sandauga yra Hilberto erdvė. Ją toliau žy-

mėsime raideHA . Elementamsu∈ W̊k
2(Ω) normos ||| · ||| , ‖ · ‖W̊k

2(Ω) yra ekvivaleňcios

(patikrinkite). Toḋel erdv̇eW̊k
2(Ω) sutampa su erdveHA . Pasinaudoję skaliarinės san-

daugos apibṙežimu, (4.103) tapatybę perrašykime taip:

[u, η] +
∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Ǎαβ(x)Dα uDβ η dx + (4.105)

+
∫

Ω

( ∑

|α|+|β|<2k

Aαβ Dα uDβ η− µuη
)

dx =
∫

Ω

fη dx.

Integralai kairiojoje ir dešiniojoje šios tapatybės puṡeje yra tiesiniai apṙežti funkciona-
lai erdv̇ejeHA . Pagal Ryso teoremą juos galima išreikšti skaliarine sandauga. Tiksliau,
egzistuoja elementaiK u, B u ir F∈HA tokie, kad

[K u, η] =
∫

Ω

∑

|α|=|β|=k

Ǎαβ(x) Dα uDβ η dx,

[B u,η] =
∫

Ω

∑

|α|+|β|<2k

(
Aαβ Dα uDβ η− µuη

)
dx,

[F,η] =
∫

Ω

fη dx, ∀η∈HA .

Taigi (4.105) integralinę tapatybę galima perrašyti taip:

[u, η] + [K u, η] + [B u, η] = [F, η], ∀η∈HA .

Kartu galime tvirtinti, kadu∈ W̊k
2(Ω) yra (4.101), (4.102) Dirichlė uždavinio apiben-

drintas sprendnys tada ir tik tada, kaiu yra operatoriṅes lygties

u + K u + B u = F (4.106)
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sprendinys erdv̇ejeHA . Visiškai taip pat kaip4.6skyrelyje galima įrodyti, kad erdv̇eje
HA operatoriusK yra apṙežtas, o operatoriusB – visiškai tolydus. Be to, operatorius
K yra antisimetrinis. Iš tikrų jų

[K u,η] = [u,K∗ η] = −[u,K η] = −[K η,u].

Kiekvieno antisimetrinio operatoriaus spektras yra menamoje ašyje. Todėl operatorius
(I + K ) turi atvirkštinį. Lengvai galima įrodyti (žr.4.4skyrelį), kad operatorius

(I + K )−1 : HA → HA

yra apṙežtas. Taigi (4.106) lygtį galima perrašyti taip:

u + (I + K )−1 B u = (I + K )−1F. (4.107)

Šioje lygtyje operatorius(I + K )−1 B : HA → HA, kaip apṙežto ir visiškai toly-
daus operatorių sandauga, yra visiškai tolydus. Taigi (4.107) lygtis yra Fredholmo
tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo teoremos (žr.1.3 skyrelį). Atskiru atveju
galime tvirtinti, kad (4.107) lygtis turi vienintelį sprendinį su kiekviena funkcija(I +
K )−1F∈HA, jeigu homogeniṅe lygtis

u + (I + K )−1 B u = 0

turi tik trivialų sprendinį. Kadangi (4.107) lygtis yra ekvivalenti (4.103) tapatybei, tai
teisinga tokia teorema.

4.18 teorema.Tarkime,4.17teoremos sąlygos patenkintos. Tada kiekvienai funkcijai
f , fi∈L2(Ω), i = 1, . . . , n, egzistuoja vienintelis(4.102), (4.103) Dirichlė uždavinio
apibendrintasis sprendinys.

P a s t a b o s :

1. Norint išsamiai ištirti (4.102), (4.103) uždavinį, reikia (4.102) lygties dešiṅeje
pridėti narį λu su kompleksiniu parametruλ ir gautą uždavinį nagriṅeti kom-
pleksiṅeje erdv̇ejeWk

2(Ω) .

2. Kitų kraštinių sąlygų atveju apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erd-
vėjeWk

2(Ω) galima įrodyti taip pat, jeigu tik šias sąlygas galima,,patalpinti“ į
integralinę tapatybę, t.y. jeigu apibendrintas sprendinys yra apibrėžiamas kaip
funkcijau∈Wk

2(Ω), tenkinanti integralinę tapatybę
∫

Ω

∑

|α|, |β|≤k

Aαβ(x)Dα uDβ η dx+

+
∫

S

∑

|α|, |β|≤k−1

Ãαβ(x)Dα uDβ η dS =
∫

Ω

fη dx;

čiaη priklauso kokiam nors erdvėsWk
2(Ω) poerdviui, o matricųÃαβ elementai

yra apṙežtos paviršiujeS funkcijos.
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Šiame skyrelyje nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį:

A u = f(x), x∈Ω; (4.108)

u|S = ϕ(x), x∈S; (4.109)

čia: Ω – apṙežta erdv̇ejeRn sritis,S = ∂Ω,

A u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑

i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u.

Tarkime, operatoriusA yra griežtai elipsinisuždaroje srityjeΩ, t.y. egzistuoja tokia
teigiama konstantaν, kad

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj≥νξ2, ∀x∈Ω, ξ∈Rn.

Be to, tegu operatoriausA koeficientaiaij = aji, ai ir a ∈ Ck−2+α(Ω), funkcija
f ∈ Ck−2+α(Ω), ϕ ∈ Ck+α(S), S∈Ck+α, k ≥ 2 – sveikasis skaičius,α∈(0, 1).

Lygtys A u = f, kurių koeficientai tenkina Helderio sąlygą su rodikliuα, yra
,,artimos“ lygtims su pastoviais koeficientais. Remdamasis šia idėja, J. Šauderis suk̄urė
bendrąją teoriją. Jos pagrindinį rezultatą galima suformuluoti taip:

4.19 teorema. (Šauderio)Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a bei pa-
viršiusS tenkina ką tik suformuluotas sąlygas. Be to, tegu homogeninis Dirichlė už-
davinys

A u = 0, x∈Ω; u
∣∣
S

= 0

turi tik trivialų sprendinį erdv̇ejeCk+α(Ω). Tada su bet kokiomis funkcijomis

f ∈ Ck−2+α(Ω), ϕ∈ Ck+α(S)

egzistuoja vienintelis(4.108), (4.109) uždavinio sprendinys erdvėjeCk+α(Ω).

Šioje teoremoje tvirtinama, kad nehomogeninis Dirichlė uždavinys turi vienintelį
sprendinį, jeigu homogeninis Dirichlė uždavinys turi tik trivialų sprendinį. Viena iš
paprašciausių sąlygų , kada homogeninis Dirichlė uždavinys turi tik trivialų sprendinį,
yra tokia:

max
x∈Ω

a(x) < 0. (4.110)

Jeigu ši sąlyga patenkinta iru∈C2(Ω)∩C(Ω) yra (4.108) lygties sprendinys, tai yra
teisinga nelygyḃe

max
x∈Ω

|u(x)|≤max
{

max
x∈S

|u(x)|;max
x∈Ω

∣∣f(x)/a(x)
∣∣
}

.
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Šios nelygyḃes įrodymą galima rasti [28] knygoje. Be to, šioje knygoje įrodyta ben-
dresṅe nelygyḃe

max
x∈Ω

|u(x)|≤max
x∈Ω

(σ − e−γx1)max
{

max
x∈S

∣∣∣ u(x)
σ − e−γx1

∣∣∣,

max
x∈Ω

|f(x)|
γe−γx1(a11(x)γ − a1(x))− a(x)(σ − e−γx1)

}
; (4.111)

čia σ ir γ – teigiamos konstantos, parinktos taip, kad reiškiniai vardikliuose yra tei-
giami, o koordinǎcių pradžia perkelta į sritįΩ. Iš šios nelygyḃes išplaukia, kad ho-
mogeninis Dirichl̇e uždavinys turi tik trivialų sprendinį ir tuo atveju, kai (4.110) sąly-
goje nelygyḃe ṅera griežta. Atkreipsime dėmesį dar į tai, kad (4.111) nelygyḃe išlieka
teisinga ir tuo atveju, kai (4.110) sąlyga negalioja, tǎciau sritiesΩ diametrasx1 ašies
kriptimi yra ,,pakankamai“ mažas.

Taigi jeigu patenkinta (4.110) sąlyga arba sritiesΩ diametras kokia nors kryptimi
yra pakankamai mažas, tai homogeninis Dirichlė uždavinys turi tik trivialų sprendinį ir
remdamiesi Šauderio teorema galime tvirtinti, kad nehomogeninis Dirichlė uždavinys
erdv̇eje Ck+α(Ω) turi vienintelį sprendinį su kiekviena funkcijaf∈Ck−2+α(Ω) ir
ϕ∈Ck+α(S) .

P a s t a b a . Iš tikrų jų J. Šauderis įrodė bendresnį teiginį. Jis į lygtiesA u = f
dešiniąją pusę į traukė narį λu su kompleksiniu parametruλ ir į rodė, kad Dirichl̇e
uždaviniui

A u = λu + f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= ϕ(x), x∈S

yra teisingos Fredholmo teoremos.
Centrinę vietą Šauderio teoremos įrodyme užimaŠauderio nelygyḃe

‖u‖Ck+α(Ω)≤C
(
‖A u‖Ck−2+α(Ω) + ‖u‖C(Ω) + ‖u‖Ck+α(S)

)
; (4.112)

čia konstantaC priklauso tik nuo operatoriausA koeficientų normųCk−2+α(Ω) erd-
vėje, konstantosν, paviršiausS∈Ck+α ir skaǐciausk. Jeigu operatoriausA koefi-
cientasa tenkina (4.110) sąlygą, tai (4.112) nelygyḃeje narį‖u‖C(Ω) galima atmesti.

Šauderio nelygyḃes įrodymas remiasi potencialų teorija, tiksliau, tokiais trimis teigini-
ais.

4.8 lema. Tarkime, f∈Cα(Rn) yra finičioji funkcija, α∈(0, 1). Tada t̄urinis poten-
cialas

v(x) =
∫

Rn

E(x− y)f(y) dy

bei jo daliṅes išvestiṅes iki antrosios eil̇es imtinai yra tolydžios ir

n∑

i,j=1

‖vxixj‖Cα(Rn)≤C‖f‖Cα(Rn); (4.113)

čia konstantaC = C(α, n).
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1 išvada Teguu∈C2+α(Rn) yra finičioji funkcija. Tada
n∑

i,j=1

‖uxixj
‖Cα(Rn)≤C‖∆u‖Cα(Rn); (4.114)

čia konstantaC = C(α, n) nepriklauso nuo konkretaus elementou.

/ Laisvai pasirinkime tokį rutulįB, kadsupp u ⊂ B. Tada funkcijau∈C2(B) ir
ją galima išreikšti fundamentaliu Laplaso lygties sprendiniu (žr.3.13formulę). Sferos
∂B taškuoseu lygi nuliui. Be to,∆u = 0 ritulio B išoṙeje. Toḋel pastarojoje formulėje
paviršiniai integralai lyḡus nuliui, o t̄urinį integralą galima pakeisti integralu visa erdve
Rn. Taigi funkcijąu galima išreikšti Niutono potencialu

u(x) = −
∫

Rn

E(x− y)∆u(y) dy

su finǐciu tankiu∆u. Kartu galime tvirtinti, kad funkcijaiu teisingas (4.114) įvertis. .

4.9 lema. Tarkime,ϕ yra dukart diferencijuojama erdvėjeRn−1 funkcija,

n−1∑

i,j=1

‖ϕxixj‖Cα(Rn−1) < ∞, α∈(0, 1).

Be to, tegu12 dideliems|x′| yra teisingos nelygyḃes:

|ϕ(x′)|≤M |x′|α,

n−1∑

i=1

∣∣∣ ∂ϕ

∂xi

∣∣∣≤M |x′|α−1,

n−1∑

i,j=1

∣∣∣ ∂2ϕ

∂xixj

∣∣∣≤M |x′|α−2,

x′ = (x1, . . . , xn−1). Tada dvilypio sluoksnio potencialas

w(x) = 2
∫

yn=0

∂E(x− y)
∂yn

ϕ(y′) dy′

bei jo daliṅes išvestiṅes iki antrosios eil̇es imtinai yra tolydžios puserdvėjeRn−1
+ ir

n∑

i,j=1

‖vxixj‖Cα(Rn
+)≤C

n−1∑

i,j=1

‖ϕxixj‖Cα(Rn−1); (4.115)

čia konstantaC = C(α, n).

P a s t a b a . Jeigu funkcijaϕ dideliems|x′| tenkina sąlygą

ϕ(x′) = O(|x′|−β), β > 0,

tai dvilypio sluoksnio potencialasw yra Dirichlė uždavinio

∆w = 0, x∈Rn
+; w

∣∣
xn=0

= ϕ(x′), x′∈Rn−1,

sprendinys. Norint tuo įsitikinti, reikia:

12Šios nelygyḃes tenkinamos, jeigu funkcijaϕ finiti.
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1. Sprendinio ieškoti dvilypio sluoksnio potencialo

w(x) = −
∫

yn=0

∂E(x− y)
∂ny′

µ(y′) dy′

pavidalu.

2. Suvesti Dirichl̇e uždavinį į integralinę lygtį

1
2
µ(x′)−

∫

yn=0

∂E(x′ − y)
∂ny′

µ(y′) dy′ = ϕ(x′)

ir pasteḃeti, kad šioje lygtyje integralas hiperplokštumayn = 0 lygus nuliui.

Šių techniškai suḋetingų lemų įrodymą galima rasti [28] knygoje.

4.10 lema. Tarkime, funkcijosf ir ϕ yra lygios nuliui sferosSR išoṙeje ir u yra
Dirichlė uždavinio

{
∆u = f(x), x ∈ Rn

+,

u|xn=0 = ϕ(x′), x′ ∈ Rn−1,

sprendinys, artėjantis į nulį , kai|x| → ∞. Tada teisingas įvertis

n∑

i,j=1

‖uxixj‖Cα(Rn
+)≤C

(
‖f‖Cα(Rn

+) +
n−1∑

i,j=1

‖ϕxixj‖Cα(Rn−1)

)
; (4.116)

čia konstantaC = C(α, n).

/ Funkcijąf pratęskime lyginiu b̄udu į puserdvęxn≤0 ir gautą funkciją pažyṁe-
kime ta pǎcia raidef. Akivaizdu, kad

‖f‖Cα(Rn
+) = ‖f‖Cα(Rn).

Apibrėžkime Niutono potencialą

v(x) =
∫

Rn

E(x− y)f(y) dy.

Taip apibṙežta funkcijav yra Puasono lygties

∆v = −f(x), x∈Rn,

sprendinys. Kartu galime tvirtinti, kad funkcijaw = u+v yra Laplaso lygties∆w = 0
sprendinys. Be to,w(x′, 0) = ϕ(x′) + v(x′, 0) ir w(x) → 0, kai |x| → ∞. Todėl ją
galima išreikšti dvilypio sluoksnio potencialu

w(x) = 2
∫

yn=0

∂E(x− y)
yn

(ϕ(y′) + v
(
y′, 0)

)
dy′.
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Taigi funkcija u lygi dvilypio ir t ūrinio potencialų skirtumui. Reminatis4.8 ir 4.9
lemomis funkcijaiu yra teisingas (4.116) įvertis. .

Grįžkime prie Šauderio nelygybės. Ją įrodysime, kaik = 2 (atvejisk > 2 leng-
vai susiveda į pastarąjį ). Teguu∈C2+α(Ω), S∈C2+α, ϕ∈C2+α(S), operatoriausA
koeficientaiaij , ai ir a∈Cα(Ω). Be to, teguΩ1, . . . , ΩN yra toks sritiesΩ denginys,
kad

Ω ⊂
N⋃

m=1

Ωm, diamΩm≤δ, m = 1, . . . , N,

δ – pakankamai mažas teigiamas skaičius (jį patikslinsime v̇eliau). DenginiuiΩ1, . . . ,
ΩN konstruojame vieneto skaidinįξ1, . . . , ξN :

N∑
m=1

ξm(x) = 1, ∀x∈Ω, supp ξm ⊂ Ωm, ξm∈C∞0 (Rn).

Tada

u(x) =
N∑

m=1

um(x), um(x) = u(x)ξm(x).

Lygybę

A u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑

i=1

ai(x)uxi + a(x)u

padauginkime iš funkcijosξm ir perrašykime taip:

n∑

i,j=1

aij(x)umxixj = Fm(x); (4.117)

čia

Fm(x) = ξm A u +
n∑

i,j=1

aij(x)(2uxiξmxj + uξmxixj )−

−
n∑

i=1

ai(x)uxiξm − a(x)uξm.

Atskirai išnagriṅesime du atvejus:

1. SritisΩm ⊂ Ω.

2. SritisΩm kerta paviršiųS.

Pirmuoju atveju funkcijąum pratęskime nuliu į sritiesΩm išorę ir gautą funkciją
pažyṁekime ta pǎcia raide. Taip pratęsta funkcijaum∈C2+α(Rn) ir tenkina (4.117)
lygtį . Perrašykime ją taip:

n∑

i,j=1

aij(x0)umxixj = Fm(x) +
n∑

i,j=1

(
aij(x0)− aij(x)

)
umxixj ;
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čia x0 – laisvai pasirinktas taškas srityjeΩm. Taškex0 apibṙežkime naują ortogonalią
koordinǎcių sistemąy1, . . . , yn taip, kad

n∑

i,j=1

aij(x0)
∂ys

∂xi

∂yr

∂xj
=

{
1, kai s = r,
0, kai s 6= r.

Naujose koordinatėse gausime lygtį

∆um = F̃m(y) +
n∑

i,j=1

(
ãij(0)− ãij(y)

)
umyiyj

.

Funkcijaum tenkina1 išvados sąlygas. Todėl jai yra teisingas (4.114) įvertis, t.y.

n∑

i,j=1

‖umyiyj‖Cα(Rn)≤C
∥∥∥F̃m(y) +

n∑

i,j=1

(
ãij(0)− ãij(y)

)
umyiyj

∥∥∥
Cα(Rn)

.

Prisiminę funkcijosF̃m apibṙežimą, kintamųjųx ir y ryšį bei kaip yra skaǐciuojama
dviejų funkcijų sandaugos Helderio norma, gausime nelygybę

n∑

i,j=1

‖umyiyj‖Cα(Rn)≤C max
i,j=1,...,n
y∈ supp um

|ãij(0)− ãij(y)|
n∑

i,j=1

‖umyiyj‖Cα(Rn)+

+ C1

(‖f‖Cα(Ωm) + ‖u‖C2(Ωm)

)
.

Skaǐcių δ parinkime taip, kad

max
i,j=1,...,n
y∈ supp um

|ãij(0)− ãij(y)|≤1/2C.

Tada
n∑

i,j=1

‖umyiyj‖Cα(Rn)≤2C1

(‖f‖Cα(Ωm) + ‖u‖C2(Ωm)

)
. (4.118)

Tarkime dabar, sritisΩm kerta paviršiųS. Kadangi paviršiusS∈C2+α, tai egzis-
tuoja toks klaṡesC2+α difeomorfizmasy = y(x), kuris sritį Ωm ∩ Ω atvaizduoja į
puserdvęyn≥0, o paviršiųS ∩ Ωm į hiperplokštumąyn = 0 (žr. 4.5 pav.).
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y = y(x)
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Ωm yn
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4.5 pav.

Naujose koordinatėse (4.117) lygtis pereis į tokio pat pavidalo lygtį

n∑

i,j=1

ãij(y)umyiyj = F̃m(y); (4.119)
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čia ũm(y) = um(x(y)). Koeficientaiãij bei funkcijaF̃m perskaǐciuojami pagal įpras-
tas formules. Funkciją̃um pratęskime nuliu tuose puserdvėsyn≥0 taškuosey, kurie
nepriklauso sritiesΩ∩Ωm vaizdui, ir pratęstą funkciją pažyṁekime ta pǎcia raideũm.
Tada puserdv̇ejeyn > 0 ji tenkins (4.119) lygtį , o hiperplokštumojeyn = 0 kraštinę
sąlygą

ũm(y)|yn=0 = ϕ̃m(y′);

čia ϕ̃m(y′) = ϕm(x(y)), ϕm(x) = ϕ(x)ξm(x). Perrašykime (4.119) lygtį taip:

n∑

i,j=1

ãij(y0)ũmyiyj = F̃m(y) +
n∑

i,j=1

(
ãij(y0)− ãij(y)

)
ũmyiyj ;

čia y0 – laisvai pasirinktas taškas iš sritiesΩ ∩ Ωm vaizdo. Tolesnis įrodymas yra
visiškai toks pat kaip pirmuoju atveju. Reikia tik taškey0 atitinkamai apibṙežti vietinę
ortogonalią koordinǎcių sistemąz1, . . . , zn ir pasinaudoti4.10lema (o ne1 išvada). Po
to parinkti pakankamai mažą skaičių δ ir pasinaudoti (4.116) nelygybe. Tada gausime
įvertį

n∑

i,j=1

‖ũmzizj‖Cα(Rn
+)≤2C2

(‖f‖Cα(Ωm∩Ω) + ‖ϕm‖C2+α(S) + ‖u‖C2(Ωm∩Ω)

)
.

Reiškinius kairiojoje pastarosios ir (4.118) nelygybių puṡese galima pakeisti atitinka-
mai normomis‖ũm‖C2+α(Rn

+) ir ‖um‖C2+α(Rn). Norint tuo įsitikinti, reikia pasinau-
doti interpoliacine nelygybe

‖u‖Ck(Ω)≤ε
∑

|β|=k

‖Dβ u‖Cα(Ω) + Cε‖u‖C(Ω);

čia konstantaCε →∞, kai ε → 0 (šios nelygyḃes įrodymą galima rasti [39] knygoje).
Gautose nelygyḃese grįžkime prie senų kintamųjų ir po to jas sudėkimem atžvilgiu
nuo1 iki N. Tada gausime nelygybę

‖u‖C2+α(Ω)≤C
(‖f‖Cα(Ω) + ‖ϕ‖C2+α(S) + ‖u‖C2(Ω)

)
.

Iš jos ir interpoliaciṅes nelygyḃes lengvai galima išvesti (4.112) nelygybę, kaik = 2.
P a s t a b a . Šauderio nelygybėje konstantąC galima parinkti taip, kad ji neprik-

lausytų nuo sritiesΩ diametro. Norint tuo įsitikinti, sritiesΩ denginį Ω1, . . . , ΩN

reikia parinkti taip, kad jis tuṙetų baigtinį kartotinumą.

4.20 teorema.Tegu S∈C2+α. Tada su kiekviena funkcijaf∈Cα(Ω) Dirichlė už-
davinys

∆u = f(x), x∈Ω; u|S = 0, x∈S,

turi sprendinį erdv̇ejeC2+α(Ω) .

Šios teoremos įrodymą galima rasti [28] knygoje.
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4.21 teorema.Tegu A yra griežtai elipsinis operatorius su koeficientaisaij , ai ir
a∈Cα(Ω), S∈C2+α, a(x)≤0. Tada(4.108), (4.109) Dirichlė uždavinys turi vienintelį
sprendinį erdv̇ejeC2+α(Ω), ∀f∈Cα(Ω) ir ϕ∈C2+α(S) .

/ Teoremą pakanka įrodyti, kaiϕ = 0. Norint tuo įsitikinti, reikia vietoje ieškomos
funkcijosu apibṙežti naują ieškomą funkcijąv = u− ϕ̃. Čia ϕ̃∈C2+α(Ω) – kokia nors
funkcija, sutampanti suϕ paviršiujeS. Taigi toliau nagriṅesime homogeninį Dirichlė
uždavinį

A u = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0, x∈S. (4.120)

Kiekvienamτ∈[0, 1] apibṙežkime operatorių

Aτ = (1− τ)∆ + τ A = ∆ + τ(A−∆).

Taip apibṙežti operatoriai yra griežtai elipsiniai:

(1− τ)
n∑

i=1

ξ2
i + τ

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj≥(1− τ)ξ2 + ντξ2≥ν1ξ
2.

Be to, elipsiškumo konstantaν1 = min{1, ν} nepriklauso nuo parametroτ.
Lygiagrěciai su (4.120) uždaviniu nagriṅesime Dirichl̇e uždavinių šeimą

Aτ u = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0, x∈S. (4.121)

Iš (4.111) išplaukia, kad kiekvienam šio uždavinio sprendiniuiu(x, τ) yra teisinga
nelygyḃe

max
x∈Ω

|u(x, τ)|≤M max
x∈Ω

|f(x)| (4.122)

su konstantaM, nepriklausaňcia nuoτ. Be to, iš (4.122) ir Šauderio nelygyḃes iš-
plaukia įvertis

‖u(x, τ)‖C2+α(Ω)≤M1‖Aτ u(x, τ)‖Cα(Ω) = M1‖f‖Cα(Ω); (4.123)

čia konstantaM1 taip pat nepriklauso nuoτ.
Teguτ = 0. Tada (4.121) uždavinys sutampa su (4.120). Remiantis4.20teorema

Dirichlė uždavinys

∆u = f(x), x∈Ω; u|S = 0, x∈S,

turi vienintelį sprendinį erdv̇eje C2+α(Ω) su kiekviena funkcijaf ∈ Cα(Ω) . Todėl
operatorius∆ nusako apipusiškai vienareikšmę Banacho erdvės Cα(Ω) ir Banacho
erdv̇esC2+α(Ω) poerdvio

C2+α
0 (Ω) = {u∈C2+α(Ω) : u|S = 0}

atitiktį . Tegu
∆−1 : Cα(Ω) → C2+α(Ω)

yra atvirkštinis operatorius. Tada (4.121) uždavinį galima perrašyti taip:

u + τ∆−1(A−∆)u = ∆−1f. (4.124)
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Tai yra lygtis erdv̇ejeC2+α
0 (Ω). Patikrinsime, kad operatorius∆−1(A−∆) yra apṙež-

tas. Su kiekviena funkcijav∈C2+α
0 (Ω) norma

‖(A−∆)v‖Cα(Ω)≤C‖v‖C2+α(Ω).

Iš (4.123) išplaukia nelygyḃe
‖∆−1‖≤M1.

Todėl

‖∆−1(A−∆)v‖Cα(Ω)≤M1‖(A−∆)v‖Cα(Ω)≤M1C‖v‖C2+α(Ω)

ir
‖∆−1(A−∆)‖≤M1C.

Tegu

τ1 =
1

‖∆−1(A−∆)‖ .

Tada (4.124) lygtis turi vienintelį sprendinį erdv̇ejeC2+α
0 (Ω), ∀ τ ∈ [0, τ1). Tokiems

τ operatoriusAτ nustato abipusiškai vienareikšmę Banacho erdviųC2+α
0 (Ω) ir Cα(Ω)

atitiktį . Tegu A−1
τ : Cα

0 (Ω) → C2+α
0 (Ω) – atvirkštinis operatorius. Perrašykime

(4.121) lygtį taip:

∆u + τ ′(A−∆)u + (τ − τ ′)(A−∆)u = f.

Tada (4.121) uždavinys∀τ ′∈[0, τ1) yra ekvivalentus lyǧciai

u + (τ − τ ′)A−1
τ ′ (A−∆)u = A−1

τ ′ f. (4.125)

Patikrinsime, kad erdv̇ejeC2+α
0 (Ω) operatoriusA−1

τ ′ (A−∆) yra apṙežtas. Kiekvienai
funkcijai v∈C2+α

0 (Ω) norma

‖A−1
τ ′ (A−∆)v‖C2+α(Ω)≤M1‖(A−∆)v‖Cα(Ω)≤M1C‖v‖C2+α(Ω).

Todėl
‖A−1

τ ′ (A−∆)‖≤M1C

ir galime tvirtinti, kad (4.125) lygtis turi vienintelį sprendinį∀τ, tenkinaňciam nely-
gybę

0≤τ − τ ′ <
1

‖Aτ ′(A−∆)‖ .

Taigi (4.121) uždavinio išsprendžiamumas,,pasist̄umėjo“ per žingsnį

1
‖Aτ ′(A−∆)‖≥

1
M1C

.

Akivaizdu, kad atlikę baigtinį skaičių tokių žingsnių pasieksime reikšmęτ = 1. Taigi
(4.121) uždavinis∀τ∈[0, 1] turi vienintelį sprendinį erdv̇eje C2+α(Ω). Kartu galime
tvirtinti, kad šioje erdv̇eje turi vienintelį sprendinį ir (4.120) uždavinys..



166 4. KRAŠTINIAI ELIPSINIŲ LYG ČIŲ UŽDAVINIAI

4.13. UŽDAVINIAI

1. Tegu W2
2,0(Ω) yra aiḃes {u∈C2(Ω) : u

∣∣
S

= 0} uždarinys erdv̇eje W2
2(Ω),

S∈C2. Į rodykite, kad

W2
2,0(Ω) = W2

2(Ω)∩ W̊1
2(Ω).

2. Tarkime,A yra formaliai savijungis operatorius,S∈C2 ir operatoriausA koefi-
cientai tenkina4.16pirmojo teiginio sąlygas. Įrodykite, kad Dirichlė uždavinio

A u = λu, x∈Ω; u
∣∣
S

= 0

tikrinės funkcijos{vk}∞k=1 yra erdv̇es W2
2(Ω)∩ W̊1

2(Ω) baże, t.y. kiekvieną
funkcijąu∈W2

2(Ω)∩ W̊1
2(Ω) galima skleisti Furj̇e eilute

u =
∞∑

k=1

(u, uk)vk.

Be to, šią eilutę galima du kartus diferencijuoti panariui pagal kintamuosiusxi

ir gautos eiluṫes13 konverguoja erdv̇ejeL2(Ω).

N u r o d y m a s . Erdv̇ejeW2
2(Ω) apibṙežkite ekvivaleňcią skaliarinę sandaugą

{u, v} = (A u− λ0u,A v − λ0v), λ0≥max
x∈Ω

a(x),

ir pasteḃekite, kad su kiekviena funkcijau∈W2
2(Ω)∩ W̊1

2(Ω) eilutė

{u, u} =
n∑

k=1

(u, uk)2(λk − λ0)2 =
n∑

k=1

(A u, uk)2(λk − λ0)2λ−2
k < ∞.

3. Tarkime,Ω = {x∈R2 : x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, r∈(0, 1), θ∈(0, α)}, o ϕ
– pakankamai glodi funkcija, apibrėžta kont̄uro l = ∂Ω taškuose ir lygi nuliui
koordinǎcių pradžios taško aplinkoje. Įrodykite, kad Dirichlė uždavinio

∆u = 0, x∈Ω; u
∣∣
S

= ϕ

sprendinys priklauso erdveiW1
2(Ω), ∀α∈(0, 2π], tačiau nepriklausoW2

2(Ω), kai
π < α < 2π.

4. Tegu Ω yra apṙežta erdv̇eje Rn sritis, S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius.
Įrodykite, kad kiekvienai funkcijaiu∈C2(Ω) : u

∣∣
S

= 0 yra teisinga nelygyḃe

‖uxx‖L2(Ω)≤C‖∆u‖L2(Ω);

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretausu.

13Atkreipkite ḋemesį, kad eiluṫes
∞X

k=1

(u, uk)vkxi
,

∞X

k=1

(u, uk)vkxixj

nėra ortogonalios erdvėjeL2(Ω) .



4.13. UŽDAVINIAI 167

5. TeguΩ yra iškila erdv̇ejeRn sritis, S∈C2. Į rodykite, kad kiekvienai funkcijai
u∈C2(Ω) : u

∣∣
S

= 0 yra teisinga nelygyḃe

‖uxx‖L2(Ω)≤‖∆u‖L2(Ω).

6. TeguA ir B yra griežtai elipsiniai operatoriai, kurių koeficientai tenkina4.16
teoremos pirmojo teiginio sąlygas,u∈W2

2,0(Ω). Į rodykite nelygybę

‖u‖2W2
2(Ω)≤C1

∫

Ω

A uB u dx + C2‖u‖2L2(Ω). (4.126)

N u r o d y m a s . Dukart pritaikykite integravimo dalimis formulę ir pasinau-
dokite tuo, kad dvi teigiamai apibrėžtas kvadratines formas vienu metu galima
suvesti į kvadratų sumą.

7. Tegu A u =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj
+

n∑
i=1

ai(x)uxi
+ a(x)u yra griežtai elipsinis

operatorius srityjeΩ, aij∈C(Ω), ai, a∈L∞(Ω), S = ∂Ω∈C2. Į rodykite, kad
kiekvienai funkcijaiu∈C2(Ω) : u

∣∣
S

= 0 yra teisinga nelygyḃe

‖u‖W2
2(Ω)≤C

(‖A u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.

8. Įrodykite, kad Noimano uždavinys

−∆u = f(x), x∈Ω; ∂u/∂n
∣∣
S

= 0

turi apibendrintą sprendinį erdvėjeW1
2(Ω) tada ir tik tada, kai

∫

Ω

f(x) dx = 0.

9. Funkcijau∈W2
2(Ω) yra biharmoniṅes lygties

∆2u = f(x), x∈Ω

apibendrintas sprendinys,jeigu∀η∈ W̊2
2(Ω) yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Ω

∆u∆η dx =
∫

Ω

fη dx.

Funkcijau yra kraštinio uždavinio

∆2u = f(x), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0, ∂u/∂n
∣∣
S

= 0

apibendrintas sprendinys,jeigu ji yra biharmoniṅes lygties apibendrintas spren-
dinys ir u∈ W̊2

2(Ω). Į rodykite, kad∀f∈L2(Ω) šis uždavinys turi vienintelį api-
bendrintą sprendinį erdvėjeW̊2

2(Ω).
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Kraštiniai parabolinių lyǧcių uždaviniai

Šiame skyriuje nagriṅesime kraštinius antrosios eilės tiesinių parabolinių lyǧcių už-
davinus su apṙežtais koeficientais (neaprėžtų koeficientų atvejis nagrinėjamas ana-
logiškai (žr. [29]). Daugiausiai ḋemesio skirsime pirmajam kraštiniam uždaviniui.
Įrodysime šio uždavinio apibendrintų sprendinių egzistavimą ir vienatįW̊1,0

2 (QT ) ir
W̊1,1

2 (QT ) erdv̇ese. Ištirsime apibendrintų sprendinių glodumą.

5.1. UŽDAVINIŲ FORMULAVIMAS. PAGALBINIAI TEIGINIAI

TeguΩ ⊂ Rn – apṙežta1 sritis,S = ∂Ω, QT = Ω× (0, T ) ⊂ Rn+1 – cilindras, kurio
apatinis pagrindasΩ, o viršutinis pagrindasΩT , ST – cilindro QT šoninis paviršius
(žr. 5.1 pav.).
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5.1 pav.

Šiame skyriuje nagriṅesimetolygiai parabolines lygtis, t.y. lygtis

ut + A u = f(t, x), (5.1)

kuriose operatoriaus

A u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)uxj

)
+

n∑

i=1

ai(x, t)uxi + a(x, t)u

koeficientaiaij = aji cilindreQT tenkina sąlygą

ν

n∑

i=1

ξ2
i ≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ µ

n∑

i=1

ξ2
i , ∀ξ ∈ Rn, ν, µ = const > 0.

Pirmasis kraštinis uždavinys formuluojamas taip: rasti funkcijąu, kuri cilindreQT

tenkintų (5.1) lygtį , sritiesΩ taškuose pradinę sąlygą

u|t=0 = ϕ(x) (5.2)

1Ši prielaida ṅera esmiṅe. Visi rezultatai išlieka teisingi neaprėžtos srities atveju. Tačiau juos reikia
patikslinti.
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ir paviršiausST taškuose pirmąją kraštinę sąlygą

u|ST
= ψ(x, t). (5.3)

Antrasis ir trěciasis kraštiniai uždaviniai formuluojami visiškai taip pat. Tik pirmąją
kraštinę sąlygą reikia atitinkamai pakeisti antrąja

∂u

∂N

∣∣∣
ST

≡
n∑

i,j=1

aijuxj
cos(n, xi)

∣∣
ST

= ψ(x, t) (5.4)

arba trěciąja
∂u

∂N
+ σ(x, t)u

∣∣
ST

= ψ(x, t) (5.5)

kraštine sąlyga2.
Koši uždavinys formuluojamas taip: rasti funkcijąu, kuri juostojeRn × (0, T )

tenkintų (5.1) lygtį , o taškuoset = 0, x ∈ Rn – (5.2) pradinę sąlygą.
Jeigu operatoriausA koeficientai bei lygties pradinių ir kraštinių sąlygų deši-

niosios puṡes ṅera pakankamai glodžios, tai bendruoju atveju (5.1) lygtis neturi kla-
sikinio sprendinio, tenkinaňcio atitinkamas pradines ir kraštines sąlygas. Todėl spren-
dinio reikia ieškoti platesṅeje funkcijų klaṡeje. Ši klaṡe turi b̄uti pakankamai siaura.
Tiksliau, tokia, kurioje ieškomasis sprendinys būtų vienintelis. Jos pasirinkimą lemią
operatoriausA koeficientų bei funkcijų , įeinaňcių į lygties pradinių ir kraštinių są-
lygų dešiniąsias puses, glodumas.

Nagriṅejant parabolines lygtis (ir ne tik jas), kintamasist yra išskiriamas iš kitų
kintamųjų . Žymint Sobolevo erdves, šį kintamąjį taip pat patogu išskirti. Todėl
Hilberto erdvęW1

2(QT ) toliau žyṁesimeW1,1
2 (QT ). Skaliariṅe sandaugaW1,1

2 (QT )
erdv̇eje apibṙežiama įprastu b̄udu:

(u, v)W1,1
2 (QT ) =

∫

QT

(
uv + utvt +

n∑

i=1

uxivxi

)
dxdt.

Šią skaliarinę sandaugą atitinka norma

‖u‖W1,1
2 (QT ) =

√
(u, u)W1,1

2 (QT ).

Greta nagriṅesime Hilberto erdvę

W1,0
2 (QT ) = {u ∈ L2(QT ) : uxi ∈ L2(QT ), ∀i = 1, . . . , n}

su skaliarine sandauga

(u, v)W1,0
2 (QT ) =

∫

QT

(
uv +

n∑

i=1

uxivxi

)
dxdt.

2 Čia, kaip ir4 skyrelyje,n – paviršiausS vienetinis normal̇es vektorius, išorinis sritiesΩ atžvilgiu.
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Šią skaliarinę sandaugą atitinka norma

‖u‖W1,0
2 (QT ) =

√
(u, u)W1,0

2 (QT ).

Kartu nagriṅesime šių erdvių poerdvius̊W1,1
2 (QT ), W̊1,0

2 (QT ) ir DT .

Sakysime,u ∈ W̊1,0
2 (QT ), jeigu egzistuoja tokia seka{um} ⊂ C∞(QT ), kad

funkcijosum lygios nuliui paviršiausST aplinkoje ir

‖um − u‖W1,0
2 (QT ) → 0,

kai m →∞.
Sakysime,u ∈ W̊1,1

2 (QT ), jeigu egzistuoja tokia seka{um} ⊂ C∞(QT ), kad
funkcijosum lygios nuliui paviršiausST aplinkoje ir

‖um − u‖W1,1
2 (QT ) → 0,

kai m →∞.
Sakysime,u ∈ DT , jeigu egzistuoja tokia seka{um} ⊂ C∞(QT ), kad funkcijos

um lygios nuliui paviršiausST bei taškot = T aplinkoje ir

‖um − u‖W1,1
2 (QT ) → 0,

kai m →∞.

5.1 lema. Tarkime,u = w(t)v(x), v ∈ W̊1
2(Ω). Tada:

1. Jeiguw ∈ L2(0, T ), tai u ∈ W̊1,0
2 (QT ).

2. Jeiguw ∈ W1
2(0, T ), tai u ∈ W̊1,1

2 (QT ).

3. Jeiguw ∈ W1
2(0, T ) ir w(T ) = 0, tai u ∈ DT .

/ Teguv ∈ W̊1
2(Ω). Tada egzistuoja tokia seka{vk} ⊂ C∞0 (Ω), kad

‖vk − v‖W1
2(Ω) → 0,

kai k →∞.
Į rodysime pirmąjį lemos teiginį. Teguw ∈ L2(0, T ). Aibė C∞[0, T ] yra tiršta

erdv̇ejeL2(0, T ). Todėl egzistuoja tokia seka{wk} ⊂ C∞[0, T ], kad

‖wk − w‖L2(0,T ) → 0,

kai k →∞. Funkcijų vk ir wk sandaugavk ·wk ∈ C∞(QT ) ir paviršiausST aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

‖u− vkwk‖W1,0
2 (QT ) ≤ ‖w(v − vk)‖W1,0

2 (QT ) + ‖vk(wk − w)‖W1,0
2 (QT ) → 0,

kai k →∞. Taigi u = vw ∈ W̊1,0
2 (QT ).
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Tarkime,w ∈ W1
2(0, T ). Tada egzistuoja tokia seka{wk} ⊂ C∞[0, T ], kad

‖wk − w‖W1
2(0,T ) → 0,

kai k →∞. Funkcijų vk ir wk sandaugavk ·wk ∈ C∞(QT ) ir paviršiausST aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

‖u− vkwk‖W1,1
2 (QT ) ≤ ‖w(v − vk)‖W1,1

2 (QT ) + ‖vk(wk − w)‖W1,1
2 (QT ) → 0,

kai k →∞. Taigi u = vw ∈ W̊1,1
2 (QT ).

Į rodysime trěciąjį lemos teiginį. Teguw ∈ W1
2(0, T ) ir w(T ) = 0. Apibrėžkime

seką funkcijų

wδ(t) =
{

w(t), kai t ≤ T − δ,
0, kai t > T − δ.

Pakankamai mažiemsρ > 0 (pavyzdžiui, kaiρ < δ/2) vidutinės funkcijos(wδ)ρ yra
be galo diferencijuojamos ir lygios nuliui taškot = T aplinkoje. Toḋel galima parinkti
arṫejaňcių į nulį skaǐcių δk ir ρk sekas taip, kad funkcijos(wδk

)ρk
vk ∈ C∞(QT ) būtų

lygios nuliui paviršiausST bei taškot = T aplinkoje ir

‖u− (wδk
)ρk

vk‖W1,1
2 (QT ) ≤ ‖w(v − vk)‖W1,1

2 (QT )+

+ ‖vk(w − (wδk
)ρk

)‖W1,1
2 (QT ) → 0,

kai k →∞. Taigi u = vw ∈ DT . .

5.2 lema. Tegu{vk}∞k=1 yra baże erdv̇ejeW̊1
2(Ω), wk ∈ C∞[0, T ], k = 1, 2, . . . , M

– visų galimų tiesinių darinių

N∑

k=1

wk(t)vk(x), N ∈ N,

aibė. Tada yra teisingi tokie teiginiai:

1. AibėM yra tiršta erdv̇ejeW̊1,0
2 (QT ).

2. AibėM yra tiršta erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ).

3. Jeigu papildomai pareikalausime, kadwk(T ) = 0, ∀k = 1, 2, . . . , tai taip
apibṙežta aiḃeM bus tiršta erdv̇ejeDT .

/ Laisvai pasirinkime funkcijąu ∈ W̊1,0
2 (QT ) ir skaǐcių ε > 0. Pagal poerdvio

W̊1,0
2 (QT ) apibṙežimą egzistuoja tokia funkcijãu ∈ C∞(QT ), lygi nuliui paviršiaus

ST aplinkoje, kad
‖u− ũ‖W1,0

2 (QT ) ≤ ε/2.

Pratęskime funkciją̃u į paviršiausST išorę nuliu. Pratęstą funkciją pažymėkime ta
pǎcia raideũ. Tada platesṅeje srityjeQ ⊃ QT funkcija ũ ∈ C∞(Q). Tarkime,Q yra
kubas (žr.5.2 pav.).
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5.2 pav.

Kiekvienam skaǐciui ε1 > 0 egzistuoja toks polinomasP = P (x, t), kad

‖P − ũ‖C1(Q) ≤ ε1.

TeguΩδ = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > δ}, δ > 0, ξ ∈ C∞0 (Ω), ξ(x) = 1, kai x ∈ Ωδ.
Skaǐcių δ parinkime taip, kad̃u(x, t) = 0, kai x ∈ Ω \ Ωδ. Tada

‖P − Pξ‖C1(Q) = ‖P (1− ξ)‖
C1(Q\QT,δ)

≤

≤ ‖(1− ξ)(P − ũ)‖
C1(Q\QT,δ)

≤ c(δ)ε1;

čiaQT,δ = Ωδ × (0, T ).
Skaǐcių ε1 parinkime taip, kad

‖u− ξP‖W1,0
2 (QT ) ≤ ‖u− ũ‖W1,0

2 (QT ) + ‖ũ− P‖W1,0
2 (QT )+

+‖P − ξP‖W1,0
2 (QT ) ≤ ε/2 + ε1|QT |+ c(δ)ε1|QT | < 3ε/4.

KadangiP yra polinomas, tai sandaugąP (x, t)ξ(x) galima išreikšti tokiu pavidalu:

P (x, t)ξ(x) =
m∑

k=1

ck(x)bk(t);

čia ck ∈ C∞0 (Ω), bk ∈ C∞[0, T ]. Kiekvieną funkcijąck erdv̇eje W̊1
2(Ω) galima

aproksimuoti bazinių elementųvk tiesiniu dariniu. Toḋel ∀ε2 > 0 ir ∀k = 1, . . . , m
egzistuoja tokie skaičiai αk1, . . . , αkN , kad

∥∥∥ck −
N∑

i=1

αkivi

∥∥∥
W1

2(Ω)
≤ ε2, ∀k = 1, . . . , m.

Pažyṁekime

qk = ck −
N∑

i=1

αkivi.

Reiškinys

∥∥∥
m∑

k=1

bkqk

∥∥∥
W1,0

2 (QT )
≤

( m∑

k=1

‖bk‖2L2(0,T )

)1/2( m∑

k=1

‖qk‖2W1
2(Ω)

)1/2

≤ Cε2.
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Parinkime skaǐcių ε2 taip, kadCε2 < ε/4. Tada

∥∥∥u−
N∑

i=1

wi(t)vi(x)
∥∥∥

W1,0
2 (QT )

< 3ε/4 + ε/4 = ε;

čia

wi(t) =
m∑

k=1

αkibk(t) ∈ C∞[0, T ] .

Taigi aiḃeM yra tiršta erdv̇ejeW̊1,0
2 (QT ).

Antrasis lemos teiginys įrodomas analogiškai. Įrodysime trečiąjį lemos teiginį.
Laisvai pasirinkime funkcijąu ∈ DT ir skaǐcių ε > 0. Pagal poerdvioDT apibṙežimą
egzistuoja tokia funkcijãu ∈ C∞(QT ), lygi nuliui paviršiausST bei plokštumost = T
aplinkoje, kad

‖u− ũ‖W1,0
2 (QT ) ≤ ε/2.

Kiekvienamε1 > 0 egzistuoja toks polinomasP = P (x, t), kad

‖ũ− P‖C1(QT ) ≤ ε1.

Teguζ ∈ C∞[0, T ] ir ζ(t) = 1, kai t ≤ T − δ1, δ1 > 0. Skaǐcių δ1 parinkime taip, kad
ũ(x, t) = 0, kai t ≥ T − δ1. Tada funkcijaP (x, t)ξ(x)ζ(t) = 0 pakankamai mažoje
paviršiausST bei plokštumost = T aplinkoje ir

‖P − Pξζ‖C1(Q) ≤ c(δ, δ1)ε1.

Tolesnis įrodymas yra visiškai toks pats kaip pirmojo teiginio..
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5.2. PIRMASIS KRAŠTINIS UŽDAVINYS.
APIBENDRINTŲJŲ SPRENDINIŲ APIBṘEŽIMAI

Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij = aji, ai ir a ∈ L∞(QT ), i, j = 1, 2, . . . , n,
f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ L2(Ω). Nagriṅesime pirmąjį kraštinį uždavinį





ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ;

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω.

(5.6)

Bendru atveju taip suformuluotas uždavinys neturi klasikinio sprendinio. Jis netgi ne-
turi prasṁes. Norint suteikti jam tam tikrą prasmę, reikia apibrėžti apibendrinto spren-
dinio sąvoką. Kitais žodžiais tariant, reikia,,patalpinti“ šį uždavinį į integralinę tap-
atybę. Laikinai tarkime, kad operatoriausA koeficientai bei funkcijaf yra pakanka-
mai glod̄us ir u yra glodus (5.6) lygties sprendinys. Padauginę abi šios lygties puses
iš funkcijosη ∈ C∞(QT ), gautus reiškinius suintegravę cilindruQτ = Ω × (0, τ) ir
pasinaudoję integravimo dalimis formule, gausime integralinę tapatybę

∫

Qτ

(
utη +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

Sτ

∂u

∂N
η dSdt +

∫

Qτ

fη dxdt, τ ∈ (0, T ], Sτ = S × (0, τ).

Jeigu operatoriausA koeficientai yra tik apṙežti, tai pastaroji tapatybė prasmę turi,
o (5.6) lygtis neturi. Nagriṅejant pirmąjį kraštinį uždavinį, išvestinė ∂u/∂N pavir-
šiujeST yra neapibṙežta. Toḋel nat̄uralu funkcijąη apibṙežti taip, kad paviršiausST

aplinkoje ji b̄utų lygi nuliui. Šiuo atveju gausime tapatybę
∫

Qτ

(
utη +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =
∫

Qτ

fη dxdt; (5.7)

čia τ ∈ (0, T ]. Funkcijų η ∈ C∞(QT ), lygių nuliui paviršiausST aplinkoje, aiḃe yra
tiršta erdv̇eje W̊1,0

2 (QT ). Todėl pastaroji tapatyḃe turi prasmę su kiekviena funkcija
η ∈ W̊1,0

2 (QT ).
A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau ∈ W̊1,1

2 (QT ) yra (5.6) uždavinioapi-
bendrintasis sprendinys, jeigu∀η ∈ W̊1,0

2 (QT ) teisinga (5.7) integraliṅe tapatyḃe ir

‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) → 0,

kai t → 0.
Apibendrinto sprendinio galima ieškoti platesnėje funkcijų klaṡeje. Tiksliau, ga-

lime atsisakyti apibendrintos išvestinėsut egzistavimo. Šiuo atveju reikia pastebėti,
kad ∫

Qτ

utη dxdt =
∫

Ω

u(x, t)η(x, t)
∣∣t=τ

t=0
dx−

∫

Qτ

uηt dxdt,
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ir vietojeu(x, 0) į rašytiϕ(x). Laisvai pasirinktai funkcijaiu ∈ W1,0
2 (QT ) integralas

∫

Ω

u(x, t)η(x, t)
∣∣
t=τ

dx

neturi prasṁes. Toḋel reikia paimtiτ = T ir funkciją η ∈ C∞(QT ) apibṙežti taip, kad
ji būtų lygi nuliui ir hiperplokštumost = T aplinkoje. Tokioms funkcijomsη gausime
tapatybę ∫

QT

(
−uηt +

n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dxdt =

=
∫

QT

fη dxdt +
∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0) dx. (5.8)

Funkcijų η ∈ C∞(QT ), lygių nuliui paviršiausST bei hiperplokštumost = T aplin-
koje, aiḃe yra tiršta erdv̇ejeDT . Todėl pastaroji tapatyḃe turi prasmę∀η ∈ DT .

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau ∈ W̊1,0
2 (QT ) yra (5.6) uždavinioapi-

bendrintasis sprendinys, jeigu∀η ∈ DT teisinga (5.8) integraliṅe tapatyḃe.
Šiuo atveju į integralinę tapatybę,,sutalpinta“ ne tik lygtis su kraštine sąlyga, bet

ir pradiṅe sąlyga.

P a s t a b o s :

1. Pagal3.11 teoremą kiekviena funkcijau iš W1,1
2 (QT ) arba išW̊1,1

2 (QT ) turi
pėdsakąu|t=τ ∈ L2(Ω) ir

‖u(·, τ)− u(·, τ − ε)‖L2(Ω) → 0,

kai ε → 0, t.y. u ∈ C([0, T ] → L2(Ω)).

2. Šiame skyrelyje pateikti apibendrintų sprendinių apibrėžimai neišsemia visų
galimų atvejų . Smulkiau apie tai galima sužinoti [29] knygoje.
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5.3. ENERGIṄES NELYGYBĖS. VIENATIES TEOREMOS

Šiame skyrelyje išvesime energinę ir jai dualią nelygybes. Po to, remdamiesi šiomis
nelygyḃemis, įrodysime kraštinių uždavinių apibendrintų sprendinių vienaties teore-
masW1,1

2 (QT ) ir W1,0
2 (QT ) erdv̇ese.

5.1 teorema. Tarkime, funkcijau ∈ W̊1,1
2 (QT ) yra (5.6) uždavinio apibendrintasis

sprendinys ir

|||u |||QT
=

(
max

t∈[0,T ]
‖u‖2L2(Ω) + ‖ux‖2L2(QT )

)1/2

.

Tada yra teisinga energinė nelygyḃe

|||u ||| 2QT
≤ C

(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2L2(Ω)

)
; (5.9)

čia konstantaC nepriklauso nuo konkretaus elementou.

/ Pagal apibendrinto sprendinio apibrėžimą∀η ∈ W̊1,0
2 (QT ) teisinga (5.7) inte-

gralinė tapatyḃe. Imkime šioje tapatyḃejeη = u. Tada pasteḃeję, kad

2uut = ∂u2/∂t

ir pasinaudoję integravimo dalimis formule, gausime lygybę

1
2

∫

Ω

u2(x, t)
∣∣t=τ

t=0
dx +

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aijuxiuxj dxdt =

=
∫

Qτ

(
fu−

n∑

i=1

aiuxiu− au2
)

dxdt. (5.10)

Kadangi (5.6) lygtis yra tolygiai paraboliṅe, tai

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aijuxiuxj dxdt ≥ ν

∫

Qτ

u2
x dxdt.

Be to, operatoriausA koeficientaiai ir a yra apṙežti. Toḋel egzistuoja tokios teigiamos
konstantosµ0 ir µ1, kad

vraisup
(x,t)∈QT

|a(x, t)| ≤ µ0, vraisup
(x,t)∈QT

( n∑

i=1

a2
i (x, t)

)1/2

≤ µ1.

Pasinaudoję Helderio nelygybe, įvertinsime integralą

∣∣∣
∫

Qτ

(
fu−

n∑

i=1

aiuxiu− au2
)

dxdt
∣∣∣ ≤
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≤ ε

∫

Qτ

u2
x dxdt +

1
2

∫

Qτ

f2 dxdt + Cε

∫

Qτ

u2 dxdt, ∀ε > 0;

čiaCε = µ2
1/2ε + µ0 + 1/2.

Teguε = ν/2. Tada iš (5.10) ir gautų įveřcių išplaukia nelygyḃe
∫

Ω

u2(x, τ) dx + ν

∫

Qτ

u2
x dxdt ≤

≤ C

∫

Qτ

u2 dxdt +
∫

Qτ

f2 dxdt +
∫

Ω

ϕ2 dx; (5.11)

čiaC = 2µ2
1/ν + 2µ0 + 1. Pažyṁekime

Φ(τ) =
∫

Qτ

u2(x, t) dxdt.

FunkcijaΦ yra neneigiama ir nemažėjanti. Be to, ji turi sumuojamą išvestinę

Φ′(τ) =
∫

Ω

u2(x, τ) dx

ir teisinga nelygyḃe
Φ′(τ) ≤ CΦ(τ) + F (τ);

čia

F (τ) =
∫

Qτ

f2(x, t) dxdt +
∫

Ω

ϕ2(x) dx.

Remdamiesi Gronuolo lema, galime tvirtinti, kad

Φ(τ) =
∫

Qτ

u2(x, t) dxdt ≤ eCτ − 1
C

(∫

Qτ

f2(x, t) dxdt +
∫

Ω

ϕ2(x) dx
)
.

Sugretinę šią ir (5.11) nelygybes, gausime
∫

Ω

u2(x, τ) dx + ν

∫

Qτ

u2
x(x, t) dxdt ≤ eCτ

(∫

Qτ

f2(x, t) dxdt +
∫

Ω

ϕ2(x) dx
)
.

Kartu yra teisinga nelygyḃe

max
τ∈[0,T ]

∫

Ω

u2(x, τ) dx + ν

∫

QT

u2
x(x, t) dxdt ≤

≤ eCT
(∫

QT

f2(x, t) dxdt +
∫

Ω

ϕ2(x) dx
)
.
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Akivaizdu, kad pastaroji ir (5.9) nelygyḃes yra ekvivaleňcios..
Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij ir ai cilidre QT turi apṙežtas išvestines

aijt ir aixi . Be to, tegu

max
i,j=1,...,n

vraisup
(x,t)∈QT

|aijt(x, t)| = µ2, vraisup
(x,t)∈QT

∣∣∣a(x, t)−
n∑

i=1

aixi
(x, t)

∣∣∣ = µ3.

Tada yra teisinga teorema.

5.2 teorema. Tarkime,u ∈ W̊1,0
2 (QT ) yra(5.6) uždavinio apibendrintasis sprendinys,

q(x, t) =

t∫

0

u(x, s) ds.

Tada yra teisinga dualioji energinė nelygyḃe

ν

4
max

t∈[0,τ ]
‖qx(x, t)‖2L2(Ω) + ‖qt‖2L2(Qτ ) ≤

≤ e8Cτ/ν
(
‖f‖2L2(QT ) + 2d2ν−1‖ϕ‖2L2(Ω)

)
; (5.12)

čia τ ∈ [0, ν/8C], C = 1 + d2 + nµ2 + d2µ3, d = diam Ω.

/ Teguu ∈ W̊1,0
2 (QT ) yra (5.6) uždavinio apibendrintas sprendinys. Tada∀η ∈

DT yra teisinga (5.8) integraliṅe tapatyḃe

∫

QT

(
−uηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

QT

fη dxdt +
∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0) dx.

Fiksuokimeτ ∈ (0, T ] ir apibṙežkime funkciją

η(x, t) =





τ∫
t

u(x, s) ds, kai t ∈ [0, τ ],

0, kai t ∈ [τ, T ].

Taip apibṙežta funkcijaη ∈ DT (patikrinkite). Be to,ηt = −u, ηtxi = −uxi , kai
t < τ. Įstatę ją į pastarąją integralinę tapatybę, gausime

∫

Qτ

(
η2

t −
n∑

i,j=1

aijηxitηxj −
n∑

i=1

aiηtxiη − aηtη
)

dxdt =

=
∫

Qτ

fη dxdt +
∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0) dx.
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Pasinaudoję integravimo dalimis formule, šią lygybę perrašysime taip:

∫

Qτ

η2
t dxdt +

1
2

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijηxi
ηxj

∣∣
t=0

dx =
∫

Qτ

fη dxdt+

+
∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0) dx− 1
2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aijtηxi
ηxj

dxdt +
∫

Qτ

(
a−

n∑

i=1

aixi

)
ηtη dxdt.

Iš šios lygyḃes įprastu b̄udu išvedama nelygybė

‖ηt‖2L2(Qτ ) +
ν

2
‖ηx(x, 0)‖2L2(Ω) ≤

≤ ‖f‖2L2(QT ) + 2d2ν−1‖ϕ‖2L2(Ω) + C‖ηx‖2L2(Qτ );

čiaC = 1 + d2 + nµ2 + d2µ3.
Pagal apibṙežimą funkcija

η(x, t) =

τ∫

t

u(x, τ) dτ = q(x, τ)− q(x, t).

Be to,η(x, 0) = q(x, τ) ir

‖ηx‖2L2(Qτ ) =
∫

Qτ

n∑

i=1

(
qxi(x, τ)− qxi(x, t)

)2
dxdt ≤

≤ 2τ‖qx(x, τ)‖2L2(Ω) + 2‖qx(x, t)‖2L2(Qτ ).

Pasinaudoję šia nelygybe, gausime

‖qt‖2L2(Qτ ) +
(
ν/2− 2τC

)‖qx(x, τ)‖2L2(Ω) ≤

≤ ‖f‖2L2(QT ) +
2d2

ν
‖ϕ‖2L2(Ω) + 2C‖qx‖2L2(Qτ ). (5.13)

Kai τ ≤ ν/8C, daugiklisν/2 − 2τC ≥ ν/4. Todėl iš (5.13) ir 1.1 lemos išplaukia
nelygyḃe

‖qt‖2L2(Qτ ) +
ν

4
‖qx(x, τ)‖2L2(Ω) ≤

≤ e8Cτ/ν
(‖f‖2L2(QT ) + 2d2ν−1‖ϕ‖2L2(Ω)

)
.

Kartu yra teisinga (5.12) nelygyḃe. .
Klasikinėje teorijoje vienaties teoremų įrodymas paraboliniams kraštiniams užda-

viniams remiasi maksimumo principu. Nagrinėjant apibendrintus sprendinius erdvėse
W̊1,1

2 (QT ) ir W̊1,0
2 (QT ), vienaties teoremos išlieka teisingos. Jos lengvai išvedamos

iš energinių nelygybių .
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5.3 teorema. ErdvėjeW̊1,1
2 (QT ) negali egzistuoti du skirtingi(5.6) kraštinio uždavi-

nio apibendrinti sprendiniai.

/ Teguu1 ir u2 yra du (5.6) uždavinio apibendrinti sprendiniai̊W1,1
2 (QT ) erdv̇eje.

Tada jų skirtumasu = u1 − u2 ∈ W̊1,1
2 (QT ) yra kraštinio uždavinio

ut + A u = 0, (x, t) ∈ QT ; u
∣∣
ST

= 0; u
∣∣
t=0

= 0

apibendrintas sprendinys. Todėl yra teisinga energiṅe nelygyḃe

max
t∈[0,T ]

‖u‖2L2(Ω) + ‖ux‖2L2(QT ) ≤ 0.

Iš jos išplaukia, kad‖u‖W1,1
2 (QT ) = 0. Taigi bet kokie du (5.6) uždavinio apibendrinti

sprendiniai erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) sutampa..

5.4 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai, a ir jų išvestiṅesaijt ir aixi

yra apṙežtos. Tada erdv̇ejeW̊1,0
2 (QT ) bet kokie du(5.6) kraštinio uždavinio apiben-

drinti sprendiniai sutampa.

/ Teguu1, u2 yra du apibendrinti (5.6) uždavinio sprendiniai̊W1,0
2 (QT ) erdv̇eje ir

u = u1 − u2. Tada yra teisinga dualioji energinė nelygyḃe

ν

4
max

t∈[0,τ ]
‖qx(x, t)‖2L2(Ω) + ‖qt‖2L2(Qτ ) ≤ 0, τ ∈ (0, ν/8C];

čia

q(x, t) =

t∫

0

u(x, s) ds.

Iš jos išplaukia, kadu = 0 cilindre Ω × [0, τ ]. Funkcijau tenkina (5.8) integralinę
tapatybę, kurioje funkcijosf ir ϕ lygios nuliui. Toḋel ją galima perrašyti taip:

T∫

τ

∫

Ω

(
−uηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxi + au
)

dxdt = 0.

Kartu galime tvirtinti, kadu yra kraštinio uždavinio




ut + A u = 0, (x, t) ∈ Ω× (τ, T );

u
∣∣
Sτ,T

= 0, (x, t) ∈ Sτ,T = S × (τ, T );

u
∣∣
t=τ

= 0, x ∈ Ω,

apibendrintas sprendinys ir cilindreΩ× [τ, 2τ ] yra teisinga dualioji energiṅe nelygyḃe.
Todėl šiame cilindreu = 0. Taip toliau samprotaudami, gausime, kadu = 0 visame
cilindreQT . .

P a s t a b a . Reikalavimas, kad koeficientaiaij ir ai turėtų apṙežtas išvestinesaijt

ir aixi , nėra esminis. Teorema išlieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientaiaij ir ai yra
tik apṙežti (žr. [29]). Šiuo atveju įrodoma, kad apibendrinti sprendiniai išW̊1,0

2 (QT )
yra erdv̇esW̊1,1/2

2 (QT ) elementai.
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5.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a bei jų išvestiṅesaijt yra apṙežtos
cilindre QT , f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ W1

2(Ω). Į rodysime, kad erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) pirmasis

kraštinis uždavinys turi bent vieną apibendrintą sprendinį.
Priminsime, kad funkcijau yra (5.6) uždavinio apibendrintas sprendinys erdvėje

W̊1,1
2 (QT ), jeigu teisinga (5.7) integraliṅe tapatyḃe. Perrašykime šią tapatybę taip:

τ∫

0

(
(ut, η) + A(u, η)− (f, η)

)
dt = 0, τ ∈ (0, T ], ∀η ∈ W̊1,0

2 (QT );

čia (·, ·) – skaliariṅe sandauga erdvėjeL2(Ω),

A(u, η) =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dx.

Jeiguu ∈ W̊1,1
2 (QT ), η ∈ W̊1,0

2 (QT ) ir f ∈ L2(QT ), tai (ut, η), A(u, η) ir (f, η) yra
sumuojamos intervale(0, T ) funkcijos.

Tegu{vk}∞k=1 yra baże erdv̇ejeW̊1
2(Ω), ortonormuota erdv̇ejeL2(Ω). Apytikslio

pirmojo kraštinio uždavinio apibendrinto sprendinio ieškosime tokiu pavidalu:

u(N)(x, t) =
N∑

k=1

w
(N)
k (t)vk(x);

čia funkcijosw(N)
k = (u(N), vk) randamos iš sąlygų :

(u(N)
t , vk) + A(u(N), vk) = (f, vk), ∀k = 1, . . . , N ; (5.14)

u(N)
∣∣
t=0

= ϕ(N)(x) :=
N∑

k=1

(ϕ, vk)vk(x). (5.15)

Fiksuokime skaǐcių N ir pažyṁekimew
(N)
k = wk. Tada šias sąlygas galima per-

rašyti taip:




w′k(t) +
N∑

j=1

αkjwj(t) = fk(t), t ∈ (0, T ),

wk(0) = ϕk,

k = 1, . . . , N ;

čiaαkj = A(vk, vj), fk = (f, vk), ϕk = (ϕ, vk). Taigi gavome Koši uždavinį pirmo-
sios eil̇es tiesinių paprastų jų diferencialinių lygčių sistemai. Pastarąjį uždavinį galima
užrašyti vektoriniu pavidalu

{
w′(t) = Aw(t) + f(t), t ∈ (0, T ),
w(0) = ϕ; (5.16)
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čia A = {−αkj} yra N × N eilės matrica,w = colon(w1, . . . , wN ) – ieškoma, o
f = colon(f1, . . . , fN ) ir ϕ = colon(ϕ1, . . . , ϕN ) – žinomos funkcijos.

TeguM = {w = colon(w1, . . . , wN )} yra aiḃe tokių absoliǔciai tolydžių seg-
mente[0, T ] funkcijų , kadw′i ∈ L2(0, T ), ∀i = 1, . . . , N. Į rodysime, kad aiḃejeM
egzistuoja vienintelis (5.16) Koši uždavinio sprendinys. Tiksliau, yra teisinga tokia
lema.

5.3 lema. Tarkime, matricosA elementai yra aprėžtos, mǎcios intervale(0, T ) funkci-
jos, f ∈ L2(0, T ). Tada aiḃejeM egzistuoja vienintelis(5.16) Koši uždavinio sprendi-
nys.

/ Funkcijaw ∈ M yra (5.16) Koši uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra
integraliṅes lygties

w(t) = ϕ +

t∫

0

f(s) ds +

t∫

0

A(s)w(s) ds (5.17)

sprendinys erdv̇eje L2(0, T ). Todėl pakanka įrodyti, kad (5.17) lygtis turi vienintelį
sprendinį erdv̇ejeL2(0, T ). Jo ieškosime nuoseklių jų artinių metodu. Tegu

w0(t) = ϕ +
t∫
0

f(s) ds,

w1(t) =
t∫
0

A(s)w0(s) ds,

...
...

wn(t) =
t∫
0

A(s)wn−1(s) ds

ir t.t.. Taikant matematiṅes indukcijos metodą, galima įrodyti, kad

|wn(t)| ≤ Mntn

n!
max

t∈[0,T ]
|w0(t)|, n = 0, 1, . . . ;

čiaM = max
t∈[0,T ]

|A(t)|. Iš šio įveřcio išplaukia, kad eiluṫe

w(t) =
∞∑

i=0

wi(t)

tolygiai konverguoja intervale[0, T ]. Be to, funkcijaw(t) yra absoliǔciai tolydi, tenk-
ina (5.17) lygtį ir taške t = 0 lygi ϕ. Kartu galime tvirtinti, kad jos išvestiṅe w′ ∈
L2(0, T ).

Į rodysime, kad sukonstruotas sprendinys yra vienintelis. Teguw1, w2 ∈ M yra du
(5.17) lygties sprendiniai. Tada jų skirtumasw = w1 − w2 yra homogeniṅes lygties

w(t) =

t∫

0

A(s)w(s) ds := Aw(t)
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sprendinys. Iš jos išplaukia, kad

w(t) = Aw(t) = A2w(t) = · · · = Anw(t).

Pakankamai dideliemsn

max
t∈[0,T ]

|w(t)| = max
t∈[0,T ]

|Anw(t)| ≤ MnTn

n!
max

t∈[0,T ]
|w(t)| < max

t∈[0,T ]
|w(t)|.

Todėlw(t) = 0 ir w1(t) = w2(t). Taigi bet kokie du (5.17) lygties sprendiniai sutampa.
.

Iš šios lemos išplaukia, kad∀N egzistuoja tokios funkcijosw(N)
1 , . . . , w

(N)
N , kad

u(N) =
N∑

k=1

w
(N)
k (t)vk(x)

tenkina (5.14), (5.15) sąlygas. Kartu galime tvirtinti, kad su kiekviena funkcijaη =
N∑

k=1

qk(t)vk(x), qk – glodžios funkcijos, yra teisinga integralinė tapatyḃe

τ∫

0

(
(u(N)

t , η) + A(u(N), η)− (f, η)
)

dt = 0; τ ∈ [0, T ]. (5.18)

Imkime šioje tapatyḃeje η = u(N). Tada pakartoję energinės nelygyḃes išvedimą,
gausime

max
t∈[0,T ]

‖u(N)‖2L2(Ω) + ‖u(N)
x ‖2L2(QT ) ≤

≤ C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ(N)‖2L2(Ω)

)
≤ C

(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2L2(Ω)

)
.

Imkime (5.18) tapatyḃeje η = u
(N)
t . Tada pasinaudoję integravimo dalimis for-

mule, gausime lygybę

τ∫

0

(
u

(N)
t , u

(N)
t

)
dt +

1
2

∫

Ω

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xi

u(N)
xj

∣∣t=τ

t=0
dx =

=
∫

Qτ

(1
2

n∑

i,j=1

aijtu
(N)
xi

u(N)
xj

−
n∑

i=1

aiu
(N)
xi

u
(N)
t − au(N)u

(N)
t + fu

(N)
t

)
dxdt.

Iš jos įprastai išvedama nelygybė
∫

Qτ

(
u

(N)
t

)2

dxdt +
∫

Ω

(
u(N)

x

)2∣∣∣
t=τ

dx ≤

≤ C
(∫

QT

f2 dxdt +
∫

Ω

(
ϕ2

x + ϕ2
)
dx

)
.
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Kartu galime tvirtinti, kad
∫

QT

(
u

(N)
t

)2

dxdt + max
τ∈[0,T ]

∫

Ω

(
u(N)

x

)2∣∣∣
t=τ

dx ≤

≤ C
(∫

QT

f2 dxdt +
∫

Ω

(
ϕ2

x + ϕ2
)
dx

)
< ∞.

Taigi erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) seka{u(N)} yra apṙežta. Toḋel iš jos galima išskirti posekį,

silpnai konverguojantį į elementąu ∈ W̊1,1
2 (QT ). Be to, pastaroji nelygyḃe išlieka

teisinga ir ribinei funkcijaiu, t.y.
∫

QT

u2
t dxdt + max

τ∈[0,T ]

∫

Ω

u2
x(x, t)

∣∣∣
t=τ

dx ≤

≤ C
(∫

QT

f2 dxdt +
∫

Ω

(
ϕ2

x + ϕ2
)
dx

)
. (5.19)

Įrodysime, kadu yra pirmojo kraštinio uždavinio apibendrintas sprendinys. Tegu

M ≤ N, η =
M∑

k=1

qk(t)vk(x), qk ∈ C∞[0, T ]. Su kiekviena taip apibrėžta funkcijaη

yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

τ∫

0

(
(u(N)

t , η) + A(u(N), η)− (f, η)
)
dt = 0, τ ∈ (0, T ].

Tegu posekis{u(Nk)} silpnai konverguoja į elementąu. Tada ribiṅe funkcijau tenkins
integralinę tapatybę

τ∫

0

(
(ut, η) + A(u, η)− (f, η)

)
dt = 0, τ ∈ [0, T ], ∀η =

M∑

k=1

qk(t)vk(x).

Pagal5.2 lemą tokių funkcijų aiḃe yra tiršta erdv̇ejeW̊1,0
2 (QT ). Todėl pastaroji tap-

atyḃe teisinga∀η ∈ W̊1,0
2 (QT ).

Į rodysime, kad funkcijau tenkina pradinę sąlygą. Pagal Minkovskio nelygybę

‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) ≤

≤ ‖u− u(N)‖L2(Ω) + ‖u(N) − ϕ(N)‖L2(Ω) + ‖ϕ(N) − ϕ‖L2(Ω).

Kiekviena apṙežta aiḃe W̊1,1
2 (QT ) erdv̇eje yra sąlyginis kompaktasL2(Ω) erdv̇eje.

Todėl iš kiekvienos apṙežtos erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) sekos galima išskirti konverguojantį

erdv̇eje L2(Ω) posekį. Teguu(Nk) → u erdv̇eje L2(Ω). Be to, konvergavimas yra
tolygust ∈ [0, T ] atžvilgiu.
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Laisvai pasirenkame skaičių ε > 0. Pagal jį randame tokį skaičių k0, kad

‖u− u(Nk)‖L2(Ω) < ε/3, ∀k ≥ k0.

Norma

‖ϕ(Nk) − ϕ‖L2(Ω) ≤
√√√√

∞∑

i=Nk+1

(ϕ, vi)2 → 0,

kai Nk →∞. Todėl egzistuoja toks skaičiusk1, kad

‖ϕ(Nk) − ϕ‖L2(Ω) ≤ ε/3, ∀k ≥ k1.

Fiksuokime kokį norsk ≥ max{k0, k1}. Norma

‖u(Nk) − ϕ(Nk)‖L2(Ω) =

√√√√
Nk∑

i=1

(
w

(Nk)
i (t)− w

(Nk)
i (0)

)2
.

Funkcijosw(Nk)
i yra absoliǔciai tolydžios. Toḋel galima nurodyti tokį skaičių t0 > 0,

kad √√√√
Nk∑

i=1

(
w

(Nk)
i (t)− w

(Nk)
i (0)

)2 ≤ ε/3,

kai t ≤ t0. Tokiemst norma

‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) ≤ ε.

Taigi u(x, t) → ϕ(x) erdv̇ejeL2(Ω), kai t → 0. Kartu galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

5.5 teorema. Tarkime,aij , aijt, ai ir a ∈ L∞(QT ), f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ W1
2(Ω). Tada

erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) egzistuoja vienintelis(5.6) uždavinio apibendrintasis sprendinys.

Analogiškai galima įrodyti (5.6) uždavinio apibendrinto sprendinio egzistavimą
erdv̇ejeW̊1,0

2 (QT ) . Tiksliau, teisinga tokia teorema.

5.6 teorema. Tarkime, aij , ai ir a ∈ L∞(QT ), f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ L2(Ω) . Tada
erdv̇ejeW̊1,0

2 (QT ) egzistuoja bent vienas(5.6) uždavinio apibendrintasis sprendinys

Šios teoremos įrodymą galima rasti [27] knygoje.



186 5. KRAŠTINIAI PARABOLINIŲ LYG ČIŲ UŽDAVINIAI

5.5. FURJ̇E METODAS

Tarkime, operatoriausA koeficientai nepriklauso nuo kintamojot. Be to, tegu (ḋel
paprastumo) koeficientaiai = 0, ∀i = 1, . . . , n, t.y. operatorius

A u = −
n∑

i,j=1

∂

dxi

(
aij(x)uxj

)
+ a(x)u

yra savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir trečiojo kraštinių uždavinių apibendrintų
sprendinių galima ieškoti Furjė metodu (trěciojo kraštinio uždavinio atveju koeficien-
tasσ taip pat turi nepriklausyti nuo kintamojot). Čia nagriṅesime pirmąjį kraštinį
uždavinį

ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ; u
∣∣
ST

= 0; u
∣∣
t=0

= ϕ(x). (5.20)

Ši uždavinį patogu išskaidyti į du paprastesnius:

ut + A u = 0, (x, t) ∈ QT ; u
∣∣
ST

= 0; u
∣∣
t=0

= ϕ(x), (5.21)

ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ; u
∣∣
ST

= 0; u
∣∣
t=0

= 0. (5.22)

Iš pradžių nagriṅesime (5.21) uždavinį. Teguu(x, t) = w(t) v(x). Įstatę taip apibṙežtą
funkciją į homogeninę lygtį

ut + A u = 0, (x, t) ∈ QT ,

ir atskyrę kintamuosius, gausime lygybę

−w′(t)
w(t)

=
A v(x)
v(x)

.

Reiškinys kairiojoje šios lygyḃes puṡeje yra kintamojot, o dešiniojoje – kintamojox
funkcija. Šios funkcijos gali sutapti tik tuo atveju, kai kiekviena iš jų yra konstanta.
Pažyṁekime bendrąją jų reikšmę raideλ. Tada funkcijau = w v yra homogeniṅes
lygtiesut + A u = 0 sprendinys, jeigu funkcijaw yra lygties

w′ + λw = 0, (5.23)

o funkcijav lygties
A v = λ v (5.24)

sprendinys. Be to, funkcijau = w v tenkins pirmąją homogeninę kraštinę sąlygą, jeigu
šią sąlygą tenkins funkcijav. Taigi funkcijosv atžvilgiu gavome Šturmo–Liuvilio už-
davinį: reikia rasti tas parametroλ reikšmes, kurioms egzistuoja netrivialus(5.24)
lygties sprendinys, tenkinantis kraštinę sąlygą

v
∣∣
S

= 0. (5.25)
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Šį uždavinį nagriṅejome4.5 skyrelyje. Pagal4.6 teoremą tikriṅes reikšṁes{λk} yra
arṫejaňcių į +∞ realių jų skaǐcių seka; neigiamų tikrinių reikšmių gali b̄uti tik baigti-
nis skaǐcius; tikrinių funkcijų aiḃe{vk} yra pilna ortogonali erdv̇eseL2(Ω) ir W̊1

2(Ω)
funkcijų sistema. Be to, ją galima parinkti taip, kad vienoje iš šių erdvių ji būtų
ortonormuota.

Tarkime3, a(x) > 0, ∀x ∈ Ω. Tada visos tikriṅes reikšṁesλk > 0. Be to, tegu
tikrinės funkcijosvk yra ortonormuotos erdvėjeL2(Ω), t.y.

(vk, vl) =
∫

Ω

vk(x)vl(x) dx = δl
k, k, l = 1, 2, . . .

Tada

[vk, vl] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijvkxi
vlxj

+ avkvl

)
dx = λkδl

k.

Jeigu funkcijaϕ ∈ L2(Ω), tai

‖ϕ‖2L2(Ω) =
∞∑

k=1

ϕ2
k < ∞;

čiaϕk = (ϕ, vk) – funkcijosϕ Furjė koeficientai. Jeigu funkcijaϕ ∈ W̊1
2(Ω), tai

|||ϕ ||| 2 = [ϕ,ϕ] =
∞∑

k=1

λkϕ2
k < ∞.

Imkime (5.23) lygtyje λ = λk. Tada bendrasis šios lygties sprendinys

wk(t) = Cke−λkt.

Apytikslio (5.21) uždavinio sprendinio ieškosime tokiu pavidalu:

u(N)(x, t) =
N∑

k=1

Cke−λktvk(x).

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad

(u(N)
t , vk) + [u(N), vk] = 0, t ≥ 0, k = 1, . . . , N.

3Ši prielaida ṅera esmiṅe. Iš tikrų jų vietoje ieškomos funkcijosu apibṙežkime kitą ieškomą funkcijąv
formule:

u(x, t) = eλtv(x, t).

Tada funkcijosv atžvilgiu gausime lygtį

vt −
nX

i,j=1

d

dxi

�
aijvxj

�
+ (λ + a)v = 0,

kurioje koeficientas prie ieškomos funkcijosv lygus a + λ. Todėl skaǐcių λ pakanka apibṙežti taip, kad
a + λ > 0.
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Kadangi tikrinių funkcijų aiḃe{vk} yra tiršta erdv̇ejeW̊1
2(Ω), tai

(u(N)
t , η) + [u(N), η] = 0, t ≥ 0, ∀η ∈ W̊1

2(Ω). (5.26)

Pareikalavę, kad apytikslis sprendinys tašket = 0 tenkintų sąlygą

u(N)
∣∣∣
t=0

= ϕ(N) =
N∑

k=1

ϕkvk,

gausimeCk = ϕk (atkreipsime ḋemesį, kad konstantosCk čia nepriklauso nuo indekso
N ).

Sudarykime formalią eilutę

u(x, t) =
∞∑

k=1

ϕke−λktvk(x).

Funkcijau, apibṙežta šia eilute, yra formalus (5.21) uždavinio sprendinys. Ištirsime
šios eiluṫes konvergavimą.

Tarkime,ϕ ∈ L2(Ω). Tada

∥∥∥
N+M∑

k=N

ϕke−λktvk(x)
∥∥∥

2

L2(Ω)
≤

N+M∑

k=N

ϕ2
k → 0,

kai N, M →∞ (tolygiai t atžvilgiu). Toḋel funkcijau ∈ C([0, T ] → L2(Ω)). Reiški-
nys

T∫

0

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

ϕke−λktvk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

dt =

T∫

0

N+M∑

k=N

ϕ2
ke−2λktλk dt ≤

N+M∑

k=N

ϕ2
k → 0,

kai N, M →∞. Iš čia išplaukia, kad

∫

QT

(N+M∑

k=N

ϕke−λktvkxi(x)
)2

dxdt → 0, ∀i = 1, . . . , n,

kai N,M → ∞. Todėl galime tvirtinti, kad seka{u(N)} konverguoja į funkcijąu
erdv̇ejeW̊1,0

2 (QT ) ir u ∈ W̊1,0
2 (QT ). Į rodysime, kadu yra apibendrintas sprendinys.

Teguqk yra be galo diferencijuojamos intervale[0, T ] ir lygios nuliui taškot = T
aplinkoje funkcijos. Imkime (5.26) formulėjeη = vk, gautus reiškinius padauginkime
iš qk, susumuokime pagalk nuo1 iki M ir suintegruokime kintamojot atžvilgiu nuo
0 iki T. Tada gausime integralinę tapatybę

∫

QT

(
u

(N)
t ξ +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xj

ξxi + au(N)ξ
)

dxdt = 0;
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čia ξ(x, t) =
M∑

k=1

qk(t)vk(x). Pasinaudoję integravimo dalimis formule, perrašykime

šią tapatybę taip:

∫

QT

(
−u(N)ξt +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xj

ξxi + au(N)ξ
)

dxdt =
∫

Ω

u(N)(x, 0)ξ(x, 0) dx.

Seka{u(N)} konverguoja įu erdv̇eje W̊1,0
2 (QT ), o seka{u(N)(·, 0)} konverguoja į

ϕ erdv̇eje L2(Ω). Todėl šioje tapatyḃeje galima pereiti prie ribos. Tiksliau, galime
tvirtinti, kad teisinga tokia tapatybė:

∫

QT

(
−uξt +

n∑

i,j=1

aijuxj ξxi + auξ
)

dxdt =
∫

Ω

ϕ(x)ξ(x, 0) dx.

Pagal5.2 lemą aiḃe
{

ξ : ξ(x, t) =
M∑

k=1

qk(t)vk(x)
}

yra tiršta erdv̇eje DT . Todėl pastaroji tapatyḃe teisinga∀ξ ∈ DT , o funkcija u yra
apibendrintas (5.21) uždavinio sprendinys erdvėjeW̊1,0

2 (QT ).
Tarkime,ϕ ∈ W̊1

2(Ω). Tada reiškinys

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

ϕke−λktvk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

=
N+M∑

k=N

ϕ2
ke−2λktλk ≤

N+M∑

k=N

ϕ2
kλk → 0,

kai N, M →∞ (tolygiai kintamojot atžvilgiu). Toḋel

u ∈ C([0, T ] → W̊1
2(Ω))

ir
|||u(x, t)− ϕ(x) ||| → 0,

kai t → 0. Kartu galime tvirtinti, kadu(N)
xi → uxi erdv̇eje L2(QT ), kai N → ∞,

∀i = 1, . . . , n.
Reiškinys

∥∥∥
N+M∑

k=N

λkϕke−λktvk(x)
∥∥∥

2

L2(QT )
=

T∫

0

N+M∑

k=N

λ2
kϕ2

ke−2λkt dt =

=
1
2

N+M∑

k=N

λkϕ2
k

(
1− e−2λkT

)
≤

N+M∑

k=N

λkϕ2
k → 0,

kaiN, M →∞. Todėlu(N)
t → ut erdv̇ejeL2(QT ). Kartu galime tvirtinti, kadu(N) →

u erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ), kai N →∞ ir u ∈ W̊1,1

2 (QT ).
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Į rodysime, kad taip apibrėžta funkcijau yra (5.21) uždavinio apibendrintas spren-
dinys erdv̇ejeW̊1,1

2 (QT ). Imkime (5.26) formulėjeη = vk, gautus reiškinius padaug-
inkime išqk ∈ C∞[0, T ], susumuokime pagalk nuo1 iki M ir suintegruokime kinta-
mojo t atžvilgiu nuo0 iki τ. Tada gausime integralinę tapatybę

∫

Qτ

(
u

(N)
t ξ +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xj

ξxi
+ au(N)ξ

)
dxdt = 0, ξ =

M∑

k=1

qkvk.

Kadangiu(N) → u erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ), tai šioje tapatyḃeje galima pereiti prie ribos,

kai N →∞. Kartu galime tvirtinti, kad

∫

Qτ

(
utξ +

n∑

i,j=1

aijuxj
ξxi

+ auξ
)

dxdt = 0, ∀ξ =
M∑

k=1

qkvk.

Pagal5.2 lemą aiḃe
{

ξ : ξ(x, t) =
N∑

k=1

qk(t)vk(x)
}

yra tirštaW̊1,0
2 (QT ) erdv̇eje. Toḋel ∀ξ ∈ W̊1,0

2 (QT ) yra teisinga pastaroji tapatybė.
Dabar belieka tik pastebėti, kad

‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) ≤ C |||u(x, t)− ϕ(x) ||| → 0,

kai t → 0. Taigi u ∈ W̊1,1
2 (QT ) yra (5.21) uždavinio apibendrintas sprendinys.

Nehomogeniṅes lygties atveju formalusis (5.22) uždavinio sprendinys

u(x, t) =
∞∑

k=1

wk(t)vk(x); (5.27)

čia:

wk(t) =

t∫

0

fk(τ)e−λk(t−τ) dτ

yra Koši uždavinio

w′k(t) + λkwk(t) = fk(t), wk(0) = 0,

sprendinys,fk = (f, vk) – funkcijosf Furjė koeficientai.
Ištirsime (5.27) eilutės konvergavimą. Tarkime,f ∈ L2(QT ). Tada

‖f‖2L2(QT ) =
∞∑

k=1

T∫

0

f2
k (t) dt

ir b.v. t ∈ (0, T ) funkcijąf galima skleisti Furj̇e eilute

f(x, t) =
∞∑

k=1

fk(t)vk(x).
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Reiškinys

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

wk(t)vk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

=
N+M∑

k=N

w2
k(t)λk ≤ 1

2

N+M∑

k=N

T∫

0

f2
k (τ) dτ → 0,

kai N, M →∞ (tolygiai kintamojot ayžvilgiu). Toḋel

u ∈ C
(
[0, T ] → W̊1

2(Ω)
)

ir |||u ||| → 0, kai t → 0. Kartu galime tvirtinti, kaduxi
∈ L2(QT ) ir u

(N)
xi → uxi

erdv̇ejeL2(QT ), kai N →∞.
Apytikslis (5.22) uždavinio sprendinys

u(N) =
N∑

k=1

wk(t)vk(x).

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad

(u(N)
t , vk) + [u(N), vk] =

{
fk, k ≤ N,
0, k > N.

Todėl

(u(N)
t , u

(N)
t ) + [u(N), u

(N)
t ] =

N∑

k=1

fkw′k = (f (N), u
(N)
t ),

(u(N)
t , u

(M)
t ) + [u(N), u

(M)
t ] =

M∑

k=1

fkw′k = (f (N), u
(M)
t ).

Iš šių formulių išplaukia tapatyḃe

τ∫

0

(u(N)
t − u

(M)
t , u

(N)
t − u

(M)
t ) + [u(N) − u(M), u

(N)
t − u

(M)
t ] dt =

=

τ∫

0

(f (N) − f (M), u
(N)
t − u

(M)
t ) dt.

Pasinaudoję integravimo dalimis formule, perrašykime pastarąją tapatybę taip:

2
∫

Qτ

(
u

(N)
t − u

(M)
t

)2

dxdt + |||u(N) − u(M) ||| 2∣∣t=τ

t=0
=

= 2

τ∫

0

(f (N) − f (M), u
(N)
t − u

(M)
t ) dt.
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Funkcijoswk, k = 1, 2, . . . , tašket = 0 yra lygios nuliui. Toḋel |||u(N) − u(M) ||| taške
t = 0 lygi nuliui. Be to, integralas

τ∫

0

(f (N) − f (M), u
(N)
t − u

(M)
t ) dt ≤

≤ 1
2

∫

Qτ

(
f (N) − f (M)

)2

dxdt +
1
2

∫

Qτ

(
u

(N)
t − u

(M)
t

)2

dxdt.

Pasinaudoję šia nelygybe, gausime

∫

Qτ

(
u

(N)
t − u

(M)
t

)2

dxdt + |||u(N) − u(M) ||| 2∣∣
t=τ

≤
T∫

0

∫

Ω

(
f (N) − f (M)

)2

dxdt.

Integralas šios nelygybės dešiṅeje nepriklauso nuoτ. Todėl yra teisinga nelygyḃe

∫

QT

(
u

(N)
t − u

(M)
t

)2

dxdt + max
t∈[0,T ]

|||u(N) − u(M) |||2 ≤
T∫

0

∫

Ω

(
f (N) − f (M)

)2

dxdt.

Kadangif ∈ L2(QT ), tai integralas šios nelygybės dešiṅeje arṫeja į nulį , kaiN, M →
∞. Todėl integralas kaiṙeje taip pat arṫeja į nulį , kaiN,M → ∞. Tačiau tada seka
{u(N)

t } konverguoja įut erdv̇ejeL2(QT ) ir ut ∈ L2(QT ). Kartu galime tvirtinti, kad
u(N) → u erdv̇ejeW̊1,1

2 (QT ), kai N →∞, ir u ∈ W̊1,1
2 (QT ).

Dabar beliko tik įrodyti, kad Furjė metodu sukonstruotas formalusis sprendinys
u yra apibendrintas (5.22) uždavinio sprendinys. Tai daroma visiškai taip pat kaip
homogeniṅes lygties atveju. Rekomenduojame skaitytojui įrodyti tai savarankiškai.
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Tarkime, operatoriausA koeficientai bei funkcijosf ir ϕ tenkina pirmojo kraštinio
uždavinio sąlygas,S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius, oσ – apṙežta paviršiujeST

funkcija. Nagriṅesime kraštinį uždavinį4





ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ;

∂u/∂N + σu
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω.

(5.28)

Taip apibṙežtas uždavinys vadinamas trečiuoju kraštiniu uždaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai σ = 0, – antruoju kraštiniu uždaviniu.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u ∈ W1,1
2 (QT ) yra (5.28) uždavinio apiben-

drintasis sprendinys, jeigu∀η ∈ W̊1,0
2 (QT ) teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Qτ

(
utη +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

Qτ

fη dxdt−
∫

Sτ

σuη dSdt, τ ∈ (0, T ] (5.29)

ir
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) → 0,

kai t → 0.
A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u ∈ W1,0

2 (QT ) yra (5.28) uždavinioapibendri-
ntas sprendinysis, jeigu∀η ∈ DT teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

QT

(
−uηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt = (5.30)

=
∫

QT

fη dxdt−
∫

ST

σuη dSdt +
∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0) dx.

Taip apibṙežtiems sprendiniams išlieka teisingos (5.9) ir (5.12) energiṅes nelygyḃes.
Jos išvedamos iš (5.29) ir (5.30) tapatybių . Šiose tapatybėse, lyginant jas su (5.7) ir
(5.8), yra vienas naujas narys (paviršinis integralas). Įvertinant šį integralą reikia pasi-
naudoti nelygybe

∫

St

u2 dSdt ≤ ε

∫

Qt

u2
x dxdt + Cε

∫

Qt

u2 dxdt, ∀t ∈ (0, T ] ∀ε > 0;

4Nehomogeniṅes kraštiṅes sąlygos atvejis

∂u/∂N + σu
���
ST

= ψ(x, t)

įprastu b̄udu suvedamas į tokį patį uždavinį su homogene kraštine sąlyga.
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čia Cε → ∞, kai ε → 0. Pastarosios nelygybės įrodymas išplaukia iš4.6 lemos.
Apibendrintų sprendinių vienatis erdvėseW1,0

2 (QT ) ir W1,1
2 (QT ) į rodoma visiškai

taip pat kaip pirmojo kraštinio uždavinio atveju. Apibendrintų sprendinių egzistavimą
šiose erdv̇ese bendru atveju galima įrodyti Galiorkino metodu. Reikia tik atkreipti
dėmesį į tai, kad funkcijos{vk}, k = 1, 2, . . . , turi sudaryti bazę erdv̇ejeW1

2(Ω), o
ne poerdvyjeW̊1

2(Ω) (žr. 5.4skyrelį). Be to, funkcijasvk reikia parinkti taip, kad jos
būtų ortonormuotos erdvėjeL2(Ω). Taigi teisingos tokios dvi teoremos.

5.7 teorema. Tarkime, paviršiusS yra dalimis glodus,aij = aji, ai ir a ∈ L∞(QT ),
f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ L2(Ω), σ ∈ L∞(ST ). Tada erdv̇eje W1,0

2 (QT ) egzistuoja bent
vienas(5.28) uždavinio apibendrintasis sprendinys. Jeigu, be minėtų sąlygų , koefi-
cientaiaij , ai, a ir funkcija σ turi išvestinesaijt, aixi

∈ L∞(QT ) ir σt ∈ L∞(ST ), tai
bet kokie du(5.28) uždavinio apibendrintieji sprendiniai erdvėjeW1,0

2 (QT ) sutampa.

P a s t a b a . Reikalavimas, kadaijt, aixi
∈ L∞(QT ) ir σt ∈ L∞(ST ), nėra

esminis. Šių prielaidų galima atsisakyti (žr. [27]).

5.8 teorema. Tarkime, paviršiusS yra dalimis glodus,aij = aji, aijt ai ir a ∈
L∞(QT ), f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ W1

2(Ω), σ ∈ L∞(ST ). Tada erdv̇ejeW1,1
2 (QT ) egzis-

tuoja vienintelis(5.28) uždavinio apibendrintasis sprendinys.

P a s t a b o s :

1. Jeigu operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a bei funkcija σ nepriklauso nuo
kintamuojot, tai (5.7) ir (5.8) teoremose apibendrintų sprendinių egzistavimą
galima įrodyti Furj̇e metodu.

2. Suformuluotos teoremos išlieka teisingos, jeigu (5.28) uždavinio trěciąją kraš-
tinę sąlygą pakeisime mišriąja kraštine sąlyga

u
∣∣
S′T

= 0, ∂u/∂N + σu
∣∣
S′′T

= 0;

čiaS′T = S′×[0, T ], S′′T = S′′×[0, T ], S′∪S′′ = S. Reikia tik atkreipti ḋemesį į
tai, kad{vk} turi būti baże ne erdv̇ejeW1

2(Ω), o erdv̇esW1
2(Ω) poerdvyje, kurio

elementai yra lyḡus nuliui paviršiujeS′.

K o š i u ž d a v i n y s . JuostojeQT = Rn × (0, T ) ieškosime lygties

ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (5.31)

sprendinio, tenkinaňcio pradinę sąlygą

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn. (5.32)

Tarkime, operatoriausA koeficientai tenkina šio skyriaus pradžioje nurodytas sąlygas
suQT = Rn × (0, T ), f ∈ L2(QT ), ϕ ∈ L2(Rn).
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A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u ∈ W1,1
2 (QT ) yra (5.31), (5.32) uždavinioapi-

bendrintas sprendinys,jeigu teisinga integraliṅe tapatyḃe
∫

Qτ

(
utη +

n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dxdt =

=
∫

Qτ

fη dxdt, τ ∈ (0, T ], ∀η ∈ W1,0
2 (QT ) (5.33)

ir
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Rn) → 0,

kai t → 0.
A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u ∈ W1,0

2 (QT ) yra (5.31), (5.32) uždavinioapi-
bendrintas sprendinys,jeigu∀η ∈ DT yra teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

QT

(
−uηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

QT

fη dxdt +
∫

Rn

ϕ(x)η(x, 0) dx.

P a s t a b a . Galimi ir kiti korektiški (5.31), (5.32) Koši uždavinio apibendrintų
sprendinių apibṙežimai (žr., pavyzdžiui, [29]).

5.9 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientai bei funkcijosf ir ϕ tenkina5.5
teoremos sąlygas suQT = Rn× (0, T ). Tada erdv̇ejeW1,1

2 (QT ) egzistuoja vienintelis
(5.31), (5.32) Koši uždavinio apibendrintasis sprendinys.

/ Teguξ ∈ C∞[0,∞), ξ(t) = 1, kai t ≤ 1/2 ir ξ(t) = 0, kai t ≥ 1. Be to, tegu

QT,R = {(x, t) ∈ QT : |x| < R, t ∈ (0, T )}
cilindras erdv̇ejeRn+1,

ST,R = {(x, t) : |x| = R, t ∈ [0, T ]}
jo šoninis paviršius,ϕ(R)(x) = ϕ(x)ξ(|x|/R). Remiantis (5.5) teorema, kraštinis už-
davinys 




ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT,R;
u|ST,R

= 0, (x, t) ∈ ST,R;
u
∣∣
t=0

= ϕ(R)(x), |x| < R,

turi vienintelį apibendrintą sprendinįu(R) ∈ W1,1
2 (QT,R).

Funkcijąu(R) pratęskime nuliu į cilindroQT,R išorę ir pratęstą funkciją pažyṁe-
kime ta pǎcia raide. Tada teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Qτ

(
u

(R)
t η +

n∑

i,j=1

aiju
(R)
xi

ηxj +
n∑

i=1

aiu
(R)
xi

η + au(R)η
)

dxdt =
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=
∫

Qτ

fη dxdt, τ ∈ (0, T ], ∀η ∈ W̊1,0
2 (QT,R)

ir
‖u(R)(x, t)− ϕ(R)(x)‖L2(Rn) → 0,

kai t → 0. Be to,

max
t∈[0,T ]

‖u(R)‖2L2(Rn) + ‖u(R)
x ‖2L2(QT ) ≤ C

(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ(R)‖L2(Rn)

)
,

max
t∈[0,T ]

‖u(R)
x ‖2L2(Rn) + ‖u(R)

t ‖2L2(QT ) ≤ C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ(R)‖W1

2(Rn)

)
.

Pakankamai dideliemsR norma

‖ϕ(R)‖W1
2(Rn) ≤ ‖ϕ‖W1

2(Rn) + ‖ϕ(R) − ϕ‖W1
2(Rn) ≤ ‖ϕ‖W1

2(Rn) + 1.

Todėl seka{u(R)} yra apṙežta erdv̇ejeW1,1
2 (QT ) ir iš jos galima išskirti silpnai kon-

verguojantį posekį. Teguu(Rk) ⇁ u ∈ W1,1
2 (QT ). Tada∀η ∈ W1,0

2 (QT ) ribinė
funkcijau tenkina (5.33) integralinę tapatybę.

Įrodysime, kad funkcijau tenkina pradinę sąlygą. Laisvai pasirenkame skaičių
ε > 0. Pagal Minkovskio nelygybę

‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Rn) ≤ ‖u(x, t)− u(Rk)(x, t)‖L2(Rn)+

+‖u(Rk)(x, t)− ϕ(Rk)(x)‖L2(Rn) + ‖ϕ(Rk) − ϕ‖L2(Rn).

Fiksuokime tokįk, kad

‖u(x, t)− u(Rk)(x, t)‖L2(Rn) ≤ ε/3

ir
‖ϕ(Rk) − ϕ‖L2(Rn) ≤ ε/3.

Tegut0 toks, kad

‖u(Rk)(x, t)− ϕ(Rk)(x)‖L2(Rn) ≤ ε/3, ∀t ≤ t0.

Tada
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Rn) ≤ ε, ∀t ≤ t0.

Taigi funkcija u yra (5.31), (5.32) Koši uždavinio apibendrintas sprendinys erdvėje
W1,1

2 (QT ). Apibendrinto sprendinio vienatis erdvėjeW1,1
2 (QT ) į rodoma visiškai taip

pat kaip5.3teoremoje..
P a s t a b a . Analogiškai galima įrodyti (5.31), (5.32) Koši uždavinio apiben-

drinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erdvėjeW1,0
2 (QT ).
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Šiame skyrelyje įrodysime, kad parabolinis operatorius turi tas pačias savybes kaip ir
elipsinis. Tiksliau, įrodysime, kad diferencialinio reiškiniout + A u visi nariai prik-
lauso erdveiL2(QT ), jeigu tik šis reiškinys priklausoL2(QT ).

Nagriṅesime pirmąjį kraštinį uždavinį




ut + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ;

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω.

(5.34)

Dėl paprastumo tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a nepriklauso nuo kin-
tamojot.

5.10 teorema.TeguS ∈ C2, aij ∈ C0,1(Ω), ai ir a∈ L∞(Ω), funkcija f ∈ L2(QT ),
ϕ∈ W̊1

2(Ω) ir u yra (5.34) uždavinio apibendrintas sprendinys erdvėje W̊1,1
2 (QT ).

Tadau∈ W2,1
2 (QT ) ir

vraisup
t∈ [0,T ]

‖u‖2
W̊1

2(Ω)
+ ‖uxx‖2L2(QT ) + ‖ut‖2L2(QT )≤

≤C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2

W̊1
2(Ω)

)
. (5.35)

Be to, b.v.(x, t)∈QT funkcijau tenkina lygtį

ut + A u = f(x, t).

Jeigu, be nurodytų sąlygų ,ϕ∈ W2
2(Ω), ft ∈ L2(QT ), tai

vraisup
t∈ [0,T ]

‖ut‖2L2(Ω) + vraisup
t∈ [0,T ]

‖u‖2W2
2(Ω) + ‖utx‖2L2(QT )≤

≤C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2W2

2(Ω)

)
. (5.36)

/ Tarkime, u yra (5.34) uždavinio apibendrintas sprendinys̊W1,1
2 (QT ) erdv̇eje.

Tada b.v.t∈ [0, T ] teisinga tapatyḃe

(ut, η) + A(u, η) = (f, η), ∀η ∈ W̊1
2(Ω).

Šią tapatybę galima perrašyti taip:

A(u, η) = (h, η), ∀η ∈ W̊1
2(Ω);

čiah = f − ut ∈ L2(Ω). Todėl b.v. t∈ [0, T ] funkcijau yra Dirichlė uždavinio

A u = h(x, t), x∈Ω; u
∣∣
S

= 0

apibendrintas sprendinys erdvėjeW̊1
2(Ω). Remdamiesi4.16teorema, galime tvirtinti,

kadu∈ W2
2(Ω) ir teisinga nelygyḃe

‖u‖2W2
2(Ω)≤C

(
‖h‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω)

)
≤
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≤C
(
‖f‖2L2(Ω) + ‖ut‖2L2(Ω) + ‖u‖2L2(Ω)

)
.

Suintegravę šią nelygybę kintamojot atžvilgiu nuo0 iki T ir pasinaudoję (5.9) bei
(5.19) nelygyḃemis, gausime įvertį

vraisup
t∈ [0,T ]

‖ux‖2L2(Ω) + ‖uxx‖2L2(QT ) + ‖ut‖2L2(QT )≤

≤C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2

W̊1
2(Ω)

)
.

Iš šio įveřcio išplaukia, kad cilindreQT funkcija u turi antrosios eil̇es sumuojamas
kvadratu išvestines erdvinių kintamųjųx atžvilgiu. Taigi funkcijau priklauso erdvei
W̊2,1

2 (QT ). Be to, galime tvirtinti, kad b.v.(x, t)∈QT funkcijau tenkina lygtį

ut + A u = f(x, t)

ir yra teisinga (5.35) nelygyḃe.
Tarkime dabar, kadϕ∈ W2

2(Ω)∩ W̊1
2(Ω), f, ft ∈ L2(QT ). Fiksuokime skaǐcių

N≥1. Apytikslis (5.34) uždavinio sprendinys

u(N)(x, t) =
N∑

k=1

wk(t)vk(x);

čia{vk} yra baże erdv̇ejeW̊1
2(Ω), o funkcijoswk randamos iš sąlygų :

(u(N)
t , vk) + A(u(N), vk) = (f, vk), k = 1, . . . , N. (5.37)

u(N)
∣∣
t=0

= ϕ(N)(x) :=
N∑

k=1

(ϕ, vk)vk(x).

Diferencijuodami (5.37) sąlygąt atžvilgiu, gausime lygybę

(ũ(N)
t , vk) + A(ũ(N), vk) = (ft, vk);

čia ũ(N) = u
(N)
t . Padauginę ją išw′k ir susumavę pagalk nuo1 iki N, gausime formulę

(ũ(N)
t , ũ(N)) + A(ũ(N), ũ(N)) = (ft, ũ

(N)).

Iš šios formul̇es bei Gronuolo lemos išvedama nelygybė

vraisup
t∈ [0,T ]

‖u(N)
t ‖2L2(Ω) + ‖u(N)

tx ‖2L2(QT )≤

≤ C(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖A ϕ‖2L2(Ω))≤
≤ C(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2W2

2(Ω)).

Artindami čiaN →∞, gausime, kad pastaroji nelygybė yra teisinga ir funkcijaiu, t.y.

vraisup
t∈ [0,T ]

‖ut‖2L2(Ω) + ‖utx‖2L2(QT )≤ (5.38)
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≤ C(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖ϕ‖2W2
2(Ω)).

Tarkime, kad{vk} yra Dirichlė uždavinio

−∆v = λv, x∈Ω; v
∣∣
S

= 0

tikrinės funkcijos, o{λk} yra jas atitinkaňcios tikrinės reikšṁes. Padauginę (5.37)
lygybę išλkwk ir susumavę pagalk nuo1 iki N, gausime

A(u(N),−∆u(N)) = (f − u
(N)
t ,−∆u(N)).

PaviršiausS taškuose reiškinys−∆u(N) = 0. Todėl

A(u(N),−∆u(N)) = (A u(N),−∆u(N)).

Remiantis (4.126) nelygybe,

‖u(N)
xx ‖2L2(Ω)≤2ν−1(A u(N),−∆u(N)) + C1‖u(N)‖2L2(Ω); (5.39)

čia konstantaC1 priklauso tik nuoν, µ, paviršiausS bei koeficientųaij , ai ir a normų
erdv̇ejeL∞(Ω).

Reiškinys

(f − u
(N)
t ,−∆u(N))≤ε‖u(N)

xx ‖2L2(Ω) + Cε

(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u(N)

t ‖2L2(Ω)

)
,

∀ε > 0. Imkime čiaε = ν/4. Tada

‖u(N)
xx ‖2L2(Ω)≤C

(
‖f‖2L2(Ω) + ‖u(N)

t ‖2L2(Ω) + ‖u(N)‖2L2(Ω)

)
.

Artindami čia N → ∞ gausime, kad pastaroji nelygybė teisinga funkcijaiu. Kartu
galime tvirtinti, kad

vraisup
t∈ [0,T ]

‖ut‖2L2(Ω) + vraisup
t∈ [0,T ]

‖u‖2W2
2(Ω) + ‖utx‖2L2(QT )≤

≤C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT )‖ϕ‖2W2

2(Ω)

)
.

Teorema įrodyta..

P a s t a b o s :

1. Analogiškai nagriṅejamas tolesnis apibendrintų sprendinių glodumo didėjimas
priklausomai nuo paviršiausS, operatoriausA koeficientų bei funkcijųf ir
ϕ glodumo diḋejimo. Iš pradžių įrodomas glodumo padidėjimas kintamojot
atžvilgiu, po to (remiantis atitinkamais elipsinių lygčių teorijos teiginiais) kin-
tamųjų x atžvilgiu. Žinomų funkcijų ir apibendrintų sprendinių glodumo ryšį
galima nusakyti taip: jeigu žinomų funkcijų glodumąx atžvilgiu padidinsime
vienetu, ot atžvilgiu – viena antrąja, tai tiek pat padidės ir apibendrintų spren-
dinių glodumas. Tą patį galima pasakyti ir apie antrojo, trečiojo bei Koši už-
davinių apibendrintus sprendinius (smulkiau apie tai žr. [29] knygoje).



200 5. KRAŠTINIAI PARABOLINIŲ LYG ČIŲ UŽDAVINIAI

2. Jeigu paviršiusS nėra glodus, tai negalima tvirtinti, kad (5.34) uždavinio apiben-
drinti sprendiniai priklauso erdveiW2,1

2 (QT ). Šiuo atveju galima įrodyti tik
lokalų apibendrintų sprendinių glodumą. Tiksliau,5.10 teoremos teiginiai iš-
lieka teisingi, sritįΩ pakeitus bet kokia griežtai vidine sritimiΩ′. Atkreipsime
dėmesį, kad išvedant atitinkamus apriorinius įverčius, (5.37) sąlygą reikia pa-
keisti tokia:

(u(N)
t , vkξ2) + A(u(N), vkξ2) = (f, vkξ2), k = 1, . . . , N ;

čia ξ = ξ(x) – glodi funkcija, lygi vienetui srityjeΩ′ ir lygi nuliui paviršiu-
je S. Be to, jeigu funkcijaϕ nepriklauso poerdviui̊W1

2(Ω), tai apibendrintų
sprendinių glodumą galima įrodyti cilindreΩ′ × (τ, T ), τ > 0. Šiuo atveju
atitinkamus reiškinius reikia padauginti dar išζ2; čia ζ = ζ(t) – glodi funkcija,
lygi vienetui, kait≥τ, ir lygi nuliui tašket = 0.
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1. Teguu yra pakankamai glodi cilindreQT = Ω × (0, T ) funkcija, lygi nuliui
paviršiujeST ir

ut −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT , f ∈ L2(QT ).

Į rodykite nelygybes:

(a) max
t∈[0,T ]

‖ux‖2L2(Ω) + ‖ut‖2L2(QT ) + ‖uxx‖2L2(QT ) ≤

≤ C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖u(·, 0)‖2

W̊1
2(Ω)

)
.

(b) max
t∈[0,T ]

‖ut‖2L2(Ω) + max
t∈[0,T ]

‖uxx‖2L2(Ω) ≤

≤ C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖u(·, 0)‖2W2

2(Ω)

)
.

2. Teguu yra glodus šilumos laidumo lygties

ut −∆u = 0, (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T )

sprendinys, lygus nuliui paviršiausST taškuose. Įrodykite nelygybę

‖u(·, t)‖L2(Ω) ≤ e−λ1t‖u(·, t)‖L2(Ω), t ≥ 0;

čiaλ1 ≥ 0 yra Dirichlė uždavinio

−∆u = λu; u
∣∣
S

= 0

mažiausia tikriṅe reikšṁe.

3. Teguu yra glodi funkcija cilindreQT = Ω× (0, T ). Į rodykite nelygybę

max
t∈[0,T ]

‖u‖2L2(Ω) ≤ C
(‖u‖L2(QT ) + ‖ut‖L2(QT )

)
.

4. Teguu ∈ W2
2(Ω)∩ W̊1

2(Ω). Į rodykite nelygybę

‖u‖2W2
2(Ω) ≤ 2ν−1(A u,−∆u) + C‖u‖2L2(Ω).

5. Įrodykite kraštinio uždavinio





ut −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ;

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erdvėjeW̊1,1
2 (QT ).
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6. Įrodykite kraštinio uždavinio





ut −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ;

∂u/∂n
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ;

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erdvėjeW̊1,1
2 (QT ).

7. Įrodykite, (5.31), (5.32) Koši uždavinio apibendrinto sprendinio egzistavimą ir
vienatį erdv̇ejeW1,0

2 (QT ); čiaQT = Rn × (0, T ).



6 S K Y R I U S

Kraštiniai hiperbolinių lyǧcių uždaviniai

Šiame skyriuje nagriṅesime pagrindinius matematinės fizikos antrosios eilės tiesinių
hiperbolinių lyǧcių uždavinius su aprėžtais koeficientais. Įrodysime tokių uždavinių
apibendrintų sprendinių egzistavimą ir vienatį erdvėje W̊1,1

2 (QT ). Ištirsime apiben-
drintų sprendinių glodumą. Daugiausiai dėmesio skirsime pirmajam kraštiniam už-
daviniui.

6.1. PAGRINDINIAI UŽDAVINIAI

Nagriṅesimetolygiai hiperbolines lygtis, t.y. lygtis

utt + A u = f(x, t), (6.1)

kuriose operatoriaus1

A u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)uxj

)
+

n∑

i=1

ai(x, t)uxi + a(x, t)u

koeficientaiaij = aji tenkina sąlygą

ν

n∑

i=1

ξ2
i≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj≤µ

n∑

i=1

ξ2
i , ∀ξ∈Rn, ν, µ = const > 0.

Iš koeficientų prie antrosios eilės išvestinių sudarykime kvadratinę formą

Λ(x, t, ξ, τ) = τ2 −
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj , ξ∈Rn, τ∈R1.

TeguS yra glodus, apibṙežtas lygtimi

ω(x, t) = 0,

paviršius erdv̇ejeRn+1. Sakysime, paviršiusS yracharakteristinis(6.1) lygties atžvil-
giu, jeigu kiekviename šio paviršiaus taške

Λ(x, t, ωx, ωt) = ω2
t −

n∑

i,j=1

aij(x, t)ωxiωxj = 0.

1Į reiškinį A u dar galima įtraukti narius
nP

i=1
ai0utxi ir a0ut. Tačiau jie jokios įtakos nedaro nei

pateiktiems samprotavimams, nei galutiniams rezultatams. Todėl naudosime sutrumpintą operatoriausA
išraišką.
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Paviršių S, kurio taškuoseΛ(x, t, ωx, ωt) > 0, vadinsimeorientuotu erdv̇eje, o tą,
kurio taškuoseΛ(x, t, ωx, ωt) < 0, – orientuotu laike.Pavyzdžiui, plokštumos, api-
brėžtos lygtimit − C = 0, yra orientuoti erdv̇eje paviršiai, o cilindriniai paviršiai,
sudaryti iš tiesių , lygiagrěcių sut ašimi, – orientuoti laike.

TeguS ⊂ Rn+1 yra orientuotas erdv̇eje paviršius,ϕ ir ψ – apibṙežtos paviršiujeS
žinomos funkcijos. Bendruoju atveju Koši uždavinys formuluojamas taip: reikia rasti
funkciją u, kuri kokioje nors paviršiausS aplinkoje tenkintų (6.1) lygtį , o paviršiaus
S taškuose pradines sąlygas

u
∣∣
S

= ϕ
∣∣
S
, ut

∣∣
S

= ψ
∣∣
S
.

Toliau nagriṅesime dažniausiai pasitaikantį matematinės fizikos uždavinių atvejį , kai
paviršiusS apibṙežiamas lygtimit = 0. Tiksliau, juostojeRn × (0, T ) ieškosime (6.1)
lygties sprendinį tenkinantį pradines sąlygas:

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x∈Rn. (6.2)

P a s t a b a . Jeigu vietoje kintamojot apibṙešime naują kintamąjįτ = −t, tai
gausime tokį patį uždavinį juostojeRn × (−T, 0). Toḋel nagriṅejant (6.1), (6.2) Koši
uždavinį visada galima tarti, kadt∈[0, T ], T > 0.

TeguΩ ⊂ Rn – kokia nors sritis,S = ∂Ω; QT = Ω × (0, T ) – cilindras erdv̇eje
Rn+1, kurio apatinis pagrindasΩ, o viršutinis pagrindasΩT ; ST = {(x, t)∈Rn+1 :
x∈S, t∈(0, T )} – cilindro QT šoninis paviršius (žr.5.1 pav.). Pirmasis kraštinis už-
davinys (6.1) lygčiai formuluojamas taip: rasti funkcijąu, kuri cilindre QT tenkintų
(6.1) lygtį , pirmąją kraštinę sąlygą

u|ST = ϑ(x, t), (x, t)∈ST ,

ir sritiesΩ taškuose (6.2) pradines sąlygas.
Antrasis ir trěciasis kraštiniai uždaviniai formuluojami visiškai taip pat. Reikia tik

pirmą kraštinę sąlygą pakeisti atitinkamai antrąja

∂u

∂N

∣∣∣
ST

≡
n∑

i,j=1

aijuxj cos(n, xi)
∣∣∣
ST

= ϑ(x, t)

arba trěciąja
∂u

∂N

∣∣∣
ST

+ σu = ϑ(x, t)

kraštiṅemis sąlygomis.
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6.2. ENERGIṄE NELYGYBĖ

TeguKτ ⊂ Rn+1 yra nupjautinis k̄ugis, kurio pagrindaiΩ = Ω0 ir Ωτ yra plokš-
tumoset = 0 ir t = τ ; Sτ – glodus k̄ugio Kτ šoninis paviršius, apibrėžtas lygtimi
ω(x, t) = 0, (ωx, ωt) 6= 0; paviršiausSτ taškuose tenkinama sąlyga2

ω2
t −

n∑

i,j=1

aijωxiωxj≥0.

Pastarąją sąlygą galima perrašyti taip:

cos2(γ, t)−
n∑

i,j=1

aij cos(γ, xi) cos(γ, xj)≥0;

čiaγ – paviršiausSτ vienetinis normal̇es vektorius, išorinis k̄ugioKτ atžvilgiu. Iš šios
sąlygos išplaukia, kad

cos2(γ, t)≥
n∑

i,j=1

aij cos(γ, xi) cos(γ, xj)≥ν

n∑

i=1

cos2(γ, xi) > 0, (6.3)

t.y. kampas tarp normalėsγ ir t ašies yra smailusis (žr.6.1 pav.).
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..................................................................................................................................................
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....................................................................................................................................

....................................................................
.........
....................................................................

t

xn

x1, . . . , xn−1

6.1 pav.

Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , aijt, ai ir a∈L∞(Kτ ), f∈L2(Kτ ) ir
u∈W2,2

2 (Kτ ) yra hiperboliṅes lygties

utt + A u = f

sprendinys k̄ugyjeKτ . Abi šios lygties puses padauginkime išut ir gautus reiškinius
suintegruokime k̄ugiuKτ. Tada gausime lygybę

∫

Kτ

(utt + A u)ut dxdt =
∫

Kτ

fut dxdt. (6.4)

Integralą kairiojoje šios lygyḃes puṡeje išskaidykime į du integralus ir kiekvieną iš jų
pertvarkykime atskirai. Pirmas integralas

∫

Kτ

ututt dxdt =
1
2

∫

Kτ

d

dt
u2

t dxdt =
1
2

∫

∂Kτ

u2
t cos(γ, t) d∂Kτ =

2Vietoje nupjautinio k̄ugioKτ galima imti bet kokį kitą paviršių su analogiškomis savybėmis. Smulkiau
apie tai žr. [27].
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=
1
2

∫

Ωt

u2
t dx

∣∣∣
t=τ

t=0
+

1
2

∫

Sτ

u2
t cos(γ, t) dSτ .

Antrasis

∫

Kτ

ut A udxdt =
∫

Kτ

ut

(
−

n∑

i,j=1

(aijuxi
)xj

+
n∑

i=1

aiuxi
+ au

)
dxdt =

=
∫

Kτ

( n∑

i,j=1

aijuxi
utxj

+
n∑

i=1

aiuxi
ut + auut

)
dxdt−

−
∫

Sτ

n∑

i,j=1

aijuxi
ut cos(γ, xi) dSτ =

=
∫

Kτ

(1
2

n∑

i,j=1

(
aijuxiuxj

)
t
−

n∑

i,j=1

aijtuxiuxj +
n∑

i=1

aiuxiut + auut

)
dxdt−

−
∫

Sτ

n∑

i,j=1

aijuxiut cos(γ, xi) dSτ =
1
2

∫

Ωt

n∑

i,j=1

aijuxiuxj dx
∣∣∣
t=τ

t=0
+

+
∫

Kτ

(
−

n∑

i,j=1

aijtuxiuxj +
n∑

i=1

aiuxiut + auut

)
dxdt+

+
∫

Sτ

(1
2

n∑

i,j=1

aijuxiuxj cos(γ, t)−
n∑

i,j=1

aijuxiut cos(γ, xi)
)

dSτ .

Todėl (6.4) lygybę galima perrašyti taip:

1
2

∫

Ωt

(
u2

t +
n∑

i,j=1

aijuxiuxj

)
dx

∣∣∣
t=τ

t=0
+

1
2

∫

Sτ

( n∑

i,j=1

aijuxiuxj cos(γ, t)−

− 2
n∑

i,j=1

aijuxiut cos(γ, xi) + u2
t cos(γ, t)

)
dSτ + (6.5)

+
∫

Kτ

(
−

n∑

i,j=1

aijtuxiuxj +
n∑

i=1

aiuxiut + auut

)
dxdt =

∫

Kτ

fut dxdt.

Remiantis (6.3) sąlyga, lengvai galima įsitikinti, kad pointegralinis reiškinys pavir-
šiniame integrale yra neneigiamas. Todėl iš pastarosios lygyḃes išvedama nelygybė

Φ′(τ)≤CΦ(τ) + F (τ);
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čia

Φ(τ) =
∫

Kτ

(u2
t + u2

x + u2) dxdt,

F (τ) =
∫

Kτ

f2 dxdt + C1

∫

Ω

(u2 + u2
t + u2

x) dx.

Pagal Gronuolo lemą

Φ(τ)≤eCτ − 1
C

F (τ).

Kartu yra teisinga nelygyḃe
Φ′(τ)≤eCτF (τ).

Ją galima perrašyti taip:
∫

Ωτ

(u2 + u2
t + u2

x) dx≤eCτ
[∫

Kτ

f2 dxdt + C1

∫

Ω

(u2 + u2
t + u2

x) dx
]
. (6.6)

Čia konstantosC ir C1 priklauso tik nuoν, µ ir nuo funkcijų aij , aijt, ai ir a normų
erdv̇ejeL∞(Kτ ). Pastaroji nelygyḃe yra vadinamaenergine nelygybe.

I š v a d o s :

1. Tarkime,u1 ir u2 yra Koši uždavinių




utt + A u = f1(x, t),
u
∣∣
t=0

= ϕ1(x),
ut

∣∣
t=0

= ψ1(x),





utt + A u = f2(x, t),
u
∣∣
t=0

= ϕ2(x),
ut

∣∣
t=0

= ψ2(x)

sprendiniai erdv̇ejeW2,2
2 (KT ), f1(x, t) = f2(x, t) kūgyjeKT , ϕ1(x) = ϕ2(x)

ir ψ1(x) = ψ2(x) srityjeΩ. Tada k̄ugyjeKT sprendiniaiu1 ir u2 sutampa.

/ Teguu = u1 − u2. Tada funkcijau tenkina homogeninę lygtį

utt + A u = 0, (x, t)∈KT

ir homogenines pradines sąlygas

u
∣∣
t=0

= 0, ut

∣∣
t=0

= 0, x∈Ω.

Pritaikę jai (6.5) nelygybę, gausime, kad k̄ugyjeKT funkcijau lygi nuliui. .

2. Tarkime, funkcijau tenkina lygtį

utt + A u = f(x, t), (x, t)∈Rn × (0, T ),

ir pradines sąlygas

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x∈Rn.
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Jeigu apatinio k̄ugioKτ pagrindeΩ funkcijosϕ ir ψ yra lygios nuliui, o funkcija
f lygi nuliui kūgyjeKτ , tai u = 0 kūgyjeKτ . Be to, funkcijų ϕ ir ψ pokytis
pagrindoΩ išoṙeje bei funkcijosf pokytis k̄ugioKτ išoṙeje neturi į takos spren-
diniui kūgyjeKτ . Tiksliau, šis pokytis tuṙes įtakos sprendiniui tik po tam tikro
laiko. Toḋel galima tvirtinti, kad hiperboliṅes lygtys aprašo procesus, kurių skli-
dimo greitis yra baigtinis. Remiantis šiomis savybėmis Koši uždavinio spren-
dinio juostojeRn×(0, T ) galima ieškoti dalimis, išskaidant šią juostą į baigtines
sritisKτ . Pavyzdžiui, jegu mus domina Koši uždavinio sprendinys kokioje nors
baigtiṅeje srityjeQ ⊂ Rn × (0, T ), tai (priešingai negu elipsiṅems ir parabo-
linėms lygtims) neb̄utina jo ieškoti visoje juostojeRn × (0, T ). Pakanka sritį
Q įdėti į kūgį Kτ ir rasti sprendinį k̄ugyje Kτ . Be to, jeigu k̄ugio Kτ apati-
nis pagrindas yra apatiniame kokio nors cilindroQτ pagrinde, tai vietoje Koši
uždavinio galima spręsti pirmąjį kraštinį uždavinį





utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ Qτ ,

u
∣∣
Sτ

= 0, (x, t) ∈ Sτ ,

u
∣∣
t=0

= ϕ̃(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ̃(x), x ∈ Ω;

čia funkcijosϕ̃ ir ψ̃ sutampa su funkcijomisϕ ir ψ apatiniame k̄ugioKτ pagrinde
ir lygios nuliui cilindroQτ apatinio pagrindo kraštinių taškų aplinkoje. Atkreip-
sime ḋemesį, kad toks sprendimo kelias ne visada yra paprasčiausias (ypǎc tais
atvejais, kai sprendinio ieškome skaitiniais metodais).
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6.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBṘEŽIMAS.
VIENATIES TEOREMA

Pirmąjį kraštinį uždavinį visada galima suvesti į tokį patį uždavinį su homogenine
kraštine sąlyga. Toḋel iš karto tarkime, kadϑ = 0. Taigi nagriṅesime kraštinį uždavinį





utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω.

(6.7)

Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a∈ L∞(QT ), f ∈ L2(QT ), ϕ

∈ W̊1
2(Ω), ψ ∈ L2(Ω). Bendru atveju taip suformuluotas uždavinys neturi klasikinio

sprendinio. Toḋel apibṙešime apibendrinto sprendinio sąvoką. Tiksliau,,patalpinsime“
šį uždavinį į atitinkamą integralinę tapatybę.

Laikinai tarkime, kad visos į (6.7) uždavinį įeinaňcios funkcijos yra pakankamai
glodžios,η – be galo diferencijuojama funkcija, lygi nuliui paviršiausST ir hiperplokš-
tumost = T aplinkoje. Padauginę abi lygties puses iš funkcijosη, gautus reiškinius
suintegravę cilindruQT ir pasinaudoję integravimo dalimis formule (taip, kad neliktų
funkcijosu antrosios eil̇es išvestinių ), gausime integralinę tapatybę

∫

QT

(
−utηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

QT

fη dxdt +
∫

Ω

ψ(x)η(x, 0) dx. (6.8)

Be galo diferencijuojamų lygių nuliui paviršiausST ir hiperplokštumost = T
aplinkoje funkcijų aiḃe yra tiršta erdv̇eje DT (žr. (5.1) skyrelį). Toḋel ši tapatyḃe
išlieka teisinga∀η∈DT . Kadangi operatoriausA koeficientai yra apṙežti, tai integralai
kairiojoje tapatyḃes puṡeje konverguoja∀u∈W1,1

2 (QT ). Be to, funkcijos iš erdvių
W1,1

2 (QT ), W1,0
2 (QT ) elementai su kiekviena fiksuota kintamojot reikšme yra api-

brėžti kaip erdv̇esL2(Ω) elementai ir kintamojot atžvilgiu yra tolyd̄us erdv̇ejeL2(Ω),
t.y. priklauso erdveiC([0, T ] → L2(Ω)). Todėl tokioms funkcijoms integralai konver-
guoja ir kairiojoje tapatyḃes puṡeje. Kartu yra nat̄uralus toks apibṙežimas.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, funkcijau yra (6.7) kraštinio uždavinioapiben-
drintas sprendinyserdv̇ejeW1,1

2 (QT ), jeigu ji priklausoW̊1,1
2 (QT ) poerdviui, tenkina

pirmąją pradinę sąlygą ir∀η∈DT yra teisinga (6.8) integraliṅe tapatyḃe.

6.1 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai, a ir jų išvestiṅesaijt, ait ∈
L∞(QT ). Be to, tegu(6.1) lygtis yra tolygiai hiperboliṅe. Tada(6.7) uždavinys erdv̇eje
W1,1

2 (QT ) negali tuṙeti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .

/ Teguu1, u2 yra du (6.7) uždavinio apibendrinti sprendiniaiW1,1
2 (QT ) erdv̇eje.

Tada jų skirtumasu = u1 − u2∈ W̊1,1
2 (QT ), u|t=0 = 0 ir ∀η∈DT teisinga integraliṅe
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tapatyḃe

∫

QT

(
−utηt +

n∑

i,j=1

aijuxj
ηxi

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dxdt = 0. (6.9)

Fiksuokimeτ∈[0, T ] ir apibṙežkime funkciją

η(x, t) =





τ∫
t

u(x, s) ds, kai t∈[0, τ ],

0, kai t∈[τ, T ].

Taip apibṙežta funkcijaη∈DT (patikrinkite). Be to,ηt = −u, ηtt = −ut, ηtxi
= −uxi

,
kai t≤τ. Todėl (6.9) tapatybę galima perrašyti taip:

∫

Qτ

(
ηtηtt −

n∑

i,j=1

aijηxj
ηtxi

−
n∑

i=1

aiηtxi
η − aηtη

)
dxdt = 0.

Pasteḃesime, kad ∫

Qτ

ηtηtt dxdt =
1
2

∫

Ω

η2
t

∣∣
t=τ

dx;

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aijηxj ηtxi dxdt = −1
2

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijηxj ηxi

∣∣
t=0

dx−

−1
2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aijtηxj ηxi dxdt;

∫

Qτ

n∑

i=1

aiηtxiη dxdt = −
∫

Ω

n∑

i=1

aiηxiη
∣∣
t=0

dx−

−
∫

Qτ

n∑

i=1

(aitηxiη + aiηxiηt) dxdt;

Pasinaudoję šiomis formulėmis, gausime tapatybę

1
2

∫

Ω

(
η2

t

∣∣
t=τ

+
n∑

i,j=1

aijηxj ηxi

∣∣
t=0

+
n∑

i=1

aiηxiη
∣∣
t=0

)
dx =

= −
∫

Qτ

( n∑

i,j=1

aijtηxj ηxi +
n∑

i=1

(aitηxiη + aiηxiηt)− aηtη
)

dxdt.

Kadangi

∣∣∣
∫

Ω

n∑

i=1

aiηxiη
∣∣
t=0

dx
∣∣∣≤ν

2

∫

Ω

η2
x

∣∣
t=0

dx + Cν

∫

Ω

η2
∣∣
t=0

dx,
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tai iš pastarosios tapatybės išplaukia nelygyḃe
∫

Ω

(
η2

t

∣∣
t=τ

+
n∑

i,j=1

aijηxj ηxi

∣∣
t=0

)
dx≤C

∫

Qτ

(η2
x + η2

t + η2) dxdt.

Tegu

q(x, t) =

t∫

0

u(x, τ) dτ.

Pasinaudoję funkcijosη apibṙežimu, įvertinsime integralus
∫

Ω

η2
∣∣
t=0

dx≤τ

∫

Qτ

u2 dxdt,

∫

Qτ

η2 dxdt≤τ2

∫

Qτ

u2 dxdt

ir pasteḃesime, kad

η(x, t) =

τ∫

t

u(x, τ) dτ = q(x, τ)− q(x, t), ηt

∣∣
t=τ

= −u(x, τ).

Tada ∫

Ω

(
u2(x, τ) +

1
2

n∑

i,j=1

aij(x, 0)qxi(x, τ)qxj (x, τ)
)

dx≤

≤C1

∫

Qτ

((
q(x, τ)− q(x, t)

)2

x
+ u2(x, t)

)
dxdt≤

≤2C1τ

∫

Ω

q2
x(x, τ) dx + 2C1

∫

Qτ

(
q2
x(x, t) + u2(x, t)

)
dxdt.

Kartu yra teisinga nelygyḃe
∫

Ω

(
u2(x, τ) +

(
ν/2− 2C1τ

)
q2
x(x, τ)

)
dx≤2C1

∫

Qτ

(
q2
x(x, t) + u2(x, t)

)
dxdt.

Teguτ∈[0, ν/8C1]. Tadaν/2− 2C1τ≥ν/4. Pažyṁekime

Φ(τ) =
∫

Qτ

(
u2(x, t) + q2

x(x, t)
)
dxdt.

Tada
Φ′(τ)≤C2Φ(τ).

Be to,Φ(0) = 0. Todėl (žr. 1.1lemą)Φ(τ) = 0, ∀τ∈[0, ν/8C1]. Kartu galime tvirtinti,
kad u(x, τ) = 0, qxi(x, τ) = 0, kai τ∈[0, ν/8C1]. Pakartoję šį į rodymą intervalui
[ν/8C1, 2ν/8C1], gausime, kad šiame intervaleu(x, t) = 0. Atlikę baigtinį skaǐcių
tokių veiksmų, gausime, kadu(x, t) = 0 visame cilindreQT . .

P a s t a b a . Teorema išliks teisinga, jeigu vietoje koeficientųait apṙežtumo rei-
kalausime koeficientųaixi apṙežtumo.
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6.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Sakykime, kad (6.1) lygtis yra tolygiai hiperboliṅe. Įrodysime, kad (6.7) uždavinys
turi bent vieną apibendrintą sprendinį erdvėjeW1,1

2 (QT ).

6.2 teorema. Tarkime,aij , aijt, ai ir a∈ L∞(QT ), f∈L2(QT ), ϕ∈ W̊1
2(Ω), ψ ∈

L2(Ω). Tada erdv̇ejeW̊1,1
2 (QT ) egzistuoja bent vienas(6.7) uždavinio apibendrintasis

sprendinys.

/ Tegu{vk}∞k=1 yra baże erdv̇ejeW̊1
2(Ω), ortonormuota erdv̇ejeL2(Ω). Apytikslio

(6.7) kraštinio uždavinio sprendinio ieškosime tokiu pavidalu:

u(N)(x, t) =
N∑

k=1

w
(N)
k (t)vk(x);

čia funkcijosw(N)
k = (u(N), vk), k = 1, . . . , N, randamos iš sąlygų :

(u(N)
tt , vk) + A(u(N), vk) = (f, vk), (6.10)

u(N)
∣∣
t=0

=
N∑

k=1

(ϕ, vk)vk(x) := ϕ(N)(x), (6.11)

u
(N)
t

∣∣
t=0

=
N∑

k=1

(ψ, vk)vk(x) := ψ(N)(x). (6.12)

Fiksuokime skaǐcių N ir pažyṁekimew
(N)
k = wk. Tada šias sąlygas galima per-

rašyti taip: 



w′′k(t) +
N∑

j=1

αkjwj(t) = fk(t), t∈(0, T ),

wk(0) = ϕk, w′k(0) = ψk;

čia k = 1, . . . , N, αkj = A(vk, vj), fk = (f, vk), ϕk = (ϕ, vk), ψk = (ψ, vk). Taigi
gavome Koši uždavinį antrosios eilės tiesinių paprastų diferencialinių lygčių sistemai.
Visiškai taip pat kaip5.4skyrelyje galima parodyti, kad ši sistema turi vienintelį spren-
dinį. Be to,w′′k∈L2(0, T ). Todėl ∀N egzistuoja tokios funkcijosw(N)

1 , . . . , w
(N)
N , kad

funkcija

u(N) =
N∑

k=1

w
(N)
k (t)vk(x)

tenkina (6.10), (6.11), (6.12) sąlygas. Padauginę (6.10) lygtį iš w′k ir susumavę pagal
k nuo1 iki N, gausime lygybę

(u(N)
tt , u

(N)
t ) + A(u(N), u

(N)
t ) = (f, u

(N)
t ).
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Iš šios lygyḃes išvedama nelygybė
∫

Ω

(
(u(N))2 + (u(N)

t )2 + (u(N)
x )2

)
dx≤ (6.13)

≤C(T )
(∫

QT

f2 dxdt +
∫

Ω

(ϕ2
x + ψ2) dx

)
, t∈[0, T ].

Pastaroji nelygyḃe įrodoma visiškai taip pat kaip (6.6) energiṅe nelygyḃe. Reikia tik
atkreipti ḋemesį į tai, kad ją išvesdami gausime (6.5) formulės analogą, kuriame vi-
etoje neneigiamo integralo paviršiumiSτ atsiras integralas paviršiumiST . Pastarasis
integralas yra lygus nuliui, nes paviršiausST taškuose funkcijau(N) lygi nuliui.

Kadangi (6.13) nelygyḃeje konstantaC(T ) nepriklauso nei nuoN, nei nuot∈[0, T ],
tai galime tvirtinti, kad seka{u(N)} yra apṙežta erdv̇ejeW1,1

2 (QT ). Todėl iš jos gal-
ima išskirti posekį{u(Nk)}, silpnai konverguojantį į elementąu∈ W̊1,1

2 (QT ). Be to,
šis posekis konverguoja tolygiait∈[0, T ] atžvilgiu erdv̇ejeL2(Ω).

Į rodysime, kadu yra (6.7) uždavinio apibendrintas spendinys. Tuo tikslu padaug-
inkime (6.10) lygtį iš funkcijosqk∈W1

2(0, T ), tenkinaňcios sąlygąqk(0) = 0, gautus
reiškinius susumuokime pagalk nuo 1 iki M, M≤N, rezultatą suintegruokime kin-
tamojo t atžvilgiu nuo0 iki T ir pasinaudokime integravimo dalimis formule. Tada
gausime tapatybę

∫

QT

(
−u

(N)
t ηt +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xj

ηxi +
n∑

i=1

aiu
(N)
xi

η + au(N)η
)

dxdt =

=
∫

Ω

u
(N)
t η

∣∣
t=0

dx +
∫

QT

fη dxdt, η =
M∑

k=1

qk(t)vk(x).

Kadangiu(Nk) ⇁ u erdv̇ejeW1,1
2 (QT ), tai pastarojoje tapatybėje galima pereiti prie

ribos kai k → ∞. Kartu galime tvirtinti, kad ribiṅe funkcija u tenkina integralinę
tapatybę

∫

QT

(
−utηt +

n∑

i,j=1

aijuxj ηxi +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

=
∫

Ω

ψ(x)η(x, 0) dx +
∫

QT

fη dxdt, η =
M∑

k=1

qk(t)vk(x). (6.14)

Pagal5.2 lemą aiḃe tokių funkcijų yra tiršta poerdvyjeDT . Todėl (6.14) tapatyḃe yra
teisinga∀η∈DT .

Beliko įrodyti, kad
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) → 0,

kai t → 0. Tai daroma visiškai taip pat kaip5.4skyrelyje..
P a s t a b a . Jeigu patenkintos5.5 teoremos sąlygos, tai lengvai galima įsitikinti,

kad visa seka{u(N)} silpnai konverguoja įu.
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6.5. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
FURJ̇E METODAS

Tarkime, operatoriausA koeficientai nepriklauso nuo kintamojot. Be to, tegu koefi-
cientaiai = 0, ∀i = 1, . . . , n, t.y. operatorius

A u =
n∑

i,j=1

∂

dxi

(
aij(x)uxj

)
+ a(x)u,

yra formaliai savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir trečiojo kraštinių uždavinių apiben-
drintų sprendinių galima ieškoti Furjė metodu (trěciojo kraštinio uždavinio atveju ko-
eficientasσ taip pat turi nepriklausyti nuo kintamojot). Nagriṅesime pirmąjį kraštinį
uždavinį 




utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω.

(6.15)

Tegu{λk} yra operatoriausA tikrinių reikšmių ir {vk} – ją atitinkaňcių tikrinių
funkcijų sistema, ortonormuota erdvėjeL2(Ω). Jeigu koeficientasa(x) ≥ 0, tai visos
tikrinės reikšṁesλk yra teigiamos. Ḋel paprastumo tarkime, kad pastaroji sąlyga taip
pat patenkinta.

6.3 teorema. Teguf ∈ L2(QT ), ϕ ∈ W̊1
2(Ω), ψ ∈ L2(Ω) ir operatoriausA koefi-

cientai yra apṙežti. Tada erdv̇ejeW1,1
2 (QT ) egzistuoja(6.15) uždavinio apibendrintas

sprendinys

/ Apytikslio (6.15) uždavinio sprendinio ieškosime pavidalu

u(N)(x, t) =
N∑

i=1

wk(t)vk(x).

Koeficientuswk apibṙežkime taip, kad b.v.t ∈ (0, T ) ir ∀η ∈ W̊1
2(Ω) būtų patenkintos

tokios sąlygos:

(u(N)
tt , η) + [u(N), η] = (f (N), η), ∀η ∈ W̊1

2(Ω),
u(N)

∣∣
t=0

= ϕ(N)(x),
u

(N)
t

∣∣
t=0

= ψ(N)(x);

čia

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxivxj + auv
)

dx
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energiṅe skaliariṅe sandauga3,

f (N)(x, t) =
N∑

k=1

fk(t)vk(x),

ϕ(N)(x) =
N∑

k=1

ϕkvk(x),

ψ(N)(x) =
N∑

k=1

ψkvk(x).

Imdamiη = vk, k = 1, . . . , N, gausime, kadwk yra Koši uždavinio

w′′k(t) + λkwk(t) = fk(t),
wk(0) = ϕk,
w′k(0) = ψk

sprendinys. Jo ieškoma įprastu būdu. Iš pradžių randamas homogeninės lygties spren-
dinys, tenkinantis pradines sąlygas. Po to (pavyzdžiui, Diuamelio metodu) randamas
nehomogeniṅes lygties sprendinys, tenkinantis homogenines pradines sąlygas. Sudėję
šiuos sprendinius, gausime

wk(t) = ϕk cos
√

λkt +
1√
λk

ψk sin
√

λkt +
1√
λk

t∫

0

fk(τ) sin
√

λk(t− τ) dτ.

Apibrėžkime formalią eilutę

u(x, t) =
∞∑

k=1

wk(t)vk(x). (6.16)

Taip apibṙežta funkcijau yra formalus (6.15) uždavinio sprendinys. Ištirsime šios
eilutės konvergavimą.

Pagal teoremos sąlygą

|||ϕ |||2 =
∞∑

k=1

λkϕ2
k < ∞,

‖ψ‖2L2(Ω) =
∞∑

k=1

ψ2
k < ∞,

3Šią skaliarinę sandaugą atitinka energinė norma

|||u ||| =
p

[u, u].
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‖f‖2L2(QT ) =
∞∑

k=1

T∫

0

f2
k (t) dt < ∞.

Pasinaudoję šių eilǔcių konvergavimu, įvertinsime reiškinius

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

ϕk cos
√

λkt vk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

≤
N+M∑

k=N

λkϕ2
k,

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

1√
λk

ψk sin
√

λkt vk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

≤
N+M∑

k=N

ψ2
k,

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

γk(t)vk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

≤
N+M∑

k=N

λkγ2
k ≤ T

N+M∑

k=N

T∫

0

f2
k (t) dt;

čia

γk(t) =
1√
λk

t∫

0

fk(τ) sin
√

λk(t− τ) dτ.

Iš šių įveřcių išplaukia, kad

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣

N+M∑

k=N

wk(t)vk(x)
∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣
2

⇒ 0,

kintamojot atžvilgiu, kaiN,M →∞. Todėl

u ∈ C
(
[0, T ] → W̊1

2(Ω)
)

ir
|||u(x, t)− ϕ(x) ||| → 0,

kai t → 0. Kartu galime tvirtinti, kadu(N)
xi → uxi erdv̇ejeL2(QT ), kai N → ∞, ir

uxi ∈ L2(QT ).
Į rodysime, kadut ∈ L2(QT ). Iš pradžių pasteḃesime, kad

∫

Qτ

(
u

(N)
tt η +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xj

ηxi + au(N)η
)

dxdt =
∫

Qτ

f (N)η dxdt;

čia

η(x, t) =
M∑

k=1

qk(t)vk(x), qk ∈ L2(0, T ).

Imkime šioje tapatyḃejeη = u
(N)
t ir perrašykime ją taip:

‖u(N)
t (x, τ)‖2L2(Ω) + |||u(N)(x, τ) ||| 2 =
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= 2
∫

Qτ

f (N)u
(N)
t dxdt + ‖ψ(N)‖2L2(Ω) + |||ϕ(N) |||2.

Iš šios tapatyḃes išplaukia nelygyḃe

‖u(N)
t (x, τ)‖2L2(Ω) ≤ ‖u(N)

t ‖2L2(Qτ ) + ‖f‖2L2(QT ) + ‖ψ‖2L2(Ω) + |||ϕ |||2.

Tegu
y(τ) = ‖u(N)

t ‖2L2(Qτ ).

Tada
y′(τ) = ‖u(N)

τ (x, τ)‖2L2(Ω)

ir teisinga nelygyḃe
y′(τ) ≤ y(τ) + q;

čia
q = ‖f‖2L2(QT ) + ‖ψ‖2L2(Ω) + |||ϕ ||| 2.

Iš šios nelygyḃes ir1.1 lemos išplaukia įvertis

y(τ) = ‖u(N)
t ‖2L2(Qτ ) ≤ C

(‖f‖2L2(QT ) + ‖ψ‖2L2(Ω) + |||ϕ |||2).

Todėl iš sekos{u(N)
t } galima išskirti silpnai konverguojantį įut posekį irut ∈ L2(QT ).

Be to,
|||u(N)

t (x, τ) |||2 ≤ C
(
‖f‖2L2(QT ) + ‖ψ‖2L2(Ω) + |||ϕ |||2

)

ir galime tvirtinti, kadut ∈ L2(QT ).
Į rodysime, kadut ∈ C

(
[0, T ] → L2(Ω)

)
. Įvertinsime reiškinius

∥∥∥
N+M∑

k=N

ϕk

√
λk sin

√
λkt vk(x)

∥∥∥
2

L2(Ω)
≤

N+M∑

k=N

λkϕ2
k,

∥∥∥
N+M∑

k=N

ψk cos
√

λkt vk(x)
∥∥∥

2

L2(Ω)
≤

N+M∑

k=N

ψ2
k,

∥∥∥
N+M∑

k=N

γ′k(t)vk(x)
∥∥∥

2

L2(Ω)
≤ T

N+M∑

k=N

T∫

0

f2
k (t) dt.

Iš šių įveřcių išplaukia, kad

∥∥∥
N+M∑

k=N

w′k(t)vk(x)
∥∥∥

2

L2(Ω)
⇒ 0

kintamojot atžvilgiu, kaiN, M → ∞. Taigi ut ∈ C
(
[0, T ] → L2(Ω)

)
. Kartu galime

tvirtinti, kad
‖ut(x, t)− ψ(x)‖L2(Ω) → 0,
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kai t → 0.
Beliko įrodyti, kad funkcijau tenkina (6.8) tapatybę. Visų pirma pastebėsime, kad

apytikslis sprendinysu(N) tenkina integralinę tapatybę

∫

QT

(
−u

(N)
t ηt +

n∑

i,j=1

aiju
(N)
xi

ηxj
+ au(N)η

)
dxdt =

∫

QT

f (N)η dxdt +

+
∫

Ω

ψ(N)(x)η(x, 0) dx, η =
M∑

k=1

qk(t)vk(x), M ≤ N ;

čia funkcijosqk ∈ C∞[0, T ] ir lygios nuliui taškot = T aplinkoje. Peṙeję šioje
tapatyḃeje prie ribos, gausime

∫

QT

(
−utηt +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj + auη
)

dxdt =
∫

QT

fη dxdt +
∫

Ω

ψ(x)η(x, 0) dx.

Pagal5.2 lemą aiḃe {η : η(x, t) =
M∑

k=1

qk(t)vk(x)} yra tiršta erdv̇ejeDT . Todėl pa-

staroji tapatyḃe teisinga∀η ∈ DT ir u yra (6.15) uždavinio apibendrintas sprendinys
erdv̇ejeW1,1

2 (QT ). .
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6.6. KITŲ KRAŠTINIŲ SĄLYGŲ ATVEJIS

Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a ∈ L∞(QT ), f ∈ L2(QT ), ϕ ∈
W̊1

2(Ω), ψ ∈ L2(Ω), S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius, oσ – apṙežta paviršiujeST

funkcija. Nagriṅesime kraštinį uždavinį4





utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

∂u/∂N + σu
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω.

(6.17)

Taip apibṙežtas uždavinys vadinamas trečiuoju kraštiniu uždaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai σ = 0, – antruoju kraštiniu uždaviniu2.

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime,u ∈ W1,1
2 (QT ) yra (6.17) uždavinioapibendrin-

tasis sprendinys, jeigu∀η ∈ W1,1
2 (QT ), η(·, T ) = 0, teisinga integraliṅe tapatyḃe

∫

Qt1

(
−utη +

n∑

i,j=1

aijuxiηxj +
n∑

i=1

aiuxiη + auη
)

dxdt =

= −
∫

ST

σuη dSdt +
∫

Ω

ψη(x, 0) dx +
∫

QT

fη dxdt (6.18)

ir
‖u(x, t)− ϕ(x)‖L2(Ω) → 0,

kai t → 0.
Trečiojo (taip pat antrojo) kraštinio uždavinio apibendrintų sprendinių egzistavimą

bendru atveju galima įrodyti Galiorkino metodu.Čia tik {vk} turi būti baże erdv̇eje
W1

2(Ω), o ne poerdvyje̊W1
2(Ω). Jeigu operatoriausA koeficientaiaij , ai ir a neprik-

lauso nuo kintamojot, tai apibendrintų sprendinių egzistavimą galima įrodyti Furjė
metodu. Abiem atvejais apytikslio sprendiniou(N) konstrukcija ir jo konvergavimo
į u į rodymas yra analogiškas atitinkamų teiginių6.4 ir 6.5 skyreliuose įrodymams.
Tą patį galima pasakyti ir apie energinės nelygyḃes bei vienaties teoremos įrodymą.
Reikia tik atkreipti ḋemesį į tai, kad paviršinis integralas

∫

ST

σuutdSdt =
1
2

∫

S

σu2 dS
∣∣∣
t=T

t=0
− 1

2

∫

ST

σtu
2 dSdt

ir teisinga nelygyḃe
∫

S

u2(x, t) dS ≤ ε

∫

Ω

u2
x(x, t) dx + Cε

∫

Ω

u2(x, t) dx ≤

4Nehomogeniṅes kraštiṅes sąlygos atvejis įprastu būdu suvedamas į tokį patį uždavinį su homogene
kraštine sąlyga.

2Jeiguσ = 0, tai reikalavimą, kad paviršiusS būtų dalimis glodus, galima atmesti.
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≤ ε

∫

Ω

u2
x(x, t) dx + 2Cε

∫

Ω

u2(x, 0) dx + 2Cεt

∫

Qt

u2
t (x, t) dxdt

(žr. 4.6 lemą ir 1 uždavinį.). Abibendrindami visa tai, galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

6.4 teorema. Tarkime, paviršiusS yra dalimis glodus, o operatoriausA koeficientai
aij = aji, ai, a ir jų išvestiṅesaijt ∈ L∞(QT ). Be to, teguσ kartu su savo išvestine
σt ∈ L∞(ST ). Tada(6.17) uždavinys su bet kokiomis funkcijomisf ∈ L2(QT ),
ϕ ∈ W1

2(Ω), ψ ∈ L2(Ω) turi apibendrintą sprendinį erdvėje W1,1
2 (QT ). Jeigu, be

minėtų sąlygų , koeficientaiai turi išvestinesait arbaaixi
∈ L∞(QT ), tai bet kokie du

(6.17) uždavinio apibendrinti sprendiniai erdvėjeW1,1
2 (QT ) sutampa.
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Šiame skyrelyje įrodysime, kad (6.7) kraštinio uždavinio apibendrinti sprendiniai erd-
vėjeW1,1

2 (QT ) priklauso erdveiW2,2
2 (QT ), jeigu tik operatoriausA koeficientai, pa-

viršiusS bei funkcijosf, ϕ ir ψ tenkina tam tikras papildomas glodumo sąlygas.

6.5 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientai bei funkcijosf, ϕ ir ψ tenkina
6.2 teoremos sąlygas iru ∈ W1,1

2 (QT ) yra apibendrintas(6.7) kraštinio uždavinio
sprendinys. Be to, tegu koeficientaiaijtt, ait, at, aijx ∈ L∞(QT ), funkcijosf išves-
tinėft ∈ L2(QT ), ϕ∈ W2

2(Ω)∩ W̊1
2(Ω), ψ ∈ W̊1

2(Ω). Tada:

1. Funkcijau turi antrosios eil̇es apibendrintas išvestinesutt, utx∈L2(QT ) ir tei-
singa nelygyḃe

‖utt‖2L2(QT ) + ν‖utx‖2L2(QT )≤ (6.19)

≤C
(
‖ϕ‖2W2

2(Ω) + ‖ψ‖2W1
2(Ω) + ‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT )

)
.

Be to,
‖ut(x, t)− ψ(x)‖L2(Ω) → 0,

kai t → 0.

2. Jeigu, be miṅetų sąlygų ,S∈C2, tai egzistuoja funkcijosu apibendrintosios
išvestiṅesuxixj∈L2(QT ), i, j = 1, . . . , n. Tuo pǎciu u∈W2,2

2 (QT ).

/ Tegu{vk}∞k=1 yra baże erdv̇ejeW2
2(Ω)∩ W̊1

2(Ω), ortonormuotaL2(Ω) erdv̇eje.
Apytikslis (6.7) kraštinio uždavinio sprendinys

u(N)(x, t) =
N∑

k=1

w
(N)
k (t)vk(x);

čia funkcijosw(N)
k randamos iš (6.10), (6.11) ir (6.10) sąlygų . Be to, jos turi sumuoja-

mas kvadratu išvestines iki trečiosios eil̇es imtinai.
Pagal teoremos sąlygąϕ∈W2

2(Ω)∩ W̊1
2(Ω), ψ∈ W̊1

2(Ω). Todėl

u(N)(x, 0) =
N∑

k=1

(ϕ, vk)vk(x)
W2

2(Ω)−→ ϕ(x),

u
(N)
t (x, 0) =

N∑

k=1

(ψ, vk)vk(x)
W1

2(Ω)−→ ψ(x),

kai N →∞. Kartu galime tvirtinti, kad

‖u(N)(·, 0)‖W2
2(Ω) + ‖u(N)

t (·, 0)‖W1
2(Ω)≤C

(‖ϕ‖W2
2(Ω) + ‖ψ‖W1

2(Ω)

)
; (6.20)
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čia konstantaC nepriklauso nuoN. Į rodysime, kad norma‖u(N)
tt (·, 0)‖L2(Ω) taip pat

yra tolygiai apṙežtaN atžvilgiu. Tuo tikslu padauginkime (6.10) sąlygą išw(N)
ktt , gautus

reiškinius susumuokime pagalk nuo1 iki N ir rezultatą užrašykime taip:

(u(N)
tt , u

(N)
tt ) + A(u(N), u

(N)
tt ) = (f, u

(N)
tt ).

Imkime šioje lygyḃejet = 0. Tada pasinaudoję integravimo dalimis formule bei Helde-
rio nelygybe, gausime

‖u(N)
tt (·, 0)‖2L2(Ω)≤C

(‖ϕ‖W2
2(Ω) + ‖f‖L2(QT )

)
; (6.21)

čia konstantaC nepriklauso nuoN.
Į rodysime, kadu turi apibendrintas išvestinesutt, utx∈L2(QT ). Diferencijuoki-

me abi (6.10) sąlygos puses kintamojot atžvilgiu, po to padauginkime išw(N)
ktt , gautus

reiškinius susumuokime pagalk nuo1 iki N, suintegruokimet atžvilgiu nuo0 iki τ ir
rezultatą užrašykime taip:

τ∫

0

(u(N)
ttt , u

(N)
tt ) + A(u(N)

t , u
(N)
tt ) + At(u

(N), u
(N)
tt ) dt =

τ∫

0

(ft, u
(N)
tt ) dt; (6.22)

čia

At(u
(N), u

(N)
tt ) =

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijtu
(N)
xi

u
(N)
ttxj

+
n∑

i=1

aitu
(N)
xi

u
(N)
tt + atu

(N)u
(N)
tt

)
dx.

Lengvai galima įsitikinti, kad reiškiniai

(u(N)
ttt , u

(N)
tt ) =

1
2

d

dt
‖u(N)

tt ‖2L2(Ω);

∫

Ω

n∑

i,j=1

aiju
(N)
txi

u
(N)
txj

dx =
1
2

d

dt

∫

Ω

n∑

i,j=1

aiju
(N)
txi

u
(N)
txj

dx−

− 1
2

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijtu
(N)
txi

u
(N)
txj

dx;

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijtu
(N)
xi

u
(N)
ttxj

dx =
d

dt

∫

Ω

n∑

i,j=1

aijtu
(N)
xi

u
(N)
txj

dx−

−
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijttu
(N)
xi

u
(N)
txj

−
n∑

i,j=1

aijtu
(N)
txi

u
(N)
txj

)
dx.

Todėl (6.22) lygybę galima perrašyti taip:

(
‖u(N)

tt ‖2L2(Ω) +
∫

Ω

n∑

i,j=1

aiju
(N)
txi

u
(N)
txj

dx +
∫

Ω

n∑

i,j=1

aijtu
(N)
xi

u
(N)
txj

dx
)∣∣∣

t=τ

t=0
=
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=
∫

Qτ

[ n∑

i,j=1

aijtu
(N)
txi

u
(N)
txj

+ 2
n∑

i,j=1

aijttu
(N)
xi

u
(N)
txj

+ 2
n∑

i,j=1

aijtu
(N)
txi

u
(N)
txj
−

−2
( n∑

i=1

aiu
(N)
txi

+
n∑

i=1

aitu
(N)
xi

+ au
(N)
t + atu

(N) − ft

)
u

(N)
tt

]
dxdt.

Iš šios lygyḃes įprastu b̄udu išvedama nelygybė
(
‖u(N)

tt ‖2L2(Ω) + ν‖u(N)
tx ‖2L2(Ω)

)∣∣∣
t=τ

≤C1

(
‖u(N)

tt ‖2L2(Qτ ) + ν‖u(N)
tx ‖2L2(QT )

)
+

+C2

(
‖ϕ‖2W2

2(Ω) + ‖ψ‖2W1
2(Ω) + ‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT )

)
.

Reikia tik pasinaudoti energine bei (6.20) ir (6.21) nelygyḃemis. Iš pastarosios nely-
gybės bei Gronuolo lemos išplaukia, kad

‖u(N)
tt ‖2L2(Ω) + ν‖u(N)

tx ‖2L2(Ω)≤

≤C3

(
‖ϕ‖2W2

2(Ω) + ‖ψ‖2W1
2(Ω) + ‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT )

)
;

Kartu teisinga nelygyḃe

‖u(N)
tt ‖2L2(QT ) + ν‖u(N)

tx ‖2L2(QT )≤

≤C
(
‖ϕ‖2W2

2(Ω) + ‖ψ‖2W1
2(Ω) + ‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT )

)
;

čia konstantaC nepriklauso nuoN. Todėl iš sekos{u(N)} galima išskirti posekį5

{u(Nk)}, silpnai konverguojantį erdv̇ejeL2(QT ) kartu su savo pirmosios eilės išves-
tinėmisu

(N)
t , u

(N)
xi bei antrosios eil̇es išvestiṅemisu

(N)
tt , u

(N)
txi

į funkciją u ir į jos
atitinkamas išvestines. Be to,u, ut, uxi , utt, utxi∈L2(QT ), ∀i = 1, . . . , n, ir pastaroji
nelygyḃe yra teisinga ribinei funkcijaiu.

Į rodysime, kad funkcijau tenkina antrąją pradinę sąlygą. Laisvai pasirenkame
skaǐcių ε > 0. Pagal Minkovskio nelygybę

‖ut(·, t)− ψ‖2L2(Ω)≤‖ut(·, t)− u
(N)
t (·, t)‖2L2(Ω)+

+‖u(N)
t (·, t)− ψ(N)‖2L2(Ω) + ‖ψ(N) − ψ‖2L2(Ω).

Kadangi

u(N)(·, t) L2(Ω)−→ u(·, t), ψ(N) L2(Ω)−→ ψ,

kai N →∞, tolygiai kintamojot atžvilgiu, tai egzistuoja toks skaičiusN0, kad

‖ut(·, t)− u
(N)
t (·, t)‖2L2(Ω)≤ε/3, ‖ψ(N) − ψ‖2L2(Ω)≤ε/3, ∀N≥N0.

5Kadangi patenkintos vienaties teoremos sąlygos, tai iš tikrų jų visa seka konverguoja įu ir u yra (6.7)
kraštinio uždavinio apibendrintas sprendinys erdvėjeW1,1

2 (QT ).
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FiksuokimeN≥N0. Tada galima nurodyti tokį skaičių t0 > 0, kad

‖u(N)
t (·, t)− ψ(N)‖2L2(Ω)≤ε/3, ∀t≤t0.

Taigi
‖ut(·, t)− ψ‖2L2(Ω)≤ε, ∀t≤t0,

ir pirmasis teoremos teiginys įrodytas.
Įrodysime antrąjį teoremos teiginį. Iš pradžių pastebėsime, kad b.v. t∈[0, T ]

teisinga integraliṅe tapatyḃe (ji išvedama iš (6.10) sąlygos)

∫

QT

( n∑

i,j=1

aijuxi
ηxj

+
n∑

i=1

aiuxi
η + auη

)
dxdt =

∫

QT

(f − utt)η dxdt,

∀η∈ W̊1
2(Ω) . Todėl tokiemst funkcijau yra elipsiṅes lygties

A u = f − utt

apibendrintas sprendinys erdveje̊W1
2(Ω) (žr. 4.1skyrelį). Remdamiesi4.16teorema,

galime tvirtinti, kad srityjeΩ egzistuoja šio sprendinio antrosios eilės apibendrintos
išvestiṅesuxixj∈L2(Ω) ir teisinga nelygyḃe

‖uxx‖L2(Ω)≤C(‖f‖L2(Ω) + ‖utt‖L2(Ω)).

Remdamiesi (6.19) nelygybe, galime tvirtinti, kad

‖uxx‖L2(QT )≤C
(
‖ϕ‖W2

2(Ω) + ‖ψ‖W1
2(Ω) + ‖f‖L2(QT ) + ‖ft‖L2(QT )

)
. (6.23)

Taigi u∈W2,2
2 (QT ). Teorema įrodyta..

P a s t a b a . Įrodydami apibendrintų išvestiniųutt ir utx egzistavimą nereikala-
vome jokio paviršiausS glodumo. PaviršiausS glodumu pasinaudojome tik įrodydami
apibendrintų išvestiniųuxixj egzistavimą. Jeigu paviršiusS nėra glodus, tai galima
įrodyti, kad apibendrintos išvestinėsuxixj∈L2(Q′

T ), Q′
T = Ω′ ∩ (0, T ), Ω′ ⊂ Ω – bet

kokia griežtai vidiṅe sritis. Be to, išlieka teisinga (6.23) nelygyḃe, kurioje vietojeQT

ir Ω reikia įrašyti atitinkamaiQ′
T ir Ω′.

Iš 6.5 bei 3.11 teoremų išplaukia, kad funkcijosu(·, t), ut(·, t) ir uxi(·, t), kaip
erdv̇esL2(Ω) elementai, yra tolydžios kintamojot∈[0, T ] atžvilgiu. Pastarąjį teiginį
galima įrodyti, jeigu funkcijosf, ϕ ir ψ tenkina tik6.2 teoremos sąlygas. Tiksliau,
teisinga tokia teorema.

6.6 teorema. Tarkime, funkcijosf, ϕ ir ψ tenkina6.2teoremos sąlygas, o operatoriaus
A koeficientaiaij , ai ir a tenkina6.5 teoremos sąlygas. Tada(6.7) uždavinio apiben-
drintasis sprendinysu∈C([0, T ] → W̊1

2(Ω)), o jo išvestiṅeut∈C([0, T ] → L2(Ω)).

/ Tarkime, funkcijosf (k), ϕ(k) ir ψ(k) ∀k = 1, 2, . . . , tenkina6.5teoremos sąlygas
bei

‖f (k) − f‖L2(QT ) → 0, ‖ϕ(k) − ϕ‖W̊1
2(Ω) → 0, ‖ψ(k) − ψ‖L2(Ω) → 0,
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kai k → ∞. Pakeitę (6.7) uždavinyje funkcijasf, ϕ ir ψ atitinkamai funkcijomis
f (k), ϕ(k) ir ψ(k), gausime uždavinį, kurio apibendrintas sprendinysu(k) yra erdv̇es
W1,1

2 (QT ) elementas. Remiantis pirmuoju6.5 teoremos teiginiu, galima tvirtinti, kad

u
(k)
tt , u

(k)
txi
∈L2(QT ). Be to, teisinga energinė nelygyḃe

‖u(k)(·, t)‖2L2(Ω) + ‖u(k)
t (·, t)‖2L2(Ω) + ‖u(k)

x (·, t)‖2L2(Ω)≤

≤C
(‖f (k)‖2L2(QT ) + ‖ϕ(k)

x ‖2L2(Ω) + ‖ψ(k)‖2L2(Ω)

)
.

Pakeiskime (6.7) uždavinyje funkcijasf, ϕ ir ψ atitinkamai funkcijomisf (k)−f (s),
ϕ(k) − ϕ(s) ir ψ(k) − ψ(s). Tada gausime uždavinį, kurio apibendrintas sprendinys
uk,s = u(k) − u(s) ir teisinga energiṅe nelygyḃe

‖uk,s(·, t)‖2L2(Ω) + ‖uk,s
t (·, t)‖2L2(Ω) + ‖uk,s

x (·, t)‖2L2(Ω)≤

≤C
(
‖f (k) − f (s)‖2L2(QT ) + ‖ϕ(k)

x − ϕ(s)
x ‖2L2(Ω) + ‖ψ(k) − ψ(s)‖2L2(Ω)

)
;

čia konstantaC nepriklauso nuok, s ir t. Kai k ir s → ∞, reiškinys dešiniojoje pas-
tarosios nelygyḃes puṡeje tolygiai kintamojot atžvilgiu arṫeja į nulį . Toḋel egzistuoja
tokia funkcijaũ, kad

‖u(k)(·, t)− ũ(·, t)‖L2(Ω) → 0,

‖u(k)
t (·, t)− ũt(·, t)‖L2(Ω) → 0,

‖u(k)
xi

(·, t)− ũxi(·, t)‖L2(Ω) → 0

(tolygiai kintamojot atžvilgiu), kaik → ∞. Tiesiogiai galima patikrinti, kad̃u yra
(6.7) uždavinio apibendrintas sprendinys erdvėjeW1,1

2 (QT ). Pagal6.1 teoremą (6.7)
uždavinys erdv̇eje W1,1

2 (QT ) negali tuṙeti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .

Todėl galime tvirtinti, kadũ = u. Kadangi funkcijosu(k)(·, t), u
(k)
t (·, t) ir u

(k)
xi (·, t) ∈

L2(Ω) ir, kaip erdv̇esL2(Ω) elementai, yra tolydžios kintamojot atžvilgiu, tai funkci-
josu(·, t), ut(·, t) ir uxi(·, t), kaip erdv̇esL2(Ω) elementai, taip pat yra tolydžios kin-
tamojot atžvilgiu. Teorema įrodyta..

Apibendrinto sprendinio egzistavimą erdvėje W1,1
2 (QT ) į rodėme (žr. 6.4 skyre-

lį), kai ϕ∈ W̊1
2(Ω). Kitais žodžiais tariant, reikalavome, kad taškuosex∈S, t = 0

būtų patenkinta nuliṅes eil̇es suderinamumo sąlyga, t.y. būtų suderinta pirmoji pradiṅe
ir kraštiṅe sąlygos. Įrodydami apibendrinto sprendinio glodumą erdvėje W2,2

2 (QT ),
reikalavome, kadϕ ir ψ∈ W̊1

2(Ω). Šiuo atveju reikalavome, kad taškuosex∈S, t =
0 būtų patenkinta pirmosios eilės suderinamumo sąlyga, t.y. būtų suderinta ne tik
pirmoji, bet ir antroji pradiṅe sąlyga. Norint įrodyti aukštesnį apibendrintų sprendinių
glodumą, reikia pareikalauti, kad būtų patenkintos atitinkamos suderinamumo sąlygos.
Visos jos susijusios su funkcijosu išvestiniųt atžvilgiu reikšṁemis taškuosex∈S, t =
0, tiksliau – su sąlygaDk

t u
∣∣
x∈S,t=0

= 0. Pavyzdžiui, kaik = 2, taškuosex∈S, t = 0
turi būti patenkinta tokia suderinamumo sąlyga:

A ϕ− f = utt = 0.
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Kai k > 2, apibendrintų sprendinių glodumą erdvėje Wk,k
2 (QT ) galima įrodyti

matematiṅes indukcijos metodu. Bendra įrodymo schema yra tokia. Iš pradžių įro-
domas glodumo padidėjimas kintamojot atžvilgiu. Po to, remiantis elipsinių lygčių
teorija, įrodomas glodumo padidėjimas kintamųjųxi atžvilgiu.
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6.8. KOŠI UŽDAVINYS

Šiame skyrelyje nagriṅesime Koši uždavinį





utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ),

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Rn,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Rn.

(6.24)

Hiperboliṅes lygtys aprašo procesus, kurių sklidimo greitis yra baigtinis. Pasinaudoję
šia savybe, Koši uždavinio sprendimą suvesime į kraštinio uždavinio sprendimą.

6.7 teorema. Tarkime, operatoriausA koeficientaiaij , ai, a ir jų dalinės išvesti-
nės aijt, aijx, aijtt, ait, at ∈ L∞,loc(Rn × (0, T )). Be to, teguϕ∈ W2

2,loc(R
n),

ψ ∈ W1
2,loc(R

n), f, ft ∈ L2,loc(Rn × (0, T )). Tada(6.24) Koši uždavinys turi vien-

intelį sprendinįu∈W2,2
2,loc(R

n × (0, T )).

/ TeguKT yra nupjautinis k̄ugis erdv̇ejeRn+1, Ω = Ω0 – jo apatinis pagrindas,
esantis plokštumojet = 0, ΩT – viršutinio pagrindo projekcija į plokštumąt = 0, ST

– glodus šoninis paviršius,̃Ω – tokia apṙežta sritis, kadΩ ⊂ Ω̃ (žr. 6.2 pav.). Be to,
tegu paviršiusST yra arba charakteristinis, arba orientuotas erdvėje.
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6.2 pav.

Teguξ∈C∞0 (Ω̃), ξ(x) = 1, kai x∈Ω. Tada

ϕ̃ = ϕξ∈W2
2(Ω̃)∩ W̊1

2(Ω̃), ψ̃ = ψξ∈ W̊1
2(Ω̃).

Remdamiesi6.5teorema, galime tvirtinti, kad kraštinis uždavinys




utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ Q̃T = Ω̃× (0, T ),

u
∣∣
S̃T

= 0, (x, t) ∈ S̃T = ∂Ω̃× (0, T ),

u
∣∣
t=0

= ϕ̃(x), x ∈ Ω̃,

ut

∣∣
t=0

= ψ̃(x), x ∈ Ω̃,

turi apibendrintą sprendinį̃u∈W2,2
2 (Q̃T ). Pasinaudoję energine nelygybe, lengvai gal-

ima įsitikinti, kad toks sprendinys yra vienintelis. Teguu yra funkcijosũ siaurinys
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cilindre ΩT × (0, T ), t.y. u(x, t) = ũ(x, t),∀(x, t)∈ΩT × (0, T ). Taip apibṙežta
funkcija u ir yra ieškomasis (6.24) Koši uždavinio sprendinys cilindreΩT × (0, T ).
Kadangi tokiais cilindrais galima padengti visą juostąRn × (0, T ), tai (6.24) Koši
uždavinys turi vienintelį sprendinįu∈W2,2

2,loc(R
n × (0, T )). Teorema įrodyta..
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6.9. UŽDAVINIAI

1. Įrodykite, kad∀u ∈ W0,1
2 (QT ) yra teisinga nelygyḃe

∫

Ω

u2(x, t) dx ≤ 2
∫

Ω

u2(x, 0) dx + 2t

∫

Qt

u2
t (x, t) dxdt.

2. Teguu yra glodi cilindreQT = Ω× (0, T ) funkcija, lygi nuliui paviršiujeST ir

utt −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT .

Į rodykite nelygybes:

(a) max
t∈[0,T ]

‖ux‖2L2(Ω) + max
t∈[0,T ]

‖ut‖2L2(Ω) ≤

≤ C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖u(·, 0)‖2

W̊1
2(Ω)

+ ‖ut(·, 0)‖2L2(Ω)

)
.

(b) max
t∈[0,T ]

‖utt‖2L2(Ω) + max
t∈[0,T ]

‖utx‖2L2(Ω) ≤

≤ C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖uxx(·, 0)‖2L2(Ω) + ‖ux(·, 0)‖2L2(Ω)

)
.

(c) max
t∈[0,T ]

‖uxx‖2L2(Ω) + max
t∈[0,T ]

‖utx‖2L2(Ω) + max
t∈[0,T ]

‖utt‖2L2(Ω) ≤

≤ C
(‖f‖2L2(QT ) + ‖ft‖2L2(QT ) + ‖u(·, 0)‖2W2

2(Ω) + ‖ut(·, 0)‖2W1
2(Ω)

)
.

3. Įrodykite kraštinio uždavinio





utt −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,
u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω,

apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erdvėjeW̊1,1
2 (QT ) .

4. Įrodykite kraštinio uždavinio





utt −∆u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,
∂u/∂n

∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω,

apibendrinto sprendinio egzistavimą ir vienatį erdvėjeW̊1,1
2 (QT ).
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5. Įrodykite, kad uždavinys





utt − uxx + cut = f(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
u
∣∣
S0,1

= 0, (x, t) ∈ S0,1 = {0, 1} × [0, T ],
u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ [0, 1],
ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ [0, 1],

negali tuṙeti dviejų skirtingų apibendrintų sprendinių .

6. Tegu operatoriusA yra formaliai savijungis ir jo koeficientai nepriklauso nuo
kintamojot. Furjė metodu įrodykite kraštinio uždavinio





utt + A u = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u
∣∣
ST

= 0, (x, t) ∈ ST ,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ Ω,

ut

∣∣
t=0

= ψ(x), x ∈ Ω.

apibendrinto sprendinio glodumą erdvėjeW2,2
2 (QT ).
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Apibendrintosios funkcijos

7.1. PAGRINDINIŲ IR APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ ERDV̇ES

TeguΩ yra sritis erdv̇ejeRn. Pagrindinių funkcijųerdveiD(Ω) priskirsime be
galo diferencijuojamas ir finičias srityjeΩ funkcijas, t.y.D(Ω) = C∞

0 (Ω).
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, seka{ϕk} iš D(Ω) konverguoja į funkcijąϕ ∈

D(Ω) ir žymėsimeϕk → ϕ, jeigu:

1. Egzistuoja tokia kompaktiška aibėK ⊂ Ω, kad

supp ϕk ⊂ K, ∀k ∈ N;

čia supp ϕk – funkcijosϕk atrama.

2. Su kiekvienu multiindeksuα = (α1, α2, . . . , αn) seka{Dαϕk} srityje Ω toly-
giai konverguoja įDαϕ, t.y.

Dαϕk ⇒ Dαϕ,

kai k →∞.

AibėD(Ω) su taip apibṙežta topoplogija yra erdvė.

P a v y z d y s . TeguΩ = {x ∈ Rn : |x| < 1} ir

ω(x) =
{

e
− 1

1−|x|2 , kai |x| < 1,
0, kai |x| ≥ 1.

Apibrėžkime sekas:

ϕk(x) =
1
k

ω(x), ψk(x) =
1
k

ω(x/k), k = 1, 2, . . .

Tadaω, ϕk, ψk ∈ D(Ω) ir ϕk → 0, kai k → ∞. Tačiauψk 6→ 0, kai k → ∞, nes
funkcijosψk netenkina pirmos apibrėžimo sąlygos.

Pagrindinių funkcijų savyḃes:

1. Diferencijavimo operatoriusDα : D(Ω) → D(Ω) yra tolydus, t.y. jeiguϕk → ϕ
erdv̇ejeD(Ω), kai k →∞, tai Dαϕk → Dαϕ erdv̇ejeD(Ω), kai k →∞.

2. Teguϕ ∈ D(Ω) ir a ∈ C∞(Ω) . Tadaaϕ ∈ D(Ω) ir dauginimo iša operacija
yra tolydus operatorius erdvėjeD(Ω).

3. Tegu A yra neišsigimusin × n matrica. Kiekvienai funkcijaiϕ ∈ D(Rn)
priskirkime funkcijąϕA ∈ D(Rn) pagal formulęϕA(x) = ϕ(A x). Akivaizdu,
kad ši atitinkamyḃe yra tolydus operatorius erdvėjeD(Rn).
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4. Tegua yra fiksuotas vektorius erdvėjeRn. Kiekvienai funkcijaiϕ ∈ D(Rn)
priskirkime funkcijąϕa ∈ D(Rn) pagal formulęϕa(x) = ϕ(x + a). Taip
apibṙežtas poslinkio operatorius yra tolydus erdvėjeD(Rn).

5. AibėD(Ω) yra tiršta erdv̇ejeLp(Ω), kai 1 ≤ p < ∞ (žr. 2.1 teoremą). Toḋel
pagrindinių funkcijų erdv̇eD(Ω) yra pakankamai plati.

A p i b r ė ž i m a s. Bet kurį tiesinį tolydų funkcionalą, apibrėžtą pagrindinių
funkcijų erdv̇ejeD(Ω), vadinameapibendrintąja funkcija. Apibendrintų jų funkcijų
erdvę žyṁesimeD∗(Ω), arba trumpiau –D∗. Simboliu 〈f, ϕ〉 žymėsime funkcionalo
f ∈ D∗(Ω) reikšmę taškeϕ ∈ D(Ω).

Paaiškinsime apibendrintosios funkcijos apibrėžimą.

1. Apibendrintoji funkcijaf yrafunkcionalaserdv̇ejeD(Ω), t.y. kiekvienai funkci-
jai ϕ ∈ D(Ω) priskiria skaǐcių 〈f, ϕ〉 (bendru atveju kompleksinį).

2. Apibendrintoji funkcijaf yra tiesinis funkcionalas erdv̇eje D(Ω), t.y. jeigu
ϕ, ψ ∈ D(Ω), λ, µ ∈ C, tai

〈f, λϕ + µψ〉 = λ 〈f, ϕ〉+ µ 〈f, ψ〉 .

3. Apibendrintoji funkcijaf yra tolydus funkcionalas ergv̇eje D(Ω), t.y. jeigu
ϕk → ϕ, kai k → ∞, tai 〈f, ϕk〉 → 〈f, ϕ〉, kai k → ∞. Kadangi funkcio-
nalasf yra tiesinis, tai šią savybę pakanka patikrinti, kaiϕ = 0.

P a s t a b a . Galimi ir kiti pagrindinių funkcijų aibėsD(Ω) apibṙežimai. Pavyz-
džiui, galima apibṙežti D(Ω) = Cm

0 (Ω), m ∈ N; D(Ω) = G (greitai maž̇ejaňcių
funkcijų klasę, žr.7.12skyrelį).

Apibendrintų jų funkcijųf, g ∈ D∗(Ω) tiesinį darinį apibṙežkime pagal formulę

〈λf + µg, ϕ〉 = λ 〈f, ϕ〉+ µ 〈g, ϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω).

Tada apibendrintų jų funkcijų aibėD∗(Ω) tampa tiesiṅe.
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, kad apibendrintų funkcijų seka{fk}∞k=1 išD∗(Ω)

konverguoja į apibendrintąją funkcijąf ∈ D∗(Ω), jeiguk →∞,

〈fk, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

AibėD∗(Ω) su taip apibṙežta topologija yra tiesiṅe erdv̇e. Šitas apibṙežimas su-
tampa su žinomu iš funkcinės analiżes silpnuoju tiesinių funkcionalų konvergavimu.
Todėl galime sakyti, kad erdv̇ejeD∗(Ω) yra apibṙežta silpnoji topologija. Tiesinę erdvę
su taip apibṙežtu konvergavimu vadinsimeapibendrintų jų funkcijų erdveD∗(Ω).

Išskirsime dvi plǎcias apibendrintų funkcijų klases.
1. Reguliariosios apibendrintosios funkcijos.Tegu f yra lokaliai integruojama

srityjeΩ funkcija, t.y.f ∈ Lloc(Ω) . Integralas

〈f, ϕ〉 =
∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx, ϕ ∈ D(Ω) (7.1)
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apibṙežia apibendrintą funkcijąf ∈ D∗(Ω). Taip apibṙežta apibendrinta funkcija yra
vadinamareguliariąja apibendrintąja funkcijair žymima ta pǎcia raidef kaip ir ją
generuojanti funkcijaf ∈ Lloc(Ω) . Apibendrintos funkcijosf tiesiškumas išplaukia iš
integralo savybių :

〈f, λϕ + µψ〉 =
∫

Ω

f(x)[λϕ(x) + µψ(x)] dx =

= λ

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx + µ

∫

Ω

f(x)ψ(x) dx = λ 〈f, ϕ〉+ µ 〈f, ψ〉 .

Jos tolydumas išplaukia iš Lebego teoremos apie ribinį perėjimą po integralo ženklu:

〈f, ϕk〉 =
∫

Ω

f(x)ϕk(x) dx →
∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx = 〈f, ϕ〉 ,

jeigu tik ϕk → ϕ erdv̇ejeD, kai k →∞.

2. Singuliariosios apibendrindosios funkcijos.Apibendrintąsias funkcijasf ∈ D∗,
kurių negalima išreikšti (7.1) formule, vadinsimesinguliariosiomis apibendrintomis
funkcijomis.

7.1 teorema. Apibendrintų jų funkcijų erdv̇e D∗(Ω) yra pilna, t.y. jeigufk → f
erdv̇ejeD∗(Ω) ir

〈f, ϕ〉 = lim
k→∞

〈fk, ϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω),

tai f ∈ D∗(Ω).

Šios teoremos įrodymą galima rasti [51] knygoje.
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7.2. APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ PAVYZDŽIAI

Pateiksime keletą apibendrintų jų funkcijų pavyzdžių .

1. Viena iš paprašciausių ir svarbiausių singuliarių jų apibendrintų jų funkcijų yra
Dirako delta funkcijaδ. Ji yra apibṙežiama formule

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ϕ ∈ D(Rn).

Aišku, kadδ ∈ D∗(Rn). Į rodysime, kadδ yra singuliarioji apibendrintoji funk-
cija. Tarkime priešingai: egzistuoja tokia funkcijaf ∈ Lloc(Rn), kad

∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(Rn). (7.2)

Teguψ(x) = |x|2ϕ(x). Tadaψ ∈ D(Rn)
∫

Rn

f(x)|x|2ϕ(x) dx = |x|2ϕ(x)
∣∣
x=0

= 0, ∀ϕ ∈ D(Rn).

Pagal2.2 teoremąψ(x) = 0 b.v. x ∈ Ω. Kartu galime tvirtinti, kadu(x) = 0
b.v. x ∈ Ω. Tačiau tai prieštarauja (7.2) lygybei. Gauta prieštara įrodo, kad delta
funkcija yra singuliarioji.

2. Tegu S yra dalimis glodus paviršius erdvėje Rn ir µ ∈ C(S) . Apibrėžkime
apibendrintąją funkcijąµδS pagal formulę

〈µδS , ϕ〉 =
∫

S

µ(x)ϕ(x) dS, ϕ ∈ D(Rn). (7.3)

Nesunku įsitikinti, kadµδS ∈ D∗(Rn). Apibendrintoji funkcijaµδS vadinama
paprastuoju sluoksniu, o µ – tankio funkcija.

3. Apibrėžkime funkcionaląf pagal formulę

〈f, ϕ〉 =
∞∑

k=0

ϕ(k), ϕ ∈ D(Rn).

Kadangi funkcijosϕ atrama yra kompaktiṅe aiḃe, tai ši suma yra baigtinė. Ne-
sunku įsitikinti, kad taip apibṙežtas funkcionalas yra tiesinis ir tolydus. Todėl jis
yra apibendrintoji funkcija, t.y.f ∈ D∗(Rn).

4. Teguϕ ∈ D(Rn). Tada integralas

Vp

∞∫

−∞

ϕ(x)
x

dx = lim
ε→+0

( −ε∫

−∞

ϕ(x)
x

dx +

∞∫

ε

ϕ(x)
x

dx
)

=
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= lim
ε→+0

∞∫

ε

ϕ(x)− ϕ(−x)
x

dx :=
〈
P 1

x
, ϕ

〉
(7.4)

apibṙežia funkcionaląP 1
x

. Į rodysime šio funkcionalo tolydumą erdvėjeD(R).

Teguϕk → 0 erdv̇ejeD(R). Pagal apibṙežimą egzistuoja toks skaičiusR > 0,
kadϕk(x) = 0, kai |x| > R, ir Dαϕk(x)⇒ 0 ∀α, kai k →∞. Tada

∣∣∣
〈
P 1

x
, ϕk

〉∣∣∣ =
∣∣∣ lim
ε→+0

R∫

ε

ϕk(x)− ϕk(−x)
x

dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣ lim
ε→+0

R∫

ε

2xϕ′k(c)
x

dx
∣∣∣ ≤ 2R max

|x|<R
|ϕ′k(x)| → 0,

kai k →∞. TaigiP 1
x ∈ D∗(R). Į rodysime formulę

lim
ε→+0

∞∫

−∞

ϕ(x)
x + iε

dx = −iπϕ(0) + Vp

∞∫

−∞

ϕ(x)
x

dx, ϕ ∈ D(R). (7.5)

Fiksuokime tokį skaǐcių R > 0, kadϕ(x) = 0, kai |x| > R. Tada

lim
ε→+0

∞∫

−∞

ϕ(x)
x + iε

dx = lim
ε→+0

R∫

−R

x− iε

x2 + ε2
ϕ(x) dx =

= ϕ(0) lim
ε→+0

R∫

−R

x− iε

x2 + ε2
dx + lim

ε→+0

R∫

−R

x− iε

x2 + ε2
[ϕ(x)− ϕ(0)] dx =

= −2iϕ(0) lim
ε→0

arctg
R

ε
+

R∫

−R

ϕ(x)− ϕ(0)
x

dx =

= −iπϕ(0) + Vp

∞∫

−∞

ϕ(x)
x

dx.

Taigi erdv̇ejeD∗(R) egzistuoja funkcijos
1

x + iε
riba, kai ε → +0, ir ji lygi

−iπδ(x) + P 1
x

. Pažyṁekime ribinę funkciją
1

x + i0
. Tada (7.5) formulę galima

perrašyti taip:
1

x + i0
= −iπδ(x) + P 1

x
. (7.6)
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Analogiškai galima įrodyti, kad

1
x− i0

= iπδ(x) + P 1
x

. (7.7)

Pastarosios dvi formulės yra vadinamosSochockio formul̇emis. Jos dažnai nau-
dojamos kvantiṅeje fizikoje.

P a s t a b a . Galima įrodyti, kadP 1
x

yra singuliari apibendrinta funkcija.
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7.3. DELTA PAVIDALO FUNKCIJŲ SEKOS

Nagriṅesime fizikinį uždavinį apie materialiojo taško tankį. Tarkime, trimatės erdv̇es
koordinǎcių pradžioje sukoncentruota vienetinė maṡe. Matematiškai šią sąlygą galima
užrašyti taip: ∫

R3

f(x) dx = 1. (7.8)

Jeigu maṡe yra tolygiai pasiskiršciusi spindulioε rutulyje, tai tankio funkcija

fε(x) =
{

3
4πε3 , kai |x| ≤ ε,
0, kai |x| > ε.

(7.9)

Šios funkcijos riba taškex

f(x) = lim
ε→0

fε(x) =
{

+∞, kai x = 0,
0, kai x 6= 0,

negali b̄uti laikoma tankio funkcija, nes ji netenkina (7.8) lygybės. Parodysime, kad
sekos{fε} riba erdv̇ejeD∗(R3) lygi Dirako δ funkcijai. Tiksliau, įrodysime tokį teig-
inį.

7.1 lema. Apibendrintų jų funkcijų erdv̇ejeD∗(R3) riba

lim
ε→0

fε(x) = δ(x). (7.10)

/ Pagal konvergavimo erdvėjeD∗(R3) apibṙežimą

lim
ε→0

∫

R3

fε(x)ϕ(x) dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 , ∀ϕ(x) ∈ D(R3). (7.11)

Kadangi funkcijaϕ yra tolydi, tai kiekvienąρ > 0 atitinka toksε0 > 0, kad |ϕ(x) −
ϕ(0)| < ρ, kai |x| < ε0. Todėl su visaisε ≤ ε0 teisinga nelygyḃe

lim
ε→0

∣∣∣
∫

R3

fε(x)ϕ(x) dx− ϕ(0)
∣∣∣ =

3
4πε3

∣∣∣
∫

|x|<ε

[ϕ(x)− ϕ(0)] dx
∣∣∣ ≤

≤ 3
4πε3

∫

|x|<ε

|ϕ(x)− ϕ(0)| dx ≤ 3ρ

4πε3

∫

|x|<ε

dx = ρ → 0,

kai ρ → 0. .
Taigi Dirako δ funkcijos fizikinė prasṁe yra vienetiṅes maṡes materialaus taško

tankis. Taip pat gali b̄uti: taškinio kr̄uvio tankis, taškinio šaltinio intensyvumas, jėgos,
veikiaňcios tašką, intensyvumas ir t.t. Vietoje vieno taško gali būti taškų aiḃes arba
paviršiai. Pavyzdžiui, jeigu taškuosex1, . . . , xN sukoncentruotos masės mk, k =
1, . . . , N , tai tankio funkcija

f =
N∑

k=1

mkδxk
;
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čia δxk
– paslinktoji Dirako delta funkcija, apibrėžiama formule

〈δxk
, ϕ〉 =

∫

R3

δ(x− xk)ϕ(x) dx = ϕ(xk).

Dažnai praktiniuose ir teoriniuose uždaviniuose pasitaiko sekos lokaliai integruoja-
mų funkcijų , kurios konverguoja į delta funkciją. Šių sekų nariai aproksimuoja delta
funkciją. Tai yra svarbu praktiniams skaičiavimams naudojant kompiuterius.

A p i b r ė ž i m a s. Funkcijų seka{fk} ⊂ Lloc(Rn) vadinamadelta pavidalo
funkcijų seka, jeigu

fk → δ (7.12)

erdv̇ejeD∗(Rn), kai k →∞.

Tegu{fk} – delta pavidalo funkcijų seka. Pagal apibrėžimą tai reiškia, kad

〈fk, ϕ〉 → 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(Rn),

arba ∫

Rn

fk(x)ϕ(x) dx → ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(Rn), (7.13)

kai k → ∞. Funkcijosfε, apibṙežtos (7.9) formule, sudaro delta pavidalo funkcijų
seką, kaiε → +0.

P a v y z d ž i a i :

1. Tegun = 1, ε > 0. Apibrėžkime seką funkcijų

fε(x) =
1
π

ε

x2 + ε2
.

Kai ε = 0, 25 ir ε = 0, 5 šių funkcijų grafikai pavaizduoti 7.1 pav. Įrodysime,
kadfε yra delta pavidalo funkcijų seka.
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1 2−1−2 0

7.1 pav.

Tiesiogiai galima įsitikinti, kad integralas

+∞∫

−∞
fε(x) dx = 1, ∀ε > 0.
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Laisvai pasirenkame funkcijąϕ ∈ D(R) ir skaǐcių ρ > 0. Kadangi funkcijaϕ
yra tolydi, tai egzistuoja toksε0, kad

|ϕ(x)− ϕ(0)| < ρ/2,

kai |x| < ε0. Įvertinsime skirtumą

∣∣∣
∞∫

−∞
fε(x)ϕ(x) dx− ϕ(0)

∣∣∣ ≤
∫

|x|<ε0

fε(x)|ϕ(x)− ϕ(0)| dx+

+
∫

|x|≥ε0

fε(x)|ϕ(x)− ϕ(0)| dx ≤ ρ

2

∫

|x|<ε0

fε(x) dx + 2c

∫

|x|≥ε0

fε(x) dx ≤

≤ ρ

2
+

4c

π

∞∫

ε0

ε

x2 + ε2
dx =

ρ

2
+

4c

π

(π

2
− arctan

ε0

ε

)
<

ρ

2
+

ρ

2
= ρ,

jeigu tik ε ≤ ε0; čia c = max
|x|<ε0

|ϕ(x)|. Todėl

lim
ε→0

fε(x) = δ(x).

2. Tegux ∈ Rn, ε > 0 ir

ωε(x) =

{
Cεe

− ε2

ε2−|x|2 , kai x < ε,
0, kai x ≤ ε.

Kai ε = 0, 25, ε = 0, 5 ir ε = 1 šių funkcijų grafikai pavaizduoti 7.2 pav.
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0

Į rodysime, kad{ωε} yra delta pavidalo funkcijų seka. Parinkime konstantąCε

taip, kad ∫

Rn

ωε(x) dx = 1, ∀ε > 0.
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Tada ∣∣∣
∫

Rn

ωε(x)ϕ(x) dx− ϕ(0)
∣∣∣ ≤

∫

Rn

ωε(x)|ϕ(x)− ϕ(0)| dx <

< max
|x|<ε

|ϕ(x)− ϕ(0)|
∫

Rn

ωε(x) dx → 0,

kai ε → 0.

3. Tegu (žr. [1], 9.2. skyrelį)

G(x, t) =
1

(4πa2t)n/2
e
− x2

4a2t

yra fundamentalusis šilumos laidumo lygties sprendinys (Gryno funkcija). Re-
miantis 4-a Gryno funkcijosG savybe (žr. [1], 9.3. skyrelį)

∫

Rn

G(x− y, t)ϕ(y) dy ⇒ ϕ(x), x ∈ supp ϕ, ∀ϕ ∈ D(Rn),

kai t → +0. Iš čia išplaukia, kadG(·, t) yra delta pavidalo funkcijų seka erdvėje
D∗(Rn), kai t → +0.

4. Furjė eilǔcių teorijoje (žr. [15], X skyrių ) nagriṅejami Dirichl̇e

Dk(t) =
1
2π

sin
(
k + 1

2

)
t

sin 1
2 t

ir Fejerio

Fk(t) =
1

2πk

sin2 k
2 t

sin2 1
2 t

branduoliai. Galima įrodyti, kad šios funkcijos yra delta pavidalo funkcijų sekos
erdv̇ejeD∗(−π, π), kai k →∞.



7.4. APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS ATRAMA 241

7.4. APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS ATRAMA

Nėra prasṁes kalḃeti apie apibendrintosios funkcijos lygybę nuliui konkrečiame srities
Ω taške. Tǎciau galima apibṙežti apibendrintos funkcijos lygybę nuliui kokioje nors
srityjeΩ.

A p i b r ė ž i m a s. Teguf ∈ D∗(Ω) ir sritis Ω′ ⊂ Ω. Sakysime, apibendrintoji
funkcija f lygi nuliui srityje Ω′, ir rašysimef = 0 srityje Ω′, arbaf(x) = 0, kai
x ∈ Ω′, jeigu

〈f, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ω), supp ϕ ⊂ Ω′.

Sakysime, dvi apibendrintosios funkcijosf ir g yra lygios srityjeΩ′, jeigu f − g = 0
srityjeΩ′. Taigi pagal apibṙežimąf = g srityjeΩ′ tada ir tik tada, kai

〈f, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω), suppϕ ⊂ Ω′.

Tegu apibendrintoji funkcijaf = 0 srityje Ω′. Tadaf = 0 kiekvienoje srityje
Ω′′ ⊂ Ω′ arba kiekvieno sritiesΩ′ taško pakankamai mažoje aplinkoje. Teisingas
atvirkš̌cias teiginys:

7.2 lema. Tegu apibendrintoji funkcijaf lygi nuliui kiekvieno sritiesΩ′ taškox aplin-
kojeU(x) ⊂ Ω′. Tada apibendrintoji funkcijaf yra lygi nuliui srityjeΩ′.

/ Pakanka įrodyti, kad su kiekviena funkcijaϕ ∈ D(Ω′) teisinga lygyḃe 〈f, ϕ〉 =
0. Laisvai pasirinkime funkcijąϕ ∈ D(Ω′). Funkcijosϕ atramasupp ϕ yra kompaktas.
Todėl ją galima uždengti baigtiniu skaičiumi rutulių

Br1(x1), . . . BrN (xN ).

Pagal lemos sąlygą funkcijaf kiekviename rutulyjeBrk
(xk) lygi nuliui. TeguBr′k(xk),

r′k < rk, k = 1, 2, . . . , N yra mažesni rutuliai, vis dar dengiantyssupp ϕ, ir hk tokios
neneigiamos funkcijos, kad

hk(x) = 1, x ∈ Br′k(xk), supp hk ⊂ Brk
(xk), k = 1, 2, . . . , N.

Funkcijashk galima apibṙežti kaip funkcijų , kurios yra lygios vienetui, kai

x ∈ Br′′k (xk), r′k < r′′k < rk,

ir lygios nuliui, kaix 6∈ Br′′k (xk), vidutines funkcijas (žr. 2 skyrių ). Pažymėkime

h(x) =
N∑

k=1

hk(x), ϕk(x) = ϕ(x)
hk(x)
h(x)

.

Aišku, kad atramossupp ϕ aplinkoje

h(x) ≥ 1, ϕ(x) =
N∑

k=1

ϕk(x)
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ir ϕk ∈ D(Brk
(xk)). Todėl

〈f, ϕ〉 = 〈f,

N∑

k=1

ϕk〉 =
N∑

k=1

〈f, ϕk〉 = 0.

Lema įrodyta..
Jeiguf = 0 srityseΩk, tai iš (7.2) lemos įrodymo išplaukia, kadf = 0 tų srǐcių

sąjungoje
⋃

Ωk. Sričių Ωk skaǐcius gali b̄uti baigtinis arba begalinis.
A p i b r ė ž i m a s.Apibendrintosios funkcijosf atramavadinamas visų atvirų -

jų aibių , kuriose funkcijaf lygi nuliui, sąjungos papildinys. Apibendrintosios funk-
cijosf atramą žyṁesime simboliusupp f .

Iš apibṙežimo išplaukia šios išvados:

2 išvada Bet kurioje srityje, kuri nesikerta su atramasupp f , apibendrintoji funkcija
f lygi nuliui, t.y.

〈f, ϕ〉 = 0, ϕ ∈ D(Ω), supp f ∩ supp ϕ = ∅. (7.14)

3 išvada Apibendrintosios funkcijos atrama yra aibė tų ir tik tų taškų , kurių jokioje
aplinkoje apibendrintoji funkcijaf nėra lygi nuliui.

P a v y z d ž i a i :

1. Delta funkcijosδ atrama yra taškas 0.

2. Apibendrintosios funkcijosδx0 , apibṙežiamos formule

〈δx0 , ϕ〉 = ϕ(x0),

atrama yra taškasx0.

3. Paprastojo sluoksnioµδS , apibṙežiamo (7.3) lygybe, atrama yra paviršiusS.

4. Teguθ yra Hevisaido funkcija:

θ(x) =
{

1, kai x ≥ 0,
0, kai x < 0.

Tada apibendrintosios Hevisaido funkcijos

〈θ, ϕ〉 =

∞∫

−∞
θ(x)ϕ(x) dx =

∞∫

0

ϕ(x) dx

atrama yra intervalas[0,∞). Todėl apibendrintoji Hevisaido funkcija nėra finiti.
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7.5. APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ SANDAUGA

Teguf ∈ Lloc(Ω) ir a ∈ C∞(Ω) . Tada

〈af, ϕ〉 =
∫

Ω

a(x)f(x)ϕ(x) dx = 〈f, aϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω). (7.15)

Atvaizdisϕ → aϕ, a ∈ C∞(Ω), yra tiesinis ir tolydus operatorius erdvėjeD(Ω) (žr.
7.1 skyrelį). Toḋel funkcionalasaf, apibṙežiamas (7.15) formule, priklauso apiben-
drintų jų funkcijų erdveiD∗(Ω). Be to, dauginimo iš funkcijosa ∈ C∞(Ω) operacija
yra tiesinis tolydus operatorius erdvėjeD∗(Ω):

a · (λf + µg) = λ(a · f) + µ(a · g), f, g ∈ D∗(Ω);

a · fk → a · f,

erdv̇ejeD∗(Ω), jeigufk → f erdv̇ejeD∗(Ω), kai k →∞.

7.3 lema. Teguf ∈ D∗(Ω), η ∈ C∞(Ω) ir η(x) = 1, kai x priklauso atramossupp f
aplinkai. Tada

f = ηf. (7.16)

/ Su kiekviena funkcijaϕ ∈ D(Ω) funkcijų f ir (1−η)f atramos neturi bendrų taškų ,
todėl iš (7.15) ir (7.14) išplaukia, kad

〈f − ηf, ϕ〉 = 〈(1− η)f, ϕ〉 = 〈f, (1− η)ϕ〉 = 0. .

P a v y z d ž i a i :

1. Tegua ∈ C∞(Ω) . Tada

a(x)δ(x) = a(0)δ(x).

Pagal apibṙežimą
〈aδ, ϕ〉 = 〈δ, aϕ〉 = a(0)ϕ(0),

〈a(0)δ, ϕ〉 = 〈δ, a(0)ϕ〉 = a(0)ϕ(0).

Todėl 〈aδ, ϕ〉 = 〈a(0)δ, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω).

2. Funkcijų a(x) = x ir P 1
x

sandauga

xP 1
x

= 1.

PažyṁekimexP 1
x

= f(x). Tada pagal funkcijosP 1
x

apibṙežimą

〈f, ϕ〉 = Vp

∞∫

−∞

xϕ(x)
x

dx =
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=

∞∫

−∞
ϕ(x) dx = 〈1, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω). .

Bendru atveju dviejų funkcijųf ir g iš D∗(Ω) sandaugos, kuri b̄utų asociatyvi
ir komutatyvi, apibṙežti negalima. Iš tikrų jų , jeigu tokia sandauga egzistuotų , tai iš
ankšciau pateiktų pavyzdžių išplauktų prieštaringa lygybė

0 = 0P 1
x

= (xδ(x))P 1
x

= (δ(x)x)P 1
x

= δ(x)
(

xP 1
x

)
= δ(x).

Norint apibṙežti dviejų funkcijųf ir g iš D∗(Ω) sandaugąf · g, reikia, kad jos tenk-
intų tam tikras glodumo sąlygas. Šių sąlygų esmė yra tokia. Jeigu laisvai pasirikto
taško aplinkoje funkcijaf yra ,,nereguliari“, tai to taško aplinkoje funkcijag turi būti
pakankamai,,reguliari“.
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Teguf ∈ Lloc(Rn), x = T y – neišsigimusi tiesiṅe erdv̇esRn trasformacija,T y =
A y + a; čia: x, y ∈ Rn – kintamieji,a ∈ Rn – fiksuotas vektorius,A – neišsigimusi
matrica (detA 6= 0). FunkcijąfT apibṙežkime formulefT (y) = f(T y). Tada su
kiekviena funkcijaϕ ∈ D(Rn) teisinga lygyḃe

〈
fT , ϕ

〉
=

∫
f(T y)ϕ(y) dy =

=
1

| detA|
∫

f(x)ϕT−1(x) dx =
1

| detA|
〈
f, ϕT−1

〉
.

Tegu dabarf ∈ D∗(Rn). Apibrėžkime apibendrintąją funkcijąfT formule:

〈
fT , ϕ

〉
=

1
|det A |

〈
f, ϕT−1

〉
, ϕ ∈ D(Rn). (7.17)

Atvaizdis ϕ → ϕT−1 yra tiesinis ir tolydus operatorius erdvėje D(Rn) (žr. skyrelį
7.1). Toḋel funkcionalasfT , apibṙežiamas (7.17) formule, priklauso apibendrintų jų
funkcijų erdveiD∗(Rn). Iš tikrų jų jis yra tiesinis

(λf + µg)T = λfT + µgT , ∀f, g ∈ D∗(Rn),

ir tolydus, t.y. jeigufk → f erdv̇ejeD∗(Rn), kai k →∞, tai

fk T → fT

erdv̇ejeD∗(Rn), kai k →∞.
Panagriṅesime atskirus (7.17) formulės atvejus:

1. TeguA yra ortogonalioji matrica (t.y.A′ = A−1) ir a = 0. Tada
〈
fA , ϕ

〉
=

〈
f, ϕA′

〉
;

čiaA′ yra matricosA transponuotoji. Priminsime, kad šis kintamųjų keitimas
geometriškai reiškia pos̄ukį.

2. TeguA = λE, λ 6= 0 – skaliaras,E – vienetiṅe matrica ira = 0. Tadax = λy,
y = λ−1x ir

〈fλE , ϕ〉 = λ−n 〈f, ϕλ−1E〉 .
Šis kintamųjų keitimas geometriškai reiškia panašumo transformaciją.

3. TeguA = E yra vienetiṅe matrica,a – fiksuotas erdv̇ejeRn vektorius. Tokią
transformaciją atitinkaňcią apibendrintąją funkciją pažyṁekimefa. Tada iš (7.17)
gauname

〈fa, ϕ〉 = 〈f, ϕa〉 ;
čia ϕa(x) = ϕ(x − a). Apibendrintoji funkcija fa vadinama apibendrinto-
sios funkcijosf poslinkiu per vektorių a. Pavyzdžiui,δa yra delta funkcijos
δ poslinkis per vektoriųa:

〈δa, ϕ〉 = 〈δ, ϕa〉 = ϕ(a).
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7.7. APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ DIFERENCIJAVIMAS

Teguf ∈ Ck(Ω) . Tada su visaisα, |α| ≤ k, ir ϕ ∈ D(Ω) teisinga integravimo dalimis
formulė

〈Dαf, ϕ〉 =
∫

Ω

Dαf(x)ϕ(x) dx =

(−1)|α|
∫

Ω

f(x)Dαϕ(x) dx = 〈f, Dαϕ〉 .

Šia lygybe pasinaudosime apibrėždami apibendrintosios funkcijos išvestinę.
A p i b r ė ž i m a s. FunkcionaląDαf, apibṙežiamą formule

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α| 〈f, Dαϕ〉 , ϕ ∈ D(Ω), (7.18)

vadinsime apibendrintoios funkcijosf ∈ D∗(Ω) išvestine.
OperatoriusDα : D(Rn) → D(Rn) yra tiesinis ir tolydus (žr.7.1skyrelį). Toḋel

funkcionalasDαf, apibṙežiamas (7.18) formule, priklauso apibendrintų jų funkcijų
erdveiD∗(Rn).

Išskirsime pagrindines diferencijavimo operatoriausDα savybes.

1. Teguf yra reguliarioji apibendrinta funkcija, t.y.f ∈ Lloc(Ω) ir

〈f, ϕ〉 =
∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Be to, teguf ∈ Ck(Ω) . Tada

〈Dαf, ϕ〉 =
∫

Ω

Dαf(x)ϕ(x) dx ∀α : |α| ≤ k.

Kitaip sakant, jeigu apibendrintoji funkcijaf turi klasikinę išvestinęDαf , tai
pastaroji sutampa su apibendrintos funkcijosf išvestineDαf.

2. Tegu funkcijaf ∈ Lloc(Ω) turi apibendrintąją išvestinęDαf (žr. 2 skyrių ). Tada
ji sutampa su apibendrintos funkcijosf išvestineDαf.

3. Diferencijavimo operaroriusDα : D∗(Ω) → D∗(Ω) yra tiesinis ir tolydus.

/ Tiesiškumas yra akivaizdus. Įrodysime tolydumą. Tegufk → 0 erdv̇eje
D∗(Ω), kai k →∞. Tada

〈Dαfk, ϕ〉 = (−1)|α| 〈fk, Dαϕ〉 → 0, ∀ϕ ∈ D(Ω),

kai k →∞. Todėl Dαfk → 0 erdv̇ejeD∗(Ω), kai k →∞. .

4. Bet kuri apibendrinta funkcija yra be galo diferencijuojama.

/ Kadangif ∈ D∗(Ω), tai fxj ∈ D∗(Ω), fxjxi ∈ D∗(Ω) ir t.t. .
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5. Diferencijavimo operatoriaiDα : D∗(Ω) → D∗(Ω) ir Dβ : D∗(Ω) → D∗(Ω)
yra komutatyv̄us, t.y.

Dα+βf = Dα(Dβf) = Dβ(Dαf). (7.19)

/ Iš tikrų jų

〈
Dα+βf, ϕ

〉
= (−1)|α|+|β|

〈
f, Dα+βϕ

〉
= (−1)|α|

〈
Dβf,Dαϕ

〉
=

=
〈
Dα(Dβf), ϕ

〉
= (−1)|β|

〈
Dαf, Dβϕ

〉
=

〈
(Dβ(Dαf), ϕ

〉
..

6. Teguf ∈ D∗(Ω) ir a ∈ C∞(Ω) . Tadaaf ∈ D∗(Ω) (žr. 7.5 skyrelį) ir ∀α =
(α1, . . . , αn) teisinga Leibnico formul̇e

Dα(af) =
∑

β≤α

(
β
α

)
DβaDα−βf ; (7.20)

čia (
β
α

)
=

α!
β!(α− β)!

, α! = α1! . . . αn!.

/ Teguϕ ∈ D(Ω) ir |α| = 1. Tada

〈(af)xi , ϕ〉 = −〈af, ϕxi〉 = −〈f, aϕxi〉 =

= −〈f, (aϕ)xi − axiϕ〉 = −〈f, (aϕ)xi〉+ 〈f, axiϕ〉 =

= 〈fxi , aϕ〉+ 〈axif, ϕ〉 = 〈afxi + axif, ϕ〉
su kiekvienui = 1, 2, . . . Kai |α| > 1, į rodymas analogiškas.

7. Teguf ∈ D∗(Ω). Tada

supp Dαf ⊂ supp f. (7.21)

/ PažyṁekimeΩf = Ω \ supp f. Tada pagal apibendrintosios funkcijos atramos
apibṙežimą

〈f, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ωf ). (7.22)

Atkreipsime ḋemesį į tai, kadDαf ∈ D(Ωf ). Todėl pastarojoje formulėje
funkcijąϕ galima pakeistiDαϕ, t.y.

〈Dαf, ϕ〉 = 0, ∀ϕ ∈ D(Ωf ).

Taigi Ωf ⊂ ΩDαf . .
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P a v y z d ž i a i :

1. Tegun = 1 ir θ yra Hevisaido funkcija:

θ(x) =
{

1, kai x ≥ 0,
0, kai x < 0.

Tada pagal apibendrintosios funkcijos išvestinės apibṙežimą

〈θ′, ϕ〉 = −〈θ, ϕ′〉 =

= −
∞∫

−∞
θ(x)ϕ′(x) dx = −

∞∫

0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 .

Todėl
θ′ = δ.

2. Teguθ yra daugiamaṫe Hevisaido funkcija, t.y.

θ(x) =
{

1, kai xk ≥ 0, k = 1, . . . , n,
0 kitais atvejais.

Be to, teguα = (1, . . . , 1). Tada

〈Dαθ, ϕ〉 = (−1)n 〈θ, ϕx1,...,xn〉 =

= (−1)n

∞∫

0

. . .

∞∫

0

ϕx1,...,xn(x) dx1 . . . dxn = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

ir yra teisinga formul̇e
Dαθ = δ.

3. Teguf : R → R yra dalimis glodi funkcija,xk ∈ R, k = 1, 2, . . . – taškai
kuriuose arba pati funkcija, arba jos išvestinė turi pirmos r̄ušies tr̄ukį. Tada
teisinga formul̇e

f ′(x) = f ′kl(x) +
∑

k

[f ]xk
δ(x− xk); (7.23)

čiaf ′kl – funkcijosf klasikinė išvestiṅe, [f ]xk
– funkcijosf šuolis taškexk:

[f ]xk
= f(xk + 0)− f(xk − 0).

/ Teguϕ ∈ D(R). Tada

〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 = −
∑

k

xk+1∫

xk

f(x)ϕ′(x) dx =
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=
∑

k

xk+1∫

xk

f ′kl(x)ϕ(x) dx−
∑

k

[f(xk+1 − 0)ϕ(xk+1)− f(xk + 0)ϕ(xk)] =

=

∞∫

−∞
f ′kl(x)ϕ(x) dx +

∑

k

[f(xk + 0)− f(xk − 0)]ϕ(xk) =

= 〈f ′kl, ϕ〉+
∑

k

[f ]xk
〈δxk

, ϕ〉 .

Iš čia gauname (7.23) formulę..

4. Tegun = 1. Rasime delta funkcijos išvestines. Pagal išvestinės apibṙežimą

〈δ′, ϕ〉 = −〈δ, ϕ′〉 = −ϕ′(0).

Taigi delta funkcijos išvestiṅe yra funkcionalas. Jis kiekvienai funkcijaiϕ ∈
D(R1) priskiria skaǐcių −ϕ′(0). Bendru atveju

〈
δ(n), ϕ

〉
= (−1)n

〈
δ, ϕ(n)

〉
= (−1)nϕ(n)(0).

5. Tegun = 1. Rasime funkcijosf(x) = ln |x| išvestinę apibendrintų jų funkcijų
prasme. Pagal išvestinės apibṙežimą

〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 = −
∞∫

−∞
ϕ′(x) ln |x| dx =

= − lim
ε→+0

( −ε∫

−∞
ϕ′(x) ln(−x) dx−

∞∫

ε

ϕ′(x) ln(x) dx
)

=

= lim
ε→+0

(
−ϕ(x) ln(−x)|−ε

−∞ + ϕ(x) ln x|∞ε
)
+

+ lim
ε→+0

( −ε∫

−∞

ϕ(x)
x

dx−
∞∫

ε

ϕ(x)
x

dx
)

=

= lim
ε→+0

(ϕ(ε)− ϕ(−ε)) ln ε + lim
ε→+0

( −ε∫

−∞

ϕ(x)
x

dx +

∞∫

ε

ϕ(x)
x

dx
)

=

= 0 + Vp

∞∫

−∞

ϕ(x)
x

dx =
〈
P 1

x
, ϕ

〉
.

Todėl teisinga formul̇e

(ln |x|)′ = P 1
x

.
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6. Tegu

u =
m−1∑

k=0

ckδ(k). (7.24)

Įrodysime, kad taip apibrėžta funkcijau erdv̇ejeD′(R1) tenkina lygtį

Pmu = 0; (7.25)

čia ck – laisvosios konstantos,Pmx = xm.

/ Teguϕ ∈ D(R1), k = 1, 2, . . . , m− 1. Tada
〈
Pmδ(k), ϕ

〉
=

〈
δ(k), Pmϕ

〉
= (−1)k

〈
δ, (Pmϕ)(k)

〉
=

= (−1)k(xmϕ)(k)
∣∣
x=0

= 0.

Todėl
Pmδ(k) = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1.

Iš čia išplaukia, kad apibendrintoji funkcijau, apibṙežta (7.24) formule, tenkina
(7.25) lygtį . .

P a s t a b a . Galima įrodyti, kad (7.24) formulė apibṙežia (7.25) lygties ben-
drąjį sprendinį (žr. [51], §6).

7. TeguS = ∂Ω yra dalimis glodus paviršius,f ∈ C1(Ω)∩C1(Rn \ Ω) . Tada

fxi = {fxi}kl + [f ]S cos(n, xi)δS , ∀i = 1, 2, . . . , n; (7.26)

čia: {fxi}kl – klasikiṅe išvestiṅe, apibṙežta taškuosex ∈ Rn\S; [f ]S – funkcijos
f šuolis pereinant per paviršiųS, t.y.

[f ]S = lim
x′∈Rn\Ω

x′→x

f(x′)− lim
x′∈Ω
x′→x

f(x′);

n = nx – paviršiausS vienetinis normal̇es taškex vektorius, išorinis sritiesΩ
atžvilgiu; [f ]S cos(n, xi)δS – paprastojo sluoksnio apibendrintoji funkcija (žr.
(7.3)).

/ Naudodamiesi integravimo dalimis formule (žr. [1] (1.10)) ir paprastojo sluok-
snio apibṙežimu, gauname:

〈fxi , ϕ〉 = −〈f, ϕxi〉 = −
∫

Rn

f(x)ϕxi(x) dx =

=
∫

Rn

{fxi}kl ϕ(x) dx +
∫

S

[f ]S cos(n, xi)ϕ(x) dS =

= 〈{fxi}kl + [f ]S cos(n, xi)δS , ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn).

Iš čia išplaukia (7.26). .
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8. TeguS yra dalimis glodus paviršius erdvėjeRn, n = nx – paviršiausS vieneti-
nis normal̇es vektorius taškex, funkcija ν ∈ C(S) . Apibrėšime apibendrintąją
funkciją−∂(νδS)/∂n pagal formulę:

〈
− ∂

∂n
(νδS), ϕ

〉
=

∫

S

ν(x)
∂ϕ(x)

∂n
dS, ∀ϕ ∈ D(Rn).

Aišku, kad

− ∂

∂n
(νδS) ∈ D′(Rn), supp

[
− ∂

∂n
(νδS)

]
⊂ S.

Apibendrintoji funkcija−∂(νδS)/∂n vadinamadvilypiu sluoksniupaviršiujeS,
o ν = ν(x) – tankio funkcija.

Teguf ∈ C2(Ω)∪C1(Ω) ir f(x) = 0, kaix ∈ Rn \Ω. Tada su kiekviena funkcija
ϕ ∈ D(Rn) teisinga Gryno formul̇e (žr. [1], (12.9)):

∫

Ω

(f∆ϕ− ϕ∆f) dx =
∫

S

(
f

∂ϕ

∂n
− ϕ

∂f

∂n

)
dS.

Remiantis apibendrintų jų funkcijų paprastojo ir dvilypio sluoksnio apibrėžimu, šią
formulę galima užrašyti taip:

∆f = ∆klf − ∂f

∂n
δS − ∂

∂n
(fδS);

čia ∆klf = ∆f – klasikinis Laplaso operatorius. Jis yra apibrėžtas, kaix 6∈ S, ir
neapibṙežtas, kaix ∈ S.
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7.8. APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ EILUṪES

Sudarykime formalią apibendrintų jų funkcijų eilutę

σ =
∞∑

i=1

fk, fk ∈ D∗(Ω). (7.27)

Sakysime, kad ši eilutė konverguoja, jeigu jos dalinė sumaσk = f1 + . . . + fk → σ
erdv̇ejeD∗(Ω), kai k →∞ ir σ ∈ D∗(Ω).

Eilutėms, sudarytoms iš reguliarių jų apibendrintų jų funkcijų , yra teisinga teo-
rema.

7.2 teorema. Tegufk ∈ Lloc(Ω),∀k = 1, 2, . . . , ir (7.27) eilutė konverguoja tolygiai
kiekvienoje kompaktiṅeje aiḃejeK ⊂ Ω. Tada ji konverguoja erdv̇ejeD∗(Ω).

/ Pagal teoremos sąlygą kiekvienoje kompaktinėje aiḃejeK ⊂ Ω

σk(x) =
k∑

i=1

fi(x) ⇒ σ(x), k →∞, ∀ϕ ∈ D(Ω),

kai k →∞. Todėl

〈σk, ϕ〉 =
∫

Ω

σk(x)ϕ(x) dx →
∫

Ω

σ(x)ϕ(x) dx = 〈σ, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω),

kai k →∞. Toḋel σk → σ, kai k →∞ erdv̇ejeD∗(Ω). .

7.3 teorema. Kiekvieną konverguojaňcią apibendrintų funkcijų eilutę galima diferen-
cijuoti panariui, tiksliau, teisinga formulė:

Dα
∞∑

i=1

fi =
∞∑

i=1

Dαfi, ∀α. (7.28)

/ Diferencijavimo operatoriusDα yra tolydus erdv̇ejeD∗(Ω). Todėl

k∑

i=1

Dαfi = Dασk → Dασ = Dα
∞∑

i=1

fi

erdv̇ejeD∗(Ω), kai k →∞. .

7.4 teorema. Tarkime, trigonometriṅes eiluṫes

σ =
∞∑

k=−∞
akeikx, x ∈ R1, (7.29)

koeficientai tenkina nelygybes

|ak| ≤ a|k|m + b, m ∈ N; (7.30)

čiaa, b – teigiamos konstantos. Tada rm (7.30) eilutė konverguoja erdv̇ejeD∗(R1).
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/ Iš (7.30) nelygyḃes išplaukia, kad eilutė

a0x
m+2

(m + 2)!
+

∞∑
k=−∞

k 6=0

ak

(ik)m+2
eikx

konverguoja tolygiai visoje tiesėje R1. Šios eiluṫes (m + 2)-oji išvestiṅe sutampa
su (7.29) eilute. Remiantis7.2 ir 7.3 teoremomis, (7.29) eilutė konverguoja erdv̇eje
D∗(Ω). .

7.5 teorema. (Švarco)Trigonometriṅe eiluṫe

σ =
∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

konverguoja erdv̇ejeD∗(R1) tada ir tik tada, kai su kokiu norsm ∈ N reiškiniai

ak

|k|m → 0,
bk

|k|m → 0,

kai k →∞.

Šios teoremos įrodymą galima rasti [2], [41] knygose.
P a v y z d ž i a i :

1. Teguf yra2π periodiṅe funkcija, apibṙežta formule (žr. 7.3 pav.)

f(x) =
1
2
− x

2π
, x ∈ [0, 2π).
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...

..

x2π−2π 0

1/2

−1/2

f

7.3 pav.

Remiantis (7.23), jos išvestiṅe

f ′(x) = − 1
2π

+
∞∑

k=−∞
δ(x− 2kπ). (7.31)
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2. Teguf yra funkcija iš pirmojo pavyzdžio, oF yra 2π periodiṅe funkcija, api-
brėžta formule (žr. 7.4 pav.)

F (x) =

x∫

0

f(y) dy =
x

2
− x2

4π
, x ∈ [0, 2π).
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x2π−2π 4π−4π 0

π
4

f

7.4 pav.

Išskleiskime funkcijąF tolygiai konverguojaňcia Furj̇e eilute

F (x) =
π

6
− 1

2π

∞∑
k=−∞

k 6=0

1
k2

eikx.

Remiantis7.4teorema, šią eilutę galima diferencijuoti panariui bet kokį skaičių
kartų . Toḋel

F ′′(x) =
1
2π

∞∑

k=−∞
eikx.

Tačiau

F ′′(x) = f ′(x) = − 1
2π

+
∞∑

k=−∞
δ(x− 2kπ) =

∞∑
k=−∞

k 6=0

eikx.

Sulyginę šias išraiškas, gausime formulę

1
2π

∞∑

k=−∞
eikx =

∞∑

k=−∞
δ(x− 2kπ). (7.32)



7.9. DIFERENCIALINIŲ OPERATORIŲ FUNDAMENTALIEJI SPRENDINIAI 255

7.9. DIFERENCIALINIŲ OPERATORIŲ FUNDAMENTALIEJI
SPRENDINIAI

TeguA yra tiesinis diferencialinism-osios eil̇es operatorius, t.y.

A =
m∑

|α|=0

aαDα. (7.33)

Be to, operatoriausA koeficientaiaα ∈ C∞(Rn) . Tada∀u ∈ D∗(Rn) apibṙežta
apibendrinta funkcijaA u ∈ D∗(Rn) ir teisinga formul̇e

〈A u, ϕ〉 =
m∑

|α|=0

〈aαDαu, ϕ〉 =
m∑

|α|=0

〈Dαu, aαϕ〉 =

=
m∑

|α|=0

(−1)|α| 〈u, Dα(aαϕ)〉 =
〈
u,

m∑

|α|=0

(−1)|α|Dα(aαϕ)
〉

=

= 〈u, A∗ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn); (7.34)

čiaA∗ – formaliai jungtinis operatorius, t.y.

A∗ ϕ =
m∑

|α|=0

(−1)|α|Dα(aαϕ).

ErdvėjeD∗(Rn) nagriṅesime lygtį

A u = f, f ∈ D∗(Rn). (7.35)

Apibendrintoji funkcijau ∈ D∗(Rn) yra (7.35) lygties sprendinys, jeigu

〈A u, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn). (7.36)

Remiantis (7.34), pastarąją lygybę galima perrašyti taip:

〈u, A∗ ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn). (7.37)

A p i b r ė ž i m a s. Apibendrintoji funkcijaE ∈ D∗(Rn) vadinama operatoriaus
A fundamentaliuoju sprendiniu, jeigu ji yra lygties

A E = δ (7.38)

sprendinys

Bendru atveju fundamentalusis sprendinys nėra vienintelis. Jis apibrėžiamas ho-
mogeniṅes lygtiesA E0 = 0 sprendinio tikslumu. Iš tikrų jų apibendrintoji funkcija
E + E0 taip pat yra operatoriausA fundamentalusis sprendinys:

A(E + E0) = A E + A E0 = δ.
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Žinant operatoriausA fundamentalų jį sprendinįE , galima rasti (7.35) lygties sprendinį
sąs̄ukosu = E ∗ f pavidalu (žr.7.11skyrelį). Fundamentaliuosius sprendinius galima
rasti naudojantis Furjė transformacijų metodu (žr.7.13skyrelį).

Pateiksime keletą svarbiausių matematinės fizikos diferencialinių operatorių fun-
damentalių jų sprendinių pavyzdžių .

P a v y z d ž i a i :

1. Tegu funkcijaz ∈ Cm(R+) tenkina diferencialinę lygtį

A z ≡ z(m) + a1(t)z(m−1) + . . . + am(t)z = 0

ir pradines sąlygas:

z(0) = z′(0) = . . . = z(m−2)(0) = 0, z(m−1)(0) = 1. (7.39)

Tada funkcijaE = θz yra fundamentalusis operatoriausA sprendinys;̌cia θ –
Hevisaido funkcija. Įrodysime tai. Remdamiesi pradinėmis sąlygomis, apskaiči-
uosime išvestines:

E ′(t) = δ(t)z(t) + θ(t)z′(t) = θ(t)z′(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E(m−1)(t) = δ(t)z(m−2)(t) + θ(t)z(m−1)(t) = θ(t)z(m−1)(t),

E(m)(t) = δ(t)z(m−1)(t) + θ(t)z(m)(t) = δ(t) + θ(t)z(m)(t).

Todėl
A E(t) = θ(t)A z + δ(t) = δ(t).

2. TeguA yra Laplaso operatorius, t.y.

A = ∆ =
n∑

k=1

∂2

∂x2
k

.

Tada jo fundamentalusis sprendinys1

E(x) =





1
(2− n)|S1| |x|

2−n, n > 2,

1
|S1| ln |x|, n = 2;

čia |S1| – vienetiṅes sferos plotas (žr. [1]).

1Pirmoje šios knygos dalyje fundamentalioju Laplaso lygties sprendiniu pavadinome funkciją

E(x) =

8
>><
>>:

1

(n− 2)|S1|
|x|2−n, n > 2,

− 1

|S1|
ln |x|, n = 2.



7.9. DIFERENCIALINIŲ OPERATORIŲ FUNDAMENTALIEJI SPRENDINIAI 257

Pakanka patikrinti, kad
∫

Rn

E(x)∆ϕ(x) dx = 〈δ, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn). (7.40)

Remiantis dukart diferencijuojamų funkcijų integraline išraiška (žr. [1], (10.4)
formulę),

ϕ(x) =
∫

Ω

E(x− y)∆ϕ(y) dy,

jeigu tik suppϕ ⊂ Ω. Kai x = 0, iš pastarosios gausime (7.40).

3. Tegun = 3 ir

E(x) = − eik|x|

4π|x| , E(x) = −e−ik|x|

4π|x| .

Į rodysime, kad taip apibrėžtos funkcijosE ir E yra Helmholco operatoriaus∆+
k2I fundamentalieji sprendiniai;̌cia I – tapatus operatorius.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad

∂

∂xj
eik|x| =

ikxj

|x| eik|x|, ∆eik|x| =
(

2ik

|x| − k2

)
eik|x|.

Be to,

∆
1
|x| = −|S1|δ(x) = −4πδ(x).

Todėl

(∆ + k2)
eik|x|

|x| = eik|x|∆
1
|x|+

+2
(
∇eik|x|,∇ 1

|x|
)

+
1
|x|∆eik|x| +

k2

|x|e
ik|x| =

= −4πeik|x|δ(x) +
(
− 2ik

|x|2 +
2ik

|x|2 −
k2

|x| +
k2

|x|
)

eik|x| = −4πδ(x).

Taigi funkcijaE yra fundamentalusis Helmholco operatoriaus sprendinys. Ana-
logiškai galima įrodyti, kad funkcijaE taip pat yra Helmholco operatoriaus
sprendinys.

4. Tegu

E(x, t) =
θ(t)

(4πa2t)n/2
e− x2

4a2t .

Į rodysime, kad taip apibrėžta funkcijaE yra šilumos laidumo operatoriaus

A =
∂

∂t
− a2∆
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fundamentalusis sprendinys, t.y.

Et − a2∆E = δ(x, t). (7.41)

FunkcijaE yra lokaliai integruojama erdvėjeRn+1, E(x, t) = 0, kai t < 0, ir
E(x, t) > 0, kai t > 0. Be to (žr. [1], 9.3 skyrelio 2 ir 5 savybes),

∫

Rn

E(x, t) dx = 1, ∀t > 0, (7.42)

ir puserdv̇ejex ∈ Rn, t > 0 ji tenkina lygtį

Et − a2∆E = 0.

Teguϕ ∈ D(Rn+1). Pasinaudoję šiomis savybėmis, gausime
〈Et − a2∆E , ϕ

〉
= − 〈E , ϕt + a2∆ϕ

〉
=

= −
∞∫

0

∫

Rn

E(x, t)
(
ϕt(x, t) + a2∆ϕ(x, t)

)
dxdt =

= − lim
ε→0

∞∫

ε

∫

Rn

E(x, t)
(
ϕt(x, t) + a2∆ϕ(x, t)

)
dxdt =

= lim
ε→0

( ∫

Rn

E(x, ε)ϕ(x, ε) dx +

∞∫

ε

∫

Rn

(Et − a2∆E)
ϕdxdt

)
=

= lim
ε→0

∫

Rn

E(x, ε)ϕ(x, 0) dx + lim
ε→0

∫

Rn

E(x, ε)[ϕ(x, ε)− ϕ(x, 0)] dx =

= lim
ε→0

∫

Rn

E(x, ε)ϕ(x, 0) dx. (7.43)

Paskutiniame etape pasinaudojome tuo, kad

∣∣∣
∫

Rn

E(x, ε)[ϕ(x, ε)− ϕ(x, 0)] dx
∣∣∣ ≤ max

x∈Rn
|ϕ(x, ε)− ϕ(x, 0)| → 0,

kai ε → 0. Kadangi{E(x, ε)}, ε → 0, yra delta pavidalo funkcijų seka (žr. 7.3
skyrelį), tai

〈Et − a2∆E , ϕ
〉

= lim
ε→0

∫

Rn

E(x, ε)ϕ(x, 0) dx =

= ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D∗(Rn+1).
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5. Tegun = 1 ir

E(x, t) =
1
2a

θ(at− |x|).
Į rodysime, kad taip apibrėžta funkcija yra fundamentalusis Dalambero operato-
riaus

¤a =
∂2

∂t2
− a2 ∂2

∂x2

sprendinys, t.y. tenkina lygtį

¤aE(x, t) = δ(x, t), (x, t) ∈ R2. (7.44)

FunkcijaE yra lokaliai integruojama plokštumojeR2, lygi nuliui kūgio K =
{(x, t) ∈ R2 : |x| ≤ at, t ≥ 0} išoṙeje (žr. 7.5 pav.).

...................................................................................................................................................................................................................................................... .....................
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
..................
..............

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
........

x

t

0

x = atx = −at

K

7.5 pav.

Teguϕ ∈ D(R2). Tada

〈¤aE , ϕ〉 = 〈E , ¤aϕ〉 =
∫

R2

E(x, t)¤aϕ(x, t) dxdt =

=
1
2a

∞∫

−∞

∞∫

|x|/a

ϕtt(x, t) dtdx− a

2

∞∫

0

at∫

−at

ϕxx(x, t) dxdt =

= − 1
2a

∞∫

−∞
ϕt(x, t)

∣∣
t=|x|/a

dx− a

2

∞∫

0

ϕx(x, t)
∣∣x=at

x=−at
dx =

= − 1
2a

∞∫

0

ϕt(x, t)
∣∣
t=x/a

dx− a

2

∞∫

0

ϕx(x, t)
∣∣
x=at

dt−

− 1
2a

∞∫

0

ϕt(−x, t)
∣∣
t=x/a

dx +
a

2

∞∫

0

ϕx(x, t)
∣∣
x=−at

dt =

= −1
2

∞∫

0

[
ϕt(x, t)

∣∣
x=at

+ aϕx(x, t)
∣∣
x=at

dt
]
dt−
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= −1
2

∞∫

0

[
ϕt(−x, t)

∣∣
x=−at

− aϕx(x, t)
∣∣
x=−at

dt
]
dt =

= −1
2

∞∫

0

dϕ(at, t)− 1
2

∞∫

0

dϕ(−at, t) =
1
2
ϕ(0, 0) +

1
2
ϕ(0, 0) = 〈δ, ϕ〉 .

Iš čia gauname, kad funkcijaE tenkina (7.44) lygtį .
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7.10. TIESIOGIṄE SANDAUGA

Tegu funkcijaf ∈ Lloc(Rn), o funkcija g ∈ Lloc(Rm) . Tada jų sandaugafg ∈
Lloc(Rn+m) ir apibṙežia reguliarią apibendrintą funkcijąfg ∈ D∗(Rn+m):

〈fg, ϕ〉 =
∫

Rn+m

f(x)g(y)ϕ(x, y) dxdy =

=
∫

Rn

f(x)
∫

Rm

g(y)ϕ(x, y) dydx = 〈f, 〈g, ϕ〉〉 , (7.45)

〈gf, ϕ〉 =
∫

Rn+m

g(y)f(x)ϕ(x, y) dxdy =

=
∫

Rm

g(y)
∫

Rn

f(x)ϕ(x, y) dxdy = 〈f, 〈g, ϕ〉〉 . (7.46)

Į šias formules galima žīurėti kaip į Fubinio teoremos apie daugialypio ir kartotinių
integralų lygybę vieną iš variantų (žr. [18]). Be to, šiomis formul̇emis galima apibṙežti
apibendrintų funkcijų tiesioginę sandaugą.

A p i b r ė ž i m a s. Funkcijųf ∈ D∗(Rn) ir g ∈ D∗(Rm) tiesiogine sandauga
vadinsime apibendrintą funkcijąh = f × g ∈ D∗(Rn+m), apibṙežiamą formule

〈h, ϕ〉 := 〈f × g, ϕ〉 = 〈f, 〈g, ϕ〉〉 , ϕ ∈ D(Rn+m). (7.47)

Galima įrodyti, kad šis apibrėžimas yra korektiškas, t.y. (7.47) formulė apibṙežia
tiesinį tolydų funkcionalą pagrindinių funkcijų erdvėjeD∗(Rn+m).

Išvardysime pagrindines tiesioginės sandaugos savybes:

1. Tiesiogiṅe sandauga yrakomutatyvi:

f × g = g × f.

2. Tiesiogiṅe sandauga yraasociatyvi:

f × [g × h] = [f × g]× h.

3. Tegua ∈ C∞(Rn), b ∈ C∞(Rm), f ∈ D∗(Rn), g ∈ D∗(Rm) ir h = f × g.
Tada

abh = [af ]× [bg].

4. Tegu f ∈ D∗(Rn), g ∈ D∗(Rm) ir multiindeksaiα = (α1, . . . , αn), β =
(β1, . . . , βm). Tada

DαDβ [f × g] = [Dαf ]× [Dβg].
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5. Tiesiogiṅe sandauga yradistributyvi apibendrintų jų funkcijų sumos atžvilgiu:

f × [λg + µh] = λf × g + µf × h, λ, µ ∈ R1;

čiaf ∈ D∗(Rn), g, h ∈ D∗(Rm).

6. Teguf ∈ D∗(Rn), g ∈ D∗(Rm). Tada

supp[f × g] = [supp f ]× [supp g].

Dešiniojoje šios formul̇es puṡeje yra aibiųsupp f ir supp g Dekarto sandauga.

Šių teiginių įrodymus galima rasti [21], [51], [52] knygose.
P a v y z d y s . Tegux ∈ Rn. Tada daugiamatė Hevisaido funkcija

θ(x) =
{

1, kai xk ≥ 0, ∀k = 1, . . . , n,
0, kitais atvejais,

gali būti išreikšta vienmǎcių Hevisaido funkcijų2 tiesiogine sandauga:

θ(x) = θ(x1)× θ(x2)× . . .× θ(xn) = θ(x1)θ(x2) . . . θ(xn).

Jos atrama
supp θ = [0,∞)× [0,∞)× . . .× [0,∞).

Be to (žr.7.7skyrelio, 2 pavyzdį),

D(1,1,...,1)θ(x) = δ(x) =
∂θ(x1)
∂x1

× ∂θ(x2)
∂x2

. . .
∂θ(xn)
∂xn

.

Todėl daugiamaṫe delta funkcija gali b̄uti išreikšta vienmǎcių delta funkcijų tiesiogine
sandauga:

δ(x) = δ(x1)× δ(x2)× . . .× δ(xn).

Pagal 4-ą savybę dvimatės Hevisaido funkcijos išvestinė

∂

∂y
θ(x, y) =

∂

∂y
[θ(x)× θ(y)] = θ(x)× ∂

∂y
θ(y) = θ(x)× δ(y).

2Čia ta pǎcia raideθ žymime daugiamatę ir vienmatę Hevisaido funkcijas.
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7.11. SĄS̄UKA

Tegu funkcijosf ir g ∈ Lloc(Rn) . Tada jų sąs̄uka apibṙežiama formule

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(y)g(x− y)dy, (7.48)

jeigu tik integralas dešiniojoje lygybės puṡeje egzistuoja. Taip apibrėžta sąs̄uka yra
komutatyvi

(f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x).

Tuo lengvai galima įsitikinti atliekant keitinįz = x − y. Išskirsime kelis atvejus, kai
funkcijų f ir g sąs̄uka egzistuoja.

7.4 lema. Teguf, g ∈ L1(Rn) . Tadaf ∗ g ∈ L1(Rn) ir

‖f ∗ g‖L1(Rn) ≤ ‖f‖L1(Rn)‖g‖L1(Rn).

Šio teiginio įrodymą galima rasti [18] knygoje.

7.5 lema. Teguf ∈ L1(Rn), g ∈ L∞(Rn) . Tada jų sąs̄ukaf ∗ g yra apṙežta erdv̇eje
Rn funkcija.

/ Teguh = f ∗ g. Tada

|h(x)| ≤
∫

Rn

|f(y)||g(x− y)| dy ≤ sup
x∈Rn

|g(x)|
∫

Rn

|f(y)|dy < ∞. .

7.6 lema. Tegu funkcijosf, g ∈ Lloc(Rn) ir viena iš jų yra finiti. Tadaf ∗ g ∈
Lloc(Rn) .

/ Teguh = f ∗ g ir funkcija f yra finiti, t.y. supp f ⊂ Ω, Ω – apṙežta sritis. Tada
kiekvienai apṙežtai srǐciai Q integralas

∫

Q

|h(x)| dx ≤
∫

Q

(∫

Ω

|f(y)g(x− y)| dy
)

dx ≤

≤
∫

Ω

|f(y)|
∫

Q

|g(x− y)| dxdy ≤ C

∫

Ω

|f(y)| dy < ∞. .

7.7 lema. Tegun = 1, f, g ∈ Lloc(R1) ir funkcijos f, g yra lygios nuliui, kaix < 0.
Tadaf ∗ g ∈ Lloc(R1).
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/ Teguh = f ∗ g. Laisvai pasirenkame skaičių R > 0. Tada

R∫

−R

|h(x)| dx =

R∫

0

x∫

0

|g(y)||f(x− y)| dydx =

=

R∫

0

|g(y)|
R∫

y

|f(x− y)| dxdy ≤
R∫

0

|g(y)| dy

R∫

0

|f(z)| dz < ∞. .

Tarkime, funkcijųf, g ∈ Lloc(Rn) sąs̄ukaf ∗ g ∈ Lloc(Rn) . Tada formul̇e

〈f ∗ g, ϕ〉 =
∫

Rn

(∫

Rn

g(y)f(ξ − y)dy
)
ϕ(ξ)dξ =

∫

R2n

f(x)g(y)ϕ(x + y)dxdy, ∀ϕ ∈ D(Rn),

apibṙežia reguliariąją apibendrintąją funkcijąf ∗ g.
Į funkcijų f ir g sandaugą galima žiūrėti kaip į tiesioginę sandaugąf × g. Todėl

pastarąją formulę galima perrašyti taip:

〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f × g, ϕ∗〉 ∀ϕ ∈ D(Rn);

čia funkcijaϕ∗ : R2n → R1 yra apibṙežta formuleϕ∗(x, y) = ϕ(x + y). Funkcijaϕ∗

yra be galo diferencijuojama. Tačiau ṅera finiti. Toḋel reiškinys dešiniojoje lygyḃes
puṡeje turi prasmę ne su visomis apibendrintomis funkcijomisf ir g.

A p i b r ė ž i m a s. Apibendrintų jų funkcijųf ir g ∈ D∗(Rn) sąs̄uka vadinsime
funkcionaląf ∗ g, apibṙežtą pagal formulę

〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f × g, ϕ∗〉 , ∀ϕ ∈ D(Rn), (7.49)

jeigu tik reiškinys dešiniojoje lygyḃes puṡeje turi prasmę.
Išskirsime du atvejus, kai apibendrintų funkcijų sąsūka egzistuoja ir priklauso erd-

veiD∗(Rn).

1. Bent viena iš apibendrintų jų funkcijųf arbag yra finiti.

2. n = 1 ir apibendrintų jų funkcijųf ir g atramos yra aprėžtos iš vienos pusės
(pavyzdžiui,f(x) = 0, kai x < a, ir g(x) = 0, kai x < b, t.y. abiejų funkcijų
atramos yra aprėžtos iš kaiṙes).

P a v y z d y s . Bet kokios apibendrintosios funkcijosf ∈ D∗(Rn) sąs̄uka su delta
funkcija yra lygif, t.y.

f ∗ δ = δ ∗ f = f, ∀f ∈ D∗(Rn). (7.50)

Iš tikrų jų delta funkcijos atrama yra taškasx = 0. Todėl sąs̄ukaf ∗ δ egzistuoja ir

〈δ ∗ f, ϕ〉 = 〈δ × f, ϕ∗〉 = 〈f, 〈δ, ϕ∗〉〉 = 〈f, ϕ〉 .
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Analogiškai įrodoma, kad〈f ∗ δ, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 . Todėl delta funkcija apibendrintų
funkcijų erdv̇eje vaidina vieneto vaidmenį.

S ą sū k o s s a v y ḃe s . Teguf, g, h ∈ D∗(Rn). Tada:

1. Apibendrintų jų funkcijų sąs̄uka yrakomutatyvi:

f ∗ g = g ∗ f.

2. Sąs̄uka yraasociatyvi:
[f ∗ g] ∗ h = f ∗ [g ∗ h].

3. Sąs̄uka yradistributyvi apibendrintų jų funkcijų sumos atžvilgiu:

f ∗ [λg + µh] = λf ∗ g + µf ∗ h, ∀λ, µ ∈ R1.

4. TeguDα yra diferencijavimo operatorius. Tada

Dα(f ∗ g) = (Dαf) ∗ g = f ∗ (Dαg).

Šią savybę galima apibendrinti. Tegu

A =
m∑

|α|=0

aαDα, aα ∈ R1,

yram-osios eil̇es diferencijavimo operatorius su pastoviaisiais koeficientais. Ta-
da

A(f ∗ g) = (Af) ∗ g = f ∗ (Ag).

5. Teguf ∗ g ∈ D∗(Rn). Tada

supp(f ∗ g) ⊂ supp f + supp g.

6. Teguωε yra delta pavidalo funkcijų seka (žr.7.3skyrelio 2 pavyzdį). Tada

lim
ε→+0

ωε ∗ f = f.

Funkcijafε = ωε ∗ f = f ∗ ωε vadinama apibendrintosios funkcijosf vidutine
funkcija.

Pirmų keturių savybių įrodymas tiesiogiai išplaukia iš sąsūkos apibṙežimo ir ati-
tinkamų tiesiogiṅes sandaugos savybių . Penktos ir šeštos savybių įrodymus galima
rasti [52] knygoje.

7.6 teorema. Tegu

A =
m∑

|α|=0

aαDα, aα ∈ R1,
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m-osios eil̇es diferencialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais irE – funda-
mentalusis šio operatoriaus sprendinys. Tada sąsūka

u = E ∗ f,

jeigu ji egzistuoja, yra diferencialinės lygties

A u = f

sprendinys.

/ Remdamiesi 4 sąs̄ukos savybe, (7.50) formule ir fundamentalaus sprendinio api-
brėžimu, gauname

A u = A(E ∗ f) = A E ∗ f = δ ∗ f = f. .

P a v y z d ž i a i :

1. Tegu

E(x) =





1
(2− n)|S1| |x|

2−n, kai n > 2,

1
2π

ln |x|, kai n = 2,

yra fundamentalusis Laplaso operatoriaus∆ sprendinys,f ∈ D∗(Rn). Tada
sąs̄ukau = E ∗ f, jeigu ji egzistuoja, yra Puasono lygties

∆u = f

sprendinys. Tarkime,f yra finiti, sumuojama erdv̇ejeRn funkcija irΩ = supp f.
Tada gauname žinomą (žr. [1], 12.9 skyrelį) formulę

u(x) = (E ∗ f)(x) =
∫

Ω

E(x− y)f(y) dy.

2. Tegu S yra dalimis glodus paviršius erdvėjeRn, n ≥ 3. Tada apibendrintos
funkcijos

v(x) = (E ∗ µδS)(x), w(x) = −(E ∗ ∂(νδS)/∂n)(x)

vadinamos atitinkamaipaprastojo ir dvilypio sluoksnio potencialais; čia µδS

ir −∂(νδS)/∂n – paprastasis ir dvilypis sluoksniai paviršiujeS (žr. 7.2 ir 7.7
skyrelius) su tankio funkcijomisµ ir ν. Šios sąvokos apibendrina žinomas iš šio
vadov̇elio pirmosios dalies paprastojo ir dvilypio potencialo sąvokas (žr. [1],
12.3 skyrelį). Jeigu paviršiusS yra apṙežtas, tai galima įrodyti (žr. [52], 83 p.),
kadv, w ∈ Lloc(Rn) ir yra teisingos formul̇es:

v(x) =
∫

S

E(x− y)µ(y) dSy, w(x) = −
∫

S

∂E(x− y)
∂ny

ν(y) dSy.
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7.12. LĖTAI DIDĖJANČIOS APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS

Vienas iš svarbiausių matematinės fizikos lyǧcių sprendimo metodų yra Furjė transfor-
macijų metodas. Kitame skyrelyje išdėstysime l̇etai diḋejaňcių apibendrintų jų funkci-
jų Furjė transformacijų teorijos elementus. Šitame skyrelyje nagrinėsime greitai maž̇e-
jančių pagrindinių funkcijų ir l̇etai diḋejaňcių apibendrintų jų funkcijų klases. Viena
iš svarbiausių šių klasių savybių yra ta, kad Furjė transformacija veikia jų viduje.

A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, funkcijaϕ ∈ C∞(Rn) yragreitai maž̇ejanti, jeigu
su visaisα ir β reiškinysxβDαϕ(x) yra apṙežtas erdv̇eje Rn. Greitai maž̇ejaňcių
funkcijų klasę žyṁesimeG.

Pateiksime kitą, ekvivalentų klasėsG apibṙežimą.
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime,ϕ ∈ C∞(Rn) priklauso klaseiG, jeigu ji ir visos

jos išvestiṅes nyksta, kai|x| → ∞, greǐciau negu bet koks funkcijos|x|−1 laipsnis.
Akivaizdu, kad aiḃeG yra tiesiṅe. Apibṙežkime konvergavimą šioje aibėje. Saky-

sime, seka{ϕk} ⊂ G konverguoja į nulį ir rašysimeϕk → 0, kai k → ∞, jeigu su
visaisα ir β

xβDαϕk(x)⇒ 0 x ∈ Rn, (7.51)

kai k → ∞. Aibė G su taip apibṙežta topologija yra tiesiṅe erdv̇e. ErdvęG vadin-
sime pagrindinių greitai maž̇ejaňcių funkcijų erdve. Akivaizdu, kadD(Rn) ⊂ G.
Be to, iš konvergavimo erdvėjeD(Rn) išplaukia konvergavimas erdvėjeG. Erdvė G
nesutampa su erdveD(Rn). Pavyzdžiui, funkcijae−|x|

2
priklausoG, bet nepriklauso

D(Rn). ErdvėD(Rn) yra tiršta aiḃe erdv̇ejeG, t.y. kiekvienai funkcijaiϕ ∈ G egzis-
tuoja tokia sekaϕk ∈ D(Rn), k = 1, 2, . . ., kad erdv̇ejeG ϕk → ϕ, kai k → ∞. Iš
tikrų jų teguη ∈ D(Rn), η(x) = 1, kai |x| < 1, ir

ϕk(x) = ϕ(x)η(x/k), k = 1, 2, . . .

Tada seka{ϕk} konverguoja į funkcijąϕ erdv̇ejeG.
TeguA yran× n eilės neišsigimusi matrica,a – fiksuotas vektorius erdvėjeRn ir

T – neišsigimusi erdv̇esRn transformacija. Kiekvienai funkcijaiϕ ∈ G priskirkime
funkcijąϕT ∈ G pagal formulęϕT (x) = ϕ(T x). Ši atitinkamyḃe erdv̇ejeG apibṙežia
kintamųjų keitimo operatorių . Lengvai galima įsitikinti, kad taip apibrėžtas operato-
rius yra tolydus.

Iš erdv̇esG apibṙežimo išplaukia, kad diferencijavimo operatoriusDα : G → G yra
tolydus su kiekvienu multiindeksuα.

Tegua ∈ C∞(Rn) ir ϕ ∈ G. Sandaugaaϕ gali nepriklausyti greitai maž̇ejaňcių
funkcijų klaseiG. Pavyzdžiui, kaia(x) = e|x|

2
, ϕ(x) = e−|x|

2
, sandauga

a(x)ϕ(x) = 1 6∈ G.

Tačiau jeigu funkcijaa ir visos jos išvestiṅes diḋeja ne greǐciau kaip polinomas, t.y.
tenkina nelygybę

|Dαa(x)| ≤ Cα(1 + |x|)mα , ∀α, (7.52)

tai sandaugaaϕ irgi priklausoG. Be to, dauginimo iš tokios funkcijos operatorius yra
tiesinis ir tolydus erdv̇ejeG.
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A p i b r ė ž i m a s. Tiesinį tolydų funkcionalą, apibrėžtą pagrindinių funkcijų
erdv̇ejeG, vadinsimelėtai diḋejaňcia apibendrintąja funkcija. Lėtai diḋejaňcių apiben-
drintų jų funkcijų klasę žyṁesimeG∗(Rn), arba trumpiau –G∗, o funkcionalof ∈ G∗
reikšmę taškeϕ ∈ G žymėsime〈f, ϕ〉.

Aišku, kadG∗ yra tiesiṅe aiḃe. Apibṙežkime šioje aiḃeje konvergavimą.
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, apibendrintų jų funkcijų sekafk išG∗ konverguo-

ja į apibendrintąją funkcijąf ∈ G∗ ir rašysimefk ⇁ f, jeigu

〈fk, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ G,

kai k →∞.
Taigi aiḃe G∗ su taip apibṙežta topologija yra tiesiṅe erdv̇e. Iš šių apibṙežimų

gauname, kadG∗ ⊂ D∗(Rn), ir iš konvergavimo erdv̇ejeG∗ išplaukia konvergavimas
erdv̇ejeD∗(Rn). Iš tikrų jų teguf ∈ G∗. Tadaf ∈ D∗(Rn), nesD ⊂ G. Be to, iš
konvergavimo erdv̇ejeD(Rn) išplaukia konvergavimas erdvėjeG. Todėl, jeigufk → 0
erdv̇ejeG∗, kai k → ∞, tai 〈fk, ϕ〉 → 0, kai k → ∞, ∀ϕ ∈ D(Rn) ⊂ G. Kartu
galime tvirtinti, kadfk → 0 erdv̇ejeD∗(Rn), kai k →∞.

7.7 teorema. (L. Švarco)Tiesinis funkcionalasf : G → R priklauso erdveiG∗ tada
ir tik tada, kai egzistuoja tokie skaičiai C > 0 ir p ≥ 0, kad

| 〈f, ϕ〉 | ≤ C‖ϕ‖p, ∀ϕ ∈ G; (7.53)

čia
‖ϕ‖p = sup

|α|≤p

sup
x∈Rn

(1 + |x|)p|Dαϕ(x)|.

/ P a k a n k a m u m a s . Teguf yra tiesinis funkcionalas erdvėjeG ir teisinga
(7.53) nelygyḃe. Be to, tegu erdv̇ejeG sekaϕk → 0, kai k → ∞. Tada‖ϕk‖p → 0,
kai k →∞, ir

| 〈f, ϕk〉 | ≤ C‖ϕk‖p → 0,

kai k →∞. Tai reiškia, kadf yra tolydus funkcionalas erdvėjeG.
B ū t i n u m a s . Teguf ∈ G∗. Į rodysime, kad egzistuoja tokie skaičiai C > 0 ir

p ≥ 0, kad su kiekviena funkcijaϕ ∈ G teisinga (7.53) nelygyḃe. Tarkime priešingai,
tokių skaǐcių nėra. Tada egzistuoja tokia seka{ϕk} iš G, kad

| 〈f, ϕk〉 | ≥ k‖ϕk‖k, k = 1, 2, . . . (7.54)

Tegu

ψk(x) =
ϕk(x)√
k‖ϕk‖k

, k = 1, 2, . . .

Tada

|xβDαψk(x)| = |xβDαϕk(x)|√
k‖ϕk‖k

≤ 1√
k

,

kai k ≥ max{|α|, |β|}. Todėl ψk → 0 erdv̇ejeG, kai k →∞. Kadangi funkcionalasf
yra tolydus erdv̇ejeG, tai 〈f, ψk〉 → 0, kai k →∞. Tačiau

| 〈f, ψk〉 | = | 〈f, ϕk〉 |√
k‖ϕk‖k

≥
√

k.
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Gauta prieštara įrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga..
P a v y z d y s . Tarkime, funkcijaf ∈ Lloc(Rn) ir

|f(x)| ≤ C(1 + |x|)m,

čiaC ir m – teigiamos konstantos. Tada formulė

〈f, ϕ〉 =
∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx, ϕ ∈ G,

apibṙežia funkcionaląf ∈ G∗. Norint tuo įsitikinti, pakanka pastebėti, kad

| 〈f, ϕ〉 | ≤
∫

Rn

|f(x)||ϕ(x)| dx ≤ C

∫

Rn

(1 + |x|)m+n+1|ϕ(x)|
(1 + |x|)n+1

dx ≤

≤ C sup
x∈Rn

{(1 + |x|)m+n+1|ϕ(x)|}
∫

Rn

dx

(1 + |x|)n+1
=

= C1 sup
x∈Rn

{(1 + |x|)m+n+1|ϕ(x)|},

ir pasinaudoti7.7teorema.

7.8 lema. Teguf ∈ G∗. Tada:

1. Dαf ∈ G∗, ∀α = (α1, . . . , αn).

2. Jeigua ∈ C∞(Rn) ir tenkina(7.52) nelygybę, taiaf ∈ G∗.
3. JeiguT x = A x + a yra tiesiṅe neišsigimusi kintamųjų transformacija, tai

fT ∈ G∗.
Visi šios lemos teiginiai įrodomi panašiai kaip atitinkami teiginiai erdvėjeD∗(Rn).
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7.13. LĖTAI DIDĖJANČIŲ APIBENDRINTŲJŲ FUNKCIJŲ
FURJ̇E TRANSFORMACIJOS

Kiekviena funkcijaϕ ∈ G yra integruojama erdv̇ejeRn. Todėl kiekvienai funkcijai
ϕ ∈ G yra apibṙežta Furj̇e transformacija3

F [ϕ](ξ) =
∫

Rn

ϕ(x)eiξx dx; (7.55)

čia ξx =
n∑

i=1

ξixi – skaliariṅe sandauga erdvėjeRn.

7.8 teorema. Furjė transformacijaF : G → G.

/ Kadangi funkcijaϕ yra greitai maž̇ejanti, tai (7.55) integralą galima diferencijuoti
po integralo ženklu kintamojoξ atžvilgiu, t.y.

DαF [ϕ](ξ) =
∫

Rn

(ix)αϕ(x)eiξx dx. (7.56)

Pasinaudoję šia bei integravimo dalimis formule, įvertinsime reiškinį

|ξβDαF [ϕ](ξ)| =
∣∣∣
∫

Rn

(ix)αξβeiξxϕ(x) dx
∣∣∣ =

∣∣∣
∫

Rn

xαϕ(x)Dβ
xeiξx dx

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

Rn

Dβ
x

(
xαϕ(x)

)
eξx dx

∣∣∣ = (7.57)

∣∣∣
∫

Rn

(1 + |x|)n+1Dβ
x

(
xαϕ(x)

) · eξx

(1 + |x|)n+1
dx

∣∣∣ ≤ C

∫

Rn

dx

(1 + |x|)n+1
dx < ∞.

Remiantis funkcijų klaṡesG apibṙežimu,F [ϕ] ∈ G. .
P a s t a b a . Šioje teoremoje erdvėsG negalima pakeistiD(Rn). Iš tikrų jų funkci-

jos ϕ ∈ D(Rn) Furjė transformacijaF [ϕ] nėra finiti funkcija (jeigu tikϕ 6= 0). Toḋel
F [ϕ] 6∈ D(Rn).

Teguϕ ∈ G. Tada funkcijosϕ atvirkštiṅe Furj̇e transformacija apibrėžiama formule

F−1[ϕ](x) =
1

(2π)n

∫

Rn

ε−iξxϕ(ξ) dξ. (7.58)

3Kartais Furj̇e transformacija apibrėžiama ir žymima šiek tiek kitaip, pvz.:

bϕ(ξ) =
1

(2π)n/2

Z

Rn

ϕ(x)eiξx dx arba bϕ(ξ) =

Z

Rn

ϕ(x)e−2πiξx dx.

Šiame skyrelyje Furjė transformacijos operatorių žymėsime raideF ir apibṙešime (7.55) formule. Taip
pat Furj̇e transformacija yra apibrėžiama [21], [49], [51]–[53] knygose ir kompiuteriṅes algebros sistemoje
MACSYMA.
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Funkcijosϕ ∈ G Furjė transformacijaF [ϕ] yra integruojama ir tolygiai diferenci-
juojama erdv̇ejeRn funkcija. Toḋel iš bendros Furjė transformacijos teorijos išplaukia,
kad

ϕ = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]], ∀ϕ ∈ G. (7.59)

Be to,

F−1[ϕ] =
1

(2π)n
F [ϕ−E ];

čia ϕ−E(x) = ϕ(−x). Todėl galime tvirtinti, kad transformacijaf yra abipusiškai
vienareikšṁe ir F [G] = G.

7.9 teorema. Furjė transformacija yra tolydus operatorius erdvėjeG.

/ Teguϕk → 0, erdv̇ejeG, kai k → ∞. Tada remdamiesi (7.57) nelygybe, gau-
name

|ξβDαF [ϕk](ξ)| ≤
∫

Rn

|Dβ(xαϕk(x))| dx ≤

≤ sup
x∈Rn

|Dβ(xαϕk(x))|(1 + |x|)n+1

∫

Rn

dx

(1 + |x|)n+1
⇒ 0, ξ ∈ Rn,

kai k → ∞. Pagal konvergavimo erdvėjeG apibṙežimą,F [ϕk] → 0 erdv̇ejeG, kai
k →∞. .

Teguf ∈ L1(Rn) . Tada jos Furj̇e transformacijaF [f ] yra apṙežta

|F [f ](ξ)| ≤
∫

Rn

|f(x)| dx < ∞, ∀ξ ∈ Rn.

Be to, funkcijaF [f ] yra tolydi (žr. [18]). Todėl formul̇e

〈F [f ], ϕ〉 =
∫

Rn

F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ, ϕ ∈ G,

apibṙežia reguliariąją apibendrintąją funkcijąF [f ] ∈ G∗. Pagal Fubinio teoremą inte-
gralas ∫

Rn

F [f ](ξ)ϕ(ξ) dξ =
∫

Rn

(∫

Rn

f(x)eiξx dx
)
ϕ(ξ) dξ =

=
∫

Rn

f(x)
∫

Rn

ϕ(ξ)eiξx dξdx =
∫

Rn

f(x)F [ϕ](x) dx

Todėl
〈F [f ], ϕ〉 = 〈f, F [ϕ]〉 , ∀ϕ ∈ G. (7.60)

A p i b r ė ž i m a s. Apibendrintąją funkcijąF [f ] ∈ G∗, apibṙežtą (7.60) formule,
vadinsime apibendrintosios funkcijosf ∈ G∗ Furjė transformacija.
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Patikrinsime, kad šis apibrėžimas yra korektiškas, t.y. dešinioji (7.60) lygybės puṡe
yra tiesinis tolydus funkcionalas erdvėje G. Pagal7.8 teoremąF [ϕ] ∈ G, ∀ϕ ∈ G.
Todėl 〈f, F [ϕ]〉 yra tiesinis funkcionalas. Teguϕk → 0 erdv̇ejeG, kai k →∞. Pagal
7.9 teoremąF [ϕk] → 0 erdv̇ejeG, kai k →∞. Kadangif ∈ G∗, tai 〈f, F [ϕk]〉 → 0,
kai k →∞. Taigi nagriṅejamas funkcionalas yra tolydus.

7.9 lema. Furjė transformacijos operatoriusF : G∗ → G∗ yra tiesinis ir tolydus.

/ Tiesiškumas yra akivaizdus. Įrodysime tolydumą. Tegufk → 0 erdv̇ejeG∗, kai
k →∞. Remiantis (7.60) formule,

〈F [fk], ϕ〉 = 〈fk, F [ϕ]〉 → 0, ∀ϕ ∈ G,

kai k → ∞. Pagal apibṙežimą tai ir reiškia, kadF [fk] → 0 erdv̇ejeG∗, kai k → ∞.
Taigi Furj̇e transformacijaF : G∗ → G∗ yra tolydi. .

A p i b r ė ž i m a s. Apibendrintąją funkcijąF−1[f ] ∈ G∗, apibṙežiamą formule

〈
F−1[f ], ϕ

〉
=

1
(2π)n

〈F [f ], ϕ−E〉 , ∀ϕ ∈ G, (7.61)

vadinsime apibendrintosios funkcijosf ∈ G∗ atvirkštine Furj̇e transformacijaF−1[f ].

7.10 lema. Atvirkštinė Furj̇e transformacijaF−1 : G∗ → G∗ yra tolydi ir

F−1[F [f ]] = F [F−1[f ]] = f, f ∈ G∗. (7.62)

/ Teguϕ ∈ G. Tada

〈
F−1[F [f ]], ϕ

〉
=

1
(2π)n

〈F [F [f ]], ϕ−E〉 =
1

(2π)n
〈F [f ], F [ϕ−E ]〉 =

=
〈
F [f ], F−1[ϕ]

〉
=

〈
f, F [F−1[ϕ]]

〉
= 〈f, ϕ〉 =

=
〈
f, F−1[F [ϕ]]

〉
=

〈
F−1[f ], F [ϕ]

〉
=

〈
F [F−1[f ]], ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ G.

Sulyginę šių lygybių kairę ir dešinę puses, gausime (7.62) formulę. Kartu įroḋe-
me, kad kiekviena apibendrinta funkcijaf ∈ G∗ yra apibendrintos funkcijosψ =
F−1[f ] ∈ G∗ Furjė transformacija ir, jeiguF [f ] = 0, tai f = 0. Iš (7.61) išplaukia
F−1 tolydumas..

7.10 teorema.Teguf ∈ G∗. Tada:

1. DαF [f ] = F [Iαf ], ∀α = (α1, . . . , αn).

2. F [Dαf ] = I−αF [f ], ∀α = (α1, . . . , αn);

čia I(x) = ix ir I−1(x) = −ix.
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/ Į rodysime pirmąjį teoremos teiginį. Teguϕ ∈ G. Tada

〈DαF [f ], ϕ〉 = (−1)|α| 〈F [f ], Dαϕ〉 = (−1)α 〈f, F [Dαϕ]〉 =

= (−1)|α|
〈
f, I−αF [ϕ]

〉
= 〈Iαf, F [ϕ]〉 = 〈F [Iαf ], ϕ〉 .

Iš čia išplaukia (1) formulė.
Įrodysime antrąjį teoremos teiginį. Pagal Furjė transformacijos apibrėžimą

〈F [Dαf ], ϕ〉 = 〈Dαf, F [ϕ]〉 = (−1)|α| 〈f, DαF [ϕ]〉 =

= (−1)|α| 〈f, F [Iαϕ]〉 = (−1)|α| 〈F [f ], Iαϕ〉 =
〈
I−αF [f ], ϕ

〉
,

∀ϕ ∈ G. Iš čia išplaukia (2) formulė. .

7.11 teorema.TeguA yra neišsigimusin × n matrica,T x = A x + a, a – fiksuotas
erdv̇ejeRn vektorius irf ∈ G. Tada

F [fT ] =
1

|det A |F [f ]T∗ ; (7.63)

čiaT ∗ = (T−1)′.

4 išvada Tegu A = E yra vienetiṅe matrica. Tada operatoriusT x = x + a yra
poslinkio operatorius ir

F [fa](ξ) = e−iaξF [f ](ξ).

7.12 teorema.Teguf ir g ∈ G∗. Tada:

1. Apibendrintų funkcijųf ir g tiesiogiṅes sandaugos Furjė transformacija

F [f × g] = F [f ]× F [g].

2. Jeigu viena iš funkcijųf, g yra finiti, tai teisinga formul̇e

F [f ∗ g] = F [g]F [f ]. (7.64)

Pastarų jų dviejų teoremų įrodymą galima rasti [52] knygoje.

P a v y z d ž i a i :

1. Teguδa(x) = δ(x + a). Patikrinsime, kad

F [δa](ξ) = e−iξa. (7.65)

Iš pradžių pasteḃesime, kad

〈F [δ], ϕ〉 = 〈δ, F [ϕ]〉 = F [ϕ](0) =
∫

Rn

ϕ(ξ) dξ = 〈1, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ G.

Todėl
F [δ] = 1. (7.66)

Remiantis7.11teoremos išvada,

F [δa](ξ) = e−iξaF [δ](ξ) = e−iξa.
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2. Iš (7.66) išplaukia, kad

δ = F−1[1] =
1

(2π)n
F [1].

Todėl

F [1] = (2π)nδ(ξ). (7.67)

3. Teguθ yra Hevisaido funkcija irθ−(x) = θ(−x), x ∈ R1. Tada

F [θ](ξ) = πδ(ξ) + iP 1
ξ
, F [θ−(ξ)] = πδ(ξ)− iP 1

ξ
. (7.68)

Teguψ(x) = θ(x)e−ax, a > 0. Tada

F [ψ](ξ) =

∞∫

0

e−ax+ixξ dx =
i

ξ + ia
.

Tiesiogiai galima įsitikinti, kadθ(x)e−ax → θ(x) erdv̇eje G∗, kai a → +0.
Kadangi Furj̇e trasformacija yra tolydus erdvėje G∗ operatorius, tai artindami
a → 0 gausime

F [θ](ξ) =
i

ξ + i0
. (7.69)

Iš čia bei (7.6) Sochotskio formul̇es išplaukia pirmoji iš (7.68). Antroji į rodoma
analogiškai.

Apibendrintų jų funkcijų Furj̇e transformaciją galima panaudoti diferencialinių op-
eratorių fundamentaliesiems sprendiniams rasti. TeguA(D) yra m-osios eil̇es difer-
encialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais, t.y.

A(D) =
m∑

|α|=0

aαDα.

7.13 teorema.Apibendrintoji funkcijaE ∈ G∗ yra operatoriausA(D) fundamentalu-
sis sprendinys tada ir tik tada, kai jos Furjė transformacijaF [E ] tenkina lygtį

A∗(I)F [E ] = 1; (7.70)

čia

A∗(I) =
m∑

|α|=0

aαI−α

ir (7.70) lygybė suprantama kaip lygybė erdv̇ejeG∗.
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/ TeguE ∈ G∗ yra fundamentalusis operatoriausA(D) sprendinys, t.y. tenkina
lygtį

A(D)E = δ.

Taikydami Furj̇e transformaciją abiem šios lygybės puṡems, gausime

F [A(D)E ] = F [δ] = 1. (7.71)

Tačiau

F [A(D)E ] = F
[ m∑

|α|=0

aαDαE
]

=
m∑

|α|=0

F [DαE ] =

=
m∑

|α|=0

aαI−αF [E ] = A∗(I)F [E ]. (7.72)

Iš (7.71) ir (7.72) išplaukia lygyḃe (7.70).
TeguE ∈ G∗ ir tenkina (7.70) lygtį . Remdamiesi (7.72), gauname, kadE tenkina

(7.71) lygtį . Taikydami abiem šios lygties pusėms atvirkštinę Furjė transformaciją,
gausime (7.70). .

Remiantis įrodyta teorema, fundamentaliojo sprendinio galima ieškoti sprendžiant
algebrinę lygtį

PX = 1 (7.73)

erdv̇ejeG∗; čia P yra n kintamųjų polinomas. JeiguP−1 yra lokaliai integruojama
erdv̇ejeRn funkcija, tai ją atitinkanti reguliarioji apibendrintoji funkcijaP−1 yra (7.73)
lygties sprendinys. JeiguP−1 nėra lokaliai integruojama erdvėje Rn funkcija, tai
išspręsti (7.73) lygtį apibendrintų jų funkcijų erdv̇eje yra gana suḋetinga. L. Herman-
deris (L. H̋ormander) įroḋe, kad (7.73) lygtis erdv̇ejeG∗ visuomet išsprendžiama, jeigu
P 6≡ 0.

Išsprendus (7.73) lygtį , dar reikia rasti sprendinio atvirkštinę Furjė transformaciją.
Dažnai tai yra gana sunkus uždavinys.

P a v y z d y s . Tegun = 3. Rasime fundamentalų Laplaso lygties sprendinį. Pa-
gal apibṙežimą apibendrintoji funkcijaE yra fundamentalusis Laplaso lygties sprendi-
nys, jeigu ji tenkina lygtį

∆E = δ.

Paveikę abi šios lygties puses Furjė transformacija, gausime

PF [E ] = 1;

čia P (ξ) = −|ξ|2. Reiškinys−|ξ|−2 yra lokaliai integruojamas erdvėje R3. Todėl
F [E ](ξ) = −|ξ|−2 ir

E = F−1[P−1].

Pagal apibṙežimą

〈
F−1[P−1], ϕ

〉
=

1
(2π)3

〈
F [P−1], ϕ−E

〉
=

1
(2π)3

〈
P−1, F [ϕ−E ]

〉
=
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− 1
(2π)3

∫

R3

|x|−2

∫

R3

eixξϕ(−ξ) dξdx.

Integralas
∫

|x|<R

eixξ

|x|2 dx =

R∫

0

π∫

0

2π∫

0

ei|ξ|ρ cos α

ρ2
ρ2 sin α dβdαdρ =

2π

R∫

0

1∫

−1

ei|ξ|ρt dtdρ =
4π

|ξ|

R∫

0

sin |ξ|ρ
ρ

dρ.

Be to,
∞∫

0

sin |ξ|ρ
ρ

dρ =
π

2,
|ξ| 6= 0.

Todėl integralas ∫

|x|<R

eixξ

|x|2 dx → 2π2

|ξ|

erdv̇ejeG∗, kai R →∞, ir

〈
F−1[P−1], ϕ

〉
= − 1

(2π)3

∫

R3

2π2

|ξ| ϕ(−ξ) dξ =

− 1
4π

∫

R3

1
|ξ|ϕ(ξ) dξ = 〈E , ϕ〉 , ∀ϕ ∈ G.

Taigi

E(ξ) = F−1[P−1](ξ) = − 1
4π|ξ| .
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7.14. UŽDAVINIAI

1. Tegun = 1 ir:

1.1. fε(x) =
{

1
2ε , kai |x| ≤ ε,
0, kai |x| > ε;

1.2. fε(x) =
1
x

sin
x

ε
;

1.3. fε(x) =
ε

πx2
sin2 x

ε
.

Įrodykite, kadfε(x) → δ(x), kai ε → +0.

2. Tegun ≥ 1, fε(x) = ε−na(x/ε), a ∈ D(Rn), a(x) ≥ 0 ir

∫

Rn

a(x) dx = 1.

Į rodykite, kadfε(x) → δ(x), kai ε → +0.

3. Tegun = 1 ir:

3.1. fk(x) =

√
k

π
e−kx2

;

3.2. fk(x) =
1
π

k

ekx + e−kx
;

3.3. fk(x) =
1
2
ke−k|x|.

Įrodykite, kadfk(x) → δ(x), kai k →∞.

4. Tegun = 1 ir

〈
P cos kx

x
, ϕ

〉
= Vp

∞∫

−∞

cos kx

x
ϕ(x) dx.

Į rodykite, kadP cos kx

x
→ 0 erdv̇ejeD∗(R1), kai k →∞.

5. Įrodykite, kad:

5.1. lim
t→+∞

eixt

x− i0
= 2πiδ(x).

5.2. lim
t→+∞

eixt

x + i0
= 0.

5.3. lim
t→+∞

tθ(t)eixt = iδ(x).
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6. Raskite apibendrintų jų funkcijų išvestines:

6.1. f(x) =
{

x, kai x ≥ 0,
0, kai x < 0.

6.2. f(x) = x sign x.

6.3. f(x) = θ(x) cos x.

6.4. f(x) =
{

1/ε, kai |x| ≤ ε/2,
0, kai |x| > ε/2.

7. Įrodykite lygybes:

7.1.
( d

dx
+ λ

)
θ(x)e−λx = δ(x).

7.2.
( d2

dx2
+ ω2

)θ(x) sin ωx

ω
= δ(x).

7.3. δ(x2 − a2) =
1
2a

[δ(x− a) + δ(x + a)].

7.4. δ(sinx) =
∞∑

k=−∞
δ(x− kπ).

7.5.
1
2π

∞∑
k=−∞

eikx =
∞∑

k=−∞
δ(x− 2kπ).

7.6. | sin x|′′ + | sin x| = 2
∞∑

k=−∞
δ(x− kπ).

8. Įrodykite, kad apibendrintos funkcijos yra šių diferencialinių lygčių sprendiniai:

8.1. y = c1 + c2θ(x) + ln |x|, xy′ = 1.

8.2. y = c1 + c2θ(x) + c3 − P 1
x

, xy′ = P 1
x .

8.3. y = c1 + c2θ(x) + c3δ(x)− P 1
x

, x2y′ = 1.

8.4. y = c1 + c2x + θ(x)x, y′′ = δ(x).

8.5. y = c1 + c2 + c3θ(x + 1) + c4θ(x + 1)(x + 1), (x + 1)2y′′ = 0.

9. Įrodykite formules:

9.1. δ(x− a) ∗ δ(x− b) = δ(x− a− b).

9.2. θ(x) ∗ θ(x) = θ(x)x.

9.3. θ(x) ∗ θ(x)x2 = θ(x)x3/3.

9.4. ε−ax2 ∗ xe−ax2
=

√
π

8a
xe−ax2/2, a > 0.

10. Teguα > 0, fα(x) =
1

α
√

2π
e−

x2

2α2 . Į rodykite, kadfα ∗ fβ = f√
α2+β2 .
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11. Teguα > 0, fα(x) =
α

π(x2 + α2)
. Į rodykite, kadfα ∗ fβ = fα+β .

12. Raskite apibendrintosios funkcijosf Furjė transformaciją šiais atvejais:

12.1. f(x) =
1
2
[δ(x− a) + δ(x + a)].

12.2. f(x) = δ(k)(x), k = 1, 2, . . .

12.3. f(x) = θ(x− a).
12.4. f(x) = sign (x).

12.5. f(x) = P 1
x

.

12.6. f(x) = |x|.
12.7. f(x) = xkθ(x), k = 1, 2, . . .

12.8. f(x) = |x|k, k = 2, 3, . . .

13. Tegun = 1. Į rodykite formules:

13.1. F [f ](ξ) =
1

a + iξ
, kai f(x) = θ(−x)eax, a > 0.

13.2. F [f ](ξ) =
2a

a2 + ξ2
, kai f(x) = e−a|x| a > 0.

13.3. F [f ](ξ) = 2πe−a|ξ|, kai f(x) =
2a

a2 + x2
a > 0.

13.4. F [f ](ξ) = 2
sin Rξ

ξ
, kai f(x) = θ(R− |x|).

13.5. F [f ](ξ) =
√

π

a
e−ξ2/4a2

, kai f(x) = e−a2x2
, a 6= 0.

13.6. F [f ](ξ) =
√

πe−
i
4 (ξ2−π), kai f(x) = eix2

.

13.7. F [f ](ξ) =
√

πe
i
4 (ξ2−π), kai f(x) = e−ix2

.

14. Įrodykite, kad erdv̇ejeG∗(Rn) yra teisingos formul̇es:

14.1. F [f ](ξ) = (2i)n(−i)|α|Dαδ(ξ), kai f(x) = xα.

14.2. F [f ](ξ) = (−iξ)α, kai f(x) = Dαδ(x).

14.3. F [f ](ξ) = 2π
sin R|ξ|
|ξ| , kai f(x) =

θ(R− |x|)√
R2 − |x|2 , n = 2.

15. TeguδSR yra paprastojo sluoksnio sferojeSR = {x ∈ R3 : |x| = R} apiben-
drintoji funkcija, t.y.

〈δSR
, ϕ〉 =

∫

SR

ϕ(x) dSx, ϕ ∈ G(R3).

Į rodykite, kad

F [δSR
](ξ) = 4πR

sin R|ξ|
|ξ| .
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16. Raskite diferencialinių operatorių fundamentaliuosius sprendinius:

16.1.
d2

dx2
+ 3

d

dx
+ 2. 16.2.

d2

dx2
− 4

d

dx
+ 5.

16.3.
d3

dx3
− a3. 16.4.

d3

dx3
− 3

d2

dx2
+ 2

d

dx
.

16.5.
d4

dx4
− a4. 16.6.

d4

dx4
− 2

d2

dx2
+ 1.

17. Tegun = 2. Į rodykite, kad funkcijaE(x) =
1
8π
|x|2 ln |x| yra biharmoninio

operatoriaus∆2 fundamentalusis sprendinys.

18. Įrodykite, kad funkcijaE(x, t) = − iθ(t)
2
√

πt
e
i
�

x2
4t −π

4

�
yra Šṙedingerio operato-

riausi
∂

∂t
+

∂2

∂x2
fundamentalusis sprendinys.

19. Tegun = 2. Į rodykite, kad funkcijaE(x, t) =
θ(at− |x|)

2πa
√

a2t2 − |x|2 yra bangav-

imo operatoriaus¤a =
∂2

∂t2
− a2∆ fundamentalusis sprendinys.

20. Įrodykite, kad funkcijaE(x, t) =
θ(t)

4πa2t
δSat(x) yra trimǎcio bangavimo oper-

atoriaus¤a =
∂2

∂t2
− a2∆ fundamentalusis sprendinys.Čia δSat – paprastojo

sluoksnio sferojeSat = {x ∈ R3 : |x| = at} apibendrintoji funkcija, t.y.

〈δSat , ϕ〉 =
∫

Sat

ϕ(x) dSx, ϕ ∈ G(R4).
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7.15. ATSAKYMAI

6.1. f ′(x) = θ(x).

6.2. f ′(x) = sign (x).

6.3. f ′(x) = δ(x)− θ(x) sin(x).

6.4. f ′(x) = ε−1
(
δ(x + ε/2)− δ(x− ε/2)

)
.

12.1. F [f ](ξ) = cos aξ.

12.2. F [f ](ξ) = (−iξ)k.

12.3. F [f ](ξ) = πδ(ξ) + ieiaξP 1
ξ .

12.4. F [f ](ξ) = 2iP 1
ξ .

12.5. F [f ](ξ) = iπ sign ξ.

12.6. F [f ](ξ) = 2
(
P 1

ξ

)′
= −2P 1

ξ2 .

12.7. F [f ](ξ) = (−i)k
[
πδ(ξ) + iP 1

ξ

](k)

.

12.8. F [f ](ξ) = (−i)k2πδ(k)(ξ), kai k – lyginis, ir

F [f ](ξ) = (−i)k−12
(
P 1

ξ

)(k)

, kai k – nelyginis.

16.1. E(x) = θ(x)(e−x − e−2x).

16.2. E(x) = θ(x)e2x sin x.

16.3. E(x) =
1
3
a−2−ax/2θ(x)

(
e3ax/2 − cos(a

√
3x/2)−

√
3 sin(a

√
3x/2)

)
.

16.4. E(x) =
1
2
θ(x)(1− e2)2.

16.5. E(x) =
1
2
a−3θ(x)(sinh ax)− sin ax).

16.6. E(x) =
1
2
θ(x)(x cosh x− sinhx).
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Variaciniai metodai

Šiame skyriuje nagriṅesime variacinį paprastų jų bei elipsinių diferencialinių lygčių
tyrimo metodą. Šio metodo idėja labai paprasta. Tarkime,f : R → R yra tolydi
funkcija, F – funkcijos f pirmykšṫe funkcija, t.y. F ′(x) = f(x). Tada pagal žinomą
analiżes teoremą funkcijosF lokalaus ekstremumo taškai tenkina lygtį

f(x) = 0. (8.1)

Kai F yra iškila funkcija, tai teisingas ir atvirkščias teiginys: (8.1) lygties spren-
diniai yra funkcijosF lokalaus ekstremumo taškai (žr., pavyzdžiui, [23]). Todėl užuot
sprendę (8.1) lygtį , galime ieškoti funkcijosF ekstremumo taškų . Šią įdėją apiben-
drinsime begalinio matavimo atveju. Tiksliau, vietoje (8.1) lygties nagriṅesime difer-
encialinę lygtį , kurioje nežinomasis yra funkcija iš begaliniamatės tiesiṅes erdv̇es. Tam
tikrais atvejais diferencialinių lyǧcių apibendrintų sprendinių radimo uždavinys yra
ekvivalentus atitinkamų netiesinių funkcionalų ekstremumo taškų radimo uždaviniui.

Šiame skyriuje ḋestoma netiesinių funkcionalų , apibrėžtų normuotose erdvėse,
ekstremumų taškų radimo teorija. Nagrinėjami pustolydžiai iš apǎcios funkciona-
lai, įrodomos teoremos apie nediferencijuojamų funkcionalų minimumo egzistavimą,
nagriṅejamos funkcionalų išvestinės Gato ir Freṧe prasme, ḋestomi iškilų jų funkcio-
nalų teorijos elementai, subgradiento ir subdiferencialo sąvokos. Pateikiami taikymo
įvairioms diferencialiṅems lygtims pavyzdžiai. Nagrinėjami konkret̄us funkcionalų
minimumo radimo metodai.

8.1. PUSTOLYDŽIAI IŠ APAČIOS FUNKCIONALAI

TeguX yra normuota erdv̇e,M ⊂ X,R = R∪{∞,−∞} – išpl̇estiṅe realių jų skaǐcių
aibė, f : X → R – netiesinis funkcionalas. Pagrindinis variacinio skaičiavimo už-
davinys funkcionaluif formuluojamas taip: rasti tokį elementąu ∈ M , kad

f(u) = min
v∈M

f(v). (8.2)

Iš pirmo žvilgsnio atrodo, kad šį uždavinį galima spręsti taikant gerai žinomą teo-
remą (žr. [50]).

8.1 teorema. TeguM ⊂ X yra kompaktiškoji aiḃe ir f – tolydusis funkcionalas aibėje
M. Tada egzistuoja(8.2) uždavinio sprendinys.

Tačiau šios teoremos taikymas yra gana ribotas. Atkreipsime dėmesį, kad begalinio
matavimo erdv̇ese kompaktiškosios aibės yra per,,retos“. Jos neturi vidinių taškų . Be
to, teisingas toks teiginys (žr. [33]).
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8.1 lema. Aibė{u ∈ X : ‖u‖X ≤ 1} yra kompaktiška tada ir tik tada, kai erdvėX yra
baigtiniamaṫe.

Todėl nat̄uralu atsisakyti aiḃes M kompaktiškumo sąlygos ir pakeisti ją silpnesne.
Funkcionalof tolydumo sąlyga taip pat yra per griežta. Pakanka reikalauti silpnesnės,
pustolydumo iš apǎcios, sąlygos.

A p i b r ė ž i m a s. Funkcionalasf : X → R yra pustolydis iš apǎcios taške
u0 ∈ M ⊂ X, jeigu su kiekviena seka{un}∞n=1 iš M, un → u0, teisinga nelygyḃe

f(u0) ≤ lim
n→∞

f(un). (8.3)

Sakysime, funkcionalasf yra pustolydis iš apǎcios aiḃejeM , jeigu jis yra pustolydis
iš apǎcios kiekviename aiḃesM taške.

A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, funkcionalasf : X → R yra silpnai pustolydis
iš apǎcios taškeu0 ∈ M ⊂ X, jeigu su kiekviena seka{un}∞n=1 iš M, un ⇁ u0,
yra teisinga (8.3) nelygyḃe. Sakysime, funkcionalasf yrasilpnai pustolydis iš apǎcios
aibėjeM , jeigu jis yra silpnai pustolydis iš apačios kiekviename aiḃesM taške.

Priminsime, kad skaičių sekos{xn} apatiṅe riba yra skaǐcius

lim
n→∞

inf{xn, xn+1, xn+2, . . .}.

Todėl ši riba kartais žymimalim inf . Konvergavimo, silpno konvergavimo, aibių už-
darumo Banacho erdvėje sąvokos aptartos 1 skyriuje.

8.2 lema. TeguX yra normuota erdv̇e,M ⊂ X – uždara (silpnai uždara) aibė. Funk-
cionalasf : X → R yra pustolydis (silpnai pustolydis) iš apačios aiḃejeM tada ir tik
tada, kai Lebego aiḃes

E(a) = {u : u ∈ M, f(u) ≤ a}
yra uždaros (silpnai uždaros)∀a ∈ R.

/ Teguf yra pustolydis iš apǎcios funkcionalas. Imkime seką{un} ⊂ E(a), un →
u0 ∈ M . Pagal apibṙežimą teisinga (8.3) nelygyḃe. Kadangiun ∈ E(a), tai f(un) ≤
a ir lim

n→∞
f(un) ≤ a. Iš čia ir (8.3) gauname,f(u0) ≤ a. Todėl u0 ∈ E(a). Vadinasi,

E(a) – uždara aiḃe.
Įrodysime atvirkštinį teiginį. TeguE(a) yra uždara aiḃe ∀a ∈ R. Reikia įrodyti,

kadf – pustolydis iš apǎcios. Tarkime priešingai:un → u0 ∈ M ir lim
n→∞

f(un) <

f(u0). Parinkime tokį skaǐcių a, kad

lim
n→∞

f(un) < a < f(u0). (8.4)

Pagal apatiṅes ribos apibṙežimą iš sekos{un} galima išskirti tokį posekį{unk
}, kad

f(unk
) < a. Todėl unk

∈ E(a) ir unk
→ u0. KadangiE(a) yra uždara aiḃe, tai

u0 ∈ E(a) ir f(u0) ≤ a. Gauta prieštara įrodo atvirkštinį teiginį.
AibėsM silpno uždarumo ir funkcionalof silpno pustolydumo atvejis įrodomas

visiškai analogiškai..
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8.3 lema. TeguX – normuota erdv̇e. Funkcionalasf : X → R yra pustolydis (silpnai
pustolydis) iš apǎcios tada ir tik tada, kai jo viršgrafikisepi f yra uždara (silpnai uždara)
aibė.

/ Teguf yra pustolydis iš apǎcios funkcionalas irϕ(u, a) = f(u) − a. Nesunku
įsitikinti, kad teiginiai:

(a) f yra pustolydis iš apǎcios funkcionalas erdv̇ejeX;

(b) ϕ yra pustolydi iš apǎcios funkcija erdv̇ejeX× R

yra ekvivalent̄us. Funkcijosϕ Lebego aiḃe E(r) = {(u, a) : f(u) − a ≤ r} yra
viršgrafikio epi f = {(u, a) ∈ X × R : f(u) ≤ a} post̄umis per vektorių(0, r). Todėl
aibėE(r) yra uždaroji tada ir tik tada, kaiepi f yra uždaroji aiḃe. Remiantis8.2 lema,
galima tvirtinti, kad funkcionalasf yra pustolydis iš apǎcios tada ir tik tada, kai jo
viršgrafikis epi f yra uždaroji aiḃe. Antrasis lemos teiginys įrodomas analogiškai..

5 išvada Teguf yra iškilas funkcionalas. Tada pustolydumo iš apačios ir silpno pus-
tolydumo iš apǎcios sąvokos yra ekvivalenčios.

/ Į rodymas išplaukia iš1.22teoremos ir8.3 lemos..

6 išvada TeguX yra Banacho erdv̇e,M ⊂ X – iškila aiḃe,f – tolydus iškilas funkci-
onalas. Tada aiḃejeM jis yra silpnai pustolydis iš apačios.
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P a v y z d ž i a i :

1. Funkcija, pavaizduota 8.1 paveikslėlyje, yra pustolydi iš apǎcios, o 8.2 paveiks-
lėlyje pavaizduota funkcija ṅera pustolydi iš apǎcios. Pirmu atveju funkcijos
minimumo radimo uždavinys turi sprendinį, o antruoju – ne.

2. Bet kuris tiesinis, tolydus funkcionalasf ∈ X∗ yra silpnai pustolydis iš apačios
(nes tiesinis funkcionalas yra iškilas).

3. Norma Banacho erdvėje X yra silpnai pustolydis iš apačios funkcionalas, t.y.
‖u0‖X ≤ lim

n→∞
‖un‖X, jeigu tik un ⇁ u0. Norint tuo įsitikinti, pakanka pa-

steḃeti, kad norma yra iškilas funkcionalas, ir pasinaudoti Banacho–Šteinhauzo
teorema (žr.1.14).
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8.4 lema. Teguf : X → (−∞,∞] , f 6≡ ∞ – iškilas pustolydis iš apačios funkciona-
las. Tada egzistuojag ∈ X∗ ir α ∈ R tokie, kad

f(u) ≥ 〈g, u〉+ α, ∀u ∈ X. (8.5)

/ Teguu ∈ dom f, a < f(u). Tada taškas(u, a) nepriklausoepi f. Aibė epi f
yra iškiloji ir uždaroji. Pagal Hano–Banacho teoremą (žr.1.11) erdv̇ejeX× R galima
atskirti viršgrafikį epi f ir tašką(u, a) hiperplokštuma

Π = {(u, b) ∈ X× R : 〈h, u〉+ βb = γ}, h ∈ X∗, β, γ ∈ R.

Pasteḃesime, kad skaičiusβ 6= 0 (jeigu skaǐciusβ būtų lygus nuliui, tai taškas(u, a)
gulėtų plokštumojeΠ ir gautume prieštarą). Be to, jo ženklą galima pasirinkti laisvai,
nes hiperplokštumosΠ lygtį visada galima perrašyti taip:

Π = {(u, b) ∈ X× R : 〈−h, u〉+ (−β)b = (−γ)}, −h ∈ X∗, β, γ ∈ R.

Tarkime,β > 0. Laisvai pasirinkime elementąu ∈ X ir skaǐcių b tokį, kad taškas
(u, b) būtų tarp plokštumosΠ ir viršgrafikio epi f, t.y.

f(u) ≥ b , 〈h, u〉+ βb− γ ≥ 0.

Iš šių nelygybių išplaukia, kad

f(u) ≥ − 1
β
〈h, u〉+

1
β

γ.

Pažyṁejęg = −h/β, α = γ/β, gausime (8.5) nelygybę..
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8.2. NEDIFERENCIJUOJAMŲ FUNKCIONALŲ MINIMUMAS

TeguX yra Banacho erdv̇e, M ⊂ X – netuš̌cia aiḃe, f : M → R – netiesinis
funkcionalas. Nagriṅesime uždavinį: rasti elementąu ∈ M tokį, kad

f(u) = inf
v∈M

f(v). (8.6)

A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, aibė M ⊂ X yra silpnai kompaktiṅe, jeigu iš bet
kokios jos elementų sekos{un}∞n=1 galima išskirti posekį{unk

}, silpnai konverguo-
jantį į kurį nors aiḃesM elementą.

8.2 teorema. (pagrindiṅe var. sk. teorema) TeguX yra Banacho erdv̇e, M ⊂ X –
silpnai kompaktiṅe aiḃe, f : M → R – silpnai pustolydis iš apačios funkcionalas.
Tada egzistuoja(8.6) uždavinio sprendinys.

/ Tegu{un}∞n=1 ⊂ M yraminimizuojanti seka, t.y.

lim
n→∞

f(un) = inf
v∈M

f(v). (8.7)

Kadangi aiḃeM yra silpnai kompaktiṅe, tai egzistuoja toks posekis{unk
} ir toks ele-

mentasu ∈ M , kadunk
⇁ u. Iš (8.3) ir (8.7) gauname

f(u) ≤ lim
k→∞

f(unk
) = lim

k→∞
f(unk

) = inf
v∈M

f(v). (8.8)

Pagal tikslaus apatinio rėžio apibṙežimą

f(u) ≥ inf
v∈M

f(v). (8.9)

Iš (8.8) ir (8.9) išplaukia (8.6). Teorema įrodyta..

7 išvada Tarkime, erdv̇eX yra refleksyvi. Tada teorema išlieka teisinga, jeigu aibėM
yra tik apṙežta ir silpnai uždara.

8.3 teorema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho erdvė, M ⊂ X – silpnai uždara,
neapṙežta aiḃe,f : M → R – silpnai pustolydis iš apačios funkcionalas. Be to, tegu

f(u) → +∞, (8.10)

kai ‖u‖X →∞. Tada egzistuoja (8.6) uždavinio sprendinys.

/ Kadangif(u) → +∞, kai‖u‖X →∞, tai funkcionalasf yra apṙežtas iš apǎcios.
Tegud > inf

v∈M
f(v). Parinkime tokį skaǐcių R > 0, kadf(v) ≥ d, kai ‖v‖X ≥ R.

TokiemsR aibė MR = {v ∈ M : ‖v‖X ≤ R} yra apṙežta ir silpnai uždara. Todėl
egzistuoja toks elementasuR ∈ MR, kad

f(uR) = inf
v∈MR

f(v).
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Akivaizdu, kadf(uR+1) ≤ f(uR). Todėl seka{‖uR‖} yra apṙežta, t.y. egzistuoja toks
skaǐcusR0, kad‖uR‖X ≤ R0. Pagal8.2 teoremos išvadą egzistuoja toks elementas
u ∈ MR0 , kad

f(u) = inf
v∈MR0

f(v) = inf
v∈M

f(v).

Teorema įrodyta..
Kiekvienas tolydus ir iškilas funkcionalas yra silpnai pustolydis iš apačios (žr. 5

išvadą). Toḋel iš8.2 ir 8.3teoremų išplaukia tokios išvados:

8 išvada TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė, M ⊂ X – uždara, apṙežta aiḃe,
f : M → R – iškilas tolydus funkcionalas. Tada egzistuoja(8.6) uždavinio sprendinys.

9 išvada TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė, M ⊂ X – uždara, neaprėžta aiḃe,
f : M → R – iškilas, tolydus funkcionalas. Be to, teguf(u) → +∞, kai ‖u‖X →∞.
Tada egzistuoja(8.6) uždavinio sprendinys.

8.5 lema. Tarkime, funkcionalasf : M → R yra griežtai iškilas. Tada(8.6) uždavinys
negali tuṙeti dviejų skirtingų sprendinių .

/ Tarkime priešingai, egzistuoja du skirtingi (8.6) uždavinio sprendiniaiu1, u2 ∈
M, t.y.

f(u1) = inf
v∈M

f(v), f(u2) = inf
v∈M

f(v)

ir u1 6= u2. Kadangi aiḃeM yra iškila, tai elementas

u =
1
2
u1 +

1
2
u2 ∈ M.

Be to,

f(u) <
1
2
f(u1) +

1
2
f(u2) = inf

v∈M
f(v).

Tačiau ši nelygyḃe prieštarauja tikslaus apatinio rėžio apibṙežimui. Toḋel padaryta
prielaida yra neteisinga ir bet kokie du (8.6) uždavinio sprendiniai sutampa..
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8.3. NETIESINIŲ FUNKCIONALŲ DIFERENCIJAVIMAS

TeguX yra Banacho erdv̇e,f : X → R – netiesinis funkcionalas,u – fiksuotas taškas
erdv̇ejeX.

A p i b r ė ž i m a s. Jeigu su kiekvienuv ∈ X egzistuoja riba

lim
t→0

f(u + tv)− f(u)
t

,

tai šią ribą vadinsime funkcionalof pirmąja variacijataškeu ir žymėsime simboliu
δf(u, v).

Pagal apibṙežimą pirmoji variacija

δf(u, v) =
d

dt
f(u + tv)

∣∣∣
t=0

, (8.11)

jeigu tik ši išvestiṅe egzistuoja. Ši formulė dažnai naudojama praktiškai skaičiuojant
pirmąją funkcionalo variaciją.

Fiksuokime elementąu. Tada (bendru atveju) pirmoji variacijaδf(u, v) yra netiesi-
nis funkcionalasv ∈ X atžvilgiu. Nesunku įrodyti, kadδf(u, v) yra homogeniṅe v
atžvilgiu funkcija, t.y. teisinga formulė

δf(u, λv) = λδf(u, v), ∀λ ∈ R.

Bet ji ne visuomet yra adityvi. Yra žinomi atvejai (žr. 1 pavyzdį), kai

δf(u, v1 + v2) 6= δf(u, v1) + δf(u, v2).

P a s t a b a . Funkcionalo pirmosios variacijos sąvoka susijusi su kryptinės išves-
tinės sąvoka. Funkcionalof kryptine išvestinetaškeu pagal kryptįv ∈ X, ‖v‖X = 1
vadinsime ribą

lim
t→+0

f(u + tv)− f(u)
t

.

Nuo variacijos kryptiṅe išvestiṅe skiriasi tuo, kad elementasv ∈ X yra fiksuotas viene-
tinis vektorius ir pagalt imama riba iš dešiṅes.

Fiksavusu ∈ X, į funkcionalo pirmąją variacijąδf(u, ·) galima žīurėti kaip į
funkcionalą, apibṙežtą erdv̇ejeX. Bendru atveju toks funkcionalas gali būti netiesinis
ir neapṙežtas.

A p i b r ė ž i m a s. Teguδf(u, ·) yra tiesinis funkcionalas. Tada reiškinįδf(u, v)
vadinsime funkcionalof Gato diferencialu. Jeigu funkcionalasδf(u, ·) dar yra toly-
dus, tai jį vadinsimeGato išvestineir žymėsimef ′(u).

Taigi jeigu funkcionalasf taškeu ∈ X turi Gato išvestinęf ′(u), tai ji yra erdv̇es
X∗ elementas ir

δf(u, v) = 〈f ′(u), v〉 , ∀v ∈ X.

Į netiesinio funkcionalof Gato išvesinę galima žiūrėti kaip į atvaizdį (arba operato-
rių ), kuris kiekvienam elementuiu ∈ X priskiria elementąf ′(u) ∈ X∗.
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8.4 teorema. (baigtiniųpokyčių formul ė) Tarkime, taškou aplinkojeU funkciona-
lasf : X → R turi Gato išvestinę. Tada su kiekvienuh ∈ X : u + h ∈ U egzistuoja
toksθ ∈ (0, 1), kad

f(u + h)− f(u) = 〈f ′(u + θh), h〉 . (8.12)

/ Teguϕ(t) = f(u + th) yra kintamojot ∈ R funkcija. Jos išvestiṅe

ϕ′(t) = lim
ε→0

f(u + th + εh)− f(u + th)
ε

= 〈f ′(u + th), h〉 , ∀t ∈ (0, 1).

Pagal baigtinių poky̌cių formulę vieno kintamojo funkcijoms egzistuoja toksθ ∈
(0, 1), kad

ϕ(1)− ϕ(0) = 1 · ϕ′(θ).
Iš čia išplaukia (8.12). .

A p i b r ė ž i m a s. Tegudf(u, ·) : X → R yra tiesinis funkcionalas. Reiškinį
df(u, v) vadinsime funkcionalof Freṧe diferencialutaškeu ∈ X, jeigu

f(u + v)− f(u) = df(u, v) + o(‖v‖X). (8.13)

Jeigu funkcionalasdf(u, ·) dar yra ir tolydus, tai jį vadinsime funkcionalof Freṧe
išvestineir žymėsimef ′(u).

Tegu funkcionalasf : X → R yra diferencijuojamas pagal Frešė taškeu ∈ X, t.y.
f ′(u) ∈ X∗. Tada

df(u, v) = 〈f ′(u), v〉 , ∀v ∈ X.

Be to, jis yra tolydus taškeu. Iš tikrų jų jeigu v → 0, tai iš (8.13) išplaukia, kad
f(u + v) → f(u).

8.5 teorema. Tegu funkcionalasf yra diferencijuojamas taškeu pagal Freṧe. Tada jis
yra diferencijuojamas taškeu pagal Gato ir jų išvestiṅes sutampa.

/ Imkime (8.13) formulėjev = th ir perrašykime ją taip:

f(u + th)− f(u)
t

= 〈f ′(u), h〉+
o(t)
t
‖h‖X.

Reiškinys dešiniojoje šios lygybės puṡeje turi rbą, kait → 0, ir ji lygi 〈f ′(u), h〉 ; čia
f ′(u) – Freṧe išvestiṅe. Toḋel reiškinys kairiojoje lygyḃes puṡeje taip pat turi ribą, kai
t → 0, ir δf(u, h) = 〈f ′(u), h〉 . Iš čia išplaukia, kad egzistuoja funkcionalof Gato
išvestiṅe ir ji sutampa su Frešė išvestine..

P a v y z d ž i a i :

1. Apibrėžkime funkcijąf : R2 → R formule

f(x, y) =
{

1, kai y = x2, x 6= 0,
0 kituose erdv̇esR2 taškuose.
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Ši funkcija yra tr̄uki taške(0, 0). Toḋel ji nėra diferencijuojama pagal Frešė
šiame taške. Kita vertus,f(tx, ty) = 0 pakankamai mažiemst > 0. Todėl

lim
t→0

f(tx, ty)− f(0, 0)
t

= 0.

Taigi funkcijaf taške(0, 0) turi Gato išvestinę ir ji lygi nuliui.

2. Parodysime, kad iš variacijos egzistavimo nebūtinai išplaukia išvestiṅes pagal
Gato egzistavimas. Apibrėžkime funkcijąf : R2 → R formule

f(x, y) =
{

x3+y3

x2+y2 , kai (x, y) 6= (0, 0),
0, kai (x, y) = (0, 0).

Nesunku įsitikinti (patikrinkite!), kad taške(0, 0) pirmoji variacija egzistuoja ir

δf((0, 0), (x, y)) = f(x, y).

Kadangi funkcijaf yra netiesiṅe, tai Gato išvestiṅe taške(0, 0) neegzistuoja.

3. Tegu funkcijaf : R3 → R turi tolydžias išvestines pagal visus tris kintamuosius
iki antrosios eil̇es imtinai. Apibṙežkime integralinį funkcionaląI : C1[a, b] → R
formule

I(u) =

b∫

a

f(x, u, u′) dx.

FunkcionaloI pokytis

I(u + h)− I(u) =

b∫

a

[f(x, u + h, u′ + h′)− f(x, u, u′)] dx =

=

b∫

a

[fu(x, u, u′)h + fu′(x, u, u′)h′] dx + o(‖h‖C1[a,b]) =

=

b∫

a

(
fu − d

dx
fu′

)
h dx + fu′h

∣∣∣
b

a
+ o(‖h‖C1[a,b]).

Todėl funkcionaloI Freṧe diferencialas

dI(u, h) =

b∫

a

(
fu − d

dx
fu′

)
h dx + fu′h

∣∣∣
b

a
.

4. Tegua(·, ·) : H × H → R yra bitiesiṅe, simetriṅe ir apṙežta Hilberto erdv̇eje
H forma,v ∈ H – fiksuotas elementas. Apibrėžkime funkcionaląf : H → R
formule

f(u) =
1
2
a(u, u)− (v, u).
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Funkcionalof pokytis

f(u + h)− f(u) =
1
2
a(u + h, u + h)− (v, u + h)− 1

2
a(u, u) + (v, u) =

=
1
2
a(u, h) +

1
2
a(h, u) +

1
2
a(h, h)− (v, h) = a(u, h)− (v, h) +

1
2
a(h, h).

Kadangi formaa(·, ·) yra apṙežta, tai

|a(u, h)| ≤ M‖u‖H‖h‖H , ∀u, h ∈ H;

čiaM – teigiama konstanta. Kartu yra teisinga nelygybė

|a(h, h)| ≤ M‖h‖2H = o(‖h‖H).

Todėl funkcionalof Freṧe diferencialas

df(u, h) = a(u, h)− (v, h).

Tarkime, taškou aplinkojeU egzistuoja funkcionalof pirmoji variacijaδf(u, v).
Fiksuokime elementąv = v1. Tadaδf(·, v1) : U → R yra funkcionalas (bendru
atveju netiesinis) ir galime apibrėžti jo variaciją. Šią variaciją vadinsime funkcionalo
f antrąja variacijair žymėsimeδ2f(u, v1, v2). Taigi funkcionalof antroji variacija,
jeigu ji egzistuoja, yra riba

δ2f(u, v1, v2) = lim
t→0

δf(u + tv2, v1)− δf(u, v1)
t

.

Kai v1 = v2 = v, antrąją variaciją žyṁesimeδ2f(u, v), t.y.

δ2f(u, v) = δ2f(u, v, v).

Matematiṅes indukcijos metodu apibrėžkime n-ąją variaciją.
A p i b r ė ž i m a s. Teguδn−1f(u, v1, . . . , vn−1) – (n − 1)-oji funkcionalo f

variacija, apibṙežta taškou aplinkojeU. Funkcionalof n-ąja variacijataškeu vadin-
sime ribą (jeigu ji egzistuoja)

lim
t→0

δn−1f(u + tvn, v1, . . . , vn−1)− δn−1f(u, v1, . . . , vn−1)
t

ir žymėsimeδnf(u, v1, . . . , vn). Kai v1 = . . . = vn = v, n-ąją variaciją žyṁesime
δnf(u, v). Taigi funkcionalof n-oji variacija

δnf(u, v) =
dn

dtn
f(u + tv)

∣∣∣
t=0

.

TeguX× . . .×X yra Banacho erdvių Dekarto sandauga, kurioje yran daugiklių .
Atvaizdį B : X× . . .×X → R vadinsimen-tiesiu, jeigu jis yra tiesinis pagal kiekvieną
atskirą argumentą, kai likusieji argumentai yra fiksuoti. Kain = 2, toks atvaizdisB
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vadinamasbitiesiniu. JeiguB(u, v) = B(v, u), ∀u, v ∈ X, tai bitiesinis atvaizdisB
vadinamassimetriniu.

TeguB yra n-tiesis atvaizdis. Sakysime, kad jisapṙežtas, jeigu egzistuoja tokia
teigiama konstantaM , kad

|B(v1, . . . , vn)| ≤ M‖v1‖X · . . . · ‖vn‖X, ∀v1, . . . , vn ∈ X.

AtvaizdžioB norma apibṙežiama taip:

‖B‖ = sup
‖v1‖X=...=‖vn‖X=1

|B(v1, . . . , vn)|.

Todėl
|B(v1, . . . , vn)| ≤ ‖B‖‖v1‖X · . . . · ‖vn‖X, ∀v1, . . . , vn ∈ X.

A p i b r ė ž i m a s. Tegu taškeu egzistuoja funkcionalof n-oji variacija

δnf(u, v1, . . . , vn).

Jeigu atvaizdis
δnf(u, ·, . . . , ·) : X× . . .×X → R

yran-tiesis, tai reiškinįδnf(u, v1, . . . , vn) vadinsime funkcionalof n-oju Gato difer-
encialu. Jeigu atvaizdisδnf(u, ·, . . . , ·) dar yra ir tolydus, tai jį vadinsime funkcionalo
f n-ąja Gato išvestinetaškeu ir žymėsimef (n)(u). Jo reikšmę taške(v1, . . . , vn)
žymėsimef (n)(u)v1 . . . vn. Kai v1 = . . . = vn, šią reikšmę žyṁesimef (n)(u)vn.

Dabar apibṙešimen-ąjį Freṧe diferencialą irn-ąją Freṧe išvestinę.
A p i b r ė ž i m a s. Tegu taškou aplinkojeU egzistuoja(n−1)-oji Freṧe išvesti-

nė f (n−1)(u) ir f (n−1)(u)v1 . . . vn−1 yra tos išvestiṅes reikšṁe taške(v1, . . . , vn−1).
Jeigu egzistuojan-tiesis toks atvaizdis

dnf(u, ·, . . . , ·) : X× . . .×X → R,

kad

f (n−1)(u + vn)v1 . . . vn−1 − f (n−1)(u)v1 . . . vn−1 = dnf(u, v1, . . . , vn)+

+o(‖vn‖X)B(v1 . . . , vn−1), ∀v1, . . . vn−1 ∈ X, u + vn ∈ U,

tai reiškinįdnf(u, v1, . . . , vn) vadinsime funkcionalof n-oju Freṧe diferencialu. Jeigu
atvaizdisdnf(u, ·, . . . , ·) dar yra apṙežtas, tai jį vadinsime funkcionalof n-ąja Freṧe
išvestine ir žyṁesimefn(u). ČiaB : X×. . .×X → R yra koks nors apṙežtas atvaizdis.

Funkcionalofn(u) reikšmę taške(v1, . . . , vn) žymėsimef (n)(u)v1 . . . vn. Kai
v1 = . . . = vn = v, šią reikšmę žyṁesimef (n)(u)vn.

8.6 teorema. (Teiloro formul̇e) Tegu funkcionalasf : X → R1 yra n kartų diferen-
cijuojamas pagal Frešė taškou aplinkoje irn-oji išvestiṅef (n) yra tolydi taškeu. Tada
pakankamai mažiemsh teisinga formul̇e

f(u + h) = f(u) +
n∑

k=1

1
k!

f (k)(u)hk + o(‖h‖n
X). (8.14)
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/ Teguϕ(t) = f(u + th), t ∈ R. Tada

ϕ(k)(0) = f (k)(u)hk, ϕ(k)(t) = f (k)(u + th)hk, ∀n = 1, . . . , n.

Pagal klasikinę Teiloro formulę

ϕ(t) = ϕ(0) +
n∑

k=1

tk

k!
ϕ(k)(0) + Rn;

čia

Rn =
tn

n!
(ϕ(n)(θt)− ϕ(n)(0)), 0 < θ < 1.

Kai t = 1, liekamojo nario modulis

|Rn| = 1
n!
|f (n)(u + θh)hn − f (n)(u)hn| ≤ 1

n!
‖f (n)(u + θh)− f (n)(u)‖‖h‖n

X.

Kadangif (n) yra tolydi taškeu ir 0 < θ < 1, tai Rn = o(‖h‖n
X). Iš čia išplaukia

(8.14). .

8.6 lema. Teguu, h ∈ X yra fiksuoti elemenatai irf : X → R1 – dukart diferenci-
juojamas pagal Gato taškuoseu + th, t ∈ [0, 1], funkcionalas. Tada egzistuoja toks
θ ∈ (0, 1), kad

f(u + h) = f(u) + f ′(u)h +
1
2
f ′′(u + θh)h2. (8.15)

/ Teguϕ(t) = f(u + th). Pagal klasikinę Teiloro formulę egzistuoja toksθ ∈
(0, 1), kad

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +
1
2
ϕ′′(θ).

Kadangiϕ′(0) = f ′(u)h, ϕ′′(θ) = f ′′(u + θh)h2, tai iš čia išplaukia (8.15). .



294 8. VARIACINIAI METODAI

8.4. DIFERENCIJUOJAMŲ FUNKCIONALŲ IŠKILUMO
KRITERIJAI

Į funkcionalof : X → R1 Gato išvestinęf ′ galima žīurėti kaip į operatorių , veikiantį
iš Banacho erdv̇esX į jungtinę erdvęX∗ ir kiekvienam elementuiu ∈ X priskiriantį
Gato išvestinęf ′(u) ∈ X∗. Priminsime, kad funkcionalof ′(u) ∈ X∗ reikšmę taške
v ∈ X žymėsime〈f ′(u), v〉 arbaf ′(u)v.

8.7 teorema. Tegu funkcionalasf : X → R1 yra diferencijuojamas pagal Gato erdvė-
je X. Tada ekvivalent̄us tokie teiginiai:

1. f yra iškilasis funkcionalas.

2. f ′ : X → X∗ yra monotoninis operatorius, t.y.

〈f ′(u)− f ′(v), u− v〉 ≥ 0, ∀u, v ∈ X. (8.16)

3. Su visaisu, v ∈ X yra teisinga nelygyḃe

f(v) ≥ f(u) + 〈f ′(u), v − u〉 , ∀u, v ∈ X. (8.17)

/ Tarkime,f yra iškilasis funkcionalas. Apibrėžkime funkciją

ϕ(t) = f((1− t)u + tv) = f(u + t(v − u)), t ∈ R1.

Į rodysime, kad funkcijaϕ yra iškila. Su visaist1, t2 ∈ R1 ir α ∈ [0, 1] reiškinys

αϕ(t1) + (1− α)ϕ(t2)− ϕ(αt1 + (1− α)t2) =

= αf(u + t1(v − u)) + (1− α)f(u + t2(v − u))−
−f(u + [αt1 + (1− α)t2](v − u)) ≥ 0.

Čia pasinaudojome tuo, kad funkcionalasf yra iškilasis ir

u + [αt1 + (1− α)t2](v − u) = α[u + t1(v − u)] + (1− α)[u + t2(v − u)].

Funkcijosϕ išvestiṅe

ϕ′(t) = 〈f ′(u + t(v − u)), v − u〉 . (8.18)

Iš matematiṅes analiżes kurso žinome, kad iškilos funkcijosϕ išvestiṅe ϕ′ yra ne-
maž̇ejanti funkcija. Toḋel ϕ′(1) ≥ ϕ′(0). Remiantis (8.18), pastarąją nelygybę galima
perrašyti taip:

〈f ′(v), v − u〉 ≥ 〈f ′(u), v − u〉 .
Iš čia išplaukia, kadf ′ yra monotoninis operatorius.

Teguf ′ yra monotoninis operatorius, t.y. teisinga (8.16) nelygyḃe. Įrodysime, kad
ϕ′ – nemaž̇ejanti funkcija. Tegut1 > t2. Iš (8.16) gauname

〈f ′(u + t1(v − u))− f ′(u + t2(v − u)), (t1 − t2)(v − u)〉 ≥ 0.
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Todėl teisinga nelygyḃe

〈f ′(u + t1(v − u)), v − u〉 ≥ 〈f ′(u + t2(v − u)), v − u〉 ,
kurią galima perrašyti

ϕ′(t1) ≥ ϕ′(t2).

Taigi funkcija ϕ′ yra nemaž̇ejanti. Pasinaudoję šia funkcijosϕ savybe ir Lagranžo
pokyčių formule, gausime

f(v)− f(u) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(ξ) ≥ ϕ′(0) = 〈f ′(u), v − u〉 , ξ ∈ (0, 1).

Iš čia išplaukia, kad teisinga (8.17) nelygyḃe.
Tarkime, (8.17) nelygyḃe teisinga. Tada reiškinys

αf(u) + (1− α)f(v)− f(αu + (1− α)v) =

= α[f(u)− f(αu + (1− α)v)] + (1− α)[f(v)− f(αu + (1− α)v)] ≥
≥ α 〈f ′(αu + (1− α)v), (1− α)(u− v)〉+

+(1− α) 〈f ′(αu + (1− α)v), α(v − u)〉 = 0.

Iš čia išplaukia, kadf iškila. Teorema įrodyta..
P a s t a b a . Teorema išlieka teisinga, jeigu joje pirmą, antrą ir trečią teiginius

pakeisime atitinkamai tokiais:

1. f yra griežtai iškilas funkcionalas.

2. f ′ : X → X∗ yra griežtai monotoninis operatorius, t.y.

〈f ′(u)− f ′(v), u− v〉 > 0, ∀u, v ∈ X, u 6= v.

3. Su visaisu, v ∈ X, u 6= v teisinga nelygyḃe

f(v) > f(u) + 〈f ′(u), v − u〉 , ∀u, v ∈ X, u 6= v.

8.7 lema. Teguf : X → R1 yra iškilas ir diferencijuojamas taškeu funkcionalas.
Tada šiame taške jis yra silpnai pustolydis iš apačios.

/ Teguun ⇁ u, kai n →∞. Remdamiesi (8.17) nelygybe, gauname

f(u) ≤ f(un) + 〈f ′(u), u− un〉 .
Reiškinys〈f ′(u), u− un〉 → 0, kai n →∞. Todėl

f(u) ≤ lim
n→∞

f(un).

Pagal apibṙežimą tai reiškia, kad funkcionalasf yra silpnai pustolydis iš apačios..

8.8 teorema. Tarkime, funkcionalasf : X → R1 yra dukart diferencijuojamas pagal
Gato erdv̇ejeX. Tada ekvivalent̄us tokie teiginiai:
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1. f yra iškilas funkcionalas.

2. Su visaisu, h ∈ X teisinga nelygyḃe

f ′′(u)h2 ≥ 0. (8.19)

/ Teguf yra iškilas funkcionalas. Remiantis8.7 teorema,f ′ yra monotoninis op-
eratorius. Toḋel teisinga nelygyḃe

〈f ′(u + h)− f ′(u), h〉 ≥ 0, ∀h ∈ X.

Čiah pakeiskimeεh ir padalinkime išε2. Tada gautą nelygybę galima perrašyti taip:
〈

f ′(u + εh)− f ′(u)
ε

, h

〉
≥ 0, ∀h ∈ X.

Peṙeję prie ribos, kaiε → 0, gausime (8.19) nelygybę.
Tarkime, yra (8.19) nelygyḃe teisinga. Pagal (8.6) lemą egzistuoja toksθ ∈ (0, 1),

kad

f(v) = f(u) + 〈f ′(u), v − u〉+
1
2
f ′′(u + θ(v − u))(v − u)2.

Paskutinis šios formulės narys yra neneigiamas. Atmetę jį , gausime nelygybę

f(v) ≥ f(u) + 〈f ′(u), v − u〉 , ∀u, v ∈ X.

Pagal8.7teoremą (žr. 3-ą jos teiginį) funkcionalasf yra iškilas..
P a s t a b a . Iš teoremos įrodymo išplaukia, kad funkcionalasf yra griežtai iškilas

tada ir tik tada, kai teisinga nelygybė

f ′′(u)h2 > 0, ∀u, h ∈ X, h 6= 0. (8.20)

P a v y z d y s . Tegu bitiesinė formaa(·, ·) : H ×H → R yra simetriṅe ir apṙežta
Hilberto erdv̇ejeH, f ∈ H – fiksuotas elementas. Be to, tegu bitiesinė formaa(·, ·)
yrakoercityvi, t.y. egzistuoja toks teigiamas skaičiusα, kad

a(v, v) ≥ α‖v‖2H , ∀v ∈ H.

Apibrėžkime funkcionalą

f(u) =
1
2
a(u, u)− 〈f, u〉 . (8.21)

Jo pirmoji ir antroji Gato išvestiṅes yra lygios

f ′(u) = a(u, ·)− 〈f, h〉 , f ′′(u) = a(·, ·).

Todėl
f ′′(u)v2 = a(v, v) ≥ α‖v‖2H , u, v ∈ H,

ir funkcionalasf yra griežtai iškilas.
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8.9 teorema. (Oilerio) TeguX yra Banacho erdv̇e,f, g : X → R – funkcionalai (ben-
dru atveju netiesiniai),Ma = {v ∈ X : g(v) = a}, u – funkcionalof minimumo
taškas aiḃejeMa. Be to, tegu taškeu egzistuoja Freṧe išvestiṅesg′(u) 6= 0 ir f ′(u).
Tada egzistuoja toks skaičiusλ, kad

f ′(u) = λg′(u).

Šios teoremos įrodymas iš esmės nieko nesiskiria nuo analogiškos teoremos įro-
dymo integralinių funkcionalų atveju (žr., pavyzdžiui, [1]). Bendru atveju teoremos
įrodymą galima rasti [42], [57] knygose.

P a s t a b a . Oilerio teorema išlieka teisinga, jeigu joje vietoje funkcionalog im-
sime bet kokį baigtinį skaičių funkcionalųgi, i = 1, . . . , N , ir aibę Ma pakeisime
aibev ∈ X : gi(v) = ai, i = 1, . . . , N. Šiuo atveju Oilerio teorema tvirtina, kad
egzistuoja tokie skaičiai λ1, . . . , λN , kad

f ′(u) =
N∑

i=1

λig
′
i(u).
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8.5. DIFERENCIJUOJAMŲ FUNKCIONALŲ MINIMUMAS

Teguf : X → R1 yra netiesinis funkcionalas,X – Banacho erdv̇e.
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, taškasu ∈ X yra funkcionalof lokalaus mini-

mumo (maksimumo) taškas, jeigu egzistuoja tokia šio taško aplinkaU , kad

f(v) ≥ f(u), ( f(v) ≤ f(u) ), ∀v ∈ U. (8.22)

Lokalaus minimumo ir lokalaus maksimumo taškai yra vadinami funkcionalof loka-
liojo ekstremumo taškais. Jeigu (8.22) nelygyḃe yra griežta, kaiv 6= u, tai taškas
u ∈ X yra vadinamas funkcionalof griežtojo lokaliojo ekstremumo tašku.

8.10 teorema. (apie b̄utinas ekstr. egz. sąlygas)Tarkime, taškasu ∈ X yra funkcio-
nalof : X → R lokalaus minimumo (maksimumo) taškas. Tada:

1. Jeigu taškeu egzistuoja funkcionalof pirmoji variacija, tai

δf(u, v) = 0, ∀v ∈ X. (8.23)

2. Jeigu taškeu egzistuoja funkcionalof antroji variacija, tai

δ2f(u, v) ≥ 0, ( δ2f(u, v) ≤ 0 ), ∀v ∈ X. (8.24)

/ Fiksuokime kokį nors elementąv ∈ X ir apibṙežkime realaus kintamojo funkciją
ϕ(t) = f(u + tv). Taškast = 0 yra funkcijosϕ lokalaus minimumo (maksimumo)
taškas. Toḋel

ϕ′(0) = δf(u, v) = 0,

jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos sąlyga, ir

ϕ′′(0) = δ2f(u, v) ≥ 0 (≤ 0),

jeigu patenkinta antroji teoremos sąlyga..
Į (8.23) sąlygą galima žīurėti kaip į lygtį elementou ∈ X atžvilgiu. Ši lygtis

vadinama apibendrintąja Oilerio lygtimi. Tegu funkcijau tenkina (8.23) lygtį ir yra
teisinga (8.24) nelygyḃe. Tada sakoma, kad taškeu patenkintaLežandro sąlyga. Šios
abi sąlygos yra b̄utinos, tǎciau nepakankamos lokalaus ekstremumo egzistavimo sąly-
gos. Pavyzdžiai yra gerai žinomi iš matematinės analiżes kurso (žr. [14], [17]).

8.11 teorema. (apie pak. ekstr. egz. sąlygas)Tegun ≥ 2 yra lyginis skaǐcius,u ∈ X
ir taškou aplinkojeU egzistuoja funkcionalof : X → R1 variacijosδkf(·, ·) iki n-
osios eil̇es imtinai. Taškasu yra funkcionalof lokaliojo minimumo (maksimumo)
taškas, jeigu patenkintos tokios trys sąlygos:

1. δkf(u, v) = 0, ∀v ∈ X, i = 1, . . . , n− 1.

2. δnf(u, v) ≥ c‖v‖n
X (δnf(u, v) ≤ −c‖v‖n

X), ∀v ∈ X, c > 0.
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3. Su kiekvienuε > 0 egzistuoja toksρ = ρ(ε), kad

|δnf(u + h, v)− δnf(u, v)| ≤ ε‖v‖n
X, ∀v, h ∈ X, ‖h‖X < ρ.

/ Išnagriṅesime lokalaus minimumo atvejį . Teguv ∈ X toks, kadu + tv ∈ U
ir ϕ(t) = f(u + tv). Tadaϕ(k)(t) = δkf(u + tv, v), kai k = 1, . . . , n, t ∈ [0, 1].
Remiantis klasikine Teiloro formule (imamet = 1),

f(u + v)− f(u) = ϕ(1)− ϕ(0) =
1
n!

ϕ(n)(θ), 0 < θ < 1.

Iš čia gauname, kad

n!(f(u + v)− f(u)) = δnf(u + θv, v) ≥

≥ δnf(u, v)− ε‖v‖n
X ≥ (c− ε)‖v‖n

X,

kai ‖v‖X ≤ ρ(ε) ir u + v ∈ U. Imkime čiaε = c/2. Tada tokiemsv teisinga nelygyḃe
f(u+v) ≥ f(u). Taigi u yra lokalaus minimumo taškas. Lokalaus maksimumo atvejis
nagriṅejamas analogiškai..

P a s t a b a . Jeigu taškeu egzistuoja funkcionalof Gato arba Freṧe išvestiṅes,
tai teorema išlieka teisinga, pakeitus joje funkcionalof variaciją atitinkama išvestine.
Taikymo uždaviniuose variacijos egzistavimas įrodomas lengviau negu Gato ar Frešė
išvestiṅes egzistavimas.

8.12 teorema.Teguf : X → R1 yra iškilasis ir diferencijuojamas pagal Gato taške
u funkcionalas,g : X → R1 – tiesinis tolydus funkcionalas, t.y.g ∈ X∗ ir Φ(v) =
f(v)− 〈g, v〉 . Tada ekvivalent̄us tokie teiginiai:

1. Taškasu yra funkcionaloΦ globalaus minimumo taškas, t.y.

Φ(u) = inf
v∈X

Φ(v). (8.25)

2. Funkcionalof Gato išvestiṅe taškeu lygi g, t.y.

f ′(u) = g. (8.26)

/ Aišku, kadΦ′(u) = f ′(u) − g. Teguu yra funkcionaloΦ globalaus minimumo
taškas. Tada pagal8.10teoremąf ′(u)− g = 0, t.y. u tenkina (8.26) lygtį . Į rodysime
atvirkštinį teiginį. Teguu yra (8.26) lygties sprendinys. Tada remdamiesi8.7teoremos
trečiuoju teiginiu, gauname

Φ(v)− Φ(u) = f(v)− 〈g, v〉 − (f(u)− 〈g, u〉) = f(v)− f(u)− 〈g, v − u〉 ≥

≥ 〈f ′(u), v − u〉 − 〈g, v − u〉 = 〈f ′(u)− g, v − u〉 = 0, ∀v ∈ X.

Todėl u yra funkcionaloΦ globalaus minimumo taškas..
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8.6. SUBGRADIENTAS IR SUBDIFERENCIALAS

Šiame skyrelyje apibendrinsime Gato išvestinės ir diferencialo sąvokas, įvesdami sub-
gradiento ir subdiferencialo sąvokas. Jos yra naudojamos nediferencijuojamų funkci-
onalų atveju.

A p i b r ė ž i m a s. Teguf : X → R yra netiesinis funkcionalas,X – realioji
Banacho erdv̇e, X∗ – jungtiṅe erdv̇e. Elementąu∗ ∈ X∗ vadinsime funkcionalof
subgradientutaškeu ∈ X, jeigu

f(v) ≥ f(u) + 〈u∗, v − u〉 , ∀v ∈ X, (8.27)

ir f(u) 6= ±∞. Funkcionalof visų subgradientųu∗ aibė taškeu yra vadinamasubd-
iferencialuir žymima∂f(u). Jeigu taškeu subgradientų aiḃe yra tuš̌cia, tai rašysime
∂f(u) = ∅.

P a s t a b a . Elementaiu∗ ∈ ∂f(u) dar kartais vadinami funkcionalof atramiṅe-
mis funkcijomis (arba atraminiais funkcionalais) taškeu.

P a v y z d ž i a i :

1. Teguf : R1 → R1 yra vieno kintamojo funkcija. Tada∂f(x0) yra visų tie-
sių y = k(x − x0) + f(x0), einaňcių per tašką(x0, f(x0)) ir esaňcių žemiau
funkcijosy = f(x) grafiko, kryp̌cių koeficientųk aibė (žr. 7.6 pav.)
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2. Teguf(x) = |x|, x ∈ R1. Tada

∂f(x) =




{−1}, kai x < 0,
[−1, 1], kai x = 0,
{1}, kai x > 0.

3. Teguf : Rn → R1, x0 ∈ Rn. Tada∂f(x0) ⊂ Rn yra hiperplokštumųxn+1 =
k1(x1 − x0

1) + . . . + kn(xn − x0
n) + f(x0), einaňcių per tašką(x0, f(x0)) ir

esaňcių žemiau funkcijosy = f(x) grafiko, visų koeficientųk1, . . . , kn aibė.
Tokios hiperplokštumos vadinamos atraminėmis funkcijaif taške(x0, f(x0)).

Teguf : X → R1 yra nediferencijuojamas funkcionalas. Nagrinėsime uždavinį:
rasti tokį u ∈ X, kad

f(u) = inf
v∈X

f(v). (8.28)
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8.13 teorema.Teguf : X → (−∞,∞] yra iškilasis funkcionalas,f 6≡ +∞. Taškas
u ∈ X yra (8.28) uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai

0 ∈ ∂f(u). (8.29)

/ Į rodymas išplaukia iš nelygybės (8.27), įstǎcius jojeu∗ = 0. .
Į (8.29) sąlygą galima žīurėti kaip į lygtį u ∈ X atžvilgiu. Toḋel ši sąlyga kartais

vadinama apibendrintąja Oilerio lygtimi. Norint rasti (8.28) uždavinio sprendinį, reikia
išspręsti (8.29) lygtį su daugiareikšmiu operatoriumi∂f(u) : X → 2X∗ . Čia2X∗ – aiḃe
visų aiḃesX∗ poaibių .

8.14 teorema.Teguf : X → R1 yra iškilasis funkcionalas ir taškeu ∈ X egzistuoja
Gato išvestiṅef ′(u). Tada∂f(u) = {f ′(u)}, t.y. f ′(u) yra vienintelis subdiferencialo
∂f(u) elementas.

/ Pagal8.7teoremą teisinga nelygybė

f(v)− f(u) ≥ 〈f ′(u), v − u〉 , ∀v ∈ X.

Todėl f ′(u) ∈ ∂f(u).
Į rodysime, kad∂f(u) ⊂ {f ′(u)}. Teguu∗ ∈ ∂f(u). Pagal subdiferencialo apibrė-

žimą
f(v)− f(u) ≥ 〈u∗, v − u〉 , ∀v ∈ X.

Imkime šioje nelygyḃejev = u + th, t > 0, h ∈ X, ir padalykime išt. Tada pastarąją
nelygybę galima perrašyti taip:

f(u + th)− f(u)
t

≥ 〈u∗, h〉 .

Artindami čia t → +0, gausime〈f ′(u), h〉 ≥ 〈u∗, h〉 . Kartu yra teisinga nelygyḃe
〈f ′(u)− u∗, h〉 ≥ 0, ∀ h ∈ X. Iš čia išplaukia, kadf ′(u) − u∗ = 0. Todėl ∂f(u) ⊂
{f ′(u)}. .

8.15 teorema. (Miňcio) TeguX yra realioji Banacho erdv̇e ir funkcionalasf : X →
(−∞,∞] yra iškilas. Tada:

1. Su kiekvienuu ∈ X aibė ∂f(u) yra iškiloji ir silpnai uždara (gali b̄uti, kad
∂f(u) = ∅).

2. Jeiguf(u) < +∞ ir f yra tolydus taškeu funkcionalas, tai∂f(u) 6= ∅ ir ∂f(u)
– silpnai kompaktiška aiḃe.

8.16 teorema. (Moro–Rokafelaro)TeguX yra realioji Banacho erdv̇e, fk : X →
(−∞,∞] – iškilieji funkcionalai,k = 1, . . . , n. Be to, egzistuoja toks taškas̃u ∈ X,
kadfk(ũ) < +∞, ∀k = 1, . . . , n, ir funkcionalaif1, . . . , fn yra tolyd̄us taškẽu. Tada
∀u ∈ X teisinga formul̇e

∂(f1 + . . . + fn)(u) = ∂f1(u) + . . . + ∂fn(u). (8.30)

Šių teoremų įrodymą galima rasti [16], [57] knygose.
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8.7. MINIMIZUOJANČIOS SEKOS

Tegu X yra realioji Banacho erdv̇e, f : X → (−∞,∞] – netiesinis funkcionalas,
M ⊂ X – erdv̇esX poaibis.

A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, seka{un} ⊂ M yra minimizuojanti aibėje M ,
jeigu

lim
n→∞

f(un) = inf
v∈M

f(v). (8.31)

Ištirsime iškilių jų funkcionalų minimizuojaňcių sekų konvergavimo į globalaus
minimumo tašką klausimą. Ne kiekvienas iškilasis funkcionalas turi globalaus mini-
mumo tašką. Pavyzdžiui, funkcijaϕ(t) = et visoje tieṡeje yra iškila, bet globalaus
minimumo taško neturi. Be to, ne kiekviena minimizuojanti seka konverguoja į mini-
mumo tašką, netgi tuo atveju, kai funkcionalas yra iškilas (arba net griežtai iškilas).

P a v y z d y s . TeguH yra realioji Hilberto erdv̇e ir {en} ⊂ H – pilna ortonor-
muota sistema. EdvėjeH funkcionalas

f(u) =
∞∑

k=1

(u, ek)2

k2

yra griežtai iškilas (įrodykite !). Taškasu = 0 yra šio funkcionalo globalaus mini-
mumo taškas, nesf(0) = 0 ir f(u) > 0, kai u 6= 0. Sekaun =

√
nen, n = 1, 2, . . . ,

yra šio funkcionalo minimizuojanti seka, nesf(un) = 1/n → 0, kai n → ∞. Tačiau
‖un‖ =

√
n →∞, kai n →∞.

Iš šio pavyzdžio matome, kad minimizuojančios sekos gali b̄uti neapṙežtos. Toḋel
svarbu žinoti, kokias sąlygas turi tenkinti funkcionalasf, kad minimizuojanti seka b̄utų
apṙežta. Išskirsime vieną iš tokių sąlygų .

8.17 teorema.TeguX yra realioji Banacho erdv̇e, M ⊂ X – erdv̇esX poaibis ir su
kiekvienua ∈ R1 aibė M(a) = {v : v ∈ M,f(v) ≤ a} yra apṙežta. Tada kiekviena
minimizuojanti seka iš aiḃesM yra apṙežta.

/ Tegu{un} ⊂ M yra minimizuojanti seka ir

d = inf
v∈M

f(v) < ∞.

Imkime skaǐcių a > d. Seka{un}minimizuojanti, toḋel f(un) → d ir galima nurodyti
tokį skaǐcių N ∈ N, kadf(un) < a, kai n ≥ N. Todėl tokiemsn elementaiun ∈
M(a) ir seka{un} yra apṙežta..

10 išvada TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė, f : X → R1 ir egzistuoja toks
elementasu ∈ M , kad

d = inf
v∈M

f(v) = f(u).

Be to, tegu su kiekvienua ∈ R1 aibė M(a) apṙežta. Tada iš kiekvienos minimizuo-
jančios sekos{un} ⊂ M galima išskirti silpnai konverguojantį įu posekį.
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P a s t a b a . Atkreipsime dėmesį į tai, kad aiḃe M(a) yra apṙežta su kiekvienu
a ∈ R1, jeiguf(u) → +∞, kai ‖u‖X →∞.

Apibrėšime minimizavimo uždavinio korektiškumo sąvoką pagal A. N. Tichonovą.
A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, funkcionalof minimizavimo uždavinys aiḃejeM

⊂ X suformuluotas korektiškai, jeigu patenkintos tokios trys sąlygos:

1. Egzistuoja toks elementasu ∈ M , kad

f(u) = inf
v∈M

f(v).

2. Jeiguu1, u2 ∈ M ir
f(u1) = f(u2) = inf

v∈M
f(v),

tai u1 = u2.

3. Jeigu seka{un} yra minimizuojanti ir

f(un) → f(u0) = inf
v∈M

f(v),

tai un → u erdv̇ejeX, kai n →∞.
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8.8. DIRICHLĖ PRINCIPAS

TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω, f ∈ L2(Ω) ir

J(v) =
1
2

∫

Ω

v2
x dx−

∫

Ω

fv dx, v ∈ W̊1
2(Ω), (8.32)

integralinis funkcionalas. Nagrinėsime uždavinį: rasti tokią funkcijąu ∈ W̊1
2(Ω), kad

J(u) = inf
v∈W̊1

2(Ω)
F (v). (8.33)

FunkcionaloJ pirmoji variacija

δJ(u, η) =
∫

Ω

n∑

i=1

uxiηxi dx−
∫

Ω

fη dx = 0, ∀ v ∈ W̊1
2(Ω),

tada ir tik tada, kaiu yra apibendrintas Dirichlė uždavinio

−∆u = f(x), x ∈ Ω, (8.34)

u|S = 0, x ∈ S, (8.35)

sprendinys (žr.4.1skyrelį).
Priminsime, kad funkcijau ∈ W̊1

2(Ω) yra apibendrintas Dirichlė uždavinio spren-
dinys, jeigu teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i=1

uxivxi − fv
)

dx = 0, ∀v ∈ W̊1
2(Ω) . (8.36)

Dirichlė principas teigia, kad (8.34), (8.35) uždavinio sprendimas gali b̄uti suvestas
į (8.33) minimizavimo uždavinio sprendimą. Šį principą XIX amžiaus viduryje savo
paskaitose suformulavo P. Dirichlė. Beveik visą šimtmetį jis buvo žymių matematikų –
K. Vejerštraso, D. Hilberto, A. Puankare, R. Kuranto, S. L. Sobolevo – dėmesio centre.
K. Vejerštrasas parodė, kad glodžių funkcijų klaṡeje šie uždaviniai ṅera ekvivalent̄us.
Tik S. L. Sobolevas, įvedęs apibendrintų jų funkcijų erdves, vadinamas jo vardu, įrodė,
kad (8.34), (8.35) ir (8.33) uždaviniai yra ekvivalent̄us erdv̇ejeW̊1

2(Ω) . Remiantis šiuo
principu, konstruojant (8.32) funkcionalui minimizuojaňcias sekas galima apytiksliai
spręsti miṅetą uždavinį. Vienas iš tokių metodų yra Rico metodas.

8.18 teorema. Integralinis funkcionalasJ : W̊1
2(Ω) → R1 yra griežtai iškilas, silpnai

pustolydis iš apǎcios irJ(x) → +∞, kai ‖x‖X →∞.

/ Iš pradžių įrodysime iškilumą. Apibrėžkime funkciją

ϕ(t) = J(tu + (1− t)v) = J(v + t(u− v)) =

=
1
2

∫

Ω

[vx + t(ux − vx)]2 dx−
∫

Ω

f(v + t(u− v)) dx =
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=
1
2
t2

∫

Ω

(ux − vx)2 dx + t

∫

Ω

[vx(ux − vx)− f(u− v)] dx +

+
1
2

∫

Ω

(v2
x − 2fv) dx.

Pagalt ši funkcija yra griežtai iškila. Toḋel teisinga nelygyḃe

ϕ(t) = ϕ(t · 1 + (1− t) · 0) < tϕ(1) + (1− t)ϕ(0), ∀t ∈ (0, 1).

Kadangiϕ(1) = J(u), ϕ(0) = J(v), tai

J(tu + (1− t)v) < tJ(u) + (1− t)J(v), ∀t ∈ (0, 1).

Taigi funkcionalasJ yra griežtai iškilas.
FunkcionaloJ pirmoji variacija

δJ(u, v) =
d

dt
J(u + tv)|t=0 =

=
d

dt

(1
2

∫

Ω

(u + tv)2x dx−
∫

Ω

f(u + tv) dx
)∣∣∣

t=0
=

∫

Ω

(uxvx − fv) dx

yra tiesinis ir tolydus funkcionalas erdvėje W̊1
2(Ω) (žr. 4 skyrių ). Toḋel egzistuoja

funkcionaloJ Gato išvestiṅe ir J′(u) = δJ(u, ·), t.y.

〈
J′(u), v

〉
= δJ(u, v) =

∫

Ω

(uxvx − fv) dx, ∀v ∈ W̊1
2(Ω) . (8.37)

Remiantis8.7, lema funkcionalasJ yra silpnai pustolydis iš apačios.
Priminsime, kad

‖v‖W̊1
2(Ω) = ‖vx‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Ω).

Pagal Fridrichso nelygybę egzistuoja tokios teigiamos konstantosc1, c2, kad

c1‖v‖W̊1
2(Ω) ≤ ‖vx‖L2(Ω) ≤ c2‖v‖W̊1

2(Ω), ∀v ∈ W̊1
2(Ω) .

Todėl
‖vx‖2L2(Ω) ≥ c2

1‖v‖2W̊1
2(Ω)

, ∀v ∈ W̊1
2(Ω) . (8.38)

Be to, ∣∣∣
∫

Ω

fv dx
∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).

Iš šių nelygybių gauname, kad

J(v) =
1
2

∫

Ω

v2
x dx−

∫

Ω

fv dx ≥ c2
1‖v‖2W̊1

2(Ω)
−
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−‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≥ c2
1‖v‖2W̊1

2(Ω)
− ‖f‖L2(Ω)‖v‖W̊1

2(Ω) →∞,

kai ‖v‖W̊1
2(Ω) →∞. .

11 išvada Erdvėje W̊1
2(Ω) (8.34), (8.35) ir (8.33) uždaviniai yra ekvivalent̄us, t.y.,

jeiguu ∈ W̊1
2(Ω) tenkina(8.36) integralinę tapatybę, taiu yra(8.33) uždavinio apiben-

drintasis sprendinys, ir atvirkščiai, jeiguu ∈ W̊1
2(Ω) yra (8.33) uždavinio apibendrin-

tasis sprendinys, taiu tenkina(8.36) integralinę tapatybę.

/ FunkcionaloJ Oilerio lygtis
〈
J′(u), v

〉
= 0 yra ekvivalenti (8.36) integralinei

tapatybei. Toḋel belieka tik pasinaudoti8.12teorema..

12 išvada Egzistuoja vienintelis(8.34), (8.35) ir (8.33) uždavinių sprendinysu ∈
W̊1

2(Ω) .

/ Į rodymas išplaukia iš8.18, 8.3teoremų ir11 išvados..

Vietoje (8.34), (8.35) galima nagriṅeti bendresnį Dirichl̇e uždavinį:

−
n∑

i,j=1

d

dxi
(aijuxj ) + au = f(x), x ∈ Ω; (8.39)

u|S = 0, x ∈ S. (8.40)

Čia aij = aji ir a yra apṙežtos mǎciosios srityjeΩ funkcijos,f ∈ L2(Ω) ir egzistuoja
tokia teigiama konstantaν, kad

n∑

i,j

aij(x)ξiξj ≥ νξ2, ∀ξ ∈ Rn.

Tegu

J(v) =
1
2

∫

Ω

( n∑

i,j

aijvxivxj + av2
)

dx−
∫

Ω

fv dx. (8.41)

Tada (8.39), (8.40) Dirichlė uždavinį atitinka minimizavimo uždavinys: rasti tokią
funkcijąu ∈ W̊1

2(Ω), kad
J(u) = inf

v∈W̊1
2(Ω)

J(v). (8.42)

Priminsime, kad funkcijau ∈ W̊1
2(Ω) yra (8.39), (8.40) uždavinio apibendrintas

sprendinys, kai teisinga integralinė tapatyḃe

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxivxj + auv
)

dx =
∫

Ω

fv dx, ∀ v ∈ W̊1
2(Ω) .

Analogiškai galima įrodyti (8.39), (8.40) ir (8.42) uždavinių ekvivalentumą, sprendinio
egzistavimą ir vienatį erdv̇ejeW̊1

2(Ω) .
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8.9. NOIMANO UŽDAVINYS

TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius,f ∈ L2(Ω) ir

J(u) =
1
2

∫

Ω

u2
x dx−

∫

Ω

fu dx, u ∈ W1
2(Ω),

– integralinis funkcionalas. Jo pirmoji variacija

δJ(u, v) =
∫

Ω

n∑

i=1

uxi
vxi

dx−
∫

Ω

fv dx = 0, ∀ v ∈ W1
2(Ω), (8.43)

tada ir tik tada, kaiu yra apibendrintas Noimano uždavinio

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω, (8.44)
∂u

∂n

∣∣∣
S

= 0, x ∈ S, (8.45)

sprendinys (žr.4 skyrių ). Įstatę (8.43) į tapatybęv ≡ 1, gausime b̄utiną (8.44), (8.45)
Noimano uždavinio apibendrinto sprendinio egzistavimo sąlygą

∫

Ω

f(x) dx = 0. (8.46)

Toliau manysime, kad ši sąlyga yra patenkinta.
Pasteḃesime, kad (8.44), (8.45) uždavinio apibendrintas sprendinys nėra vienin-

telis. Priḋejus prie jo konstantą, vėl gausime apibendrintą sprendinį. Be to,J(u) =
J(u + c). Konstantąc visada galima parinkti taip, kad integralas

∫

Ω

u dx = 0.

Todėl Noimano uždavinį patogu nagrinėti erdv̇esW1
2(Ω) poerdvyje

Ŵ1
2(Ω) =

{
u ∈ W1

2(Ω) :
∫

Ω

u dx = 0
}

.

Noimano uždavinį atitinka minimizavimo uždavinys: reikia rasti tokią funkcijąu ∈
Ŵ1

2(Ω), kad
J(u) = inf

v∈cW1
2(Ω)

J(v). (8.47)

Remiantis3.5skyrelio rezultatais, teisinga nelygybė

∫

Ω

u2dx ≤ C
{∫

Ω

u2
x dx +

(∫

Ω

u dx
)2}

, ∀u ∈ W1
2(Ω) .
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Iš čia gauname ∫

Ω

u2 dx ≤ C

∫

Ω

u2
x dx, ∀u ∈ Ŵ1

2(Ω) .

Kaip ir Dirichlė uždavinio atveju, galima įrodyti, kad erdvėjeŴ1
2(Ω) funkcionalasJ

yra griežtai iškilas, silpnai pustolydis iš apačios ir J(u) → +∞, kai ‖u‖W1
2(Ω) → ∞.

Kartu galime tvirtinti, kad teisingas toks teiginys.

13 išvada Tegu funkcijaf tenkina(8.46) sąlygą. Tada(8.44), (8.45) ir (8.47) už-
daviniai yra ekvivalent̄us erdv̇ejeŴ1

2(Ω), t.y., jeiguu ∈ Ŵ1
2(Ω) yra (8.44), (8.45) už-

davinio apibendrintasis sprendinys, taiu yra(8.47) uždavinio sprendinys, ir atvirkščiai,
jeigu u ∈ Ŵ1

2(Ω) yra (8.47) uždavinio sprendinys, taiu yra (8.44), (8.45) uždavinio
apibendrintasis sprendinys. Be to, toks sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis.
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8.10. KVADRATINIO FUNKCIONALO MINIMUMAS

TeguJ = J(u, v) yra bitiesinis simetrinis funkcionalas, apibrėžtas Hilberto erdv̇ejeH.
Priminsime, kad funkcionalasJ yra simetrinis, jeigu

J(u, v) = J(v, u), ∀u, v ∈ H .

Paprašciausias bitiesinis funkcionalas erdvėje H yra skaliariṅe sandauga, apibrėžta
šioje erdv̇eje. bitiesinis simetrinis funkcionalas vadinamashomogeniniu kvadratiniu
funkcionalu. Jeiguu = v, tai reiškinį J(u, u) žymėsimeJ(u). Tiesiogiai galima
įsitikinti, kad simetriniamas funkcionalams teisinga formulė

J(u + v) = J(u) + 2J(u, v) + J(v).

Tegu J yra homogeninis kvadratinis funkcionalas,` – tiesinis funkcionalas. Tada
funkcionalasJ + ` : H → R vadinamaskvadratiniu funkcionalu.

P a v y z d y s . Teguf ∈ L2(a, b) . Tada

J(u) =

b∫

a

(u2
x + u2) dx− 2

b∫

a

fu dx

yra kvadratinis funkcionalas erdvėjeW1
2(a, b) .

TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRnsritis, f ∈ L2(Ω), aij = aji, a ∈ L∞(Ω), ∀i, j =
1, . . . , n, ir egzistuoja toks skaičiusν > 0, kad

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ νξ2, ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, x ∈ Ω.

Be to, b.v.x ∈ Ω a(x) ≥ 0, Tada bitiesinis funkcionalas

[u, v] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxivxj + auv
)

dx, ∀u, v ∈ W̊1
2(Ω),

tenkina skaliariṅes sandaugos apibrėžimo sąlygas. Šią skaliarinę sandaugą atitinka
norma

|||u ||| =
√

[u, u].

AibėW̊1
2(Ω) su taip apibṙežta norma yra Hilberto erdvė. Ją žyṁesime raideH . Taikant

Fridrichso nelygybę, galima įrodyti, kad erdvėje W̊1
2(Ω) norma ||| · ||| yra ekvivalenti

normai‖ · ‖W1
2(Ω). Todėl erdv̇esH ir W̊1

2(Ω) sutampa.
Tegu

`(u) = −2
∫

Ω

fu dx.

Tada formul̇e
J(u) = [u, u] + `(u)

apibṙežia kvadratinį funkcionaląJ : H → R.
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8.19 teorema.FunkcionalasJ : H → R yra silpnai pustolydis iš apačios ir tenkina
sąlygą

J(u) → +∞,

kai ‖u‖H →∞.

/ Iš pradžių įrodysime, kadJ(u) →∞, kai ‖u‖H →∞. Pasinaudoję Helderio bei
Fridrichso nelygyḃemis, įvertinsime funkcionalò(u) modulį

|`(u)| ≤ 2‖f‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) ≤

≤ 2(diamΩ)‖f‖L2(Ω)‖ux‖L2(Ω) ≤ 2ν−1/2(diamΩ) |||u ||| .
Iš šio įveřcio išplaukia, kad funkcionalas̀(u) apṙežtas. Toḋel

J(u) = |||u |||2 + `(u) →∞,

kai |||u ||| → ∞.
FunkcionaloJ pokytis

J(u + η)− J(u) = |||u + η ||| 2 + `(u + η)− |||u ||| 2 − `(u) =

= 2[u, η] + `(η) + |||η ||| 2 = δJ(u, η) + |||η ||| 2.
Todėl jo antroji variacija

δ2J(u, η) = 2 |||η |||2 ≥ 0, ∀η ∈ H,

ir funkcionalasJ yra iškilas. Remiantis8.7 lema, galime tvirtinti, kadJ yra silpnai
pustolydis iš apǎcios funkcionalas..

14 išvada Egzistuoja toks elementasu ∈ H, kad

J(u) = min
v∈H

J(v).

Be to, jis yra vienintelis.

/ Iš tikrų jų
J(u + η)− J(u) = |||η ||| 2 ≥ 0, ∀η ∈ H,

ir lygybė galima tik tuo atveju, kaiη = 0. .
Tarkime, funkcijau ∈ H suteikia funkcionaluiJ minimumą. Tada

δJ(u, η) = 0, ∀η ∈ H .

Šią sąlygą galima perrašyti taip:

∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxiηxj + auη
)

dx =
∫

Ω

fη dx, ∀η ∈ H .
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Pagal apibendrinto sprendinio apibrėžimą (žr.4.1skyrelį)u yra Dirichlė uždavinio

A u = f(x), x ∈ Ω; u|S = 0 (8.48)

apibendrintas sprendinys erdvėjeW̊1
2(Ω) . Čia

A u = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aijuxj

) + au.

Tarkime,u yra (8.48) Dirichlė uždavinio apibendrintas sprendinys. Tada funkcio-
naloJ pokytis

J(u + η)− J(u) = δJ(u, η) + |||η ||| 2 = |||η ||| 2 ≥ 0, ∀η ∈ H,

ir pagal apibṙežimąu yra funkcionaloJ minimumo taškas. Be to, toks taškas yra vien-
intelis. Toḋel galime tvirtinti, kad (8.48) Dirichlė uždavinys turi vienintelį apibendrintą
sprendinį erdv̇ejeW̊1

2(Ω) .
Teguϕ ∈ H. Pažyṁekime

Uϕ = {u ∈ W1
2(Ω) : u− ϕ ∈ H}.

Remiantis bendra teorija (žr.8.2skyrelį), egzistuoja toks elementasu ∈ Uϕ, kad

J(u) = min
v∈Uϕ

J(v).

Kartu galime tvirtinti, kad Dirichl̇e uždavinys

A u = f(x), x ∈ Ω; u
∣∣
S

= ϕ

aibėjeUϕ turi apibendrintą sprendinį, kuris yra vienintelis.
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8.11. ELIPSINIŲ OPERATORIŲ TIKRIṄES REIKŠMĖS IR
TIKRINĖS FUNKCIJOS

Tarkime, operatoriausA koeficientai tenkina8.10 skyrelyje nurodytas sąlygas. Na-
grinėsime Šturmo–Liuvilio uždavinį: reikia rasti tas parametroλ reikšmes, kurioms
egzistuoja netrivialus Dirichlė uždavinio

A u = λu, x ∈ Ω; u|S = 0 (8.49)

sprendinys.
Tegu

J(u) = [u, u] =
∫

Ω

( n∑

i,j=1

aijuxiuxj + au2
)

dx, `(u) = ‖u‖2L2(Ω).

Iš 8.19teoremos įrodymo išplaukia, kad funkcionalasJ yra silpnai pustolydis iš apa-
čios irJ(u) → +∞, kai |||u ||| → ∞. Į rodysime, kad funkcionalas̀yra silpnai tolydus.

Teguuk ⇁ u erdv̇ejeW̊1
2(Ω) . Tadauk → u erdv̇ejeL2(Ω) (žr. 3.3skyrelį). Kartu

galime tvirtinti, kad
`(uk) → `(u),

kai n →∞.
Tegu

M1 = {u ∈ W̊1
2(Ω) : `(u) = 1}.

Tada egzistuoja toks elementasu1 ∈ M1, kad

J(u1) = inf
u∈M1

J(u).

Į rodysime, kadu1 nėra funkcionalò stacionarusis taškas. Tarkime priešingai, kad

δ`(u1, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Remiantis funkcionalò apibṙežimu, pastarąją sąlygą galima perrašyti taip:

(u1, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Taigi u1 yra ortogonalus kiekvienam erdvėsW̊1
2(Ω) elementui. Tǎciau aiḃe W̊1

2(Ω)
yra tiršta erdv̇ejeL2(Ω). Toḋel u1 = 0. Gauta prieštara įrodo, kad padaryta prielaida
yra neteisinga iru1 nėra funkcionalò stacionarusis taškas.

FunkcionalaiJ ir ` tenkina Oilerio teoremos sąlygas (žr.8.4skyrelį). Toḋel egzis-
tuoja toks skaǐciusλ1, kadu1 yra stacionarusis funkcionaloJ− λ1` taškas, t.y.

δJ(u1, η)− λ1δ`(u1, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Šią sąlygą galima perrašyti taip:

[u1, η]− λ1(u1, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) . (8.50)
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Kartu galime tvirtinti, kadλ1 yra (8.49) Šturmo–Liuvilio uždavinio tikriṅe reikšṁe, o
u1 – ją atitinkanti tikriṅe funkcija.

Imkime (8.50) tapatyḃejeη = u1. Kadangi(u1, u1) = 1, tai

J(u1) = |||u1 ||| 2 = λ1,

t.y. mažiausia funkcionaloJ reikšṁe aiḃejeM1 lygi λ1.
Tegu

M2 = {u ∈ W̊1
2(Ω) : `(u) = 1, `1(u) = 0}, `1(u) = (u, u1).

Funkcionalas̀ 1 yra silpnai tolydus erdv̇eje W̊1
2(Ω) (patikrinkite). Toḋel egzistuoja

toks elementasu2 ∈ M2, kad

J(u2) = inf
u∈M2

J(u).

Be to, u2 nėra funkcionalų` ir `1 stacionarusis taškas. Pagal Oilerio teoremą (žr.
8.4 skyrelį) egzistuoja tokie skaičiai λ2 ir µ2, kad u2 yra stacionarusis funkcionalo
J− λ2`− µ2`1 taškas, t.y.

δJ(u2, η)− λ1δ`(u2, η)− µ2δ`1(u2, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Šią sąlygą galima perrašyti taip:

[u2, η]− λ2(u2, η)− µ2(u1, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) . (8.51)

Imkime čiaη = u1. Pagal aiḃesM2 apibṙežimą(u2, u1) = 0. Be to,

[u2, u1] = λ1(u2, u1) = 0.

Todėl µ2 = 0 ir (8.51) sąlygą galima perrašyti taip:

[u2, η]− λ2(u2, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Taigi λ2 yra (8.49) Šturmo–Liuvilio uždavinio tikriṅe reikšṁe, o u2 – ją atitinkanti
tikrinė funkcija.

Imkime šioje tapatyḃejeη = u2. Tada

J(u2) = |||u |||2 = λ2;

t.y. mažiausia funkcionaloJ reikšṁe aiḃejeM2 lygi λ2.
Taip samprotaudami toliau, gausime, kad egzistuoja toks elementas

uk ∈ Mk = {u ∈ W̊1
2(Ω) : `(u) = 1, `i(u) = 0, ∀i = 1, . . . , k − 1},

`k−1(u) = (u, uk−1),

ir skaǐciusλk, kad
J(uk) = inf

u∈Mk

J(u),

[uk, η]− λk(uk, η) = 0, ∀η ∈ W̊1
2(Ω) .

Kartu galime tvirtinti, kadλk yra (8.49) Šturmo–Liuvilio uždavinio tikriṅe reikšṁe, o
uk – ją atitinkanti tikriṅe funkcija. Be to,J(uk) = λk, t.y. mažiausia funkcionaloJ
reikšṁe aiḃejeMk lygi λk.
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8.20 teorema.Tegu{λk} yra (8.49) Šturmo–Liuvilio uždavinio tikriṅes reikšṁes ir
{uk} yra jas atitinkaňcios tikrinės funkcijos. Tada:

1. Tikrinės reikšṁes{λk} yra arṫejaňcių į +∞ realių skaǐcių seka.

2. Tikrinės funkcijos{uk} yra pilna erdv̇eseW̊1
2(Ω) ir L2(Ω) funkcijų sistema.

/ Iš pradžių pasteḃesime, kad

J(uk) = |||uk ||| 2 = λk ≥ 0.

Į rodysime, kadλk → ∞, kai k → ∞. Tarkime priešingai, kad egzistuoja tokia kon-
stantaC, kad

λk ≤ C, ∀k = 1, 2, . . .

Tada seka{uk} yra apṙežta erdv̇ejeW̊1
2(Ω) . Todėl iš jos galima išskirti posekį

unk
⇁ u ∈ W̊1

2(Ω).

Be to,(unk
, u) = 0, ∀k = 1, 2, . . . Tačiau(unk

, u) → (u, u) = 1, kai k → ∞. Gauta
prieštara įrodo, kadλk →∞, kai k →∞.

Aibė
H∞ = {u ∈ W̊1

2(Ω) : (u, uk) = 0, ∀k = 1, 2, . . .}
yra erdv̇esW̊1

2(Ω) poerdvis. Reikia įrodyti, kadH∞ = {0}. Tarkime priešingai. Tada
egzistuoja toks skaičiusλ∞, kad

inf
u∈M∞

J(u) = λ∞, M∞ = {u ∈ H∞ : `(u) = 1}.

Pagal aiḃesM∞ apibṙežimąλ∞ ≥ λk, ∀k = 1, 2, . . . Tačiauλk → ∞, kai k → ∞.
Gauta prieštara įrodo, kadH∞ = {0}. Taigi tikrinės funkcijos{uk} yra tiršta aiḃe
erdv̇ejeW̊1

2(Ω) .
ErdvėW̊1

2(Ω) yra tiršta aiḃe erdv̇ejeL2(Ω) . Todėl {uk} yra pilna funkcijų sistema
ir erdvėjeL2(Ω). .

P a s t a b a . Šioje konstrukcijoje tikrinės funkcijosu1, . . . , uk randamos nu-
osekliai. Tǎciau tikrinę funkcijąuk galima rasti iš anksto nežinant tikrinių funkcijų
u1, . . . ,uk−1. Šiuo atveju reikia pasinaudoti Kuranto teorema (žr. [25]). Pastarojoje
tvirtinama, kad

sup λ(ϕ1, . . . , ϕk−1) = λk;

čia supremumas imamas pagal visus galimų funkcijųϕ1, . . . , ϕk−1 ∈ W̊1
2(Ω) rink-

inius,
λ(ϕ1, . . . , ϕk−1) = inf

u∈Mk

J(u),

Mk = {u ∈ W̊1
2(Ω) : ‖u‖2L2(Ω) = 1, (u, ϕi) = 0, ∀i = 1, . . . , k − 1}.

Tokio minimaksimalaus uždavinio sprendinys ir yra tikrinė funkcijauk.



9 S K Y R I U S

Topologiniai metodai

9.1. BANACHO TEOREMA APIE NEJUDAMĄJĮ TAŠKĄ

TeguX yra pilna metriṅe erdv̇e, d(·, ·) – atstumas erdv̇eje ir atvaizdisT veikia iš X
į X. Daugelis algebrinių , diferencialinių ir integralinių lygčių gali b̄uti suvestos į
operatorinę lygtį

u = Tu. (9.1)

A p i b r ė ž i m a s. AtvaizdįT : X → X vadinsimesutraukiaňciuoju, jeigu eg-
zistuoja toks teigiamas skaičiusλ ∈ (0, 1), kad

d(Tu, Tv) ≤ λd(u, v), ∀u, v ∈ X. (9.2)

9.1 teorema. (Banacho apie nejudamąji˛ tašką) Tegu X yra pilna metriṅe erdv̇e ir
T : X → X – sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vienintelis(9.1) lygties sprendinys.

2. Seka{un}, apibṙežiama formul̇emis

un+1 = Tun, n = 0, 1, 2. . . . , u0 ∈ X, (9.3)

arṫeja į lygties(9.1) sprendinįu ir yra teisingas įvertis

d(un, u) ≤ λn

1− λ
d(u0, u1). (9.4)

/ Iš įveřcių

d(un, un+1) = d(Tun−1, Tun) ≤ λd(un−1, un) ≤
≤ λ2d(un−2, un−1) ≤ . . . ≤ λnd(u0, u1),

d(un, un+m) ≤
m−1∑
r=0

d(un+r, un+r+1) ≤

≤
m−1∑
r=0

λn+rd(u0, u1) ≤ λn(1− λ)−1d(u0, u1) (9.5)

išplaukia, kad seka{un} yra fundamentali. Kadangi erdvė X yra pilna, tai seka{un}
konverguoja. Teguu yra šios sekos riba. Iš (9.2) išplaukia, kadT yra tolydusis at-
vaizdis. Toḋel

u = lim
n→∞

un+1 = lim
n→∞

Tun = T
(

lim
n→∞

un

)
= Tu.
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Taigi u yra (9.1) lygties sprendinys. Įrodysime sprendinio vienatį . Teguu ir v yra (9.1)
lygties sprendiniai. Tada atstumas tarp jų

d(u, v) = d(Tu, Tv) ≤ λd(u, v).

Kadangiλ ∈ (0, 1), tai d(u, v) = 0 ir u = v.
Fiksuokime (9.5) nelygyḃeje kokį norsn ir m artinkime į∞. Tada gausime, kad

seka{un} arṫeja į u ir teisinga (9.4) nelygyḃe. .

TeguX yra Banacho erdv̇e. Kiekvienas uždaras erdvėsX poaibis yra pilna metriṅe
erdv̇e. Toḋel Banacho teoremą apie nejudamą tašką galima performuluoti taip:

9.2 teorema. TeguX yra Banacho erdv̇e,‖·‖ – norma erdv̇ejeX, M – netuš̌cia uždara
aibė erdv̇ejeX ir T : M → M – sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vienintelis(9.1) lygties sprendinysu ∈ M.

2. Seka{un}, apibṙežiama formul̇emis

un+1 = Tun, n = 0, 1, 2. . . . , u0 ∈ M,

arṫeja į lygties(9.1) sprendinįu ∈ M ir teisingas įvertis

‖un − u‖ ≤ λn

1− λ
‖u0 − u1‖.

TeguX yra pilna metriṅe erdv̇e ir T : X → X. AtvaizdžioT n-ąjį laipsnį apibṙe-
kime formule

Tnu = T (Tn−1u).

9.1 lema. Jeigu su kokiu norsn ∈ N atvaizdisTn yra sutraukiantysis, tai(9.1) lygtis
erdv̇ejeX turi vienintelį sprendinį.

/ TeguS = Tn yra sutraukiantysis atvaizdis. Remiantis9.1 teorema, egzistuoja
vienintelis lygtiesSu = u sprendinys. Toḋel

Sku = u, ∀k ∈ N.

Kartu galime tvirtinti, kad

Tu = T (Sku) = Sk(Tu), ∀k ∈ N. (9.6)

Įrodysime, kad
Sk(v) → u, ∀v ∈ X, (9.7)

kai k →∞. Laisvai pasirenkame elementąv ∈ X. Tada

d(Skv, u) = d(Skv, Sku) ≤
≤ λ d(Sk−1v, Sk−1(u)) ≤
≤ λ2 d(Sk−2v, Sk−2u) ≤

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

≤ λk d(v, u) → 0,
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kai k →∞. Todėl Tu = Sk(Tu) → u, kai k →∞, ir T (u) = u. .
Pateiksime keletą Banacho teoremos taikymo pavyzdžių . Teguf : R2 → R tolydi

funkcija. Tada Koši uždavinio

y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0 (9.8)

sprendimas tolygiai diferencijuojamų funkcijų klasėje yra ekvivalentus integralinės
lygties

y(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s)) ds (9.9)

sprendimui tolydžių funkcijų klaṡeje.
Apibrėžkime integralinį operatoriųT formule

Ty(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s)) ds.

Tada (9.9) lygtį galima perrašyti
y = Ty. (9.10)

Tegu
Q = {(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}.

Be to, tegu stǎciakampyjeQ funkcija f yra apṙežta ir kintamojoy atžvilgiu tenkina
Lipšico sąlygą, t.y.

|f(x, y)| ≤ K, ∀(x, y) ∈ Q,

ir
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ Q;

čiaa, b, K, L – teigiamos konstantos.

9.3 teorema. (Pikaro–Lindeliofo) TeguX = C[x0 − c, x0 + c] ir

M = {y ∈ X : ‖y − y0‖X ≤ b};
čia skaǐciusc tenkina nelygybes:

0 < c < a, cK < b, cL < 1.

Tada:

1. Aibėje M egzistuoja vienintelis(9.9) lygties sprendinysy = y(x). Be to, šis
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamas segmente[x0 − c, x0 + c] ir tenkina
(9.8) lygtį bei pradinę sąlygą.

2. Nuoseklieji artiniai

yn+1(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, yn(s)) ds, y0(x) = y0, n = 1, 2, . . . ,

segmente[x0 − c, x0 + c] tolygiai konverguoja į sprendinįy.
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/ Pakanka patikrinti, kad operatoriusT tenkina9.2 teoremos sąlygas. Pagal prie-
laidą‖y(x)− y0‖X ≤ b. Todėl

‖Ty − y0‖X ≤ max
|x−x0|<c

∣∣∣
x∫

x0

f(s, y(s)) ds
∣∣∣ ≤ cK ≤ b.

Taigi T : M → M.
Teguy1, y2 ∈ M. Tada

‖Ty1 − Ty2‖X ≤ max
|x−x0|<c

∣∣∣
x∫

x0

L|y1(s)− y2(s)| ds
∣∣∣ ≤

≤ λ‖y1 − y2‖X, λ = cL < 1.

Taigi operatoriusT yra sutraukiantysis..
TeguQ = {(x, y) ∈ R2 : a < x < b, a < y < b}, K ∈ L2(Q), f ∈ L2(a, b) ir

µ ∈ R. Tada yra teisinga tokia teorema.

9.4 teorema. Integraliṅe lygtis

u(x) = f(x) + µ

b∫

a

K(x, y)u(y) dy (9.11)

turi vienintelį sprendinį erdv̇ejeL2(a, b), kai |µ| yra pakankamai mažas.

/ Apibrėžkime operatoriųT formule

Tv(x) = f(x) + µ

b∫

a

K(x, y)v(y) dy.

Į rodysime, kad operatoriusT : L2(a, b) → L2(a, b) tenkina9.1 teoremos sąlygas.
Tegu

ψ(x) =

b∫

a

K(x, y)v(y) dy, v ∈ L2(a, b) .

Pagal Helderio nelygybę

|ψ(x)|2 =
( b∫

a

K(x, y)v(y) dy
)2

≤
( b∫

a

|K(x, y)|2dy
)( b∫

a

|v(y)|2dy
)
.

Integruodami šią nelygybę pagalx nuoa iki b, gausime

b∫

a

|ψ(x)|2 dx ≤
( b∫

a

|v(y)|2 dy
) b∫

a

( b∫

a

|K(x, y)|2dy
)

dx < ∞.
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Todėl ψ ∈ L2(a, b) ir galime tvirtinti, kadT : L2(a, b) → L2(a, b) . Parodysime, kad
pakankamai mažiems|µ|. operatoriusT yra sutraukiantysis. Teguv, w ∈ L2(a, b) .
Tada

‖Tv − Tw‖X =
∥∥∥µ

b∫

a

K(x, y)[v(y)− w(y)] dy
∥∥∥

L2(a,b)
≤

≤ |µ|‖K‖L2(Q)‖v − w‖L2(a,b) = λ‖v − w‖L2(a,b);

čia λ = µ|‖K‖L2(Q). Akivaizdu, kadλ < 1, kai |µ| < 1/‖K(x, y)‖L2(Q). Todėl
tokiemsµ operatoriusT yra sutraukiantysis. Pagal9.1 teoremą egzistuoja vienintelis
(9.11) integraliṅes lygties sprendinysu ∈ L2(Q) . .
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9.2. ATVAIZDŽIO LAIPSNIS IR BRAUERIO TEOREMA

Tegu Br = {x ∈ Rn : |x| < r}. Šiame skyrelyje panagrinėsime Brauerio teo-
remą, tvirtinaňcią, kadtolydusis atvaizdisBr → Br turi bent vieną nejudamą tašką.
Brauerio teorema bei jos išvadomis remiasi daugelis šio skyriaus teiginių . Yra žinoma
keletas Brauerio teoremos įrodymų. Tačiau visi jie yra gana suḋetingi. Be to, Brauerio
teoremoje kalbama tik apie baigtinio matavimo erdves. Šiame skyrelyje pasirinksime
netiesioginį Brauerio teoremos įrodymo būdą. Iš pradžių apibrėšime atvaizdžio laip-
snio sąvoką. Po to, remdamiesi šios sąvokos savybėmis, įrodysime Brauerio teoremą.
Atkreipsime ḋemesį į tai, kad atvaizdžio laipsnio sąvoka gali būti apibendrinta atvaiz-
džiams Banacho erdvėse (t.y. begaliniamatėse erdv̇ese) ir pritaikyta netiesinių opera-
torinių lygčių tyrimams. Noṙedami pailiustruoti atvaizdžio laipsnį, iš pradžių pateik-
sime pavyzdį.

P a v y z d y s . TeguBr = {x ∈ R2 : |x| < r} ir f : Br → R2 – toly-
dusis atvaizdis. Kai taškasx apeina skritulioBr kraštą (apskritimą) teigiama kryp-
timi, atvaizdžiof reikšṁesf(x) plokštumojeR2 nubṙežia orientuotą kreivęl. Tegu
0 6∈ l. Tada taškasf(x) koordinǎcių pradžios tašką apeis teigiama kryptimic+ kartų
ir neigiama kryptimic− kartų . Atvaizdžiof laipsniu skritulioBr ir taško0 atžvilgiu
vadinsime skaǐcių

c = d[f ;Br, 0] = c+ − c−.

Atvejai c+ = 1, c− = 0; c+ = 2, c− = 0; c+ = c− = 0 ir c+ = 0, c− = 1 pavaizduoti
9.1 pav.
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Iš šio intuityvaus apibṙežimo galima tvirtinti, kad teisingi tokie du svarbūs teiginiai:

1. Kronekerio egzistavimo principas:
jeigu c 6= 0, tai egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kadf(x0) = 0.

2. Invariantiškumas homotopijos atžvilgiu:
atvaizdį f tolydžiai keǐciant taip, kad kreiv̇es l nekirstų koordinǎcių pradžios
taško0, atvaizdžiof laipsnis nesikěcia.

Atvaizdžio laipsnį galima apibrėžti įvairiai – taikant algebriṅes topologijos arba
analiżes metodus (žr., pavyzdžiui, [55], [40]). Tačiau taikymams yra svarbus ne api-
brėžimas, o tik jo pagrindiṅes savyḃes. Toḋel jasčia ir suformuluosime.
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9.5 teorema. Teguf : Br ⊂ Rn → Rn yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis sąlygą

f(x) 6= 0, ∀x ∈ Sr, Sr = ∂Br.

Tada atvaizdžiuif galima priskirti jo skaitinę charakteristikąd[f ;Br, 0], vadinamą
atvaizdžiof laipsniu rutulioBr ir taško0 atžvilgiu, turiňcią tokias savybes:

1. d[E;Br, 0] = 1; čiaE – tapatus atvaizdis.

2. Jeigud[f ; Br, 0] 6= 0, tai egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kad

f(x0) = 0.

3. Tegu h : Br × [0, 1] → Rn yra toks tolydusis atvaizdis, kadh(x, t) 6= 0,
∀t ∈ [0, 1] ir ∀x ∈ Sr. Tada

d[h(·, 0); Br, 0] = d[h(·, 1); Br, 0].

4. Jeigu atvaizdisf nelyginis (t.y. f(−x) = −f(x), ∀x ∈ Br), tai skaǐcius
d[f ;Br), 0] yra nelyginis (ir toḋel nelygus nuliui).

P a s t a b a . Trěcioji savyḃe vadinama atvaizdžio laipsnio invariantiškumu homo-
topijos atžvilgiu. Du atvaizdžiaif0 ir f1 vadinami homotopiniais, jeigu egzistuoja toks
tolydusis atvaizdish : Br × [0, 1] → Rn, kad

h(x, 0) = f0(x), h(x, 1) = f1(x), ∀x ∈ Sr,

ir h(x, t) 6= 0, ∀t ∈ [0, 1], ∀x ∈ Sr. Atvaizdį h, turintį šias savybes, vadinsime
atvaizdžiųf0 ir f1 homotopija.

Atvaizdžio laipsnio savyḃes gali b̄uti panaudotas lygties

f(x) = 0, x ∈ Br, (9.12)

išsprendžiamumo tyrimui. Jeigu (9.12) lygtis turi sprendinį sferojeSr, tai tolesnio ty-
rimo nebereikia. Tuo atveju, kaif(x) 6= 0, ∀x ∈ Sr, galime apibṙežti atvaizdžiof laip-
snį d[f ; Br, 0]. Jeigud[f ; Br, 0] 6= 0, tai pagal antrąją savybę (9.12) lygtis turi spren-
dinį rutulio Br viduje. Toḋel reikia patikrinti, kada atvaizdžiof laipsnisd[f ; Br, 0]
yra nelygus nuliui. Tai galima padaryti įvairiai. Pavyzdžiui, nustatyti, kad atvaizdžio
f laipsnis yra homotopinis žinomam atvaizdžiui, kurio laipsnis nelygus nuliui, arba
patikrinti, kad atvaizdisf yra homotopinis nelyginiam atvaizdžiui.

9.5 teorema yra vienas iš svarbiausių algebrinės topologijos teiginių . Yra žinomi
keli šios teoremos įrodymai (žr., pavyzdžiui, [55]). Čia pateiksime tik atvaizdžio laip-
snio apibṙežimo schemą, kuri remiasi matematine analize.

Atvaizdžio laipsnio apibṙežimą konstruosime trimis etapais.
I. Teguf = (f1 . . . , fn). Iš pradžių tarkime, kad atvaizdisf tenkina dvi papildomas
sąlygas:

1) rutulyjeBr dalinės išvestiṅes∂fi/∂xj , i, j = 1, . . . , n, yra tolydžios.
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2) lygtis f(x) = 0, x ∈ Br, turi baigtinį skaǐcių sprendiniųξ(1), . . . , ξ(m) ir šiuose
taškuose jakobianas

Jf (x) = det
{∂fi(x)

∂xj

}

nelygus nuliui.

Tada atvaizdžiof laipsnį rutulioBr ir taško0 atžvilgiu apibṙešime formule

d[f ; Br, 0] =
m∑

i=1

sign Jf(ξ(i)) =
m∑

i=1

Jf(ξ(i))
|Jf(ξ(i))| .

II. Tarkime, atvaizdisf yra tik diferncijuojamas (atsisakėme antrosios sąlygos). Pagal
Sardo teoremą (žr. [55]) egzistuoja tokia tolygiai rutulyjeBr konverguojanti į atvaizdį
f seka{fn}∞n=1,, kurios nariaifn tenkina pirmojo etapo sąlygas. Kiekvienam sekos
{fn} nariui apibṙežtas jo laipsnisd[fn; Br, 0]. Taigi seką{fn} atitinka skaitiṅe seka
{d[fn; Br, 0]}. Galima įrodyti, kad ši seka turi ribą ir nepriklauso nuo konfrečios sekos
{fn}∞n=1 pasirinkimo. Toḋel atvaizdžiof laipsnį rutulioBr ir taško0 atžvilgiu galima
apibṙežti taip:

d[f ; Br, o) = lim
n→∞

d[fn; Br, 0].

III. Tarkime, atvaizdisf tenkina tik9.5 teoremos sąlygą (atsisakėme ir diferencijuo-
jamumo sąlygos). Pagal Vejerštraso teoremą1 galima rasti diferencijuojamų atvaiz-
džių seką{fn}∞n=1, kurios elementai tenkina9.5 teoremos sąlygą ir tolygiai rutulyje
Br konverguoja į atvaizdįf. Kiekvienas sekos narysfn tenkina antrojo etapo sąly-
gas. Toḋel apibṙežtas jo laipsnisd[fn; Br, 0]. Kartu seką{fn}∞n=1 atitinka skaitiṅe
seka{d[fn; Br, 0]}∞n=1. Galima įrodyti, kad ši seka turi ribą, nepriklausančią nuo
konkrěcios sekos{fn}∞n=1 pasirinkimo. Toḋel atvaizdžiof laipsnį rutulioBr ir taško
0 atžvilgiu galima apibṙežti taip:

d[f ; Br, 0) = lim
n→∞

d[fn;Br, 0].

Taip sukonstruotas atvaizdžiof laipsnisd[f ; Br, 0] yra sveikasis skaičius. Galima
parodyti, kad jis turi visas9.1teoremoje suformuluotas savybes.

Iš pateiktos atvaizdžio laipsnio konstrukcijos matome, kad naudojantis vien apibrė-
žimu apskaǐciuoti atvaizdžiof laipsniod[f ; Br, 0] beveik neįmanoma. Taikymuose
atvaizdžio laipsnio dažniausiai ieškoma remiantis jo savybėmis. Svarbiausios iš jų yra
trečioji ir ketvirtoji.

9.6 teorema. (Brauerio) TeguBr = {x ∈ Rn : |x| < r} ir f : Br → Br – tolydusis
atvaizdis. Tada egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kadf(x0) = x0.

/ Jeigu egzistuoja taškasx0 ∈ Sr toks, kadf(x0) = x0, tai įrodiṅeti nieko
nebereikia. Toḋel galime tarti, kadx − f(x) 6= 0, ∀x ∈ Sr. Šiuo atveju galime
apibṙežti atvaizdžioE − f laipsnį d[E − f ; Br, 0].

1Teorema apie tolydžių jų funkcijų aproksimavimą polinomais
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Apibrėžkime homotopijąh formuleh(x, t) = x− tf(x), kai x ∈ Br ir t ∈ [0, 1].
AibėjeBr × [0, 1] atvaizdish yra tolydusis. Parodysime, kad

h(x, t) 6= 0, ∀x ∈ Sr, ∀t ∈ [0, 1]. (9.13)

Tarkime priešingai, kad egzistuoja tokiex ∈ ∂Br ir t ∈ [0, 1], kadx − tf(x) = 0.
Tada|f(x)| ≤ r, |x| = r ir

0 = |x− tf(x)| ≥ |x| − t|f(x)| ≥ (1− t)r ≥ 0.

Iš čia gauname, kadt = 1. Bet tai prieštarauja prielaidai, kadx− f(x) 6= 0, ∀x ∈ Sr.
Todėl teisinga (9.13) nelygyḃe. Remiantis pirma ir trěcia atvaizdžio laipsnio savybė-
mis,

1 = d[E;Br, 0] = d[E − f,Br, 0].

Pagal antrą atvaizdžio laipsnio savybę egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kad x0 −
f(x0) = 0. .

9.7 teorema. Teguf : Br → Rn yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybę

(f(x), x) ≤ 0, ∀x ∈ Sr.

Tada egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kadf(x0) = x0.

/ Pagal teoremos sąlygąf(x) 6= x, ∀x ∈ Sr. Todėl galima apibṙežti atvaizdžiof
laipsnį ir pasinaudoti9.6teoremos įrodymu..

P a s t a b a . Šioje teremoje nelygybę(f(x), x) ≤ 0 galima pakeisti priešinga
(f(x), x) ≥ 0. Pakanka pastebėti, kad funkcija−f taip pat yra tolydi, ir pastarąją
nelygybę perrašyti taip:(−f(x), x) ≤ 0.

15 išvada Teguf : Br → Rn yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybę

(f(x), x) ≤ (x, x), ∀x ∈ Sr.

Tada egzistuoja toks taškasx0 ∈ Br, kadf(x0) = 0.

9.8 teorema. (apibendrintoji Brauerio) TeguM ⊂ Rn yra apṙežta, uždara ir iškila
aibė, f : M → M – tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taškasx0 ∈ M , kad
f(x0) = x0.

Šią teoremą įrodysime10skyriuje, išnagriṅeję projekcijos į iškiląją aibę savybes.
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9.3. ŠAUDERIO TEOREMA APIE NEJUDAMĄJĮ TAŠKĄ

Šiame skyrelyje apibendrinsime Brauerio teoremą apie nejudamą tašką begaliniamačių
erdvių atveju. Iš pradžių išnagrinėsime vieną pavyzdį. Tegu

X = `2 =
{
x = (x1, x2, . . . .), ‖x‖ =< ∞}

,

‖x‖ =
( ∞∑

i=1

x2
i

)1/2

, B1 = {x ∈ `2 : ‖x‖ < 1}

ir
f(x) = (

√
1− ‖x‖2, x1, x2, . . .), x ∈ B1.

Atvaizdis f : B1 → B1 ir yra tolydus (patikrinkite). Jeigu taškasx ∈ B1 yra at-
vaizdžiof nejudamas taškas, t.y.f(x) = x, tai norma‖f(x)‖ = 1 ir iš lygybės

x = (
√

1− ‖x‖2, x1, x2, . . .)

išplaukiax1 = 0, x2 = x1, x3 = x2 ir t.t. Todėl x = (0, 0, . . .). Tačiau tai prieštarauja
tam, kad‖x‖ = ‖f(x)‖ = 1.

Iš pateikto pavyzdžio matome, kad begaliniamačių erdvių atveju vien tik tolydumo
nepakanka, kad operatoriusf turėtų nejudamą tašką. Šiuo atveju operatoriausf toly-
dumo sąlygą pakeisime stipresne visiško tolydumo sąlyga. Priminsime visiškai toly-
daus operatoriaus apibrėžimo sąvoką.

A p i b r ė ž i m a s. TeguM yra Banacho erdv̇esX poaibis. Sakysime netiesinis
operatoriusT : M → X yra visiškai tolydus aiḃejeM, jeigu:

1. Jis yra tolydus aiḃejeM.

2. Kiekvieno apṙežto aiḃesM poaibio vaizdas yra sąlyginis kompaktas erdvėjeX.

P a s t a b a . Jeigu operatoriusT yra tiesinis, tai šiame apibrėžime operatoriausT
tolydumo sąlygą galima atmesti. Šiuo atveju tolydumas tiesiog išplaukia iš antrosios
sąlygos.

Tiesinis operatorius yra visiškai tolydus tada ir tik tada, kai jį galima aproksimuoti
tiesiniais apṙežtaisiais baigtiniamǎciais operatoriais (žr. [50]). Priminsime, kad opera-
torius yra baigtiniamatis, jeigu jo reikšmių aibė yra baigtiniamaṫeje erdv̇eje. Apiben-
drinsime šį teiginį netiesinių operatorių atveju.

9.9 teorema. TeguM yra netuš̌cia, apṙežta aiḃe Banacho erdv̇ejeX. OperatoriusT :
M → X yra visiškai tolydus tada ir tik tada, kai:

1) su kiekvienuε > 0 egzistuoja toks visiškai tolydus operatoriusTε : M → X,
kad

sup
v∈M

‖Tv − Tεv‖X < ε; (9.14)

2) aibėsTε(M) tiesinis apvalkasLinTε(M) yra baigtiniamaṫeje erdv̇eje.
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/ Tegu operatoriusT yra visiškai tolydus. Tada aibė T (M) yra sąlyginis kompak-
tas. Pagal Hausdorfo teoremą∀ε > 0 egzistuoja aiḃesT (M) baigtinisε tinklas

Mε = {vi ∈ X : vi ∈ T (M), i = 1, . . . , m}.
Šauderio projektoriumivadinsime operatoriųTε : M → X, apibṙežtą formule

Tεv =

m∑
i=1

µi(v)vi

m∑
i=1

µi(v)
; (9.15)

čia

µi(v) =
{

ε− ‖Tv − vi‖X, kai ‖Tv − vi‖X ≤ ε,
0, kai ‖Tv − vi‖X > ε.

KadangiMε yra baigtinis aiḃesM ε tinklas, tai (9.15) formulės vardiklis nelygus nuliui
∀v ∈ M. Todėl

Tv − Tεv =

m∑
i=1

µi(v)Tv

m∑
i=1

µi(v)
−

m∑
i=1

µi(v)vi

m∑
i=1

µi(v)
=

m∑
i=1

µi(v)(Tv − vi)

m∑
i=1

µi(v)

ir teisingas įvertis

‖Tv − Tεv‖X ≤

m∑
i=1

µi(v)‖Tv − vi‖X
m∑

i=1

µi(v)
≤

m∑
i=1

µi(v)ε

m∑
i=1

µi(v)
= ε.

Iš aiḃesT (M) apṙežtumo išplaukia aiḃesTε(M) apṙežtumas. KadangiTε(M) yra
baigtiniamǎciame poerdvyje, taiTε(M) yra sąlyginis kompaktas. Todėl operatoriaiTε

yra visiškai tolyd̄us.
Tarkime, pirma ir antra teoremos sąlygos patenkintos. Tada operatoriusT , kaip

tolygiai konverguojaňcių tolydžių operatorių riba, yra tolydus:

‖Tu− Tv‖X ≤ ‖Tu− Tε/3u‖X + ‖Tε/3u− Tε/3v‖X+

+‖Tε/3v − Tv‖X ≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

kai ‖u− v‖X < δ(ε). Be to, aiḃeT (M) yra sąlyginis kompaktas, nes ji turi baigtinįε
tinklą. .

16 išvada TeguM ⊂ X yra apṙežta aiḃe,T : M → X – visiškai tolydus operatorius.
Tada egzistuoja tolygių aibėjeM , baigtiniamǎcių ir konverguojaňcių į T operatorių
seka{Tε}, kai ε → 0.

17 išvada Šauderio projektoriausTε reikšmių aiḃe Tε(M) yra aiḃesMε iškilojo ap-
valkoCoMε poaibis.



326 9. TOPOLOGINIAI METODAI

/ Į rodymas išplaukia iš Šauderio projektoriaus apibrėžimo (žr. (9.15) formulę)..

9.10 teorema. (Šauderio)TeguX yra Banacho erdv̇e, M ⊂ X – netuš̌cia, uždara,
iškila, apṙežta aiḃe ir T : M → M – visiškai tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent
vienas toks elementasu ∈ M , kadTu = u.

/ TeguXn, n ∈ N, yra aiḃesT (M) ir bent vieno elemento išM tiesinis apvalkas.
Tiesiṅe erdv̇e Xn yra baigtiniamaṫe Banacho erdv̇e su ta pǎcia, kaip ir X, norma.
PažyṁekimeMn = M ∩ Xn. Aišku, kadMn yra netuš̌cia, uždara, iškila ir aprėžta
aibė. Be to,T1/n(Mn) ⊂ Mn. Pagal Brauerio teoremą kiekvienamn ∈ N egzistuoja
toks elementasun ∈ Mn ⊂ M , kadT1/nun = un. Be to, iš (9.14) išplaukia, kad

‖Tun − un‖X = ‖Tun − T1/nun‖X < 1/n.

Todėl
lim

n→∞
‖Tun − un‖X = 0. (9.16)

KadangiTun ∈ T (M) ir aibėT (M) yra kompaktas, tai iš sekos{Tun} galima išskirti
konverguojantį posekį. Tiksliau, egzistuoja toks elementasu ∈ T (M), kad

lim
k→∞

Tunk
= u. (9.17)

Be to,
‖unk

− u‖X ≤ ‖unk
− Tunk

‖X + ‖Tunk
− u‖X → 0,

kai k →∞. Todėl sekaunk
→ u erdv̇ejeX. Kadangi opetatoriusT yra tolydus, tai

lim
k→∞

Tunk
= Tu. (9.18)

Iš (9.17) ir (9.18) išplaukia, kadTu = u. .
P a s t a b a . Šauderio teorema negarantuoja nejudamo taško vienaties. Pavyz-

džiui, jei erdv̇e X yra baigtinio matavimo, tai tapatingas atvaizdis yra visiškai tolydus
ir visi aibėsM taškai yra šio atvaizdžio nejudami taškai.

9.11 teorema.TeguX yra Banacho erdv̇e, M ⊂ X – kompaktiṅe, iškila aiḃe ir T :
M → M – tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent vienas toks elementasu ∈ M ,
kadTu = u.

/ Laisvai pasirinkime skaičių n ∈ N. Kadangi aiḃe M yra kompaktiṅe, tai egzis-
tuoja baigtinis skaǐcius tokių elementųv1, v2, . . . , vm ∈ M, m = m(n), kad rutuliai
B1/n(vi), i = 1, ..., m, uždengia aibęM. TeguMn yra iškilasis aiḃes{v1, v2, . . . , vm}
apvalkas irT1/n – Šauderio projektorius (žr. (9.15) formulę). OperatoriusT1/n :
Mn → Mn ir yra tolydus. Be to,

‖Tv − T1/nv‖X < 1/n, ∀v ∈ M. (9.19)

Pagal apibendrintą Brauerio teoremą šis atvaizdis turi nejudamą taškąun ∈ Mn ⊂ M.
Kadangi aiḃe M yra kompaktiṅe, tai egzistuoja toks posekis{unk

}, kadunk
→ u ∈
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M . Įrodysime, kad elementasu ir yra operatoriausT nejudamas taškas. Iš tikrų jų
remdamiesi (9.19), gauname

‖unk
− Tunk

‖X = ‖T1/nk
unk

− Tunk
‖X ≤ 1/nk → 0,

kai k →∞. Todėl
lim

k→∞
Tunk

= u.

Kadangi operatoriusT yra tolydus, tai

lim
k→∞

Tunk
= T

(
lim

k→∞
unk

)
= Tu.

Iš čia išplaukia, kadTu = u. .
P a v y z d y s . Nagriṅesime Koši uždavinį:

y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0. (9.20)

Jeigu funkcijaf yra tolydi, tai šio uždavinio sprendimas tolygiai diferencijuojamų
funkcijų klaṡeje yra ekvivalentus integralinės lygties

y(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s)) ds (9.21)

sprendimui tolydžių funkcijų klaṡeje. Apibṙežkime operatoriųT formule

Ty(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s)) ds.

Tada pastarąją integralinę lygtį galima perrašyti

y = Ty. (9.22)

Tarkime, funkcijaf yra tolydi stǎciakampyje

Q = {(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}.

Tada šiame stǎciakampyje ji apṙežta, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstantaK, kad

|f(x, y)| ≤ K, ∀(x, y) ∈ Q.

Be to, teguc yra toks teigiamas skaičius, kad

0 < c ≤ a, cK ≤ b.

Segmentas[x0 − c, x0 + c] vadinamas Peano atkarpa.

9.12 teorema. (Peano)Peano atkarpoje egzistuoja(9.20) Koši uždavinio tolydžiai di-
ferencijuojamas sprendinys.
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/ TeguX = C[x0 − c, x0 + c]. Banacho erdv̇ejeX aibė

M = {y ∈ X : ‖y(x)− y0‖X ≤ b}

yra apṙežta, uždara ir iškila. OperatoriusT : M → M (žr. 9.3 teoremos įrodymą). Be
to, jis yra tolydus. Iš tikrų jų teguyn → y erdv̇ejeX, t.y.

yn(x)⇒y(x), x ∈ [x0 − c, x0 + c],

kai n →∞. Tada

‖Tyn − Ty‖X ≤ max
|x−x0|<c

∣∣∣
x∫

x0

(f(s, yn(s))− f(s, y(s)) ds
∣∣∣ ≤

≤ max
|s−x0|<c

c|(f(s, yn(s))− f(s, y(s))| → 0,

kai n → ∞. Čia pasinaudojome tuo, kad funkcijaf stǎciakampyjeQ yra tolygiai
tolydi. Įrodysime, kad aiḃe T (M) yra sąlyginis kompaktas erdvėjeX. Teguy ∈ M.
Tada

‖Ty‖X = max
|x−x0|<c

∣∣∣
x∫

x0

f(s, yn(s)ds
∣∣∣ + |y0| ≤ Kc + |y0|,

|Ty(x)− Ty(x̃)| ≤
∣∣∣

x∫

x̃

f(s, y(s)) ds
∣∣∣ ≤ K|x− x̃|.

Iš šių įveřcių išplaukia, kad aiḃe T (M) yra tolygiai apṙežta ir vienodai tolydi. Pagal
Arcel∆a–Askolio teoremą ji yra sąlyginis kompaktas. Taigi operatoriusT : M → M
yra visiškai tolydus. Remiantis Šauderio teorema, (9.22) lygtis turi sprendinį. Kartu
(9.21) integraliṅe lygtis Peano atkarpoje turi tolydų sprendinį. Akivaizdu, kad šis
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamas (9.20) Koši uždavinio sprendinys..
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Sprendžiant operatorinę lygtį
A u = 0, (9.23)

kartais naudinga ją į traukti į parametrinę operatorinių lygčių šeimą

H(u, t) = 0, 0 ≤ t ≤ 1. (9.24)

Parametrast parenkamas taip, kad (9.24) lygtis turi sprendinį, kait = 0, ir sutampa su
(9.23) lygtimi, kai t = 1. Jeigu (9.24) lygties išsprendžiamumą pavyksta pratęsti nuo
t = 0 iki t = 1, tai kartu įrodomas ir (9.23) lygties išsprendžiamumas.

Iš pradžių nagriṅesime tiesinių operatorių atvejį . TeguX, Y yra Banacho erdv̇es,
Ai : X → Y – tiesiniai operatoriai,i = 1, 2. Nagriṅesime operatorinių lyǧcių šeimą

At u ≡ tA1 u + (1− t) A0 u = f, t ∈ [0, 1], f ∈ Y. (9.25)

9.13 teorema.Tarkime,(9.25) lygties sprendiniams teisingas apriorinis įvertis

‖u‖X ≤ C‖f‖Y , t ∈ [0, 1]; (9.26)

čia C – nuo t ir f nepriklausanti teigiama konstanta. Be to, tegu(9.25) lygtis su
kiekvienuf ∈ Y turi vienintelį sprendinį, kait = 0. Tada su kiekvienuf ∈ Y ši
lygtis turi vienintelį sprendinį ir kait = 1.

/ Teguσ yra aiḃe parametrot reikšmių , kurioms (9.25) lygtis turi vienintelį spen-
dinį ∀f ∈ Y. Pagal teoremos prielaidą0 ∈ σ. Toḋel egzistuoja atvirkštinis operatorius
A−1

0 : Y → X. Be to, jis yra apṙežtas

‖A−1
0 f‖X = ‖u‖X ≤ C‖f‖Y.

Perrašykime (9.25) lygtį

u + tA−1
0 (A1−A0)u = A−1

0 f. (9.27)

Patikrinsime, ar operatoriusA−1
0 (A1−A0) : X → X apṙežtas:

‖A−1
0 (A1−A0)u‖X ≤ C‖(A1−A0)u‖Y ≤ 2CM‖u‖X;

čiaM = max{‖A0 ‖, ‖A1 ‖}. Taigi ‖A−1
0 (A1−A0)‖ ≤ 2CM.

Tegut∗ = ‖A−1
0 (A1−A0)‖−1. Perrašykime (9.27) lygtį taip:

u = A−1
0 f − tA−1

0 (A1−A0)u ≡ L0 u.

Kai t ∈ (0, t∗), operatoriusL0 : X → X yra sutraukiantysis. Iš tikrų jų

‖L0 u− L0 v‖X ≤ 2tCM‖u− v‖X < ‖u− v‖X.

Pagal Banacho teoremą (9.25) lygtis turi vienintelį sprendinį∀t ∈ [0, t∗), t.y. inter-
valas[0, t∗) ⊂ σ. Todėl, kai t ∈ [0, t∗), egzistuoja atvirkštinis operatoriusA−1

t : Y →
X. Teguτ ∈ (0, t∗). Tada (9.25) lygtį galima perrašyti

u + (t− τ)A−1
τ (A1−A0)u = A−1

τ f.
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Kadangi
‖A−1

τ (A1−A0)u‖X ≤ C‖(A1−A0)u‖Y ≤ 2CM‖u‖X,

tai operatoriusA−1
τ (A1−A0) : X → X apṙežtas ir‖A−1

τ (A1−A0)‖ ≤ 2CM. Per-
rašykime šią lygtį taip:

u = A−1
τ f − (t− τ)A−1

τ (A1−A0)u ≡ Lτ u.

Kai 0 ≤ t − τ ≤ ‖A−1
τ (A1−A0)‖−1, operatoriusLτ : X → X yra sutraukianty-

sis. Pagal Banacho teoremą (9.25) lygtis tokiomst reikšṁems turi vienintelį spren-
dinį. Taip samprotaudami ir toliau, gausime, kad kiekvienu žingsniu (9.25) lygties
išsprendžiamumas pasistumia

‖A−1
τ (A1−A0)‖−1 ≥ 1/CM.

Atlikę baigtinį skaǐcių tokių žingsnių , pasieksime taškąt = 1. .
Kaip šios teoremos taikymo pavyzdį panagrinėkime Dirichl̇e uždavinį

A u = f, x ∈ Ω; (9.28)

u|S = ϕ(x), x ∈ S; (9.29)

čiaΩ – apṙežta erdv̇ejeR2 sritis,S = ∂Ω, o

A u =
2∑

i,j=1

aij(x)uxixj +
2∑

i=1

ai(x)uxi + a(x)u

griežtai elipsinis operatorius, t.y.

2∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν

2∑

i=1

ξ2
i , ν = const > 0.

9.14 teorema. (Šauderio)Tarkime,aij , ai, a, f ∈ Cα(Ω), ϕ ∈ C2+α(S), S ∈ C2+α,
0 < α < 1, ir

a(x) ≤ 0, ∀x ∈ Ω. (9.30)

Tada egzistuoja vienintelis(9.28), (9.29) Dirichlė uždavinio sprendinysu ∈ C2+α(Ω) .

Šios teoremos įrodymas remiasi (9.28), (9.29) Dirichlė uždavinio sprendinių apri-
oriniais įveřciais:

‖u‖C2+α(Ω) ≤ C(‖f‖Cα(Ω) + ‖ϕ‖C2+α(S)); (9.31)

čia kostantaC priklauso tik nuoν ir operatoriausA koeficientų normų erdv̇ejeCα(Ω)
(žr. 4.12skyrelį).

Dirichlė uždavinys su nehomogenine kraštine sąlyga įprastu budu susiveda į Di-
richlė uždavinį su homogenine kraštine sąlyga. Todėl iš karto galime tarti, kadϕ = 0.
Tada (9.28), (9.29) Dirichlė uždavinį galima įtraukti į Dirichl̇e uždavinių šeimą

At ≡ tA u + (1− t)∆u = f(x), x ∈ Ω;
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u|S = 0, x ∈ S.

TeguX = {u ∈ C2+α(Ω) : u|S = 0, Y = Cα(Ω) . Kai t = 0, šis uždavinys turi
vienintelį sprendinįu ∈ C2+α(Ω) su kiekviena funkcijaf ∈ Cα(Ω) (žr. [28], [13]).
Be to, operatoriusAt yra griežtai elipsinis su elipsiškumo konstantaνt ≥ tν + (1 −
t) · 1 ≥ min{ν, 1}. Todėl šio uždavinio sprendiniams yra teisingi (9.31) aprioriniai
įverčiai. Kartu patenkintos visos9.13teoremos sąlygos ir galime tvirtinti, kad (9.28),
(9.29) Dirichlė uždavinys turi vienintelį sprendinįu ∈ C2+α(Ω) .

Toliau nagriṅesime netiesinių operatorių atvejį .

9.15 teorema. (Leṙe–Šauderio) TeguX yra Banacho erdv̇e,T : X → X – netiesinis
visiškai tolydus operatorius ir lyǧcių

u = tTu, t ∈ (0, 1), (9.32)

sprendiniams teisingas apriorinis įvertis

‖u‖X ≤ C;

čia C – nuou ir t nepriklausanti konstanta. Tada lygtisu = Tu turi bent vieną spren-
dinį.

/ TeguM = {v ∈ X : ‖v‖X ≤ 2C}. Apibrėžkime operatorių

Sv =





Tv, kai ‖Tv‖X ≤ 2C,

2C
Tv

‖v‖X , kai ‖Tv‖X > 2C.

OperatoriusS aibėje M yra visiškai tolydus (patikrinkite). Pagal Šauderio teoremą
(žr. 9.3 skyrelį) egzistuoja toksu ∈ M , kad Su = u. Galimi du atvejai. Jeigu
‖Tu‖X ≤ 2C, tai Tu = Su = u ir teorema įrodyta. Tarkime,‖Tu‖X ≥ 2C. Tada
u = Su = t0Tu, 0 < t0 = 2C/‖Tu‖X < 1. Tačiau pagal teoremos sąlygą kiekvienam
lygtiesu = t0Tu sprendiniui teisingas apriorinis įvertis‖u‖X ≤ C. Tačiau remiantis
operatoriausS apibṙežimu‖u‖X = 2C. Gauta prieštara įrodo, kad antras atvejis ne-
galimas..

Pateiksime Leṙe–Šauderio teoremos taikymo pavyzdį. Tegu

A u =
2∑

i,j=1

aij(x, u, ux)uxixj .

Nagriṅesime Dirichl̇e uždavinį

A u = 0, x ∈ Ω ⊂ R2; u|S = 0, x ∈ S = ∂Ω. (9.33)

Tarkime, operatoriusA yra griežtai elipsinis2, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstanta

2 Pakanka reikalauti, kad operatoriusA būtų tik elipsinis, t.y.
2X

i,j=1

aij(x, t, p)ξiξj > 0, ∀ξ ∈ R2 : |ξ| = 1.

Be to, ši nelygyḃe b̄utų teisinga, kaix ∈ Ω, |t| ≤ M1, |p| ≤ M2; čiaM1 = max
x∈S

|ϕ(x)|, o konstantaM2

priklauso tik nuoϕ ir S.
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ν, kad

2∑

i,j=1

aij(x, t, p)ξiξj ≥ ν

2∑

i

ξ2
i , ∀ξ ∈ R2, ∀(x, t, p) ∈ Ω× R3.

Tada yra teisinga teorema.

9.16 teorema.Tegu operatoriausA koeficientaiaij ∈ C2+α(G), G = Ω × R3, Ω
– apṙežta, griežtai iškila sritis,0 < α < 1, ϕ ∈ C2+αS, S ∈ C2+α . Tada(9.33)
uždavinys turi bent vieną sprendinį erdvėjeu ∈ C2+α(Ω) .

/ Į traukime (9.33) uždavinį į Dirichl̇e uždavinių šeimą.

A u = 0, x ∈ Ω; u|S = tϕ(x), x ∈ S, t ∈ [0, 1]. (9.34)

Teguβ ∈ (0, 1), X = C1+β(Ω) ir v ∈ X. Tada koeficientaiaij(x, v, vx) yra funkcijos
iš Cαβ(Ω) . Todėl pagal Šauderio teoremą∀v ∈ X ir t ∈ [0, 1] egzistuoja vienintelis
Dirichlė uždavinio

2∑

i,j

aij(x, v, vx)uxixj = 0, x ∈ Ω; u|S = tϕ(x), x ∈ S, (9.35)

sprendinysu ∈ C2+αβ(Ω) . RaideT pažyṁekime operatorių , kuris∀t ∈ [0, 1] ir
∀v ∈ C1+β(Ω) priskiria elementąu ∈ C2+αβ(Ω) . Tada šią atitiktį galime užrašyti
kaip operatorinę lygtį

u = T (t, v).

Kadangi parametrast į kraštinę sąlygą įeina tiesiškai, tai pastarąją galima perrašyti
taip:

u = tTv.

Akivaizdu, kad operatoriaustT nejudami taškai yra (9.34) Dirichlė uždavinio spren-
diniai, ir atvirkš̌ciai. Patikrinsime, ar operatoriusT tenkina Leṙe–Šauderio teoremos
sąlygas. Visiems (9.35) Dirichlė uždavinio sprendiniams (žr.4.12skyrelį) teisingas
apriorinis įvertis

‖u‖C2+αβ(Ω) ≤ C;

čia konstantaC nepriklauso nei nuou, nei nuov, nei nuot. Kiekviena apṙežta erdv̇eje
C2+αβ(Ω) aibė yra kompaktas erdvėje C1+β(Ω) . Todėl operatoriusT apṙežtą aibę
erdv̇ejeX perveda į kompaktinę aibę erdvėjeX. Be to, galima įrodyti (patikrinkite),
kad operatoriusT yra tolydus. Taigi patenkintos visos Lerė–Šauderio teoremos są-
lygos ir galime tvirtinti, kad lygtisu = Tu turi bent vieną nejudamą taškąu ∈ X.
Pagal Šauderio teoremąu ∈ C2+αβ(Ω) . Jeigu (9.35) lygtyje vietojev įstatysime rastą
sprendinįu, tai šios lygties koeficientai bus erdvės Cα(Ω) elementai. Toḋel rastas
sprendinysu ∈ C2+α(Ω) ir yra ieškomasis (9.33) Dirichlė uždavinio sprendinys.
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Tegu X yra Banacho erdv̇e, X∗ – jungtiṅe erdv̇e, ‖ · ‖ – norma erdv̇eje X. Šiame
skyrelyje nagriṅesime monotoninių , veikiančių išX į X∗ operatorių savybes.

A p i b r ė ž i m a s. TeguA : X → X∗, X – Banacho erdv̇e. Tada:

1. OperatoriųA vadinsimemonotoniniu, jeigu

〈A u−A v, u− v〉 ≥ 0, ∀u, v ∈ X. (9.36)

2. OperatoriųA vadinsimegriežtai monotoniniu, jeigu

〈A u−A v, u− v〉 > 0, ∀u, v ∈ X, u 6= v. (9.37)

3. OperatoriųA vadinsimetolygiai monotoniniu, jeigu

〈A u−A v, u− v〉 ≥ a(‖u− v‖)‖u− v‖, ∀u, v ∈ X; (9.38)

čia a : [0,∞) → R tokia griežtai diḋejanti tolydi funkcija, kada(0) = 0,
a(t) → +∞, kai t → +∞.

4. OperatoriųA vadinsimestipriai monotoniniu, jeigu

〈A u−A v, u− v〉 ≥ c‖u− v‖2, ∀u, v ∈ X, c = const > 0. (9.39)

5. OperatoriųA vadinsimekoercityviu, jeigu

〈A u, u〉
‖u‖ → ∞, (9.40)

kai ‖u‖ → ∞.

Šių operatoriausA savybių ryšį nusako tokia teorema.

9.17 teorema.Teisingos implikacijos: 4.⇒ 3.⇒ 2.⇒ 1. ir 3.⇒ 5.

/ Implikacijos:⇒ 2. ⇒ 1. yra akivaizdžios. Norint patikrinti implikaciją 4.⇒ 3.,
pakanka paimtia(t) = ct. Implikacija 3.⇒ 5. išplaukia iš nelygybių

〈A u, u〉 = 〈A u−A(0), u− 0〉+ 〈A(0), u〉 ≥

≥ a(‖u‖)‖u‖ − ‖A(0)‖X∗‖u‖. .

P a v y z d ž i a i :

1. TeguX = R yra realių jų skaǐcių aiḃe ir f : R→ R – reali funkcija (šiuo atveju
R∗ = R). Tada:

1.1. f – (griežtai) monotoninis⇔ f – (griežtai) monotoniniškai diḋejanti.
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1.2. f – stipriai monotoninis⇔ (f(x) − f(y))/(x − y) ≥ c > 0, ∀x, y ∈
R, x 6= y.

1.3. f – koercityvus⇔ f(x) → ±∞, kai x → ±∞.

Norint patikrinti šiuos sąryšius, pakanka pastebėti, kad

〈f(x)− f(y), x− y〉 = (f(x)− f(y))(x− y).

2. Apibrėžkime operatoriųf : R → R taip: f(x) = |x|p−2x, kai x 6= 0, ir
f(x) = 0, kai x = 0. Tada:

2.1. Jeigup > 1, tai f yra griežtai monotoninis.

2.2. Jeigup = 2, tai f yra stipriai monotoninis.

2.3. Jeigup > 2, tai f yra tolygiai monotoninis ir koercityvus.

Pirmas ir antras teiginiai yra akivaizdūs. Patikrinsime trěciąjį . Tegup > 2 ir
x, y ∈ R. Jeigu0 ≤ x ≤ y, tai

yp−1 − xp−1 =

y−x∫

0

(p− 1)(t + x)p−2 dt ≥
y−x∫

0

(p− 1)tp−2 dt = (y − x)p−1.

Todėl tokiemsx ir y teisinga nelygyḃe

(|y|p−2y − |x|p−2x)(y − x) ≥ |y − x|p.

Jeigux ≤ 0 ≤ y, tai teisinga nelygyḃe

yp−1 + |x|p−1 > c(y + |x|)p−1;

čia c – teigiama, priklausanti tik nuop, konstanta. Toḋel tokiemsx ir y teisinga
nelygyḃe

(|y|p−2y − |x|p−2x)(y − x) ≥ c|y − x|p.
Abiem atvejais operatoriusf yra stipriai monotoninis ir koercityvus. Kiti atvejai
lengvai susiveda į jau išnagrinėtus.

A p i b r ė ž i m a s. TeguA : X → X∗, X – Banacho erdv̇e. OperatoriųA vadin-
sime:

1) apṙežtuoju, jeigu jis apṙežtą aibę atvaizduoja į aprėžtą aibę;

2) demitolydžiuoju, jeigu

un → u ⇒ A un ⇁ A u, kai n →∞.

3) hemitolydžiuoju, jeigu∀u, v, w ∈ X atvaizdist → 〈A(u + tv), w〉 yra tolydus
segmente[0, 1].
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4) radialiai tolydžiuoju, jeigu∀u, v ∈ X atvaizdist → 〈A(u + tv), v〉 yra tolydus
segmente[0, 1].

5) pseudomonotoniniu, jeigu jis yra apṙežtas ir išun ⇁ u, kai n →∞, ir

lim
n→∞

〈A un, un − u〉 ≤ 0 ⇒

lim
n→∞

〈A un, un − v〉 ≥ 〈A u, u− v〉 , ∀v ∈ X;

6) turinčiu savybę (M), jeigu išun ⇁ u, A un ⇁ f, kai n →∞, ir

lim
n→∞

〈A un, un〉 ≤ 〈f, u〉 ⇒ A u = f ;

7) turinčiu savybę (S), jeigu išun ⇁ u, kai n →∞, ir

lim
n→∞

〈A un −A u, un − u〉 = 0 ⇒ un → u.

TeguX yra Banacho erdv̇e,A : X → X∗. Nagriṅesime lygtį

A u = f, f ∈ X∗. (9.41)

9.18 teorema.TeguX yra refleksyvioji, separabilioji Banacho erdvė,T : X → X∗ –
koercityvus, demitolydus, aprėžtas ir turintis savybę (M) operatorius. TadaT (X) = X∗

ir atvirkštinis operatoriusT−1 yra apṙežtas (gali b̄uti daugiareikšmis).

/ Teguf ∈ X∗. Reikia įrodyti, kad (9.41) lygtis su kiekvienu tokiuf turi sprendinį.
Pagal teoremos sąlygą erdvėX yra separabilioji. Toḋel iš jos galima išskirti suskaičiuo-
jamą visur tirštą aibę. Pažyṁekime ją{wk}. Sprendinio ieškosime Galiorkino metodu.
TeguXn yra tiesinis, užtemptas ant elementųw1, . . . , wn poerdvis. Ieškosime tokio
un, kad

〈A un, v〉 = 〈f, v〉 , ∀v ∈ Xn. (9.42)

Teguw∗j ∈ X∗ tokie, kad〈w∗i , wj〉 = δij . Jeiguw ∈ Xn ir w =
∑n

i=1 xiwi, tai
formulė 〈

A
( n∑

i=1

xiwi

)
, v

〉
=

〈 n∑

i=1

yiw
∗
i , v

〉
, ∀v ∈ Xn,

apibṙežia operatoriųAn : Rn → Rn. Iš operatoriausA koercityvumo išplaukia opera-
toriausAn koercityvumas, t.y.

lim
|x|→∞

〈An x, x〉
|x| = ∞. (9.43)

Be to, operatoriusAn yra tolydus. Teguy ∈ Rn toks, kad〈f, w〉 = 〈y, w〉 , ∀w ∈ Xn.
Fiksuokimen ir apibṙežkime operatoriųB formule

Bx = x− ε(An x− y), ε > 0.
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Iš (9.43) išplaukia, kad egzistuoja tokie skaičiai R > 0 ir ε > 0, kad|Bx| ≤ R, jeigu
tik R/2 ≤ |x| ≤ R. Iš tikrų jų

(Bx,Bx) = |x|2 + ε2|An x− y|2 − 2ε(x,An x) + 2ε(x, y) ≤

≤ |x|2 + ε2|An x− y|2 − 2εc(|x|)|x|+ 2εc1|x||y|;
čia c(s) → ∞, kai s → ∞. Todėl, kai R pakankamai didelis irR/2 ≤ |x| ≤ R,
reiškinysc(|x|)|x| − c1|x||y| > 0. Fiksuokime tokįR. Tada galima nurodyti tokį
skaǐcių ε0, kad

ε2|An x− y|2 − 2εc(|x|)|x|+ 2εc1|x||y| ≤ 0, ∀ε ≤ ε0.

Iš šių dviejų nelygybių išplaukia, kad

(Bx, Bx) ≤ |x|2 ≤ R2,

kai R/2 ≤ |x| ≤ R. Tegu|x| ≤ R/2. Tada pakankamai mažiemsε reiškinys

ε2|An x− y|2 − 2εc(|x|)|x|+ 2εc1|x||y| ≤ R2/2.

Todėl su tokiaisε teisinga nelygyḃe

(Bx, Bx) ≤ |x|2 + R2/2 < R2/4 + R2/2 < R2.

Kartu teisinga nelygyḃe
|Bx| ≤ R, ∀x : |x| ≤ R.

Pagal Brauerio teoremą egzistuoja toks taškasx, kadBx = x. Todėl su kiekvienun
egzistuoja (9.42) lygties sprendinysun. Imkime šioje lygtyjev = un ir perrašykime ją
taip:

〈A un, un〉
‖un‖ =

〈f, un〉
‖un‖ .

Iš šios lygyḃes ir operatoriausA koercityvumo išplaukia, kad seka{un} apṙežta. Toḋel
iš jos galima išskirti silpnai konverguojantį posekį. Teguunk

⇁ u, kai k →∞. Tada

〈A unk
, unk

〉 = 〈f, unk
〉 → 〈f, u〉 ,

kai k →∞. Kartu galime tvirtinti, kad

lim
k→∞

〈A unk
, unk

〉 = 〈f, u〉 .

Iš (M) savyḃes išplaukia, kad (9.41) lygtis ∀f ∈ X∗ turi sprendinį. Toḋel operatorius
A turi atvirkštinį. Jo apṙežtumas išplaukia iš operatoriausA koercityvumo..

9.2 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius yra demitolydus.
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/ Tarkime priešingai: egzistuoja sekaun → u ir A un ⇁ f 6= A u. Tada

lim
n→∞

〈A un, un − u〉 = 0.

Iš čia ir pseudomonotoniškumo gauname

lim
n→∞

〈A un, un − v〉 = 〈f, u− v〉 ≥ 〈A u, u− v〉 .

Todėl A u = f. Gauta prieštara įrodo lemos teiginį..

9.3 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius turi (M) savybę.

/ Teguun ⇁ u, A un ⇁ f, kai n →∞, ir lim
n→∞

〈A un, un〉 ≤ 〈f, u〉 . Tada

lim
n→∞

〈A un, un − u〉 ≤ 〈f, u〉 − 〈f, u〉 = 0

ir teisingos nelygyḃes

〈u, u− v〉 ≥ lim
n→∞

〈A un, un − v〉 ≥ lim
n→∞

〈A un, un − v〉 ≥ 〈A u, u− v〉 .

Iš čia gauname, kadA u = f. .

9.4 lema. Kiekvienas hemitolydus, monotoninis operatorius turi (M) savybę.

/ Teguun → u, A un → f, kai n →∞, ir lim
n→∞

〈A un, un〉 ≤ 〈f, u〉 . Tada

〈f, u− v〉 ≥ lim
n→∞

〈A un −A v, un − v〉+ 〈A v, u− v〉 ≥ 〈A v, u− v〉 .

Šioje nelygyḃeje įstatykimev = u − λw, λ > 0, ir gautą nelygybę perrašykime taip:
〈A(u− λw), w〉 ≤ 〈f, w〉 . Artindami λ į nulį , gausime〈A u, w〉 ≤ 〈f, w〉 . Todėl
A u = f. .

A p i b r ė ž i m a s. Sakysime, operatoriusA : X → X∗ turi savybęS+, jeigu iš
un ⇁ u, kai n →∞, ir iš

lim
n→∞

〈A un −A u, un − u〉 ≤ 0

išplaukia, kadun → u, kai n →∞.

9.5 lema. TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė ir A : X → X∗ – apṙežtas, demi-
tolydus ir turintis(S+) savybę operatorius. Tada operatoriusA yra pseudomonotoni-
nis.

/ Teguun ⇁ u ir lim
n→∞

〈A un, un − u〉 ≤ 0. Tadaun → u, kai n →∞, ir

lim
n→∞

〈A un, un − v〉 = 〈A u, u− v〉 . .
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9.19 teorema.TeguX yra refleksyvioji, separabilioji Banacho erdvė,A : X → X∗ –
koercityvus, demitolydus, aprėžtas ir turintis savybę(S+) operatorius. TadaA(X) =
X∗ ir atvirkštinis operatoriusA−1 yra apṙežtas.

/ Iš pradžių (žr.9.18teoremą) Galiorkino metodu konstruojame lygties

〈A un, v〉 = 〈f, v〉 , v ∈ Xn,

sprendinįun ir į rodome, kad seka{un} silpnai konverguoja į elementąu ∈ X. Po to
pasirenkame tokiusvn ∈ Xn, kadvn → u, kai n →∞. Tada

lim
n→∞

〈A un, un − u〉 = lim
n→∞

〈A un, un − vn〉 = 〈f, un − vn〉 = 0.

Todėl un → u. .
P a v y z d y s . TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω. Nagriṅesime Dirichl̇e

uždavinį:

−
n∑

i=1

∂

∂xi

(∣∣uxi

∣∣p−2
uxi

)
+ g(u(x)) = f(x), x ∈ Ω, u|S = 0, x ∈ S; (9.44)

čia2 ≤ p < ∞, 1/p+1/q = 1, f ∈ Lq(Ω) . Šio uždavinioapibendrintuoju sprendiniu
vadinsime funkcijąu ∈ X = W̊1

p(Ω), tenkinaňcią tapatybę

∫

Ω

n∑

i=1

|uxi |p−2uxivxi dx +
∫

Ω

g(u)v dx =
∫

Ω

fv dx, ∀v ∈ X. (9.45)

Pastaroji formaliai gaunama dauginant (9.44) lygtį iš v ∈ C∞0 (Ω) ir integruojant dal-
imis. Pažyṁekime

a1(u, v) =
∫

Ω

n∑

i=1

|uxi |p−2uxivxi dx,

a2(u, v) =
∫

Ω

g(u)v dx, b(v) =
∫

Ω

fv dx, ∀u, v ∈ X.

9.6 lema. Tegu funkcijag : R→ R yra tolydi ir tenkina tokias sąlygas:

g(x)x ≥ 0, ∀x ∈ R, |g(x)| ≤ α|x|p/q + β, ∀x ∈ R;

čiaα ir β – teigiamos konstantos. Tada:

1) egzistuoja tokie operatoriaiAi : X → X∗, i = 1, 2, kad

〈Ai u, v〉 = ai(u, v), u, v ∈ X;

2) A1 yra tolygiai monotoninis, tolydus ir aprėžtas;

3) A2 yra stipriai monotoninis, tolydus ir aprėžtas;
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4) A1 +A2 yra koercityvus, tolydus, pseudomonotoninis, aprėžtas ir turi savybę
S+;

5) jeigu f ∈ Lq(Ω), tai b ∈ X∗ ir (9.45) integraliṅe tapatyḃe ekvivalenti opera-
torinei lygčiai

A1 u + A2 u = b. (9.46)

Šios lemos įrodymą galima rasti [56] knygoje.

18 išvada Pagal9.19teoremą(9.46) lygtis turi sprendinį∀b ∈ X∗. Todėl (9.44) Di-
richlė uždavinys turi apibendrintą sprendinįu ∈ W̊1

p(Ω), ∀f ∈ Lq(Ω) .
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Variaciṅes nelygyḃes

10.1. VARIACINIŲ NELYGYBIŲ PAVYZDŽIAI

Šiame skyrelyje nagriṅesime paprašciausius variacinių nelygybių pavyzdžius. Tai
paḋes geriau suprasti, kaip atsiranda variacinės nelygyḃes, ir apib̄udins šio skyriaus
nagriṅejamus uždavinius.

1 p a v y d y s . Teguf : [a, b] → R1 yra glodi reali funkcija. Reikia rasti tokį
taškąx0 ∈ [a, b], kad

f(x0) = min
x∈[a,b]

f(x). (10.1)

Tegux0 – šio uždavino sprendinys. Tada galimi trys atvejai:

1.1. Jeigua < x0 < b, tai f ′(x0) = 0.

1.2. Jeigux0 = a, tai f ′(x0) ≥ 0.

1.3. Jeigux0 = b, tai f ′(x0) ≤ 0.

Visas šias sąlygas galima sujungti į vieną:

f ′(x0)(x− x0) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. (10.2)

Gauta nelygyḃe vadinamavariacine nelygybe. Ji yra b̄utina (10.1) uždavinio sprendinio
egzistavimo sąlyga. V̇eliau įrodysime, kad iškilosios funkcijosf atveju ši sąlyga ir
pakankama, t.y. uždaviniai (10.1) ir (10.2) yra ekvivalent̄us.

2 p a v y d y s . TeguK ⊂ Rn yra iškila ir uždara aiḃe, u : K → R1 – glodi
funkcija ir taškasx0 ∈ K toks, kad

u(x0) = min
x∈K

u(x).

Apibrėžkime funkcijąϕ(t) = u(x0 + t(x−x0)), kai t ∈ [0, 1]. Kadangi aiḃeK iškila,
tai su kievienux ∈ K taškas

x0 + t(x− x0) = (1− t)x0 + tx ∈ K, kai t ∈ [0, 1].

Funkcijaϕ tašket = 0 įgyja minimumą. Toḋel, kaip ir 1 pavyzdyje, gauname:

ϕ′(0) = (ux(x0), x− x0) ≥ 0, ∀x ∈ K.

Taigi minimumo taškasx0 ∈ K tenkina variacinę nelygybę

(ux(x0), x− x0) ≥ 0, ∀x ∈ K.
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JeiguK yra apṙežta aiḃe, tai minimumo taškox0 ∈ K egzistavimas išplaukia iš Vejerš-
traso teoremos. Neaprėžtos aiḃesK atveju pakankama egzistavimo sąlyga yra tokia:
u(x) →∞, kai |x| → ∞.

3 p a v y d y s . TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,S = ∂Ω ir ψ – apibṙežta uždaroje
srityjeΩ funkcija, tenkinanti sąlygas:

max
x∈Ω

ψ(x) ≥ 0, ψ(x) ≤ 0, ∀x ∈ S.

Apibrėžkime iškiląją aibę

K = {v ∈ C1(Ω) : v(x) ≥ ψ(x), kai x ∈ Ω, ir v(x) = 0, kai x ∈ S}.

Tarkime, ši aiḃe yra netuš̌cia. Nagriṅesime uždavinį: rasti tokią funkcijąu ∈ K, kad

∫

Ω

|ux|2 dx = min
v∈K

∫

Ω

|vx|2 dx.

Jeigu tokia funkcijau egzistuoja, tai mes samprotaujame panašiai kaip ir 2 pavyzdyje.
Iš aiḃesK iškilumo išplaukia, kad su kiekvienuv ∈ K atkarpa{u + t(v − u) : 0 ≤
t ≤ 1} priklausoK. Funkcija

ϕ(t) =
∫

Ω

|ux + t(vx − ux)|2 dx, t ∈ [0, 1],

įgyja minimumą tašket = 0. Toḋel ϕ′(0) ≥ 0 ir gauname variacinę nelygybę

∫

Ω

(ux, vx − ux) dx ≥ 0, ∀v ∈ K.

4 p a v y z d y s . Tegu sritisΩ ir iškiloji aibėK yra iš 3 pavyzdžio. Nagriṅesime
uždavinį: rasti aiḃejeK funkciją, kurios grafikas turi minimalų plotą, t.y. rasti tokią
u ∈ K, kad ∫

Ω

√
1 + |ux|2 dx = min

v∈K

∫

Ω

√
1 + |vx|2 dx.

Kaip ir ankstesniuose pavyzdžiuose, galima įrodyti, kad šio uždavinio sprendinys tenk-
ina variacinę nelygybę

∫

Ω

(ux, vx − ux)√
1 + |ux|2

dx ≥ 0, ∀v ∈ K.

Pažyṁesime, kad sprendinio egzistavimo klausimas šiame pavyzdyje yra kur kas su-
dėtingesnis negu ankstesniuosiuose.
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10.2. PROJEKCIJA Į IŠKILĄJĄ AIBĘ

TeguH yra realioji Hilberto erdv̇e su norma‖ · ‖ ir skaliarine sandauga(·, ·), K –
iškiloji uždaroji aiḃe erḋejeH, ψ ∈ H – fiksuotas elementas. Apibrėžkime fukcionalą
f : H → R formule f(v) = ‖v − ψ‖2. Nagriṅesime minimizavimo uždavinį: rasti
tokią funkcijąu ∈ K, kad

f(u) = min
v∈K

f(v). (10.3)

10.1 lema. Su kiekvienu elementuψ ∈ H egzistuoja vienintelis(10.3) uždavinio
sprendinys.

/ Tegud = inf
v∈K

F (v) ir {un} ⊂ K yra minimizuojanti seka:

‖un − ψ‖2 ≤ d2 +
1
n

, n = 1, 2, . . .

Pagal lygiagretainio taisyklę

‖un − um‖2 = ‖(un − ψ)− (um − ψ)‖2 =

= 2(‖un − ψ‖2 + ‖um − ψ‖2)− 4
∥∥(un + um)/2− ψ

∥∥2 ≤
≤ 2

(
2d2 + 1/n + 1/m

)− 4
∥∥(un + um)/2− ψ

∥∥2
.

Taškas(un+um)/2 priklauso aibeiK. Pagal tikslaus apatinio rėžio apibṙežimą‖(un+
um)/2− ψ‖ ≥ d. Todėl

‖un − um‖ ≤ 2
n

+
2
m
→ 0,

kai n,m → ∞, ir seka{un} yra fundamentali. Kadangi Hilberto erdvė yra pilna,
tai seka{un} konverguoja. Teguu ∈ H yra šios sekos riba. Iš aibėsK uždarumo
išplaukia, kadu ∈ K. Be to,

‖u− ψ‖ = lim
n→∞

‖un − ψ‖ = d.

Todėl u yra (10.3) uždavinio sprendinys..

10.2 lema. Elementasu ∈ K yra (10.3) uždavinio sprendinys tada ir tik tada, kai jis
tenkina variacinę nelygybę

(u, v − u) ≥ (ψ, v − u), ∀v ∈ K. (10.4)

Be to, toksu yra vienintelis.

/ Teguu ∈ K yra (10.3) uždavinio sprendinys. Tada su kiekvienu fiksuotuv ∈ K
funkcija ϕ(t) = f(tu + (1 − t)v) įgyja minimumą, kait = 1. Todėl ϕ′(1) ≤ 0.
Funkcijosϕ išvestiṅe

ϕ′(t) = 2(u− v, tu + (1− t)v − ψ).
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Todėl funkcijau tenkina (10.4) variacinę nelygybę.
Teguu ∈ K yra (10.4) variaciṅes nelygyḃes sprendinys. Tada su kiekvienuv ∈ K

f(v)− f(u) = f(u + (v − u))− f(u) = ‖v − u‖2 + 2(v − u, u− ψ) ≥ 0.

Todėl taškasu funkcionalof minimo taškas aiḃejeK.
Į rodysime sprendinio vienatį . Teguu1, u2 yra du (10.4) nelygyḃes sprendiniai.

Tada
(u1, u2 − u1) ≥ (ψ, u2 − u1), (u2, u1 − u2) ≥ (ψ, u1 − u2).

Suḋeję šias nelygybes, gausime‖u1 − u2‖2 ≤ 0. Todėl u1 = u2. .
A p i b r ė ž i m a s. Teguu ∈ K yra (10.3) uždavinio sprendinys. Tada jį vadin-

simetaškoψ projekcija į iškiląją aibęK ir žymėsimeu = PKψ.

P a s t a b a . Kiekvieno elementov ∈ K projekcija į aibęK sutampa suv, t.y.
PKv = v, ∀v ∈ K.

19 išvada TeguK yra iškiloji uždaroji Hilberto erdv̇esH aibė. Tada operatoriusPK

nėra ištempio operatorius, t.y.

‖PKψ1 − PKψ2‖ ≤ ‖ψ1 − ψ2‖, ∀ψ1, ψ2 ∈ H. (10.5)

Be to,PK yra tolydusis operatorius.
/ Teguψ1, ψ2 ∈ H ir u1 = PKψ1, u2 = PKψ2. Tada

〈u1, v − u1〉 ≥ 〈ψ1, v − u1〉 , ∀v ∈ K,

〈u2, v − u2〉 ≥ 〈ψ2, v − u2〉 , ∀v ∈ K.

Pirmojoje nelygyḃeje imkimev = u2, antrojoje –v = u1 ir gautas nelygybes sudėki-
me. Tada gausime nelygybę

‖u1 − u2‖2 = (u1 − u2, u1 − u2) ≤ (ψ1 − ψ2, u1 − u2) ≤ ‖ψ1 − ψ2‖‖u1 − u2‖.
Kartu teisinga nelygyḃe ‖u1 − u2‖ ≤ ‖ψ1 − ψ2‖. OperatoriausPK tolydumas ir
projekcijos vienatis išplaukia iš (10.5). .

Naudodamiesi projekcijosPK savyḃemis, įrodysime Brauerio teoremą apie neju-
damą tašką iškiloms kompaktiškoms aibėms išRn.

10.1 teorema. ( Brauerio apibendrinta) TeguK ⊂ Rn yra iškiloji, uždaroji, apṙež-
toji aibė ir f : K → K – tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taškasx ∈ K,
kad

fx = x.

/ Imkime tokį uždarąjį rutulįB ⊂ Rn, kadK ⊂ B. ProjekcijaPK yra tolydusis
atvaizdis. Toḋel atvaizdis

f ◦ PK : B → K ⊂ B

yra tolydusis ir atvaizduoja rutulįB į save. Pagal Brauerio teoremą egzistuoja neju-
damas taškas, t.y. toks taškasx ∈ B, kadf ◦ PKx = x. Kadangix ∈ K, tai PKx = x
ir fx = x. .

Projekcijos operatoriųPK panaudosime kitame skyrelyje, įrodydami variacinių
nelygybių sprendinių egzistavimą.
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10.3. VARIACINĖS NELYGYBĖS HILBERTO ERDV̇EJE

TeguH yra realioji Hilberto erdv̇e su norma‖ · ‖ ir skaliarine sandauga(·, ·), H∗ –
jungtinė erdv̇e,K – iškiloji uždaroji erḋejeH aibė,a(·, ·) – apṙežta, griežtai teigiama
bitiesiṅe erdv̇ejeH ×H forma. Priminsime, kad bitiesinė formaa yra apṙežta, jeigu

|a(u, v)| ≤ c‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ H, c = const > 0, (10.6)

ir koercityvi, jeigu

|a(u, u)| ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ H, α = const > 0. (10.7)

Teguf ∈ H∗ yra tiesinis tolydus funkcionalas. Ieškosime funkcijosu ∈ K, tenki-
naňcios variacinę nelygybę

a(u, v − u) ≥ f(v − u), ∀v ∈ K. (10.8)

10.2 teorema. (Lionso–Stampakijos)Tarkime, bitiesiṅe formaa(·, ·) yra apṙežta ir
koercityvi. Tada su kiekvienuf ∈ H∗ egzistuoja vienintelis(10.8) variaciṅes nely-
gybės sprendinys.

/ Pagal Ryso teoremą egzistuoja vienintelis toks elementasψ ∈ H, kad

f(v) = (ψ, v), ∀v ∈ H,

ir vienintelis toks elementasA u ∈ H, kad

a(u, v) = (A u, v), ∀v ∈ H.

Be to, pastaroji formulė apibṙežia tiesinį apṙežtą operatoriųA : H → H, ‖A‖ ≤ c (žr.
(10.6) nelygybę). Toḋel (10.8) variacinę nelygybę galima perrašyti

(A u− ψ, v − u) ≥ 0, ∀v ∈ K,

arba

(u + ρA u− ρψ − u, v − u) ≥ 0, ∀v ∈ K, ρ = const > 0. (10.9)

Teguv ∈ K ir ϕ = −ρA v − ρψ + v. Pagal10.1 lemą egzistuoja vienintelis toks
elementasu ∈ K, kadu = PKϕ = PK(v − ρ(Av − ψ)). Todėl (10.9), tuo pǎciu ir
(10.8), variaciṅes nelygyḃes sprendimas yra ekvivalentus operatorinės lygties

u = PK(u− ρ(Au− ψ)) := Qρu, u ∈ K,

sprendimui.
Įrodysime, kad pakankamai mažiemsρ > 0 operatoriusQρ yra sutraukiantysis.

Naudodamiesi (10.5), gauname

‖Qρu−Qρv‖2 ≤ ‖v − ρ(A v − ψ)− u + ρ(A u− ψ)‖2 =
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= ‖(v − u)− ρ A(v − u)‖2 = ‖v − u‖2 + ρ2‖A(v − u)‖2−
−2ρa(v − u, v − u) ≤ (1− 2ρα + ρ2c2)‖v − u‖2.

Todėl, kai0 < ρ < 2α/c2, teisinga nelygyḃe

‖Qρu−Qρv‖ ≤ q‖v − u‖, ∀v, u ∈ K, q < 1,

t.y. operatoriusQρ yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teoremą (žr.9.1 skyrelį)
u = Qρu turi vienintelį sprendinįu ∈ K. Kartu jis yra ir (10.8) variaciṅes nelygyḃes
sprendinys..

1. Membramos išlinkimo uždavinys. TeguΩ ⊂ R2 yra apṙežta sritis,l = ∂Ω.
Nagriṅesime tamprios membranos, į tvirtintos kontūro l taškuose, išlinkimo uždavinį.
Jeigu skaliariṅe funkcijau aprašo membranos išlinkimą, tai (žr. [1]) ji yra Dirichlė
uždavinio

−
2∑

i=1

d

dxi

(
k(x)uxi

)
= f(x), x ∈ Ω; u|l = 0, x ∈ l, (10.10)

sprendinys.Čia funkcijak charakterizuoja membranos fizikines savybes, o funkcijaf
– membraną veikiaňcias j̇egas. Šį uždavinį atitinka energijos funkcionalas

J(u) =
1
2

∫

Ω

ku2
x dx−

∫

Ω

fu dx.

Tarkime, membramos išlinkimasu apribotas dviem paviršiais, t.y.

ϕ(x) ≤ u(x) ≤ ψ(x), x ∈ Ω; (10.11)

čia ϕ ir ψ – dvi žinomos tokios funkcijos, kadϕ(x) ≤ 0 ≤ ψ(x), kai x ∈ l. Tada
membramos išlinkimo uždavinys susiveda į funkcionaloJ minimizavimo uždavinį su
(10.11) papildoma sąlyga.

Suformuluosime šį uždavinį. TeguH = W̊1
2(Ω), ϕ, ψ, k ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω),

T (x) ≥ α > 0, b.v. x ∈ Ω ir

K = {u ∈ W̊1
2(Ω) : ϕ(x) ≤ u(x) ≤ ψ(x), b.v. x ∈ Ω.}

Reikia rasti tokią funkcijąu ∈ K, kad

J(u) = min
v∈K

J(v). (10.12)

Panašiai kaip ir10.1 lemoje, galima įrodyti, kad (10.12) minimizavimo uždavinio
sprendimas yra ekvivalentus variacinės nelygyḃes

∫

Ω

kux(vx − ux) dx ≥
∫

Ω

f(v − u) dx, ∀v ∈ K, (10.13)
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sprendimui aiḃejeK. Tegu

a(u, v) =
∫

Ω

kuxvx dx.

Taip apibṙežta bitiesiṅe forma yra apṙežta, koercityvi ir simetriṅe. Be to, integralas

`(u) =
∫

Ω

fv dx

apibṙežia tiesinį tolydų funkcionalą erdvėjeW̊1
2(Ω) . Todėl patenkintos visos10.2teo-

remos sąlygos ir galime tvirtinti, kad (10.13) variaciṅe nelygyḃe (kartu ir10.12už-
davinys) turi vienintelį sprendinį aiḃejeK. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

10.3 teorema.Teguk ∈ L∞(Ω), k(x) ≥ α > 0, b.v. x ∈ Ω, f ∈ L2(Ω) . Tada
(10.12) minimizavimo uždavinys (arba(10.13) variaciṅe nelygyḃe) turi vienintelį spren-
dinį u ∈ K.

P a s t a b a . Galima įrodyti, kad taškuosex ∈ Ω, kuriuose yra teisinga griežta
nelygyḃeϕ(x) < u(x) < ψ(x), sprendinysu tenkina (10.10) lygtį .

2. Modelinis Sinjorinio uždavinys. TeguΩ yra apṙežta erdv̇ejeRnsritis, S = ∂Ω,
f ∈ L2(Ω), ϕ ∈ L∞(S) ir

K = {u ∈ W1
2(Ω) : u(x) ≥ ϕ(x), b.v. x ∈ S}.

Apibrėžkime funkcionaląJ formule

J(u) =
1
2

∫

Ω

(u2
x + λu2) dx−

∫

Ω

fu dx;

čiaλ – teigiama konstanta. Reikia rasti tokią funkcijąu ∈ K, kad

J(u) = min
v∈K

J(v). (10.14)

Šį uždavinį galima suvesti į tokį: rasti funkcijąu ∈ K, tenkinaňcią variacinę nelygybę

∫

Ω

[ux(vx − ux) + λu(v − u)] dx ≥
∫

Ω

f(v − u) dx, ∀v ∈ K. (10.15)

Tegu

a(u, v) =
∫

Ω

(uxvx + λuv) dx.

Taip apibṙežta bitiesiṅe forma yra apṙežta, koercityvi ir simetriṅe W1
2(Ω) erdv̇eje. Be

to, integralas

`(u) =
∫

Ω

fv dx
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apibṙežia tiesinį tolydą funkcionalą erdvėje W1
2(Ω), o aiḃe K yra iškila ir uždara.

Todėl patenkintos visos10.2teoremos sąlygos ir galime tvirtinti, kad (10.15) variaciṅe
nelygyḃe ((10.14) uždavinys) turi vienintelį sprendinį aibėjeK. Kartu galime tvirtinti,
kad teisinga tokia teorema.

10.4 teorema.Teguf ∈ L2(Ω), ϕ ∈ L∞(S), λ > 0. Tada(10.15) variaciṅe nelygyḃe
turi vienintelį sprendinįu ∈ K.

20 išvada Funkcija u ∈ K yra (10.15) variaciṅes nelygyḃes sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra kraštinio uždavinio

−∆u + λu = f, x ∈ Ω; (10.16)

(u− ϕ)|S ≥ 0, ∂u/∂n|S ≥ 0, ∂u/∂n(u− ϕ)|S = 0 (10.17)

apibendrintasis sprendinys.Čia ∂u/∂n – funkcijosu išvestiṅe išoriṅes normal̇es kyp-
timi.

/ Teguu ∈ K yra (10.15) variaciṅes nelygyḃes sprendinys. Imkime šioje nely-
gybėjev = u+η, η ∈ C∞(Ω) . Tada gausime nelygybęa(u, η) ≥ (f, η), ekvivaleňcią
integralinei tapatybei

a(u, η) = (f, η), ∀η ∈ C∞(Ω) .

Tai reiškia, kadu yra apibendrintasis (10.16) lygties sprendinys. Įrodysime, kadu
tenkina (10.17) kraštines sąlygas. Įstatykime į (10.15) nelygybęv = u + η, η ∈
C∞(Ω), η(x) ≥ 0, kai x ∈ Ω. Tada pasinaudoję integravimo dalimis formule bei
(10.16) lygtimi, gausime

∫

S

∂u

∂n
η ds ≥ 0, ∀η ∈ C∞(Ω), η(x) ≥ 0.

Iš šios nelygyḃes išplaukia, kad∂u/∂n|S ≥ 0. Imdami (10.15) nelygyḃejev = 2u −
ϕ ∈ K ir v = ϕ ∈ K, gausime integralinę tapatybęa(u, u − ϕ) = (f, u − ϕ). Iš jos
išplaukia ∫

S

∂u

∂n
(u− ϕ) ds = 0.

Po integralo ženklu abu daugikliai yra neneigiami. Todėl ∂u/∂n(u− ϕ)|S = 0. .
P a s t a b a . Dažnai (10.16), (10.17) uždavinys yra vadinamas Sinjorinio uždavi-

niu, o (10.17) kraštiṅes sąlygos – Sinjorinio kraštinėmis sąlygomis. Tamprumo mecha-
nikos lyǧcių sistemai tokį uždavinį suformulavo A. Sinjorinis (A. Signorini) 1959
metais (žr. 3 pavyzdį).

3. Sinjorinio uždavinys. TeguΩ ⊂ R3 yra elastingas k̄unas su dalimis glodžiu
paviršiumiS, f = (f1, f2, f3) – kūną veikiaňcių jėgų tankio funkcijos. Tada k̄uno
pusiausvyros lyǧcių sistema yra

3∑

j=1

∂σij

∂xj
+ fi = 0, i = 1, 2, 3, x ∈ Ω; (10.18)
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čiaσij – įtampų tenzoriaus komponentės. Tarkime, k̄uno deformacija yra pakankamai
maža ir teisingos tiesiṅes tamprumo teorijos prielaidos:

σij =
3∑

k,h=1

aijkhεkh(u); εij(u) =
1
2

( ∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3. (10.19)

Čia: u = (u1, u2, u3) – poslinkio vektorius ,εij(u) – deformacijų tenzoriaus kompo-
nenṫes,aijkh(x) – koeficientai, tenkinantys sąlygas:

aijkh(x) = ajikh(x) = akhij(x), ∀x ∈ Ω, (10.20)

3∑

i,j,k,j=1

aijkh(x)εijεkh ≥ α

3∑

i,j=1

ε2
ij , ∀x ∈ Ω. (10.21)

Formuluojant konkretų uždavinį, prie (10.18) lygčių sistemos yra pridedamos kraš-
tinės sąlygos. Klasikiniai tamprumo teorijos uždaviniai yra: Dirichlė uždavinys

ui|S = ϕi(x), i = 1, 2, 3, x ∈ S,

ir Noimano uždavinys

σi =
3∑

j=1

σij cos(n, xj) ≡
3∑

ij=1

σijnj = ψi(x), i = 1, 2, 3, x ∈ S;

čia n = (n1, n2, n3) – išorinis sritiesΩ atžvilgiu vienetinis paviršiausS normal̇es
vektorius.

Toliau nagriṅesime uždavinį su vienpusėmis kraštiṅemis sąlygomis, kai k̄uno for-
ma apribota standžiu paviršiumi ir nėra trinties. Tegu:

σn =
3∑

i,j=1

σijninj yra įtampa normalės kryptimi;

δσi =
3∑

j=1

σijnj − σnni, i = 1, 2, 3, – įtampos vektoriaus liěciamojoje plokš-

tumoje komponentės;

un =
3∑

i=1

uini – poslinkis normal̇es kryptimi;

δu = u− un · n – poslinkio vektorius liěciamojoje plokštumoje.

Sinjorinio uždaviniu vadinama (10.18) lygčių sistema kartu su Sinjorinio kraštinė-
mis sąlygomis:

δσ = 0, un ≤ 0, σn ≤ 0, σnun = 0, x ∈ S. (10.22)

Pirmoji iš šių sąlygų charakterizuoja tai, kad tarp elastingo kūno ir standaus paviršiaus
nėra trinties. Antroji – kad standus paviršiusS neleidžia k̄unui pasislinkti išoriṅes
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normal̇es kryptimi:un ≤ 0. Jeiguun < 0, tai paviršiusS pasislenka vidiṅes normal̇es
kryptimi, tarp k̄uno ir stadaus paviršiaus nėra įtampos:σn = 0. Jeigu taškasx ∈
S neturi poslinkio normal̇es kryptimi, t.y. un = 0, tai jis yra veikiamas standaus
paviršiaus:σn ≤ 0.

TeguS = S1 ∪ S2, |Si| 6= 0, i = 1, 2. Toliau nagriṅesime kraštinį uždavinį
su Dirichl̇e sąlygomis paviršiujeS1 ir Sinjorinio sąlygomis paviršiujeS2 (papildoma
Dirichlė sąlyga yra reikalinga tam, kad atitinkama bitiesinė forma b̄utų koercityvi).
Tiksliau, ieškosime funkcijosu, tenkinaňcios (10.18) lygčių sistemą, paviršiausS1

taškuose Dirichl̇e sąlygą

ui(x) = 0, i = 1, 2, 3, x ∈ S1, (10.23)

ir paviršiausS2 taškuose Sinjorinio sąlygą

δσ = 0, un ≤ 0, σn ≤ 0, σnun = 0, x ∈ S2. (10.24)

Tegu

(A u, v) = −
∫

Ω

3∑

i,j=1

∂σij

∂xj
vi dx, a(u, v) =

∫

Ω

3∑

i,j=1

σij(u)εij(v)dx.

Naudojantis integravimo dalimis formule, į tampų tenzoriaus simetriškumuσij = σji

ir sąryšiu
3∑

i,j=1

σijnjvi =
3∑

i=1

(δσi + σnni)vi = δσδv + σnvn,

išvedame Gryno formulę

(A u, v) = a(u, v)−
∫

S

(δσ(u)δv + σn(u)vn) dS. (10.25)

Apibrėžkime Hilberto erdvę

H = {u = (u1, u2, u3) : ui ∈ W1
2(Ω), ui|S1 = 0}

ir iškiląją uždarąją aibę
K = {u ∈ H : un|S2 ≤ 0}.

Tada energijos integralą

J(v) =
1
2
a(v, v)− (f, v) ≡ 1

2

∫

Ω

3∑

i,j=1

σij(v)εij(v) dx−
∫

Ω

3∑

i=1

fivi dx

atitinka variaciṅe nelygyḃe

a(u, v − u) ≥ (f, v − u), ∀v ∈ K. (10.26)

Naudojantis (10.25) Gryno formule, galima parodyti, kad (10.26) variaciṅes nelygyḃes
sprendinys tenkina (10.18) lygčių sistema bei (10.23), (10.24) kraštines sąlygas.
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10.5 teorema.Teguaijhk ∈ L∞(Ω), fi ∈ L2(Ω), ∀i, j, k, h = 1, 2, 3, ir teisingos
(10.20), (10.21) sąlygos. Tada(10.26) variaciṅe nelygyḃe turi vienintelį sprendinį.

/ Kadangiaijhk ∈ L∞(Ω), tai bitiesiṅe formaa(u, v) apṙežta. Iš (10.21) gauname

a(u, u) ≥ α

∫

Ω

3∑

i,j=1

ε2
ij(u) dx, ∀u ∈ H. (10.27)

Pagal pirmąją Korno nelygybę (žr. [9])

∫

Ω

3∑

i,j=1

ε2
ij(u) dx ≥ α0‖u‖2, ∀u ∈ H, α0 = const > 0.

Iš šių nelygybių išplaukia, kad bitiesinė formaa(·, ·) yra koercityvi. Be to, aiḃeK yra
uždara ir iškila (patikrinkite). Taigi patenkintos visos10.2teoremos sąlygos. Remiantis
šia teorema, galima tvirtinti, kad (10.26) variaciṅe nelygyḃe turi vienintelį sprendinį
u ∈ K. .
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10.4. APIBENDRINTOSIOS VARIACIṄES NELYGYBĖS

TeguH yra realioji Hilberto erdv̇e su norma‖ · ‖ ir skaliarine sandauga(·, ·), H∗ –
jungtinė erdv̇e, a(·, ·) – apṙežta, koercityvi bitiesiṅe forma erdv̇ejeH × H, g ∈ H∗

ir f : H → (−∞,∞], f 6≡ ∞ iškilas, silpnai pustolydis iš apačios funkcionalas.
Nagriṅesime uždavinį: rasti tokią funkcijąu ∈ H, kad

a(u, v − u) + f(v)− f(u) ≥ 〈g, v − u〉 , ∀v ∈ H. (10.28)

Šią nelygybę vadinsime apibendrintąja variacine nelygybe. Praeitame skyrelyje išna-
grinėtos variaciṅes nelygyḃes yra atskiras (10.28) nelygyḃes atvejis. Iš tiesų , jeiguf
yra aiḃesK indikatoriṅe funkcija, t.y.

f(v) = χK(v) =
{

0, v ∈ K,
+∞, v 6∈ K

(ji yra iškiloji ir pustolydė iš apǎcios), tai uždavinys: rasti tokią funkcijąu ∈ H, kad

a(u, v − u) + χK(v)− χK(u) ≥ 〈g, v − u〉 , ∀v ∈ H,

yra ekvivalentus (10.8) variaciṅes nelygyḃes sprendimui aiḃejeK.
Iš pradžių nagriṅesime uždavinį: rasti tokiąu ∈ H, kad

(u, v − u) + f(v)− f(u) ≥ 〈g, v − u〉 , ∀v ∈ H. (10.29)

Tegu

Φ(v) =
1
2
‖v‖2 + f(v)− 〈g, v〉 , g ∈ H∗.

Tada (10.29) variaciṅe nelygyḃe yra ekvivalenti uždaviniui: rasti tokią funkcijąu ∈ H,
kad

Φ(u) = min
v∈H

Φ(v). (10.30)

10.3 lema. Tarkime, funkcionalasf tenkina skyrelio pradžioje nurodytas sąlygas ir
g ∈ H∗. Tada(10.29) variaciṅe nelygyḃe (⇔ (10.30) uždavinys) turi vienintelį spren-
dinį u ∈ H.

/ Funkcionalas

Φ0(v) =
1
2
‖v‖2 − g(v)

yra iškilas ir tolydus. Toḋel funkcionalasΦ = Φ0 + f yra iškilas ir silpnai pustolydis
iš apǎcios. Kadangi funkcionalasf yra iškilas irf 6≡ ∞, tai egzistuoja funkcionalas
l ∈ H∗ ir skaǐciusα ∈ R tokie, kad

f(v) ≥ 〈l, v〉+ α, ∀v ∈ H.

Kartu galime tvirtinti, kad

Φ(v) ≥ 1
2
‖v‖2 − ‖l‖H∗‖v‖ − ‖g‖H∗‖v‖+ α → +∞,

kai ‖v‖ → ∞. Todėl patenkintos8.3 teoremos sąlygos ir (10.30) uždavinys turi vien-
intelį sprendinį..
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10.6 teorema.Tegua(·, ·) yra apṙežta, koercityvi bitiesiṅe forma,f – iškilas, silpnai
pustolydis iš apǎcios fukcionalas,f 6≡ ∞, g ∈ H∗. Tada(10.28) variaciṅe nelygyḃe
turi vienintelį sprendinį.

/ Teguρ = const > 0, w ∈ H – fiksuotas elementas. Nagrinėsime pagalbinę
nelygybę

(u, v − u) + ρf(v)− ρf(u) ≥ (w, v − u) + ρ 〈g, v − u〉 − ρa(w, v − u), ∀v ∈ H.

Pagal Ryso teoremą egzistuoja toks elementash ∈ H∗, kad

〈h, v〉 = (w, v) + ρ 〈g, v〉 − ρa(w, v).

Todėl nelygybę galima perrašyti taip:

(u, v − u) + ρf(v)− ρf(u) ≥ 〈h, v − u〉 , ∀v ∈ H. (10.31)

Pagal10.3lemą kiekvienamw ∈ H ir kiekvienamρ > 0 egzistuoja vienintelis (10.31)
nelygyḃes sprendinysu = Qρw. Parodysime, kad pakankamai mažiemsρ operatorius
Qρ : H → H yra sutraukiantysis. Teguu1 = Qρw1, u2 = Qρw2. Tada

(u1, u2 − u1) + ρf(u2)− ρf(u1) ≥

≥ (w1, u2 − u1) + ρ 〈g, u2 − u1〉 − ρa(w1, u2 − u1),

(u2, u1 − u2) + ρf(u1)− ρf(u2) ≥
≥ (w2, u1 − u2) + ρ 〈g, u1 − u2〉 − ρa(w2, u1 − u2).

Suḋeję šias nelygybes, gauname

‖u1 − u2‖2 = ‖Qρw1 −Qρw2‖2 ≤ (w1 − w2, u1 − u2)−

−ρa(w1 − w2, u1 − u2) =
(
(E − ρA)(w1 − w2), u1 − u2

)
;

čia: E – tapatusis operatorius,A : H → H – operatorius, apibrėžiamas formule
(A u, v) = a(u, v), ∀u, v ∈ H. Kadangi bitiesiṅe formaa yra apṙežta ir koercityvi
(žr. 10.3 skyrelį), tai ‖A ‖ ≤ c ir ‖E − ρA ‖ ≤ (1 − 2ρα + ρ2c2)1/2 < 1, kai
0 < ρ < 2α/c2. Todėl tokiemsρ yra teisinga nelygyḃe

‖Qρw1 −Qρw2‖ ≤ ‖E − ρ A ‖ ‖w1 − w2‖ < ‖w1 − w2‖

ir opeatoriusQρ yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teoremą operatoriusQρ turi vien-
intelį nejudamą tašką, t.y. egzistuoja vienintelis toksu ∈ H, kadu = Qρu. Kartu jis
yra ir (10.28) variaciṅes nelygyḃes sprendinys..

P a v y z d ž i a i :
1. Temperat̄uros valdymo srityje uždavinys. TeguΩ ⊂ Rn, n ≤ 3, yra šilumai laidi

sritis,S = ∂Ω. Tada stacionarų temperatūros srityjeΩ pasiskirstymą aprašo lygtis

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)uxj

)
= g(x), x ∈ Ω;
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čia: g – šilumos šaltinių tankis,u – kūno temperat̄ura, aij – žinomi koeficientai,
charakterizuojantys srities savybes. Jeigu paviršiujeS yra palaikoma nuliṅe tempe-
ratūra, tai funkcijau dar turi tenkinti kraštinę sąlygą

u|S = 0, x ∈ S.

Teguu1, u2 – apibṙežtos srityjeΩ tokios funkcijos, kadu1(x) ≤ u2(x), kaix ∈ Ω.
Įdėkime į sritį Ω šilumos šaltinį (žr. 10.1. pav.) su tankiu

h(u) =





0, kai u ∈ [u1, u2],
k2(u− u2), kai u > u2 ir k2(u− u2) ≤ h2,
h2, kai u > u2 ir k2(u− u2) > h2,
k1(u− u1), kai u < u1 ir k1(u− u1) ≥ h1,
h1, kai u < u1 ir k1(u− u1) < h1;

čia: k1, k2 – teigiamos konstantos,0 ∈ [h1, h2].
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10.1 pav.

... .. .. . .. .
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Taip apibṙežtas šilumos šaltinis lygus nuliui, jeiguu ∈ [u1, u2]. Jeiguu 6∈ [u1, u2] ir
h(u) ∈ [h1, h2], tai įvedamas (išvedamas) šilumos kiekis į sritįΩ yra proporcingas
taškou atstumui iki intervalo[u1, u2]. Kitais atvejais yra palaikomas pastovus šilu-
mos srautash1 arbah2. Šiuo atveju stacionarų šilumos pasiskirstymą srityjeΩ aprašo
Dirichlė uždavinys:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aijuxj

)
+ h(u) = g(x), x ∈ Ω, (10.32)

u|S = 0, x ∈ S. (10.33)

TeguH = W̊1
2(Ω) . Apibrėžkime realaus kintamojo funkciją

q(t) =

t∫

0

h(s) ds

ir ją atitinkantį funkcionalą

f(v) =
∫

Ω

q(v) dx, v ∈ H.
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Be to, tegu

a(u, v) =
∫

Ω

n∑

ij=1

aijuxj
vxi

dx, u, v ∈ H.

Sakysime, funkcijau ∈ H yra (10.33), (10.33) Dirichlė uždavinio apibendrintas
sprendinys, jeigu∀v ∈ H yra teisinga variaciṅe nelygyḃe

a(u, v − u) + f(v)− f(u) ≥
∫

Ω

g · (v − u) dx. (10.34)

10.7 teorema.Tarkime,aij ∈ L∞(Ω), i, j = 1, . . . , n, g ∈ L2(Ω), hi ∈ L1(Ω),
hi = const, ki = const > 0, i = 1, 2, ir yra teisinga nelygyḃe

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν

n∑

i=1

ξ2
i , ∀x ∈ Ω, ν = const > 0.

Tada(10.34) variaciṅe nelygyḃe turi vienintelį sprendinį.

/ Bitiesinė formaa(·, ·) apṙežta ir koercityvi. Be to, funkcionalasf yra iškilas ir
silpnai pustolydis iš apǎcios (patikrinkite). Toḋel (žr. 10.6teoremą) (10.34) variaciṅe
nelygyḃe turi vienintelį sprendinį..

2. Uždavinys su daugiareikšme kraštine sąlyga. TeguΩ ⊂ Rn yra apṙežta sritis,
S = ∂Ω – dalimis glodus paviršius,λ > 0, ϕ : S × R → (−∞,∞], ϕ 6≡ +∞. Be
to, tegu su kiekvienu fiksuotux ∈ S funkcija ϕ(x, ·) iškila ir β(x, ·) = ∂ϕ(x, ·) – jos
subdiferencialas. Bendru atvejuβ(x, ·) : R → [ϕ′−(x, ·), ϕ′+(x, ·)] yra daugiareikšṁe
ir monotoniṅe funkcija.Čiaϕ′−(x, ·), ϕ′+(x, ·) yra funkcijosϕ(x, ·) išvestiṅes iš kaiṙes
ir dešiṅes.

Nagriṅesime uždavinį: rasti tokią funkcijąu, kad

−∆u + λu = g(x), x ∈ Ω, (10.35)

− ∂u

∂n
∈ β(x, u), x ∈ S; (10.36)

čia ∂u/∂n – funkcijos u išvestiṅe išoriṅes normal̇es n kryptimi. Pabṙešime, kad
(10.36) kraštiṅe sąlyga taip pat reikalauja, kadu(x) ∈ {t ∈ R : β(x, t) 6= ∅}, t.y.
u(x) priklausytų funkcijosβ(x, ·) apibṙežimo srǐciai. Atkreipsime ḋemesį į tai, kad
(10.36) kraštiṅe sąlyga yra gana bendra. Jos atskiri atvejai yra:

1. Dirichlė sąlygau|S = ψ(x), x ∈ S (žr. 10.2 pav.), gaunama, kai

β(x, t) =
{ ∅, t 6= ψ(x),

(−∞,+∞), t = ψ(x).
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2. Noimano sąlyga−∂u/∂n = ψ(x), x ∈ S (žr. 10.3 pav.), gaunama, kaiβ(x, ·) =
ψ(x).
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tψ(x)

β(x, ·)

t

ψ(x)

β(x, ·)

0 0

10.2 pav. 10.3 pav.

3. Trečioji kraštiṅe sąlyga−∂u/∂n = σ(x)u + ψ(x), x ∈ S, σ(x) ≥ 0 (žr. 10.4
pav.), gaunama, kai

β(x, t) = σ(x)t + ψ(x).

4. Sinjorinio sąlygau(x) ≥ ψ(x), ∂u/∂n ≥ 0, ∂u/∂n(u − ψ)|S = 0, x ∈ S (žr.
10.5 pav.), gaunama kai

β(x, t) =




∅, t < ψ(x),
(−∞, 0], t = ψ(x),
0, t > ψ(x).
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k = σ(x)

tψ(x)

β(x, ·)

t

ψ(x)

β(x, ·)

0 0

10.4 pav. 10.5 pav.

5. PaviršiausS1 taškuose Dirichl̇e sąlyga, o paviršiausS2 taškuose – Sinjorinio
sąlyga,S = S1 ∪ S2 (žr. 10.2 pav. ir 10.5 pav.).

Tegu

a(u, v) =
∫

Ω

(uxvx + λuv) dx, f(v) =
∫

S

ϕ(x, v) dS.

Sakysime, funkcijau ∈ W1
2(Ω) yra (10.35), (10.36) uždavino apibendrintas sprendi-

nys, jeigu∀v ∈ W1
2(Ω) yra teisinga variaciṅe nelygyḃe

a(u, v − u) + f(v)− f(u) ≥
∫

Ω

g · (v − u) dx. (10.37)

Tegu

J(u) =
1
2

∫

Ω

(u2
x + λu2) dx−

∫

Ω

gu dx +
∫

S

ϕ(x, u) dS.
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Tada ši nelygyḃe yra ekvivalenti (patikrinkite) minimizavimo uždaviniui: rasti tokią
funkcijąu ∈ W1

2(Ω), kad
J(u) = min

v∈W1
2(Ω)

J(v).

Bitiesinė formaa(·, ·) yra apṙežta. Be to, ji yra koercityvi (nesλ > 0). Funkcio-
nalasf : W1

2(Ω) → R gana plǎciai funkcijų ϕ klasei yra iškilas ir silpnai pustolydis
iš apǎcios. Toḋel tokioms funkcijomsϕ patenkintos10.6teoremos sąlygos ir (10.37)
variaciṅe nelygyḃe turi vienintelį sprendinį.
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10.5. NEKOERCITYVIOS VARIACINĖS NELYGYBĖS

TeguH yra realioji Hilberto erdv̇e su norma‖ · ‖ ir skaliarine sandauga(·, ·), H∗ –
jungtinė erdv̇e,f ∈ H∗, K – iškiloji, uždaroji erdv̇ejeH aibė ir a(·, ·) : H×H → R –
apṙežta bitiesiṅe forma. Šiame skyrelyje atsisakysime bitiesinės formos koercityvumo
prielaidos. Vietoje jos reikalausime, kad bitiesinė formaa(·, ·) būtų tik neneigiama,
t.y. tenkintų sąlygą

a(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ H. (10.38)

Nagriṅesime uždavinį: rasti funkcijąu ∈ K tokią, kad

a(u, v − u) ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ K. (10.39)

Be koercityvumo sąlygos toks uždavinys gali neturėti sprendinio. Pavyzdžiui, Sin-
jorinio modelinis uždavinys: rasti funkcijąu ∈ K tokią, kad

∫

Ω

ux(vx − ux) dx ≥
∫

Ω

f · (v − u) dx, ∀v ∈ K,

K = {v ∈ W1
2(Ω) : v(x) ≥ h(x), b.v. x ∈ S}, neturi sprendinio su laisvai

pasirinkta funkcijaf ∈ L2(Ω) . Iš tikrų jų , jeigu egzistuotų funkcijau ∈ K, tenki-
nanti šią variacinę nelygybę, tai paėmęv = u + c, c = const > 0, gautume

∫

Ω

f(x) dx ≤ 0. (10.40)

Taigi ši sąlyga yra b̄utina išsprendžiamumo sąlyga. Jeigu ji nepatenkinta, tai variacinė
nelygyḃe sprendinio neturi.

Grįžkime prie (10.39) variaciṅes nelygyḃes. Apsiribosime atveju, kai bitiesinė
forma yra simetriṅe, t.y.

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ H. (10.41)

Šiuo atveju (10.39) variaciṅe nelygyḃe ekvivalenti uždaviniui: rasti tokią funkcijąu ∈
K, kad

Φ(u) = min
v∈K

Φ(v), Φ(v) =
1
2
a(v, v)− 〈f, v〉 . (10.42)

Iš 8 skyriaus rezultatų išplaukia, funkcionalasΦ yra iškilasis ir silpnai pustolydis iš
apǎcios.

TeguNa ir Nf yra kvadratiṅes formosa(·, ·) ir funkcionalof ∈ H∗ branduoliai,
t.y.

Na = {u ∈ H : a(u, v) = 0, ∀v ∈ H}, Nf = {u ∈ H : 〈f, u〉 = 0}.
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10.8 teorema.Tegu bitiesiṅe formaa(·, ·) yra apṙežta, neneigiama ir simetrinė. Be to,
tegu egzistuoja(10.39) uždavinio sprendinysu ∈ K. Tada bet kuris kitas sprendinys
u′ ∈ K išreiškiamas pavidalu:

u′ = u + ρ, ρ ∈ Na ∩Nf .

/ Teguu ∈ K yra (10.39) uždavinio sprendinys,ρ ∈ Na ∩Nf ir u + ρ ∈ K. Tada

Φ(u + ρ) = Φ(u) = min
v∈K

Φ(v),

t.y. u′ = u+ρ taip pat yra (10.39) uždavinio sprendinys. Tarkime,u, u′ yra du (10.39)
uždavinio sprendiniai. Tada teisingos nelygybės

a(u′, u− u′) ≥ 〈f, u− u′〉 , a(u, u′ − u) ≥ 〈f, u′ − u〉 .
Suḋeję jas, gaunamea(u − u′, u − u′) = 0. Tai reiškia, kadu′ = u + ρ, ρ ∈ Na. Be
to,

Φ(u) = Φ(u + ρ) = Φ(u)− 〈f, ρ〉 .
Todėl f(ρ) = 0 ir ρ ∈ Nf . .

TeguN = Na ∩Nf , Na = N ⊕M (čiaM – ortogonalusN papildymas ikiNa).
PažyṁekimeQ, QN ir QM ortogonalaus projektavimo operatorius atitinkamai įNa,
N ir M ; P = E −Q, PN = E −QN .

10.9 teorema.Tegua(·, ·) yra apṙežta, simetriṅe bitiesiṅe forma, tenkinanti puskoerci-
tyvumo sąlygą:

a(u, u) ≥ α‖Pu‖2, ∀u ∈ H, α = const > 0. (10.43)

Be to, tegu aiḃeQ(K) apṙežta. Tada egzistuoja(10.39) variaciṅes nelygyḃes sprendi-
nys.

/ FunkcionalasΦ yra iškilas ir pustolydis iš apačios. Toḋel pakanka įrodyti, kad
iš minimizuojaňcios sekos galima išrinkti konverguojantį posekį. Teguun ∈ K yra
minimizuojanti seka, t.y

lim
n→∞

Φ(un) = inf
v∈K

Φ(v) := d < +∞.

Iš projektavimo operatoriųP ir Q savybių gauname

‖un‖2 = ‖Pun‖2 + ‖Qun‖2.
Jeigu sekaun nėra apṙežta, tai egzistuoja toks posekisun (jį v ėl žymėsimeun), kad
‖un‖ → ∞, kai n → ∞. Pagal teoremos sąlygą seka{Qun} yra apṙežta. Toḋel
‖Pun‖ → ∞, kai n →∞. Kartu galime tvirtinti, kad

Φ(un) =
1
2
a(un, un)− 〈f, Pun〉 − 〈f, Qun〉 ≥

≥ 1
2
α‖Pun‖2 − ‖f‖ ‖Pun‖ − ‖f‖ ‖Qun‖ → +∞,

kai n → ∞. Tačiau tai prieštarauja tam, kad seka{un} yra minimizuojanti, t.y.
Φ(un) → d < +∞. Taigi kiekviena minimizuojanti seka yra aprėžta. Kadangi
Hilberto erdv̇e yra refleksyvi, tai iš minimizuojančios sekos galima išrinkti posekį,
konverguojantį į (10.39) variaciṅes nelygyḃes sprendinį..
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Iš pradžių nagriṅesime variacinę nelygybę baigtiniamatėje erdv̇eje. Tiksliau, teguH
– baigtiniamaṫe vektoriṅe erdv̇e su skaliarine sandauga(·, ·), K ⊂ H – iškila, uždara
ir apṙežta aiḃe, A : K → H – tolydus operatorius. Nagrinėsime uždavinį: rasti tokį
elementąu ∈ K, kad

(A u, v − u) ≥ 0, ∀v ∈ K. (10.44)

10.4 lema. TeguA ir K tenkina ankšciau suformuluotas sąlygas. Tada(10.44) varia-
cinė nelygyḃe turi sprendinį.

/ Teguw ∈ K yra koks nors fiksuotas elementas. Pagal10.1lemą variaciṅe nely-
gybė

(u, v − u) ≥ (w −A w, v − u), ∀v ∈ K,

turi vienintelį sprendinįu = PK(w − A w) ∈ K. Be to, operatoriusPK yra tolydus.
Apibrėžkime operatoriųT : K → K formule:

Tw = PK(w −A w), ∀w ∈ K.

OperatoriusT yra tolydus. Remiantis10.1teorema, egzistuoja toks taškasu ∈ K, kad
u = Tu. Nesunku matyti, kadu yra (10.44) nelygyḃes sprendinys..

10.5 lema. TeguX yra Banacho erdv̇e, A : X → X∗ – radialiai tolydus monotoninis
operatorius,f ∈ X∗, K – iškila uždara aiḃe. Tada ekvivalent̄us tokie uždaviniai:

1. Rasti tokią funkcijąu ∈ K, kad

〈A u, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ K. (10.45)

2. Rasti tokią funkcijąu ∈ K, kad

〈A v, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ K. (10.46)

/ Teguu yra (10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinys. Tada, remiantis operatoriaus
A monotoniškumu,

〈A v, v − u〉 = 〈A u, v − u〉+ 〈A v −A u, v − u〉 ≥
≥ 〈A u, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ K,

t.y. u tenkina (10.46) variacinę nelygybę. Tarkime,u yra (10.46) sprendinys irv =
u + t(w − u), kai w ∈ K, t ∈ (0, 1). Taškasv ∈ K. Todėl

〈A(u + t(w − u)), w − u〉 ≥ 〈f, w − u〉 , ∀w ∈ K.

Kadangi operatoriausA radialiai tolydus, tai

lim
t→0

A(u + t(w − u)) = A u

ir yra teisinga (10.45) nelygyḃe. .
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10.10 teorema.TeguX yra refleksyvi Banacho erdvė, A : X → X∗ – monotoninis,
apṙežtas ir radialiai tolydus operatorius,K ⊂ X – apṙežta, iškila ir uždara aiḃe. Tada
egzistuoja(10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinysu ∈ K. Be to, jeigu operatoriusA
yra griežtai monotoninis, tai sprendinys yra vienintelis.

/ TeguKm yra diḋejanti uždarų jų iškilų jų aibių tokia seka, kad

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km ⊂ . . . ⊂ K,

aibė
∞⋃

m=1
Km yra tiršta aiḃejeK ir Km ⊂ Xm ⊂ X, dimXm = m. Pagal10.4lemą

su kiekvienum egzistuoja variaciṅes nelygyḃes

〈A um, v − um〉 ≥ 〈f, v − um〉 , ∀v ∈ Km, (10.47)

sprendinysum ∈ Km. Kadangi aiḃe K apṙežta, tai seka{um}∞m=1 taip pat apṙežta
ir iš jos galima išrinkti silpnai konverguojantį posekį. Šį posekį, kaip ir pačią seką,
žymėsime{um}∞m=1. Teguu yra šio posekio ribinis elementas. Kiekviena uždaroji
iškiloji aibė yra silpnai uždara. Todėl u ∈ K. Iš 10.5lemos gauname, kad

〈A v, v − um〉 ≥ 〈f, v − um〉 , ∀v ∈ Km.

Be to,Km ⊂ Km+1, ∀m. Todėl

〈A v, v − um〉 ≥ 〈f, v − um〉 , ∀v ∈ Kk, k ≤ m. (10.48)

Fiksuokime (10.48) nelygyḃejek ir pereikime prie ribos, kaim → ∞. Tada gausime
nelygybę

〈A v, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ Kk. (10.49)

Kadangi (10.49) nelygyḃe teisinga su kiekvienuk, tai

〈A v, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈
∞⋃

k=1

Kk. (10.50)

Aibė
∞⋃

k=1

Kk yra tiršta aiḃeje K. Be to, operatoriusA yra demitolydus (um → u

erdv̇ejeX,⇒ A um ⇁ A u erdv̇ejeX∗). Toḋel iš (10.50) gauname, kad

〈A v, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 , ∀v ∈ K. (10.51)

Iš 10.5lemos išplaukia, kadu tenkina (10.45) nelygybę. Spendinio vienatį paliekame
įrodyti skaitytojui..

Tarkime,K yra neapṙežtoji, iškiloji aiḃe. Parinkime tokį skaičių R > 0, kad aiḃe

KR = K ∩ {u ∈ X : ‖u‖ ≤ R} 6= ∅.
Su kiekvienu tokiuR variaciṅe nelygyḃe

〈A uR, v − uR〉 ≥ 〈f, v − uR〉 , ∀v ∈ KR, (10.52)

turi sprendinįuR ∈ KR, jeigu tik operatoriusA tenkina visas10.10teoremos sąlygas.
Be to,‖uR‖ ≤ R.
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10.6 lema. Tegu operatoriusA tenkina10.10 teoremos sąlygas,K – iškila, uždara
aibė. Tada b̄utina ir pakankama(10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinio egzistavimo
sąlyga yra tokia: egzistuoja toks skaičius R > 0, kad bent vienas(10.52) variaciṅes
nelygyḃes sprendinysuR ∈ KR tenkina nelygybę‖uR‖ < R.

/ Teguu ∈ K yra (10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinys. Tada imdamiR > ‖u‖
gausime, kadu tenkina (10.52) variacinę nelygybę.

Tarkime, (10.52) variaciṅe nelygyḃe turi sprendinįuR ∈ KR ir ‖uR‖ < R. Tada
su kiekvienuη ∈ K egzistuoja tokiew ∈ KR ir ε > 0, kadw − uR = ε(η − uR).
Imkime (10.52) nelygyḃejev = w ir perrašykime taip:

〈A uR, w − uR〉 = ε 〈A uR, η − uR〉 ≥ ε 〈f, η − uR〉 , ∀η ∈ K.

Todėl uR tenkina (10.45). .

10.11 teorema.TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė,K ⊂ X – iškila uždara aiḃe,
A : X → X∗ – monotoninis, apṙežtas ir radialiai tolydus operatorius. Be to, egzistuoja
tokieu0 ∈ K ir R > ‖u0‖, kad

〈A v, u0 − v〉 < 〈f, u0 − v〉 , ∀v ∈ K : ‖v‖ = R. (10.53)

Tada egzistuoja(10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinysu ∈ K.

/ TeguuR yra (10.52) sprendinys. Jeigu‖uR‖ = R, tai

〈A uR, u0 − uR〉 ≥ 〈f, u0 − uR〉
ir gauname prieštarą. Todėl ‖uR‖ < R ir patenkintos visos10.6lemos sąlygos..

A p i b r ė ž i m a s . Sakysime, operatoriusA : X → X∗ yra koercityvus aiḃeje
K, jeigu egzistuoja toks elementasu0 ∈ K, kad

〈A u, u− u0〉
‖u‖ → ∞, (10.54)

kai ‖u‖ → ∞.

10.12 teorema.TeguX yra refleksyvioji Banacho erdvė,K ⊂ X – iškila uždara aiḃe,
A : X → X∗ – monotoninis, apṙežtas, radialiai tolydus ir koercityvus aibėjeK opera-
torius. Tada egzistuoja(10.45) variaciṅes nelygyḃes sprendinysu ∈ K.

/ Fiksuokime skaǐcių α > ‖f‖X∗ . Kadangi operatoriusA yra koercityvus, tai
egzistuoja toks skaičiusR > ‖u0‖, kad

〈A u, u− u0〉 ≥ α‖u− u0‖,
kai ‖u‖ ≥ R. Todėl

〈A u, u− u0〉+ 〈f, u0 − u〉 ≥ α‖u− u0‖ − ‖f‖X∗‖u− u0‖ ≥
≥ (α− ‖f‖X∗)(‖u‖ − ‖u0‖) > 0,
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kai ‖u‖ = R. Kartu teisinga nelygyḃe

〈A u, u0 − u〉 < 〈f, u0 − u〉 ,

kai ‖u‖ = R. Remiantis10.12teorema, egzistuoja (10.45) variaciṅes nelygyḃes spren-
dinysu ∈ K. .
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D A L Y K I N Ė R O D Y K L Ė
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Dirichlė uždavinio spektras – 115
Erdvė
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uždaroji – 5
žvaigždiṅe – 42
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