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1 SKYRIUS
Pagrindires savokos

1.1. APIBREZIMAI IR ZYMENYS

Sioje knygoje vartosime tokius Zymenis:
R"™ —n-mae euklidire erde,n > 2; R' = R — realiyjy skatiy aite.

R =R U {00, —00} — iSplestire realiyjy skadiy aibe.

z = (x1,...,2z,) — taSkas erdzje R". Kartais jj apibESime kaip vektoriy stulpelj.
Siuo atveju rasysime = colon(z1, . .., x,). Abiem atvejais
n 1/2
2l = (>a2)
i=1

R} = {z € R" : z, > 0} — puserde erdejeR".

Q — sritis erdeje R", ty. atvira jungioji aile; S = 902 — srities() krastiniy tasky
aibe; 1 = Q U 9Q — uzdaroji sritis, t.y. sritie§) uzdarinys)’ — grieztai vidire
sritis, t.y. ’ yra kompaktas i€)’ C Q; |Q| — srities(2 turis. Visoje knygoje,
jeigu nenurodyta prieSingdi) yra apeZta sritis.

n = (nq,...,n,)—Iisorinis sritieg? atzvilgiu vienetinis pavirSiauS normaks vekto-
rius. Noedami pazyrati, kad normads vektorius yra skaiuojamas taske € .S,
raSysimen,,.

Sp(xz) = {y € R" : |z —y| = r} C R" — sfera, kurios centras yra taskeir
spindulysr; sferossS,. plotas|S,.| = r"~1|S;|; vienetires sferos plotassS;| =
27"/2 /T (n/2), T — gama funkcija.

B.(z) = {y € R" : |x —y| < r} C R™ - rutulys, kurio centras yra taske
ir spindulysr; rutulio B, turis |B,| = |S1|r™/n; jeigu taSkasr sutampa su
koordin&iy pradzia, t.yz = 0, sferaS,.(x) ir rutulj B, (x) Zymésime trumpiau:
S, ir B,.

n
a = (ai,...,a,) —multindeksas|a| = > «;, o; — sveikieji neneigiami skaiai.
i=1

D%y = 9l°ly /xS ... §x2n — funkcijosu daling |a|-osios eies iSvestig; pirmo-
sios eibs daling iSvestingu/dz; Zymesimeu,, ; antrosios eés daline iSvestine

1Jeigu funkcijau = u(x, y), tai noedami pabezti, kad dali iSvestie D™ v skatiuojama kintamuojo
x atzvilgiu, raSysimeDg w.
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62u/8xi8mj Zymesimeu,, ;5 Uz = (Ug,, - - -, Uz, ) — fUNKcijosu gradientas;
n 1/2 n 1/2
= (o 02) s el = (X w2a,)
i=1 i,j=1

L, (£2) — méiyjy srityje 2 funkcijy, turintiy baigting norma

1/p
full,ior = ( [ luta)r dz) ™.
Q

Banacho erde; kaip = 1, Banacho erdvéd.;(£2) ZymesimeL (). Jeiguu €
L(2), tai sakysime, kad, yra sumuojama srityj€ funkcija; kaip = 2, erdwe
Lo (€2) yra Hilberto erde. Skaliarine sandauga joje galima apitt taip:

(U, V)1,(0) = /u(:v)@al:r7 Yu,v € Lo (Q).
Q

JeiguL,(92) yrarealiyjy funkcijy erde, tai brukSnys neraSomas. Kartais skalia-
ring sandaugg, -)1, () ir ja atitinkartia norma|| - ||, o) Zymesime atitinkamai

()i -l

Lp10c(£2) — m&iyjy ir lokaliai integruojamy laipsniy srityje © funkcijy tiesire
erdve. ErdveL 1. (€2) ZymesimeLio.(€2).

L (92) —iS esnés apezty m&iyjy srityje(2 funkcijy, turintiy baigtine norma

l[ullLo, () =vraisup [u(z)],
zeQ

Banacho erde.

Ck(Q) — tolygiai tolydziy uzdaroje srityj& (sritis gali kuti ir neapgzta) funkcijy,
turinCiy tolygiai tolydzias dalines iSvestines ikiosios eies imtinai ir baigtine
norma

lullor = 3 sup| D® ua)],
|a\§kz€ﬂ

Banacho erds. Ciak — sveikasis neneigiamas skiis. Kaik = 0, erdveC°(Q)
ZzymésimeC(€2).

Ck(Q) — tolydziy srityjef2 funkcijy, turintiy tolydZzias dalines iSvestines ikiosios
eiles imtinai, aile. Kaik = 0, aibe C°(Q2) ZymesimeC(Q).

C*° () — be galo diferencijuojamy srityj@ funkcijy aike.

suppu — funkcijosu atrama ty. aites{z : u(z) # 0} uzdarinys erdgje R".
Funkcijau yra finiCioji srityje €2, jeigusupp u yra kompaktas isupp u C .

C5° () — be galo diferencijuojamy fidiyjy srityje Q2 funkcijy aite.
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osc {u; Q} —funkcijosu svyravimas srityjé, t.y. skirtumas tarpup u(z) ir igf u(z).
Q

diam Q = sup |z — y| — sritiesQ2 skersmuo.
z,yeN

dist{z,Q} = ing|:c—y| —taSkox € R™ atstumas iki aibs@).
ye

dist{P,@Q} = inf — y| —atstumas tarp aibig ir Q.

ist{P,Q} = _inf |o—yl p aibidp ir @

Sakysime,S yra Ck klases pavirsius, jeigu kiekvieno jo tasko aplinkoje jj galima

apibrezti lygtimi
Yn = f(yla o 7yn—1);

¢ia f yra C* klases funkcija,yi, ys, . . ., yn — Vietiné ortogonali koordingy sistema,
aSisy,, nukreipta normads kryptimi, o aSyg, . . ., y,,_1 yralieCiamojoje plokStumoje.
Kai k = 1, pavirSiy S vadinsime glodZiuoju pavirSiumi.

Sakysime, funkcijau, apibezta uzdaroje srityj€, tenkina Sioje srityje Helderio
salyga su rodikliux € (0, 1] ir Helderio konstanta/, jeigu

(u)g, = sup {ptosc{w; Q,}} = M < o0, p < po;

Cia$, yra srities(2 ir rutulio, kurio spindulysp, sankirta, o supremumas imamas pagal
p-
Sakysime, funkcijau, apibezta uzdaroje srityjé), tenkina Sioje srityje LipSico
salyga, jeigu ji tenkina Helderio salyga au= 1.
Jeigu sritied kradtasd) yra pakankamai glodus, pavyzdzial! klases, tai(u)g
galima apibeZzti ir taip:
W= sup 10w
(u)d o

Ck+2(Q) - tolygiai tolydziy uzdaroje srityj€ funkcijy, turintiy tolygiai tolydZias
dalines iSvestines iki-osios eies imtinai ir baigtine norma

Jull e = 3 sup D% u@)| + 3 (D%, A€ (0.1),
|a|=0 |a|=k

Banacho erd#; sakysime, funkcija priklauso aibelC**(2), jeigu ji priklauso
erdveiCk+A(QY) kiekvienoje grieztai vidigje srityjeQ’.

Integralus Zyrasime vienu integralo Zenklu. Jeiguyra integravimo kintamasis
erdwjeR"”, tai simboliudz Zymesime tirio elementa (Lebego mata). Jeigu keliy kin-
tamujuy funkcijaf(x,y) yra integruojama kurio nors vieno kintamojo (pavyzdzy)i,
atzvilgiu pavirSiumiS, tai pavirSiausS ploto elementa zygsimedsS,,.

Jvertinant reiSkinius pastovius dydzius patogu &fnhviena bendra konstanta. Ja
Zymesime raide”'. Atkreipsime é&mesj, kad pereinant nuo vieno reiskinio prie kito,
paprastai gaunamos skirtingos konstantos. @itodas daZniausiai Zyesime ta péia
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raideC. Jeigu reikia pal#Zti, kad konstanta priklauso nuo kokio nors paramettai
tokia konstanta zy@simeC..

Kiekviename skyriuje yra sava formuliy, lemy, teoremy ir paveikglnumera-
cija. Numeris zymimas dviem skaais. Pirmasis i$ jy nurodo skyriaus, o antrasis —
formules, lemos, teoremos arba pavegtisl numerj. Teoremos arba lemos jrodyma
pracesime Zenklw. |rodymo pabaiga zZygsime Zenklw-. Be to, kartais naudosime
tokius Zenklus — su visais; < - tada ir tik tada— — konverguoja, arba aija;

— —tolygiai konverguoja; b.v. — beveik su visais (beveik visiems): jsideda.



1.2 KAI KURIOS DAZNAI VARTOJAMOS NELYGYBES 9

1.2. KAI KURIOS DAZNAI VARTOJAMOS NELYGYBES

1. Tegup > 1. Tadava, b € R' yra teisingalungo nelygyé.

1 1 ' 1 1
lab] < =[a|” + =07, -+ = =1. (1.1)
p p p P
IS jos lengvai iSvedama nelyggb
e p/p
[b]P, Ve >0,

jab| < =Jaf? +

p

kuri, kaip = 2, virsta tokia:
lab] < E\a|2 + i|b|2 Ve >0
-2 2 '

2. Tegup > 1. Tadav f € L,(Q), Vg € L,/ (2) yra teisingaHelderio nelygyé:

1 1
[ f@o@ do| < W@l S+ =1 @2)
Q

Taikant matematies indukcijos metoda, Jungo ir Helderio nelygybes galima
apibendrinti. Tiksliau, yra teisingos tokios nelyggdh

N N
1
|a1.....aN| SZ—M p ‘/fldefL‘ SHHLHLPI(Q),
i1 Pi o i=1
N
Giaa; €RY, fi €Ly (), pi > 1,Vi=1,2,...,N zpi:

3. Tegup > 1. Tadavf, g € L,(2) yra teisingaVlinkovskio nelygyle:
If+ 9l < 1fllL, @ + l9lle, - (1.3)

4. Teguf) yra apeZzta sritis erdgjeR". Tadavy € R" yra teisinga nelygybd

2d n—e
Jle-yar<is B2 0<e<n (L4)

Ciad = diam Q.

5. Tegul < p < oo, X C R" Y Cc R™ir f — apibezta, maioji aibeje X x Y
funkcija. Tada yra teisingMinkovskio nelygyle kartotiniams integralams

/‘/fxydy’ dx v //\fxyV’dx pdy, (1.5)
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jeigu tik integralasi1.5) nelygyles deSigje yra baigtinis.
Sia nelygybe jrodysime, kai abu integralai yra baigtiniai. Pa&kime

—| [ e
Y

[Pr@ars [P / |, y)| dyde =
//\f %) | PP~ (z) dudy <
//|fxy|pdx (/ ()dx)l/p/dy.

X
|vertindami pastarau integrala, pasinaudojome Helderio nelygybe. Suprastine
kairigja ir deSinigja gautos nelyggb puses, i$

( / Fr() dx) v
X

6. Tegu f yra pustiegjet > 0 diferencijuojama funkcija ir jos iSvestnf’ €
Lp(RiL p > 1. Tada yra teising&lardZio nelygylke

Tada

gausimelL.5) nelygybe.

oo

1= [ens0 - sopas (G2) [irore. we)
0

0

Pagal Niutono—Leibnico formule

L) - F0) =t / f(r) dr = / £(st) ds
0 0

co 1
:/’/f'stds
0 0

Pagal Minkovskio nelygybe

Todel

dt.

1

11/P</ /|f (st) |pdt) ds—/ —1/pds /|f |Pdt)

0 0

Apskatiave integrala nus~'/? ir pakele abi gautos nelyg@s puses laipsniu
p, gausimelL.6) nelygybe.

Pirmy keturiy nelygybiy jrodyma galima rasii][knygoje.
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1.3. KAI KURIE MATEMATIN ES IR FUNKCINES ANALIZES
TEIGINIAI

TeguQ2 yra apeZta erdeje R" sritis, S = 02 — dalimis glodus pavirSius, o funkcijos
u,v € CY(Q). Tada yra teisingantegravimo dalimis formut

/umkvdu: = /uvcos(n,:ck) de/uvmk_ dz. 1.7)

Q S Q

Tuo atveju, kai viena i8S funkcijuy arbav pavirSiujesS lygi nuliui, integravimo dalimis
formule supaprasja ir ja galima perraSyti taip:

/uggkv dx = f/uvxk dzx. (1.8)

Q Q

TeguX,Y yra Banacho erces. Aite Q C X yra salyginis kompaktasrdweje X,
jeigu i8 bet kurios jos sekos galima iSskirti konverguojantj posekj. Sakysime, operato-
rius (gali kuti ir netiesinis)A : X — Y yra apeZtasjeigu jis bet kokia aggZta erdeje
X aibe perveda | aprta erdeje Y aibe. Operatoriusi yra visiSkai tolydus(kom-
paktinis), jeigu jis yra tolydus ir bet kokia agftta erdeje X aibe perveda j salyginj
kompakta erdgjeY.

TeguX,Y yra tiesires erdes. Operatoriugl : X — Y yratiesinis jeigu

Az + py) = NMa + pAy, Ve, y € X, A, p € R.

JeiguAd : X — R, tai operatoriyA vadinsimefunkcionalu

TeguX yra Banacho erdy, A : X — X tiesinis apeztas operatorius. Sakysime,
skatius\ yra operatoriaus! tikriné reikSné, o elementas € X — ja atitinkantitikriné
funkcija, jeigu x yra netrivialus lygties

Ar =z

sprendinys erdgje X. Sakysime, sk&@ius u yra operatoriausl charakteristié reiks-
mé, jeigu lygtis
pAx =z

turi netrivialy sprendinj erdsje X.

TeguX yra tiesire erde. Visy tiesiniy, tolydZiyjy funkcionaly : X — R aibe
vadinsimejungtine erdveerdveiX ir Zymesime simboliuX*. Jungtire erdwe X* yra
pilna. Jeigu erde X yra normuota, tai jungtim erdwe taip pat normuota ir norma joje
galima apibeZzti taip:

1 fllx- = sup [f(u)].
flull<1
Kaip jprasta, funkcionalg’ € X* reikSme taske € X Zymesimef(u). Kartais lygia-
greCiai vartosime zymen({f, u) . Reiskinysf(u) = (f, u) yra tiesinis pagaf ir pagal
u. Be to,

f@)={f; W[ <[ fllx-llulx,  VfeX", VueX
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ErdveiX galima apibeZti antraja jungtine erdv&** = (X*)*. Erdve X izometriSkai
jsideda jX**, ty. X C X**, JeiguX = X**, tai erdwe X vadinamarefleksyviaja
Kiekvienas refleksyviosios erég tiesinis poerdvis taip pat yra refleksyvioji eedv

TeguA : X — Y yra tiesinis tolydus operatoriusgre Y*. Tadag o A yra tiesinis
tolydus funkcionalas, apibztas erdgje X. Kiekviena funkcionalyy € Y* atitinka
funkcionalasf = g o A € X*. Si atitiktis apibeZia operatoriy, veikiantj i$ erégY*
j erdve X*. Gautas operatorius vadinamasgtiniuoperatoriuid. Jj ZymesimeA* .

Tegu H yra Hilberto erde. Sakysime, sekfu,,} C H silpnai konverguoja ele-
mentau € H ir radysimeu,, — u, jeigu

(up, —u,v) — 0, YoveH,
kain — oo. Jeigu sekdu,, } apeztair
(un—um) - 0’ V’UEQ,

kain — oo, tai u, — u; Cia @ — tirSta erdeje H aite. Jeiguu,, — wu, tai u, — u.
Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. d@u jeiguu, — w ir ||u, | — ||ul], taiw, — u
erdweje H

1.1 teorema. Tegu {uy} yra apeZta Hilberto erdgje H seka. Tada iS jos galima
iSskirti silpnai konverguojantj posekj.

1.2 teorema. Jeigu sekdu} C H silpnai konverguoja j elementac H, tai

lull < lim [jun || < Tim [Ju, | < oo.
TeguX yra Banacho erdy. Sakysime, sekfu,,} C X silpnai konverguoja ele-
mentau € X ir raSysimeu,, — u, jeigu

(fyup —u) — 0, VfeX"

1.3 teorema. Banacho erd& X yra refleksyvioji tada ir tik tada, kai is kiekvienos
apeztos (pagal norma) sekos galima iSrinkti silpnai konverguojantj posekj.

Kiekviena konverguojanti seka konverguoja silpnai. AtviiksS teiginys yra netei-
singas. Pavyzdziugin nz — 0 erdwjeLs (0, 7), kain — oo. TaCiausin nx 4 0, kai
n — 00, Nes atstumas tarp bet kuriy dviejy skirtingy Sios sekos elementy

| sinna — sinma ||, 0,r) = V.

Baigtiniamags erdes atveju silpnasis konvergavimas sutampa su konvergavimu
pagal norma. PlEau apie silpnajj konvergavima 250, [19], [33], [34].

TeguX yra Banacho erdy, A : X — X — tiesinis visiSkai tolydus operatorius,
A* : X* — X* —jungtinis operatorius. Siuo atvei* taip pat yra Banacho eréyo
A* — visiSkai tolydus operatorius.
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1.4 teorema. Lygtis

r—Ax=y, yeX, (1.9)
turi sprendinjz € X tada ir tik tada, kajf (y) =0, Vf € X* :
f—A*f=0. (1.10)

I Svada.Jeigu(1.10) lygtis turi tik trivialy sprendinj, ta{1.9) lygtis turi sprendinj
Yy € X.

1.5 teorema. Homogenirs lygtys
x— Ax =0, (1.11)
f-Af=0

turi vienoda skaiiy tiesiskai nepriklausomy sprendiniy.

1.6 teorema. Nehomogenia (1.9) lygtis turi sprendinjvy € X tada ir tik tada, kai
homogenié (1.11) lygtis turi tik trivialy sprendinj. Be to, jeigl.11) lygtis turi tik
trivialy sprendinj, ta{l1.9) lygtis Vy € X turi vienintelj sprendinj ir operatoriud —
A)~! yra apéZtas. Tuo atveju, k&l.11) lygtis turi netrivialy sprendinj, bendra(i..S)
lygties sprendinj galima iSreiksti formule

r =Ty + x';
Ciax' yra atskirasi¢1.9) lygties sprendinys, o, — bendrasi¢1.1]) lygties sprendinys.
1.7 teorema. 1. Operatoriaus\ tikriniy reikSmiy aite yra baigtiie arba skdiioji ir,
jeigu ji yra skac€ioji, tai sudaro aijartiy j nulj skatiy seka.
2. Jeigu skdiius A # 0 yra operatoriaus\ tikriné reikSne, tai ja atitinkaigiy
tikriniy tiesiSkai nepriklausomy funkcijy adyra baigtire.

Sios keturios teoremos yra tiesiniy integraliniy dygteorijoje zinomy Fredholmo
teoremy analogas. Tebljas vadinsimé-redholmo teoremomis

TeguH yra Hilberto erde. Apreztas tiesinis operatorius : H — H yra savijungis,
jeiguA = A*, t.y. jeigu

(Az,y) = (v,Ay), Vz,yeH.

1.8 teorema. TeguH yra Hilberto erde, A : H — H — savijungis, visiSkai tolydus
operatorius. Tada operatoridsturi bent viena tikrine reikSme.

Tegu{\;} yra tikriniy operatoriausd reikSmiy sistemaN; = {x € X : Az =
Aiz}. Jeiguhg = 0 yra tikriné operatoriaus! reikSne, taiNyg = {x € X : Az = 0}.

1.9 teorema. TeguH yra Hilberto erde ir A : H — H — savijungis, visiSkai tolydus
operatorius. Tada

H=No®» N

Cia® — tiesiogiré suma.
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1.10 teorema. (Ryso)Teguy yra tiesinis apgZtas (tolydus) funkcionalas Hilberto erd-
véjeH. Tada egzistuoja toks vienintelis elementgs H, kad

f(z) = (z,20), Vo € H, (1.12)

ir || fll = |lxoll- Atvirksciai, (1.12) lygybéVz, € H apibréZia tiesinj apeZta (tolydy)
funkcionalaf su|| f]| = ||xoll.

1.11 teorema. (Hano—Banacho)TeguX yra realioji normuota erd E — tiesinis po-
eravis erdejeX, f : E — R — tiesinis apgZtas funkcionalas. Tada egzistuoja toks
apibreZtas visoje erddjeX funkcionalof tesinysf, kad

1Al =171l ir (f, @) =(f =), VzeE.

TeguX,Y yra Banacho erdes,L(X, Y) — tiesiniy tolydZiy operatoriy, veikiaiy
iS erdvesX j erdveY, aibe. Aibe L(X,Y) su joje apibezta norma

[Al = sup [[Az|, A eL(X,Y)
lzll<1
yra normuota erd¥. Jeigu operatoriugd € L(X, X), tai jo norma Zyngsime|| A||x.

1.12 teorema. TeguX, Y ir Z yra Banacho erdes, A € L(X,Y),B € L(Y,Z).
Jeigu bent vienas iS operatoriljarbaB yra visisSkai tolydus, tai jy sandaudiaA yra
visiSkai tolydus operatorius, veikiantis iS ee$X j erdveZ.

1.13teorema.TeguA, A, € L(X,Y),n = 1,2,..., ir operatoriaiA,, yra visisSkai
tolydus. Jeigu|A,, — A|| — 0, kain — oo, tai operatoriusA taip pat yra visiskai
tolydus.

1.14 teorema. (Banacho-SteingauzoJeguX, Y yra Banacho erdas. Sekd A,} C
L(X,Y) konverguoja j elementd € L(X,Y) tada ir tik tada, kai:

1. Seka{| A,, ||} yra apéZta.

2. Seka{ A,,} konverguoja j elementa kokiame nors erd#sX tiesiniame tirStame
poerdvyjeE.

1.15 teorema. (Hausdorfo) TeguX — metriré erd\e ir aibée K C X.

1. Tam, kad aike K buty salyginis kompaktas erédje X butina, o jeiguX pilna
erd, tai ir pakankama, kadk > 0 aibei K egzistuoty baigtinis tinklas.

2. TeguX — pilna metrire erd\e. Tada aib K yra salyginis kompaktas erdjeX,
jeiguVe > 0 aibei K egzistuoja salygiskai kompaktirdstinklas.
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1.16 teorema. (Arceld) AibéU yra salyginis kompaktas erdjeC (Q2) tada ir tik tada,
kai ji yra ap€Zta, t.y.

sup ||UHC(§) <M,

uelU

ir vienodai tolydi, t.y.

sup sup [u(z +2) — u(@)||¢@ — 0, kaih — 0.
uelU |z|<h

Sity teoremy jrodyma galima ragfi], [33 knygose.

1.17 teorema. (Fubinio) TeguP yra mati erdejeR" aibé, ) — mati erdejeR™ aibe,
E =P x Q, f —sumuojama aje F funkcija. Tada funkcija

o(z) = / £ ) dy
Q

yra sumuojama a#dje P ir
[ reavae= [( [ ) dy)a. (1.13)
PxQ P Q

1.18 teorema. (Tonelio) TeguP yra mati erdejeR™ aibé,Q — mati erdejeR™ aibe,
E = P x Q, f —neneigiama mati adje E' funkcija. Tada:

1. Formuk (1.13) teisinga (netgi tuo atveju, kai funkcijnéra sumuojama agje
E).

2. Jeigu funkcija
v(z) :/f(x,y) dy
Q

sumuojama aigje P, tai funkcija f sumuojama aigjeE.

Siy teoremy jrodyma galima rasfi4], [18] knygose.

1.19 teorema. (Vieneto skaidinys)Tegulf yra aibesQ C R"™ atvirasis denginys. Tada
egzistuoja tokia apileZty atviroje aibje O 2 ir be galo diferencijuojamy funkcijy
Seima®, kad:

1. Kiekvienai funkcijaip € ®

0<p(x)<1, Vre@;

2. Kiekvienam taskuic € ) egzistuoja jo atvira aplinka, kurioje tik baigtinis
skatius funkcijy is® yra nelygus nuliui;
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3. Kiekvienam taskui ¢ Q

Y el =1

ped

(pagal 2 teiginj kiekvieno taske € ) pakankamai maZoje aplinkoje sumos
nariy yra tik baigtinis ska&ius);

4. Kiekvienai funkcijaip € ® egzistuoja tokia atvira aélU C U, kad

supp ¢ C U.

Sios teoremos jrodyma galima rastf] knygoje.
Funkcijau yra absoliiai tolydi segmentga, b], jeigu Ve > 0 galima rasti tokj
skakiy § > 0, kad bet kuriam baigtiniam segmeritg b] skaidiniui

a<m<z)<... <z, <z, <b

teisinga nelygyb
DoIf@) = fa)] < e,
jeigu tik
Z(«’% —x;) < 4.
i=1

Sioje knygoje daznai vartosime kita ekvivalenty apibma (zr., pvz.,22], [54)):
apibezta segmentg, b] funkcija u yra absolifiai tolydi, jeigu egzistuoja tokia funk-
cijav € L(a,b), kad

x

u(w) = u(@) + [v@)dy. Vo€ o],

a

Be to, b.v.z € [a, b] funkcijaw yra diferencijucjama it/’ (x) = v(x).

1.1 lema. (Gronuolo) Tarkime, neneigiama funkcijayra absoli@iai tolydi segmente
[0,T]irb.v. t € [0,T) tenkina nelygybe

y'(t) < cr(t)y(t) + ca(t); (1.14)

Ciacy, co — integruojamos interval@, T') funkcijos. Tada

t t s

y(t) < exp{/cl(s) ds}{y(O) +/02(s) exp{—/cl(T) dT} ds}. (1.15)

0 0 0

Be to, jeiguy(0) =0, c1(t) = C > 0, co(t) > 0 ir funkcija co yra nemagjanti, tai

eo(t),  y'(t) < ea(t)e”. (1.16)
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t
< PadaugineX.14) nelygybe i§3xp{— Jei(s) ds}, perraSysime ja taip:
0

t t

%(y(t) exp{*/m(s) ds}) < ca(t) exp{*/cl(s) ds}.

0 0

Integruodami Sia nelygybe nu iki ¢, gausime [1.15 nelygybe. Tuo atveju, kai
y(0) = 0, c1(t) = C > 0, co(t) > 0, iS (1.15 ir (1.19 nelygybiy iSvedamos
(1.16 nelygytes.>
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1.4. ISKILOSIOS AIEES IR ISKILIEJI FUNKCIONALAI
nguX yra normuota erdw, M C X, R = RU {co, —oo} — iSplestire realiyjy skaiiy
albeA pibrézimas. Aie M C X vadinamaskilaja, jeigu
A+ (1—XNvelM, kai uw,ve M, Xe]0,1].

1.20 teorema. TeguX yra Banacho erdy, M C X — iSkiloji aibé. Tada ekvivalemnis
tokie teiginiai:

1. Aibé M yra uZdaré

2. Aibé M yra silpnai uZdara.

Sios teoremos jrodyma galima rasif] knygoje.

Jeigu ail® M yra silpnai uzdara, tai ji yra ir uzdara. Atvirgi&s teiginys bendru
atveju yra neteisingas. Tetlsilpno uzdarumo salyga yra stiprésnegu uzdarumo
salyga.

Apibrezimas. Tegu C X yra i3kiloji aibe, f : M — R — funkcionalas
(nehutinai tiesinis). Funkcionalag vadinamasskiluoju aibeje M, jeigu Vu,v € M
yra teisinga nelygy®

FOw+ (1= 2v) <Af(u) + (1= N f(v), VAeo,1], (1.17)
ir desinioji Sios nelygybs pug turi prasme (t.y. iSskyrus atvejj, kfi{u) = —f(v) =
+00). JeiguVu # v ir A € (0,1) yra teisinga grieZta nelyggh tai funkcionalas

vadinamagyrieZtai iSkiluoju

1.21 teorema. (Jenseno nelyg@) Teguf : M — R yra iSkilasis funkcionalasyl c

X — i8kiloji aibé, u, € M, A\, >0,k =1,...,n, >, \y = 1. Tada su bet kuriuo
k=1
n € N yra teisinga nelygy®

73" wwn) <30 M (), (L18)
k=1 k=1

jeigu tik reiskinys Sios nelygyds desigje turi prasme.
Apibrézimas. Aile
dom f = {u:ueX, f(u) < +oo}

vadinama funkcionalg : X — R efektyvumo sritimi.
ISkilojo funkcionalo efektyvumo sritis yra iSkila &b

2Aibe M yra uzdara (silpnai uzdara), jeigu bet kokios konvergutifsi(silpnai konverguojatios) sekos
{un} C M ribinis elementas, € M.
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Apibrézimas. Al
epi f ={(u,a) :ueX,a eR, f(u) <a}.

vadinama funkcionalg virsgrafikiu
1.22 teorema. Funkcionalasf : X — R yra iskilas tada ir tik tada, kai jo virSgrafikis
yra iskiloji aibé.

aTeguf yraiskilas ir taSkaiu, a) ir (v, b) priklausoepif. Tada pagal api@zima

f(u) <a<+oo, f(v)<a<+oo.
Kadangif iSkilas, tai su kiekvienw € [0, 1] yra teisinga nelygyb®
FOu+ (1 =Nv) <Af(u)+ (1= A)f(v) < Aa+ (1 —N)b.

VadinasiA(u, a) + (1 — X)(v,b) € epif. Todel epif yra iSkiloji aibe.

Tegu epif yra iSkila aile. Jos projekcijadom f taip pat yra iSkila aib. Tockl
pakanka jrodyti, kad1.17) nelygylke teisinga aibje domf. Imkime taSkusu, v I8
domfira > f(u),b> f(v). Kadangiepif iSkila aibe, tai

AMu,a) + (1 = A)(v,b) € epif, VAe€][0,1].
Todel
FOu+ (1 =XNv)<da+(1-Ab, VAe]o,1]. (1.19)
JeitaSkuose ir v funkcionalasf jgyja baigtines reikSmes, tal (19 nelygyteje p&me
a = f(u), b= f(v), gausimell.17) nelygybe. Jeigy (u) = —oc arbaf(v) = —oo,

tai (1.19 nelygyheje peejus prie ribos, kai arbab arteja | —oo, vel gausime1.17)
nelygybe. Toél funkcionalasf yra iSkilas.



2 SKYRIUS
Apibendrintosios iSvestas. Erdesw: ()

Klasikingje daliniy iSvestiniy lygiy teorijoje nagri@jamy lygiy sprendiniai yra ies-
komi pakankamai glodziy funkcijy klage. Td&iau praktikSkai daznai susiduriama
su tokiomis lygtimis, kurios negali tati glodZiy sprendiniy, nors apraSo paprastus ir
daZnai gamtoje pasitaikéius reiskinius. PavyzdZziui, bangavimo lygtis

Uy — aQ(x)um =0

su tiukiu koeficientua apraso nevienalgs stygos svyravima. Akivaizdu, kad tokios
lygties sprendinys negali teti tolydziy antrosios edls iSvestiniy.

IS pateikto pavyzdzZio matome, kad nagijent tokias daliniy iSvestiniy lygtis jy
sprendiniams reikia suteikti kita, platesne prasme. Tiksliau, sprendiniy reikia ieskoti
platesmeje funkcijy klagje, kuriai priklausyty ir tnkios funkcijos. Kartu $i funkcijy
klase neturi luti labai plati. Ja reikia parinkti taip, kad apibendrintasis sprendingg b
vienintelis. Be to, tnkios funkcijos neturi klasikiniy iSvestiniy. Tetlreikia jvesti kita
(apibendrinta) iSvestas savoka.

|vairus apibendrintos iSvestis apibezimo variantai buvo siomi jau tr&€iame Sio
amziaus deSimtmetyje. Tmu tik ketvirto deSimtm&o pabaigoje S. L. Sobolevas
jvede apibendrintosios iSvesés savoka, kuri Siuo metu visuotinai priimta; ajgil
funkcijy erdvesw (), VV%;(Q) ir nustagé pagrindinius tokiy erdviy sarysius. Eg/
YY%;(Q),_\_N_};(Q) placiai naudojamos Siuolaikiniy diferencialiniy daliniy iSvestiniy lyg-
Ciy teorijoje.

2.1. VIDUTINES FUNKCIJOS. JUY SAVYES

Tegu() yra sritis erdejeR", u — sumuojama srityj€) funkcija. Prilygine ja nuliui sri-
ties? iSoreje, gausime funkcija (ja Zyesime ta péia raide), apibgZta visoje erdgje
R". Kiekvienai tokiai funkcijai sukonstruosime vidutiniy funkcijy seka, kurios ele-
mentai yra glodzios ir tam tikra prasme artimofunkcijos.

Teguw € C*[0,00), w(t) > 0, Vt € [0,1) irw(t) =0, Vt € [1,00). Apibrézki-
me funkcijy seka

wp(x) = ep "w(p~?|z*), = €R", p>0;

Cia c — teigiama konstanta. Integralas

[enrde=eom [ wlp ey da -

R" jei<p

=cp "|Sl|/ 2|r?)rn 1alr—c|51|/ Hntdt >0
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ir nepriklauso nuo parametyo Parinkime konstantataip, kad
/wp(x) dr=1, Vp>0. (2.1)
Be
Su kiekvienup > 0 funkcijaw, € C>(R") ir
wp(z) >0, kai |z|<p,
wp(xz) =0, kai |z]>p.
Funkcija

up(z) = / wp( — y)u(y) dy (2.2)

yra vadinama funkcijos. vidutine funkcija Sioje formugje specialiai nenur@me
integravimo srities. Kartais taip darysime ir ateityje. Galima manyti, kad integravimo
sritis yra$2 arba net visa erd/R". TaCiau iS tikryjy integravimo sritis yra

Qn{y eR" : |z —y| < p},

nes funkcijau yra lygi nuliui srities(2 iSoréje, o funkcijaw,(z—y) = 0, kai|z—y| > p.
ISnagriresime pagrindines tokiy funkcijy savybes.

1. Funkcijaw, € C>(R"). Be to, .2) formuleje integravimo sritis yra baigtin

Todeél vidutiré funkcijau, € C>(R™) ir ja galima diferencijuoti po integralo
zenklu:

D (o) = [ Dyl y)uty) dy. (2.3)

2. Teguz € R" : dist{z,Q} > p. Tada £.2) formuleje pointegralinis reiskinys
lygus nuliui ir vidutire funkcijau,(z) = 0.

3. Teguu € Ly(2), p € [1, 00]. Tada
lupllL, @) < llullL, @) (2.4)

< Funkcijaw, yra neneigiama. Tal

()] < / wp( — y)lu(y)] dy. (2.5)

Kai p = oo, (2.4) jvertis tiesiogiai iSplaukia i€4.5) nelygytes ir 2.1) formules.
Kaip =1, §:itas jvertis gaunamas integruoja@itd) nelygybe sritimi€2. Tegu
€ (1, 00). Siuo atveju

wp(x —y)luly)| = wfl,/p/(ai - y)w;;/p(x —y)|u(y)|, 1 =1,



22

2. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES. ERDVES W

Pritaike tokiai funkcijy sandaugai Helderio nelygybe I3&il) formule gausime

) < ([ o - y>|u<y>de)l/p.

Palele abi Sios nelygyds pusew laipsniu ir suintegrave sritinti), perraSysime
gauta nelygybe taip:

Jru@Pas< [ [ ot - ylut)r dys
Q Q

Paskutinio integralo pointegrakrfunkcija yra neneigiama. Tetigalime keisti
integravimo tvarka. Be to,

/wp(x —y)dx §R[wp(x —y)dx = 1.

Taigi
/ lup ()P da: < / ()P de.
Q

Q
IS Sio jvecio iSplaukiaR.4) nelygyke. >

. Teguu € L,(92), p € [1,00). Tada

lu, — ullL, @) — 0, (2.6)
kaip — 0.

< Pasinaudoje4.1) formule, jvertinsime skirtuma

fup(2) — u(z)] = \ [enta =) - u(w) dy| <

< / wp = y)luly) — u()| dy. (2.7)

Tegup > 1. Pakartoje2.4) nelygylkes iSvedima, gausime

J1uste) = u@ldo < [ [ wytz = plutw) - u@)p dyds <
Q Q

< sup |lu(z + 2) — u(w)||’£p(g). (2.8)
[z|<p

Toks pats jvertis yra teisingas ir kai = 1. Tik, jj iSvedant, nereikia taikyti
Helderio nelygyles.
IS (2.8) nelygyles iSplaukia

lup —ullL, (@) < ‘S?P u(z + 2) —u(z)||L, (@)-
z|<p
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Funkcijau € L, (Q). Todel ji yra tolydi L,, prasmé, t.y.

IS““P lu(z + 2) —u(@)|L, @) <elp)
z|<p

ire(p) — 0, kai p — 0. Taigi

lup — ullL,@ — 0, kai p—0.>
Pastaba. Kap = oo, tokios savyls rera. Be galo diferencijuojamy
funkcijy u, sekos riba erd¥s L. (€2) normoje yra tolydi funkcija. Jeigu €
C (1), tai nauralu tiketis, kadu, = u srityje 2, kai p — 0. TaCiau Sita savyb
bus teisinga tik tuo atveju, jei funkcijg pratesime j platesne sritj iSlaikydami
gloduma. Pratese ja nuliu j sriti€siSore, bendru atveju gausimeikia funkci-
ja. Tockl funkcijy v € C(Q) vidutines funkcijas:,(x) nagriresime tik tokiems

r € Q, kuriemsdist{z, 9Q} > p. Siuo atveju £.2) formule ilieka teisinga
nepriklausomai nuo funkcijos pratesimo j platesne sritj.

5. Tarkime, funkcijau € C(Q). Tada

u,(z) Zu(x), VO :Q C Q.

< TeguQ) C Q yra bet kokia grieztai vidia sritis. Tada i$/4.7) nelygykes ir
(2.1) formules iSplaukia

sup |u,(x) — u(z)| < sup sup |u(z + z) — u(z)| — 0,
e zeQ |z|<p

kaip — 0.>
I $vad a. Jeigu funkcija yra tolydi ir finiti srityje 2, tai

u,(z) Zu(x), Vre.
|rodysime du teiginius.
2.1 teorema. Aibé C3° (Q2) yra tirSta erdeéjeL,,(2), Vp € [1, 00).
<1 Teguu € L, (). Tadave > 0 egzistuoja tokia grieZtai vidmsritisQ' C 2, kad

lullL, @\0 < e/2.

ApibréZzkime funkcijy seka

e Ju(z), e,
u(x)—{o’ z e R"\ .

Akivaizdu, kad
[u® —ullL, @) <e/2.

1Sio teiginio jrodyma galima rasféfl] knygoje.
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Pakankamai maziems> 0 funkcijau;, € C3°($2). Pagal 4 vidutiniy funkcijy savybe
u, — u® erdweje L (12), kai p — 0. Pasirinkime tokj skaiy p, kad
g, — u® |, @) < &/2.
Tada
v —ullL, @) < llug —usl|lL, @) + [[v° —ullL, @ <e.
Taigi bet kokios funkcijos: € L,(€2) pakankamai mazoje aplinkoje yra funkcija i$
erdwesCge(Q). >

2.2 teorema. Tarkime, funkcijau € Ly,.(Q2) ir integralas

/undm =0, VneCg(Q).
Q
Tadau(x) =0 b.v.x € Q.

< Tegun yra bet kokia apgzta, mati ir finiti srityjeQ2 funkcija. Parodysime, kad

/undx =0.

Q

Pakankamai maziemsfunkcijan, € C§°(£2). Pagal teoremos salyga
/unp dr = 0. (2.9)
Q

Kadangin, — n erdwje L(Q), kai p — 0, tai egzistuoja tokia agjartiy | nulj
teigiamy skaiiy seka{py}, kad n,, (z) — n(z) b.v. z € Q. Pagal 3 vidutiniy
funkcijy savybe

701 ()] < ()]
b.v.z € Q. Todel b.v.z € Q

[u(@)np, ()] < Ju(z)n()].
Sios nelygyles deSigje yra sumuojama srityj@ funkcija. Tockl galime pasinaudoti
Lebego teorema iiX.9) formuleje pereiti prie ribos po integralo Zenklu. Taigi

/undx =0

Q
Cian — bet kokia apezta, mati ir finiti srityjeQ2 funkcija. Imkime Sioje formudje

[ signu(z), ze,
”(x)_{o, z e\

CiaQY C Q —bet kokia grieztai vidia sritis. Tada

/ lu(z)| dz = 0.
2

IS Sios lygyles iSplaukia, kad (z) = 0 b.v. z € Q'. Kadangi sritj’ C €2 pasirinkome
laisvai, taiu(z) = 0 b.v.z € Q. >
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2.2. KOMPAKTISKUMO KRITERIJUS ERD\ESEL, ()

Tegu 2 yra apezta erdeje R" sritis. ISvesdami kompaktiSkumo kriterijy ereje
L, (), remsimes Hausdorfo teorema (7.3 skyrelio[1.15teorema).

Pagal Arcel\a teorema (zrl.2 skyrelioll.16teorema) aib U yra salyginis kom-
paktas erdgje C(Q) tada ir tik tada, kai:

1. Aibe U yra apeZzta, t.y.
sup ||uHc(§) <M.
uelU

2. Aibe U yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup [[u(z + 2) — w(@)c@ — 0,
uelU |z|<h

kai h — 0.

Analogiskas teiginys yra teisingas ir eBbeL, (12).

2.3 teorema. Teguf) C R" yra apgZta sritisp € [1,00) ir U C L, (). AibéU yra
salyginis kompaktas eréjeL () tada ir tik tada, kai:

1. AibéU yra apéZta, t.y.

sup ||u||Lp(Q) < M.
uelU

2. AibéU yra vienodai tolydi, t.y.

sup sup |u(z + z) — u(z)|L, (@) — O,
u€el |z|<h

kaih — 0.

< Tarkime, aile U yra salyginis kompaktas. Tada ji yra agta. Jeigu aibU buty
neapezta, tai egzistuoty tokia funkcijy,, € U seka, kad|uy||p, ) > n. Teiau tai
nejmanoma, nes is tokios sekos negalima iSskirti konvergaiggosekio.

|rodysime, kad aibU yra vienodai tolydi. Fiksuokime skéiy £ > 0. Pagal Haus-
dorfo teorema aibdV egzistuoja baigtinis /4 tinklas

U, U2,...,UN.
Kiekviena i funkcijyu; € L, (£2). Todel ji yra tolydi L, prasme, t.y.

sup [lui(z + 2) —ui(z)|lL, (@ — 0, Vi=1,2,...,N,
|z|<h

kai h — 0. Kartu egzistuoja toks skéiush > 0, kad

sup sup [lui(z + 2) — ui(z)||L, (@) < /2.
i=1,...,N |z|<h
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Antra vertus, kiekvienai funkcijai € U egzistuoja toks elementas, kad
u—uilly, @ <e/4
Pagal Minkovskio nelygybe

sup sup ||u(x + z) — u(m)HLp(Q) < sup sup |Ju(z + 2) —u;(z + z)||LP(Q)+
u€lU |z|<h u€U |z|<h

+ sup sup flui(z + 2) — wi (@)L, ) + sup sup [lui(z) — u(@)|r, @) <e.
i=1,...,N |z|<h weU |z|<h
Taigi aike U yra vienodai tolydi.
Dabar tarkime, aibU yra apeZta ir vienodai tolydi. |rodysime, kad ji yra salyginis
kompaktas erdgje L, (€2). Su kiekvienu fiksuotw > 0 aibe
Uy=A{u, :ueU}

yra salyginis kompaktas erdje C(12) . 1 tikryjy

[ wnle = uty) dy| <

sup sup |u,(x)| = sup sup
u,€U, z€Q uelU zeQ

< wplle, @) sup ullL, @) < Clp)M

sup sup sup |u,(z + 2) — u,(z)| =
u, €U, |z|<h T€Q

[l =)~ e = ]ty dy\ <

= sup sup sup
u€U |z|<h z€Q

< sup sup ||wp(z+ 2 —y) —wy(x — y)HLp,(Q) sup ||UHLD(Q) <
z€Q |z|<h uelU

< M|QMP sup sup |w,(x+ 2 —y) —w,(z —y)| =0,
z,y€Q |z|<h

kai h — 0. Kartu aite U, yra salyginis kompaktas ir eréje L,(€2) (nes kiekviena
seka, konverguojanti eréje C(€2), konverguoja ir erdgjeL,((2)). Be to,

sup up(x) — u(@)|L, @) < sup sup [u(z + 2) — w(@)l|L, @) < (p);
ue

uelU |z|<h

Ciae(p) — 0, kai p — 0. Vadinasi, aile U, yrae(p) tinklas aibeil/. Pagal Hausdorfo
teorema aib U yra salyginis kompaktas eréjeL, (). >

AnalogiSkas teiginys yra teisingas ir nea@pios srities atveju. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

2.4 teorema. TeguS) yra neapeZta sritis irl < p < oco. AibeU yra salyginis kom-
paktas erdgjeL, (2) tada ir tik tada, kai tenkinamos &bi3 teoremos salygos ir

sup |ullL, @\Br) < 0(R);
uelU
Ciad(R) — 0, kai R — oo.

Sio teiginio jrodyma galima rasfB] knygoje.
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2.3. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINS IR JU SAVYEES

Teguw ir n yra glodZios srityje& funkcijos, i$ kuriy bent viena yra finiti. Tada yra
teisinga integravimo dalimis formail

/unwk dx = —/uxknda:. (2.10)

Q Q

Remiantis Sia formule, jvedama viena i$ pagrindiniy Siuol@g&imatematies fizikos
savoky — apibendrintoji iSvesén

Apibrézimas. Tegu,v € Lj,.(2). Funkcijav yra funkcijosu apibendrin-
toji iSvestire srityje Q2 kintamojox, atzvilgiu, jeigu

/unm dr = —/vn dx, Vne CyF(Q). (2.11)
Q Q

Kaip ir klasikiniu atveju, funkcijos: apibendrinta iSvestine Zy@simeu,, . Toks
Zymejimas netugty kelti painiavos, nes jei funkcija turi klasikine iSvestine, tai ji
tenkina 2.10) integravimo dalimis formule, kartu i2(11) tapatybe. Vadinasi, jeigu
egzistuoja funkcijos: klasikine iSvesti, tai egzistuoja ir jos apibendrinta iSvestiin
jos abi sutampa.

Analogiskai apibeziamos bet kurios @k apibendrintos iSvesés.

Apibréezimas. Tegu,v € Lioe(), a = (aq, ..., a,) — fiksuotas multiin-
deksas ir
/uD“ndaz = (—1)lel /m]alac7 Vn € C3°(Q). (2.12)
Q Q

Tadav := D* u yra funkcijosu apibendrinta iSvestasrityje ().
Apibendrintoms iSvestiems galioja dided dalis (t&iau ne visos!) klasikiniy iSves-
tiniy savybiy. Pamiasime kai kurias is jy.

1. Apibendrintos iSvesties apibezimas yra korektiSkas. Tiksliau, jeigu= D% u
srityje 2, taiv = D“ u kiekvienoje srityje2’ C 2. Norint tuo jsitikinti, pakanka
(2.12) integralireje tapatykje paimti funkcijar, kuriossuppn C .

2. Tarkime, srityjeQ) egzistuoja funkcijyu ir v apibendrintos iSvestes D v ir
D%~ v. Tada egzistuoja ir jy tiesinio darinio,u + cov apibendrinta iSvest
D%(c1u + cov) ir teisinga formué

D% (cru+ cav) = ¢4 DY u+ ¢ D% .
Si formuke tiesiogiai iSplaukia i$ apibendrintos iSvessrapibezimo.
3. Jeigu srityjef) egzistuoja funkcijos apibendrinta iSvestmD® v, tai ji yra vien-

intele. Jrodysime tai. Tegu; = D wir v, = D u yra funkcijosu apibendrin-
tos iSvestigs srityje). Tada funkcijav = v; — vy tenkina integraline tapatybe

/v(m)n(az) dz =0, ¥YneCyrQ).
Q
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Pagal2.Zteoremav(z) = 0 b.v. z € Q. Taigi v; = ve.

. Tarkime, srityjeQ) egzistuoja funkcijos: apibendrinta iSvestav = D* v ir

funkcijosv apibendrinta iSvestaw = D? v. Tada srityje egzistuoja funkcijos
u apibendrinta ivest®D* 7 v ir ji sutampa suw. 13 tikryjy

/uDWndx: (—ﬂ"“‘/vDﬂndx: (—D‘”"‘/wndw-
Q Q @

Taigi w = D**P w.

. Bet kokioje grieztai vidigje srityjeQ)’ C 2 pakankamai maziemsgalima keisti
vietomis vidurkinimo ir diferencijavimo operacijy tvarka. |rodysime tai. Tegu

v = D%u yra funkcijosu apibendrinta iSvestmsrityjeQ, 6 = dist{Q’, 90},
z € Q'ir p < 6. Kintamyjy y atzvilgiu funkcijaw,(z — y) € C§ (). Be to,

0
axk L‘“},l)(JU y) 8yk wp(x y)? Vk < y
Todel

D% u,(z) = / D3 wy(z — y)uly) dy =

= (0" [ Dy o= puw)dy = [wyle = o) dy = )
Taigi
vp(x) = D% up(z). (2.13)
Pastaba. Kadangi funkcijos, ir u, yra glodzios, tail2.13 formuleje
iSvestire D yra klasikire.
Tegu funkcijosu apibendrinta iSvestsD* u € Ly(2), 1 < p < oo. Tada i$
(2.1 formules ir 4 vidutiniy funkcijy savyes iSplaukia, kad

D% u, = (DO‘ u)p — D%u, (2.14)

erdwejeL, (), VQ': @ C Q, kaip — 0.

. Dviejy funkcijy sandaugos apibendrintai iSvestinei galioja jprasta farmiik-

sliau, jeigu srityje2 egzistuoja funkcijuyu, v apibendrintos iSvest@su,,,, v, i
reiskinysu,,v + uv,, yra lokaliai sumuojama srityj@ funkcija, tai egzistuoja
sandaugosv apibendrinta iSvest&(uv),, ir teisinga formué

(U g, = Uy, v + ULy, (2.15)

Del paprastumo §j teiginj jrodysime, kai funkcijasv, u,, ir v,, yra lokaliai
kvadratu integruojamos srityje. Laisvai pasirenkamg € C5°(Q2). Tada

/upvpnwi dr = — /(upmvp + upv,mi)ndx, Vp > 0. (2.16)
Q Q



2.3 APIBENDRINTOSIOS ISVESTINES IR JU SAVYEES 29

Be to,
Up — U, Up =, Upz; — Uz, Vpz; = Vz;

erdweje Lo (), VQ' : @ C Q, kai p — 0. Remiantis 3 vidutiniy funkcijy
savybe, 2.16€) tapatyleje galima pereiti prie ribos. Taigi

/U?”?:ci dr = — /(umv + uvg, )n dx

Q Q

ir teisinga 2.15) formule.

Suformuluosime kita apibendrintos iSvegtnapibezima ir jrodysime, kad abu
apibezimai yra ekvivalents.

Apibrezimas. Tegu funkcijos ir v € Lj,.(€2). Sakysime, funkcija yra
funkcijos u apibendrinta iSvestmsrityjeQ ir raSysimev = D%u, a = (1, ..., ay)
— fiksuotas multiindeksagy| = k, jeigu egzistuoja tokia sekfu,, } € CX(Q), kad

U, — U, D Uy — v

erdveje” Lo (2), kaim — oo.
Teguv = D% wu pagal pastargjj apibZima. Tadavm = 1,2,... yra teisinga
integravimo dalimis form:

/um D ndx = (—1)le /Da umndz, ¥y e CP(). (2.17)
Q Q

Pekje Sioje formudje prie ribos, kain — oo, gausime, kad funkcijos ir v tenkina
(2.12) tapatybe, t.yv = D* v pagal pirmajj apibezima.

Teguv = D%wu pagal pirmajj apibezima. Tada p > 0 vidutines funkcijos
u, € C®(Q)ir

u, = u, D%u, = (D“u)p — D%
erdwejeL;,.(2), kai p — 0. Vadinasi,v = D u pagal antrajj apilezima.
2.5 teorema. Tarkime,Yym = 1, 2,. .. funkcijau,, srityjeS turi apibendrinta iSvestine
D, ir
Uy — U, D%u,, —v

erdeje Lio.(2), kaim — oo. Tada srityjeQ? egzistuoja funkcijos. apibendrinta
iSvestire D w ir ji lygi v.

Norint jrodyti Sia teorema, pakanka.(7) formulgje pereiti prie ribos, kah — co.
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai sékgs} ir { D u,, }
konverguoja silpnai, t.y. pakanka reikalauti, kage C3°(£2)

/umndaj — /und:c, /DO‘ Uy dT — /vndx,
Q Q Q

Q

2Sakysime, sekdu., } konverguoja j funkcijau erdveje Ly (), jeigu um — u erdejeL(Q'), kai
m — oo; Ciaf) — bet kokia grieztai vidia sritis.
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kaim — oc.

Tarkime, srityjeQ2 egzistuoja funkcijosu pirmos eies apibendrintos iSvesén
Uy, Vi = 1,2,...,n, ir y = y(x) — C klases difeomorfizmas, transformuojantis
sritj Q j sritj Q. |rodysime, kad funkcijai(y) = u(x(y)) srityje Q turi pirmosios
eiles apibendrintas iSvestines ir jos skaojamos pagal jprastas formules. Pagal antra
apibendrintos iSvest@s apibéZzima egzistuoja tokia seKa,,,} ¢ C1(Q), kad

Um — U, uani e ul‘i

erdwejeLjo. (), kaim — co. Tegui,, (y) = um(z(y)). Tada

n
~ 811
i € CHQ), Ty, = D Uma, 5
i=1 Oy

n
~ ~ asci
T T
' 0
i—1 Yk

erdweje Ly (), kai m — oo. Pagal2.5 teorema srityjeC) egzistuoja funkcijosi
pirmosios eiés apibendrintos iSves#nd,, ir yra teisingos jprastos formes

Uy, = Uy, —, Ve =1,2,... n.

AnalogisSkas teiginys teisingas ir aukStesniyjy eiliy apibendrintoms iSeestin

Priminsime viena paprasta fakta iS anefiz diferencijuojama funkcija, kurios vi-
sos pirmosios e#ls iSvesties lygios nuliui, yra konstanta. Si saw/lyra teisinga ir
apibendrintoms iSvestams.Cia jrodysime bendresnj teiginj.

2.6 teorema. Tarkime, funkcijau srityje Q) turi visask-osios eies apibendrintas is-
vestines ir jos visos lygios nuliui. Tada funkcijayra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas
srityje Q.

< Pagal teoremos salygg’ : €’ C Q ir pakankamai maziemsteisinga lygyle
D u, = (D* u)p =0, |a=Ek.
Kadangiu, yra glodi funkcija ir visos jos:-0sios eies iSvestigs lygios nuliui, tai
up(a) = PP (x);
¢ia P(») yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. Pagal 3 vidutiniy funkcijy savybe
1Py = lluplinry < llullue)-

I3 Cia iSplaukia, kad aib{P<P)}p>O apezta. Kartu ji yra kompaktig, nes(k — 1)-
ojo laipsnio polinomy aib yra baigtinio matavimo er@v Tockl iS jos galima iSskirti
posekj

Up, (l‘) = P(pk)(x)y
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konverguojantj erdeje L (Q)’). Tarkime, (k — 1)-ojo laipsnio polinomad’(z) yra Sio
posekio ribinis elementas. Pagal 4 vidutiniy funkcijy savybe

Taigi u(x) = P(z) srityje 2. Kadangi sritjQ2’ C Q) pasirinkome laisvai, tai
u(z) = P(z)

srityje Q. >
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2.4. APIBENDRINTOSIOS ISVESTINS IR
ABSOLIUCIAI TOLYDZIOS FUNKCIJOS

Apibendrintos ir klasikigs iSvestips savokos iS eges skiriasi. Tai susije su tuo, kad
apibendrinta iSvestituri integralinj polidj. Priminsime, kad apibendrinta iSvegtin
— tai lokaliai sumuojama funkcija. T&au sumuojama funkcija yra apéitiama nulinio
mato tasky aibs tikslumu ir j ja reikia Zireti kaip j ekvivaleiy funkcijy klase.
Todel toliau kaltedami apie taskines funkcijy savybes, pavyzdZiui, tolydumastore
omenyije, kad funkcijos ekvivalentiSkumo kégs galima iSrinkti atstova, turintj nuro-
dyta savybe. Be to, visa ekvivalentiSkumo klase, kaip ir konkrety jos atstovastym
me ta pdia raide.

Nagrirgjant funkcijau, turin€ia tam tikros eiés apibendrintas iSvestines, sumuo-
jamas laipsniup srityje 2, svarbu Zinoti, kokj gloduma ji gali jgyti, jos reikSmes
kaip nors pakeitus nulinio mato tasky ajb. Atsakyma<gia priklauso nuo sritie§
remos) bus nagrgjami weliau. O dabar iStirsime daug paprastesnj klausima. Tiksliau,
parodysime, kad pirmos es apibendrinty iSvestiniy egzistavimas susijes su absoliu-
taus tolydumo savoka.

2.7 teorema. Tegun = 1. Tada:

1. Jeiguu yra absoli@iai tolydi segmentéu, b] funkcija, tai intervale(a,b) egzis-
tuoja jos apibendrinta iSveséni, € L(a,b) ir ji b.v. x € (a,b) sutampa su
klasikine iSvestine.

2. Jeiguu € L(a,b) ir intervale (a,b) egzistuoja apibendrinta iSvesim, <
L(a,b), tai funkcijau yra absolid@iai tolydi segmentéa,b] ir yra teisinga for-
mulé

T

u(w) = u(@) + [ () dys
Ciau,, — apibendrinta iSvestén
< Tarkime, funkcijau yra absoligiai tolydi segmentéa, b]. Tada b.v.z € (a,b)
egzistuoja klasikia iSvesti® u,, ir ji yra sumuojama intervaléa, b). Kiekvienai funk-
cijai n € C3°(a,b) funkcijaun yra absolidiai tolydi. Tocel b.v. z € (a,b) egzistuoja
klasikine iSvesti@
(un)z = upn + uny

b
/(Uﬂ) + ung) dx = 0.

IS Sios integraligs tapatybs iSplaukia, kad,. yra funkcijosu apibendrinta iSvestin
Tarkime, funkcijav € L(a, b) yra funkcijosu apibendrinta iSvesta Tada funkcija

x

w@) = [ o) dy

a
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yra absolidiai tolydi. Pagal pirma teoremos teiginj ji intervale, b) turi apibendrin-
ta iSvestinew, = v. Taiau (u — w), = 0 ir pagall2.6 teoremau(z) — w(z) =
const. 15 €ia iSplaukia, kad funkcija yra absolidiai tolydi ir const = u(a). Kadangi
apibendrinta iSvest&w, = v, tai

x

u(z) = u(a) + /uy(y) dy.>

a

Pastaba. Jeigu tolydi funkcija turi klasikine iSvestine b.vz € (a,b), bet
néra absolidiai tolydi, tai intervale(a, b) apibendrintos iSvestes ji neturi. Taigi i$
klasikinés iSvestigs egzistavimo b.vz € (a,b) dar neseka apibendrintos iSvegtn
egzistavimas intervalg, b).

ISnagriresime keliy kintamyjy atvejj.

2.8 teorema. Tarkime,n > 1 ir srityje 2 funkcijaw turi apibendrinta iSvestine,, .
Tadawu yra absoligiai tolydi funkcija kintamojox; atzvilgiu, b.v. likusiems kin-
tamiesiemst, = (x1,...,%;—1,%iy1,-..,%,) ir yra teisinga Niutono—Leibnico for-
mulé
U(l‘ + hel) - U(I) = de(iEl, sy Li—1, Ty Li1s - - - 71:”) dTa
T

Ciae; = (0,...,0,1,0,...,0), o integravimo éZiai yra tokie, kad atkarga, « + he;)
guli srityje Q.

a4 TeguY C Q yra bet kokia grieztai vidia sritis. Pagal 4 vidutiniy funkcijy
savybe

lup —ullLy — 0, upe, — va,llLy — 0,
kai p — 0. Kartu b.v.z integralai
b (%) o' (@)
lu, —uldz; — 0, / [wpw; — U, | dz; — 05
o/ () a’ (@)

Cia intervalai(a’(z}), b’ («})) yra tiesiy, lygiagréiy suz; asimi, ir sritiesQ)’ sankirta
(Zr.12.1 pav.).
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Pagal antra apibendrinty iSvestiniy agibima tokiems:; funkcijaw turi apibendrinta
iSvestineu,,, intervale(a’(z}), b’ («})). Kartu Siame intervale funkcija yra absolidiai
tolydi kintamojox; atzvilgiu ir yra teisinga Niutono—Leibnico formail

d
u(z + he;) —u(z) = d—u(xl, e L1, Ty Tty - ey Tpy) AT
T

T4

Kadangi sritj ' pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcijab.v. «/
yra absoligiai tolydi intervale(a(x}), b(x})) ir Siame intervale yra teisinga Niutono—
Leibnico formuk.

ISvada. Tegu funkcija srityje © turi pirmos eibs apibendrintas iSvestines
uz,;, Vi = 1,2,...,n. Tada ji negali tueti trukio (n — 1)-maCiame pavirSiuje. Pavyz-
dZiui, jeigu funkcijau turi trukj hiperplokStumojer,, = 0, tai ji neturi apibendrintos
iSvestiresu,, (2r.[2.2 pav.).

2.2 pav.
TaCiau kaii # n, apibendrintos iSvest@su,,, gali egzistuoti.
PavyzdzZiai:

1. Tarkime, glodus pavirSius dalija sritj €2 j dvi dalis 2y, Q2>. Be to, tegu funkcija
u € C(Q) ir kiekvienoje i$ srtiy 1, 2, yra diferencijuojama (22,3 pav.).

2.3 pav.

Parodysime, kad srityj€ egzistuoja funkcijos: apibendrintos iSvestes u,,,
Vi=1,2,...,n. Kadangiu € C*(Qy), k = 1,2, tai Vn € C(Q) yra teisinga
integralire tapatyle

/Whi de = — /umindx+ / un cos(ny, x;)dSk; (2.18)
o QU ol

Cian; — pavirSiausS,, = 0f);, vienetinis normads vektorius, iSorinis sritieQy,
atZvilgiu. Imkime .18 tapatykeje k = 1, po tok = 2 ir gautas tapatybes
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sucekime. Tuedami omenyije, kad
n(x)=0,Yx € S =09, ir ni(z)=-ny(z),Vz T,

rezultata perrasysime taip:

/m}mi dr = — / ug;ndx, Vne Ci ().

Q Q
Pagal pirma apibendrintos iSvesgtmapibezima funkcijau turi srityje Q2 apiben-
drinta iSvestineu,, ir kiekvienoje is siy Qy, k = 1, 2, ji sutampa su klasikine
iSvestineu,, .

2. Teguu(z) = |z|* a > 1 —n, B = {z € R" : |z| < 1}. Parodysime, kad
funkcija u rutulyje B turi pirmos eikes apibendrintas iSvestines ir jos randamos
pagal jprasta formule

Uy, = oxilx|* 2.

Kiekvienamh > 0 apibezkime seka funkcijy
|z|*, |z > h,
um (@) = {h‘", x| < h.

Funkcija u rutulyje B turi pirmosios eiés apibendrintas iSvestines (Zr. 1
pavyzdj) ir

|oz—2

N axg|x , x| > h,
w0 = g 2] < h.
Be to,
) — ulles) = / [[2]* — h®| da < Cho™ 0,

|z|<h

[t(nyz, — sl @2 ||Lis) = / |oa; |2 | da <

|z|<h

alls ha+n 1
<lal [ lal*" 1dx—|a|\s1|/ wimage = RISy
|z|<h

kai h — 0. Pagal2.5 teorema rutulyjeB egzistuoja funkcijos = |z|* pirmos
eiles apibendrintos isvestBu,, = ax;|z|*2.

P astab a. Akivaizdu, kad neigiamiemsutulyje B funkcijau néera diferen-
cijuojama. Net jeigu kokiu norstalu pakeisime jos reik§mes nulinio mato tasky
aibeje, vis tiek gausime funkcija, kuri bus ne tik netolydi, bet ir néapa.
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3. Tarkime, funkcijosyp ir 1 yra sumuojamos interval@, 1), bet ne absolitiai
tolydZios. Tada i2.8teoremos iSplaukia, kad funkcija

u(z1,2) = (1) + Y(22), (71,22) € 2= (0,1) x (0,1)

neturi pirmos eiés apibendrinty iSvestiniy srityfe. TaCiau

/ T / (PMe2)en 4+ / (1) it =

Q Q Q

=0= /O-ndx, Vn € C°(92).
Q
Todel srityje Q2 egzistuoja funkcijosu apibendrinta iSvest#®u,, ., ir ji lygi
nuliui.

IS Sio pavyzdzio matome, kad funkcijagali tureti aukStesniy eiliy apibendrin-
tas iSvestines, netedama Zemesniy eiliy apibendrinty iSvestiniy.
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2.5. ERDVESWX(Q) IR WK(Q)
Aibe funkcijy u € L, (), p € [1, 0], kurios turi apibendrintas iSvestines
D%u e L,(Q), Va:l|aof <k,

ZymesimeW (€2). Aibe W(Q2) yra tiesire. Joje galima apil@Zti norma

lullwi@) = Y 11D i, )- (2.19)

|| <k

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad taip apikZta norma tenkina visas normos apiimo
salygas. Priminsime, kad

1/p
||u||Lp(Q) = (/ |u‘p dw) 5
Q

llullr... ) =vraisup |u(z)].
e

kaip < oo, 0

Aibe W‘;(Q) su taip apibeZta norma yra normuota erelv Erdweje W‘g(Q) galima
jvesti ir kita ekvivaleia norma (ja Zyrasime tuo pé&u normos Zenklu)

/P
g = / S o upar) (2:20)

|| <K

Kiekvienu konkré&€iu atveju naudosime ta norma, kuri bus patogedtaik = 0, erdwe
WE(Q) yraLp ().

Erdvéng(Q) yra Banacho erdy. |rodysime tai. Pagal Banacho eedwvapibezima
reikia jrodyti, kad erde WE(Q) yra pilna. Tarkime, sekdu,,} yra fundamentali
erdveje W5(€2). Tadava : |a] < k seka{D* u,,} yra fundamentali ercéje L, (12),
ty.

”Um — Uy HLP(Q) — 0, H D u,, — D* um/”Lp(Q) — 0,
kai m ir m' — oco. Kadangi erde L,(Q2) yra pilna, tai egzistuoja tokios funkcijos
U, we € Ly (), kad

||um - uHLp(Q) - 07 H D~ U — wa”Lp(Q) - 07

kaim — co. Pagal2.5teorema srityj&) egzistuoja funkcijos: apibendrintos iSvesti-
nes

D%y = wq € Lp(92),
ty. u € W5(9Q), ir seka{u,, } konverguoja ju erdweje W5 (€2). Taigi erdveje Wk(€)
kiekviena fundamentali seka konverguoja.

Erdve W‘g(Q) yra separabili, kap € [1,00), ir refleksyvi, kaip € (1,00). Siy
teiginiy jrodymas remiasi tuo, kad atitinkamiem®rdve L, (€2) yra separabili ir re-
fleksyvi ir erdveW(Q2) galima sutapatinti su erdvily, (2) baigtires tiesiogigs san-
daugos poerdviu (zr4g], [8]).
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Kai p = 2, erdwe Wg(Q) yra Hilberto erde. Skaliarine sandauga joje galima
apibezti taip:
(u, v)wi(0) Z/ > D*uD*vdz.
Q lal<k

JeiguWk(Q) yra realiyjy funkcijy erde, tai brukSnys neraSomas. Daznai Hilberto
erdve W5 (Q) ir ja atitinkantj poerdviWk (Q) zymi H%(Q) ir H<(€).

2.9 teorema. Teguu € W‘g(Q) ir f yraCk klases difeomorfizmas, transformuojantis
sritj Q) j sritj . Tada funkcijav = uo f~1 € Wg(ﬁ) ir

Cl”“”wg(a) < ||UHWII§(9) < C2||“||W15(Q);

c¢iaCy ir Cy — teigiamos konstantos, priklaugams tik nuo funkcijy f ir f~1 normy
erdveseCk(Q) ir C¥(€).

Sitos teoremos jrodymas iSplaukia i3 apibendrinty idvestiniy savybiy.

ErdvesW};(Q) galima apibezti ir tuo atveju, jeigu vietojeplok&ios* srities2 im-
sime pakankamai glodZiamate daugdard. Pavyzdziui, tegu-mag daugdard yra
lygi sumai baigtinio skdiiausn-maciy daugdaryS;,i = 1,..., N, ir kiekviena daug-
darasS; galimaC* klases difeomorfizmuf; transformuoti j sritj2; ¢ R™. Sakysime,
funkcijau € WE(9), jeigu

wo fit € WE(Q), Vi=1,...,N.

Norma erdv’ejer;,(S) galima apibeZti taip:

[[ullwi(sy = ZHUOf [lwis(e2:)-

Erdveje WK () isskirsime poerdvivk (©2). Sakysime, funkcija i§ erdves W ()
priklauso poerdviuﬁV‘g(Q), jeigu egzistuoja sekéu,,} < C°(2), konverguojanti
u erdveje WE(Q). Taigi

\ axroy V@

WE(Q) = CF(Q) .
Erdves WK (92) elementai turi keleta svarbiy savybiy. Tarkime, funkeija W(9).
Tada egzistuoja sekiu,,} € C5°(€2), konverguojanti ju erdVejeW‘g(Q). Funkcijas
wir u,,m = 1,2,... pratesime nuliu R™\Q. Kiekvienama, |a| < k, apibezkime

funkcija
[ D*u(x), z€Q,
wa(r) = {o, z € RM\Q.
Akivaizdu, kad bet kokioje srityj&) > Q funkcijosu ir w, € L,(Q). Be to,Ym =
1,2,... funkcijosu,, € C3°(Q) ir

[tm = ullL, @) = llum — ullL, @) — 0,
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|| Da Um — waHLp(Q) = || Da Um — DauHLp(Q) — 0,

kaim — co. Pagal.Steoremau € WE(Q).

Tegu funkcijau € VDVIg(Q). Prateskime ja nuliu j sritie® iSore ir gauta funkcija
pazynekime ta péia raideu. |rodysime, kad vidutigs funkcijosu, — u erdweje
WE(9), kai p — 0. Funkcijau € WE(Q), VQ : © C Q. Kadangi2 C Q yra grieZtai
vidine sritis, tai pakankamai mazierps> 0 srityje ) galima sukeisti diferencijavimo
ir vidurkinimo operacijy tvarka. Taal

D*u, = (D%u), — D%u, Va:l|a|l <k,

erdwjeL,(12), kai p — 0. Pagal apitezima tai reiSkia, kad, — u erd\,{'ajeW‘g(Q),
kaip — 0.

Pastaba. Jeigu funkcija € ng(Q) pratesime nuliu [R™ \ €, tai gausime
funkcija, kuri srityje@ D €2 gali ir netuieti apibendrinty iSvestiniy. Norint tuo jsitikinti
pakanka pastedti, kad funkcijau € Wg(Q), pratesta nuliu j sritie§ iSore, gali tueti
trukj n — 1 matavimo pavirSiuje. Tai reiSkia, kad ne kiekviena funkeija& W‘;(Q)
priklauso poerdviuW‘;(Q). Taigi W5 () # VOVE(Q). ISimtj sudaro atveji§2 = R".

2.10 teorema. Tegu2 = R". Tada erdesWk(Q) ir W(Q) sutampa.

< Savaime aisku, kativk(Q) ¢ Wk(Q). [rodysime, kad bet kokia funkcija €
WE(Q) priklauso ir poerdviuiW’ (). Laisvai pasirenkame funkcija € Wk(Q).
ApibréZzkime funkcijy seka

u’(x) = u(@)¢ (|z]/R);

¢ia: R yra teigiamas parametragi) — be galo diferencijuojama intervale o) funk-
cija, lygi 1, kait € [0, 1], monotoniSkai madia, kait € [1, 2], ir lygi nuliui, kai ¢ > 2.
Akivaizdu, kad funkcijosu ir up rutulyje B = {z € R" : |z| < R} sutampa. Be
to, reiSkinio¢(|z|/R) iSvestires yra tolygiai apFztos parametrd atzvilgiu. Tockl
Va, |a] < k, yra teisingas jvertis

| D*u* — D*ul|L, () = || D* v — D*ullL, (@\Br) <
<cC Z I DP ully, o\ 5p); (2.21)
[8I< ]

¢ia konstantaC' nepriklauso nuo konkigos funkcijosu € W(Q2) pasirinkimo. K-
dangi||u||wg(m < oo, tai reiSkinys desiniojojed.2]) nelygyles pusgje argja j nulj,
kai R — oo. Kartu

| D*u* — D*u||L, (o) < (R) — 0,

kai R — co. Seka{(u’?),} C C§°(Q) ir konverguoja ju erdveje WE(Q2), kai R —
00, p — 0. Tai reiskia, kack € W5(Q). »
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Kiekvienai funkcijaiu e VOVE(Q) irve Wll;(Q) yra teisinga integravimo dalimis
formule
/uDo‘vdx = (—1)l /vD"‘udm, Va: o] < k. (2.22)
Q Q
1§ tikryjy Yu € VOVII;(Q) egzistuoja sekdu,,} € C&°(Q2), konverguojanti ju erdweje
W‘;(Q) . Pagal pirma apibendrintos iSvest®apibeZzimavu,, yra teisinga tapatyio

/umDavd:r: (—1)'“‘/1}Da Uy diT.

Q Q

Pegje prie ribos, kain — oo, gausime 2.22) formule. Poerdviong(Q) pakeisti
visa erdverIj(Q) Cia negalima. Tuo galima lengvai jsitikinti. Tegu= 1, funkcijos
u,v € CHQ) ir S = 99 — dalimis glodus pavirsius. Tada yra teisinigéegravimo

dalimis formug
/uvmi dr = f/uxiv dr + /uvcos(n,z,;) ds;

Q Q S

¢ia bendru atveju integralas pavirSiusiinelygus nuliui. Si formu# iSlieka teisinga,
jeiguu € Wi(Q), v € W, (Q) ir sritis 2 yra tokia, kad erdg C'(2) yra tirsta
erdveseW () ir W, (). Jeigu funkcijau € W1(Q), tai integralas pavirSiuns yra
lygus nuliui ir galima sakyti, kad funkcija pavirSiujeS yra,,lygi nuliui “. Analogiska
situacija yra ir erdistlg(Q) atveju. Tarkimeu € WII;(Q). Tada galima sakyti, kad
pavirSiujes ji yra ,,lygi nuliui “ kartu su visomis savo apibendrintomis iSvestms iki
(k — 1)-os eiks imtinai.
|rodysime dar viena svarbia poerd\ﬁ@é(ﬁ) elementy savybe.

2.11 teorema. (Frydrichso nelygyl) Tegu (2 yra apeZta erdeje R™ sritis. Tada
Yu € W (Q) yra teisinga nelygyd

ull, @ < dllusllL, @) (2.23)
Ciad yra sritie() diametras.
a Aibé CZ(Q) yra tirsta erdeje W (). Todel (2.29 nelygybe pakanka jrodyti
Yu € CP(§). Laisvai pasirenkame funkcija € C3°(2). Prateskime ja nuliu j srities
Q) iSore, o gauta funkcija pazyekime ta péaia raide u. Tada € C°(Q), vQ D Q.

Tegu @ yra kubas, kurio briaund. Pasukus koordinates ir p&lks jy pradzia,
visada galima pasiekti, kad

Q={zeR":0<a;<d,Vi=1,2,...,n}.
Todel iS karto tarkime, kad sritis
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Pagal Niutono—Leibnico formule

Tn

!
u(m)=/%dt, 2! = (T1,..., Tn_1).
0

Pasinaudoje Helderio nelygybe jvertinsime funkcijosodul]

Tn d

Iu(ar)Is/ W’dts/
0 0

d l/Pl d » 1/p d
/
(o) (frser o) o
ot
0 0

0

du(e,, 1)
ot

’dtﬁ

ou(z),, t)
ot

1/p
p
dt) |

[u@p e <@t [ o, @p do= v [, @) ds,
Q@ Q Q

IS Sio jvecio iSplaukia nelygyb

kuri yra ekvivalenti nelygybei

ullL, @) < dllus, L, @-

Pakeite funkcijos: iSvestineu,, gradientuu,, gausime2.23) nelygybe >

Teorema jroéme tare, kag > 1. Kai p = 1, teorema i$lieka teisinga. Siuo atveju
jrodymas yra beveik toks pats. Nereikia tik taikyti Helderio nelyegb

P astab a. |rodant Frydrichso nelygybe, reikalavimgvovrl,(ﬂ) yra esminis.
Poerdvio\fvrl)(Q) pakeisti visa erdv@V} (Q2) negalima. Tuo lengvai galima jsitikinti
imantu = 1.

Pasinaudojus Frydrichso nelygybe, funkcijps= VOVIE(Q) Zemesniy eiliy iSves-
tiniy normas galima jvertinti aukstesniy eiliy iSvestiniy normomis éjehL, () .
PavyzdZiui, kak = 2,

||u‘/131 LP(Q) S d”uxianLp(Q), VZ = 172,...711.

Todel erdweje WK () galima jvesti norma

1/p
el (o) = (Z ||D‘Xu||ip(m> : (2.24)

|| =k

ekvivalertia normai erdizjeWi;(Q) (zr.2.20formule).
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2.6. FUNKCIY IS ERDESWE(Q2) PRATESIMAS

Nagrirgjant erdves\f\/g(Q), srities 2 forma neturi jokios jtakos. Kiekviena erds
Vo\/‘g(Q) elementa galima pratesti nuliu§™ \ Q ir nagrireti kaip erd\ieswlg(Q) ele-
menta bet kokioje standaréje srityjeQ D 2, pavyzdZziui, rutulyje arba kube. Seed
tingesre situacija yra erd'asWi;(Q) atveju. Tiksliau, funkcijau € WE(Q) ne visada
galima pratesti R™ \ 2 iSlaikant,,glodumd‘. Tai priklauso nuo sritie®. PavyzdZiui,
jeigu plokStumoje jvesime polines kordinates

x =pcos, y=psinb,
tai funkcijau = 0 srityje
Q={(r,y):1<p<2,0<0<27}

bus sumuojama ir tés joje sumuojamas apibendrintas iSvestinesialgji nebus ab-
soliuCiai tolydi tiesiy z = const > 0 atkarpose, kertamose sritj<), ir todel (Zr. 2.8
teorema) netugs apibendrinty pirmosios e iSvestiniy srityje

Q={(z,y): 1< p<20<0<2r}.

Butiny ir pakankamy salygy, kada eHbNVlg(Q) elementus bty galima pratesti
] platesne sritj iSlaikanf,glodumd’, nera. Kai srities2 pavirSiusS yra pakankamai
glodus, tokj pratesima sukonstruoti galinf?;\ia pateiksime konstrukcija, kuri remiasi
erd\.('aswlg(ﬂ) elementy aproksimacija a@sC>°(12) elementais. Kaip matome i$ ka
tik iSnagrireto pavyzdZzio, tokia aproksimacija ne visada galima. 13skirsime gabdapla
klase srtiy, kai tokia aproksimacija galima.

2.12 teorema. Tegus) yra apéZta, ZvaigZdi&® atZvilgiu kurio nors savo vidinio tasko
sritis. Tada aibC>(Q) yra tirsta erdéjerl;(Q).

< Tarkime, sritisQ2 yra zvaigzdim kurio nors savo vidinio tasko atzvilgiu. Tegu Sis
taSkas yra koordirtay pradzioje. PrieSingu atveju koorditig pradzia reikia perkelti
j ta taska.

Laisvai pasirenkame funkcija € W(Q). Teguu™(z) = u(Az), A € (0,1).
Tada funkcijau® € WE(Q2), VA € (0,1). Kadangi funkcijau € Ly(Q2) yra tolydi L,
prasme, tai

[ = uV |, @) = lu(@) = u(Az)|L, @) — 0,

kai A\ — 1. Del tos p&ios prieZastieSa : |a| < k
I D% w = D*uN | o) = | D* u = N (D* w) V1, 0 <
< || D*u— (D*u)M |1, () + (1 = AN (D> W)V |1, ) — 0,

kai A — 1. Vadinasi, sekdu(*)} konverguoja j funkcija: erdveje Wk (Q2), kai A — 1.

3Sritis Q yra ZvaigZdire atZvilgiu kurio nors savo vidinio tasko, jeigu bet kuris spindulys, ieinantis i§ to
tasko, kerta srities pavirSiy tik viename taske.
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Akivaizdu, kadv\ € (0,1), sritis \Q C . Todel vidutines funkcijos(u), €
C>(Q) ir, kai p — 0, konverguoja j funkcijau® erdveje WX(Q2). Tatiau tada i3
sekos{(u™),} galima irinkti poseki (1) ,, }, konverguojantj j funkcija: erdweje
WE(9). Vadinasi, aile C>(Q) yra tirSta erdeje W5 (€2). >

ISvada. Tegu sriti§ yra pusrutulisB* = {z € R" : |z| < 1,2, > 0} ir
funkcija v lygi nuliui, kai |z| > 1 — e. Tada ank8&iau pateiktoje konstrukcijoje posek]
{(u™),, } galima parinkti taip, kad kiekviena i§ funkcij™),, buty lygi nuliui,
kai|z| >1—¢/2.

IStirsime erdes W (Q2) atvejj.

2.13 teorema. Teguf) yra apéZzta sritis,S = 0Q — C! klases pavirsius iQ > €.
Tada egzistuoja tiesinis agitas pratesimo operatorius
. 1 x71
IT: W5(Q) — W, (Q).

Be to, jeiguu € W () ir v = Tlu, taiv(z) = u(z), kaiz € €.

< |rodyma iSskaidysime j tris etapus.

1. Tarkime) = B*,u € W%,(B*) ir funkcija u lygi nuliui pussfees

St={zeR":|z|=1,z, >0}

aplinkoje. Lyginiu ludu pratese funkcija j pusrutulj B-, gausime funkcija

_u(x), x € Bt
v(w) = {u(zim —x,), ©€ B

Parodysime, kad funkcija € Vovg,(B). Remiantis2.12 teoremos iSvada, egzistuoja
tokia seka{u,,, } C C>°(B*), konverguojanti ju erdejeW! (B+), kadvm = 1,2, ...,
funkcija u,, lygi nuliui pussfees S+ aplinkoje. Kiekviena funkcijau,, lyginiu budu
prateskime j pusrutulB-. Pratestos funkcijos

V() = U (), r € B,
T L u (2, —x,), T € B,

yra finiios ir tolydzios visame rutulyjé3. PusrutuliuoseB™ ir B~ jos yra be galo
diferencijuojamos. Toél v,,, € W}, (B) (Zr.2.4skyrelio 1 pavyzdj) ir
vmllwi(s) = 21/p||um||w;,(5+)~ (2.25)

Be to,
[vm —vllL,8) = 0,  [vma; —willL, By — 0,
kaim — oco. Cia
Ug, (2), re Bt i=12,...,n,
wi(z) =

Ug, (2], — X)), xe€B,i=12,....,n—1,
—Ug, (), —xn), € B ,i=n.
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Remiantis2.5 teorema, rutulyjeB egzistuoja funkcijos apibendrintos iSvestés
Vg, = w;, Vi=1,2,...,n,irv e W(B). Kadangi

[vm = vllwim) — 0,

kaim — oo, tai (2.25) lygybeje galima pereiti prie ribos. Taigi
vllwy s = 21/p||u||wg,(3+)~

2. Tarkime, taskas* € 9, U —taSkoz* aplinka,u € W1 (1), aibeQUU c Qir
supp u C U. Be to, tegu egzistuoja toks difeomorfizmas U — B, kuris sritf Q N U
atvaizduoja j pusrutulB+, o pavirSiyoQ N U j skritulj {z : |z| = 1,2, = 0} (2r.2.4
pav.).

Ln

2.4 pav

Tada funkcijai = uo f~' € W] (B™) ir pussfees S+ aplinkoje lygi nuliui. Kadangi
funkcija @ tenkina 1 punkto salygas, tai ja galima pratesti j pusruf8lj Pratesta
funkcijav € VOVI{(B). ApibreSime funkcijaw = ¢ o f. Akivaizdu, kadv € VGV%)(U).
Funkcijav pratesime nuliu R™ \ U ir pratesta funkcija pazyasime ta péia raidev.
Tada funkcijav € W1(Q). Be to,v(z) = u(z), Yz € Qir

[ollwi@) < Cllullwia):

Cia konstanta’ priklauso tik nuo funkcijyf ir £~ normy erdejeC!.
3. ISnagriesime bendrajj atvejj. Kadang@i yra apezta sritis irS yra C! klases
pavirSius, tai egzistuoja baigtinis skais tokiy atviry aibiyUy, ..., Uy, kad:

N
HQec YU, cq.
i=1

2) AibeU; C Q arbaU; tenkina 2 punkto salygas=1,2,..., N.

Tegu{¢;(z)}, yra vieneto skaidinys (Zf..19teorema), atitinkantis aibiy sistema
U1, Us, .., Uy. Kitais ZodZiais tariant;; € C3°(R™), supp¢(; C U;, Vi = 1,2,..., N,
ir

N
Zgi(:p) =1, Vze.
=1

Tada
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Ciaw;(x) = u(x)¢;(z). Laisvai pasirenkame kokia nors funkcijg. Jeigu aile U; C
Q, tai funkcijau, € VOV;(Q). Pratese ja nuliuR"™ \ ©, gausime funkcija; € W;(Q).
Tuo atveju, kai aibiy; ir 92 sankirta yra netua, aite U; tenkina 2 punkto salygas.
Todeél egzistuoja tokia funkcija; € W} (Q), kad vi(z) = u;(x), Yo € Q, ir yra
teisingas jvertis

lvillwi@) < Clluillwie)- (2.26)

Dabar pratesimo operatoriy galima apibeZzti taip:

N
Iy :=v = E V.
i=1

Sioje sumoje kiekviena funkcija; € Vovrl)(Q). Todel ir funkcijav € VDV%)(Q). Be to,
v(x) = u(r), Yo € Q, ir yra teisingas jvertis

vllwi@) < Cllullwie): (2.27)

Cia konstantal priklauso tik nuop, Q ir Q. >

P astab a. IS Sios teoremos jrodymo iSplaukia, kad kartd.gu)(yra teisingas
jvertis

[vllL, @) < CllullL,@);

¢ia konstantaC' priklauso tik nuop,  ir Q. Be to, jeiguu € L, (), uy, € Ly(Q),
q > pir sritis Q yra klagsC', tai remiantis Frydrichso nelygybe galima jrodyti, kad
u € Ly (). Kartu galime tvirtinti, kadu € W/ (€2).

Tarkime, kad? yra neapeZta sritis ir egzistuoja tokia atviry aibiy sisteffd }5°,,
kad:

1L.Qc U cQ
i=1

1=

2. Aibe U; c Q arba yra tokia pati kaif2.13 teoremos jrodymo 2 dalyjg, =
1,2,...

3. Difeomorfizmyf; : U; — Bir f; ' : B — U; normos erdegseC' (U;) ir C!(B)
nevirsija kokios nors konstantos, bendros visdms

4. Aibiy sistemos{U; }$2, kartotinumas yra baigtinis, t.y. kiekvienas taskas 2
priklauso ne daugiau kaily aibemsUs, ir skai€ius N nepriklauso nuo taske.

Tada2.13teoremoje pateikta pratesimo konstrukcija tinka ir neafos srities atveju.
Tiksliau, yra teisinga teorema.

2.14 teorema. Teguf) yra neapeZta erdejeR"™ sritis, tenkinanti ankSau iSvardytas
salygas. Tada egzistuoja tiesinis @ftas pratesimo operatorius

IT: Wh(Q) — WL(Q).

Be to, jeiguu € W1 () ir v = Iu, taiv(z) = u(z), kaiz € €.
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Analogiskos teoremos yra teisingos ir eédvszg(Q), kai k& > 1. ISnagriresime
apreztos srities atvejj.

2.15 teorema. Tegu) yra apeZta sritis,S = 02 — C* klasés pavirsius i) C Q.
Tada egzistuoja tiesinis agtas pratesimo operatorius

IT: WE(Q) — WE(Q).
Be to, jeiguu € WE(Q) ir v = Tlu, taiv(x) = u(z), kaiz € Q, ir
lollwe@) < Cllullwi ) (2.28)
Cia konstant&' priklauso tik nuap, k, Q ir Q.

< Tarkime,Q) = B*, o u — pakankamai glodi pusrutulyjB* funkcija, lygi nuliui
kokioje nors pakankamai mazoje pusgfe$* aplinkoje. Apibezkime funkcija

u(z), x € BT,
— k .
v(@) = > aju(x),—277x,), x € B
§=0
Ciaas,...,a yralygCiy sistemos

sprendinys (pastaroji sistema turi vienintelj sprendinj, nes jos determinantas nelygus
nuliui). Taip apibeZta funkcijav € C¥(B), suppv C B ir

lvllwi() < Cllullwis+)-

KonstantaC' priklauso tik nuop ir k. Kaip ir[2.13 teoremoje, galima parodyti, kad
tokj pratesima galima atliktiu, € WX(B*). Tolesnis jrodymas yra analogiSkas.3
teoremos jrodymui ir remiasi vieneto skaidiniu 2e¥ teoremar

ISvada. Jeigu sriti§ yra tokia, kad erdésW‘g(Q) elementus galima pratesti

| platesne sritj iSlaikantglodumd' ir (2.29) jvertj, tai aike C>°(Q) yra tirSta erdeje
ng(Q) .

P astab a. Reikalavimas, katbuty C* klases pavirdius, susijes tik su teore-
moje panaudota pratesimo konstrukcija. Yra kitos funkeijue W‘g(Q) pratesimo
konstrukcijos, iSlaikatios gloduma. Pavyzdziui4l] knygoje pateiktoje funkcijy
u € Wg(ﬂ) pratesimo konstrukcijoje reikalaujama, k&denkinty vadinamajanini-
malaus glodumesalyga.

Teguy : R"' — R! yra funkcija, tenkinanti LipSico salyga

lo(z') — ()| < M|z’ — 7|, V2’ 3’ e R"™*
su LipSico konstanta/ ir

Q={(2",z,) ER" 1z, > p(2')}, ' =(x1,...,Tpn_1)-
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Sritj, kuria gausime pasuke arba pase (2, vadinsimespecialiaja lipSicineritimi.
Apibrezimas. Tegul yra atvira erdeje R" aibe, S = 9. Sakysime,
pavirSiusS yra minimaliai glodusjeigu egzistuoja seka atviry aibiy

U, U, ...,Un,..., Qc|JUs
i=1

ir tokie skatiaie > 0, M > 0, N € N, kad:
1. Jeiguz € S, tai B.(x) C U; su tam tikru indeksu.
2. Sistemos{U; }2, kartotinumas nevirSijav.

3. Kiekvienami egzistuojaspecialioji lipsiciresritis (2;, su tokia LipSico konstanta
M; < M, kad
Ui n Q = U,L N Qz

Taigil2.15teorema ilieka teisinga daug platesneiisrklasei. Siai klasei galiilti
priskirtos sritys, kuriy krastiniy tasky abyra minimaliai glodi Apytiksliai tokias
sritis galima apildinti kaip sritis, kuriy krastiniy tasky a#yra pavirSius, tenkinantis
LipSico salyga. Akivaizdu, kad pavirsius turi minimaly glodumajeigu S yra C*
klases pavirSius. Be to, jeig® yra apeZta arba iskila sritis, tai pakanka baigtinio
skatiaus atviry aibiyl;.
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2.7.

1.

UZDAVINIAI

Teguu,v € Ly(Q2) ir bent viena i$ Siy funkcijy yra finiti. |rodykite, kad
pakankamai maziems> 0 yra teisinga formu

/ up(x)v(z) dz = / u(@)v,(z) d. (2.29)

Q Q

. Teguu* = max{u,0}, v = min{u,0}, u € Wi(Q) (= u = u* + u,

|u| = ut — u). |rodykite, kadu*, u", |u| € W1 ().
N urodymas. Pasinaudokite pirmuoju apibendrintos iSvestapibezimu.

. Teguf € Lo (R) yra dalimis glodi funkcijaz € W1 (). [rodykite, kadf ou €

WHQ)ir
9 ou) — f (wu,,, udE,
azi(f u)—{07 u € E,

Cia F/ — aike tasky, kuriuose funkcij# néera glodi.

Nurodymas. Pasinaudokifuzdaviniu.

. Tegu 99 yra C!' klases pavirsius, funkcijau € L,(f2), o jos apibendrintos

iSvestiresu,, € Ly(Q2),Vi=1,2,...,n, ¢ > p. |rodykite, kadu € W}(Q).
Nurodymas. Pasinaudokite Frydrichso nelygybe.



3 SKYRIUS

Erdviy wi(@) jdejimo teoremos

Sakysime, normuota eré\3, jsideda normuota erdveBs, jeigu kiekvienas elemen-
tasu € By priklauso erdveiB; ir

HU’HBQ < CHUHBI;

Cia konstant&’ nepriklauso nuo konkretaus elementderdves B, j erdve Bs jdejimo
operatoriumi vadinsime tokj operatoriy, kuris kiekvienam elementai B; priskiria
ji patj, bet kaip erdes B, elementa. Taigi erdds B, jdejimas | erdveB; yra ekviva-
lentus jaejimo operatoriaus aprtumui. Be to, jeigu kiekviena agirta aile erdeje B
yra salyginis kompaktas erdje B-, tai sakysime, kad er@B; kompaktiSkai jsideda
] erdve B, 0 jdejimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Kai kurios erdviqwg(ﬂ) jdéejimo teoremos gaunamos tiesiogiai iS juy apif
mo. Pavyzdziui, erd&vvovl})(ﬂ) jsideda j erdveL, (). TaCiau rera akivaizdu, kad
apreztos srities atveju eré\Wé(Q) kompaktiSkai jsideda j erdvk, () arba j erdve
C(Q), jeigup > n. Analogiski teiginiai yra teisingi erlems W (Q) ir C™(Q). Pa-
vyzdziui, jeigur < k, tai erdwe ng(Q) isideda j erdveWy (€2) tam tikriemsg > p
ir, kuo didesnis yra skirtumais — r, tuo platesnis rodiklig pasirinkimas. Be to, jeigu
(k —m)p > n, tai erde WE(Q) kompaktiskai jsideda j erdv€™ (). Tokius ir
panasius teiginius nagesime Siame skyriuje. Siame skyriuje taip pat naggime ir
funkcijy u € W%;(Q) ,,pedsakus (n — 1)-maCiuose pavirSiuose. Parodysime, kad tai
yra nauji objektai, kuriuos galima traktuoti kaip aibe funkcijy, témntrupmenies
eiles iSvestines.

3.1. INTEGRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA

Tegu) yra apeZzta erdeje R" sritis, k(z, y) — tolydi, kaiz # y, ir aprezta funkcija,
z,y € Q, a€(0,n), vel,(Q),

k(z,
Kv(x) = |x( yy|)04
Q

v(y)dy, €. (3.1)

Taip apibeztas operatoriu& yra vadinamasntegraliniu operatoriumi su silpna ypa-
tuma.

3.1teorema. Tegua < n/p’, 1/p+ 1/p" = 1. TadaK yra visiSkai tolydus operato-
rius, veikiantis i$ erdgsL,(2) j erdveC(Q).
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aTegup < 00, v € Lp(Q), u = K virr = |z —y|. Pagal teoremos salyga funkcija
k yra apeZta. To@l egzistuoja tokia konstant@, kad

@) <€ [ r¥lo)l dy < Clr2 ool c0
Q
(jvertindami integrala sritimf2 pasinaudojome Helderio nelygybe). Integralas

d' ana
/Tfady§|51\(lam )
n—ao

Q
(zr.[1.2 skyrelj). Tocel

u(z)| < C1 (diam Q)7 =2 [uly, @), ¥z €D,

sug lu(z)| < Cq(diam Q)n/pl_aHUHLP(Q). (3.2)
S

|rodysime, kad: € C(€2). Laisvai pasirinkime skéiy § > 0. Tada

u(z) = / ok y)o(y) dy + /‘rﬂ%uww@My (33)

QNBs(x) Q\Bs(z)

57?,—(1
/ r_ady§|51\n_a,

QNBs (m)
tai pirmajj integrala8.3) formuléje galima jvertinti taip:

Kadangi

r= k(@ y)u(y) dy| < C18™P ]l ) — O, (3.4)
QNBs(x)

kai § — 0. Antrasis integralas3.3) formuleje yra tolydi kintamyjux funkcija. Tocel
funkcijau yra tolydi kaip tolygiai konverguojaiiy tolydziy funkcijy riba.
Reiskinys

+ k(z,
|w+z—u|_/\x 20 MO ) dy < 1+ 1 2
|z + 2z —y| |z —yl
Cia K )
T+ 2,y
I = —_— ||V d 5
e L
QNBs(x)
k(z,y
= @ 9) 1) dy,
|z — |
QﬁBg(z)

&
|

k(x+zy)  k(z,y)
— v dy.
/ lz+2z—yl* |z -yl lo()ldy
Q\Bs ()
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Integralas
I < C16™7 ol o

(Zr. (3.4) nelygybe). Jeigu taSkas + z yra pakankamai arti taske, tai Bs(xz) C
Bos(z+ 2) ir
I < C1(26)™" = vl (-

k(x,y)

|z — yl|*

I3 < (|2, 9)lvllL, ()3

Srityje 2\ Bs(z) funkcija yra tolydi. Tocel

Ciae(t,d) — 0, kait — 0. 15 Siy jveciy iSplaukia, kad
Ju(z + 2) = u(@)] < (CL8™P' = + C1(26)"7 = + 2(|21, 6)) Iv ], (@)-
Laisvai pasirenkame skay ¢ > 0. Fiksuokime tokjé > 0, kad
CLo™MP = 4 0 (20)MP 2 < /2

(tai padaryti galima, nes — ap’ > 0). Kadangis(¢, ) — 0, kait — 0, tai egzistuoja
toks skatiush > 0, kadz(|z|,0) < &/2, Vz : |z| < h. TaCiau tada

sup sup |u(z + z) — u(z)| < ef|vl|L, @) (3.5)
|z|<h z€Q

Tegu aile V' C L,(Q) yra apezta ir
U={u=Kv:veV}

I$ (3.2) ir (3.5 jvertiy iSplaukia, kad aie U erdweje C(Q2) yra apeZzta ir vienodai
tolydi. Pagal Arcel\a teorema aidU yra salyginis kompaktas erdje C(2). Taigi
operatorius

K :L,(Q) — C(Q)

yra visiSkai tolydus.
Kai p = oo, teoremos jrodymas yra analogiSkas. Netgi paprastesnis, nes nereikia
taikyti Helderio nelygyles.>
Tegus < n yra sveikasis teigiamas sKais, 2, — srities() sankirta su plokStuma
R®. Kai s = n, sritis Q,, = Q. Priminsime, kad sritis — tai net&if&, atvira, susijusi
aibe. Tockl aike 2, yra atvira. Tarkime, kad ji yra netti.

3.2 teorema. Tegun/p" < o < n/p’ + s/p. TadaK yra visiSkai tolydus operato-
rius, veikiantis is erd#sLy(2) j erdve L, (). Cia g bet koks teigiamas skils,
tenkinantis nelygybe: < n/p’ + s/q.

< Atskirai iSnagriresime du atvejusp < ¢ ir p > ¢. Tegup < q. Tokiosp ir ¢
reikSmes yra galimos, nes < n/p’ + s/p. Kartu egzistuoja toks sk@&ius s > 0, kad

a+28=n/p +s/q.
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Todel reiskinjr—“|v| galime perraSyti taip:

r~ | = r*S/qu\v\p/qr*”/p/+5|v|1*p/q. (3.6)

Teguv € L, (Q2) . |[rodysime, kad-~“|v| yra sumuojama a#ge 2, x (2 funkcija. Pagal
Jungo nelygybe (imame = g, p> = p, p3 = ap/(q — p))
1 1 / —
T—O¢|,U| S 7T—S+ﬁq‘v|p + 7/,,,,—7L+ﬁp + q p‘vlp.
q p qp
Pakanka jrodyti, kad kiekvienas i$ reiskiniy Sios nelygyllesigje yra sumuojamas
aibeje Qs x Q. Akivaizdu, kad tréiasis reiSkinys yra sumuojama srityjefunkcija.
Integralas
/ PP 4y < C(diam Q)77 < oo. (3.7)
Q
Todel antrasis reiSkinys taip pat yra sumuojama@l); x Q funkcija. Integralas

/rfﬁﬁq dz < C(diam 2,)%7 < oc. (3.8)
Qs
Todel
/ 7~—3+3q\v(y)|p dydx = / |1)(y>|i” (/'r_s""ﬁq dac) dy <
Qs xQ @ o
< C(diam QS)BQHUHip(Q) <0 ¢9)

(tia pasinaudojome Tonelio teorema). Taigi funkeij@™”9|v|P yra sumuojama aije
Q x Q. Kartu funkcijosr—|v| ir kr—%|v| yra sumuojamos adje Q2 x Q.. Pagal

Fubinio teorema funkcija
k(z,
utw) = [HED )0y
Q

yra sumuojama a#je (2. Jrodysime, kad: € Ly(Q2,). Priminsime, kad funkcij& yra
aprezta. Toél

u(@)] <€ [ 1 el dy.
Q
PerraSysime Sia nelygybe taip:

@) £ C [ 7/ o) oy 0 .
Q

(zr. (3.6) formule). Pagal Helderio nelygybe

o< o [roermpoppan) ([ ) ([ e a) T
Q

Q Q
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(imamep, = ¢, p> = 9/, ps = qp/(q — p)). Kairiaja ir deSinigja Sios nelygyis
puses keliame laipsniu ir integruojame sritimi2,. Pasinaudoje3.7), (3.8) ir (3.9
nelygykemis, gausime

/ u@) |7 da < C9(diam Q)% (diam Q)% o] .
Qs
Kartu yra teisinga nelygyb
||uHLq(QS) < C(diam Qs)ﬁ(diam Q)B ||UHLP(Q). (3.10)

Tarkime,V yra apeZta erdejeL,(12) aibé, t.y. egzistuoja toks teigiamas siais
M, kad
H'U”LP(Q) <M, YvelV.

IS (3.10) jvercio iSplaukia, kad aib
U={u=Kv:veV}

yra apezta. Parodysime, kad ji yra vienodai tolydi.
Laisvai pasirinkime skdiy ¢ > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

[u(x + 2) = u(®) Ly, < llutllL, @) + l[vellg @) + lusllg@.);

Cia:
k(z + 2,y)
= d
w@ = [
QNBs(z)
k(z,y)
w@ = [ [ )
QﬁB&(m)

k(z+2zy)  k(z,9)
ug(x) = — v(y)| dy,
() / |z + 2 —y|* va—yl"“)‘
O\ Bs (z)
0 — bet koks teigiamas skaus. Integralus:; ir us galima jvertinti visiSkai taip pat
kaip ir integralau :

IA

utllL, ) C(diam Q,)7(20)°||v]|L, o)

ugll, o) < C(diamQ,)?6°||v|L, ()

Fiksuokime tokj skaiiy 6 > 0, kad

ut e, 0.) + luzll, @.) < C(diam Q,)7((26)° + 6°) M < ¢/2.

Srityje 2\ Bs(z) funkcija |k(x’ yl) yra tolydi. Tocel
T — Y|«

luslle, . < eIzl O)llvllL, @) < e(lz],0)M,  Vz € Bs(x);
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Ciae(t,d) — 0, kait — 0.
Fiksuokime tokj skaiiy h > 0, kad

e(|z],0)M < e/2, Vz:|z| <h.

Tada
u(z +2) —u(@)|lL (@) <& Vzv:ilz|<h,veV.
Taigi aibe U yra vienodai tolydi. Pagé?.3teorema aib U yra salyginis kompaktas
erdwjeL, (), 0 operatorius
K Lp(2) — Lq(92s)

yra visiSkai tolydus.
Tegu dabay < p. Imkime tokj skatiy » > p, kada < n/p’ + s/r. Pagal Helderio
nelygybe

r—q , 1/r
[ullLy @) < €] 7 (/|u(x)\ da;) .
Qs

Kadangir > p, tai (zr. 3.10) jvertj)

Jullr, 0,y < C(diam Q)% (diam 2)°||v]1,, (q)-

Todel -
lllLg (2. < ClO| 7 (diam Q)7 (diam @) [[v]lL, (o) -

Tolesnis jrodymas yra analogiskas atvejut p.
P astab a. IS teoremos jrodymo iSplaukia, kad bet kokiam fiksuetanR™ ir
visiems pakankamai maziems> 0 yra teisinga nelygyé:

[u(z +t2) — w(@)l|Ly@.) < @0, @)

Ciae(t) — 0, kait — 0.
Funkcija

1 -y .
k; = — =1,2,....,n
1(x7y) |Sl‘ “r _y" Z b b )n7

yra tolydi, kaiz # y, ir apreztavz, y € 2. Todel operatoriugs;, apibeztas formule

ki, 1 T —Yi .
K'L,U(x) :/ |x(y’lgj)lv(y) dy_ Y (y)dy7 i=12,...,n,
Q

= — v
151 ) |z =yl
Q

yra operatorius su silpna ypatuma£ n — 1). Visi suformuluoti3.1ir 3.2 teoremose
teiginiai iSlieka teisingi ir operatoriuk; . Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.
3.3 teorema. Tegus) yra apeZta erdejeR" sritis. Tada:

1. Operatorius
K, :Ly,(Q) — C(Q)

yra visiskai tolydus, kap > n.
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2. Kail<p<nirn—p<s<mn,q>1, operatorius
K Lp(§2) — Lq(S2)

yra visiSkai tolydus, jeigu

l——+->0
Rodiklis ¢* :
-2+ 29 (3.11)
P g

vadinamagibiniu. Jeigu3.3teoremoje; = ¢*, tai operatorius
K Lp() — Lg~(925)

néra visiskai tolydus. T@au galima jrodyti, kad jis yra apztas. Tiksliau, yra teisinga
tokia teorema.

3.4 teorema. Tegul < p < n,n — p < s < n. Tada operatorius
K; : Lp() — Lg+(25)
yra apeztas.
Sios teoremos nejrodasime. Pamiasime tik, kad jos jrodymas remiasi jbiu

[ullLy@.) < Cllvllu,@)s (3.12)

v(y)
u(z) = / Ty dy, a<n,
RVL

q > p, s/qg = a—n/p > 0.Sio jvertio jrodyma galima rastiq] knygoje, kai
s =n =1, [45] knygoje, kais = n > 1, ir [4] knygoje, kais < n,n > 1.
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3.2. FUNKCNUu € W(Q) INTEGRALINE ISRAISKA

Tegu(2 yra apezta sritis,S = 9Q — dalimis glodus pavirsius. Tad&a. € C2(Q) ir
Va € Q yra teisinga integrali@iSraiSka

uwz) = - /E(x*y)AU(y)dy+
Q du(y) OE(x —y) (3.13)
u(y r—y
+ /(E(x—y) on, —u(y) . )dsy,
S
Cia 1
1S1(n — 2)|z]"2’ kain > 2,
E(z) =
S kain = 2
[S1| 7 |z|’ ,

yra singuliarusisLaplaso lygties sprendinys (zrl]). Jeigu funkcijau yra finiti, tai
(3.1 formuleje integralas paviriungi yra lygus nuliui. Siuo atveju

u(x) = 7/E(JS‘ —y)Au(y) dy. (3.14)
Q
FunkcijaFE turi pirmos eies apibendrintas iSvestines
OE(x) 1 _ )
= —— 2|, =1,2,...,n.
oz, |Sl|:v || Vi n

Kain > 2, §j teiginj jrodeme?2.4 skyrelyje (kain = 2, jrodymas yra analogiskas). Pa-
gal apibendrintos iSvests apibezimavu € C5°(Q) yra teisinga integrali@ tapatyle

=~ 1 Ti — Yi
—/E(x—y)M(y) dy:Z@/ |xfy‘nuyi(y)dy.
Q i=1 Q

Todel (3.14) formule galime perrasyti taip:

n

u(z) = Z ! TiT Y, (y) dy. (3.15)

1< Yi
— |51] J e

3.1 lema. Kiekvienai funkcijaiu € VOVI})(Q) yra teisinga(3.15) formulé (lygybe Cia
suprantama kaip lygyerdejeL,, (Q2), t.y. kairioji pus lygi deSiniajai b.vz € ).

< Laisvai pasirenkame funkcija € VDV})(Q). Pagal poerdvidf'Vll)(Q) apibezima
egzistuoja sekgu,,} C C§°(Q2), konverguojanti ju erdveje W (12). Kiekvienai
funkcijai u.,, yra teisingal8.15) formule, t.y.

n

um(x) = Z ! i my; (y) dy.

=T (%
Zisil ) o=l
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PerraSykime Sia formule taip:
U = > K, Dyt (3.16)
=1

¢ia: D, — diferencijavimo operatorius pagal kintamgjj o

1 T — Yi
K. v=— v
oS =yl
Q

(y)dy, i=1,2,...,n,

yra integralinis operatorius su silpna ypatuma (2rl skyrelj). Pagal3.2 teorema
K, yra visiSkai tolydus operatorius, veikiantis iS eed\,(2) j erdveL, () (imame
s =n,q = p). Beto,D, yra tolydus operatorius, veikiantis i$ eEﬂsWI})(Q) ] erdve
L, (). Todel (3.16) formuleje galima pereiti prie ribos, kai — co. Taigi

u= ZKZ- D;u, Yue W;(Q) . (3.17)

KartuVu € VOVP{(Q) yra teisinga/8.15) formule. >
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3.3. ERDVIYW}(Q) IDEJIMO TEOREMOS

Siame skyrelyje suformuluosime ir jrodysime pagrindines erdvily©2) jdéjimo teo-
remas. IS pradziy iSnagBsime erdizs\fVI})(Q) atvejj.

3.5teorema. Tegu() yra apéZta erdeje R"™ sritis ir p > n. Tada erde VOVI{(Q)
jsideda j erdveC (Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Kiekvienai funkcijaiu € VDVF{(Q) yra teisingal8.17) formule

u = iKi D, u.
i=1

Akivaizdu, kad operatorius®, : VOV%)(Q) — Ly(Q),7=1,2,...,n, yra tolydus. Be
to, pagal3.3teorema integralinis operatorius

K, :L,(Q) —CQ), i=12,...,n,
yra visiSkai tolydus. Toel (Zr.[1.1Zteorema) operatorius
K;D;: WL(Q) - C(Q) Vi=12,...,n,
kartu ir operatorius
K = zn: K; D,
=1

yra visiskai tolydis. > )
Pastaba. Siteorema teigia, kad kiekvienos funkdijas W} () ekvivalen-
tiskumo klagje yra funkcijau € C(Q) ir teisingas jvertis

lullc@) < Cllull ) (3.18)

Cia konstanta’ nepriklauso nuo konkretaus elementdBe to, kiekviena aj@Zta aite
erd\.éjeW})(Q) yra salyginis kompaktas erdje C(€2).

Sia teorema galima patikslinti. Funkcijac VGVI{(Q) yra ne tik tolydi, bet ir prik-
lauso Helderio klasei su tam tikru rodikliv

3.6 teorema. Teguf) C R" yra apeZta sritisp > n,a < 1—n/p. Tada erdéVOVI})(Q)
jsideda j erdveC(Q) ir

lu(z) = u(y)] < Clluzllr,@le —y|* Va,y e (3.19)
Be to, kaia < 1 — n/p, jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Tegu funkcijau € VDV})(Q). Prateskime ja nuliu j sritieQ iSore ir gauta funkcija
pazynekime ta péia raideu. Tadau € W;(Q); tia@ D Q — bet kokia standarti
sritis. Imkime(@ rutulj, kurio spindulys yra pakankamai didelis.
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Laisvai pasirinkime taskus, y € Q. Skirtumas
lu(z) —u(y)| < Ju(@) = dp(z)| + |uly) — G,(2)| < 1 + Iz;

Cia

o funkcija
Up(z) = —— u(z)dz
"'p ()
yra funkcijosu vidutine reikSne rutulyje B,(z), p = |z — y|.
Teguz € B,(z), w %Z € Si(x),t = |z — z|. Tada b.v. w € S;(z)
funkcija v yra absolidiai tolydi spindulyje{z € R" : z = =z + tw,t > 0}. Pagal
Niutono—Leibnico formule

t
lu(z) — u(2)| = |u(z) — u(z + tw)] /di T+ Tw)dr| =
0

t o ¢
= ‘/Zui(x—&—Tw)widT‘ S/\Vu(x+7w)|d7';
o =t 0

Clau;(x) = Ou(x)/0zi, Vu = (u1,...,up), w = (w1, ...,wy). Todel

t

1

nL<—=— / /|Vu(cc—|—7’w)\d7'dz =
Byl

Bp(w) 0

/ /\Vu :E+Tw)|d7')t" Vdwdt <

Si(z) O

I/\
O\b O\b
\

S1(x)

P

/\Vu z+ Tw) |d7)t" Vdwdt =
0

p

)| dwdt <

0 a:)

P )

o ne1 1/p / / _n—1 1/p’
< p p—1 =
< B, (/ / |Vu(z + 7w) P dwdr) ( T dew)

0 Sl(z) 0 Sl(w)
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n—1 1/p'
1/p ’ —p-1 1
s (2)[P dz) 1|17 <pp> -

n—1
- = +1
B, (2) r
1/ %
= Cp(pfn)/p( / lu, (2)[P dz) b < Cplr=m/v (/ lu, (2)[P dz) p'
B, (z)NQ2 Q
Rutulys B, (x) C Ba,(y). Todel
1
nem [ ) —ue)ld
? B2p(y)

Toliau jvertinimas yra visiSkai toks pats kaip integrdlioatveju, t.y.
1/
f < Cp) 0 ( [lupas)
Q

Pasinaudoje Siais integrally, I, jverciais, gausime
u(z) —u(y)] < I+ Iz < Clluz ||, @)z — y|" /7.
IS Sio jvekio iSplaukia, kad erdWOV})(Q) jsideda j erdveC'—/P(QQ).

Jeigu > «, tai erdve C”(2) kompaktiskai jsideda j erdve (). Todel, kai
o < 1—n/p, erde W] () kompaktiskai jsideda j erdvg*(Q). >

3.7 teorema. Tegu(2; yra srities() ir erdvesR® sankirtas >n—p, 1 < p <mn ir
s/q > n/p—1. Tada erde W} (Q) jsideda j erdve.,({2,). Be to, kais/q > n/p—1,
Jjdéjimo operatorius yra visiskai tolys.

< ISnagriresime atvejj, kak/q > n/p — 1. Pagal3.3teorema operatorius
K;:L,(Q) — Lq(Q), i=1,2,...,n,
yra visiSkai tolydus. Toél operatorius
K;D;: WL(Q) — Lg(Q), i=1,2,...,n,
kartu ir operatorius

K =Y K;D;: WH(Q) — Lq(Qs)
i=1
yra visiSkai tolydus.
Atvejis s/q¢ = n/p — 1 nagrirejamas analogiskai. Reikia tik pasinaudatl teo-
rema.r
Pastaba. IS Sios teoremos iSplaukia, kad kiekvienos funkeijes VOVI},(Q)
ekvivalentiSkumo klasje yra funkcijau € Ly (€2,) ir

HuHLq(QS) < CHUHWé(Q); (3.20)
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Cia konstanta’ nepriklauso nuo konkretaus elemente VV},(Q). Be to, jeigus/q >
n/p — 1, tai kiekviena apezta aile erdeje VC)\/;(Q) yra salyginis kompaktas erdje
Lq(9).

ISvados:

1. Remiantis jvetiais, gautais jrodaris.l ir 3.2 teoremas, galima tvirtinti, kad
(3.18) ir (3.20 nelygykese konstant&' priklauso tik nuof ir Q diametry,
tatiau nepriklauso nuo jy geometriniy savybiy.

2. Jeigu B.7) teoremoje paimsime = n ir p = g, tai gausime, kad erdW'VIl)(Q)
jsideda j erdvel, () ir jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

3.8 teorema. Teguf) yra apeéZta erdejeR" sritis, S = 02 — C! klasés pavirsius.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erdve W} () jsideda j erdveC (Q) ir jdéjimo operatorius yra
visiSkai tolydus.

2. Jeigus >n—p,1 <p<mnirs/q>n/p—1, taierdh@W(9Q) jsideda j erdve
L,(9s). Be to, jeigus/q > n/p—1, tai jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

< TeguQ yra tokia apezta sritis (galima imti, pavyzdziui, pakankamai didelio spin-
dulio rutulj), kad© C Q. Kiekviena funkcijau € W} (Q), iSlaikydami gloduma,
pratgskime j sritjQ (zr. 2.13teoremaq). Tiksliau, konstruojame pratgsimo operatoriy
I1, kuris kiekvienai funkcijaiu € W1 (€2) priskiria tokia funkcijav = Tlu € W}(Q),
kad

lollwi@) < Cllullwyey,  v|g= u.

Tarkime, patenkintos pirmo teoremos punkto salygds ic W} (Q) yra apeZta
aibé. Tada aibIIU yra apeZzta erdéje\fV},(Q). Pagal3.5teorema aibITU yra salygi-
nis kompaktas erdbje C(Q). Kartu aike V' = HU] o Yra salyginis kompaktas erdje
C(2). Taigi erdwe W] (1) jsideda j erdveC(Q) ir jdejimo operatorius yra visiSkai
tolydus. Antrasis teoremos teiginys jrodomas analogi$kai.

P astab a. Sioje teoremoje jrodyta, kad esant atitinkamoms salygoms yra teisin-

gos nelygyks:
lullo@) < Cllulwi@), Yue Wi(Q), (3.21)

u Lq(Qs) = u W1(Q), u p . .
[l < Clluflwy Yu € W, (Q) (3.22)

Atkreipsime @&mesj | tai, kad Siose nelyggbe normog - ||W}1>(Q) negalima pakeisti
normalf - ||V°V,1)(Q)' Be to, skirtingai nuo/3.18) ir (3.20 nelygybiy, konstant& Cia
priklauso ne tik nuo srities diametro, bet ir nuo jo pavirSiaus geometriniy savybiy
(tiksliau, nuo operatoriaud normos).

Pirmajj|3.8teoremos teiginj galima patikslinti.

3.9teorema. Tegup > n, a < 1 —n/p, Q@ C R" yra apezta sritis,S = 0Q —
C! klages pavirsius. Tada erdWV(Q2) jsideda j erdveC(9Q) ir, kai o < 1 —n/p,
jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.
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Sios teoremos jrodymas yra visiSkai toks pats kaip pirrfioiteoremos teiginio.
Tik erdve C reikia pakeisti erdv&® ir remtis ne3.5, 0/3.6teorema.
|dejimo teoremos yra teisingos ir ne@ftos srities atveju.

3.10 teorema. Teguf) C R" yra neapgZta sritis, tenkinan.1Z teoremos salygas.
Tada:

1. Jeigup > n, tai erd@W (1) jsideda j erdveC (Q).

2. Jeigup > n, o <1 —n/p, tai erd\@ W} (Q) jsideda j erdveC*(Q2).

3. Jeigus >n—p, p>1,p<q<ooirs/q>n/p—1,taierde W} (Q)
jsideda j erdvéd. ().

< Teguu € W})(Q). ISlaikydami gloduma prateskime funkcijg srities( iSore ir
gauta funkcija pazyekime ta paia raide. Tada pagal. 14teorema

[ullwa@ny < Cllullwy @)

gia konstanta nepriklauso nuo konk#os funkcijosu.

TeguUy, Us, ..., U,,...yrakartotinumaV atviry aibiy (pavyzdziui, rutuliy) sis-
tema, dengianti visa erdvR”, Q, = QN R*, U = U, N R®. Akivaizdu, kad
Q, cJU;.

k

|rodysime tr&€iajj teoremos teiginj. Tegs > n—p ir s/q > n/p— 1. Tada pagal

3.8teorema
lull,wg) < Cllullwiw;

Cia konstantaC' nepriklauso nei nua, nei nuok. RaideKK pazynekime visuma in-
deksyk, kuriems aile U; yra netusia. Tada

q q q q
Hu”Lq(QS) < § Hu”Lq(U;) <C § HUHW;(U,C)-
kekK kekK

Kadangiq > p, tai

> lully @,y = Z[/(Wﬂp + |u|p) dz] "
k k

Uy

<3 [ (b +1ap) a]"" = (3 [ (b + 1) (o) ar|""

kg, k gn

Cia: x — aibesUy, charakteristig funkcija, |u,|? = > |u,, |P. Aibiy sistemos{Uy}
=1

kartotinumas nevirsijav, t.y. kiekvienas tasSkas < R gali priklausyti ne daugiau
kaip NV aibemsUj,. Todel

ZXk(:c) <N, VreR™
k
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Kartu
[ullLy@,) < ONYPlluflws@ny < CONYP|ufws o).

Taigi erdwe Wé(Q) jsideda j erdvelLq(2,) ir treCiasis teoremos teiginys jrodytas. Pir-
masis ir antrasis teoremos teiginiai jrodomi analogiSkai.

Atkreipsime @&mesj j tai, kad funkcija:, priklausanti erdverl)(Q) arba jos po-
erdviui VDVé(Q), yra apibezta b.v.z € ). Todel i§ pirmo Zvilgsnio atrodo, kadéama
prasnes kalleti apie jos reikSmes age(2, = QNR”, kais < n, nes ai@s; Lebego
matas erdgjeR" lygus nuliui. IS tikryjy erd@sz})(Q) atveju jcejimo teorema teigia,
kad kiekvienos funkcijos € VOV}J(Q) ekvivalentiSkumo klagje yra konkretus atstovas

R? ir turintis teoremoje nurodytas savybes.

|rodysime dar viena svarbia tokiy atstovy savybe. T@gur Q* yra du artimi ir
lygiagrets srities? pjuviai plokStumaR®. Tada funkcijOSu\Qs iru o Yra artimosL,
normos prasme. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.11 teorema. Teguf yra apezta erdejeR" sritis,1 <p < n,s >n —p, q < oo,

1 —n/p+ s/q > 0. Tada kiekvienos funkcijos € W () ekvivalentiskumo klasje

yra atstovas, apibrtas aibjeQ); = Q N R’ ir bet kokiamz € R", |z| = 1, norma
u(z + t2) — w(z)l|Ly@,) — 0,

kait — 0.

< Laisvai pasirinkime funkcija € VOV}J(Q)‘ Prateskime ja nuliu j sritieQ iSore ir
gauta funkcija pazy@kime ta paia raideu. Tadau € VDVI{(Q), VQ : Q D Q. Be to,
pakankamai maziemnts> 0 skirtumas

u(z +tz) —u(zx) € Wé(Q)

Ly@.) < C Yt (x +£2) — ua, () |1, (0)-

=1

lu(z + tz) — u(x)

Kadangiu,, € L,(Q), tai ji yra tolydi L,, prasme. Todll

Dl (@ + t2) = g, (2)lln, @) — O,
i=1

kait — 0. Taigi
[u(z +tz) — u(@)|lr,@.) — 0,

kait — 0. >
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Pastabos:
1. Toks pat teiginys yra teisingas ir erieNWé(Q) atveju. Tik3.11teoremoje aibe
Q, reikia pakeisti bet kokia aib@’, : Q2 C ;.

2. |rodytos jcejimo teoremos iSlieka teisingos, jeigu jose sitj = Q N R*® pakei-
sime pavirSiumiS = QN T; ¢ial’ — glodus' s-matis pavirSius. Be to, galimas ir
toks atvejis, kaiS = 902 arba pavirSiaugs? dalis.

3.12 teorema. TeguS) yra apezZta erdejeR" sritis, S = 0Q — C! klases pavirsius,
s>n—p,1<p<mnirs/q>n/p—1. TadaerdeW}(Q) jsideda j erdveL.,(S).
Be to, jeigus/q > n/p — 1, tai jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

Sios teoremos jrodyma galima ragi] knygoje.
I$vada. Tegy) yra apezta erdeje R" sritis, S = 992 — C! klases pavirsius,
u e Wi(Q),ve W, (Q), p > 1. Tada yra teisinga integravimo dalimis fornaul

/uvzi dx = —/umivdx—l—/uvcos(n,:vi)ds. (3.23)

Q Q S

< Kadangi funkcijas:, v galima pratesti j platesne sritj iSlaikant gloduma, tai @dv
C'(Q) yra tirSta erdeseW ) (2) ir W}, (Q2). Todel egzistuoja sekéuy }, konverguo-
jantij u erdvejeW (), ir seka{vy }, konverguojanti jp erdveje W, (). Kiekvienam
k=1,2,...yrateisinga integravimo dalimis formail

/ukvkzi dx = —/ukwivk dx + /ukvk cos(n, x;)dS. (3.24)
Q Q s

Pagai3.1Zteorema
lu = ukllr,s) < Cllu — wllwi(a),

[v = vlle, (s) < Cllv = villw, -

Be to,
||u—UkHW11)(Q) -0, v =wkllw, @ — 0,
P

kai k — oo. Todel (3.24) formuleje galima pereiti prie ribos, t.y. pakeisti funkcijag
ir vy, atitinkamai funkcijomisu ir v.
Komentarai:

1. |d&jimo teoremy apribojimai rodikliams yra tikel. Erdwe Wllj(ﬂ) nejsideda |
erdveL,(£2;), jeigus/q < n/p — 1. PavyzdZiui, funkcija

w(@) = lz|* 1-n/p<a<-—s/q,

rutulyje B = {z € R" : |z| < 1} yra sumuojama laipsnipi :

/|u(1‘)|pda:=/|a:|apdxSC’/(n—!—ap) < 0.
B B

IPriminsime, kad pavirSius vadinamas glodziu, jeigu jis@faklasas pavirsius.



3.3 ERDVIY W] () |DEJIMO TEOREMOS 65

Be to, egzistuoja jos pirmosios edl apibendrintos iSvesés (zr.2.4 skyrelio 4
pavyzdj)

umi(x):axi\xP_Q, IEB,i:1,2,...,7’L,

ir rutulyje B jos yra sumuojamos laipsnju:

/ g, (@) P di < o / 2@ P dg < C'/(n + (@ — 1)p) < oo.
B B

Taigi funkcijau € W] (B). Takiau rutulyjeB* = B N R® ji néra sumuojama
laipshiug, nes integralas

/|u(x)\qd:c:/|x\aqu
BS

BS
diverguoja, kais + g < 0. Todel funkcijau ¢ Lq(B*) ir erdve W) (B)
nejsideda j erdvé.,(B®) .
NeapkZtos srities atveju eré@W | (2) nejsideda j erdve.q(f2), jeigu g < p.
Pavyzdziui, funkcija
n n
u(z) = |z|% —-——<a<-——,
(z) = |«] . p
priklauso erdveW (R" \ B), tatiau nepriklauso erdvdi, (R" \ B) (patikrin-
kite). Tocel W (R" \ B) nejsideda j erdvé.,(R" \ B).

2. Rodiklis ¢*, apibeztas8.11) lygtimi, vadinamas ribiniu. Atkreipsimeainesj,
kad rodiklisq* yra apibeztas tik kap < n. Be to,¢* > p. ErdvéWl})(Q) jsideda
j erdveL,(Q,), jeigug < ¢*, ir nejsideda j ja, jeigy > ¢*.

3. Jeigup > n, tai apeztos srities atveju er@WW | (Q2) jsideda j erdvel(Q;),
Vq > 1. NeapgZztos srities atveju eré\Wé(Q) jsideda j erdveLy(€2), Vg : p <
q < oc. Jeigup > n, tai erdve W1 (1) jsideda j erdveC(Q), nepriklausomai
nuo to, ar sritiX2 yra apezta, ar ne. T&au jeigu sritis(2 yra neapezta, tai ji
dar turi tenkinti2.14teoremos arba analogiSkas salygas, garanttisigapezto
pratesimo operatoriaus egzistavima.

4. Kaip =n =1, erde W] (a,b) jsideda j erdveC|a, b] (Zr. 2.7 teorema). Jeigu
p=n > 1,taierde W} (Q) nejsideda j erdve (Q2). PavyzdZiui, funkcija

u(z) =In|lnjz||, z€ B ={zeR":|z]<e '},

rutulyje B.-: yra sumuojama laipsniu. Be to, rutulyje B.-: egzistuoja jos
pirmosios eiks apibendrintos iSvesén

Uy, = z;]x| "2 In "t |z,

i

sumuojamos laipsniu (patikrinkite). Tocl funkcijau € Wé(Be_l). TaCiau ji
nepriklauso erdveC (B,-1), nes turi tukj koordin&iy pradzioje. Taigi erds
WL (B,-1) nejsideda j erdv§(B,-1).
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5. Erdves W},(©2) jdéjimo operatorius j erdv€ (Q2) yra visiSkai tolydus tik tada,

kaip > n. Jeigup < n, tai erd\EsWé(Q) jdéjimo operatorius | erdvé, (£2;)
yra visiSkai tolydus tik tada, kai — n/p + s/q¢ > 0. Be to, abiem atvejais
Q yra apkZta sritis. Neag@Ztos srities atveju erée W} () jdejimo operato-
rius | erdveC () arba j erdveL,(Qs) néra visiskai tolydus. Pateiksime kelis
pavyzdzius.

Teguu € CF(R™) ir
uk(a?):u(x—x(k)), k:1727"'7 |$(k)‘ — 00,

kai k — oo. Taip apibezta funkcijy seka yra apfta erdeje W})(R”) su bet
kokiu rodikliu p > n. Be to, ji konverguoja j nulj erdeje C(Q) bet kokiame
kompakte@ C R", tatiau nekonverguoja eréje C(R™). Todel iS Sios sekos
negalima iSskirti konverguoj&@io erdweje C(R™) posekio. Kartu ji @ra salygi-
nis kompaktas erdsje C(R"). Taigi erdvesW | (R") jdejimo operatorius j erdve
C(R™) nera visiSkai tolydus.

Teguu € CF(R"™) ir
up(z) =k~ vu(z/k), k=1,2,...

Taip apibeZta funkcijy seka yra aptta erdeje W (R") su bet kokiu rodikliu
p > 1. TaCiau nors ir labai didelj teigiama skaij R pasirinktume,

Sl;p Huk(x)HLp(R"\BR) = Sl}ip ”U(z)HLp(R"\BR/k) # 0,

kai k — oo. Todeél (Zr.2.4teorema) ji 'era salyginis kompaktas erejeL,, (R™).
Taigi erdes W (R") jdéjimo operatorius j erdvé,(R") nera visiSkai tolydus.

Tegup < n, u € CF(R"™) ir
up(z) = k» tu(kx), k=1,2,...

Taip apibezta funkcijy seka yra apkta erdeje W (B). TaCiau nors ir labai
maza teigiama skéiy h pasirinktume,

sup. [ur(z + 2) — ur (@)L, () = sup. lu(z + 2k) — u(®) (L, (B 7 0,
z|< z|<

kai k — oco. Todél (Zr.2.3teorema) i 'era salyginis kompaktas erejeL,- (B).
Taigi W (B) jdéjimo operatorius j erdvé,- (B) nera visikai tolydus.
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3.13 teorema. Teguf) yra apeZta erdejeR"™ sritis, S = 0Q — C! klases pavirsius.
Tada:

1. Jeigum < k —n/p (ty. kail/p — (k —m)/n < 0), tai erd @ W¥(Q) jsideda j

erdveC™(Q) ir jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

2. Jeigu0 <m <k, pg>1qg<ooirl/g>1/p— (k—m)/n,tai erde
WE(Q) jsideda j erdveW? () ir tuo atveju, kail/q > 1/p — (k — m)/n,
jdéjimo operatorius yra visiskai tolydus.

< Pagal3.8 teorema erde W1 (12) jsideda j erdveC(Q), jeigup > n, irj erdve
Lq(€),jeigul/q > 1/p—1/n. Beto, jeigul/q = 1/p — 1/n, tai jdéjimo operatorius,
nors ir rera visiskai tolydus, yra ap#tas. Todl Vu € W(Q) ir Vo : [a] = k — 1

Cc(Q), kai 1/p—1/n <0,

D%u € Wy(Q) — {Lpl(Q), kai 1/p1=1/p—1/n.

Teguv € L,(Q), vy, € Ly, (Q), Vi =1,...,n. KadangiQ) yraC! klass sritis, tai
v e W] (). Pasinaudoje Sia savybe, gausime, Kad |a| = k — 2

C(Q), kai 1/p—2/n<0,
Ly, (), kai 1/po=1/p—2/n.

Taip samprotaudamyj« : |a| = k — r gausime

D“ueWél(Q) <—>{

C(Q), kai 1/p—r/n<0,
L, (), kai 1/p,=1/p—r/n.

D%y € Wér—l(Q) — {
|rodysime antrajj teoremos teiginj. Tedup; = 1/p — 1/n, u € WE(Q). Tada
D¥u € Ly, (), Va : |a| =k —1.Beto,D*u € L, (), Vo : |a] < k — 1. Todel
u € WE;I(Q). Taigi erdve W5 (1) jsideda j erdveWy ! (). Taip samprotaudami,
gausime
WE(Q) = WEH(Q) = WE2(Q) — ... — WE(Q).

Imkime Ciar = k — m ir pazynekimep, = ¢. Tada
WE(Q) — W2(Q).

ErdvesWE(9) jdéjimo j erdveW"(2) operatorius

H:HT,l-...-HO;
Cia I1; yra erdes WE~'(2) jdéjimo operatorius | erdvaVy ' (Q), py = p. Be
to, jeigu vietoje bent vienos i$ lygybil/p; = 1/p —i/n, i = 1,...,m paimsime

nelygybel/p; > 1/p — i/n, tai atitinkamas j@jimo operatorius bus visiSkai tolydus.
Kartu visiSkai tolydus bus ir operatorilik
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|rodysime pirmajj teoremos teiginj. Tegu= k —m ir 1/p — (k—m)/n <
< 0. Jeigum = k — 1, tai funkcijau ir visos jos iSvestias iki (k — 1)-osios eiés
imtinai yra tolydzios. Todl (zr.3.8 teorema) erde WX(Q) jsideda j erdveCk ()
ir jdejimo operatorius yra visiSkai tolydus. Jeigu< k—1, tai egzistuoja toks skéius
q > max{p,n}, kadl/q > 1/p — (k —m — 1)/n. TeCiau tada

WE(Q) = WitH(Q) — C™(Q).

Be to, kiekvienas iS Siy erdviy giimo operatoriy yra visiSkai tolydus. Teberdwes
W‘g(Q) jdejimo j erdveC™(Q) operatorius taip pat yra visiskai tolydus.

Pirmajj teoremos teiginj galima patikslinti. Remiari§ teorema, galima jrodyti,
kad funkcijosu m-osios eiés iSvestigs yra ne tik tolydZios, bet ir tenkina Helderio
salyga su tam tikru rodikliw. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.14 teorema. Tegu() yra apéZta erdejeR" sritis, S = 9Q —C! klasés pavirsius,
o < k—n/p—m. Tada erde W, (Q) jsideda j erdve™*(Q) ir, kaioc < k—n/p—m,
jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

3.15 teorema. Tegus) yra apeZta erdejeR" sritis, S = 0Q — C! klases pavirsius,
l<p<n,g<oir
In—1_1 k—m
— 2 - .
q n p n
Tada erde W5 (1) jsideda j erdvéV:'(S) ir tuo atveju, kai

In—-1 1 k—-m
>

an Tp on

, (3.25)

jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

< Tegu
1 1 k—-m-1

@ p n
Tada (zr.[3.13 teorema) erde W};(Q) jsideda j erdveW*!(Q). Kiekvienama :
|a| < miSvestire D*u € Wél (). Pagal teoremos salyga

q n ¢ n

In—1_1 1
- >

Todeél (Zr. 3.8 teorema ir pastaba prie.11teoremos) erdv W} (1) jsideda j erdve
Ly (S). Kartu erde W21 (Q) jsideda j erdveW ' (S). Taigi erdwe WIP‘(Q) jsideda j
erdveW¢'(S). Be to, jeigu

In—-1 1 1

— > —_— -,

q n q1 n
tai jdejimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Sita teorema galima apibendrinti. TeQu = QNI", T’ — klasesCk s-matis pavirsius

erdwejeR". Tada yra teisinga teorema.
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3.16 teorema. Teguf) yra apezZta erdejeR" sritis, S = 00 —C! klases pavirsius,

1<p<n, 0<m<k 0<s<n,s>n—plk—m)ir
s k—m
ng

>

n

D=

Tada erde W5 (1) jsideda j erdvéV:' (Qr) ir tuo atveju, kai

s 1 k—-m
>

ng_ p n

)

jdéjimo operatorius yra visiSkai tolydus.

Bendru atveju, remiantis vie®.3 skyrelyje jrodytais teiginiais, Sios teoremos tie-
siogiai jrodyti negalima. Reikia tikslesniy funkcijy € WE(Q) integraliniy jvetiy.

Tokie jvertiai bus gautB.6 skyrelyje.

Pabaigoje dar suformuluosime erd\)w‘;((z) jdejimo teorema neapftos srities

atveju. Jos jrodymas yra visiSkai toks pat kdifOteoremos.

3.17 teorema. Teguf? yra neapeZta erdejeR" sritis, tenkinantP.14 teoremos saly-

gas ), = QN R®. Tada:

1. Jeigu0 < m < k —n/p, tai erdhe W () jsideda j erdveC™ ().

2. Jeigua < k —n/p —m, tai erd\@ Wk (Q) jsideda j erdveC™(12).

3. Jeigu
1<p<q

— — )

s/ng = 1/p— (k—m)/n,
tai erd@ W (Q) jsideda j erdvew: (€,).

g<oo, s>n—(k—m)p
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3.5. EKVIVALENCIOSIOS NORMOS ERDESEWX(())

3.18 teorema. Teguf) yra apezZta erdejeR" sritis, S = 0Q — C! klases pavirsius,

U1, ..., Y, —PUSNOIMAS erd\éjeWi;(Q), C — tokia teigiama konstanta, kad
bi(u) < Clluflw oy, Yu € WE(Q), i=1,2,...,m. (3.26)
Be to, tegu pusnorasyy, . . . , 1, apibéZia pilna funkcijy sistemg:—1)-ojo laipsnio
polinomy aiteje (t.y. jeigun (P) = ... = ¢, (P) =0 ir P yra(k — 1)-ojo laipsnio
polinomas, taiP = 0). Tada normos
lullwis o) = S IIDull, ) + > 5w (3.27)
loe|=F j=1
ir
lullws@) = D 1D ulln, @ (3.28)
la|<k

yra ekvivalergios.

< Normos, apibeztos [B8.27) ir (3.28 formulemis, yra ekvivaleios, jeigu egzis-
tuoja tokios teigiamos konstantag, Cs, kad

Chllullwi) < llullwi@) < Callullwi(q)- (3.29)

Pirmoji i8 (3.29 nelygybiy iSplaukia i53.2€) salygos. |Jrodysime antraja nelygybe.
Tarkime prieSingai, kad Sita nelygglyra negalima. Tada kiekvienam aegliajamn
atsiras tokia funkcijai,, € W§(€), kad

”unHWl;(Q) > ”|||Un”|wg(9)'

Tegu
(2 n

Up = ,nm=1,2...

Hun||W1r§(Q)
Akivaizdu, kad
||Un||Wll§(Q) = 1, Vn = 1, 2, .
IS Cia iSplaukia, kad sekév,,} erdweje ng(Q) yra apéZta. Erde W‘g(Q) jsideda j
erdvewgfl(Q) ir jdejimo operatorius yra visiSkai tolydus. TeldS apgéztos erdgje
WE(€) sekos{v, } galima i3skirti konverguojantj eréye W~ (Q2) posekj{v,, }. Be
to, norma
lvnllwi() < 1/n— 0, (3.30)

kain — oo. IS Cia iSplaukia, kad

| D% vnllL, @) — 0, Ya : |af =k,
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kain — oco. Tafiau tada poseki$v,,, } konverguoja erdévjerg(Q). Kadangi erde
WE(9) yra pilna, tai egzistuoja toks elementas W5 (£2), kad
v= lim wv,,.

n;— 00

Funkcijoswv visosk-osios eiks iSvestigs yra lygios nuliui. Todl (Zr.[2.3 skyreliol2.€
teoremay yra (k — 1)-ojo laipsnio polinomas. Pazyekimev = P. Tada

[Pllwi) = Hm_lvn,[lws@) = 1. (3.31)

IS (3.30) jverCio iSplaukia, kad

> i (va,) = 0,
j=1
kain; — co. Kadangi pusnoriesi);, j = 1,2, ..., yra tolydZios, tai
0= Jim > sCom) = D vl Jim vn) =3 5(P)
J= J= j=

TaCiau Si lygyke yra galima tik tuo atveju, kaP = 0. Gauta prieStara jrodo, kad
padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi egzistuoja tokia konstantkad

[ullwi) < Callullwi(q)-
Teorema jrodytar

Specialiai parinkus pusnormeés, galima gauti keleta svarbiy nelygybiy.
Puankare nelygyb. Teguk=1ir

o) = | [ waal;

Cia w — mati srityje(2 aibe, |w| > 0. Kiekvienai pastoviai funkcijai. € W} (9) i$
lygybéesyn (u) = |w||u| = 0 iSplaukia, kadu = 0. Todel pusnorng ¢, tenkina3.18
teoremos salygas. Taigi egzistuoja tokia teigiama konstankad

fulior < €(] [ wds]+ 3 s lyio).
w =1

Frydrichso nelygyle. Teguk = 1ir S = 9 — pakankamai glodus
pavirSius. Tada erdaiW})(Q) jsideda j erdveL,(S) ir pusnorme galima apibgti taip:

wl(u)z‘/udS‘.
S
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Siuo atvejuB.18teoremos salygos taip pat patenkintos. 8lahzistuoja tokia teigiama
konstanta”, kad

me))

ful,or < €] [ uds| + 3 u,
S =1

Be to, kiekvienai funkcijai. € VOVIE(Q) yra teisinga Frydrichso nelyggb

lull, @) < C llua,

i=1

Lp(€)-

P astab a. Frydrichso nelygyB.5 skyrelyje jrodyta nereikalaujant &2 jokio
glodumo.
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3.6. INTERPOLIACINES NELYGYBES

Erdviy W‘g(Q) jdejimo teoremose gautus j\&us galima patikslinti. Tiksliau,
funkcijos v norma erdeje Wg(Q) galima pakeisti funkcijos: bei jos k-osios eies
iSvestiniy normomis erddje L, (£2) su tam tikrais teigiamais daugikliais. Be to, viena
i$ Siy daugikliy galima pasirinkti laisvai. Tokios patikslintos nelygglyra vadinamos
interpoliaciremis nelygylemis

3.19 teorema. Teguf) yra bet kokia erdgjeR" sritis, Q, = Q NR®, ¢ — bet koks
teigiamas sk&ius. Tada:

1. Jeigouﬁ =k—r—n/p>0,p>1 0 <r <k, tai kiekvienai funkcijai
ue WE(Q) yra teisinga nelygy®

> sugypau| < Cie® D ID o) + Coe” FllullL, @) (3:32)
la=r %€ o=k
2. Jeigud =k —r—n/p+s/qg>0,qg>p>10<r <k, taikiekvienai
funkcijaiue W (€2) yra teisinga nelygyls

> DUl < Cre” D> 1D ullu, @) + Coe”Flulln, @) (3.33)

la|=r |a|=k

Cia konstantos’;, Cy nepriklauso nua, &, Q ir Q.

< Pagal poerdvidf\ﬂ];(ﬂ) apibezima kiekviena jo elementa galima aproksimuoti
funkcijomis i8C3° () erdvesW(2) normoje. To@l abu teoremos teiginius pakanka
jrodyti funkcijoms iSC3° (€2). Tegu funkcijaue C3°(£2). Prateskime ja nuliu j sritieQ
iSore ir gauta funkcija pazyekime ta péia raideu. Tada pratesta funkcijac C3°(R™)
ir

u(z) = — / E(z — y)Au(y) dy (3.34)
Br

(2r.13.2 skyrelj).

Interpoliacines nelygybes jrodysime matemasirindukcijos metodu. IS pradziy
jsitikinsime, kad jos yra teisingos, kai= 1 ir k = 2.

Tegu ¢ yra kokia nors neneigiama be galo diferencijuojama funkcija, atar
intervale[0,00), ¢((t) = 1, kait < 1/2, ¢(t) = 0, kai¢t > 1,ir {(¢) > 0, kai
1/2 <t <1(2r.[3.1 pav.).

3.1 pav.

2 salygag > p reikalinga tik tuo atveju, kai sriti§ yra neapezta.
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Apibrézkime funkcija
(e(x) = (e 2]), 2€R", &>0.
Pasinaudoje integravimo dalimis formule, perraSyki®&4) lygybe taip:

u(z) = — / E(z — y)Ce(z — y)Au(y) dy—

Rn
- / A, [E(x —y)(1 -Gz~ y))}ﬂ(y) dy.
]Rn
Gautus integralus pazygkime atitinkamaiu. (x) ir u®(z). | integralau.(z) galima

Ziureti kaip j integralinj operatoriy su silpna ypatuma. Be to, jo branduolys lygus
nuliui, kai |z — y| > . Todel

sup luc(z)| < CLe™P "2 Aully,, (@) = C1e® || Aullr, (o)
S

kaip > n (2r. (3.2) formule,a = n — 2), ir
||Us||Lq(Qs) < Clsn/p/+s/q*n+2”AUHLP(Q) _ 01627n/p+8/QHAuHLP(Q)’

kaip<n,s>n-—pir ¢>p>1(©r 310 formule,a = n — 2).
Integralowu® (z) branduolys lygus nuliui, kaiz — y| < ¢/2 arba |z — y| > e.
Pasinaudoje Sia savybe, gausime

sup [u° (x)] < Coe™ /P |lullL, (@),
€N

[0 [,y < Cae™™PF/4||ul|p, o)
(2r. (3.2) ir (3.10 formuliy iSvedima). Taigi

sup [u(z)| < sup [ue(x)| + sup [u®(z)| <
T€EQN e e

< C1e®P)| Aullp,, () + Cae™PllullL, @) <

<GP N || Dl ) + Cos TP ul, o) (3.35)
=2
kaip > n, ir
lulleg@.) < llellig,) + 1efllg@,) <
< Cr® P A ) + Coe ™ PE A fu 1 o) <
< G T Dl o) + Coe TPl 0 (3:36)

|oe|=2

kaip<n,s>n—pirg>p>1.
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Dabar 8.34) formule perraSykime taip:

|slwz/| ) dy =

‘2/\ o L d“z/axz PR )

Cia
1 oy o LT
| integrala
kia -
Ve (2) = Muy (y) dy

galima Zureti kaip j integralinj operatoriy su silpna ypatuma. Be to, funk&jjgz —
y) = 0, kai |z — y| > . Todel

sup vie ()] < CLe™P T luy, I, ) = C1e" P |luy, |Ir, ()
xre

kaip > n (2r. (3.2 formule,a =n — 1), ir

||'Ui5||Lq(SZS) < Clgn/p/-i-s/Q—n—H Huy 0151—n/p+s/q||uyi

Lp(Q) = Ly ()

kaip<n,s>n—pir ¢g>p>1(r 3.10 formule,a = n — 1).
Tegu
ke (x —y)

5‘z, | — y|n—1

S July) dy.

Sio integralo branduolys lygus nuliui, kai —y| < /2 arba|z —y| > . Pasinaudoje
Sia savybe, gausime

sup |v§ ()| < Cae™™P||ullL, (@),
zEN

05 Iy 0y < Cae™ P/ 9|ulr, (@)

(zr. (3.2) ir (3.10 formuliy iSvedima).
IS integralyv;. (z) ir v () jverciy iSvedama nelygyd

sup )] < 3 sup )] + D sup etz

le le

n
< Ce PN g,

i=1

L) t nC’za?*”/pHUHLP(Qy (3.37)
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kaip > n, ir nelygybe

n n
[ullLy@.) <D IvicllLg@n) + > 10 Lo <
=1 i=1

< Cret PN g L ) + nCas P ully (@), (3.38)
=1
kaip<n,s>n—pirg>p>1.
Diferencijuodami8.34) lygybe kintamuojar; atzvilgiu, gausime

1 Ti — Yi
uzl Zku = —— ———Au(y)dy =
/a W= ) oy 2

kie(x —y) / ki (z —y) ,
= [ BT Y Au(y) dy + A 711 dy, i=1,...,n.
[ To =yt Y - 1) (y) dy

Pastaruosius du integralus pa&kime atitinkamaiv;. () ir w$(z). Juos galima jver-

tinti visiSkai taip pat kaip integralus;. (z) ir v$(z). Tiksliau,

Sup [wie (z)] < Cret /P Al (@), sup Jw; (z)] < Coe™ ' P ulli o),
x x

kaip > n,ir
[wiellLy@,) < Cre' =P+ Aullg, (),

w5 Lo,y < Cae™ PH 9|y, (o),

kaip <n, s >n—pir ¢ > p> 1. Pasinaudoje Siais jvéiais, gausime

sup [ug, ()| < sup [wic (z)| + sup [w] ()] <
€ z€Q z€Q

< Cre' P Aulln, @) + Coe™ TP Jull, ),

kaip > n,ir

Lo < [[wicllLg@.) + w5 Lg@.) <
< Che P9 Ay, () + Coe™ P9l o,

kaip <n, s>n—pir ¢ > p > 1. Kartu esant atitinkamoms salygoms teisingi tokie
jverciai:

sup| D* u(x)| <

MﬂzleQ

< Cyetmn/r Z | D% ullr,, () + Czi_l_n/p\|u||Lp(Q)7 (3.39)

|| =2

Z | D ullL, @, <

lee|=1
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< Cre' TP N DYl () 4 Cae T TPy (q).- (3.40)
|a]=2
IS (3.35), (3.36), (3.37), (3.39), (3.39 ir (3.40 matome, kad interpoliacas nely-
gybeés yra teisingos, kd = 1 ir k£ = 2. Tarkime, jos teisingos, kd& = m. |rodysime,
kad jos teisingos, ka = m + 1.
Visy pirma pastebsime, kad yra teisingi tokie jvé&iai:

> sup [ Duw)| < Cie' PN | Dl o)+

‘(Xl:T:cEQ |a|=r+1

+Coe™P N | D ullp, (o),

|| =r

> sup | D u(w)| < Cie' P Y | Dl o)+
z€Q |a|=r+1

JrC«Qg—l—n/p Z ||DQUHLP(Q))

|a|=r—1

|a|=r

kaip > n,ir

Z | D ullr, (0.) < Cyetmn/rte/a Z 1 D% ullL, @)+

la|=r la|=r+1

+Coe™MPHTN | D |1, 0,

la]=r
3 D% ullpy ) < Caet TP ST Dy (o)t
\a|:7" \a|:r+1
1 Oy~ tmn/pts/a Z | D* ully,, (o), (3.41)
|a|=r—1

kaip<n,s>n-—p, g>p>1.

Tarkime, 3.32) ir (3.39 nelygyles teisingos, kak = m. Teorema bus jrodyta,
jeigu jsitikinsime, kad®.32) ir (3.33 nelygytes teisingos, kad = m+1. Sis teoremos
jrodymo etapas iS eses yra toks pats abiem nelygyins. Toél jrodysime tik antraja
(jos jrodymas techniSkai truputj satingesnis).

Pagal indukcine prielaida

D> ID%ullLy < Cre® D (1D ulln @) + Coe® " ull, @) (3:42)

lal=r la|=m

¢iab, =m—r—n/p+s/q, r<m, q>p>1 Paeme

e= /(3 1D @)

lee|=m
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gausime nelygybe

. N 1—0,,/m 0,,/m
> 1Dl <O( Y2 10 ule, @) ol -

la|=r |a]=m

Pasinaudojed.41) nelygybe (kai s = n, p = q), gausime

DI D%l < Cie Y 1D, @)+

|a|=r |a]=r+1

/
1Oyt Z | D ullr, @) < 03( Z | D* UHLD(Q))l 2

|a|=r—1 la|=r+1

( > IIDau||Lp(m)l/2§c4( > ||Dau||Lp(Q)>

|a|=r—1 laj=r+1

o (1=6,,)/2m 0../2m
(> ID ul ) iy

lal=r

1/2

Cial, = m— (r —1). I8 8iy nelygybiy isreiske) || D u||r (o) ir pasinaudoje
|a]=r

Jungo nelygybe (sp= (2m —r+1)/m, p’ = 2m —r +1)/(m — r + 1)), gausime

2m:7"r+1 m—r+41
> D%l @ < Cs( D0 1D ully @)™l FEE <

|a|=r la|=r+1
<eCs Z | D ullr,, ) + Cre™ = lullL, ()
|a|=r+1
Pasinaudoje Siuo jvélu, (3.42) nelygybe perraSysime taip:
> 1D ullyn < Cae™ 37 | D ull, @)+
la|=r |a|=m+1
+C2€9m“_m_1||u|\Lp(Q);
Ciab,y1=m+1—r—n/p+s/q,r <m.Kair=m,

> 1D ulliy@, < Gt TP ST D uly @)+

la|=m |a|=m+1

+C«ngn/ijs/q Z | D* uHLp(Q) < Clglfn/ers/q Z | D™ U”LP(Q)+

|a|=m |a]=m+1
+Coe (et 3T Dl o)+ Coe "l o)) <

|a]=m+1

<Oy et TP N Dy, ) + Co ™ |y, (o).
|a]=m+1
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Sujunge pastarasias dvi nelygybes, gausiBngj nelygybe, kak = m + 1. Teorema
jrodyta.>
Pastaba. JeigB(32) ir (3.39 nelygykese paimsime

1/k N 1/k
e = lul/fo) /(32 1D ull,@)
|| =k

tai gausimenultiplikatyviasias nelygybes

1-0/k g
|Z I D% ully, o) < C(|Z 1D ulliy) el e, (3.43)
al=r al=k

N N 1=0/k 4
||Z sup | D* u(z)| < C(|Z ID%ul,@) g (344)
al=r a|=k

Cial = k—r—n/p+ s/qgpirmos ird = k — r —n/p antros multiplikatyvios
nelygyles atveju. Jrodysime interpoliacines nelygybes funkcijoms i§ésti§(Q)
apreztos srities? atveju.

3.20 teorema. Tegu2 yra apéZta erdejeR" sritis, S = 02 — Ck klases pavirsius ir
patenkinto3.19teoremos salygos. Tadlac WIP‘(Q) ir pakankamai mazam> 0 yra
teisingod(3.32) ir (3.39) interpoliacirés nelygyes.

< Laisvai pasirinkime funkcijae W‘g(Q). Prateskime jaj kokia nors platesne stan-
dartine sritj@ iSlaikydami gloduma. Pratgsta funkcija pazkime ta paia raideu.
Pagal?2.15teorema funkcijaie Wi (Q) ir

lullwi(@) < Cllullwe),  llullL, @) < Cllull,@-

[rodysime .39 nelygybe (pirmoji nelygyb jrodoma visiSkai taip pat). Kiekvie-
nai funkcijaiue W‘g(Q) ir r < k yra teisinga nelygybd

Y D% Ul @) < Cie™™" Y 1Dl (@) + Coe ™ |lullL, (@)

jal=r o=k
Todel
S D ull,@) < D 1D ullL, @) <
loe|=r laf=r
<P YT I Dl ) + Coe M lullL, @) <
la|=k

k
<CEFTS TN T ID o) + Cor M lullL, ()-
J=0]al=j
Padaugine kairiaja ir deSinigja Siy nelygybiy puses’iSgausime nelygybe, Kuri
teisinga kiekvienam = 1,2..., k — 1. Kartu yra teisinga nelygydb

>~

c—1

S (X 1D uly ) < CLlk=1DE S D uly, o)+

r=1 |a|=r || =k



80 3. ERDVIY W (2) |DEJIMO TEOREMOS

+C (k Z > I ull, @) +Cy(k = 1)lufle, (@)

7=0 |a|=4

Teguey = min{1/2C](k — 1), 1}. TadaVe < ¢ teisinga nelygyb
k—1

(X 1D ) <

=1 |a|=r

3

<20y (k Z I D% ull, ) + 2C5(k = 1)|[ulr, (o).

Sios nelygykes kaigje visi nariai po sumos Zenklu yra neneigiami. @bd- < k yra

teisinga nelygyb
> D% |y, <
la|=r
<20 (k—1)e"" Z | D% ullr, @) + 203 (k — De™"[|ullr, )-
|| =k

Remdamiesi Sia nelygybe, gauname

Yo% ulig@) < D0 1D ULy <

la|=r la|=r

< Cie” 3 1D ulln, () + CaeFlullr, ) <
|| =k

K
<G> DY ulln, ) + Coc® FllullL, @) <

7=0 |a|=j
1 0 1" 67
<Cie Z | D ullL,, ) + Cy e’ *llullr, @)
|a|=k

gaQ, = QNR®, 0 =k —r —n/p+ s/q. Pakeite Sioje nelygysieC’, j C1, Cj |
Cs, gausime(8.39 nelygybe >

ISvados:
1. Erdv'eszl;(Q) elementams teisingosultiplikatyviosios nelygybs

Z | D ullL, . <

|a|=r

, . 1=0/k o o
< C1( > IDp UHLD(Q)) \\u||L£(Q) +Coeg Ml @),  (3.45)
la|=k
sup | D% u(x)| <

lal=r zeQ
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, N 1-0/k o0 C o
<O (Y IDuly) o, + ChelFlull, @) (3.46)
|al=k
¢ial =k —r—n/p+s/qgpirmosird = k — r — n/p antros multiplikatyvios
nelygyles atveju. Jos iSvedamos/&37), (3.39 nelygybiy, kai

) 1/k o 1/k
e = min{|lul o, /(32 1D Ul @) 20}

la|l=k
Savo ruoztu i§3.45), (3.4€) iSvedamos3.32), (3.33) interpoliacires nelygyles.

Reikia tik pasinaudoti Jungo nelygybe.

2. Tequ0<r<k,s>n—plk—r),0=k—r—n/p+s/q>0.TadaisB.32)
nelygyles iSplaukia, kad erwwlg(ﬂ) jsideda j erdveWy (€2s). [rodysime, kad
erdve WE(Q) kompaktiskai jsideda j erdvaV:(Q,). Kadangi erde W(Q2)
kompaktiskai jsideda j erdvg, (), tai iS5 bet kokios a@Ztos erdeje ng(Q)
sekos galima iSskirti konverguojantj ekge L, (£2) posekj. 15/8.45) nelygyles
iSplaukia, kad Sis posekis konverguoja ir ezgAV; (€2,).

Pastabos:

1. Atkreipsime é&mesj | tai, ka@B.20teoremoje konstantas;, C5 priklauso nuo
srities().

2. Plok&ia sritj 2, = Q N R?® kairiojoje (3.32) nelygyles pugje galima pakeisti
pavirSiumiS = Q NI, I' — gloduss-matis erdeje R" pavirSius. Nagrigjant
krastinius uzdavinius elipsems antrosios &b lygtims, daznai naudojama ne-
lygybée

[ullLacs) < Cre'/? Y |lua,

i=1

L) T CQE_I/QHUHLQ(Q). (3.47)

Ji sutaps sud.32) nelygybe, jeigu2 pakeisimeS = 02 ir paimsimep = ¢ = 2.
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3.7. ERDWESWEX(R") TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKSMEMS

Kiekvienai funkcijaiue C5°(R™) galima apibeZti jos Furg transformacija

a(e) = (2m)™ /2 / ez da.

R™

Pagal Parsevalio formule

[ u@P o= [raP ae
R™ R™

Kiekvienam multiindeksuix = (ag, . .., ay,) funkcijos D u Furjé transformacija

Du(g) = (i€)*a(), € =€ g
Toder?
ey = 35 10 ullf iy = [ BOF 3 67 e

lo| <k R™ la|<k

Reigkiniai > |¢%|% ir 1 + [¢]?* yra ekvivalen@is. Tiksliau, egzistuoja tokios dvi
la]<k
teigiamos konstantas, ir Cs, kad

Cr Y (€ P<1+[¢*<0y Y e
la|<k la|<k
Todel
C ey < / [ P(1 + IE2) dE<Co [l gy

Pastarasis integralas yra agbtas sveikoms teigiamomsreikSnems. Td&iau jis turi
prasme ir kitoms realioms reikSmems. Be to, kaike(0, 1), jis yra ekvivalentus

reiskiniui
/|u ‘zdx+//‘“ |n+2k dxdy

/ ju(z) - <2dxdy_/ e +2) —u(@)”

‘.’E— |n+2k |Z‘n+2k

IS tikryjuy

R™ R™

Pritaike vidiniam integralui Parsevalio formule, gausime

|u(z + 2) — u(x) 2|e“5Z 12
/ \z|"+2k d:rdz- |u(8)] e dédz.

R R™ R” R™

SPriminsime, kadI*(R") = Wk(R™).



3.7. ERDVES W (R™) TEIGIAMOMS RODIKLIO k REIKSMEMS 83

Integralas

|€z§z 1|2 |€z\£\z1 _ |£‘2k |€zw1 _ 1|2
|Z|n+2k |n+2k ‘n+2k

Norint Sias lygybes pagrjsti, pakanka koordinp aSisz1, ..., z, pasukti taip, kad
vektorius¢ gulety asyjez;, o po to padaryti keitiniv = |¢|z. Integralas
|€iw1 _ 1|2
|w‘n+2k
R’n

dw >0

ir konverguoja, kaik€(0, 1). Todel egzistuoja tokios dvi teigiamos konstant@s ir
Cs, kad

ul\xr
& [P des / [l |n+% " drdy<0s / [ae) PIe[ de.
R?L R‘ILR‘VL

Apibrezimas. Teguke(0,1). Sakysime, funkcijau iS Lo (R™) priklauso
aibeiHX(R™), jeigu reiskinys

u(x) — u(y)® 1/2
<u>Hk(R") = (/ W dﬂ:dy) < 0.
R™ R™
Aibée HX(R") su norma

1/2
el ey = (Il ey + (030ecam) ) (3.48)

yra normuota erd. Jeiguk > 1 ir nera sveikasis skéius, tai norma erdsje H*(R")
galima apibeZti taip:

1/2
lulleceny = (D2 1D wlly oy + D0 (D" Wi wun)) 5 (3:49)
lo| <k la|=Tk]

Cia [k] — sveikoji skatiausk dalis.
Pastabos:

1. Normy H¥(R™) apibezimai, kaik yra sveikasis skaius ir kaik nera sveikasis
skaktius, skiriasi. Téiau abiem atvejais normos ekvivatéos reiskiniui

/ @O+ ) de)

Todel erdvesH*(R") sudaro nafralia parametrd > 0 atzvilgiu erdviy skale.
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Analogiskai galima apitazti erdverg(R”) su rodikliu £ > 0, kai k£ nera
sveikasis skdius. Sakysime, funkcija i L,(R") priklauso aibeiW}(R™),
ke(0,1), jeigu reiskinys

u(z) — uy)” 1/p
R™ R™

P,
Aibe W (R™) su norma

1/p
llwycemy = (el oy + 0oy )
yra normuota erdy. Norma erdéje WE(R"), kai k& > 1 ir néra sveikasis

skatius, galima apikeZti taip:

/
fulwiery = (32 1D wll oy + 32 (D" )

lal<k lar|=[k]

2. Aibé C3°(R") yra tirSta erdeje W(R") ir tuo atveju, kaik néra sveikasis
skatius. |[rodymo schema yra tokia. 1S pradziy reikia jrodyti, kdd)¢ g (z) —
u(x), kai R — oo, 0 po to pastedti, kadvp > 0 vidutiné funkcija

(u€r)pe Co~ (R")

(u€Rr)p(x) — u(z)ér (),
kai p — 0. Cia Er(x) = &(R™ '), € — be galo diferencijuojama neneigiama
funkcija, lygi vienetui, kaix| < 1, ir lygi nuliui, kai |z| > 2.

Teguf2 yra sritis erdejeR™. Sakysime, funkcijae L, (Q2) priklauso aibeW‘g(Q),
ke(0,1), jeigu reiSkinys

u(x 1/p
< //| |n+pk ajdy) < 0Q.

Aibé W(Q2) su norma

1/p
Lo+ <“>€vg<ﬂ>)

lullwe ey = (Il

yra normuota erd.
Apibrézimas. Tegk > 1 ir néra sveikasis skéius. Sakysime, funkcija
ue WE(Q), jeigu
D*ueLy(), Voa:lof <k,

_ | D u(x) — D> u(y)|P r
wi M) T ( / lz — y[r P G—T&D dxdy) <o

(D% u)
Q Q
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AibéjeW‘;(Q) norma galima apil&zti taip:
1/p
lllwyir = (30 107Ul oy + D= (D @) ay) -
lo| <k |ev|=[K]

TeguQ = R'. Tada kiekviena funkcijauc WE(RZ) iSlaikant gloduma galima
pratesti j visa erdv&”. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

3.21 teorema. Egzistuoja tiesinis aprtas pratesimo operatorius
. k n k n
I WE(RY) — Wi(R™).
Be to, jeiguu € WE(R") ir v = Ilu, taiv(x) = u(z), kaizeR!.

Pastarosios teoremo nejrodiresime. Atkreipsimeé@mes;j tik j tai, kad ja pakan-
ka jrodyti glodzioms funkcijoms. Tai, kad glodzios funkcijos yra tirStagaifspodoma
jprastu ludu. Reikia tik viduties funkcijos apitezime (Zr. [2 skyrelj) branduolj
w,(x — y) pakeisti branduoliw,(z — y — pe,).

Naudojant vieneto skaidinj ir taikat21teorema, galima jrodyti tokj teigin;.

3.22 teorema. Tegu2 yra apezta erdejeR" sritis, S = 02 —Ck+¢ klases pavirsius.
Tada egzistuoja tiesinis agtas pratesimo operatorius

IT: WE(Q) — WE(R™).

Be to, jeiguu € WE(Q) ir v = Tlu, taiv(x) = u(x), kai zeQ.
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3.8. FUNKCIUue W PEDSAKAI

Bendruoju atveju elementy iS Sobolevo erd\Wig pédsakai nepriklauso tai pai
Sobolevo erdviy skalei. Norint juos tiksliai aprasSyti, ’llf apibezti kitas funkcijy
erdves (smulkiau apie tai galima suZzinoti, pavyzdzidir] [[4] knygose). ISimtj sudaro
du atvejai:

1) k —sveikasis skdius;
2) p=2.
Siuos du atvejusia ir nagriresime.
Teguk yra sveikasis skaius irI" C Q — glodus(n — 1)-matis pavirSius. Pagal

3.16 teorema kiekvienos funkcijogc W‘g(Q) ekvivalentiSkumo klasje yra atstovas
ulr€ Ly (T) (jis vadinamas funkcijos pédsakipavirSiujel) ir teisingas jvertis

[ullLy ) =Cllullwi@);

Ciag<(n — 1)p/(n — pk), jeigun > pk, ir ¢>1, jeigun<pk. Tegud yra funkcijy
u IS erdu’aszg(Q) pedsaky pavirSiujd® aibe. Akivaizdu, kad?t yra tiesire aite.
Apibrézkime norma

= inf . 3.50
Il uewg%&,uh:w”“”wﬁ(m (3.50)

Aibe 91 su taip apibezta norma yra normuota erelvTiesiogiai galima jrodyti, kad ji
yra pilna. [rodysime, kad taip apibita erde yra Sobolevo erdW (I') su tam tikru
trupmeniniu rodikliur.

IS pradziy iSnagriesime atvejj, kaf2 = R" = {z€R" : z,, > 0}, x = (2, 2,,) ir
kE=1.
3.23 teorema. Tegup > 1. Tada:

1. Funkcijaue W} (R") turi pedsakau|,, —o := @€ Wi VP(R"1). Beto,

1elly1-170 a1y <Cllullwy@n); (3.51)

Cia konstant&' nepriklauso nuo konkretaus elemento

2. Kiekvienaipe Wll)_l/ P(R"™1) egzistuoja tokia funkcija

u€e W})(Rﬁ),
kad
u(a’,0) = ¢(z')
ir teisinga nelygyb
lullwy@n) <Cllellyi-i/e gn-1); (3.52)

Cia konstant& nepriklauso nuo konkretaus elemento
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< Jrodysime pirmajj teoremos teiginj. TegLe W};(RZ) iru(z’,0) =
= ¢(2). Remiantis3.10teoremage L, (R" 1) ir

lellL, @1y <Cllullwi®r)-

Kiekviena elementa.c W] (R) erdves W} (R"') normoje galima aproksimuoti be
galo diferencijuojamomis ir lygiomis nuliui pakankamai didelio rutulio &erfunkci-
jomis. Tockl jrodydami §j teiginj, galime tarti, kad funkcija = u(x) yra be galo
diferencijuojama ir lygi nuliui pakankamai didelierhs.

Integralas

p lp(@" +2") — @) ., ,
<90>W1 1/p (g~ 1) / |z’|" 2Fp dx'dz' =
Rn— 1R" 1

® ! AN NI|p

pp
‘zl‘zl Rn—1 0

Vietoje kintamyjyz’ apibezkime naujus kintamuosiug taip, kad koordinéiy aSis
y1 buty nukreipta vektoriaus’ kryptimi. Tada

(/ iy’ + pw') — (y")IP dyl)l/pg

1 f r / / / ! 1/}7
<7/ / lu(y" + pw',0) —u(y + pw ,t)\pdy1> dt +
P 0 —oo
1 roT 1/p
o ([ 1+ 0 = utt P ) e+
0 —oo

p oo

1 1/p
P <
+p/(/|u —uly 0)Pdyr)  dt <

0

f/@WMyJM%mn+HwJMJW%mwdt
0
|vertindami Siuos integralus, iS pradziy pasinaudojome Niutono—Leibnico formule, o
po to Minkovskio nelygybe.
| paskutinj integrala galima @réti kaip | kintamojop funkcija, kuri taSkeo = 0
lygi nuliui. Pritaike taip apibeztai funkcijai HardzZio nelygybe, gausime

oo

P
p
//’_p (/(2||Ut(y/>t)||Lp(R1) + [Juy, (y’,t)||Lp(R1))dt) dp<

0 0
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p
L) [l O, oy + s 6D ) .
0

Todel

p p
<<P>€v§,’1/p(Rn—1)§Ul(p—1> <2Hut(y/at)“p (R7) + [luy, (¢, t)”L R")).

Ciao; —(n—1)-mats vienetiges sferos plotas. Grjze prie seny kintamujygausime
jvert]

P p
<90>WI1;1/p(R,,,_1)SC Zl ”umq, HLP(Ri)'

Taigi funkcijape Wi~ /P(R™1) ir yra teisinga/8.57) nelygyke.
Antrajj teoremos teiginj pakanka jrodyti, kai funkcijge C3°(R" ™). Teguw —
tokia be galo diferencijuojama eréie R"~* funkcija, kad

/ w(x')dz' =1

Rn—1

irw(z") =0, kai |2’| > 1. Apibrézkime funkcija

o(z) = / D@+ ony Y0ly) dyfs 0.
Rn—l

Akivaizdu, kadv(z’,0) = ¢(x’). Pagal Minkovskio nelygybe

1/p
ol [ ([ I+ oo ar) " <

R" 1 Rn 1
/ / / / 1/p /
< [ w)I( [ e +aayrda’) "y’
Rn—1 Rn—1
<llglle @) / oy dy', Va0, (3.53)
Rn—l

Rasime funkcijos iSvestines. Kai < n,

Vg, (z) = 2, / oy, (@' + 2y w(y') dy' =
Rn—l

]Rn—l
Kaii = n,
n—1
ve, (@) =20 [ D ey (@ + g i (y) dy' =
L i=1
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n—1
— _ 1 ! N ! ) ! /
— ot [l o) = o) Y (ly),, dy'
Rn—1 =1
|vertinkime funkcijy v,, normas erdgje L, (R"). Tegui = 1,...,n — 1. Pagal

Minkovskio nelygybe norma

1/p
oy ) < /tﬂw+%y ola)? der) ", (o) df =
Rn—1 R?
— / — / 1/p / /
= 2] e ) = (@) Py dalden )y, ()| dy
R — 1 Rn— 1

Paskutiniame integrale pereikime prie sferiniy koordigalkintamyjyy’ atzvilgiu).
") nevirsija

1 00
n—2 / / / /- p /
c[r ( lo(x" + zprw’) — @(2")|P da’ P dacn) dw'dr<
0

\w’\:l 0 Rn—1

1/
<C’1/ " 2 / //|g0x + xprw') — (x’)|pdx’x;pdxndw’) i =

=1 0 Rt

vz 1/p
= C1/ / lole” TZZ 5o pla’)] dw’dz’) dr<
z n—
R~ an 1
|p 1/p
SC2 / |%0 .T/' +/T 2+p( )| dmld2/> .
Z n—
R~ an 1

TaigiVi = 1,...,n — 1 teisinga nelygyb

l|va, | (3.54)

(Ri)§02<@>wll)*1/P(Rn—1) .

Si nelygyke yra teisinga ir kai = n (tik su sava konstantés). |[rodymas yra visiskai
toks pats.

Tegué(t) yra be galo diferencijuojama monotonisSkai raganti intervale[0, co)
funkcija, lygi vienetui, kait€[0, 1/2), ir lygi nuliui, kai t>1. Apibrezkime funkcija

u(z) = v(x)§(wn).

Akivaizdu, kadu(z’,0) = v(2’,0) = ¢(2’). Be to, i§ B.59) ir (3.54) iSplaukia nely-
gybes:

Mmmqmmﬁwuwn/m )l dy,
7
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[z |, ) <lve, Lp(m)+§gg\€’(t)ll|vHLp(R¢>§

<o (@) yr-1/e@n—1y T Call@llL, @n-1)-

Kartu yra teisingad.52) nelygyle. >
ISvada. ISB.5]) ir (3.52 nelygybiy iSplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos
konstantog”; ir Cs, kad

Crllel<lelyg-1m sy <Collel;

Cia| - || apibrezta B.50 formule. Toekl erd\'eWé’l/p(R"“) sutampa su funkcijy i8
erdesW} (R"!) pedsaky hiperplok$tumoje, = 0 erdve.

|rodyta teorema lengvai galima apibendrinti bet kokiam sveikajar. Tiksliau,
teisinga tokia teorema.

3.24 teorema. Tegup > 1. Tada:
1. Funkcijaue WE(RZ) turi pédsaka hiperplokstumojg, = 0 ir
Dy, —g = o€ Wi 1IVPR ) o] < k.
Be to,
[Pallyyi-iai-1/p g1y SCllullwi@n); (3.55)
Cia konstant&' nepriklauso nuo konkretaus elemento
k

2. Kiekvienam funkcijyy;€ Wpfifl/ PR™™YY),i=1,...,k — 1, rinkiniui egzis-
tuoja tokia funkcijase WE(R” ), kad

81“8(5;: O _ o), i=1,. k-1,
ir yra teisinga nelygyé
k—1
lullwi ) <C Y il wic=i=1/0 (gn—1y3 (3.56)
=0

Cia konstant&' nepriklauso nuo konkigy elementyp;.

Sios teoremos jrodyma galima rasi] knygoje.
ISvada. IS8.55 ir (3.56) nelygybiy iSplaukia, kad egzistuoja tokios teigiamos
konstantog”; ir C5, kad

Cillel<llell /e gn-1y <Callll-

Kartu galime tvirtinti, kad erdg'Wp,~'/?(R"~") sutampa su funkcijy erésWk(R")
pedsaky hiperplokStumoje, = 0 erdve.

Tarkime,Q) yra apeZta erdejeR" sritis ir S = 92 — C* klases pavirSius. Tada yra
teisinga teorema.
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3.25 teorema. Tegup > 1. Tada:
1. Funkcijaue W(Q) turi pédsaka pavirsiujé' ir
D ulg = poa€ WyTI?ITVR(S), o] <.
Be to,
[Pallwr-tai=10 (g <Cllullws(a);
Cia konstant&' nepriklauso nuo konkretaus elemeato

2. Bet kokiai funkcijaioe W /P (S) egzistuoja tokia funkcijac WE(Q), kad
u|s = ¢ Ir yra teisinga nelygyé

[ullwi @) SCllellyi-1/eg);

Cia konstant&' nepriklauso nuo konkretaus elemento

Sia teorema galima jrodyti jprastuitu. Tik i$ pradziy, naudojant vieneto skaidinj,
reikia apibezti erdvewlg’l/p(S) . Teoremos jrodyma galima ras@][knygoje.

Pastaba. Kiekvienai funkcijaie WE(Q) pavirSiuje S galima apibeZzti jos
normalines iSvestines iKk — 1)-osios eiés imtinai. To@!/3.25teoremos antraja dalj
galima apibendrinti (Zi3.24teoremos antra teiginj).

ISnagriresime antrajj atvejj. Tarkimgy = 2. Priminsime, kad erdy W% yra
Hilberto erde. Ja ZynesimeHX.

3.26 teorema. Teguk > 1/2 ir uc H*(R™). Tada funkcijau turi pédsaka

GHk71/2(Rn71>

u

zy,=0

ir yra teisinga nelygyé
[[ul[gpe—1/2 @n—1) SOl e gny; (3.57)

Cia konstant& nepriklauso nuo konkretaus elementoH*(R™).

< Kadangi aile C5°(R™) yra tirSta erdeje H<(R"™), tai teorema pakanka jrodyti
funkcijoms iSC3° (R™).

Teguue C3°(R™) ir

a(é-/’xn) _ (2,”)7(7171)/2 / eiizlglu((ﬂ/,xn) d(E/

Rn—1

yra funkcijosu Furje transformacija kintamyju’ = (z4,...,2,-1) at2vilgiu. Kita
vertus,

oo

[ aee ag

— 00

U, n) =

5~
3
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Cia u(¢) — funkcijos u Furje transformacija visy kintamyjy atzvilgiu. Kadangi
letén®n| = 1, tai

W:mg\% / ()] déo. (3.58)

Pagal Helderio nelygybe

[ a@naas( [averaore) ([ reriem)

— 00 — 00

Paskutiniame integrale vietoje kintamdjg jveskime nauja kintamajj pagal formule

§n =tV 1+ ¢

Tada - .
/ dén - 1 / dt
AHEP+IEPF ~ A+ eP)=172 ) T+e
Pagal teoremos salyda> 1/2. Todel
T
/ ey M

M

[ @nas=( [ asiepraer ) e

Sugretine pastaraja nelygybe SU58), gausime

[ avierrrae op sy [P aoPR dad.

]Rn—l — 00

Reiskinys nelygybs kaigje yra ekvivalentuﬂu\@lk,l/g(Rn,l), o reiSkinys deSiaje —
||“||12{k(Rn)- Todel Yue C(R™) yra teisingal8.57) nelygyke. Kartu Si nelygyb yra
teisinga irvue H<(R™). >

ISvados:

1. Teguk > |a|+1/2 ir funkcijaue H*(R™). Tada jos ivesti@a D u turi pedsaka

Do ulmnzoe Hk—|a\—1/2(Rn—l)
ir yra teisinga nelygye

| D* u”Hk*la\*l/?(R“*l)SCH“”H“(R”);

¢ia konstanta’ nepriklauso nuo konkretaus elemente H*(R").
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2. Tegum < n, k > |a| — (n —m)/2 ir funkcija uc H*(R"). Tada jos idvestia
Dy turi pedsaka
Do u‘Rm,e Hk—|a|—(n—m)/2(Rm)

ir teisinga nelygyb
|| D u”Hk—|a\—(n—m)/2(Rvn)SCHUHHk(Rn);
Cia konstanta& nepriklauso nuo konkretaus elememnto

Pastaba. TegQ yra apezta erdeje R" sritis, S = 92 — C<*¢ klases pavir-
Sius. Tada 1 iSvadoje erd®" ! galima pakeisti pavirsium, o 2 — erdveR*® glodZiu
s-maciu pavirSiumil’ C Q.

|rodysime atvirkstinj teigin;.

3.27 teorema. Tegupe H<—1/2(R™ 1) k > 1/2. Tada egzistuoja tokia funkcija
uc HY(R™),
kad
u(@',0) = p(z')

lulli ) <Cllplper/2 e (3.59)
Cia konstant& nepriklauso nuo konkretaus elemento

< Pakanka jrodyti, kad teorema teisingac C3°(R™ ). Apibrezkime funkcija

(¢, zn) = PN w(zav/1+[€%);

Ciawe C°(RY) ir w(t) = 1 taskot = 0 aplinkoje. Apskatiave taip apibeZtos funkci-
jos Furg transformacija kintamojo,, atZvilgiu, gausime

(€)= PENL+ )V P0( 1+ 1€17) 7).
Funkcijosu normos kvadratas eréje H<(R") ekvivalentus integralui
JEERERAEGIR
RTL

(zr. 3.7 skyrelj). Pastarajj integrala integruodami atskirai pagal kintamudgsiirss,,,
gausime

o0

/ BENPA+ ) / (L4 € + )M D(En(L + €)1 /?) 2 dende’ =
Rn—l

— 00

= [ BOPa+ED g [ @+ OHBOP 4Ol sy
Rn-1 —o0
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Todel sukonstruotai funkcijai teisinga/8.59 nelygyte. Beliko jrodyti, kadu(z’,0) =
p(2'). TaCiau tai iSplaukia is formé@su (¢, 0) = $(¢'). >

ISvados:

1. Teguk > 1, g;e H<=V2(R™™ 1) i =0,...,s it kK —s > 1/2. Tada egzis-
tuoja tokia funkcijaue H<(R™), kad

ai ' 0
’Lg;:):(pi(x/% V’L'ZO’_,_’S’
ir teisinga nelygybk
S
”u”Hk(R")SCZ ||<Pi||Hk—i—1/2(Rn—1);
=0
Cia konstanta’ nepriklauso nuo elementy;, .. ., s.

2. Teguyp, € HE—lal=(=m)/2(R™) "k > (n—m)/2, o —multiindeksask — || —
(n —m)/2 > 0. Tada egzistuoja tokia funkcijac H*(R"), kad

Da u|]Rm = QDa
ir teisinga nelygyb

HuHHk(R")SCZ lPallmetai-m—my/2@m);
«

Cia konstantal nepriklauso nu@,,.
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3.9. UZDAVINIAI

1. |rodykite nelygybes
@) [P l[ullL, @) <IQ 9 ullL, @), Yu€ Lq(R), p<g;
(0) ullyey <lul o lull %oy ueLi(9),
p<g<r,1/g=a/p+(1—a)/r;
© llullLyo<ellullr,) +e *lullL, @), »<q¢<r,
a=1/p—1/9)(1/q—1/r).

Nurodymas. Pasinaudokite Jungo ir Helderio nelygpis.

2. |rodykite, kad .19 ir (2.20) normos yra ekvivaletios.

3. TeguQ yra apezta iskila sritis;uc W1(Q). Jrodykite, kad b.v. z€Q teisinga
nelygyle

d"” o 1
) ~ el [ o=l "yl dy. = o [ ute) de
Q w

Ciad = diam 2, w C §2 —kokia nors mati aib, |w| # 0.

Nurodymas. |sitikinkite, kad pastaraja nelygybe pakanka jrodyti funkci-

jomsue C1(Q) ir pasinaudokite Niutono—Leibnico formule.

4, Tegufie C(R™ 1), i = 1,...,n. |rodykite nelygybe

n n 1/(n—1)
/rpmﬁmgﬂ(/\mww*mv ;
fn =1 =1 gl s
élafl(.’L’/) = fi(l‘l, B S [ /7 T (R ,xn).

N urodymas. Pasinaudokite matemasrindukcijos metodu.

5. Tegu( yra apezta iskila sritisyue W1 (€2). |rodykite nelygybe
1-1 m
= el @ < (1S11/ k)~ d fuz . 0)-

Nurodymas. Pasinaudok/BuZdaviniu.

6. Tegupe[l, oo). [rodykite, kad kiekvienai funkcijaize VQV;(Q) yra teisinga ne-
lygybe
1/n
el < (121/111) " el -

Nurodym as. Pasinaudokite Frydrichso—Puankare nelygybe.
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7.

10.

11.

Teguue Vovll)(Q), p > n. |rodykite, kad funkcijauc C*=/?(Q) ir teisinga nely-
gybe )
o2 u<CR™"P|ug L, );
Cia konstantal priklauso tik nuon ir p.
Nurodymas. Pasinaudokig et teoremos jrodymu.

. Teguf) yra apezta erdeje R" sritis, S = 9Q — C! klases pavirius. |rodykite,

kad funkcijauc W1_(Q) tada ir tik tada, kai ji srityje? tenkina LipSico salyga.
Nurodymas. Pasinaudokite Niutono—Leibnico formule.

. [rodykite, kad kiekvienai funkcijai:c C3°(€2) ir Vk > 0 teisinga formug

Z / xu*yil)'”('rik*yik) dy
8yz1 : 8y1k (k_l)!‘sle_y‘n

Zl, Z}, 1

N urodym as. Pasinaudokite tapatybe

Z xh y'Ll) (mik—l - yik—l)(‘rik - ylk) _
6l‘k

=1 |aj - y|n
_ (k N 1) (xil - yi1) T (xik_l - yik_l) )
z =yl ’
Ciak>2,144,...,1,_1 — fiksuoti, iSvestigs apibendrintos.

Teguf2 yra apezta erdejeR" sritis, S = 9 — CK klases pavirdius)<r < k,
s>n—p(k—r), k—r—n/p+s/q* = 0. |rodykite, kad erde Wk (Q) jsideda
j erdve Wr. (9).

Nurodymas. I8 pradZiy jrodykite, kad eE;IVDV%;(Q) — Wg. () (2r. 9
uzdavinj ir3.12nelygybe). Po to pasinaudokifelSteorema.

Teguke[0,1/2). |rodykite nelygybé

||'r7kuHL2(0,oo)SOHUHHI‘(O,OO)7 Vue CSO(OaOO)

Nurodymas. IS pradziy patikrinkite tapatybe= v — w; Cia

x o0 1
v(z) = 1 /(u(x) —u(s))ds, w(x)= /fv(s) ds
x S
0 T
Po to jrodykite nelygybes:
127 0[| Ly 0,00) SCi lullix0,00)s 127 FWl| L 0,00) SCo | ullx(0,00) -

4 Smulkiau apie pastaraja nelygybe ir apie galimus jos apibendrinimiifr. [



4 SKYRIUS
Krastiniai elipsiniy ly@iy uzdaviniai

Siame skyriuje nagriesime tiesines antrosios &l lygtis

n

] - v F(2):
Au:=— Z %(aijuﬁ) +;aiu1i +au= f(z) +div f(2);

ij=1"""

Cia A — tolygiai elipsinis operatorius su aitais maiais srityje) koeficientaisy;;, a;
ira, f=(f1,..., fn), f, fi€La(Q). Atkreipsime @mesj, kad operatoriau$ koefi-
cientaia;; bei funkcijosf; gali netugti iSvestiniy (netgi apibendrinty). Tuo atveju, kai
koeficientaia;; bei funkcijosf; turi apibendrintas iSvestines, nagrjama lygtj galima
uzraSyti jprastu bdu:

n n
g iUz, + E iUy, +au = f.
i=1

ij=1

Daugiausiai @mesio skirsime pirmajam krastiniam uzZdaviniui. IS pradziy jrodysi-
me apibendrinto sprendinio egzistavima ex@WV3(£2). Po to jrodysime, kad apiben-
drinto sprendinio glodumas padi lygiai tiek kiek pavirSiaus’, operatoriausi koe-
ficienty bei lygties ir krastiniy salygy deSiniyjy pusiy glodumas.

4.1. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBRZIMAS.
DIRICHLE UZDAVINYS

TeguQ) C R" yra apkZta sritis,S = 9Q, a;; = aj;, a; if a — apeZtos méios srityje
Q funkcijos, A — elipsinis operatorius. Srityj@ nagriresime lygtj

Au = f+div f; 4.1)

ciaf = (fi,..., fn), f, fi€La(), Vi = 1,...,n. Bendru atveju &i lygtis neturi
klasikinio (glodaus) sprendinio. Ji netgi neturi prasn Norint suteikti jai tam tikra
prasme, reikia apil@Zti apibendrinto sprendinio savoka.

IS pradziy tarkime, kad visos ¥(]) lygtj jeinarcios funkcijos yra pakankamai
glodZios. Tad&ne C3° () yra teisinga integralia tapatyle

/( gl Mo, + zn: itz 1) + aun) dr = /(fn - zn: fmxi) de.  (4.2)
; 1 i=1 i=1

Q bi= Q

n

Ja gausime, jeigu abi(l) lygties puses padauginsime i$ funkcijpsgauta lygybe
suintegruosime sritim ir pritaikysime integravimo dalimis formule.
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Kadangi aife C3°(€2) yra tirSta erdeje VV%(Q), tai (4.2 integralireje tapatyb-
je vietoje funkcijosne C3 () galime imti bet kokia funkcija i$ erdasW%((ol). Be
to, jeigu funkcijaue C%(Q) yra klasikinis @.1) lygties sprendinys, taine Wi ()
teisinga l¢.2) integralire tapatyl. Integralas deSiniojoje Sios tapadgpugje konver-
guoja, kai funkcijosf ir f;€ Ly(2),7 = 1,...,n. Integralas tapatyds kaigje konver-
guoja, jeiguue Wi(Q) ir operatoriausA koeficientaia;;, a; ir a yra apezti.

Apibrezimas. Sakysime,c Wi(Q) yra (4.1) lygtiesapibendrintasis spren-
dinyssrityje Q, jeigu Vne W%(Q) yra teisingal4.?2) integralire tapatye.

Teguue W(Q) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityje Tada jis yra
(4.1) lygties apibendrintas sprendinys bet kokioje srit@jec Q. Norint tuo jsitikinti,
pakanka4.?) tapatyleje paimtine W2 (). Taigi apibendrinto sprendinio ap#imas
yra korektiskas.

Tarkime, funkcijauc W1(€2) yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys srityje
ue C2(Q) ir operatoriausd koeficientai bei funkcijog ir f yra pakankamai glodzios.
|rodysime, kadu yra klasikinis @.1) lygties sprendinys srityj€). Pasinaudoje inte-
gravimo dalimis formule/4.2) tapatybe perraSykime taip:

/(A w— f — div f)nda: =0, VneCr(Q). (4.3)
Q

FunkcijaA u— f —div f yra ortogonali erdgje L ($2) bet kokiai funkcijaine C°(12).
Kadangi aile C3°(92) yra tirSta erdeje Lo (€2), tai yra jmanoma tik tuo atveju, kai
Au— f—div f =0, ty. kai funkcijau yra klasikinis @.1) lygties sprendinys.

Apibrezimas. Sakysime,c Wi(f2) yra Dirichle uzdavinio
Au=f+divf, u[g=0 (4.4)
apibendrintasis sprendinyeigu ji yra (4.1) lygties apibendrintas sprendinys ir

ue Wi(Q).

Pastaba. Jeigu pavirSius yra pakankamai glodus, pavyzdziui, kssC!
tai erdve W1(9) jsideda j erdvel»(.S). Vadinasi, kiekviena funkcija.c W3(£2) turi
pédsaka pavirSiuj& ir u|se Lo (S). Todel Dirichle uzdavinio su nehomogenine kras-
tine salngu|S = ¢ apibendrinta sprendinj galima ap@ati kaip funkcijaue W1 (Q),
kuri yra apibendrintas4( 1) lygties sprendinys ir tenkina Sia salyga ezdl.,(.S) pras-
me. T&iau tai rera tiksli funkcijy i$ erdesW2(Q) pedsaky pavirsiuje charakteris-
tika. Funkcijy i$ erdesW3 () pedsakai pavirsiujé& yra funkcijos i$ erdéswé/z(S)
(2r. 3.8 skyrelj). Taigi jeigu norime, kad funkcijoge W1 () glodumas atitikty jos
pedsako pavirSiuj& gloduma, funkcijgp turime imti i$ erd\’eswém(S).

Vietoje jprasto Diriché uzdavinio kraSties salygos apilkzimo, kai nusakomas
funkcijos glodumas pavirSiujg, vartosime tokj apibezima:

Apibrezimas. Tegupe Wi(Q). Sakysime,uc Wi(Q) yra Dirichle uz-
davinio

Au= f+div f, u‘s:@’s (4.5)
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apibendrintasis sprendinygigu ji yra apibendrintas4(1) lygties sprendinys i —
pE W3().

Taip apibgZiant apibendrinta sprendinj, atskiriama funkcijopratesimo j sritj2
ir Dirichlé uzdavinio iSsprendziamumo problema.

Teguw yra (4.5) Dirichle uzdavinio apibendrintas sprendinys. Vietoje funkcijos
apibezkime nauja ie3koma funkcija= u — ¢. Tadave W(Q) ir Vne Wi(Q) yra
teisinga integralia tapatyle

/ ( i: Ve, Mo, + En: vz, 1+ avn) da =
=1

G =l
= /Kf - iai@xi - aw)n - En:(fz + iaij%j%ri] de.
Q =1 i=1 i=1

Taigi funkcijav yra apibendrintas Diriciel uzdavinio

Av=g+divg, ﬂ =0

S

sprendinysCia:
g:f_zai@xi_a@, g:(gla~'~7gn)7 gi:fi"_zaij@mjv
=1 =1

i = 1,...,n. Kartu galime tvirtinti, kad Dirich uZzdavinj su nehomogenine kraStine
salyga visada galima suvesti j analogiSka Dirichi?davinj su homogenine krastine
salyga. Toél toliau nagri@sime Diriché uzdavinj su homogenine kraStine salyga.
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4.2. DIRICHLE UZDAVINYS PUASONO LYGTIES ATVEJU

Vienas iS paprdsausiy ir kartu svarbiausiy elipsiniy uzdaviniy yra Dirighizdavi-
nys Puasono lygai. Nehomogenies krastigs salygos atveju jj visada galima suvesti
j tokj patj uzdavinj su homogenine krastine salyga. 8laglkarto nagriesime Diriché
uzdavinj

— Au(x) = f(z), =z u’s = 0. (4.6)

Pagal apibezima funkcijaue VV%(Q) yra (4.6) uzdavinio apibendrintas sprendinys,
jeiguvne W1(Q) teisinga integralia tapatyle

/(En: U, N — fn) dr = 0. 4.7)
o =1

Erdv'ejevové(Q) apibeZkime kita skaliarine sandauga

ir ja atitinkartia norma
lul = Vu,ul.

Taip apibeZta norma ir standarénnorma erdgje W1 (Q2) yra ekvivalettios (Zr. 2.5
skyrel)).
Kiekvienai funkcijai f € L (2) integralas

bw—!mm

yra tiesinis funkcionalas eréje W%(Q). Pasinaudoje Helderio ir Frydrichso nely-
gybéemis, gausime

DI e 17ls @) <dl FllLa @ 17l (4.8)

Ciad = diam (. Taigi funkcionalash(n) yra apeztas erdeje VV%(Q). Pagal Ryso
teorema egzistuoja tokia vieninggiunkcijaFFe W1(€), kad

b(n) = [F,n), ¥ne W5(Q).
Todel (4.7) integraline tapatybe galima perraSyti taip:
[U*Fﬂ?] :Oa VUEW%(Q)

Kartu galime tvirtinti, kad elementas — F' yra ortogonalus/ne W%(Q). TaCiau tai
jmanoma tik tuo atveju, kai — F' =0, t.y. u = F.

ISnagriretas pavyzdys puikiai iliustruoja funk@s analizs metody taikymo tie-
siniy diferencialiniy ly@iy teorijoje esme. Krastinio uzdavinio suvedimas j integ-
raline tapatybe leidZia apiekti apibendrinto sprendinio savoka. Po to apibendrintas
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sprendinys ieSkomas Hilberto e&je VV%(Q). Tai leidzia pasinaudoti Ryso teorema,
kuri garantuoja ne tik apibendrinto sprendinio egzistavima, bet ir jo vienatj. Atkreip-
sime cemesj dar j tai, kad pateiktas apibendrinto sprendinio egzistavimo ir vienaties
jrodymas visiSkai nepriklauso nu#f) glodumo.

Sio metodo tnkumas yra tas, kad jis nesuteikia jokios informacijos apie apiben-
drinto sprendinio gloduma. Kai sriti€3 kraStas yra pakankamai glodus, §j klausima
iSnagriresime atskirai.
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4.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO VIENATIS
IS pradziy iSnagriesime viena elementary pavyzdj. Krastinis uzdavinys
—Uze +Au =0, xz€(0,1),

u(0) =0, wu(l)=0,
bet kokiai parametracR reikSmei turi trivialy sprendinj. = 0. 1S paprastyjy diferen-
cialiniy lygCiy kurso yra zinoma, kad teigiamomseikSnems Sis krastinis uzdavinys
netrivialiy sprendiniy neturi. Taau kai kurioms neigiamoms paramefoeikSnmems
netrivialus sprendiniai egzistuoja. PavyzdZiui, kai

A= —(7k)?, k=1,2,...,

netrivialus sprendinys;, = sin k. Taigi tokioms\ reikSnmems krastinis uZzdavinis
turi du skirtingus sprendinius.
Analogiska situacija yra teisinga ir Dirighluzdaviniui

Au= f+4div f, 2€9Q, u’s =, zES. (4.9

Bendru atveju negalime tvirtinti, kad (9) uzdavinys turi vienintelj apibendrinta spren-
dinj. Tatiau galima i3skirti gana pta tokiy uzdaviniy klase. Siame skyrelyje jrody-
sime, kad4.9) uzdavinys negali tuti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy, jeigu
patenkinta kuri nors i8 Siy dviejy salygy:

1. OperatoriausA koeficientas: yra ,,pakankamai didelis.
2. Srities() diametras yra,pakankamdi mazas.

TeguA yratolygiai elipsini3' operatorius, t.y. egzistuoja tokios teigiamos konstan-
tosv ir u, kad

n

vY &< ay(@)&g<py &, VEER™ zeQ. (4.10)
=1

ij=1 i=1

Be to, tegu operatoriaug koeficientaia; ir a yra apeZzti, t.y. egzistuoja teigiamos
konstantog. ir i, tokios, kad

n

a@l<mo. (Y ad@) <. zea

=1

4.1teorema. Tegua(z)>ag, b.v. €, ag>pu2/2v. Tada(4.9) krastinis uZdavinys
negali tuéti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

1Jeigu patenkinta tik pirmoji i¥4(10) nelygybiy, tai sakysime, kad operatoridsyra grieZtai elipsinis.
Aprezty koeficientu;; atveju Sios savokos sutampa.
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< Teguuy, us yra du @.9) Dirichle uzdavinio apibendrinti sprendiniai. Tada jy skirtu-
masu = u; — us Yra Dirichle uzdavinio

Au=0, xe u’

0, =x€S8,

S

apibendrintas sprendinys, t.y.e W%(Q) ir Vne VOV%(Q) yra teisinga integrali@ tap-

atybe
n n
J (X astens, + Y asusn+ aun) do =0,
1=1

o =1

Imkime Sioje tapatybjen = u. Tada gausime lygybe

/( i iUz Ug; + i a;Ug, u + auz) dx = 0. (4.11)

o Gi=1 i=1

Sj integrala iSskaidykime j tris ir pirmus du jvertinkime atskirai. Kadangi operatorius
A yratolygiai elipsinis, tai pirmasis integralas

n n
/ E Qi Uz, U dCCEV/ E uz, du.
Q Q i=1

ij=1

Antrojo integralo modulj galima jvertinti taip:

n n
’/E aq;uxiud:clgH g QiU
i=1 i=1

Q 1

<
LQ(Q)”UHLz(Q)_

2
v [
SﬂlH%HLz(Q)||U||L2(Q)§§||Uw||iz(ﬂ) + iHUHiz(Qy

|vertindami §j integrala, pasinaudojome nelygybe

\ab|§§a2 + —b%,

S
2¢e
kaie = v/py. 1S (4.11) lygybes ir gauty jvetiy iSplaukia nelygyb

g/ui dx + /(a — pi/2v)u” dz<0.

Q Q

Pagal teoremos salygdz) — 12 /2v>0, b.v. z€€). Todel pastaroji nelygyb teisinga
tik tuo atveju, kaiu(z) = 0 b.v. z€Q. Taigi u; = ug. >
4.2 teorema. Tarkime,a yra bet kokia apgZta mati srityje2 funkcija,

d=diam( < V(u% + 2Vu0)71/2

(pakankamai maZas teigiamas skas). Tadal4.S) Dirichlé uZdavinys negali téti
dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.



104 4, KRASTINIAI ELIPSINIY LYG CIY UZDAVINIAI

< Teguu, us yra du apibendrinti4.S) uzdavinio sprendiniai it = u; — us. Tada (Zr.
4.1teoremos jrodyma) teisinga nelygyb

%/uidwﬁ(u?/Zu—kuo)/qum

Q Q

Pagal Frydrichso nelygybe

/u2 dxgdz/ui dz.
o) o)
Todel
g/ui dxg(u%/Ql/Jruo)dz/ui dz.
Q Q
Kadangi(u3/2v + po)d® < v/2, tai pastaroji nelygyb teisinga tik tuo atveju, kai
u(z) =0 bv.zeQ, ty. ug = ug. > )
I$vada. I%.1teoremos jrodymo iSplaukia, kathe W1(Q2) yra teisinga nely-

gybe
VuglI?, o) <ell Aull? ) + (200 + 13 /v + ™) lullf, ) (4.12)

Ji kartais vadinamairmaja pagrindine nelygybe
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4.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS

Tegu A yra tolygiai elipsinis operatorius (4.2 skyrel}). Aibéje\fV%(Q) apibrezkime
skaliarine sandauga

[u,v] = / Z QijUzg, Vg dx (4.13)
q Bi=1
ir ja atitinkartia norma
lul = /v, u].
Aibe W1 (1) su taip apibeZta norma yra Hilberto erév Ja ZynasimeH ,. Normal| - |
daznai vadinamanergine normap erdve H , — energine erdve.
IS energires normos apit®zimo iSplaukia, kad norma eréje H , yra ekvivalenti

normai erdv'ejeW%(Q). Tiksliau, teisingos tokios nelygs:
Vil ) Slul<vallully o) - (4.14)
Taigi erdve H , sutampa su erdvé/}(Q).
Srityje Q nagriresime Diriché uzdavinj

Au= f+divf, u’ =0. (4.15)

S

Priminsime, kad funkcija: € W%(Q) yra (4.15 Dirichleé uzdavinio apibendrintas
sprendinys, jeigw/n € H, teisinga ¢.2) integralire tapatyle. Pasinaudoje4(19)
formule, perraSykime Sia tapatybe taip:

[u,n] + /(z“: Ay, + au)ndx = /(fn — Xn:fmwi) dz, VneH,. (4.16)
i=1 3 i—1

Q
ErdwejeH , integralas
b(n) = /(fn -3 fmzi) da
Q i=1

apibizia tiesinj funkcionala. |rodysime, kad jis yra aptas. Remiantis Helderio ir
Frydrichso nelygybmis,

BN Fllac) M2 + [ o) 172 Lo @) <

< (Al fllra@) + 1FLa@) 172 lia@ < (@£ L. @) + 1 Flla@) v Inl;

Ciad = diam . Todel (Zr. 1.10teorema) egzistuoja toks vienintelis elementas
H,, kad

b(n):[Fan]a VUGHA-
Kiekvienai funkcijaiu € H , integralas

bu(n) = / (zn: iy, + au)ndx

Q i=1
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yra tiesinis funkcionalas eréye H ,. [rodysime, kad erdgje H, jis yra apgZztas.
Pasinaudoje Helderio ir Frydrichso nelygyhis, gausime

[bu (DI (allualLa@) + mollullLy@) I7llLy@) <

<d (p || ue Lo o) + sollullL, @) 170 L. @) <

<dv™'% (1 ||ue || L) + tollullLa@) 1nl-

Taigi funkcionalas,, (n) yra apeZztas erdgjeH , ir pagall.10teorema egzistuoja toks
vienintelis elementaB u, kad

bu(n) = [Bu,n] = /(Z AUy, + au)ndm, VneHy. (4.17)
o i=1

Be to, pastaroji form@ apibeZia operatoril3: H, — H ,. Pasinaudoje funkcionaly
bir b, iSraiSkomis, 4.16€) tapatybe perraSykime taip:

[u+Bu—F,n =0, VneH,.
Gauta tapatyb yra ekvivalenti operatorinei Iygi
u+Bu—F=0. (4.18)

Taigi funkcijau yra (4.15) Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.18) operatorites lygties sprendinys erdje H , .
4.1 lema. Operatoriu®3 yra visiskai tolydus erdgjeH , .

< IS pradziy jrodysime, kad operatoriBsyra apeztas. Laisvai pasirenkame elementa
u € H,. Pagal operatoriau8 apibezima

IBu|?> = [Bu,Bu] = /(Z ajtg, + au) Budzx. (4.19)

o =1

Pasinaudoje Helderio, Frydrichsolit.14) nelygytemis, jvertinsime integrala

/(Z iy, + au) Budz<|| Z Az, + aul|r, o)l B ullr, @) <
o i=1 i=1

<clul[| B ullr, (@) <cer|u]| B ul; (4.20)
Ciac = v=Y2(uy + duo), ¢y = dv—'/2. Todel Yu € H , yra teisinga nelygyd
| Bul<cer]ul.

Kartu galime tvirtinti, kad operatoriu8 yra apeZztas erdgjeH ,. Be to,Yu € H, yra
teisinga nelygyb
I Bul*<clull| B ullr, - (4.21)
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TeguU yra apeZta erdejeH , aibé. [rodysime, kad ai
BU={veH,:v=Bu,ucU} CHy

yra salyginis kompaktas. Laisvai pasirenkame sgka} C U. Pasinaudojel4.2])
nelygybe, gausime

|Bu, —B un|\2§c|um —un|||Bu, — B UM||L2(Q)§

SZc%leaI}{ lull B un — B wml|n, ) (4.22)

Seka{B u,} yra apeZta erdejeH, = VV%(Q). Pagal3.7 teorema ji yra salyginis
kompaktas erdsje Lo(2). Todel i$ jos galima iSskirti konverguojantj eréje L2 (€2)
posekj{B u,, }. Tafiau tada

H B Un; — Bu”]‘” — 0,
kain;,n; — oo. Kartu galime tvirtinti (Zr. [¢.22) nelygybe), kad
N B Un; — B U, |‘ - Oa

kain;,n; — oo. Taigi seka{B u,,, } yra fundamentalioji erddje H ,. Kadangi erde
H, yra pilna, tai Si seka konverguoja egje H ,. Vadinasi, aile B U yra salyginis
kompaktas, o operatorid$ — visiSkai tolydus

Grjzkime prie ¢.18) lygties. PagaK.l lema operatoriu$3 : H, — H, yra
visiSkai tolydus. Todl (4.18) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo
teoremos (211.4-1.7teoremas). 1S Siy teoremy iSplaukia tokie teiginiai:

1. Jeigu homogeninlygtis
u+Bu=0 (4.23)

erdveje H , turi tik trivialy sprendinj, taivF' € H , ja atitinkanti @.18) neho-
mogenire lygtis turi vienintelj sprendin;.

2. Jeigu @.29) lygtis turi netrivialy sprendinj, tal4.18) lygtis turi sprendinj tik su
tokiomis funkcijomisF' € H ,, kurios yra ortogonalios jungtés homogenies
lygties

v+B*v=0 (4.24)

sprendiniams, t.y. tenkina salyga

[F,v] =0, Yv:v+4+B*v=0. (4.25)

Jeigu operatoriaud koeficientaia;, i = 1, ..., n, yra diferencijuocjamos srityj&
funkcijos, tai operatoril3* galima apibeZti taip:

[B* v,u] = [u, B*v] = [Bu,v] =

:/(iz:aiumi—l—au)vdx:/(‘

n
(—a;v)g, + av)udx.
Q o =t
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Siuo atveju£.29) lygtj atitinka integralire tapatyle

n

n
/( Z AV Ny — Z(aiv)mn + aU??) dr =0, Vne€ HA'

o Ba=1 i=1

Savo ruoZtu ja atitinka Diriclel uzdavinys

A" v =0, v|s =0;
Cia
n n
Afv=— Z (@ijVe;)e; — Z(aiv)xi + av.
i,j=1 i=1

Operatoriaid* ir A yra formaliai jungtiniai. Be t0,4.25) salyga galima perradyti taip:

/(fv—zn:fiva der =0, Yv:A"v=0, 11|S:0. (4.26)
i=1

Q

Todel galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.3 teorema. (Fredholmo alternatyva) Jeigu Diriché uZdavinys

Au=0, ul,=0 (4.27)

S

srityje Q) turi tik trivialy sprendinj, taivf, f; € La(R2), ¢ = 1,...,n, egzistuoja
vienintelis(4.15 nehomogeninio Dirickd uZdavinio apibendrintas sprendinys. Jeigu
(4.27) Dirichlé uzdavinys srityjeQ turi netrivialy apibendrinta sprendinj, téd.15)
Dirichlé uZdavinio apibendrintas sprendinys egzistuoja tik su tokiomis funkcijomis
fifi € La(Q), i =1,...,n, kurios tenkind4.2€) salyga.

Pakankamos4(15) Dirichle uZzdavinio apibendrinto sprendinio vienaties salygos
nurodytos4.1 ir 4.2 teoremose. T@au jos neampia visy galimy atvejy. Tad §j
klausima iStirsime atskirai.

Tarkime, operatoriaud koeficientas: yra bet kokia apgzta mati srityje funkci-
ja. Parinkime skdiiy Ao taip, kada(z) + A\o>ag, Yz € Q (Ciaag i8/4.1teoremos) ir
(4.15 lygtj perrasSykime taip:

Au+ Xou = u + f +div f.

Aibeje W1 (1) apibezkime kita skaliarine sandalfya
[, 0] = / (Z @it Ve, + (0 + )\o)uv) dz (4.28)
Q i=1

ir ja atitinkartia norma
lul = V/[u,u]

2 Siame skyrelyje simbolifi, -] Zymésime jvairiai apibeztas skaliarines sandaugas. Be to, taigis
simboliais Zynésime ir jas atitinka€ias normas bei erdves.
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(patikrinkite, kad taip apileZta skaliarie sandauga tenkina visas skali@srsandau-
gos apibezimo salygas). Aib&V1(Q) su taip apibeZta skaliarine sandauga Zgsime
Hy.

Remiantis Frydrichso ir4.10) nelygybemis, lengvai galima jrodyti, kad norma
erdwjeH , yra ekvivalenti normai erch4eW2( ). Tiksliau, egzistuoja tokios teigia-
mos konstantos; ir ¢, kad

Cl||“||V‘V§(Q)§|‘U|§C2H“Hv‘v;(Q)- (4.29)

Pagal apibezima funkcijau yra apibendrintas4( 15 Dirichle uzdavinio sprendi-
nys, jeigu teisinga integralatapatyle

/( Z Qi Uz ; Nz, + Z AUy, M + (a + )\0)"“7)

Q 1,7=1
=/\0/Wld$+/(f77—2fﬂ7m) dxv VUEHA'
) o) i=1

Sia tapatybe galima perra3yti taip:

[w, 7] /Zalugglndx—)\o/undm—i—

Q
+1/ - }:fmx) v, VieH,. (4.30)
i=1
Integralai
b(n) = /(f?? mem dw bu( /Zauxndm tu(n) = /undx
Q Q

erdwjeH , apibezia tiesinius funkcionalus. Be to, eejeH , jie yra apezti:

BMI<CIf o) + 1 lLa@) Il

bu(MI<Clullnl,  [tu(mI<ClullLy@) Inl-

Todel (Zr.[1.10teorema) egzistuoja tokie vieninteliai elementaB v ir Tu € H 4,
kad

b(n) = [Fynl, bu(n) = Bu,nl, tu(n) =[Tun], VnpeHy.
Pasinaudoje Siomis funkcionaly iSraiSkomis 3() tapatybe perraSykime taip:

[u+Bu—ATu—F,n =0, VneH,.
Pastaroji tapatydyra ekvivalenti operatorinei Iyigi

u+Bu—XATu=F; (4.31)
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Cia operatoriaB ir T' : H, — H , yra apibéZiami formuémis:

B u, 1) :/Zaiumd% [T u, ) :/undfv-
Q =1

Q

Taigi funkcijau yra (4.15) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra'4.31) operatorites lygties sprendinys erdje H , .

OperatoriaiB ir T yra visiSkai tolydis erdeje H ,. Norint tuo jsitikinti, reikia
pakartoti4.1 lemos jrodyma. Be to, erdye H , operatoriusI’ yra teigiamas ir savi-
jungis. I8 tikryjy

[T u,u] = /qul‘ >0,
Q
kaiw # 0, ir

[T u,n] = /undw = /nud:r = [T n,u] = [u, Tn).
Q Q
Remiantis operatoriau3 apibzimu, homogenialygtis
u+Bu=0 (4.32)
yra ekvivalenti Diriché uzdaviniui

Au+ Mu =0, u‘szo.

Kadangia(z) + Ag>ayo, tai Sis Dirichke uzdavinys turi tik trivialy sprendinj. Kartu
(4.32) lygtis erdwejeH , taip pat turi tik trivialy sprendinj. Téiau tada nehomogerén
lygtis

u+Bu=F, (4.33)

turi vienintelj sprendinjF' € H , . Vadinasi, egzistuoja operatorius
(I+B)™':H, —Hy,,
apibreztas visoje erddjeH , . Cial - tapatus operatorius.

|[rodysime, kad operatoriud +B)~! yra apeztas. Funkcijau € H, yra 4.39
lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integ@liapatyle

/( D it oy + Y a1+ (a+ Ao)un) dx =

o =1 i=1

= /(fn 3 ) de, Ve H
Q i=1
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Paemecian = u ir pakartoje4.1teoremos jrodyma, gausime nelygybe

5 [uaes [(fu=3 s ) do = 7 l< P

Q Q

Norma
lul<eallus |, )

Todel
lul® <& luz|IF, 0y <2¢30 | F | ful.

Suprastine kairigja ir deSiniaja Sios nelyggtpuses i$u|, gausime nelygybe
|(1 +B)7'F| = |ul<2¢3v ™| F].

Taigi
I(+B)7! = sup |(I+B) ' Fl<2c3v"
IF|<1
Paveike abil4.31) lygties puses operatoriunti +B)~!, gausime ekvivaletia

lygtj ~
u—X(I+B) ' Tu=F; (4.34)

tiaF = (I+B)~'F e H,. Sioje lygtyje operatoriug/ +B)~! T yra visiskai toly-
dus (Zr/1.1Zteorema). Todl (4.34) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai yra teisingds4-
1.7 Fredholmo teoremos. Kartu teisinga Fredholmo alternatyva. Taigi norint atsakyti,
kada .34 lygtis turi sprendinj, reikia Zinoti tas parametkg reikSmes, kurioms ho-
mogenire lygtis

u—X(I+B) ' Tu=0 (4.35)

turi netrivialy sprendinj erdgjeH , .
Nagrirgjant @.35) lygtj, parametra\, patogu pakeisth+ )\ ir ieSkoti ty parametro
A reik8miy, kurioms lygtis

u—A+X)I+B) ' Tu=0 (4.36)

turi netrivialy sprendinj. Sis uzdavinys yra ekvivalentus uZdaviniui: rasti tas parametro
A reik8mes, kurioms egzistuoja netrivialus DiriehlZzdavinio
Au = u, u|S =0
apibendrintas sprendinys srityje
Bendru atveju operatoriud + B)~! 7' néra savijungis. Toél nagriredami ¢.3€)
lygtj ir ja atitinkantj Dirichle uzdavinj, realy parametrg pakeisime kompleksiniu.
Tiksliau, nagriresime Diriché uzdaviniy Seima
Au=u+f+divf, u|g=0 (4.37)
su kompleksiniu parametrh = s + it. Sio uZdavinio sprendinys, jeigu jis egzistuoja,
yra kompleksi@ funkcijau = u; + ius. Todel nagrirejant 8j uzdavinj, reikia apibeti
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kompleksiniy funkcijy erdves.,(Q), Wi() ir W1(Q). Skaliarine sandauga Siose
erdwese apibeSime taip:

(u,v) = /uﬁ dzx,

Q

(u,v)W%(Q) = /Zu%@m dx,
o i=1

(u, v)wi) = /(Z Ug, Vg, + uz?) dz.
i=1

Q

Atkreipsime &mes;j j tai, kad operatoriauskoeficientai;, a; ir a yra realios funkci-
jos. Be to, tegéia(z)>ag, Yz € Q (2r./4.1teorema).

Apibrezimas. Sakysime, funkcija € Wi(Q) yra apibendrintas4(37)
Dirichlé uzdavinio sprendinys, jeigu ji priklauso erdv&i(Q) ir Vi € W(Q) yra
teisinga integralia tapatyle

n n
/( Z iUy Na; + Z aiUg; 7] + auﬁ) dr =
i=1

o =1

= /(fﬁ — zn:fiﬁxi) dz + /Auf] dz. (4.38)
i=1

Q = Q

ErdvéjeW%(Q) apibrezkime kita skaliarine sandauga

[u,v] = /( z”: QijUe, Vg, + au@) dx (4.39)

o dd=1
ir ja atitinkartia norma
lul = /v, ul.

ErdveW%(Q), su taip apibeZta skaliarine sandauga ZgsimeH , .
Kompleksireje erdejeH , normos] - |, || - ||V'v;(fz) ir |- [lwy o) yra ekvivalettios,
0

b(n) = /(fﬁ—ifiﬁmi) dz, b,(n) = /(iaiuzJﬁdm, ty(n) = /uﬁdx

Q o= q =1 Q

3 Si salyga kra esmig, nes visada galima parinkti tokj realy skgi Ao, kad a(z) + Ao>ag, b.v.
x € Q, ir (4.37) lygtj perrasyti taip:

Au+ dou= (A4 Xo)u + f +div f.
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yra tiesiniai apeZzti funkcionalai (tai galima jrodyti visiSkai taip pat kaip realios arslv
H, atveju). To@l (Zr. 1.10teorema) juos galima iSreiksti skaliarine sandauga. Tik-
sliau, egzistuoja tokie vieninteliai elementaiB v ir T v € H 4, kad

b(n) = [F.n], bu(n) =[Bu,nl, tuln)=[Tun], VneH,.
Pasinaudoje Siomis funkcionaly iSraiSkomis 3€) tapatybe perraSykime taip:
[u+Bu—ATu—F,n =0, VnpeH,.
Pastaroji tapatydyra ekvivalenti operatorinei Iyigi
u+Bu—ATu=F. (4.40)

Taigi funkcijau yra (4.37) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.40) operatories lygties sprendinys erdje H , .
OperatoriaB ir T yra apibezti formukemis

[Bu,n] = /Zaiumiﬁdx, [T u,n) = /uﬁdm.
o =1 Q

ErdwejeH , Sie operatoriai yra visiSkai tolyt (jrodymas toks pats kaip realios eggv
H , atveju). Be to, erdgje H , operatoriug’ yra teigiamas ir savijungis. IS tikryjy

[Tu,u]:/uﬂdx:/|u\2da:>0,
Q

Q
kaiw # 0, ir

(T un) = [wnde = [ 7 de =Tl = . 7o)

Priminsime, kadi(z)>ao, b.v. z € €. Todel erdejeH , homogenig lygtis
u+Bu=0
turi tik trivialy sprendinj, o nehomogengnygtis
u+Bu=F, VFecH,

vienintelj sprendinj. Vadinasi, operatorids+ B yra abipusiSkai vienareikSmis ir jo
vaizdy aile sutampa su visa erd¥, . Kartu egzistuoja atvirkstinis operatorius

(I+B)':H, —H,

apibieZztas visoje erddje H ,. Be to, jis yra apeZtas (jrodymas yra visiSkai toks pats
kaip realios erdesH , atveju). Paveike4.40) lygtj operatoriumi(Z +B)~!, gausime
ekvivalertia lygtj _

u—ANI+B) ' Tu=F,; (4.41)
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gGaF = (I+B)"'F € H, . Operatorius(I +B)~!T : H, — H, yra visiskai
tolydus, kaip apgZto ir visiSkai tolydaus operatoriy sandaugaiztZteorema). Todl
(4.47) lygtis yra Fredholmo tipo ir jai teisingaks 4-1.7 Fredholmo teoremos. Kartu yra
teisinga Fredholmo alternatyva.

1. Jeigu homogenimlygtis
u—AI+B) ' Tu=0 (4.42)

erdweje H 4 turi tik trivialy sprendinj, taivF € H , ja atitinkanti #.41) neho-
mogenire lygtis erdejeH , turi vienintelj sprendin;.

2. Jeigu .42 lygtis erdweje H , turi netrivialy sprendinj, tail4.41) lygtis turi
sprendinj tik su tokiomis funkcijomi§ € H 4, kurios yra ortogonalios jungtées
homogenigs lygties B

v=A{I+B)'T)v=0 (4.43)

sprendiniams, t.y. tik su funkcijom@ € H ,, tenkinartiomis salyga
[F,0] =0, Yo:v—A(I+B)"'T)v=0. (4.44)

Funkcijau € H, yra (4.42) lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga inte-
graline tapatyle

/( Z QiU Ny + Z iUy, N + auﬁ) dr = /)\uﬁ dr, VneHy,,
o =1 i=1 e

t.y. kai ji yra Dirichle uzdavinio
Au=du, u| =0 (4.45)

apibendrintas sprendinys srityje
Operatorius

(I+B)'T)*=T*((I+B)™")* =TI +B*)"".
Todel (4.43) lygtj galime perrasyti taip:
v=AT(I+B*) v =0.
Teguw = (I +B*)~1v. Tada funkcijosw atzvilgiu gausime lygtj
w+B*w—ATw=0.
Funkcijaw € H, yra Sios lygties sprendinys tada ir tik tada, kai teisinga integgalin

tapatyte

/( Z AijWe, T, + Zaiwﬁxi + awﬁ) dr = X/wﬁdm, Vn € Hy,
o hi=1 i=1 o
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t.y. kai ji yra Dirichle uzdavinio

A*w = dw, w|s =0 (4.46)

apibendrintas sprendinys. Be to,

[F,o] = (I +B) " Fo] = [F, (1 +B)") "] = [Fu] =

_ /(fw =S fwm) dz.
Q i=1
Todel (4.44) salyga galime perradyti taip:

/(fw—zn:fiwwi)darzo, Vuw: A w = w, wl|y=0. (4.47)
Q =1

Kartu galime tvirtinti, kad teisinga teorema.

4.4 teorema. (Fredholmo alternatyva) Jeigu(4.45 homogeninis Dirich# uzdavinys
turi tik trivialy sprendinj, tai(4.37 nehomogeninis Diricle uZdavinys turi vienin-
telj apibendrinta sprendingf, f; € Ly(Q),4 = 1,...,n. Jeigu(4.45) uZdavinys turi
netrivialy apibendrinta sprendinj, t&.37) uZdavinys turi apibendrinta sprendinj tik
su tokiomis funkcijomisf, f; € Lo(2), ¢ = 1,...,n, kurios tenkind4.47) salyga.

Teguo (A) yra aite tokiy parametra reikSmiy, kad/¢.45) Dirichle uzdavinys turi
netrivialy apibendrinta sprendinj. Aér(A) yra vadinamal4.37) Dirichle uzdavinio
spektry o parametras € o(A) spektro taskuTaskas\ € o(A) tada ir tik tada, kai
jis yra operatoriau¢l + B)~! T charakteristig reik$ne. Pagall.7teorema aibo(A)
yra baigtire arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro @@rtiy j co skaiiy seka.
Todel ja galima sunumeruoti. Tegt(A) = {A\x}, k=1,2,...,1ir

M<Pel< . < nl<

Jeigu), € o(A), tai A\, € o(A*). Pagall.5 teorema4.45) ir (4.46) uzdaviniai turi
vienoda skaiiy tiesiskai nepriklausomy sprendiniy. Eddspektro taskuy\, ir Ay
kartotinumsi sutampa.

Tarkime,\; € o(A) ir uy, yra §j spektro tasSka atitinkanti$.45) Dirichle uzdavinio
apibendrintas sprendinys. Tada teisinga integestiapatyle

n n
/( Z QijUka; Nz, + zaiukmiﬁ + aukﬁ) dr = Mg /ukﬁ de, VneH,.
o Bi=1 i=1 Q
Kadangi operatoriaud koeficientai yra reals, tai

/( Z iUk, Mo, + Zaiﬂmin + aﬂkn) dz = g /ﬂkn der, VneH,.
i=1

o hi=1 = Q

4Tasko\ € o(A) kartotinumu vadinamagi(45) Dirichlé uzdavinio tiesiskai nepriklausomy apibendrin-
ty sprendiniy skdius.
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Sioje tapatyBje n pakeite7;, gausime, kad\, € o(A) ir @, yra §j spektro taska
atitinkantis @.45) Dirichle uzdavinio apibendrintas sprendinys. &ba(A) = o(A*).

TeguA € o(A) ir uq,...,u, yra 8j spektro taska atitinkantyg.45) Dirichle
uzdavinio tiesiSkai nepriklausomi apibendrinti sprendiniai. Be to, tegu funk¢ijios
f tenkina @.47) salyga. Remianti§.6 teorema, galima tvirtinti, kad4(37) Dirichle
uzdavinio bendrasis sprendinys

u=ug + Z Cjuy; (4.48)
j=1

Ciaug yra Sio uzdavinio atskirasis sprendinys(’p, . . ., C,, — laisvosios konstantos.
Suformuluosime gautus rezultatus.

4.5 teorema. Teguo (A) yra (4.37) Dirichlé uZdavinio spektras. Tada:

1. Aibéo(A) yra baigtiré arba skaiti ir, jeigu ji yra skaiti, tai sudaro &drtiy |
oo skatiy seka.

2. Aibéso(A) ir o(A*) sutampa. Be to, jeigh € o(A), X € o(A*), tai Sie spektro
taskai turi ta patj kartotinuma.

3. Jeigu\ € o(A) ir funkcijos f, f tenkina(4.47) salyga, tai(4.48) formule
apibreZta funkcijau yra(4.37) Dirichlé uZdavinio bendrasis sprendinys.

Tarkime,\ ¢ o(A). PagallL.6) teorema operatorius—\(I + B)~! T turi atvirks-
tinj, apibrezta visoje erdeje H , . Be to, atvirkstinis operatorius

(I-XI+B)~'1T)™!
yra apeztas. Jeigu yra (4.37) Dirichlé uzdavinio apibendrintas sprendinys, tai
lul = 11 =A(I +B) 7 T) "' Fl<esl

Ciacy — operatoriaug! —\(I +B)~'T)~! norma erdeje H ,. Kadangi operatorius
(I +B)~! yra apeztas, tai egzistuoja tokia konstantkad

|F] = 1(I+B)"'Fl<c]F]|.

Norma -
IF1<v™ 2]l fllLo ) + 1 la)-
(Si nelygyle lengvai iSvedama is funkcijds apibrezimo). Toel

lul < exev™2(dl|fllia0) + [ fllLao)- (4.49)

Apie konstantg, galima pasakyti tik tiek, kad jos skaigéirreikSne priklauso nuo tasko
A atstumo iki spektrer(A). Kokia priklausomy@ bendruoju atveju, - neZzinoma. Rasti
spektro taskus taip pat yra gana etidga. To@l aktualis jvaius teiginiai apie jy
iSsidestyma kompleksigje plokStumoje\ = s+ io. Vienas is tokiy teiginiy jrodomas
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gana lengvai. Pagal ap#stimal € o(A), jeigu egzistuoja toks netrivialus elementas
u € Wi(Q), kad

/(Z QiU Ny + Zaiu%ﬁ—kauﬁ) dr = /)\m—)da:, VneHy,.
j i=1 o

Q i,j=1

Imkime Sioje tapatybjen = u, gautoje lygyleje atskirkime realiaja ir menamaja dalis
ir po to jvertinkime||u/|r, ) Per||u. |1, o). Tada gausime nelygybe, i$ kurios lengvai
iSplaukia, kad spektro taskaj, guli paraboks—s = ¢ + ¢? viduje. Konstanta: Cia
priklauso tik nuaov, jig ir ji1.

Komentarai:

1. Visi Sio skyriaus rezultatai iSlieka teisingi tuo atveju, kai operatoridusoefi-
cientai yra neag@zti. Tiksliau, kaia; € L,(€2), a € Lq(©2) su tam tikraigp ir ¢
(zr. 129)).

2. Jrodyti, kad spektragr(A) yra diskretus, galima ir tiesiogiai. Be to, galima
jrodyti, kad jis yra begalinis ir visus spektro tasSkus atitingigrtiesiSkai neprik-
lausomy funkcijy tiesinis apvalkalas sutampa su etdye(zr. 8. 11 skyrel;).

3. Kai kurie Sio skyriaus rezultatai iSlieka teisingi ne@ftos srities? atveju. Pa-
vyzdziui, (4.37) Dirichle uzdavinys turi vienintelj sprendiny}(2) erdweje (bet
kokioje srityje(), jeigu tik A guli paraboks—s = ¢ + o2 i5oreje (zr. P7,128).

4. JeiguA yra Laplaso operatorius, tai tikriniy reikSmiy, asimptotikak atzvilgiu
yra tokia:

(a) kain = 2, tai Ay, ~ 47k/|Q|;
(b) kain>3, tai \, ~ (672k/|Q)*/".

Siy teiginiy jrodyma, kah = 2, 3, galima rasti§3] knygoje ir, kain > 3, [25]
knygoje. Bendras atvejis iSnageitas 20] knygoje.
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4.5. FORMALIAI SAVIJUNGIO OPERATORIAUS SPEKTRAS

Tarkime, operatoriaud koeficientaia; = 0, Vi = 1,...,n. TadaA yra formaliai
savijungis operatorius, t.yd = A*. IS pradziy nagriasime atvejj, kai operatoriaus
koeficientas: yra neneigiamas.

Pagal apibezima taSkasco(A), jeigu egzistuoja netrivialus DiricBluzdavinio

Au = u, u|S =0 (4.50)

apibendrintas sprendinys. )
Kompleksireje erdejeH , = W1(Q) apibezkime skaliarine sandauga

[u,v] = /( i: AUz ; Ve, + auﬁ) dx

q hi=l
ir ja atitinkartia norma
lul = v/[u, u.

Funkcijaue W1(Q) yra apibendrintagi;50) Dirichlé uzdavinio sprendinys, jeigu funk-
cijaue W(Q) ir teisinga integralie tapatyle

/( Z QijUa, e, + am‘)) dr = /\/uﬁ dz, Vne W(Q). (4.51)
o BIi=1 Q
Integralas

tu(n) = /uﬁ dx
Q
apibiezia erdeje H , tiesinj apéZta funkcionala (2i4.4 skyrelj). Pagall.10teorema
egzistuoja toks vienintelis elementas.c H ,, kad

tu(n) = [T U»m» VWG HA'

Be to, formué
[T u,n] = /uf]dx
Q
apibezia tiesinj operatorigf” : H, — H,. Todel (4.5]) integraling tapatybe galima
perrasyti taip:
[u—ATu,n =0, VYneH,.
Funkcijaue H , tenkina Sia integraline tapatybe tada ir tik tada, kai ji yra operasrin
lygties
u—ATu=0

sprendinys erddjeH ,. Teguu = A~!. Tada pastaraja lygtj galima perrasyti taip:

Tu = pu. (4.52)
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Operatoriusl" : H, — H , yra tiesinis ir visiSkai tolydus (2.4 skyrelj). Be to,
jis yra teigiamas

[T u,u) = [[ullf, ) >0

ir savijungis

[T u,v] = (u,v) = (v,u) = [T v,u] = [u, T v].

4.2 lema. Operatoriau§’ tikrinés reikSrés yra realios ir teigiamos.

< Teguy yra operatoriaud” tikrine reikSne, o — ja atitinkanti tikrire funkcija.
Tada
[T w,u] = plu,u] = plul?, Jul® = [u,u] > 0.

Kita vertus,
[T u,u] = [Jullf, ) > 0.

Sulygine Sis iSraiSkas gausime, kad operatorieugrines reikSngs yra teigiamos ir
realios.>

Pagall.7 teorema operatoriaus tikriniy reikSmiy aile yra baigtie arba skaiti;
jeigu ji yra skaiti, tai sudaro afartiy j nulj skatiy seka; vienintelis jos sankaupos
taskas, jeigu jis egzistuoja, yra nulis; jeigu# 0 yra operatoriaug’ tikrine reikSng,
tai ja atitinka baigtinis sk&ius tiesiSkai nepriklausomy tikriniy funkcijy. Nagejamu
atveju visos tikries reikSné@s yra realios ir teigiamos. Taigi skaisy = 0 nera op-
eratoriausT" tikriné reikSne. Remiantisl.8 ir [1.9 teoremomis, galima tvirtinti, kad
operatoriaud” tikriniy reikSmiy aile yra skaiti (tiksliau, operatoriu$' turi be galo
daug tikriniy reikSmiy). Todl ja galima sunumeruoti:

P1Z o> s Z U=

Cia kiekviena tikrire reikSne pasikartoja tiek karty, koks yra jos kartotinumas. Pagal
1.9 teorema operatoriaus tikriniy funkcijy sistema yra bazkompleksigje erdeje
H ,. Kadangi operatoriaud koeficientai yra reais, tai galime pereiti nuo komplek-
sines prie realios funkcijy ba&s. Tegu tikries funkcijos{uy} yra reali bae erdeje
H,.

Jrodysime, kad skirtingas tikrines reikSmes atitinkes tikrines funkcijos yra or-
togonalios. IS tikryjy teguy ir u; yra operatoriau§’ tikrines funkcijos, atitinkagios
tikrines reikSmes\;, ir \;. Tada

o [ur, wg) = [T ug, wi] = [ug, T wi] = puug, w)
ir yra teisinga formua
(e — ) [ure, w] = 0.

IS Sios formués iSplaukia, kad skirtingas tikrines reikSmes atitirdiaa tikrines funkci-
jos erdwejeH , yra ortogonalios. Ta [#a tikring reikSme atitinkatias tikrines funkci-
jas (jy yra baigtinis sk&ius) galima ortogonalizuoti standartiniudu. Tarkime, tokia
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ortogonalizacija jau atlikta. Tad@uk}oyra pilna ortogonali funkcijy sistema ergje
H, = Wi(9Q). Kiekviena funkcijaue W1(Q2) galima skleisti Fug eilute

o0

u=>Yckuk, cr = [u,ugl/uk, ug,
k=1

konverguojagia erd\éjeWé(Q). Eilute konverguoja erthjeVové(QL jeigu pati eilue

ir eilute, sudaryta i iSvestiniy, konverguoja ezfbl., ((2). Atkreipsime &mesj j tai,

kad iSvestiniy eiludje funkcijosuy,,, k = 1,2,. .., néra ortogonalios erajeL,(12).
Teguuyg, u; yra operatoriau§’ tikrines funkcijos. Tada

poie (g, wy) = [T wg, wy) = (wp, wy).

IS Cia iSplaukia, kad tikrigs funkcijos{uy } yra ortogonalios ir erdgje L, (). Kadangi
erdve W1(Q) yra tirsta erdeje Ly (£2), tai kiekviena funkcijaue Lo () galima skleisti
Furje eilute

oo

w=Y cpur, cx = (u,ur)/(uk,ur)

k=1

ir Si eilute konverguoja erddje Lo (©2). Tikrines funkcijas{u} galima parinkti taip,
kad jos huty ortonormuotos erdyje W1 (€2) arba erdeje L, (9).

ISnagriresime bendrajj atvejj. Tarkime,(x) yra bet kokia apgZta mati srityje
funkcija. Parinkime skaiy ), taip, kada(z) + Ao>0, b.v. €€, ir erdveje W1 (1)
apibreZzkime kita skaliarine sandauga

[u,v] = /( Z QijUz; Ve, + (a + )\O)uf}) dx.
o ig=1

Tada @.50) Dirichle uzdavinys susiveda {-(52) operatorine lygtj sy = (A + \p) !
ir iSlieka teisingi visi jrodyti teiginiai. Tiksliau, yra teisinga teorema.

4.6 teorema. TeguA yra tolygiai elipsinis savijungis operatorius. Tada:
1. Dirichlé uZdavinio
Au=u+ f+div f, u’s =0,
spektrasr(A) yra argjartiy j +oo realiy skatiy seka.
2. Neigiamy spektro tasky galili tik baigtinis skagius (nes\ + \g > 0).

3. Tikriniy funkcijy aibé {u;} yra pilna ortogonali erdseL, () ir W1 (Q) funk-
cijy sistema. Be to, ja galima parinkti taip, kad vienoje is Siy erdviyugiyb
ortonormuota.
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4.6. AUKSTESNIYJYEILIYLYGTYS

Teguf2 yra apezta erdejeR" sritis, S = 0, u ir a,, — skaliarires funkcijos, apik#z-

tos srityjeQ2, a« = (a1, ..., a,) — multindeksas ir
Au= Z aq(x) D* u.
la <k

IS koeficienty prie auk@ausios eis iSvestiniy sudarome forma

A@,&) = ) aa(2)E™ 2= L5, EER™

la|=k

Atkreipsime @&mesj, kad\(z, h¢) = hFA(x, €), Vh > 0, t.y. Si forma yra teigiamai
homogenie ¢ atzvilgiu.

Apibreézimas. Sakysime, operatoriddaskerc() yraelipsinis jeigu Siame
taske forma\ (z, £) yra teigiamai apib#Zta, t.y.

inf |A(z,&)| > 0.
inf 1AGz. )

Jeigu operatoriugl yra elipsinis kiekviename sritie taske, tai sakysime, kad jis yra
elipsinis srityjef).
Pastebsime, kad
A({E,f) = (_1)kA(x7 _5)
Todel operatoriusA yra elipsinis tik tada, kak = 2m.
Teguanps = ap, Yra apeztos maios srityjes2 funkcijos, «, 5 — multiindeksai ir

Au=(-1)™ Z D*(aqp(z) D u).

la|=[8|=m

Apibrézimas. Sakysime, srityje operatoriusA yragrieZtai elipsinisjeigu

Az, &) = Z Uap(T)EYEP>V[E)P™, VEER™, v = const > 0.
lal=[5|=m

Srityje Q nagriresime Diriché uZdavinj

ou om 1y
’8n‘s_07”"8nm*1 =0 (4.53)
Cia: fe Ly(Q2) — Zinoma funkcijan — vienetinis pavirSiau$' iSorines normads vek-
torius. Bendru atveju4(53 uZdavinys neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. &bd
reikia apibezti apibendrinto sprendinio savoka ir suteildi53d Dirichlé uzdaviniui
tam tikra prasme.

IS pradziy tarkime, kad' ir visi operatoriausd koeficientai yra pakankamai glo-
dzios funkcijos, a: yra klasikinis 4.53) Dirichle uZzdavinio sprendinys. Tada su visais
ne C&°(Q) yra teisinga integralia tapatye

/ Z aaﬁDﬂuDo‘ndx:/fndx. (4.54)
Q

Q lel=1Bl=m

Au=f, u| =0

S
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Norint tuo jsitikinti, reikia abi lygtiesA « = f puses padauginti i$ funkcijog gauta
lygybe suitegruoti sritimf2 ir m karty pritaikyti integravimo dalimis formule.

Aibe C§°(Q2) yra tirSta erdeje W' (€2). Todel (4.59) integralireje tapatybje vi-
etoje funkcijosne C3°(£2) galime imti bet kokia funkcijane W5 (€2). Be to, inte-
gralas .59 tapatytes deSigje konverguo®/f € L, (2), o integralas kagje konver-
guosVue W5 (Q), jeigu tik koeficientaia, s bus apezti srityje(). Jeiguue Wg“(ﬂ),
tai pavirSiujes ji ir visos jos iSvesti®s iki (m — 1)-osios eies imtinai bus lygios nuliui
(zr. 2.5 skyrelj). Tockl nauralus toks/4.53) Dirichle uzdavinio apibendrinto spren-
dinio apibezimas.

Apibrezimas. Sakysime, funkcijac Wf?n(Q) yra (4.53) Dirichle uzdavi-
nio apibendrintasis sprendingsityje (), jeigu VYne W5 (Q2) teisinga .54 integralire
tapatyle. )

Tarkime, funkcijaue W5 (Q) yra (4.53) Dirichle uzdavinio apibendrintas sprendi-
nys srityje(2. Be to, teguu, f ir operatoriausA koeficientai yra pakankamai glodzios
funkcijos. Tada

/(Au — f)ndx =0, YneCg(Q). (4.55)
Q
Pastaroji tapatyd yra teisinga tik tuo atveju, kai funkcijd v — f lygi nuliui, t.y.
Aw = f. Taigi funkcijau yra klasikinis Dirichk (4.53) uzdavinio sprendinys.
Tegum > 1, A — grieZtai elipsinis operatorius ir

[u,n] = Z aop DP uD® ndz, Vu,ne W(Q). (4.56)
q lal=IBl=m
Bendruoju atveju 3i bitiesinforma rera skaliarie sandaugaV () erdweje. Pateik-
sime pavyzdj operatoriaus, kuris yra grieZtai elipsini§iaa salyga
[u,u] = / Z aop DP uD® udz>0, Yue W5 (Q)
q lal=I8l=m

néra patenkinta.
Pavyzdys. Tegw ir a yra tokios be galo diferencijuojamos funkcijos (Zr1
ir'4.2 pav.), kad:

1. w(t) =1, kaite[0,e) irw(t) =0, kait > e + §;
2. a(t) = 1, kaite[0,¢) ir a(t) = 6, kait > ¢ + p;

Ciap, 0, e — teigiami skatiai, p < 9.

t
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Tarkime,B., C §, Q — sritis plok&tumojer? ir
Au = (aUz,z))zror + (OUaszs )oozs — 2(0U 25 ) 2120 T AU 21 ) 20205
Ciaa = a(]z|). OperatoriyA atitinka forma
A(z,€) = al&] + €3)*20"(¢1 + &)
Kai|¢| = 1, formaA(x, £)>6* > 0. Taigi srityje2 operatorius4 yra grieztai elipsinis.
ApibreZkime funkcijau formule

u(z) = zrzaw(|x).

Srityje Q2 ji yra be galo diferencijuojama. Be to, skrituli®. , 5 iSoreje ji yra lygi nuliui.
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad

[uﬂ‘d = /a(uxlxl + u:cgzcg - 2“?:1332 + 4u$1$1u$2$2) =

= _2|BE‘ + / a(uilml + ui‘zl‘z - 2“‘3011:2 + 4u$1$1u$2$2)<
Q\B.
< —2|B.| +£C16 *p+eCa0 < —|B.| <0,

jeigu tik skatiai p ir 6 yra pakankamai mazi. Taidi, -] néra skaliarig sandauga.
IS pateikto pavyzdZio matome, kad bendruoju atv&jlbf) formule neapibezia
skaliarires sandaugos. t&u yra teisingi tokie teiginiai.

4.3 lema. Tarkime, operatoriausl koeficientaia.g, Vo, : |a| = |B] = m yra
pastows. Tada egzistuoja tokia konstaftg kad
[Uvu]ZCO||“H3)’V§1(Q)~ (4.57)

< Kadangi aie C5° () yra tirSta erdfzjeVovgl(Q), tai (4.57) nelygybe pakanka jrodyti
kiekvienai funkcijaiue C5°(€2).
Tegu funkcijaue C5°(€2). Prateskime ja nuliu j sritie® iSore ir pratesta funkcija
pazymekime ta paia raide. Funkcijos Furjé transformacija
a(é) = (2m)~"/? / ez da.
Rn

Pagal PlanSerelio—Parsevalio formule

[P = [1aP ae
J

R™

Kiekvienam multiindeksuiv = (aq, . . ., a;,) funkcijos D « Furjé transformacija

Dou(€) = (i€)°a(€), € =& -...-€om.
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Todkel

2 _ 2 _ @ 2

[l = Vg ey = [ 3 D% e =
Rn lal=m
> €nlale)f desCy /|s|2’"| )P de.

Rn lal=

Pagal PlanSerelio—Parsevalio formule
[u, u] = > aapDPuDuds = > aasg Pl de.
Rrr la|=|8l=m Re la|=|Bl=m

KadangiA yra grieZtai elipsinis operatorius, tai
w2y [P @) dezver | > €I de = Coluliyg o
R™ Rr lal=
éiaCo = Z/C'l_1 >
4.4 lema. Tegu operatoriaud koeficientaia,ge C(Q),Va, 3 : || = |3| = m. Tada
(4.57) nelygyte teisinga, jeigu sritieQ diametras yra pakankamai mazas.
< Pasirinkime kokj nors taska, (2. Tada

[w, u] / Z aag(xo)DﬁuDaudx+
o] =|8|=

+ Z (aap(r) — ans(z0)) DP u D™ uda.
Q lel=IBl=m

Pagald.3lema egzistuoja tokia teigiama konstantg kad

z aap(z0) D u D* udx>C)
Q laf=I8l=m

2

Koeficientaia,ze C(Q). Todel
max|dags(z) — das(zo)| = (e, )<p, Va8 :la] =16 =m.
Be to, kai srities2 diametras agja j nulj, p — 0. Todel
/ Z (105(®) — a0(w0)) D° 0 D™ | <pClulld -
la|=I8l=
Tarkime,pC<C{/2. Tada

[u, u=Cj

tiaCy = 4 /2.
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4.5 lema. Kiekvienai funkcijaiue W () ir bet kokiam skafiui = > 0 yra teisinga
nelygyte&®
0l gy Sl gy + Cellul 0 (4.58)

&iak < m, o konstantaC. nepriklauso nuo konkretaus elemento W2 (Q) ir artéja
j o0, kaie — 0.

< Pakanka jrodyti, kad4(.59 nelygyle yra teisingaruec C35°(2). Laisvai pasirinkime
funkcijaue C(Q2), prateskime ja nuliu j sritie® iSore ir gauta funkcija pazyekime
ta p&ia raide. Pagal PlanSerelio—Parsevalio formule

g0 = [y ey = [ 3 €O de.
Rn lal=k

Kiekviename > 0 egzistuoja tokia teigiama konstania, kad

Y gse Y @040 WeeR”
|a|=k lal=m
Todel yra teisinga nelygyb
ufgese [ 3 P+ [@ePd  @59)
R" |Ol‘:m R™
Pagal Plan3Serelio—Parsevalio formule
200| 2 2 2
[ 3 O dé = lulyp ey = lilp oy

Rn lal=m
/ €2 dE = [[ul]2, gy = [[ull?, .
Rn

|state Sias integaly iSraiSkas4.59, gausime4.58) nelygybe >

4.7 teorema. (Gordingo nelygyle) Tegu koeficientai,z € C(2) su visaisy, 3 : ||
= |B| = m. Tada egzistuoja tokios teigiamos konstantesr Cy, kad

(u,u) = [u, u] + Aollullf, 0y >Co (4.60)

2
HUHVDVIZU(Q)'
aTeguQy,...,Qy yra sritiesQ atviras denginys. Parinkime jj taip, kdd c Q;,

Vi = 1,..., N, ir kiekviena sritisQ); tenkinty /4.4 lemos salyga. Sritie® denginiui
Q1,...,Qn konstruojame vieneto skaidinj

N
> G@) =1, Ve
=1

5Si lema yra bendresnio teiginio atskiras atvejisI& skyrelio3.19teorema).
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éiasupp CZ - Qi, CZ'G CSO(QZ), Cl((ﬂ) = 1,VZL'€QZ'. Tada

N
:Z/ Z ap DP uD*u (P dr =
i=1

&, lal=18l=m

N
=> / > {aas DPuG) D (ut)-
=14, lal=lsl=m
a0y DY (uC)QS ~ s D™ ()@ + 00p Q) QS } da
Cia
Q=3 5D TuD
v: la—yl<m

Pagal.4lema egzistuoja tokia konstantg, kad

/ Z Aag Dﬁ(ug‘) *(ug;) de>

la|=|8|=m

>CO||UCZH2 m >CO VZ:].,,N

2
Hu”\fvén(gi)ﬂ
IS Cia ir4.51lemos iSplaukia

N
[uv U]ZC(/) Z HUCZH%N:;(QJ - 5“””%’\/3)(9) - CEHUH%Q(Q)’
i=1
Pa&me Sioje nelygybjec = C(/2 ir pazymeje C. = \g, gausime
éiaC() = C{)/Z >
P astab a. Gordingo nelygglmali kuti teisinga ir tuo atveju, kai operatoriads
koeficientaias yra tik apezti.
Tarkime, Gordingo nelygybteisinga. Tada
(u,v) = [u,v] + Ao(u,v)
yra skaliarire sandauga ir norma

ful = v/ {u, )

ekvivalenti normai erdeje ||u||Vuvg,(Q). Erdve W2 () su taip apibeZta norma pazy-
mekime raidel] , . Tada ¢.54) integraling tapatybe galima perrasyti taip:

<ua 7]> - /\0(u7 77) = (f’ 77)7 V77€ HA' (461)
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ErdvejeH , funkcionalai

b(n) = (f;m),  tu(n) = (u,n)
yra tiesiniai ir apezti. Pagall.10teorema egzistuoja tokie vieninteliai elementai
T ueH,, kad
Be to, formué

(T u,m) = /unda:, Vne Hy
Q
apibezia tiesinj operatori’ : H, — H,. Todel (4.6]) tapatybe galime perraSyti
taip:
(u—XTu—F,n) =0, VneH,.

IS Sios tapatybs iSplaukia, kad4,53) Dirichle uzdavinys yra ekvivalentus operatorinei
lygCiai

u—XNTu=F, (4.62)
t.y. funkcijau yra apibendrintas4(53 Dirichlé uZdavinio sprendinys tada ir tik tada,
kai ji yra (4.62) operatorims lygties sprendinys erdje H , . Be to, homogenine lygtj

u—XTu=0 (4.63)
atitinka homogeninis Diricl uzdavinys

ou om
AU:O, U’SZO,ain’S:O,...,WS:O. (464)
OperatoriusT” : H, — H, yra teigiamas, savijungis ir visiskai tolydusTodel
(4.62) yra Fredholmo tipo lygtis ir jai yra teisinga Fredholmo alternatyva:

1. Jeigu@.63) lygtis erdwejeH , turi tik trivialy sprendinj, tail§.62) lygtis su visais
FeH , turi vienintelj sprendinj erdejeH 4.

2. Jeigu 4.63) lygtis turi netrivialy sprendinj, tal4.62) lygtis turi sprendinj tik su
tokiais F'e H 4, kurie yra ortogonals [4.69) lygties sprendiniams.

Kartu yra teisinga teorema.

4.8 teorema. (Fredholmo alternatyva) Tegu yra teisinga Gordingo nelyggbTada:

1. Jeigu homogenini@.64) Dirichlé uZdavinys turi tik trivialy apibendrinta spren-
dinj, tai nehomogenini¢4.53) Dirichlé uZdavinys turi vienintelj apibendrinta
sprendinjv fe Ly () .

2. Jeigu homogenini§t.64) Dirichlé uzdavinys turi netrivialy apibendrinta spren-
dinj, tai nehomogeninigt.53) Dirichlé uZdavinys turi apibendrinta sprendinj tik
su tokiomis funkcijomisf € Ly (2), kurios yra ortogonalioé!.64) lygties spren-
diniams.

6)rodymas yra visiSkai toks pats kaip antrosiogeilygties atveju.
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Komentarai:

1.

Norint atlikti iSsamy [4.53 Dirichle uzdavinio tyrima, reikia jvesti kompleksinj
parametra) ir lygtj A u = f pakeisti lygtimi

Au=du+ f.

|rodyta teorema iSlieka teisinga, jeicd.b3 lygtyje diferencialinj reiSkinjA u
pakeisime reiskiniu

Au=(-1)" > Daap(x)D’u)+ > aa(x)Du,

la|=|8|=m |al<2m

o funkcija f — reidkiniu f + div f.

. Apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj galima jrodyti ir kity kraStiniy

salygy atveju.

. AnalogiSka teorija teisinga ne tik0sios eies lygtims, bet ik-osios eies siste-

moms (Zr., pavyzdziuild7]).
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4.7. KITYKRASTINIY SALYGU ATVEJIS

Tegu () yra apezta erdeje R™ sritis, S = 992 — C! klases pavirSius, A — tolygiai
elipsinis srityjeQ operatorius su apztais koeficientais;;, a; ir a, n — iSorinis sri-
ties Q atzvilgiu pavirSiausS vienetinis normaés vektorius,fe Ly (€2), @€ La(5),
o€ Lo (S) — Zinomos funkcijos.

Nagrinesime krastinj uzdaviij

Au= f(x), =z (3u/8N+Ju)|S =p(z), z€S,; (4.65)

Cia .
Ou/ON = Z iUy, cOS(N, ;)
i,j=1

konormalire iSvestie. Kai A u = —Awu konormalire iSvestig 0u/ON = du/On.

Taip suformuluotas uzdavinys klasikiniu po#u neturi prasmas. Norint suteikti
jam tam tikra prasme, kaip ir DiriceluZzdavinio atveju reikia iSvesti jj atitinkaia
integraline tapatybe ir apibZti apibendrinto sprendinio savoka.

Jeigu operatoriaud koeficientai bei funkcijos, ¢ ir o pakankamai glodzios i
yra klasikinis .65 uzdavinio sprendinys, t&ine C* () teisinga integralia tapatye

/( Z AijUg N, + Zaiuzin + aun) dr = /((p —ou)ndS + / fndx. (4.66)
’ i=1 Q

Q Hi=l s

Ja iSvedant, lygtjiA u = f reikia padauginti iS funkcijog), suintegruoti sritimi<2,
pritaikyti integravimo dalimis formule ir pasinaudoti krastine salyga.

15/3.8 teoremos iSplaukia, kad erdW3i (1) jsideda j erdvel»(S) ir jd&jimo op-
eratorius yra visiskai tolydus. Be to, &l0°°(12) yra tirSta erdeje Wi (Q) (zr. [2.6
skyrelj). Remdamiesi Siais teiginiais, galime tvirtinti, ka¢lG€) tapatyle teisinga
Vne Wi(Q), oj ja jeinantys integralai konverguoja, kaic Wi(Q), fe La(Q),

p € Ly(9), 0 € Loo(S) ir operatoriausd koeficientai yra apgzti. Tocel natiralu [4.65)
uzdavinio apibendrinta sprendinj ap#ti taip:

Apibrezimas. Sakysime, funkcijgc W(Q) yra (4.65 uzdavinioapiben-
drintas sprendinygeigu Vne W1 () ji tenkina [4.6€) integraline tapatybe.

Jeigu apibendrintagi(65) uzdavinio sprendinys yra pakankamai glodus ir opera-
toriaus A koeficientai bei funkcijos, ¢, o yra pakankamai glodZios, taiyra klasiki-
nis (4.65) uzdavinio sprendinys. Norint tuo jsitikinti, reikia pasinaudoti integravimo
dalimis formule ir nuo4.66) integralires tapatybs grjZti prie ¢..65) uzdavinio.

4.6 lema. TegusS yraC! klases pavirsiusuc Wi(Q). Tadave > 0 teisinga nelygyb

/u2 dSSa/ui dm+C’a/u2 dz; (4.67)

S Q Q

Cia konstantd. — oo, kaie — 0.

" Atvejis, kai lygties laisvasis narys lygys+ div f, nagrirejamas analogiskai.
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aTeguue W5(Q), u® = |v]4, ge(1, 2). Tadave W (). Tokiomsg reikSmems erde
WL () jsideda j erdvel(S) (Zr. 3.8 teorema). Todl egzistuoja tokia teigiama kon-
stantaC, kad

/|U|Qd5g C/(\v|q+|vx|q)dw, Yoe W(Q).
S Q

KartuVue W1(Q) yra teisinga nelygyb

/u2 ngC/(u2 + (Z/q)q|u|2_q|uz|q)dx.
Q

5
Pasinaudoje Jungo nelygybe

—p'/p

h /
ab<—af + b’ ,  a,b>0,
p

kaip=2/q, p' =2/(2 — q), jvertinsime integrala

/|u|2_q\uz|qd1‘§hq/2/uidm+h_q/(Q_q)(Q—q)/2/u2daj, h > 0.
Q Q Q

IS gauty jve€iy iSplaukia nelygyb

/quSgC(Q/q)q_lh/ui dﬂc—l—C[l—&- (2/q)qh_q/(2_q)(2—q)/2} /qux.
S Q Q

Pazyneje
C(2/a)""h=c, Cl1+(2/a)'n V02— g)/2] = C.,
gausimel4.67) nelygybe >

4.9 teorema. Tarkime, operatoriaud koeficientas(x)>ag, ag — pakankamai didelis
teigiamas skd&ius. Tada(4.65 uzdavinys srityjeQ negali tuéti dviejy skirtingy
apibendrinty sprendiniy.

< Teguuy, us yra du apibendrinti4.65) uzdavinio sprendiniai srityj& ir u = u; —us.
Tada funkcijau tenkina integraline tapatybe

/( > Gijtia,ne, + Y aitia,n + aun) dx + /mm ds =0, VYneW5(9).
Q  bi=l i=1 5
Kadangiue W1(2), tai pastaroji tapatybteisinga, kai) = u, t.y.

/( z": AijUg Uy, + Xn:aiuziu + au2> dxr + /Uu2 dsS = 0. (4.68)
Q Hi=1 i=1 5
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Pagal teoremos salyga’>>aou?. Be to,

n
2
E QjjUsg; Uy, Z VU,
i,j=1

ir egzistuoja tokia teigiama konstantakad

n
‘ g iUy, U

i=1

Splugllul<pleu; + Clu?),  CL=1/4e.

IS Siy jvekiy ir (4.69 tapatyles iSplaukia nelygyd

/(Vui+aou2) d:c—|—/au2 ng,us/ui dx—!—uC’é/uQ dx.
Q s Q Q

Pasinaudoje4.67) nelygybe ir jvertine pavirSinj integrala, gausime

/(Vui + aou®) de<(p + 0o)e / u? dx + (uC’ 4 0oC.) /u2 d;
Q Q Q
Claog = max lo(x)].
paS
Tegue = (u + 00) " tv/21ir g9 = (nCL + 00 C.). Tada pastaraja nelygybe galima
perrasyti taip:
g/ui dx + (ap — qo) /u2 dx<0.
Q Q
Jeiguag > qo, tai gauta nelygyb teisinga tik tuo atveju, kai = 0, t.y. u; = us. Taigi
bet kokie du apibendrinti(65) uzdavinio sprendiniai sutampa, kaj > ¢o. >
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju,dkara bet kokia apzta

funkcija, ta&€iau srities) diametras yra pakankamai mazas.
Tarkime,a(x)>aq (Zr. 4.9teorema). Erdgje W1(€2) apibezkime kita skaliaring

sandauga
[u,v] = /( Z AUz, Uz, + auv) dx

G hi=1
ir ja atitinkartia norma
lul = /[u, u].

Erdve W1(Q) su taip apibeZta norma pazyakime H ,. Tiesiogiai galima jsitikin-
ti, kad norma erdeje W1 (Q2) yra ekvivalenti normai erddje H , . Todel Sios erdes
sutampa.

Pasinaudoje skaliar@s sandaugos ap#stimu, @.6€) integraline tapatybe perra-
Sykime taip:

[w, 7] +/Zaiu$indx+/(au— p)ndS = /fndx, VneHy,. (4.69)
' Q

qQ =1 s
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Integralai

b(n) =Q/f77dx+/<pnd5,

S

bu(n) = /Z%%mdw%—/aundb”
5 i=1 5

yra tiesiniai funkcionalai erdsje H ,. Pagal3.1Z teorema egzistuoja tokia teigiama
konstanta”, kad
[ulleas) <Cllullwyy,  Yue W3(9).

Remiantis Siuo jveiiu, galima jrodyti, kad funkcionalab(n) ir b,(n) yra apezti
erdwjeH ,. Pagal Ryso teorema egzistuoja tokie vieninteliai elemefitd « € H 4,
kad

Todel (4.69 integraline tapatybe galima perrasyti taip:

[u+Bu—F,n =0, VneH,.

Kartu galime tvirtinti, kadue W3 (Q) yra apibendrintag4(65) uzdavinio sprendinys
srityje ) tada ir tik tada, kai ji yra operatoras lygties

sprendinys erdgjeH , . Pagal3.12teorema erd@ W3 (2) kompaktiskai jsideda j erdve
L2(S). Remiantis Siuo teiginiu, galima jrodyti (zi4.4 skyrel;j), kad operatoriu$,
apibreztas formule

n

B u, ] =/Zaiuxir]dx+/aund5,

qQ =1 s

yra visiSkai tolydus operatorius erefe H ,. Todel (4.70) lygtis yra Fredholmo tipo
lygtis. Nagrirejamu atveju homogengnlygtis

u+Bu=0
turi tik trivialy sprendinj. Pagall.4 teoremal4.70) lygtis turi vienintelj sprendinj

VFeH , . Kartu galime tvirtinti, kad teisinga tokia teorema.

4.10 teorema. Tarkime,a(z)>ag, b.v. x€Q (Zr.4.S teorema).f € L2 (Q), o€ Lo(S).
Tada(4.65) uZdavinys turi vienintelj apibendrinta sprendinj.

Komentarai:

1. Norint iStirti bendrajj atvejj, reikia jvesti kompleksinj parametaygtj] A u =
f pakeisti lygtimi Auw = Au + f ir ja atitinkantj kraStinj uZzdavinj suvesti |
operatorine lygtj (Zr4.4 skyrelj).
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2. Analogiska teorija teisinga ir bendresniy krastiniy salygy atveju. Pavyzdziui,
galima nagrigti krastinj uzdavinj su misriaja krastine salyga

Ou/ON + ou = p(x), z€S; u=y(x), zecly

Cia: S — C! klases pavirSius,I' — teigiamo ploto paviriusS U T = 99,
o€ Ly (S), 1€ Wi(Q). Tokios krasties salygos atveju funkcijac W1(€2) yra
apibendrintas sprendinys, jeigu— € W1 ,(Q) ir Vne W;O(Q) teisinga inte-
graliné tapatyle '

/( Z @ijUg, Mo, + Zaiumn + aun) dzx = /(gp —ou)ndS + / fndx.
i=1 Q

Q 1,j=1 i= S

éiaWé’O(Q) yra diferencijuojamy uzdaroje srityfir lygiy nuliui pavirdiaus®
aplinkoje funkcijy uzdarinys erdje W (Q) . Kiekvienai funkcijaiue W3 ((£2)

teisinga nelygyb
/u2 dng/ui dx.
Q

Q
KonstantaC' Gia priklauso tik nuo sritie€ diametro ir pavirsiaus ploto. Sia ne-
lygybe galima jrodyti visiSkai taip pat kaip Frydrichso nelygybe [2ZE skyrelj).

3. Reikalavimas, kad buty C' klases pavirSius, @ra esminis. Pakanka reikalauti,
kad:

(@) erdve W1(Q) jsidety j erdveLy(S) ir jd&jimo operatorius bty visiskai
tolydus;

(b) bet kokioms funkcijoms:, ve W1(2) buty teisinga integravimo dalimis
formule.

Smulkiau apie tai Zr/47].
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4.8. LOKALUSIS APIBENDRINTWYJUY SPRENDINIY GLODUMAS
Tegu A yra tolygiai elipsinis srityje2 operatorius. IStirsime lygties
Au=f (4.71)

apibendrinty sprendiniy lokaly gloduma.Tiksliau, jrodysime, kad didinant operato-
riaus A koeficienty bei funkcijog’ gloduma, atitinkamai digja 4.71) lygties apiben-
drinty sprendiniy glodumas.
IS pradZiy nagriasime paprasausia atvejj, kad v = —Awu. Teguu yra apiben-
drintas Puasono lygties
—Au=f

sprendinys srityjé). Tada

/Zuxmxi dx:/fnd:c, Vne C3°(Q).
Q =1 Q

Pakankamai maziems> 0 funkcija (D n),€ C5°(£2). Todel

/ > e, (D), dr = / (D*n)pf du.
Q =1

Q

Pakeite diferencijavimo ir vidurkinimo operacijy tvarka (2r2 skyrelio5 apibendrin-
ty iSvestiniy savybe), gausime

/Zn:uz(D” Maip da = /(D“ n)pf da.

qQ =1 Q

Pasinaudojeld.29 formule, taip pat integravimo dalimis formule, Sia tapatybe per-
raSysime taip:

/Z(Da ’u’p)wlnrz dx = _/DnDa_l fﬂ dx.
’ Q

Q i=1

Tegun = D*u,&?, €€ CP(Q), &(z)>0, Vze, &(z) = 1, kaize, ' : O C
Q — grieztai vidire sritis, p — pakankamai mazas teigiamas skas. Tada teisinga
integralire tapatyle

n n

/Z(Da Up)fcifz dr + / 2 Z(Da Up)z; D* up€&s, dx =
o i=1 o

i=1

_ _/(D(X-‘rl up§2 +2DO{ Uprf) Da—l fp dx
Q
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IS pastarosios tapatgb iSplaukia nelygyd
/Z o) §2dm<C’/ )22 + (Da—lf,))%?) dz.
i=1

Susumave Sias nelygybes pagal |«| = m + 1, m>0, gausime

> (D% u,)?¢? da< (4.72)
Q |a]=m~+2
< [( X 0urgs Y (00 gre) s
Q |a]=m+1 lal=m

Tarkime,m = 0. Tada |¢.72) nelygybe galima perrasyti taip:
[ nzc [+ i) do
Q Q

Cia

n

2 _ E E
upa: - upwl pwm - upwle

i=1 ij=1
Pagal3 vidutiniy funkcijy savybe
woz Lo @) Szl @) [ fpllLa@ S fllL.@)-
Todel
/ pa:x§2 dx<C/(u§ + f?) dx < oo;

Q Q

Cia konstantal priklauso tik nuadist{0€2, supp £ }. Kartu galime tvirtinti, kad
/uim da:gC/(ui + A dx < oo. (4.73)
Q Q
|rodysime, kad Puasono lygties apibendrintas sprendiry®/3(Q2’). Tiksliau, jrody-
sime tokj teiginj.
4.7 lema. Tegufe Ly (Q2) ir u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys siityje
TadavQ) : ' C Q funkcijaue W3(Y') ir
[t () SO ([t Lo () + 1 FllLae)); (4.74)

Cia konstant&' priklauso tik nualist{9, '}
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< Pagal4 vidutiniy funkcijy savybe (zr.2 skyrelj) vidutires funkcijosu, — u
erdweje Ly (Y'), kai p — 0. 18 (4.79 nelygykes iSplaukia, kad sekoi,e,z; } >0,
i,j=1,...,n,yraapeztos erdejeL, (). Todel i ju galima isskirti silpnai konver-
guojartius posekius, t.y. egzistuoja tokie elementgic L, ('), kad

Upz;z; —7 Wij, ,j=1,...,n.
Remiantis2.5 teorema, srityje)’ egzistuoja funkcijos: antrosios e#s apibendrintos
iSvestires u,,,, ir jos sutampa su;;. Taigi ue W2(Q). Pasinaudoje3 vidutiniy

funkcijy savybe ir5 apibendrinty iSvestiniy savybe, galime tvirtinti, kafl {3 ne-
lygybe isliks teisinga, jeigu joje, pakeisimeu, t.y.

/ufm dmgC/(ui + fA) dx < oo.
Q Q
Kartu teisinga4.74) nelygylte. >

ISvada. Jeigu funkcijg e Ly(R2), tai b.v. z€Q funkcija u tenkina Puasono
lygtj. IS tikrujy teguu yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys. Tada

/Z“wmwi dr = /fn dx, VneCy ().
Q =1 Q

Tegu )’ yra bet kokia grieZtai vidia sritis. SrityjeQ)’ funkcija « turi apibendrintas
antros eibs iSvestines. Tad yra teisinga tapatybo

/(Au+ findz =0, VYneC3e(Q).
o)

IS jos iSplaukia, kad b.vaz:eQ’ funkcija v tenkina Puasono lygtj. Kadangi srif})’
pasirinkome laisvai, tai galime tvirtinti, kad funkcijgtenkina Puasono lygtj b.wc(.
_ Tarkime,m = 1, feEWI(Q), £eCP(Q), suppé C ), &(x) = 1, kai zeQ” -
Q" c ). Tada
Z (D u,)? dgch/(uiw + f2) du;
Q7 \a|:3 Q

Cia konstantaC priklauso nuo atstumdist{99Q)’,supp ¢}. 1S Sios nelygyBs (Zr./4.7
lemos jrodyma) iSplaukia, kage W3(Q") ir

Z (D* w)? deC/(uiw + f2) d:cg(j//(ui + f2+ f?) da.
O la|=3 Q/ Q

Taip samprotaudami toliau, gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumagjeadid
lygiai tiek kiek padieja funkcijosf glodumas. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

4.11 teorema. Tegum>0, f€ W3'(2) ir u yra apibendrintasis Puasono lygties spren-
dinys srityjeQ. Tadauc W52(V'), vQ' : 0 C Q ir

Z | D* ullr, @) <C (el @) + 1 fllwe@)-
|a|=m+2
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Pastaba. Teorema iSlieka teisinga, jeigu funkdiaL2(2) ir kiekvienoje
grieztai vidireje srityjeQY’ turi sumuojamas kvadratu apibendrintas iSvestinesniki
osios eies imtinai.

ISvados:

1. Jeigu funkcijaf turi m-osios eiés apibendrintas iSvestines kokioje nors srityje
Qo C Q, tai Puasono lygties apibendrintas sprendinys (uri+ 2)-osios eies
apibendrintas iSvestines srityj¥) : ), C Q.

2. Tegu fe WH(Q) ir u yra apibendrintas Puasono lygties sprendinys srityje
Tada:

(@) Jeigum +2 > n/2 ir k <m+2—n/2, tai ue CX(Y), vQ': ¥ C Q.
(b) Jeigua < k —m —2 —n/2, ac(0,1), tai uc C(QY), v : Q' C Q.

ISnagriresime bendrajj atvejj. Tarkime,yra apibendrintas( 71) lygties sprendi-
nys. Tada teisinga integraértapatyle

/(Z QiU nml+zazuz 1+ aun dw*/fﬂdx Vﬁeco( )

92]1 =1

Pakankamai maziems > 0 funkcija (D* n),€ C§°(€2). Todel tokiemsp teisinga in-
tegralire tapatyle

(3w, (0% e, + (Zazuzﬁau)(Da W) de = [(D%),f da.

Q wi=l Q
Pasinaudoje4.29 formule irl'5 apibendrinty iSvestiniy savybe, perradysime Sia tapa-
tybe taip:
/Z (aij D; u)p(D* ), dx—/ng“ndx (4.75)
4,j=1 Q
Cia

n
g=1f- E AUy, — au
=1

Remdamiesi Sia tapatybe, jrodysime, kdd/() lygties apibendrinto sprendinio glo-
dumas padidja lygiai tiek kiek padiéja operatoriaus! koeficienty bei funkcijosf
glodumas.

4.12 teorema. Teguu yra apibendrinta§t.71) lygties sprendinys srityj@, f€ La(2),
operatoriaus! koeficientaiu;;€ C®'(2), a;, a€ Lo (), Vi, j = 1,...,n. Tada funk-
cijaue W3(),vQ' : ¥ C Q ir teisinga nelygyg

[tz |, 2y <O (llullwy o) + 1 fllLo); (4.76)

Cia konstant&' priklauso tik nualist{9, '}
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< Tarkime, @.75) tapatyteje D = 0/0xg, 1 = up, £, £€ CF(Y), &(z)>0,
VzeQ, £(z) = 1, kai zeQ’ : ¥ C Q — grieztai vidire sritis, p — pakankamai mazas
teigiamas skdius. Gautas tapatybes susumave pagalo 1 iki n ir pasinaudoje
integravimo dalimis formule, gausime

/Z Z a”D u) 0Tk upzké“ dx—/ng upmﬁ z, dT. 4.77)

lezjl

|vertinsime Siuos integralus. 1S pradziy pagtsime, kad

‘/ng(uﬂfk£2)xk dl"g
Q k=1

< /(suim52 + Cs(ufmfz + f§£2 +u? + uz)) dx, Ve > 0;
Q
CiaC. — oo, kaie — 0. Integralas

/ZZ aij D; U) py umg) do =

Q k=11,5=1
= 3257 ([ oo = a5 0) — ), (0) ) iy €, it
Q k=11,5=1

/Z Z uPJkaB, up;ckf ) dx.

k=11,5=1
Priminsime (Zr2 skyrelj), kadw,(z) = Cp~"w(|z|?/p?). Jos iSvestia
Wy () = Cp~ "2 (|2*/p*) 228, k=1,...,n
Tarkime,w yra monotoniskai maganti funkcija, t.y.w’(t)<0, Vt>0. Tada formué
Bp(x) = —Cp "2 (|e2/p?)|2l?, € =20/n,

apibrézia be galo diferencijuojama neneigiama funk&ija kuri lygi nuliui kai |z|>p,
ir

P
1
/Uup(a:) drx = —EC’p7"|51| /r”w’(rz/pz)Zr/p2 dr =

R™

=Cp " \Sl|/ 2/p)”1dr—/u},,()dx—1 Vp > 0.
Rn
Taigi funkcijosu vidutine funkcija

U, (x) = /Uup(x —y)uly) dy
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pasizymi tomis péiomis savylemis kaip ir vidutire funkcijaw,.
Pagal prielaida operatorius yra grieZtai elipsinis. Toel

n

Z Qij (x)ukaJ] (Upay 52)“ dr=

Q 4,j=1

2 2 2 2 2 2
Zu/upmf dx — /(Eupmf + Ceuy, &) do.
Q Q
Kadangi koeficientai;; € C%!(Q), tai egzistuoja tokia konstanta kad

|&ij(l’)—alij(y)|§L|$—y|, VZL]: 1,..-,7’1, xayEQ~
Kartuvk,i =1,...,n teisinga nelygyb

| Z / o (= ) i3 (y) = i () )y, () dy | <

<C [ By —y)luy dv=0( [ oo —ypdway) = Cota).

Pasinaudoje Sia nelygybe, jvertinsime integrala

\/i i (/ Woay (T = y)(aij(y) — aij(2))uy, (y) dy) (p2r &%), dw‘é

o k=ligj=1

SC’/E(upmfZ + upp286,) da< /(5u2pm§2 + C.7%E% + Cguiwfi) dx.
Q Q

/5)/252 daig/ui dr.
Q

Q
IS Siy jvekiy ir (4.77) tapatyles iSplaukia nelygyd

Be to, pastebsime, kad

/ 2, dr<C / (2,62 + 26 + 2 +u?) da.
Q Q

Tolesnis teoremos jrodymas yra visiSkai toks pats Kardemos.r>
Sia teorema galima apibendrinti. Tiksliau, matemagimdukcijos metodu galima
jrodyti tokj teiginj.

4.13 teorema. Teguu yra apibendrintag4.71) lygties sprendinys srityjé€., funkci-
ja fe W(9Q), k>1, o operatoriausA koeficientaia;;e C** (), a;, ac C<~ (),
Vi,j=1,...,n. Tadaue W5T2(Q0), vQ' : U C Q ir teisinga nelygyk

lullyyirz oy <C (lullwi@) + 1 fllwse)); (4.78)

Cia konstant&' priklauso tik nualist{9, '}
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ISvados:

1. Teguu yra apibendrintas4(71) lygties sprendinys srityj€) ir operatoriausA
koeficientaia;;, a;, a bei f yra be galo diferencijuojamos srityje funkcijos.
Tadau taip pat yra be galo diferencijuojama sritypefunkcija.

2. Jeigu operatoriaud koeficientaia;; € C**(Q), a;,a€ Lo () Vi, j = 1,..., n,
ir funkcija f€ Ly (), tai b.v. 2€Q funkcijaw tenkina ¢4.77) lygtj.

Pastaba. Atkreipsimeathesj | tai, kad4.76) nelygykeje [[uw1 ) galima
pakeistil|u||r, q)-
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4.9. GLOBALUSIS APIBENDRINTWJY SPRENDINIY
GLODUMAS

Pirmojo, antrojo ir tréiojo krastinio uzdavinio apibendrinty sprendiniy glodumo tyri-
mas skiriasi tik tam tikromis technemis deta@mis. Toel Siame skyrelyje apsiri-
bosime pirmuoju (Diriché) kraStiniu uZdaviniu

Au= f(z), z€Q, u‘s =¢(z), z€S. (4.79)

Naturalu, kad apibendrinty sprendiniy glodunta priklauso ne tik nuo operatori-
aus A koeficienty bei funkcijosf glodumo, bet ir nuo pavirSiauS bei funkcijosy
glodumo.

IS pradziy nagriasime paprdasausia atvejj, kaid = —A ir ¢ = 0. Tiksliau, tegu
u yra apibendrintas Diriclel uzdavinio

—Au = f(z), =z u‘ =0 (4.80)

S

sprendinys.

4.14 teorema. Tarkime,) yra apéZta erdejeR" sritis, S = 02 —C? klases pavirsius,
feLy(Q) . Tadaue W3(Q) ir teisingas jvertis

[ullwz @) <Cll fllL.()- (4.81)

< Pagal4.7 lemauec W3(') bet kokioje grieztai vidigje srityje()’. Todel reikia
jrodyti, kadw turi antrosios e#s sumuojamas kvadratu apibendrintas iSvestines kokioje
nors pavirSiau$ aplinkoje. [rodyma iSskaidysime j tris etapus.
1. Tarkime, pavirSiau$ dalis yra hiperplokStuma (Zd.3 pav.). Be to, tegu ji yra
apibrezta lygtimi
z, =0

ir pusrutulysB; = {z€R" : |z| < §,z, <0} C Q.

[rodysime, kadue W3(B; ,).

Siame skyrelyje vidutine funkcija apigime kitaip — ne pagal visus kintamuo-
sius z, o tik pagalz’. Teguwe C*|[0,0), w(t) > 0,Vt€(0,1), w(t) = 0,Vi>1.
Apibrézkime be galo diferencijuojamy funkcijy seka

wp(a’) = Cp (| P/p?), /€R™, p> 0.
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KonstantaC' parinkime taip, kad

/ wy(z')da’ =1, Vp>0.
Rn—1

Akivaizdu, kadw,€ C>®(R™ 1) ir
wy(z") >0, kailz'| <p,

wy(z") =0, kailz'|>p.

Teguwu yra sumuojama srityjé funkcija. Prilygine ja nuliui srities) iSorgje,
gausime funkcija (ja Zyesime ta péia raide), apibeZta visoje erdgjeR". Funkcijos
u vidutine funkcija kintamyjyz’ atzvilgit® apibesime taip:

up() = / W@ =y )uly ) dy.

Pagal apibendrinto sprendinio agiirmavne W;(Q) teisinga integralia tapatye
/z:umnz dx = /fn dx. (4.82)
Q =1 Q

Tegu¢ yra be galo diferencijuojama pusrutulyjg funkcija tokia, kad

_J 1, kailz| <d/2;
£(z) = {0, kailz| > (5 + h)/2, <O
Tada funkcijay = (D, u,£2)., , priklauso erdveW(B;), Yk = 1,...,n — 1,iryra
teisinga integralia tapatyle

|3 e Dyt s = [ (D212,

— i=1 -

B B

) )

Pakankamai maziemsSia tapatybe galima perrasyti taip:

_/Zupﬂiﬂk(Dk up§2)wi dI = /(Dk upgz)kade'

- =1 _
5 B;

IS jos iSvedama nelygyb

Y anzc 26+, &) an
B;

_ 3=1
Bé

8vidutines funkcijas kintamyju’ ir = atzvilgiu Zynesime ta péia raide.
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Susumave Sias nelygybes pagaluo1 iki n — 1, gausime

/ W2, € dr<C / (262 + u2,,€2) d;

B B

s )

Cia
n n—1 n—1 n
2 2 2 2 2 2
Upgar = Z Z Upgixy>  Wpz' = Z Upzy s gJ, = Z gx,l
i=1 k=1 k=1 i=1
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad

/f3£2 dxg/dea:, /uiwkfideC'/uik dx.
By By S

B; B;

Todkel
/ uim, deC’/(f2 +u?) dr < oo;

B B

5/2 5

Cia konstant& priklauso tik nuo skirtumeé —h. IS Sios nelygybs ir4.7lemos jrodymo
iSplaukia, kad pusrutulyj&; /2 egzistuoja funkcijos: sumuojamos kvadratu antrosios
eiles apibendrintos iSves#s (iSskyrus:,,, .., ). Remiantis4.7lemos iSvada, pastaraja
iSvestine galima rasti i§ Puasono lygties, t.y.

n—1
Ug,z, = f — § Ug;a; -
=1

IS Sios iSraisSkos iSplaukia, kad funkcijg
= W%(B(;/Q) ir teisinga nelygyke

GLQ(B(;/Q). Kartu galime tvirtinti, kad

n&n

lallwa ;0 <C (Il + lellwy ) )-

2. Laisvai pasirinkime taska’cS. Perkelkime koordindy pradzia j taska? ir
pasukime koordinates taip, kad vienos i$ jy kryptis sutapty su pavirSiagaskez"
iSorines normaés kryptimi, o kitos koordinas guety lieCiamojoje plokStumoje. At
likus tokia transformacija, lygtis ir krastinsalyga iSlieka tos [#s. Todtl iS karto
galime tarti, kad taskas” yra koordind&iy pradzioje, o asis,, nukreipta iSorigs nor-
males kryptimi.

Pakankamai mazoje koorditig pradzios tasko aplinkoje pavirSig galima api-
breZzti lygtimi

=), ' =(21,...,201).

KadangiS yra C? klases pavirsius, tai funkcije yra dukart diferencijuojama. Be to,
galima nurodyti tokj skdiiy 6 > 0 (nepriklausantj nuo taske’ €S pasirinkimo), kad
keitinys

Y1 =21, Yn—1 = Tn-1,Yn = Tn — QD(ZJ)
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abipusiskai vienareikSmiskai transformuoty sfitj = Q N B | srit] Q5. PavirSiaus
S N Bs vaizda pazyrakime raideX (zr./4.4 pav.).

4.4 pav.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad tokios transformacijos jakobianas lygus vienetui.

Tarkime, supp nef2s. Tada i¢.82) tapatyleje 2 galima pakeisti sritimi&2s. Funk-
cijos f, uw ir n yra apibEztos srityje{)s. Peeje nuo kintamyjyxz prie kintamuyjy
y, gausime funkcijas (jas Zyasime tomis paomis raicemis), apibeztas srityjeQs.
Funkcijosu iSvestires

Up, = Uy, — P Uy, t=1,...,n (pz, =0).

AnalogisSkai skatiuojamos funkcijos; iSvestires. Pegje [4.82) tapatyleje prie naujy
koordin&iy, gausime

n n
/Zuy,ﬂyi dy = /(fn + Znyigi) dy;
Qs =1 Qs i=1
Cia

i = Uy, Py, t=1,...,n—1,

n—1

n—1
— 2
gn = Uy; Py, — Uy, (pyl :
i=1 i=1

Tegun = (D up€?) e, k < n, & — be galo diferencijuojama funkcija, lygi
vienetui, kaiyeQ; 2, ir lygi nuliui srities Q, iSoreje,0/2 < h < ¢. Tada pakankamai
maziemsp paskutine tapatybe galima perraSyti taip:

/Zupywk<Dk “p§2>yi dy + /(Dk upgz)ykfp dy =
Qs =1 Qs

= /Zgipyk (D wp€?)y; dy.
Qs =1
IS Sios tapatybs iSplaukia jvertis

2 2 202 2 2, 2
/upyy,§ dng/(fpﬁ +uy, &, + uy) dy. (4.83)
Qs Qs
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Norint tuo jsitikinti, pakanka pastéli, kad integralus kairiojoje tapatgb pugje gali-
ma jvertinti visiSkai taip pat kaip Sios teoremos jrodymo pirmame etape, o deSiniojoje
tapatyles pugje integralo modulis

| /igipyk(Dk 1p€2), dy|<

=1
Qs '

§(€+€O)/u?)yy/§2 derCs/(ulz,y §+u§)dy;
Qs Qs

n—1
Giaey = max( Y ¢2(y))"* = 0,kaid — 0,2 > 0ir C. — oo, kaie — 0.
y'€o =)
|rodant Sia nelygybe, reisking;,,, reikia iSskaidyti j dvi dalis ir kiekviena dalj
jvertinti atskirai. Kaii < n,
Gipys (y) = Py, (y,)upykyn, + /&p(y/ - Z/)aik(y/a Z/)uyn (Z/, Yn) dz';
Cia funkcija
~ 2 e
p(y') = === Cp "1 (' [*/p)ly I?
tenkina tas péas savybes (Z¥.8 skyrelj) kaip ir funkcijaw,(y’), o funkcija

e'k(y/ Z/) _ Qozi(z/) - (pyl(yl) . 2k — Yk . n—1
v ’ |z’—y’\ \z’—y’| 2

yra apezta. Kaii = n, reiSkinysgy,,,, lygusn nariy sumai. Kiekvienas is jy is-
siskaido j dvi dalis visiSkai taip pat kaip atvejui n.

IS (4.89 nelygyles iSplaukia, kad srityj€)s/, egzistuoja funkcijos: sumuoja-
mos kvadraty antrosios €8 apibendrintos iSves#n (iSskyrusy,, ... ). Remiantis4.7
lemos i8vada, pastaraja iSvestine galima rasti iS5 Puasono lygties. Naujose keselinat
Si lygtis yra

n—1 n—1

n—1
Ayu—2 Z Uyiyn Pyi T Uynyn Z ‘Pii - Uy, Z iy = —f(Y).
i=1 i=1 i=1

Todel

n—1 n—1 n—1 n—1 _1
2
Uyny, = (2 Z Uyiyn Py — Z Uy,y; T Uy, Z Pyiyi — f) (1 + Z pri) :
i=1 i=1 i=1 i=1

I$ Sios formuks iSplaukia, kad,, ,, € L2(Q5/2). Kartu galime tvirtinti, kad funkcija
ue W3(Qs2) ir teisinga nelygyk

[ullwz(@s/2) SCUlF @) + lellwias)-
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Sugrjze prie seny kintamyjuy, .. ., z,, gausime, kad funkcijae W%(Q,g/g) ir tei-
singa nelygyk
lullwz@s,2) SCUf Lo + lullwias))-

3. PavirgiujeS parinkime baigtinj skdiiy tokiy taskyz!,..., 2", kad rutuliai
Bgo(x") dengty visa juost@\ €; €iaQ)’ — grieZtai vidire sritis, 0d toks kaip antrame
teoremos jrodymo etape. Tada

ue W3(Qs2(2)),  Qspa(a’) = QN Bsa(ah), Vi=1,...,N,
ir teisingas jvertis
lullwz s 2 2) SCU Lo s @) + 1ullwy s ai)))-

Remdamiesit.7 lema, galime tvirtinti, kad:c W3(Q) ir

lullwz) SCUIfllL@) + llullwie)-

Beliko jrodyti tik (4.81) nelygybe. Kain = u, i3 (4.82) tapatyles gausime

/uidm:/fudx.
Q

Q

Pagal Helderio nelygybe

/fu dz<|| fllL, @) lullr. @)
Q
Todel
Hux”iz(ﬂ)SHf”Lz(Q)”uHLg(Q)-
Remiantis Frydrichso nelygybe,

||’U’HL2(Q)Sd||uw||L2(Q), d = diam ).
IS Siy nelygybiy iSplaukia, kad
ull, ) <[ fllLa ),

[ta|r, () <l fllLa(0)-
Todel
[ullwi) <CllfllL.@)-
Kartu galime tvirtinti, kad yra teising&(81) nelygyle. >
Tarkime, v yra apibendrintas lygties Au = f sprendinys srityje2 ir egzistuoja
tokia funkcijape W2(Q), kad u — pe Wi(Q). Tadav = u — ¢ yra apibendrintas
Dirichlé uzdavinio

—Av = f(z) + Ap(z), x€ v|[g=0

S
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sprendinys. Kadangi-+Age€ Ly (), tai pagalt. 14teoremave W3(Q) ir yra teisingas
jvertis

[vlwz@)<Cllgllr.), 9= f+Ae.
Kartu galime tvirtinti, kadue W3(Q) ir

ullwz @) <C (I fllL.@) + lellwz@)-

Jeiguu yra apibendrintas4(80) uzdavinio sprendinysSe C? ir f€ Wi(Q), tai
imdami4.14teoremos jrodyme

n= D (D u,?),, o =(ag,...,a,-1,0), |o/|=2,
gausime, kad funkcijos treCiosios eies iSvestips
D¥ D;ueLy(Q), VYi=1,...,n,

ir teisingas jvertis

[ D% D; ullr, @) <C|lfellL.@)-
Likusias iSvestines galima rasti iS I§ig

—D,Au=D,f, i=1,...,n

Taip samprotaudami toliau gausime, kad apibendrinto sprendinio glodumas pa-
dideja lygiai tiek kiek pavirSiauss' bei funkcijy f ir ¢ glodumas. Tiksliau, teisinga
tokia teorema.

4.15 teorema. Tarkime,u yra apibendrintasis lygties Au = f sprendinys srityjé?,
Se C+2 fe WK(Q) ir egzistuoja tokia funkcijaoe W52(Q), kadu — o€ W(9).
Tadauc W5 2(Q) ir teisingas jvertis

[l iz @) SC I f llwy o) + llellwir2q))- (4.84)
15/4.13irl4.15teoremy iSplaukia bendresnis teiginys.

4.16 teorema. Tarkime,u yra apibendrintasis lygtieg v = f sprendinys srityje).
Tada:

1. JeiguSe C?, funkcija f € Lo (12), operatoriausi koeficientaia;je C*'(Q), a;,
a€ Loo(Q), Vi,j = 1,...,n, ir egzistuoja tokia funkcijgoc W5(Q2), kadu —
e W1(Q), taiue W3(Q) ir teisingas jvertis

lullwz @) <Clulla@) + 1 fllea) + lellwz @) (4.85)

2. JeiguSe Ck2, fe W5(Q), k>1, operatoriausA koeficientaia;;e C*' (),
ai,a€ Ck~Y1(Q), Vi, j = 1,...,n, ir egzistuoja tokia funkcijarc W5+2(Q),
kadu — o€ W(Q). Tadauc W5+2(Q) ir teisingas jvertis

lullwrz ey SClulliacy + 1wy + I@llwirz@)- (4.86)
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ISvados:

1. Jeigu operatoriaugd koeficientai beif ir  yra be galo diferencijuojamos uz-
daroje srityjef? funkcijos ir Se C>, taiue C>(Q).

2. Tarkime, pavirSiusS ir operatoriausA koeficientai tenkina.16teoremos pir-
mojo teiginio salygas. Tada DiriohluZdavinio tikrires funkcijos

€ W3(Q) NWi(Q).

Pastab a. Tarkimé = 0 ir operatorius

Au= Z @i (2)Ug ) + Z a;(z)uy, + a(z)u.
i,j=1 i=1
Tada4.16teorema iSlieka teisinga, jeigu koeficientgj yra tik tolydus. Be to, jeigu
n = 2, tai teorema iSlieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientgiyra tik apezti (zr.

[28]).
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4.10. DIFRAKCIJOS UZDAVINIAI

Jvairius elektromagnetinius, akustinius ir kitokius procesus (stacionarius arba nesta-
cionarius) nehomogenife aplinkoj& aprao kradtiniai uzdaviniai suukiais koefi-
cientais. Tokie uzdaviniai vadinami difrakcijos uzdaviniais. Formuluojant juos papil-
domai reikalaujama, kad koeficientiukio taSkuose tity patenkintos vadinamosios
suderinamumo salygo$ios salygos nusako aplinkos tolyduma ir ja veikianjegy
pusiausvyra.

Klasikingje teorijoje difrakcijos uzdaviniai iS ess skiriasi nuo jprasty krastiniy
uzdaviniy. Netgi paprasausiais atvejais, kai koeficientai yra dalimis pasi&\y tyri-
mas yra daug sudingesnis. Téiau apibendrinty sprendiniy teorijos podu difrakci-
jos uzdavinius galima nagréti kaip jprasty krastiniy uzdaviniy atskira atvejj.

IS pradZiy iSnagriesime viena pavyzdj. Tarkime, glod@s — 1)-matis pavirSius
I" dalija sritj © j dvi dalis 24, Q,

)= {2 TS gy = {0 e

c2, $€Q2, fg(l‘), IEQQ;

Cia: c1, co — teigiamos konstantog; , f» — Zinomos funkcijos. Reikia rasti funkcija
kuri srityse(; ir 25 tenkinty lygtj

—aAu = f(x), (4.87)
pavirSiausS tasSkuose kraStine salyga
ulg =0 (4.88)
ir pavirSiausl” taSkuose suderinamumo salygas

8u}

[u]lr =0, [aa—n

=0. (4.89)
N
Pirmoji is (4.89 salygy reiSkia, kad funkcija yra tolydi pavirSiaud® aplinkoje, o
antroji — kad jos normalia iSvesti@ Ou/on turi trukj.
Tarkime, v yra klasikinis @.87)—(4.89 uzdavinio sprendinys. Tada su kiekviena
funkcijane C5° () yra teisinga integralia tapatyle

—/mmmz!mm. (4.90)

Q

Pritaike integravimo dalimis formule, perrasysime Sia tapatybe taip:

~ ou
4y Uy, N, dx—/ a— ndI‘:/fnd:c.
/ ; [ 8n] J

Q = T

9Dazniausiai nagrigiama aplinka yra dviejy arba keliy homogeniniy aplinky suma.
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Pagal prielaidgdadu/dn] . = 0. Todel pavirsinis integralas lygus nuliui ir

/aZuzinxi dw:/fndm. (4.91)
o =1 Q

Kadangi aile C3°(Q?) yra tirSta erdeje W%(Q), tai pastaroji tapatydiSlieka teisinga
vne W1(Q). Be to, j ja jeinantis integralai konverguoja, ka& W1(Q), fe Ly(€).
Todel natiralus toks apit#zimas.

Apibrezimas. Sakysime, funkcijac W%(Q) yra (4.87)—(4.89 uzdavinio
apibendrintasis sprendinysigu Vne Wi () ji tenkina 4.9]) integraline tapatybe.

Pagal §j apib¥Zima klasikinis4.87)—(4.89 uzdavinio sprendinys yra ir jo apiben-
drintas sprendinys. |rodysime atvirkitinj teiginj. Tega W1() yra 4.87)—(4.89
uzdavinio apibendrintas sprendinys ir pakankamai glodi (pavyzdz&iG?(Q;), i =
1,2). Tada nuol4.9]) tapatyles grjze priel4.90), gausime, kad funkcija tenkina
(4.87) lygt] bei antaja i5/4.89 salygy. Likusios dvi salygos taip pat bus patenkintos,
nesue W3(Q) ir yra pakankamai glodi.

Akivaizdu, kad 4.87)—(4.89 uzdavinio apibendrintas sprendinys yra vienintelis.
Jeigu egzistuoty du apibendrinti sprendinigiir us, tai jy skirtumasu = u; — uo
tenkinty integraline tapatybe

/aZuminm dr = 0.
i=1

Q

Kai n = u, IS Sios tapatybs gausime:, = 0. Apibendrinto sprendinio egzistavimas
jrodomas visiSkai taip pat kaih.4 skyrelyje. Tik energine skaliarine sandauga reikia

apibezti taip:
[u, v] :/aZumiin dz.
o i=1

Taigi beliko istirti tik apibendrinto sprendinio gloduma. Remiantis bendra teorija
(zr.14.8 skyrelj), elipsiniy lygiy apibendrinty sprendiniy glodumas yra lokali savyb
Tiksliau, jeigu kokioje nors sritie® dalyje Zinomos funkcijos turi tam tikra gloduma,
tai toje srities dalyje atitinkama gloduma turi ir apibendrintas sprendinys. Taigi atskirai
reikia iStirti tik apibendrinto sprendinio gloduma pavirSiduaplinkoje. Jeigu pavirsiai
S ir T nesikerta, tai pastarasis uzdavinys i$ esiyra toks pat kaip apibendrinto spren-
dinio glodumo tyrimas pavirSiauS aplinkoje. Tuo atveju, kai pavirSiad ir T" turi
bendry taskuy, tai jy aplinkoje reikia papildomo tyrimo.

VisiSkai taip pat nagriejamas bendresnis difrakcijos uzdavinys: rasti funkaija
kuri srityje Q2 tenkinty lygtj

Au=f, (4.92)
pavirSiujeS krastine salyga
u|5 =0 (493)
ir pavirSiujeI" suderinamumo salygas
ou
[u]r = 0, [a—N]F = 0; (4.94)
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Cia
Auz—Z%(a” ) Zal )y, + a(x)u,

— = Z a;j(x)ug,; cos(n, z;),

ON =

o operatoriausi koeficientai bei funkcijgf tenkina4.3 skyrelio salygas.
Apibrezimas. Sakysime, funkcijac WQ(Q) yra (4.92—(4.94) uzdavinio

apibendrintasis sprendinygjgu Vne \ 3(9) teisinga integralia tapatye

/(Z AjjUg; N, + Zazugg N+ aun d:c = /fndat (4.95)

Q wI= 1

P astab a. Atkreipsimeadnesj, kad j4.95) tapatybe, ,sutalpinta ne tik (4.92)
lygtis, bet ir antroji i5/¢.94) salygy. Likusios dvi salygospatalpintos j reikalavima,
kadue W2 Q).

IS Sio apibezimo matome, kad funkcijac W2( ) yra apibendrintas/(92—(4.94)
uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra Diriehizdavinio

Au= f(z), z€8; wu|s=0 (4.96)

apibendrintas sprendinys. Teldzr./4.3 4.4 skyrelius) @.92)—(4.94) uzdavinio apiben-
drintas sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis. Jeigu kiekvienoje &sf;, {22 ko-
eficientaia;; turi apibendrintas iSvestines;., € L. (2), tai apibendrintas sprendinys
ue W3(Q), vQ, c Q;, i = 1,2. Be to, jeigu pavirsiaiS ir I'c C2 ir neturi ben-
dry taskyY, tai ue W2(Q;), i = 1,2. Kartu galime tvirtinti, kad ne tiku, bet ir jos
pirmosios eiés iSvestiBsu,, turi pedsakus pavirSiuj€ ir jie yra erdesLy(T") ele-
mentai. Funkcijos: pedsakas pavirSiujE sritiesQ); atzvilgiu (kaip erdesLy(T") ele-
mentas) sutampa su joggsaku sritie§), atzvilgiu. Funkcijyu,, pédsakai pavirSiuje
T turi trukj. TaCiau konormaligs iSvestiesdu/ON pedsakai sdiy 2 ir 5 atzvilgiu
pavirSiujel" sutampa. Tai iSplaukia i2L(95) integralires tapatybs. Be to, kiekvienoje
srityje Q;, i = 1, 2, funkcijau tenkina 4.9€) lygt;.

AnalogiSkai nagriejamas difrakcijos uzdavinys su antraja arbaigja kraStine sa-
lyga. Be to, gali Inti bendresas ir suderinamumo salygos. PavyzdZiui, galima ieSkoti
(4.92) lygties sprendinio, tenkindio treCiaja krastine salyga

ou
(aN—l—Uu)‘S—(p (4.97)
ir suderinamumo salygas
ou
[ulp =0, [a—N + O‘U} = 0; (4.98)

Ciao yra apezta zinoma funkcije.

10Jeigu pavirsiaiS ir T turi bendry tasky, tai jy aplinkoje reikia papildomo tyrimo.
11Raides zyméesime dvi skirtingas funkcijas. Viena i§ juy yra agbta pavirsiujeS, o kita pavirSiujer.
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Apibrezimas. Sakysime, funkcijac Wi(Q) yra {4.92), (4.97), (4.99) uz-
davinio apibendrintasis sprendinysjgu vne W1() teisinga integralia tapatyle

n n
E QiU Nz, + E QiUg,m + aundx =
o =1 i=1

Q/fndx + /(gﬁ —ou)ndS + /[a]undf.

s T

Jeigu pavirSiud” turi ta patj gloduma kaip ir pavirSius' (zr. 4.7 skyrelj), tai
pastaroji integralia tapatyke iS esn@s nieko nesiskiria nuot(6€) integralires tapa-
tybes. Tol (4.92), (4.97), (4.99 uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavimas ir
vienatis jrodoma visiSkai taip pat kaip &iejo krastinio uzdavinio.

P astab a. AnalogiSkai nagdjami nestacionars difrakcijos uzdaviniai para-
bolinems ir hiperboliéms lygtims. | tokius uzdavinius taip pat galimai&ti kaip |
jprastus krastinius uzdavinius sukiais koeficientais (/5 ir (6 skyrius).
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4.11. STIPRIAI ELIPSINES SISTEMOS

Tegu(2 yra apezta erdejeR" sritis,« = (a1,...,a4), 8= (61, .., Bn) — Multiin-
deksai,

Au= Z (—1)‘Q|Da(Aaﬁ(w)D5u);

laf, [BI<k

Ciau = colon(uy,...,un), 4,5 — kvadratires N-osios eies matricos su apztais
meCiais srityje(2 elementais. Be to, tegd,,; = A;,,, kai[a| = |B| = k.
Sudarykime matrica

A@, &)= Y Au@)et? o= g, eR™
la|=|Bl=k

Apibrézimas. Sakysime, operatorius taSkexe() yra stipriai elipsinis
jeiguvé = (&1, ...,&,) # 0ir V¢ = colon(¢y, - - ., () # 0 yra teisinga nelygyb

(A(z,€)¢,¢) > 0. (4.99)

Jeigu pastaroji nelygybyra teisinga kiekviename sriti€s taske, tai sakysime, kad
operatoriusA stipriai elipsinis srityje.

Atkreipsime @mes;j j tai, kad4.99) salyga yra susijusi tik su matricy , ; simet-
rine dalimi. IS tikryjy tegu

1 o
Aap = 5(Aap+A55) 1 Ags = 5(Aap — A%p)

yra atitinkamai simetrie ir antisimetrie matricosA,, ; dalys. Tada tiesiogiai galima
jsitikinti, kad R
(A, )¢, ¢) = (A(x,€)¢, Q).
Jeigu operatoriugl yra stipriai elipsinis ir matriciA, ; elementai, kajo| = [3] =
k, yra pastous, tai operatoriusl yra grieZtai elipsinist.y. egzistuoja tokia teigiama
konstantas > 0, kad

Z AaﬁD"uDﬁudxzz// Z (D“u)2dx.
Q lal=I8l=k Q lal=k

Bendru atveju tokia nelygybyra neteisinga (2r4.6 skyrelj). Ta&iau jeigu mirety
matricy elementai yra tolydZios uZdaroje sritypefunkcijos, tai teisinga (Zr. 9])
Gordingo nelygyb. Tiksliau, egzistuoja tokios teigiamos konstantas ., kad

/( S A DauDBquuu?) dxzy/ S |D%ufde.  (4.100)
Q lal=18l=k Q lal=k

Nagrinesime Diriché uzdavinj: rasti vektorine funkcija, srityje Q tenkinartia
lygCiy sistema
Au=f (4.101)
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ir pavirSiausS taSkuose homogenines krastines salygas

_ Ou 9 1u

27 ... =22 o 4.102
s Onls Onk—1lg 0 ( )

.
Cia: f = colon(f1,..., fn), fi€ La(2) —Zinomos funkcijosS = 92 — dalimis glodus
pavirSiusn — vienetinis pavirSiaus' iSorines normaés vektorius.

Tegu A yra stipriai elipsinis operatorius. Bendru atvequl(0J), (4.102) uzdavinys
neturi klasikinio (glodaus) sprendinio. Telsj uzdavinj reikia patalpintt j integra-
line tapatybe ir apiliZti apibendrinto sprendinio savoka.

Apibreéezimas. Sakysimaic WE(Q) yra (4.101), (4.102) uzdavinioapiben-
drintasis sprendinysrityje Q, jeigu uc W(Q) ir vyne Wk(Q) teisinga integralia
tapatyle

> Ausle)D*uDPndr = / fnda. (4.103)
Q ‘o‘|7|5‘gk 0

4.17 teorema. Tarkime, matricosd,, ; tenkina(4.100) nelygybe su tam tikromis tei-
giamomis konstantomis ir ;1. Be to, tegu koeficienty matricd,, prie ieSkomos
funkcijosu tenkina salyga

(Agp u,u)>C(u,u); (4.104)

CiaC — pakankamai didélteigiama konstanta (Zr. teoremos jrodyma). Tgd&0]),
(4.102) uZdavinys negali tuati dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

< Tarkime,uy, uy yra du skirtingi ¢.107), (4.102 uzdavinio apibendrinti spren-
diniai. Tada jy skirtumas = u; — u, tenkina integraline tapatybe
> A, D*uD’ndr=0.
o lal, 1B8I<k
Imkime Sioje tapatybjen = u ir gauta lygybe perraSykime taip:
> Aaﬁpaupﬁudwr/ Y ADuD’ude=0.
Q lal=18l=k Q lal+181<2k
Pagal teoremos salyga

Z AaﬁD"‘uDﬁudxzy/ Z (Dau)2dx—,u/u2dx,

Q lal=I81=k Q lal=k 5

/Aoo uudalczC/u2 dz.
Q Q

Likusius narius galima jvertinti taip:

Z AaﬁDo‘uDﬂudm‘gg/ Z (Dau)2d:r:+Cl,/u2dx;
la|=k

Q 0<l|al+|B8l<2k Q Q
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Cia C, — teigiama konstanta (iSvedant Sia nelygybe reikia pasina@difiiteorema).
Kartu galime tvirtinti, kad yra teisinga tokia nelygyb

%/ Z (D”u)de—k/(C—u—Cu)u2d$§0.

Q lel=k Q

Tarkime, konstant&8’ > . + C,,. Tada pastaroji nelygybyra teisinga tik tuo atveju,
kaiu(z) = 0 b.v. z€Q, ty. kaiu; = uz. >
Aibeje Wk (Q) apibrezkime kita skaliarine sandauga

[11,11]2/ Z AagD“uDﬁndx—i-u/undx
Q ‘O‘lz‘g‘:k Q

ir ja atitinkartia norma

[ul = V/[u, u].
Aibé Wg(a) su taip apibezta skaliarine sandauga yra Hilberto exdva toliau zy-
mésime raide , . Elementamaie W5 (Q) normos]| - |, || - ||v’v15(9) yra ekvivalertios

(patikrinkite). Toakl erdwe VOVIZF(Q) sutampa su erdve , . Pasinaudoje skaliarés san-
daugos apitZzimu, @.103) tapatybe perradykime taip:

wnl+ [ > Agl)D*uD’ndr+ (4.105)
& lal=Ipl=k

+ ( Z AaﬁDauDﬁn —Mun) dx = /fndx.
Q lel+lBl<2k Q
Integralai kairiojoje ir deSiniojoje Sios tapagb pugje yra tiesiniai apzti funkciona-
lai erdwejeH , . Pagal Ryso teorema juos galima iSreiksti skaliarine sandauga. Tiksliau,
egzistuoja elementdt u, Bu ir Fe H , tokie, kad

[Kumn] = > Aus(z) D*uD’nd,
q lol=I81=k
[Bu,m| = Z (Aaﬁ D*uDPfqn— ,uun) dr,

Q lal+lBl<2k

[F,n] = /fndx, vneH,.
Q

Taigi (4.10% integraline tapatybe galima perradyti taip:
[un]+ [Kun|+[Bun|=[Fn], vneH,.

Kartu galime tvirtinti, kadue W% () yra (4.10J), (4.102 Dirichle uzdavinio apiben-
drintas sprendnys tada ir tik tada, kayra operatorigs lygties

u+Ku+Bu=F (4.106)
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sprendinys erdgjeH , . VisiSkai taip pat kaif.6 skyrelyje galima jrodyti, kad erdyje
H , operatoriusk’ yra apeztas, o operatoriuB — visiSkai tolydus. Be to, operatorius
K yra antisimetrinis. IS tikryjy

[Ku,m]=[u,K'n|=—[u,Kn|]=-[Kn,ul

Kiekvieno antisimetrinio operatoriaus spektras yra menamoje asSyj&l dpdratorius
(I + K) turi atvirkstinj. Lengvai galima jrodyti (2.4 skyrelj), kad operatorius

(I+K)*':Hy, —H,
yra apkztas. Taigi4.106) lygtj galima perraSyti taip:
ut+(I+K)'Bu=(I+K)'F. (4.107)

Sioje lygtyje operatoriu¢/ + K)~' B : H, — H,, kaip apeZto ir visidkai toly-
daus operatoriy sandauga, yra visiSkai tolydus. T&di(7) lygtis yra Fredholmo
tipo lygtis ir jai yra teisingos Fredholmo teoremos (Zr.3 skyrelj). Atskiru atveju
galime tvirtinti, kad %.107) lygtis turi vienintelj sprendinj su kiekviena funkcijd +
K)~'FeH ,, jeigu homogenia lygtis

u+(I+K)'Bu=0
turi tik trivialy sprendinj. Kadangi4.107) lygtis yra ekvivalenti4.103 tapatybei, tai

teisinga tokia teorema.

4.18 teorema. Tarkime/4.17 teoremos salygos patenkintos. Tada kiekvienai funkcijai
f, fiel2(Q), i = 1,...,n, egzistuoja vieninteli¢4.102), (4.103 Dirichlé uZdavinio
apibendrintasis sprendinys.

Pastabos:

1. Norint iSsamiai istirti .102), (4.109 uzdavinj, reikial¢.102) lygties deSigje
prideti narj Au su kompleksiniu parametrd ir gauta uzdavinj nagrigti kom-
pleksirgje erdeje W (Q2) .

2. Kity krastiniy salygy atveju apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj erd-

veje W (Q) galima jrodyti taip pat, jeigu tik Sias salygas galimatalpinti j
integraline tapatybe, t.y. jeigu apibendrintas sprendinys yra @pdmas kaip
funkcijaue W(Q), tenkinanti integraline tapatybe

Z A,p(x) D* u DP nda+

& lal, 181k
+ > flaﬁ(as)Do‘uDﬁndS:/fndx;
S laf, [BI<k—1 O

¢ian priklauso kokiam nors erds W () poerdviui, o matricqflaﬁ elementai
yra apeztos pavirSiujes funkcijos.
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4.12. SAUDERIO TEORIJA
Siame skyrelyje nagrzsime Diriché uzdavin;:
Au= f(z), zef (4.108)

uls = p(z), x€S; (4.109)
Cia: () — apezta erdejeR"™ sritis, S = 01,

n

Au= Z Qi (T) g0, + Z a;(x)ug, + a(x)u.
i=1

ij=1

Tarkime, operatoriusl yra grieZtai elipsinisuzdaroje srityjef), t.y. egzistuoja tokia
teigiama konstanta, kad

n

Zaij(x)fiijV§2, VzeQ, E€R™

ij=1

Be to, tegu operatoriaud koeficientaia;; = aj;, a; it a € C*=2T%(Q), funkcija
f e Ck=2a(Q), p € Ckta(9), Se Ckte k > 2 — sveikasis sk&ius,ac(0, 1).

Lygtys Au = f, kuriy koeficientai tenkina Helderio salyga su rodikhy yra
,,artimos‘ lygtims su pastoviais koeficientais. Remdamasis &gidl. Sauderis suke
bendraja teorija. Jos pagrindinj rezultata galima suformuluoti taip:

4.19 teorema. (Sauderio) Tarkime, operatoriaus\ koeficientaia;;, a; ir a bei pa-
virsius S tenkina ka tik suformuluotas salygas. Be to, tegu homogeninis Dérighl
davinys

Au=0, zeQ; u| =0

S

turi tik trivialy sprendinj erdejeCk+ (). Tada su bet kokiomis funkcijomis
fe ke @), pe Ce(s)
egzistuoja vieninteli§4.10§), (4.109 uZdavinio sprendinys eréje C<+< ().

Sioje teoremoje tvirtinama, kad nehomogeninis DirgchEdavinys turi vienintelj
sprendinj, jeigu homogeninis Dirioaluzdavinys turi tik trivialy sprendinj. Viena i$
paprasiausiy salygy, kada homogeninis DiriehlZdavinys turi tik trivialy sprendinj,
yra tokia:

max a(z) < 0. (4.110)
Jeigu $i salyga patenkintairc C2(Q) N C(Q2) yra (4.109 lygties sprendinys, tai yra
teisinga nelygyb

max fu(2)| < max{ max u(x) ; max| f(2)/a(2)| .
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Sios nelygyks jrodyma galima rastPf] knygoje. Be to, Sioje knygoje jrodyta ben-
dresre nelygyle

max |u(z)|< max(c — e~ 7*') max { max ’ﬂ ;
zeQ z€eQ zeS lo —e 721
|/ (@) }
; 4.111
ey ve=1%1 (ayy (z)y — ar(2)) — a(z) (o — e—e1) S ( )

Cia o ir v — teigiamos konstantos, parinktos taip, kad reiSkiniai vardikliuose yra tei-
giami, o koordin&iy pradzia perkelta j sritf2. IS Sios nelygyks iSplaukia, kad ho-
mogeninis Diriche uZdavinys turi tik trivialy sprendinj ir tuo atveju, kal.(10) saly-
goje nelygyle rera grieZta. Atkreipsimeainesj dar j tai, kadd.111) nelygyte iSlieka
teisinga ir tuo atveju, kal4.11() salyga negalioja, taau srities() diametrasec; aSies
kriptimi yra ,,pakankamdi mazas.

Taigi jeigu patenkinta4.11() salyga arba sritieQ diametras kokia nors kryptimi
yra pakankamai mazas, tai homogeninis Dirgchidavinys turi tik trivialy sprendinj ir
remdamiesi Sauderio teorema galime tvirtinti, kad nehomogeninis Dérigkdavinys
erdweje Ck+<(Q) turi vienintelj sprendinj su kiekviena funkcijic Ck—2+(Q) ir
pe Ckto(S).

Pastaba. I$tkryjy J. Sauderis jiotendresn; teiginj. Jis j lygtied v = f
deSiniaja puse jtradknarj Au su kompleksiniu parametrd ir jrode, kad Diriche
uzdaviniui

Au=Xu+ f(zx), zeQ; u|g=p(x), z€S

yra teisingos Fredrlolmo teoremos. 3
Centrine vieta Sauderio teoremos jrodyme uzbaaderio nelygy®

||UHck+a(ﬁ)§C<H Al ge-zva gy T llullc@) + Hu||Ck+”(S)>§ (4.112)

Cia konstanta’ priklauso tik nuo operatoriaud koeficienty normyCk—2+<(Q) erd-
veje, konstantos, pavirsiausS< Ck+ ir skaiCiaus k. Jeigu operatoriaus! koefi-
cientasa tenkina [4.110) salyga, tai4.112) nelygyleje narj||u||c@ galima atmesti.

Sauderio nelygyds jrodymas remiasi potencialy teorija, tiksliau, tokiais trimis teigini-
ais.

4.8 lema. Tarkime, f€ C*(R") yra finiCioji funkcija, «€(0,1). Tada tirinis poten-
cialas

oa) = [ Bl - )1 dy
RTL
bei jo dalirés iSvestigs iki antrosios edls imtinai yra tolydZios ir

Z Va2, lce me) SO fllco mn; (4.113)

ij=1

cia konstantd’ = C(a, n).
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1 isvada Teguuec C*+*(R") yra finiCioji funkcija. Tada

> gz, oo @n) SCll AU co @y (4.114)

i,j=1
Cia konstant& = C(«,n) nepriklauso nuo konkretaus elemento

< Laisvai pasirinkime tokj rutuljB, kadsupp u C B. Tada funkcijauc C2(B) ir
ja galima iSreiksti fundamentaliu Laplaso lygties sprendiniudzt3formule). Sferos
0B taSkuose: lygi nuliui. Be to,Au = Oritulio B iSoreje. Toakl pastarojoje form@je
pavirSiniai integralai lygs nuliui, o urinj integrala galima pakeisti integralu visa erdve
R"™. Taigi funkcijau galima iSreiksti Niutono potencialu

ul() = / E(z — y)Au(y) dy
J

su finiCiu tankiuAw. Kartu galime tvirtinti, kad funkcijai teisingasi4.114) jvertis. >

4.9 lema. Tarkime,y yra dukart diferencijuojama eréjeR" ' funkcija,
n—1

Z H(pwzﬂﬂj HCO‘(R"*l) < 0, 066(0, 1)
ij=1

Be to, tegi¥ dideliems|x’| yra teisingos nelygyés:

n—1 n—1
Iy _ %o _
’ < /|« ‘7‘< la—1 ‘ ‘< loa—2
el I<MIE 32 <Mt 3 [
2 = (x1,...,x,—1). Tada avilypio sluoksnio potencialas
E _
w(x) =2 / W¢(y’)dy’

Yn=0
bei jo dalires iSvestiBs iki antrosios edls imtinai yra tolydZios puseréj»el[%ﬁ‘1 ir
n n—1

D vsias e @) <C Y 6wy lloe@n1; (4.115)

i,j=1 i,j=1
cia konstantd’ = C(a, n).

P astab a. Jeigu funkcijadideliems|z’| tenkina salyga
‘P(x/) = O(|$/‘_B), B >0,
tai dvilypio sluoksnio potencialas yra Dirichle uzdavinio
Aw =0, zeR’; w‘wnzo =p(z'), 2'eR™,

sprendinys. Norint tuo jsitikinti, reikia:

12Sj0s nelygykes tenkinamos, jeigu funkcija finiti.
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1. Sprendinio ieskoti dvilypio sluoksnio potencialo

OF(x — n o
w(z) = — / 7{(9]“ , 9ty dy
Y
Yn=0

pavidalu.
2. Suvesti Dirichk uzdavinj j integraline lygtj
1 / 8E(3;‘/ B y) / ’r_ ’
)~ [ )y = ot
Yn=0
ir pastelieti, kad Sioje lygtyje integralas hiperplokStuma= 0 lygus nuliui.
Siy techniskai sugtingy lemy jrodyma galima rasg§] knygoje.
4.10 lema. Tarkime, funkcijosf ir ¢ yra lygios nuliui sferosSg iSoréje ir u yra
Dirichlé uZdavinio
Ay = f(=), r € R,
Uz, =0 = (@), ¢ e R

sprendinys, aéjantis j nulj, kailxz| — oco. Tada teisingas jvertis

n—1

> taia, oo SC(Iflon@y) + - lpn, loa@e); (4116)
i,j=1 i,5=1

Cia konstantd’ = C(a, n).

< Funkcija f prateskime lyginiu bdu j puserdver,, <0 ir gauta funkcija pazyme-
kime ta p&ia raidef. Akivaizdu, kad

Ifllce@e) =[]

Apibrezkime Niutono potenciala

Cao (]R") .

M@=/E@—Wﬂw®.
J

Taip apibgzta funkcijav yra Puasono lygties
Av=—f(x), =xzeR",

sprendinys. Kartu galime tvirtinti, kad funkcija = «+ v yra Laplaso lygtieg\w = 0
sprendinys. Be tow(z’,0) = ¢(z') + v(2’,0) ir w(z) — 0, kai |z| — oo. Todél ja
galima iSreiksti dvilypio sluoksnio potencialu

mmil;%ﬁf”wwwv@mnwt
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Taigi funkcija w lygi dvilypio ir turinio potencialy skirtumui. Reminatié.€ ir 14.S
lemomis funkcijaiu yra teisingas4.116) jvertis. >

Grjzkime prie Sauderio nelyggs. Ja jrodysime, kdi = 2 (atvejisk > 2 leng-
vai susiveda j pastarajj). TegLe C*+*(Q), Se C*t* pe C*+*(S), operatoriausd
koeficientaia;;, a; ir ac C*(£2). Be to, tegufly, ...,y yra toks srities2 denginys,
kad

N
Qc | diamQ,<5, m=1,...,N,

m=1

0 — pakankamai mazas teigiamas $kas (jj patikslinsime eliau). Denginiui€),, . . .,
Qn konstruojame vieneto skaidigj, ..., &y :

Z Em(z) =1, Vz€Q, supp&n C L, &Ene€CPRM).

Tada
Lygybe

padauginkime is funkcijo§,, ir perrasykime taip:

n

Z Qij (x)ummimj = Fm(x); (4.117)

Cia

Atskirai iSnagriresime du atvejus:
1. SritisQ,,, C Q.
2. Sritis 2, kerta pavirSiys.

Pirmuoju atveju funkcijau,,, prateskime nuliu j sritie$?,,, iSore ir gauta funkcija
pazynekime ta paia raide. Taip pratesta funkcija,, € C>**(R") ir tenkina ¢.117)
lygtj. PerraSykime ja taip:

n n

> ()t e, = Fn(2) + D (a3 (2°) = a5 (%)) e,

i,j=1 i,5=1
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Ciax® — laisvai pasirinktas taskas srityj,,. Taskex? apibezkime nauja ortogonalia
koordin&iy sistemayy, ..., y, taip, kad

zn: a__(xo)ays Oy, [1, kais=r,
Y Ox; Ox; T 10, kais#r.

i,j=1

Naujose koordinase gausime lygtj

n

Aty = Fo(y) + > (3(0) = ai5(y)) ttmy,, -

4,j=1

Funkcijau,, tenkinalliSvados salygas. Tédljai yra teisingas4.114) jvertis, t.y.

co @)

> Mty o ) SC|| Frn) + D (@55(0) = (1))

4,j=1 4,J=1

Prisimine funkcijosF,, apibeZima, kintamujuz ir y ry$j bei kaip yra skaiuojama
dviejy funkcijy sandaugos Helderio norma, gausime nelygybe

i,7=1 YE supp um ,j=1

+ Ci(Ifllca @) + llullez@,y)-
Skaktiy ¢ parinkime taip, kad

max a;;(0) — ai;(y)|<1/2C.

ij=1,...,n
YE supp um
Tada .
D Mtmyay, leo @ <201 ([ fllee @) + lullez@,))- (4.118)
ij=1

Tarkime dabar, sritis),,, kerta pavirsiyS. Kadangi pavirsiusse C?+2, tai egzis-
tuoja toks klaes C2+ difeomorfizmasy = y(x), kuris sritj 2,,, N Q atvaizduoja j
puserdvey, >0, o pavirSiyS N Q,, | hiperplokStumay,, = 0 (Zr./4.5 pav.).

g Y

y=y(z)
7 T

QnQ,,

Yn
Q

4.5 pav.
Naujose koordinase ¢.117) lygtis pereis j tokio pat pavidalo lygtj

n

Z dij (y)umyiyj =Fn (y)y (4119)

ij=1
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Ciatm, (y) = um(z(y)). Koeficientaia;; bei funkcijaF,, perskatiuojami pagal jpras-
tas formules. Funkcij&,, prateskime nuliu tuose puseghby,, >0 taskuosey, kurie
nepriklauso sritie§2 N €2, vaizdui, ir pratesta funkcija pazyekime ta péia raide,, .
Tada puserdsjey,, > 0 ji tenkins 4.119 lygtj, o hiperplokStumojey,, = 0 krastine
salyga

o ()0 = B (1)
&3 (') = Pun(@(y): P (@) = p(2)6,0 (x). Perrasykimed 119 lygt taip:

n n

Z aij (yo)amyiyj = Fm(y) + Z (dzj (yO) - &ij (y)>amyiyj;

ij=1 ij=1

Ciay® — laisvai pasirinktas taskas i3 sriti€sn 2, vaizdo. Tolesnis jrodymas yra
visidkai toks pat kaip pirmuoju atveju. Reikia tik tagieatitinkamai apibeZti vieting
ortogonalia koordinéiy sistema, .. ., z, ir pasinaudoti4.10lema (o nelliSvada). Po
to parinkti pakankamai maza skaj ¢ ir pasinaudotil4.11€) nelygybe. Tada gausime
jvertj

D Nmes, llew @y <20 (f oo @mm) + lemllczas) + lluller @mmm)-
i,j=1

Reiskinius kairiojoje pastarosios .19 nelygybiy pugse galima pakeisti atitinka-

mai NOrMOoMis|| i, || c2+a(ry ) i [|um || c2+a gn). Norint tuo jsitikinti, reikia pasinau-
doti interpoliacine nelygybe

lullor@<e S 1D ulln @ + Cellull oy
[Bl=k

Cia konstant&’. — oo, kaie — 0 (Sios nelygyes jrodyma galima rasiBP] knygoje).
Gautose nelygyése grjzkime prie seny kintamyjy ir po to jas skidnemn atzvilgiu
nuol iki N. Tada gausime nelygybe

||U|‘cz+a(§)SC(”cha(ﬁ) + H‘PHCHQ(S) + ||UHC2(§))~

IS jos ir interpoliacires nelygyls lengvai galima iSvestit(112) nelygybe, kak = 2.

P astab a. Sauderio nelygjb konstantg’ galima parinkti taip, kad ji neprik-
lausyty nuo sritie€2 diametro. Norint tuo jsitikinti, sritie€2 denginj Qq,...,Qn
reikia parinkti taip, kad jis twety baigtinj kartotinuma.

4.20 teorema. Tegu S€ C?*<. Tada su kiekviena funkcijgc C*(2) Dirichlé uZz-
davinys
Au= f(z), z€Q; wuls=0, z€S,

turi sprendinj erdgje C*+((Q2) .

Sios teoremos jrodyma galima ra&H| knygoje.
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4.21 teorema. Tegu A yra grieZtai elipsinis operatorius su koeficientajs, a; ir
ac€ C*(Q), Se C?T2 a(x)<0. Tada(4.108), (4.109 Dirichlé uZdavinys turi vienintelj
sprendinj erde;eC“”( ), Vfe C¥(Q) ir pe C?T(9).

< Teorema pakanka jrodyti, kai = 0. Norint tuo jsitikinti, reikia vietoje ieSkomos
funkcijosu apibeZti nauja iekoma funkcija= u — . Ciage C2+*(Q) — kokia nors
funkcija, sutampanti sy pavirSiujeS. Taigi toliau nagrigsime homogeninj Diriclel
uzdavin]
Au= f(zx), z€Q; wu|g=0, z€S. (4.120)
Kiekvienamre€|0, 1] apibezkime operatoriy

A =(1-7)A+7A=A+7(A-A).

Taip apibgZzti operatoriai yra grieztai elipsiniai:

1 —T 252 + T Z ab] fzfj_ 1_7—)52 +I/Tf2>1/1§2

i,j=1

Be to, elipsiSkumo konstanta = min{1, v} nepriklauso nuo parametro
Lygiagre€iai su ¢.12() uzdaviniu nagrigsime Diriché uzdaviniy Seima

Au=f(z), z€Q; u|g=0, z€S. (4.121)

IS (4.11]) iSplaukia, kad kiekvienam Sio uzdavinio sprendinidiz, 7) yra teisinga
nelygyle
max|u(:L T)|<Mmax|f( )| (4.122)

€N

su konstantal/, nepriklausabia nuo. Be to, i$ €.122) ir Sauderio nelygyes i3-
plaukia jvertis

HU(%T)”cHa(Q)fMlnA u(z, T)Hca(Q) Ml”f“ca(fz)» (4.123)

Cia konstantd/; taip pat nepriklauso nue.
Tegur = 0. Tada @.127) uzdavinys sutampa sd.(L2(). Remiantis4.20teorema
Dirichlé uzdavinys

Au= f(x), z€8; wuls=0, z€S5,

turi vienintelj sprendinj erdeje C***(Q2) su kiekviena funkcijaf € C*(Q) . Todel
operatoriusA nusako apipusiskai vienareikSme Banacho esdv*((2) ir Banacho
erdesC?+2(Q) poerdvio

Co (@) = {ue C***(Q) : uls = 0}

atitiktj. Tegu - -
AT CY(Q) — CPT(Q)
yra atvirkStinis operatorius. Tadd.(2]) uzdavinj galima perraSyti taip:

u+TATHA A=A (4.124)
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Tai yra lygtis erdeje C57*(Q2). Patikrinsime, kad operatorius (A —A) yra apgz-
tas. Su kiekviena funkcijac C3*(2) norma

1(A —A)U||0a(§)§C||U||c2+a(§)-

IS (4.127 iSplaukia nelygyb

[ATYI<M;.
Todel
[ATHA =A)0]| ga @y SMLI(A =A)0]l o @y SMIC 0]l g2va

ir

[ATHA Q) [<MC.

Tegu
1
™ = Tx 3 7 A~
[A=1(A =A)]]

Tada @.129 lygtis turi vienintelj sprendinj erdsje C2™(Q2), V€ [0, 7, ). Tokiems

T operatoriusd . nustato abipusiskai vienareiksme Banacho erdi§g® () ir C*(Q)
atitiktj. Tegu A-! : C§(Q) — C5t*(Q) — atvirktinis operatorius. Perradykime
(4.121) lygtj taip:

Au+7(A-Nu+ (1 —7)A-A)u=f.
Tada @.121) uzdavinysvr'€[0, 71 ) yra ekvivalentus lygiai
u+ (r—7 VA A-Au=A'f. (4.125)

Patikrinsime, kad erddje C3**(02) operatoriusA_' (A —A) yra apeZtas. Kiekvienai
funkcijai ve C37*(Q) norma

IAZH (A =A)oll oo @y ML (A = A)oll o @y SMLC 0] o (-
Todel
| AZHA -A) <M C

ir galime tvirtinti, kad @.125 lygtis turi vienintelj sprendinjvr, tenkinar€iam nely-
gybe

1
0<r—7' < ——.
A (A=A)

Taigi (4.121) uzdavinio iSsprendziamumagasistimejo“ per zingsnj

1 1
> .
[A_(A—A)|~M,C

Akivaizdu, kad atlike baigtinj sk&iy tokiy zingsniy pasieksime reikSme= 1. Taigi
(4.127) uzdavinisV7€]0, 1] turi vienintelj sprendinj erdgje C?T<(€). Kartu galime
tvirtinti, kad Sioje erdeje turi vienintelj sprendinj ir4.120) uzdavinysx>
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4.13. UZDAVINIAI

1. Tegu W3 () yra aites {ue C*(Q) : u|, = 0} uzdarinys erdgje W3(Q2),
Se C2?. |rodykite, kad

W30(0) = W3(Q) N W5(Q).
2. Tarkime, A yra formaliai savijungis operatoriusc C? ir operatoriausA koefi-
cientai tenkinal.16 pirmojo teiginio salygas. |rodykite, kad DiriclaluZdavinio
Au=du, z€Q; u!s =0
tikrines funkcijos{vy}72, yra erdes W2(Q) NWL(Q) baz, ty. kiekviena
funkcijaue W2(Q2) N W1 () galima skleisti Fug eilute

o0

u= Z(u,uk)vk.

k=1

Be to, Sia eilute galima du kartus diferencijuoti panariui pagal kintamuasius
ir gautos eilués= konverguoja erd@je Ly (€2).

Nurodymas. ErdgjeW3(12) apibezkite ekvivaletia skaliaring sandauga

{u,v} = (Au — Aou, Av — A\gv), Ao>maxa(x),

zeQ

ir pastelikite, kad su kiekviena funkcijae W2(£2) N W1 () eilute

{mu}zZ(u,uk) (Ax — Xo)? ZAu ur)? (A — Xo)? A% < 0.
k=1 k=1

3. Tarkime,Q = {z€R? : 2y = rcosf,zy = rsinf,re(0,1), 8€(0,a)}, 0 ¢
— pakankamai glodi funkcija, apibzta kontiro ! = 92 taskuose ir lygi nuliui
koordin&iy pradzios tasko aplinkoje. |rodykite, kad Diriehlizdavinio

Au=0, z “|s =

sprendinys priklauso erdv&V} (), Yae (0, 27], tatiau nepriklausavs (), kai
T<a<2m.

4. Tegu () yra apeZzta erdeje R™ sritis, S = 9 — dalimis glodus pavirSius.
|rodykite, kad kiekvienai funkcijaiic C?(Q u]S = 0 yra teisinga nelygyb

[tz |, @) <Ol AullL, );

Cia konstantal nepriklauso nuo konkretaus

L3Atkreipkite demesj, kad eiluis

<X
(u7 uk)vkwlz (u7 uk)vkzin
k=1 k=1

néra ortogonalios eréje Lo (2) .
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5. Tegu( yra idkila erdeje R™ sritis, Se C2. |rodykite, kad kiekvienai funkcijai
ue C2(Q) : u|; = 0 yra teisinga nelygy®

[tae || () <[ AullL, @)
6. TeguA ir B yra grieztai elipsiniai operatoriai, kuriy koeficientai tenkihd 6
teoremos pirmojo teiginio salygasc VV%VO(Q). |rodykite nelygybe
||u||%vgm)gcl/AuBudm+cg||u||§2(m. (4.126)
Q

Nurodymas. Dukart pritaikykite integravimo dalimis formule ir pasinau-
dokite tuo, kad dvi teigiamai apibZtas kvadratines formas vienu metu galima
suvesti j kvadraty suma.

7. TequAu = znj @i (T)Ug,z; + Zn: a;(z)uy, + a(z)u yra grieztai elipsinis
operatorius silz;]iﬂ ai; € C(Q), az:lae Lo (9), S = 9Qe C2. |rodykite, kad
kiekvienai funkcijaiue C%(Q) : u]s = 0 yra teisinga nelygyb®

||U||w§(9)§c(|| Aulli@) + lull,@))-
8. |rodykite, kad Noimano uzdavinys
—Au = f(z), =z€Q; 8u/8n|s =0

turi apibendrinta sprendinj erdje W1(Q) tada ir tik tada, kai

Q/f(x) dz = 0.

9. Funkcijaue W2(Q) yra biharmonies lygties
Ay = f(z), x€Q

apibendrintas sprendinygigu Vne V°V§ (Q) yra teisinga integralia tapatyle

/AuAndx:/fnda:.
Q Q

Funkcijau yra krastinio uzdavinio
APu= f(x), ze U‘S =0, 811/8n|s =0

apibendrintas sprendinygigu ji yra biharmonies lygties apibendrintas spren-
dinys irue W3(Q). [rodykite, kad¥ f€ Ly (2) Sis uzdavinys turi vienintelj api-
bendrinta sprendinj eréje W3 ().



5 SKYRIUS
Krastiniai paraboliniy lygiy uzdaviniai

Siame skyriuje nagriesime krastinius antrosios @l tiesiniy paraboliniy gy uz-
davinus su apZtais koeficientais (neagity koeficienty atvejis nag@émmas ana-
logiSkai (zr. R9]). Daugiausiai @mesio skirsime pirmajam kraStiniam uzdaviniui.
|rodysime Sio uZdavinio apibendrinty sprendiniy egzistavima ir vieﬁaﬁjO(QT) ir
W3 (Qr) erdvese. Istirsime apibendrinty sprendiniy gloduma.

5.1. UZDAVINIU FORMULAVIMAS. PAGALBINIAI TEIGINIAI
TeguQ) C R" — apeztd sritis, S = 9Q, Qr = Q x (0,T) ¢ R"*! —cilindras, kurio

apatinis pagrinda®, o virSutinis pagrindas$)y, St — cilindro Q1 Soninis pavirSius
(zr.5.1 pav.).

5.1 pav

Siame skyriuje nagrigsimetolygiai parabolines lygtis.y. lygtis
u + Au= f(t,x), (5.1)

kuriose operatoriaus

Au=— Z 53 (aw(”lj t)UzJ +Zaz x, )ug, + a(z, t)u

ij=1 i=1

koeficientaia;; = a;; cilindre Q7 tenkina salyga

I/Z@_Xn:a”xt§§]<u25 VéE e R™, wv,u = const > 0.

7,7=1
Pirmasis krastinis uZzdavinys formuluojamas taip: rasti funkgjjeuri cilindre Qr
tenkinty 6.1) lygtj, srities() taskuose pradine salyga
uls=o = () (5.2)

1Si prielaida mra esmig. Visi rezultatai iSlieka teisingi neagitos srities atveju. Tau juos reikia
patikslinti.
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ir pavirSiausSt taSkuose pirmaja krastine salyga

U|ST = w(xat)' (53)

Antrasis ir tré€iasis krastiniai uzdaviniai formuluojami visiSkai taip pat. Tik pirmaja
krastine salyga reikia atitinkamai pakeisti antraja

ou -
N s = Z ;jUg,; cos(n, :ci)|ST = Y(z,t) (5.4)
T =1
arba tré&iaja
ou
N + U(x7t)u’ST = Y(z,t) (5.5)

kratine salyga

KoSi uzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija kuri juostojeR"™ x (0,7)
tenkinty £.1) lygtj, o taSkuose = 0, x € R"™ — (5.2) pradine salyga.

Jeigu operatoriausd koeficientai bei lygties pradiniy ir kraStiniy salygy desi-
niosios pués rera pakankamai glodzios, tai bendruoju atvé&ul) lygtis neturi kla-
sikinio sprendinio, tenkinasio atitinkamas pradines ir krastines salygas. ela@pbren-
dinio reikia ieskoti platesgje funkcijy klagje. Si klag turi buti pakankamai siaura.
Tiksliau, tokia, kurioje ieSkomasis sprendinygtip vienintelis. Jos pasirinkima lemia
operatoriausA koeficienty bei funkcijy, jeinatiy j lygties pradiniy ir krastiniy sa-
lygy deSiniasias puses, glodumas.

Nagrirejant parabolines lygtis (ir ne tik jas), kintamasigra iSskiriamas i$ kity
kintamyjy. Zymint Sobolevo erdves, § kintamajj taip pat patogu iSskirti. €Tod
Hilberto erdveW}(Qr) toliau ZzymesimeW,'! (Qr). Skaliarire sandaugaVs' (Qr)
erdweje apibeziama jprastuldu:

(u, U)W;,I(QT) = /(uv + upvy + Z uwivwi) dxdt.
Qr =t

Sia skaliaring sandauga atitinka norma

lullwyt@ry =/ (wWwiiQr)-
Greta nagrigsime Hilberto erdve
W, (Qr) = {u € La(Qr) : us; € Lo(Qr),¥i = 1,....n}

su skaliarine sandauga

n

(u,v)wé,o(QT) = / (uv + Z%?%) dxdt.

Qr i=1

2 Cia, kaip ird skyrelyje,n — pavirSiausS vienetinis normads vektorius, iSorinis sritieQ atzvilgiu.
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Sia skaliarine sandauga atitinka norma

lullwio@r) = /(W Wwio -

Kartu nagriresime $iy erdviy poerdvidd’2* (Qr), Wi°(Qr) ir Dr.
Sakysime,u € W.°(Qr), jeigu egzistuoja tokia sekéu,,} ¢ C*(Qr), kad
funkcijosu,, lygios nuliui pavirSiausSt aplinkoje ir

[ N —)

kaim — co. )
Sakysime,u € W3'(Qr), jeigu egzistuoja tokia sekfu,,} ¢ C~(Qr), kad
funkcijosu,, lygios nuliui pavirSiausSt aplinkoje ir

l[um — UHW;J(QT) — 0,

kaim — oc.
Sakysimeu € Dr, jeigu egzistuoja tokia sekfu,, } ¢ C>(Qr), kad funkcijos
um, lygios nuliui pavirSiausSt bei taSkot = T aplinkoje ir

(| — UHW;J(QT) — 0,
kaim — oo.
5.1 lema. Tarkime,u = w(t)v(z), v € W1(Q). Tada:
1. Jeiguw € Ly(0,T), taiv € W°(Qr).
2. Jeiguw € W(0,7), taiv. € Wy (Qr).
3. Jeiguw € W(0,T) irw(T) = 0, taiu € Dr.
< Teguv € W(Q). Tada egzistuoja tokia sekay,} € C5°(Q?), kad
lve = vllwi) — 0,
kai k — ooc.
|rodysime pirmajj lemos teiginj. Tegw € L,(0,7). Aibé C>[0,T] yra tirSta
erdwejeL, (0, T). Todel egzistuoja tokia sekfwy } € C*|0, T, kad
wk — w|lLy0,7) — 0,

kai k — oo. Funkcijy vy, ir wy, sandaugay, - wy, € C>=(Qr) ir pavirSiausSr aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

lu = vkwelhygro g < (o = v)lhyaogom + lor(wr = w)lyioom = 0.

kai k — oo. Taigiu = vw € W3°(Qr).
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Tarkime,w € W1(0, T'). Tada egzistuoja tokia seKav, } ¢ C>[0, 77, kad
lwi — wllwio,r) — 0,

kai k — oo. Funkcijy vy, ir wy, sandaugay, -wy, € C*=(Qr) ir pavirdiausSy aplinkoje
yra lygi nuliui. Be to,

llu— Ukwk”w;vl(QT) < flw(v — Uk)Hwéﬂl(QT) + [Joe(wi, — w)”vv;l(QT) — 0,

kai k — oo. Taigiu = vw € W3 (Qr).
|rodysime tré&iajj lemos teiginj. Teguv € W3(0,T) ir w(T) = 0. Apibrézkime
seka funkcijy
~ w(t), kait<T -4,
ws(t) = {o, Kait > T — 4.

Pakankamai maziems > 0 (pavyzdZiui, kaip < §,/2) vidutinés funkcijos(w;), yra
be galo diferencijuojamos ir lygios nuliui taske= T" aplinkoje. To@l galima parinkti
artejartiy j nulj skatiy &y, ir ps, sekas taip, kad funkcijogus, ), vx € C>(Q7) buty
lygios nuliui pavirSiausSt bei taskot = T" aplinkoje ir

A

lu = (ws)puvillwir oy < llw —vr)llwir gt
+ llow(w = (ws,)p) w1y — 0
kai k — oo. Taigiu = vw € Dp. >

5.2 lema. Tegu{uv; };°, yra baz erdejeW}(Q), wy € C®[0,T], k = 1,2,..., M
—visy galimy tiesiniy dariniy

N
S wnunla), NeN,
k=1

aibé. Tada yra teisingi tokie teiginiai:
1. Aibéd yra tirsta erdejeWs° (Qr).
2. Aibe yra tirsta erdéje W' (Qr).

3. Jeigu papildomai pareikalausime, kag(T) = 0, Vk = 1,2,..., tai taip
apibrezta aile O bus tirSta erdgje Dr.

< Laisvai pasirinkime funkcija. € W2°(Qr) ir skaiéiy ¢ > 0. Pagal poerdvio
W3 Y(Qr) apibiezima egzistuoja tokia funkcija € C°°(Qr), lygi nuliui paviriaus
St aplinkoje, kad
Hu — ﬂHWé’O(QT) < 8/2.

Pratgskime funkcija | pavirSiausSr iSore nuliu. Pratesta funkcija pazgkime ta

p&Cia raideu. Tada platesgje srityje@ D Qr funkcijaa € C*(Q). Tarkime,Q yra
kubas (zr5.2 pav.).
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5.2 pav
Kiekvienam skaiiui €; > 0 egzistuoja toks polinomaB = P(z,t), kad
||P - ﬁ”Cl(Q) S €1.

TeguQs = {x € Q : dist(z,09) >}, 6§ > 0, £ € CF(Q), &(z) = 1, kaiz € Qs.
Skatiy ¢ parinkime taip, kadi(z,t) = 0, kaiz € Q \ Q5. Tada

1P = Péllcs gy = IP(L = &)l s @ngrs) <

<A =P =)l 1 @rgy) < c(d)e;
éiaQT’g = Qs % (O,T).
Skatiy ¢, parinkime taip, kad

l|u— fP”w;»O(QT) < u— a”wé*O(QT) + [lu - PHw;»O(QT)"‘

+||P — SP”W;‘O(QT) < 6/2 +€1|QT‘ + C(5)€1|QT| < 38/4.

KadangiP yra polinomas, tai sandau@¥ x, t)¢(x) galima iSreiksti tokiu pavidalu:

P(z,t)é(x) = > er(@)br(b);

k=1

Giac, € CP(Q), by € C[0,T]. Kiekviena funkcijac, erdweje Wi(Q2) galima
aproksimuoti baziniy elementy, tiesiniu dariniu. To@l Ve, > 0irVk = 1,...,m
egzistuoja tokie skaiai a1, . .., apn, kad

N
Hck - § Qi Vg
i=1

<eqg, VE=1,...,m.
W3 ()

Pazynekime
N
G = Ck— »_ Qkiti.
i=1

Reiskinys

m m 12, 1/2
[t o < o MlEsom) ™ (X laeliivye) < Cea
k=1 W2 (Qr) k=1 k=1 ’
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Parinkime skdiiy ¢, taip, kadCey < €/4. Tada

N
U — witvixH <3e/d+e/d=c¢
[ 2Oy, <3S4 HE
Cia

wilt) = abi(t) € C[0,T].
k=1

Taigi aibz 97 yra tirdta erdeje W2 (Qr).

Antrasis lemos teiginys jrodomas analogiskai. |rodysiméidjelemos teigin;.
Laisvai pasirinkime funkcija. € Dr ir skaiCiy € > 0. Pagal poerdvidr apibezima
egzistuoja tokia funkcija € C*(Qr), lygi nuliui pavirsiausSt bei plokstumosg = T
aplinkoje, kad

llu — ﬂHW;'O(QT) <e/2.

Kiekviename; > 0 egzistuoja toks polinomaB = P(z,t), kad

1@ = Pllcygry < 1
Tegu¢ € C=[0,T]ir ¢(¢t) = 1, kait <T -4y, > 0. Skaktiy 4, parinkime taip, kad
a(xz,t) = 0,kait > T — 6;. Tada funkcijaP(x,t)¢(z)¢(t) = 0 pakankamai mazoje

pavirSiausSy bei plokStumos = T aplinkoje ir

IP = P&Cl| i gy < (8, 81)er

Tolesnis jrodymas yra visiSkai toks pats kaip pirmojo teigimio.
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5.2. PIRMASIS KRASTINIS UZDAVINYS. )
APIBENDRINTUYJU SPRENDINIY APIBEEZIMAI

Tarkime, operatoriaud koeficientaia;; = a;;, a; it a € Lo (Q7), 4,7 =1,2,...,n,
f € La(Qr), v € La(22). Nagrinesime pirmajj krastinj uzdavinj

u+Au = f(l’,t), (I,t) € QT;
U|ST = 07 (xat) € ST; (56)
u|t:0 = (x), x € .

Bendru atveju taip suformuluotas uZzdavinys neturi klasikinio sprendinio. Jis netgi ne-
turi prasnes. Norint suteikti jam tam tikra prasme, reikia agibti apibendrinto spren-
dinio savoka. Kitais ZodZiais tariant, reikipatalpinti‘ §j uzdavinj j integraline tap-
atybe. Laikinai tarkime, kad operatoriauskoeficientai bei funkcijaf yra pakanka-

mai glodis ir v yra glodus6.6) lygties sprendinys. Padaugine abi Sios lygties puses
iS funkcijosn € C*>(Qr), gautus reiskinius suintegrave cilind€. = Q x (0,7) ir
pasinaudoje integravimo dalimis formule, gausime integraline tapatybe

/(Uﬂl + Z QiU Ne; + z:oLluz n+ aun) dzdt =

Q 3,7=1

= Nndet—l—/fndxdt T7€(0,T], S;=5x(0,7).

Jeigu operatorlausl koef|C|enta| yra tik apFZti, tai pastaroji tapatgbprasme turi,
o (5.6) lygtis neturi. Nagrigjant pirmajj krastinj uzdavinj, iSves&@nu/ON pavir-

Siuje St yra neapibezta. To@l natiralu funkcijan apibreZzti taip, kad pavirSiau§s

aplinkoje ji bty lygi nuliui. Siuo atveju gausime tapatybe

/(um + Z QijUg, Ny + Z QiUg, N + aun) dxdt = /fr] dzdt; (5.7

Q- L=l Q-
CiaT € (0,T]. Funkcijyn € C>(Qr), lygiy nuliui pavirSiausSt aplinkoje, aile yra
tirSta erdeje Wé’O(QT). Todel pastaroji tapatyd turi prasme su kiekviena funkcija
ne W, (Qr). D
Apibrezimas. Sakysime, funkcijac Wy (Qr) yra (5.6) uzdavinioapi-
bendrintasis sprendinyeigun € W°(Qr) teisinga b.7) integralire tapaty® ir
[u(@,t) = ¢(@)lL,2) — 0,

kait — 0.
Apibendrinto sprendinio galima ieSkoti platega funkcijy klagje. Tiksliau, ga-
lime atsisakyti apibendrintos iSvest®u, egzistavimo. Siuo atveju reikia paseth

kad
/utnd:cdt:/ (z,t)n(zx |f _odr — /unt dxdt,

Q- Q Q-
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ir vietoje u(z, 0) jradyti p(x). Laisvai pasirinktai funkcijai € W%’O(QT) integralas
/u(x,t)n(x,t)‘t:T dx
Q

neturi prasres. Toe! reikia paimtir = T ir funkcijan € C*>(Qr) apibeZti taip, kad
ji buty lygi nuliui ir hiperplokStumos = T aplinkoje. Tokioms funkcijomg gausime

tapatybe
/( ung + Z QiUa Na; + Za Ug, N + aun) dxdt =
Qr b=l
= /fndxdt+/<p(x)n(x,0) dz. (5.8)
T Q

Funkcijy n € C>(Qr), lygiy nuliui paviriausSy bei hiperplokstumog = T aplin-
koje, aile yra tirSta erdgje Dr. Todel pastaroji tapat)&bturl prasmevn € Dr.
Apibréezimas. Sakysime, funkcija € VV2 (QT) yra (5.6) uzdavinioapi-
bendrintasis sprendinyigiguVn € Dr teisingalb.f) integralire tapatye.
Siuo atveju j integraline tapatyhesutalpinta’ ne tik lygtis su krastine salyga, bet
ir pradire salyga.

Pastabos:

1. Pagal3.11 teorema kiekviena funkcija i§8 W3 (Qr) arba iEW3*(Qr) turi
pedsaka|;—, € La(Q) ir

Ju(-,7) —u(, 7 = €)llLae) — 0,
kaie — 0,ty. u € C([0,T] — La(£2)).

2. Siame skyrelyje pateikti apibendrinty sprendiniy apitimai neiSsemia visy
galimy atvejy. Smulkiau apie tai galima suzin@®[ knygoje.
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5.3. ENERGINES NELYGYBES. VIENATIES TEOREMOS

Siame skyrelyje iSvesime energine ir jai dualia nelygybes. Po to, remdamiesi $iomis
nelygykemis, jrodysime krasStiniy uzdaviniy apibendrinty sprendiniy vienaties teore-
masW, ' (Qr) ir Wy (Qr) erdwese.

5.1 teorema. Tarkime, funkcijau € Vov;l(QT) yra (5.6) uZdavinio apibendrintasis
sprendinys ir
/
lula, = ((mae Il o) +uelE.on )

Tada yra teisinga energmelygyle

luly, < C (171 a0m + oM@ ) (5.9)

Cia konstant& nepriklauso nuo konkretaus elemeato

< Pagal apibendrinto sprendinio agiiimavy € W3°(Qr) teisinga 6.7) inte-

graline tapatye. Imkime Sioje tapatydjen = u. Tada pastelje, kad
2uu; = Ou’ /ot
ir pasinaudoje integravimo dalimis formule, gausime lygybe

1 — n
i/uz(x,t) —o dx—|—/ Z QiU Uy ; dTdt =

Q Q. W=t

= /(fu — Z iy, U — au2) dxdt. (5.10)
i=1
Q-
Kadangi 6.6) lygtis yra tolygiai parabolig, tai

n
Z AUy Uy, dTdl > v / ui dxdt.
Q, W=l

T~

Be to, operatoriaud koeficientaia; ir a yra apezti. Tockl egzistuoja tokios teigiamos
konstantogy ir 1, kad

n 1/2
vraisup |a(z,t)| < po, vraisup (Z a?(x, t)) < p.
(z,t)eQT (z,t)EQT i=1

Pasinaudoje Helderio nelygybe, jvertinsime integrala

‘ /(fu - Zaiuziu - auz) dxdt‘ <
Q- =1
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1
ge/uidxdt+§/f2dxdt+cg/u2dmdt, Ve > 0;
Qr Qr Qr

CiaC. = pu?/2e + pog + 1/2.
Tegue = v/2. Tada i$/6.10) ir gauty jvetiy iSplaukia nelygyb

/uz(x,r) d:c—i—y/uid:vdt <

Q Qr
<C / u? dedt + /f2 dxdt + /<p2 de; (5.11)
Q- Q- 0
CiaC = 2u2 /v + 2up + 1. Pazynekime

d(r) = /uQ(x,t) dxdt.

Q-

Funkcija® yra neneigiama ir nemajanti. Be to, ji turi sumuojama iSvestine

(1) = / 2(z,7) dz

Q

ir teisinga nelygyb
o'(1) < CO(1) + F(7);

F(r) = /fQ(x,t) dxdt+/<p2(;l:) dx.
Q- Q
Remdamiesi Gronuolo lema, galime tvirtinti, kad

(/ P 1) dxdt+/s02(a:) dz).
Q-

Q

0771
C

e

O(7) = /u2(1‘,t) dzdt <

P

Sugretine Sia ir%.11) nelygybes, gausime

Y, r)de +v | wd(x,t)dedt < eC7( | f(x,t)dedt + | P (z)dx).
Q/U.I?Tl‘ /uw X e (Q[ X X !gpxx)

-

Kartu yra teisinga nelygyb

max /'LL2(£L',T) dx +v / u?(z,t) dedt <
7€[0,T]
Qr

geCT(/fQ(x,t) dxdt—k/gaz(x) dm).

QT Q
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Akivaizdu, kad pastaroji ir4.9) nelygykes yra ekvivaleéios. >
Tarkime, operatoriausl koeficientaia;; ir a, cilidre Qr turi apreztas iSvestines
ai;t ir a;z,. Be to, tegu

~max vraisup |a;;¢(x,t)| = pe, vraisup
BIZL (@ ) eQr (zt)eQr

n
a(x,t) — Zam (x,t)‘ = ps3.
i=1

Tada yra teisinga teorema.

5.2 teorema. Tarkime,u € VD\/;O(QT) yra(5.6) uZdavinio apibendrintasis sprendinys,

q(z,t) = /tu(:c,s) ds.
0

Tada yra teisinga dualioji energimelygye

v 2 2
1 lga (@, 1L, ) + leelLaq,) <

< S (11 gm + 2020 Il ) ) (5.12)
Ciat € [0,v/8C], C =1+ d® + nus + d*us, d = diam Q.

< Teguu € VV%’O(QT) yra (5.6) uZzdavinio apibendrintas sprendinys. Tadae
Dr yra teisingalb.g) integralire tapatyle

n n
/ (—unt + > i, + Y aitig,n + aun) dadt =
=1

Qr b=t

Q

= /fnd:cdt—l—/ap(x)n(x,O) dzx.
Qr

Fiksuokimer € (0, T ir apibrezkime funkcija

(1) = {u(w,s) ds, kait € [0,7],
0, kait e [r,T].
Taip apibeZta funkcijan € Dr (patikrinkite). Be to,n; = —u, N, = —uy,, Kai

t < 7. |state ja | pastaraja integraline tapatybe, gausime

n n
/ (7 = > aignene, = > aitua,n — anen) dadt =

0. i,j=1 i=1

:/fndxdt+/ga(:r)n(x,0) dx.
Q.

Q



5.3 ENERGINES NELYGYBES. VIENATIES TEOREMOS 179

Pasinaudoje integravimo dalimis formule, Sia lygybe perraSysime taip:

1 n
/77252 dxdt + 5/ Z aijnwmwj’t:o dx = /fn dxdt+
Q' Q-

Q- 3,j=1
1 n n
+ [ot@me0yde =5 [ aunene, dade+ [ (a =3 ai Y daod.
Q Q, W=t Q- =

IS Sios lygyles jprastu bdu iSvedama nelygyb
v
112 50,y + 5\\%(%0)”%2(9) <

<NFIE or) +28°0HelE ) + Clinellz,0.);

¢iaC =1+ d? + nua + d*us3.
Pagal apibezima funkcija

T

n(x,t) = /u(:ﬂ,T) dr = q(z,7) — q(x,1).

t

Be to,n(x,0) = g(x,7) ir

i 2
1el2. ) = / S (G, 7) — o, (1)) ddt <
=1

Qr

< 27(|gx (2, 7)[1E, 0y + 2llaz (2, DT, (.-
Pasinaudoje Sia nelygybe, gausime

HQtHiz(QT) + (V/2 - 270)”%(%7)”%2(9) <

2d>
<l a@r + = IelIE. ) + 2CN42 1T, 00 (5.13)

Kai 7 < v/8C, daugiklisv/2 — 27C > v/4. Todel i§ (5.19) ir (1.1 lemos iSplaukia
nelygyke

14
HQtHiz(QT) + Zqu(x,T)Hiz(Q) <

< (I aon + 200 el )

Kartu yra teisinga%.12) nelygyle. >

Klasikingje teorijoje vienaties teoremy jrodymas paraboliniams kraStiniams uzda-
viniams remiasi maksimumo principu. Naggjant apibendrintus sprendinius eede
W2H(Qr) ir W2°(Qr), vienaties teoremos iSlieka teisingos. Jos lengvai iSvedamos
iS energiniy nelygybiy.
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5.3 teorema. Erd\/té’jevové’1 (Qr) negali egzistuoti du skirtingb.6) krastinio uZdavi-
nio apibendrinti sprendiniai.

aTeguu, ir uy yra du 5.6) uzdavinio apibendrinti sprendiniaV; (Qr) erdeje.
Tada jy skirtumas = u; — us € W' (Qr) yra krastinio uzdavinio

u+Au=0, (z,t)€Qr; U’ST:09 u’t:OZO

apibendrintas sprendinys. Teldyra teisinga energenelygyle

2 2
tg[l(%}i}] Hu||L2(Q) + ”Ur”Lg(QT) < 0.

IS jos iSplaukia, ka(“u”wé,l(QT) = 0. Taigi bet kokie du/%.€) uzdavinio apibendrinti
sprendiniai erdgje W3 (Qr) sutampar

5.4 teorema. Tarkime, operatoriaud koeficientak;;, a;, a ir j iSvestiresa, ;i ir a;,
yra apeztos. Tada eraje W, (Qr) bet kokie du(5.6) krastinio uZdavinio apiben-
drinti sprendiniai sutampa.

< Teguus, uy yra du apibendrintif.6) uzdavinio sprendiniaW’®(Qr) erdveje ir
u = u; — ug. Tada yra teisinga dualioji energmelygyle
14

1% e (@, )1F 1) + laelFaq,) 0. 7€ (0,1/8C];

Cia
t

q(z,t) = /u(:v,s) ds.
0
IS jos iSplaukia, kad: = 0 cilindre © x [0, 7]. Funkcijau tenkina 6.8) integraline
tapatybe, kurioje funkcijog ir o lygios nuliui. Tockl ja galima perrasyti taip:

T n n
//(*Uﬁt + Z AUz TNz + ZaluL + au) dzdt = 0.
A ij—=1 i=1

Kartu galime tvirtinti, kadu yra krastinio uZdavinio

u+Au = 0, (x,t) € Qx(r,T);
u|ST,T = 0, (z,t) € S;rpr=8x(1,T);
“|t=¢ = 0, x € €

apibendrintas sprendinys ir cilindfex [, 27] yra teisinga dualioji energenelygyte.
Todel Siame cilindrex = 0. Taip toliau samprotaudami, gausime, kad-= 0 visame
cilindre Qr. >

P astab a. Reikalavimas, kad koeficientaiir a, turéty apeztas iSvestines; ;;
ir a;,,, N€ra esminis. Teorema islieka teisinga ir tuo atveju, kai koeficientai a; yra
tik aprezti (Zr. 29). Siuo atveju jrodoma, kad apibendrinti sprendiniaW%’O(QT)

yra erdesWi'/3(Qr) elementai.
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5.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Tarkime, operatoriaus! koeficientaia;;, a; ir a bei jy iSvesti@sa,;; yra apeztos
cilindre Qr, f € Ly(Q1), ¢ € WL(Q). [rodysime, kad erdsje W3 (Qr) pirmasis
krastinis uzdavinys turi bent viena apibendrinta sprendin;.

Priminsime, kad funkcija: yra (5.6) uzdavinio apibendrintas sprendinys ez
Vové’1 (Qr), jeigu teisingalb.?) integralire tapatyle. PerraSykime Sia tapatybe taip:

T

(@ + A - (rn)dt =0, 7€ .71, Ve Wi'@Qr)
0

¢ia (-, ) — skaliarire sandauga eréje L. (2),

A(u,m) = /( D Gijtia, e, + Y aitia,n + aun) da.
Q i=1

4,J=1

Jeiguu € Wy (Qr), 1 € Wy*(Qr) ir f € La(Qr), t@i (ue,m), A(u,m) if (f,7) yra
sumuojamos interval@, T') funkcijos.

Tegu{vx }$2 , yra baz erdeje Wi(Q), ortonormuota erdsje Lo (£2). Apytikslio
pirmojo kraStinio uzdavinio apibendrinto sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

N
WM (a,t) = 3w (Bui(@);
k=1

tia funkcijosw™) = (u®™), v;) randamos i salygy:
(1L§N),Uk) + A(u(N),vk) =(f,vx), Vk=1,... N; (5.14)
N
UMy =M (@) =Y (o, u)un(). (5.15)
k=1
Fiksuokime skdiiy N ir pazynékimew,(CN) = wy. Tada Sias salygas galima per-
raSyti taip:

j=

{wﬁﬂ(t) + ‘12\31 apjw;(t) = fi(t), t<0,T), , _ 1,...,N;

Ciaay; = A(vg,v5), fr = (f,vr), or = (@, vx). Taigi gavome Kosi uzdavinj pirmo-
sios eibs tiesiniy paprastyjy diferencialiniy §ig sistemai. Pastarajj uzdavinj galima
uzra8yti vektoriniu pavidalu

{W’(t) =Aw(t) +f(t), te(0,T), (5.16)

w(0) = @;
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CiaA = {—ay,;} yra N x N eiles matricaw = colon(ws,...,wy) — ieSkoma, o
f = colon(f1,..., fn)ir @ = colon(p,...,¢N)— Zinomos funkcijos.

TeguM = {w = colon(ws,...,wy)} yra aite tokiy absoligiai tolydZiy seg-
mente|0, T funkciju, kadw} € L2(0,T),Vi = 1,..., N. [rodysime, kad aibje 9t
egzistuoja vienintelis5.16) KoSi uzdavinio sprendinys. Tiksliau, yra teisinga tokia
lema.

5.3 lema. Tarkime, matrico8l elementai yra a@ztos, maios intervald0,T") funkci-
jos,f € Ly(0,T). Tada ailejedn egzistuoja vieninteli$5.1€) Kosi uZdavinio sprendi-
nys.

< Funkcijaw € 9t yra (5.1€) KoSi uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai ji yra
integralires lygties

w(t) =@ + /f(s) ds + /Ql(s)w(s) ds (5.17)
0 0

sprendinys erd®je L, (0, 7). Todel pakanka jrodyti, kad517) lygtis turi vienintel]
sprendinj erd@jel,(0,T"). Jo ieSkosime nuosekliyjy artiniy metodu. Tegu

t
Wo(t) = @+ [f(s)ds,
0
t
wi(t) = [A(s)Wo(s)ds,
0
t
Wo(t) = [A(s)Wn_1(s)ds
0
ir t.t.. Taikant matematigs indukcijos metoda, galima jrodyti, kad
< =
Wi (1)) < == max Wo(0), 0 =0,1,...;

CiaM = Hf(?}r}] |2((t)]. IS Sio jvekio iSplaukia, kad eil@
telo,

w(t) = Z w; (1)

tolygiai konverguoja interval@, T']. Be to, funkcijaw(¢) yra absoligiai tolydi, tenk-
ina (5.17) lygtj ir taSket = 0 lygi ¢. Kartu galime tvirtinti, kad jos iSvestenw’ €
Lo(0,7T).
|rodysime, kad sukonstruotas sprendinys yra vienintelis. Tegw, € 9t yra du
(5.17) lygties sprendiniai. Tada jy skirtumas= w; — wy yra homogenias lygties
t

w(t) = / A(s)W(s) ds = Aw(?)

0
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sprendinys. IS jos iSplaukia, kad
wW(t) = Aw(t) = A2w(t) = --- = A"w(t).

Pakankamai dideliems

nn

w(t)| = A"w(t)| < w(t)| < W
tg[lgg]l ) = tler[l%l O < — tler[lggg]l (t)] ttr[l(%]\ ®)l.

Todelw(t) = 0ir wy () = wy(¢). Taigi bet kokie du$.17) lygties sprendiniai sutampa.
>

IS Sios lemos iSplaukia, kadV egzistuoja tokios funkcijoa;gN), - 7w§VN)7 kad
N
uN) = Zw,(CN) (t)vg(zx)
k=1

tenkina 6.14), (5.15 salygas. Kartu galime tvirtinti, kad su kiekviena funkcija=
N

> qr(t)vk(x), g — glodZzios funkcijos, yra teisinga integradinapatyle

k=1

J(@ 0+ 4™~ (fm)de =0 rep1).  (5.8)
0

Imkime Sioje tapatybjen = u(™). Tada pakartoje energis nelygykes iSvedima,
gausime

2 (N))|12
tg[l(z)i?] [|u®™ ||L2(52) vz i) <

< C(If 1 siom + 16 Ray) < C(1F 1 0m + I0lEaie)-

Imkime (5.18) tapatylejen = uEN). Tada pasinaudoje integravimo dalimis for-
mule, gausime lygybe

T

[ a5 /zaM (01 do =

0 3,7=1

1 « n
- /(5 Z aijtug:]iv)“g) - Zaiu(mfy)uiN) - au(N)uEN) + quN)> dxdt.

Q- i,j=1 i=1
IS jos jprastai iSvedama nelyggb

/ (uﬁm)dedH (u )

Qr

<C /de:vdt—f—/cpx—Ho

Qr Q
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Kartu galime tvirtinti, kad

/ (1L,(5N)> ’ dxdt + Trgl[g?%] /(u(wN)>2
Q

Qr

§C’(/f2dxdt+/(<pi+<p2) dz) < .

Qr Q

dr <

t=T1 -

Taigi erd\éjeVQ\f;’l(QT) seka{uN)} yra apezta. To@l i3 jos galima iSskirti posek],
silpnai konverguojantj j elementa € Vo\fé’l(QT). Be to, pastaroji nelygydislieka
teisinga ir ribinei funkcijaiu, t.y.

/uf dxdt + max /ui(x,t)‘ dx <
t=1

T€[0,T]
Qr

< O(/ 72 dadt + /(gai +¢?) dx). (5.19)
Qr Q
|rodysime, kadu yra pirmojo krastinio uzdavinio apibendrintas sprendinys. Tegu
M < N,np= % qr(t)ve(z), ¢ € C[0,T]. Su kiekviena taip apil@zta funkcijan
yra teisinga in];ggljralih tapatye

T

/ (@™, ) + A@™ ) — (f,m) dt =0, 7€ (0,T].
0

Tegu posekigu("+)} silpnai konverguoja j elementa Tada ribire funkcijau tenkins
integraline tapatybe

T M
/ ((uesm) + Alwm) — (frm) dE =0, 7€ [0,T], ¥n=3 ax(t)on(w).
0 k=1

Pagal5.Z lema tokiy funkcijy aile yra tirSta erdgje VOV%O(QT). Todel pastaroji tap-
atybe teisingarn € W5 (Qr).
|rodysime, kad funkcija: tenkina pradine salyga. Pagal Minkovskio nelygybe

[u(z, 1) = ()| () <

(N)

<lu— U(N)HLz(Q) + Jlu - GO(N)HLQ(Q) + H<P(N) - <P||L2(Q)~

Kiekviena apezta aie W' (Qr) erdwje yra salyginis kompaktak, () erdwje.
Todel iS kiekvienos a@Ztos erdeje Wé’l(QT) sekos galima iSskirti konverguojant]
erdweje Lo () posekj. Teguu™+) — v erdweje Lo(92). Be to, konvergavimas yra
tolygust € [0, T atzvilgiu.
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Laisvai pasirenkame skay > 0. Pagal jj randame tokj skéi kg, kad
||U*U(Nk)||L2(Q) <€/37 Vk > kg.

Norma

oo

Z (@a'Ui)Q i Oa

i=Ng+1

[l Ve) — ol @) <

kai N, — oo. Todel egzistuoja toks skaius i, kad
™) — ol < e/3, Yk > ki

Fiksuokime kokj norg > max{ko, k1 }. Norma

Ny,
[uNs) — G| o) = $ Z(wak)(t) - wENk)(O))Q'

=1

FunkCijOSu}EN’“) yra absolidiai tolydzios. To@l galima nurodyti tokj skdiy ¢y, > 0,
kad

Ny
$ S (@M () - wi™(0))* < /3,

=1
kait < tqg. Tokiemst norma
u(@,t) — @@L, ) < e

Taigi u(z,t) — p(x) erdweje Ly(92), kai ¢ — 0. Kartu galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

5.5 teorema. Tarkime,a;;, aiji, a; ir a € Loo(Q7), f € L2(Q7), ¢ € W3(Q). Tada
erdvéjevové*1 (Qr) egzistuoja vieninteli¢5.6) uZdavinio apibendrintasis sprendinys.

Analogiskai galima jrodyti$.6) uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavima
erdveje W, °(Qr) . Tiksliau, teisinga tokia teorema.

5.6 teorema. Tarkime, a;;,a; ir a € Loo(Qr), f € La(Qr), ¢ € La2(Q). Tada
erd\iajewé’o(QT) egzistuoja bent viends.€) uZdavinio apibendrintasis sprendinys

Sios teoremos jrodyma galima rasti/] knygoje.
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5.5. FURE METODAS

Tarkime, operatoriausl koeficientai nepriklauso nuo kintamojo Be to, tegu (él
paprastumo) koeficientaj = 0, Vi = 1,...,n, t.y. operatorius

Au=— Z dixi(aij(x)uzj) +a(z)u

i,j=1

yra savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir Biejo kraStiniy uzdaviniy apibendrinty
sprendiniy galima ieSkoti Fugjmetodu (tréiojo kraStinio uzdavinio atveju koeficien-
taso taip pat turi nepriklausyti nuo kintamojg. Cia nagriresime pirmajj krastinj
uzdavinj

ue+ Au= f(a,t), (z,0) €Qr; wulg =0; ul,_;= (). (5.20)
Si uzdavinj patogu iSskaidyti j du paprastesnius:

u+Au=0, (2,t) €Qr; wulg =0; ul_gj=ep(), (5.21)

u+ Au= f(z,t), (x,t) € Qr; u‘ST =0; u’tzo =0. (5.22)

IS pradZiy nagriasimeb.21) uzdavinj. Tegu:(x,t) = w(t) v(z). | state taip apibezta
funkcija j homogenine lygtj

u+Au=0, (z,t)€Qr,
ir atskyre kintamuosius, gausime lygybe

w'(t)  Av(x)

w(t) ()

Reiskinys kairiojoje Sios lygy#s pugje yra kintamoja, o deSiniojoje — kintamoja:
funkcija. Sios funkcijos gali sutapti tik tuo atveju, kai kiekviena i3 jy yra konstanta.
Pazynekime bendraja juy reikSme raide Tada funkcijau = wwv yra homogenias
lygtiesu; + A u = 0 sprendinys, jeigu funkcija yra lygties

w +Aw =0, (5.23)

o funkcijav lygties
Av=>\v (5.24)

sprendinys. Be to, funkcija = w v tenkins pirmaja homogenine krastine salyga, jeigu
Sia salyga tenkins funkcija. Taigi funkcijosv atzvilgiu gavome Sturmo—Liuvilio uz-
davinj: reikia rasti tas parametra reikSmes, kurioms egzistuoja netrivial(is24)
lygties sprendinys, tenkinantis krastine salyga

=0. (5.25)

vlg
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Sj uzdavinj nagrigjome4.5 skyrelyje. Pagatt.6 teorema tikries reiksnes{\;} yra
artejartiy j +oo realiyjy skatiy seka; neigiamy tikriniy reikSmiy galiii tik baigti-
nis skatius; tikriniy funkcijy aite {v;} yra pilna ortogonali erd¥seLs () ir W1(Q)
funkcijy sistema. Be to, ja galima parinkti taip, kad vienoje i$ Siy erdviyujiyb
ortonormuota.

Tarkimé, a(z) > 0,Vx € Q. Tada visos tikri@s reik§mes )\, > 0. Be to, tegu
tikrinés funkcijosv, yra ortonormuotos eréjeL(Q2), t.y.

(v, vy) = /vk(x)vl(x) de=06L, ki1=1,2,...
Q

Tada

n
l
[U}c, Ul] = /( E G Vka; Uiz, + avkvl) dr = >\k5k~
o ig=1

Jeigu funkcijap € Ly(Q), tai
||<P||i2(9) = Z@i < o
k=1
&iapyr = (i, vi) — funkcijosy Furje koeficientai. Jeigu funkcija € W1(€), tai
lel” = [, 0] = Y A < 0.
k=1

Imkime (5.23 lygtyje A = \;. Tada bendrasis Sios lygties sprendinys
wk(t) = Cke_/\’“t.

Apytikslio (5.21) uzdavinio sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

N
uN) () = Z Cre My (z).
k=1
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad

(™ o) + ™, 0] =0, £>0, k=1,...,N.

3Si prielaida rera esmig. 13 tikryjy vietoje ieSkomos funkcijos apibezkime kita ieskoma funkcija
formule:
u(z, t) = eMo(z, t).

Tada funkcijosv atzvilgiu gausime lygtj

X d

vp — — ajjvz; +(A+a)v=0,

o dx; :

1,7=1
kurioje koeficientas prie ieSkomos funkcijeslygus a + \. Todel skatiy A pakanka apit#zti taip, kad
a+A>0.
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Kadangi tikriniy funkcijy aile {v;} yra tirSta erdéje\fV%(Q), tai
(™) + W™, =0, >0, ¥neWHQ). (5.26)

Pareikalave, kad apytikslis sprendinys tagke 0 tenkinty salyga

N

W Z =
u —o 2 ;Sﬁkvka

gausime’, = oy, (atkreipsime émesj, kad konstant@s, Cia nepriklauso nuo indekso
N).
Sudarykime formalia eilute

o0
u(w,t) = 3 pre oy (x).
k=1

Funkcijau, apibezta Sia eilute, yra formalu$.21) uzdavinio sprendinys. IStirsime
Sios eilués konvergavima.
Tarkime,p € Ly(Q2). Tada

N+M N+M

2
| S e <> et~
k=N L) =%

kai N, M — oo (tolygiai t atzvilgiu). Todel funkcijau € C([0,T] — La(2)). Reiski-
nys

T Nim ) T N+M N+M
/l @kei)\kt”k(x)l dt:/ Z pre PN dt < Z i — 0,
o k=N o k=N k=N
kai N, M — co. IS Cia iSplaukia, kad
N+M )
/( Z @ke_)"“tvkm(x» drdt — 0, Vi=1,...,n,
k=N

Qr

kai N,M — oc. Todel galime tvirtinti, kad sekgu(™)} konverguoja j funkcijau

erdveje W3 (Qr) ir u € W3°(Qr). [rodysime, kad: yra apibendrintas sprendinys.
Tegug;, yra be galo diferencijuojamos intervdle T') ir lygios nuliui taSkot = T

aplinkoje funkcijos. Imkime%.26) formulejen = vy, gautus reiskinius padauginkime

i8 qx, susumuokime pagd nuo1 iki M ir suintegruokime kintamojeo atzvilgiu nuo

0 iki T'. Tada gausime integraline tapatybe

[ (e > agules, + aue) drdt =0

Qr b=l
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Ciag(z,t) = Z qr(t)v(x). Pasinaudoje integravimo dalimis formule, perrasykime

Sia tapatybe talp

/(—u(N)ft + Z aijugj)fwi + au(N)£> dzdt = /u(N)(a:,O)f(x,O) dz.

Qr =l o

Seka{u(™)} konverguoja ju erdveje W5 (Qr), o seka{u™)(-,0)} konverguoja
p erdweje Lo (Q2). Todel Sioje tapatybje galima pereiti prie ribos. Tiksliau, galime
tvirtinti, kad teisinga tokia tapatyb

/(—uft + i AijUg; e, + aui) dzdt = /go(x)ﬁ(x, 0) dx.

Qr hi=l )

Pagal5.2lema aile
{¢:6@n = qu u(@) )

yra tirSta erdeje Dr. Todel pastaroji tapaty teisingav¢ € Dr, o funkcijau yra
apibendrintas.27) uzdavinio sprendinys eréje W."°(Qr).
Tarkime, € W1(Q). Tada reigkinys

N+M N+M N+M
|Z<pke>‘vk | Z<p62)‘kt/\k<2<pk)\k—>0
k=N
kai N, M — o (tolygiai kintamojot atzvilgiu). Tocel

u e C([0,T] — Wi(Q))

Ju(z,t) = ¢(2)] =0,

kait — 0. Kartu galime tvirtinti, kadu,g) — u,, erdweje La(Qr), kai N — oo,
Vi=1,...,n
Reiskinys

N+M TN+Mm

A e )\kU a:‘ / )\ 2 e Mt g =
| X v, = [ X

N+M N+M

1 Z )\k@k( —2>\kT) < Z Ak@z — 0,
k=N

kai N, M — oo. Todelul™) — u, erd\eJeLg(QT) Kartu galime tvirtinti, kad:(Y) —
u erdeje W (Qr), kai N — oo it u € WiH(Qr).
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|Jrodysime, kad taip apil@zta funkcijau yra (5.21) uzdavinio apibendrintas spren-
dinys erd\bje\fvé’l(QT). Imkime (5.2€) formulejen = vy, gautus reisSkinius padaug-
inkime iS¢, € C*[0, T, susumuokime pagal nuo1 iki M ir suintegruokime kinta-
mojo ¢t atzvilgiu nuo0 iki 7. Tada gausime integraline tapatybe

n M
/ (uMe+ 3 ayulVes, +au™e) dadt =0, €= quvr.
o, ij=1 k=1

Kadangiu®™) — u erdweje ché’l(QT), tai Sioje tapatybje galima pereiti prie ribos,
kai N — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

n M
/<Uf£ + Z aijuxjfxi + auf) dedt =0, V&= Z Q-
k=1

Q- b=l

Pagalb.? lema aile
{g:6@n =Y au@]
k=1

yra tirstaW° (Qr) erdveje. Toel Ve € W°(Qr) yra teisinga pastaroji tapatgh
Dabar belieka tik pasteéii, kad

[u(z,t) — (@)L, 2) < Clu(z,t) — @(x)] — 0,

kait — 0. Taigiu € V'Vé’l(QT) yra (5.21) uzdavinio apibendrintas sprendinys.
Nehomogenias lygties atveju formalusi$(22) uzdavinio sprendinys

u(e,t) =Y wi(t)oe(@); (5.27)
k=1

Cia:

yra KoSi uzdavinio
wy (1) + Apwg(t) = fi(t), wi(0) =0,

sprendinysf, = (f, vr) — funkcijos f Furjée koeficientai.
IStirsime 6.27) eilutes konvergavima. Tarkim¢, € Lo (Qr). Tada

s T
191 siar = > [ 0t
k=17

irb.v. ¢ € (0,T) funkcija f galima skleisti Fug eilute

Fla,t) =Y fr(t)vk(x).
k=1
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Reiskinys
N+M 5  N+M 1 NAM T
| Z wk(t)vk(x)l = Z wi(t))\k S 5 /f]?( )dT — O
k=N =N k=N

kai N, M — oo (tolygiai kintamojot ayZvilgiu). Tocel
ue C([0,T] — Wi(Q))
ir Ju] — 0, kait — 0. Kartu galime tvirtinti, kadu,,, € La(Qr) ir uéN) — Uy,

erdwejeLs(Qr), kai N — co.
Apytikslis (5.22) uzdavinio sprendinys

N
uN) = Z wy, (t)vg ()
k=1

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad

(N) (N) _ fka kSNa
o) + 0] = { B F ST
Todel
(™ ™) + [, ™) kaw = (f™,uf™),
k=1
(ugN)aul(fM))—i_ (N) JW) kaw = (N)’UEM))-

IS Siy formuliy iSplaukia tapatyh

T

J 400 00 4 00— 09 ) 00

0
/ fFOD u uEM))dt.
0
Pasinaudoje integravimo dalimis formule, perraSykime pastaraja tapatybe taip:

2 =T
2/(u§N) - UEM>> dedt + [u®™) — D27 =
Q.

T

=2 [ (70— £00, 4 ) at.

0
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Funkcijoswy, k = 1,2, ..., tasket = 0 yra lygios nuliui. To@l [u") — «(™)| taske
t = 0 lygi nuliui. Be to, integralas

T

/(fm O N _ 00y gy o

0
(M)

< %/(f(N) —f<M>)2dxdt+ % /(u§N> — )dedt.

Pasinaudoje Sia nelygybe, gausime

T
2 n\ 2
/(UEN) — ugM)) dzdt + Ju™) — WM < //(f(N) - f(M)) dxdt.
0 Q

Qr
Integralas Sios nelygys deSigje nepriklauso nue. Todel yra teisinga nelygyd

T
5 2
/(UEN) — u,EM)) dzdt + max Ju™) — M2 < //(f(N) - f(M)> dzxdt.
te[0,T]
0 Q

Qr 7
Kadangif € Lo(Qr), tai integralas Sios nelyggs deSigje aréja j nulj, kaiN, M —

co. Todel integralas kagje taip pat adja j nulj, kai N, M — oo. TaCiau tada seka
{uﬁN)} konverguoja ju, erdwejeLa(Qr) ir u; € Lo(Qr). Kartu galime tvirtinti, kad

u™) — y erdveje W (Qr), kai N — oo, ir u € W' (Qr).
Dabar beliko tik jrodyti, kad Fug metodu sukonstruotas formalusis sprendinys

u yra apibendrintasy(22) uzdavinio sprendinys. Tai daroma visiSkai taip pat kaip
homogenigs lygties atveju. Rekomenduojame skaitytojui jrodyti tai savarankiSkai.
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5.6. KITYKRASTINIY SALYGU ATVEJIS. KOSI UZDAVINYS

Tarkime, operatoriaug! koeficientai bei funkcijosf ir ¢ tenkina pirmojo krastinio
uzdavinio salygasS = 9f) — dalimis glodus pavirSius, 6 — apeZta pavirSiujeSy
funkcija. Nagriresime krastinj uzdavifj

ut+Au = f(il’,t), (CC,t) € QT;
Ou/ON + au‘ST = 0, (z,t) € Sp; (5.28)
u|t=0 = p(z), x € Q.

Taip apibeztas uzdavinys vadinamastingoju krastiniu uzdaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai o = 0, — antruoju krastiniu uzdaviniu.

Apibréezimas. Sakysimey € Wi'(Qr) yra (5.28 uzdavinio apiben-
drintasis sprendinygeiguVn € W5 (Qr) teisinga integralia tapatyle

/(um + Z QiU Ny + Z QiU M + aun) dxdt =
i=1

QT i’j:1
:/fndmdtf/aundet, 7€ (0,7 (5.29)
T S-

[u(z,t) = @(@)lL,2) — 0,
kait — 0.
Apibrezimas. Sakysime, € Wy (Qr) yra (5.28 uzdavinioapibendri-
ntas sprendinysjgeiguvn € Dy teisinga integralia tapatyle

/ (—unt + Z iUy Nz, + Z iUy, + aun) dxdt = (5.30)
Or i,j=1 i=1

= /fndxdt— /Jundet—l—/go(x)n(x,O) dzx.
Qr St Q
Taip apibeztiems sprendiniams iSlieka teising@sd ir (5.12) energires nelygyles.
Jos isvedamos i&(29) ir (5.30) tapatybiy. Siose tapatgse, lyginant jas sub(7) ir
(5.9), yra vienas naujas narys (pavirsinis integralas). |vertinant 3j integrala reikia pasi-
naudoti nelygybe

/uQ dSdt < s/ui dxdt+05/u2 dxdt, Yte (0,T] Ve > 0;
St Q: Q:

4Nehomogenias krastigs salygos atvejis

Ou/ON + ou 6. = Y(x,t)

T
jprastu ludu suvedamas j tokj patj uzdavinj su homogene krastine salyga.
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CiaC. — oo, kai ¢ — 0. Pastarosios nelyggs jrodymas iSplaukia i8.6 lemos.
Apibendrinty sprendiniy vienatis erdseW,(Qr) ir W' (Qr) jrodoma visikai
taip pat kaip pirmojo krastinio uzdavinio atveju. Apibendrinty sprendiniy egzistavima
Siose erdese bendru atveju galima jrodyti Galiorkino metodu. Reikia tik atkreipti
demes;j j tai, kad funkcijogvi}, k = 1,2,..., turi sudaryti baze erddje Wi(Q), o

ne poerdvyjt—:W%(Q) (zr. 5.4 skyrelj). Be to, funkcijasy, reikia parinkti taip, kad jos
buty ortonormuotos erayjeL, (). Taigi teisingos tokios dvi teoremos.

5.7 teorema. Tarkime, pavirsiuss yra dalimis glodusg;; = a;;, a; ir a € Loo(Q1),
f € La(Qr), ¢ € Ly(Q), 0 € Loo(Sy). Tada erdéje W3 (Qr) egzistuoja bent
vienas(5.28) uZdavinio apibendrintasis sprendinys. Jeigu, beéatyrsalygy, koefi-
cientaia;j;, a;, a ir funkcija o turi iSvestinesu;j, iz, € Loo (Qr) ir 04 € Lo (ST), tai
bet kokie du(5.28) uZdavinio apibendrintieji sprendiniai ergfe W, (Qr) sutampa.

Pastaba. Reikalavimas, kag;, a;, € Loo(Qr) it 00 € Loo(St), néra
esminis. Siy prielaidy galima atsisakyti (Z2.7]).

5.8 teorema. Tarkime, pavirSiusS yra dalimis glodusa;; = aj;, aijt a; ir a €
Loo(Qr), f € La(Q7), ¢ € WE(Q), 0 € Loo(St). Tada erdéjeW, "' (Qr) egzis-
tuoja vienintelig5.28 uzdavinio apibendrintasis sprendinys.

Pastabos:
1. Jeigu operatoriausl koeficientaia;;, a; ir a bei funkcijac nepriklauso nuo
kintamuojot, tai (5.7) ir (5.8) teoremose apibendrinty sprendiniy egzistavima

galima jrodyti Furg metodu.

2. Suformuluotos teoremos iSlieka teisingos, jeiGW2f) uzdavinio tr€iaja kras-
tine salyga pakeisime miSrigja krastine salyga

ulg,, =0, Ou/ON + oul,, =0;

st sy

CiaSh = §'x[0,T], S4 = §"x[0,T], S'US” = S. Reikia tik atkreipti &mesj j
tai, kad{v; } turi buti baz ne erdeje W1 (), o erdesW3(Q2) poerdvyje, kurio
elementai yra lygs nuliui pavirSiujeS’.
KoSi uzdavinys. Juostojgr = R" x (0,7T) ieSkosime lygties
ut—i-A’U/:f(.’L',t), (.If,t) € QTa (531)
sprendinio, tenkinatio pradine salyga
u’tzo =p(z), zeR"™ (5.32)

Tarkime, operatoriaud koeficientai tenkina Sio skyriaus pradzioje nurodytas salygas
suQr =R" x (0,T), f € L2(Qr), ¢ € L2(R").
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Apibréezimas. Sakysime, € Wy (Qr) yra (5.37), (5.39 uzdavinioapi-
bendrintas sprendinyggigu teisinga integralia tapatyie

n n
/ (um + D i e, + Y aitg,n + aun) dadt =
=1

ij=1

Q-
:l/demﬁ, e (0,T], VneWy°(Qr) (5.33)
Q-

[u(z,t) — o(2)]|L, @) — 0,
kait — 0.
Apibrezimas. Sakysime, € W,°(Qr) yra (5.31), (5.39) uzdavinioapi-
bendrintas sprendinygiguVn € Dr yra teisinga integralia tapatyle

/(—unt + Z AijUg, Ny + Z ;g n + aun) dxdt =
i=1

Qr hi=1

= /fndxdt—l—/go(x)n(x,O)dw.
Qr R™

P astaba. Galimiir kiti korektiski5.31), (5.32) Kosi uzdavinio apibendrinty
sprendiniy apilk&zimai (zr., pavyzdziui/d9)]).

5.9 teorema. Tarkime, operatoriaugl koeficientai bei funkcijosf ir ¢ tenkina5.5
teoremos salygas 0y = R" x (0,T). Tada erdejeW' (Qr) egzistuoja vienintelis
(5.31), (5.39 Kosi uZdavinio apibendrintasis sprendinys.

aTegug € C®[0,00),&(t) = 1, kait < 1/2ir&(t) =0, kait > 1. Be to, tegu
Qrr={(z,t) €Qr:|z| < R,t € (0,T)}
cilindras erdejeR" ",
St ={(z.t) : |t| = R,t € [0,T]}

jo Soninis pavirsiusp™®) (z) = p(z)¢(|2|/R). Remiantis[6.5) teorema, krastinis uz-
davinys

Ut+AU = f($7t)7 (l’,t) S QT,R;
sy, = 0, (x,t) € Srr;
u,_y = ¢P), |z| < R,

turi vienintelj apibendrinta sprendinj®) € W3 (Qr.z).
Funkcijau® prateskime nuliu j cilindrd)r r iSore ir pratesta funkcija pazysn
kime ta p&ia raide. Tada teisinga integratitapatyle

/(U§R)n + Z aiuln, + Z auln + au(R)n) dzdt =
Q- ,j=1 i=1
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- / fndedt, 7€ (0,T], ¥neWQr.r)
QT

kait — 0. Be to,

tgfgl% ||U(R)Hiz(m + ||U§-R)||%2(QT) < C(Hf”%z(QT) + ||<P(R)||L2(R"))7

R
e [0S oy + 10 I 00y < (1 aim + 19 i)
Pakankamai dideliemB norma

(R)

||%0(R)HW§(R") < lellwieny + 1107 = ellwiee) < lellwy@ny + 1.

Todel seka{u(™)} yra apezta erdeje W' (Qr) ir i$ jos galima i$skirti silpnai kon-
verguojantj posekj. TeguF*) — u € Wy'(Qr). Tadavn € W3°(Qr) ribine
funkcijau tenkina 6.39) integraline tapatybe.

|rodysime, kad funkcija: tenkina pradine salyga. Laisvai pasirenkame &kai
¢ > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

lu(z, t) — o(@) L@y < lulz,t) — uF (2, )|, @+

+[ul®) (,1) = 0P (2) Ly @y + [0 = @l @n)-
Fiksuokime tokjk, kad

u(z, ) — u) (2, 8) L, @) < /3

[[pFr) — Ol @ny < e/3.
Tegut, toks, kad

[ul ) (2,1) — @B (2) |1, @n) < /3, VE < to.

Tada
lu(z,t) — p(z)||L,@n) <&, VE<to.

Taigi funkcija v yra (5.37), (5.32) KoSi uzdavinio apibendrintas sprendinys exjv
W3 (Qr). Apibendrinto sprendinio vienatis eréje W, (Q1) jrodoma visikai taip
pat kaip5.3teoremojer

Pastaba. AnalogiSkai galima jrody6.81), (5.32 KoSi uzdavinio apiben-
drinto sprendinio egzistavima ir vienatj ekle W, (Qr).
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5.7. APIBENDRINTWJY SPRENDINIY GLODUMAS

Siame skyrelyje jrodysime, kad parabolinis operatorius turi t&sapasavybes kaip ir
elipsinis. Tiksliau, jrodysime, kad diferencialinio reiskinip + A « visi nariai prik-
lauso erdvels(Qr), jeigu tik Sis reiskinys priklaustz (Qr).

Nagriresime pirmajj krastinj uzdavinj

w+Au = flz,t), (zt) € Qr;
u|ST = 0, (z,t) € S (5.34)
u|t:0 = (x), x € .

Del paprastumo tarkime, operatoriadskoeficientaia,;, a; ir a nepriklauso nuo kin-
tamojot.

5.10 teorema. TeguS € C?, a;; € C¥1(Q), a; ir a € Loo (), funkcija f € L2 (Qr),
©e W(Q) ir u yra (5.3% uZdavinio apibendrintas sprendinys ezf/W3" (Qr).
Tadau e W3 (Qr) ir

Vtra[losuap el ) + eIty @y + lueliE, @ <
€

<C(I 1, @m + 1613y 0))- (5.35)
Be to, b.v.(z,t) € Qr funkcijau tenkina lygtj
ur + Au= f(z,1).
Jeigu, be nurodyty salygyp,€ W3(9), f; € L2(Qr), tai

Vra[l(sul]? [uell? 0 + vra[lbup ||“||W2(Q) + lutelf, (@m <
te

<C(IfIE, @y + 1 fellf 5 @m) + ||80||%vg(9))- (5.36)

< Tarkime, u yra (5.3%) uZdavinio apibendrintas sprendinyg. (Qr) erdwje.
Tada b.vi € [0, T teisinga tapaty®

(us,n) + A(u,m) = (f,n),  Yne Wi(Q).
Sia tapatybe galima perrasyti taip:
A(u,n) = (hym), Yne Wi(Q);
Ciah = f —u, € La(2). Todel b.v.t € [0, T funkcijaw yra Dirichle uZzdavinio
Au=h(zt), z€Q u[g=0

apibendrintas sprendinys ekgje W%(Q). Remdamiesil.16teorema, galime tvirtinti,
kadu € W2(Q) ir teisinga nelygyb

gy SC (10110 + Il (@ ) <
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<C (1, @) + el oy + Il )

Suintegrave Sia nelygybe kintamojaatzvilgiu nuo0 iki T ir pasinaudojel3.9) bei
(5.19 nelygylemis, gausime jvertj

vraisup [[ug |17, o) + ltaaF ) + 1wl 0 <
t€ (0,7

SC(Hinz(QT) + ”‘p”%vé(ﬂ))'

IS Sio jvecio iSplaukia, kad cilindrel); funkcija u turi antrosios e#s sumuojamas
kvadratu iSvestines erdviniy kintamyjtjatzvilgiu. Taigi funkcijau priklauso erdvei
WE’I(QT). Be to, galime tvirtinti, kad b.v(z, t) € Qr funkcijaw tenkina lygtj

ut+Au: f(l',t)
ir yra teisinga p.35) nelygyle.

Tarkime dabar, kagh € W2(Q) NWL(Q), f, f € La(Qr). Fiksuokime skaiiy
N>1. Apytikslis (5.34) uzdavinio sprendinys

u™) (z,1) = Z wi (t)vk(z);
k=1

gia {vy} yra baz erdeje W1(Q), o funkcijoswy, randamos i salygy:

(W™ o) + AW™, o) = (f,o0), k=1,...,N. (5.37)
N
U(N)|t:0 = (p(N)({,E) = Z(tp, Uk Uk ().
k=1

Diferencijuodamil$.37) salygat atzvilgiu, gausime lygybe
(), ox) + A@N, 08) = (for vn);
tiaa®™) = u{") Padaugine ja i#/, ir susumave pagainuol iki N, gausime formule
(QEN),Q(N)) + AN Gy = (f,,a™M).
IS Sios formués bei Gronuolo lemos iSvedama nelygyb

. (N) 2 (N) |2
vraisup ||u + ||usy <
s o+ 106

< CUIFIE @ry + 1fellE ey + 1A @IIE, )<
< CIF 1 @r + IelEai@m + Iellivacay)-

ArtindamiCia N — oo, gausime, kad pastaroji nelygglyra teisinga ir funkcijai, t.y.

vraisup [[ul[7, o) + [[ueef @z < (5.38)
t€ (0,7
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< O Ea@e) + 1fellai@r + lelivz )
Tarkime, kad{v;} yra Dirichle uzdavinio

—Av=Mv, zx€; v! =0

S

tikrines funkcijos, o{\;} yra jas atitinkatios tikrinés reikSnes. Padaugine5(37)
lygybe iSApwy ir susumave pagal nuol iki N, gausime

A@™, =A™ = (f — u™, —AuM),
PavirsiausS taskuose reiskinys Au(Y) = 0. Todel
A —Au™M)) = (Au™) | —AuM),

Remiantis/4.12€) nelygybe,

Hug) ||i2.(9)§21/71(14 U(N)v —AU(N)) + Gy HU(N) H%f_,(g); (5.39)
Cia konstanta’;, priklauso tik nuav, i, pavirSiausS bei koeficientua;;, a; ir a normy
erdweje L ().
Reiskinys

N N
(f = uf™, 2™ <eul 1, 0 + Ce (11 e + 1™ 1) ).

Ve > 0. Imkime Ciae = v/4. Tada

N
12, 0 <€ (11 0 + 1™ 1 + 610 )

Artindami ¢ia N — oo gausime, kad pastaroji nelygglieisinga funkcijaiu. Kartu
galime tvirtinti, kad

vraisup ||ut||2 + vraisup ||u||2 + e H2 <
te[0,T] L2(®) te[0,T] Wi ) #ia(Qn)

<C(If12, 0 + il siomlel3vse) )
Teorema jrodytar

Pastabos:

1. AnalogiSkai nagrigjamas tolesnis apibendrinty sprendiniy glodumdajitidas
priklausomai nuo pavirSiaus, operatoriausA koeficienty bei funkcijyf ir
© glodumo digjimo. IS pradziy jrodomas glodumo paédjoinas kintamojot
atzvilgiu, po to (remiantis atitinkamais elipsiniy Big teorijos teiginiais) kin-
tamyjy = atzvilgiu. Zinomy funkcijy ir apibendrinty sprendiniy glodumo rysj
galima nusakyti taip: jeigu Zinomy funkcijy glodumaatzvilgiu padidinsime
vienetu, ot atzvilgiu — viena antraja, tai tiek pat paéslir apibendrinty spren-
diniy glodumas. Ta patj galima pasakyti ir apie antrojoCit bei KoSi uz-
daviniy apibendrintus sprendinius (smulkiau apie taiZ#] knygoje).
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2. Jeigu pavirSiu$ néera glodus, tai negalima tvirtinti, kad.34) uzdavinio apiben-

drinti sprendiniai priklauso erdvéwg’l(QT). Siuo atveju galima jrodyti tik
lokaly apibendrinty sprendiniy gloduma. Tikslidul0teoremos teiginiai is-
lieka teisingi, sritj<2 pakeitus bet kokia grieztai vidine sritirl’. Atkreipsime
demesj, kad iSvedant atitinkamus apriorinius pras, 5.37) salyga reikia pa-
keisti tokia:

(™ 0€?) + A, 082) = (f,06€%), k=1,...,N;

Cia¢ = ¢(r) — glodi funkcija, lygi vienetui srityje2’ ir lygi nuliui pavirSiu-
je S. Be to, jeigu funkcijay nepriklauso poerdviuWi(€2), tai apibendrinty
sprendiniy gloduma galima jrodyti cilind@’ x (r,T), 7 > 0. Siuo atveju
atitinkamus reiskinius reikia padauginti darcig ¢ia ¢ = ¢(t) — glodi funkcija,
lygi vienetui, kait>r, ir lygi nuliui tasket = 0.
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5.8. UZDAVINIAI

1. Teguw yra pakankamai glodi cilindr€; = Q x (0,T) funkcija, lygi nuliui

pavirSiujeSr ir

uy — Au = f(x,t), (x,t) € Qr, f € La(Qr).

|rodykite nelygybes:
(@) relo.1] el ) + luellE,r) + taallf,or <
2 2
< (I 0 + 1l O By
2 2
()  max fuel?,q) + max luasf,q) <

< OB @m) + 151 im + 14 033 0y)-
2. Teguu yra glodus Silumos laidumo lygties
ur—Au=0, (x,t)€Qr=Qx(0,7T)
sprendinys, lygus nuliui pavirSiau- taSkuose. |rodykite nelygybe
[u(t)lLo(@) < e M ul Oy, >0
Cia\; > 0 yra Dirichle uZzdavinio
—Au = lu; u|5 =0
maziausia tikrie reikSne.
3. Teguu yra glodi funkcija cilindreQr = © x (0,T). [rodykite nelygybe

4. Teguu € W2(€2) N W1(Q). |rodykite nelygybe

lullfyz oy < 207 (Au, —Au) + Clullf, o).

5. |rodykite kraStinio uZdavinio

u —Au = f(z,t), (z,t) € Qr;
u|ST = 0, (v,t) € Sr;
u|t:0 = (z), x € €,

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj eV (Qr).
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6. |rodykite krastinio uZzdavinio

u—Au = f(x,t), (x,t) € Qr;
8u/8n|ST = 0, (x,t) € St
u’t:O = (x), x €

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj eV, (Qr).

7. |rodykite, (5.31), (5.32) KoSi uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavima ir
vienatj erdeje W, %(Qr); &iaQr = R™ x (0, 7).



6 SKYRIUS
Krastiniai hiperboliniy lygiy uzdaviniai

Siame skyriuje nagriesime pagrindinius matemadis fizikos antrosios @b tiesiniy
hiperboliniy lygtiy uzdavinius su apgztais koeficientais. |rodysime tokiy uzdaviniy
apibendrinty sprendiniy egzistavima ir vienatj e&tB/W;’l(QT). IStirsime apiben-
drinty sprendiniy gloduma. Daugiausiardesio skirsime pirmajam krastiniam uz-
daviniui.

6.1. PAGRINDINIAI UZDAVINIAI

Nagriresimetolygiai hiperbolines lygtist.y. lygtis

utt+Au: f(l’,t), (61)
kuriose operatoriads
Au=— Zn: i(aiv(x t)ua,) +zn:ai(x thug, + a(z, t)u
i,j=1 O o ’ i=1 ’ ' ’

koeficientaia;; = aj; tenkina salyga

n

n n

VZ@?g Z aij(x,t)&{jg,qu?, VEER™, v, u = const > 0.
=1 7,7=1 =1

IS koeficienty prie antrosios e# iSvestiniy sudarykime kvadratine forma

n

A, t,6m) =72 = > ai(z,1)&8;, EER™, TR’

i,j=1
TegulS yra glodus, apil#ztas lygtimi
w(z,t) =0,
pavirsius erdigjeR" . Sakysime, paviriu§' yra charakteristini¢6.1) lygties atzvil-
giu, jeigu kiekviename Sio pavirSiaus taske

n

Azt we,wp) = W} — Z ;i (7, t)wg,we, = 0.
ij=1

- L . P . e )
1| reidkinj A u dar galima jtraukti narius — a;outs; Ir apu¢. Teliau jie jokios jtakos nedaro nei

i=1
pateiktiems samprotavimams, nei galutiniams rezultatamsélTealidosime sutrumpinta operatoriadis
iSraiska.
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PavirSiy S, kurio taskuose\(z, t,w,,w;) > 0, vadinsimeorientuotu erdgje o ta,
kurio taskuose\(z, t,w,,w;) < 0, — orientuotu laike.PavyzdZiui, plokStumos, api-
bréztos lygtimit — C' = 0, yra orientuoti erd&je pavirSiai, o cilindriniai pavirSiai,
sudaryti i$ tiesiy, lygiagi@y sut asSimi, — orientuoti laike.

TeguS c R™"! yra orientuotas erddje pavirSiusy ir 1) — apibeZtos pavirsiujes
Zinomos funkcijos. Bendruoju atveju KoSi uzdavinys formuluojamas taip: reikia rasti
funkcija u, kuri kokioje nors pavirSiaus' aplinkoje tenkinty [6.1) lygtj, o pavirSiaus
S taSkuose pradines salygas

“‘s = 90|s’ “t|s = 77Z’|s’

Toliau nagriresime dazniausiai pasitaikantj matemastizikos uzdaviniy atvejj, kai
pavirSiusS apibziamas lygtimt = 0. Tiksliau, juostojeR™ x (0,T") ieSkosimel§.1)
lygties sprendinj tenkinantj pradines salygas:

ul,_y = (@), wl|,_,=v(), zeR" 6.2)

Pastaba. Jeigu vietoje kintamajaapibeSime nauja kintamajr = —t, tai
gausime tokj patj uzdavinj juostoR™ x (—T',0). Todel nagrirejant £.1), (6.2) KoSi
uzdavinj visada galima tarti, ka@[0, 7], T > 0.

TeguQ C R"™ — kokia nors sritis,S = 9Q; Qr = Q x (0,T) — cilindras erdeje
R™ ", kurio apatinis pagrinda&, o virsutinis pagrinda$)y; S = {(z,t)eR""" :
x€S8,t€(0,T)} — cilindro Qr Soninis pavirSius (zr5.1 pav.). Pirmasis krastinis uz-
davinys 6.1) lygCiai formuluojamas taip: rasti funkcija, kuri cilindre Qr tenkinty
(6.2) lygtj, pirmaja krastine salyga

u|ST = 19(£7t)7 (l‘vt)EST»

ir srities2 taSkuosef.?) pradines salygas.
Antrasis ir tr&iasis kraStiniai uzdaviniai formuluojami visiSkai taip pat. Reikia tik
pirma kraStine salyga pakeisti atitinkamai antraja

ou -
—| = E aijug,; cos(n,x;)| = (x,t)
ON lsp ) St
arba tr€iaja
% < +ou=9Y(x,t)

krastiremis salygomis.
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6.2. ENERGINE NELYGYBE

TeguK, c R™"! yra nupjautinis kgis, kurio pagrindai2 = Q ir Q. yra ploks-
tumoset = 0ir t = 7; S, — glodus kigio K, Soninis pavirSius, apiBZtas lygtimi
w(z,t) =0, (we,wt) # 0; pavirSiausS, taskuose tenkinama salyga

n
wf— E QjjWa, Wy ; >0.
3,j=1

Pastaraja salyga galima perrasyti taip:

cos?(y,t) — Z a;; cos(y, x;) cos(y, x;)>0;
i,j=1
Ciay — pavirSiausS; vienetinis normads vektorius, iSorinistkgio K atzvilgiu. IS Sios
salygos iSplaukia, kad

n n
cos?(y,t)> Z a;; cos(y, x;) COS(Y,J?J')ZVZCOSQ(Y, z;) >0, (6.3)

ij=1 i=1

t.y. kampas tarp normasy ir ¢ aSies yra smailusis (6.1 pav.).

6.1 pav.

Tarkime, operatoriaus! koeficientaia;;, a;ji, a; it a€ Lo (K, ), f€Lo(K,) ir
ue W3*(K,) yra hiperbolires lygties

g +Au=f
sprendinys kgyje K. Abi Sios lygties puses padauginkimeugir gautus reiskinius
suintegruokime lgiu K- Tada gausime lygybe

/(utt + Auw)ugdadt = | fuy dxdt. (6.4)
K, K,

Integrala kairiojoje Sios lygyds pusgje iSskaidykime j du integralus ir kiekviena i$ jy
pertvarkykime atskirai. Pirmas integralas

1 d , 1 9 -
/ututt dxdt = 5 / 7 dxdt = 3 / uy cos(y,t) doK, =
K, K, oK

2Viietoje nupjautinio kigio K, galima imti bet kokj kita pavirSiy su analogiSkomis saégiis. Smulkiau
apie tai zr.[27).
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1
:§/ufdx

t=T1 1
+ /uf cos(v,t) dS;.

=0 2
Q S,
Antrasis
n n
/ut Audzxdt = /ut(f Z (@ijUz;)z; + Za,;uxi + au) dzdt =
I I ij=1 i=1
n n
= /( Z AU, Uty + Z iUy, Up + auut> dxdt—
K. =l i=1
n
—/ Z iUy, Uy cOS(Y, x;) dS, =
g =1
1 n n n
= /(5 Z (al-juxiurj)t — Z Gt U, Uy, + Z iUz, U + auut) dxdt—
I ij=1 ij=1 i=1
n n
1 t=1
—/ Z @ jUg, Ut cOS(Y, ;) dS, = 3 / Z AijUg, Uy, dT t:0+
S ihj=1 Q4 4,j=1
n n
+ / (— Z Qjjilg,; Ug; + Zaiumut + auut) dxdt+
a2 ij=1 i=1

1 n n
+/(§ Z @ijUg, Uy, COS(Y, 1) — Z Qg Ug, Ut cos(y,xi)) ds;.

g i,j=1 i,j=1
Todel (6.4) lygybe galima perraSyti taip:

1 n
5/(11? + Z aijumiumj) dx
=

t=T1

1 n
—o + 3 /(Z Qijlg, Uy, COS(Y, 1)~

o, irj g ig=1
n
-2 Z Uz, Uy COS(Y, ;) + u? cos(y, t)) dS; + (6.5)
i=1
n n
+ / (f Z Qjjtle, Ug; + Z QiU Ut + auut) dxdt = | fuydzxdt.
e ij=1 i=1 ra

Remiantisl6.3) salyga, lengvai galima jsitikinti, kad pointegralinis reiSkinys pavir-
Siniame integrale yra neneigiamas. € pastarosios lygyds iSvedama nelyggh

O'(r)<C®(r) + F(7);
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Cia
d(1) = /(ut2 +u? 4 u?) dadt,
K,

F(r) = /f2d$dt+01/(u2+ut2+ui)dx.
K, Q
Pagal Gronuolo lema

Kartu yra teisinga nelygyéd
' (1)<e“TF (7).

Ja galima perrasyti taip:

/(u2 +u? +u?) de<e©T {/ f?dxdt 4 C4 /(u2 +u? +u?) dx} . (6.6)
Q. K, Q

Cia konstanto€ ir C; priklauso tik nuov, p ir nuo funkcijy a;;, aij;¢, a; ir a normy
erdwje L., (K, ). Pastaroji nelygyb yra vadinamanergine nelygyhe

ISvados:

1. Tarkime,u; ir ug yra KoSi uzdaviniy

{ utt+Au = fl(x7t)a { utt+Au = fg(.’l),t),

Ul = e1(z), U,y = wa(x),
Utlymy = Y1(®), ut|,_, = ()

sprendiniai erdgje W5* (K1), fi(x,t) = fo(z,t) kigyje Kr, @1 (x) = @a(x)
ir ¢1(x) = o (x) srityje Q. Tada kugyje K7 sprendiniaiu; ir us sutampa.

< Teguu = u; — uy. Tada funkcijau tenkina homogenine lygtj
uy + Au=0, (x,t)eKrp
ir homogenines pradines salygas
u|t=0 =0, ut|t=0 =0, zeQ.
Pritaike jai 6.5) nelygybe, gausime, kadigyje K+ funkcijaw lygi nuliui. >
2. Tarkime, funkcijau tenkina lygtj
ug + Au= f(z,t), (x,t)eR™ x (0,7,
ir pradines salygas

u‘t:o = ¢(z), ut’t:o =¢(x), xeR™
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Jeigu apatinio l4gio K. pagrinde funkcijos¢ ir + yra lygios nuliui, o funkcija

f lygi nuliui kugyje K., tai v = 0 kugyje K. Be to, funkcijy ¢ ir 1 pokytis
pagrindof? iSoreje bei funkcijosf pokytis kugio K iSoreje neturi jtakos spren-
diniui kugyje K. Tiksliau, Sis pokytis tugs jtakos sprendiniui tik po tam tikro
laiko. Tockl galima tvirtinti, kad hiperbolias lygtys apraSo procesus, kuriy skli-
dimo greitis yra baigtinis. Remiantis Siomis saeyis KoSi uzdavinio spren-
dinio juostojeR" x (0, T') galima ieSkoti dalimis, iSskaidant Sia juosta j baigtines
sritis K. PavyzdZiui, jegu mus domina KoSi uZzdavinio sprendinys kokioje nors
baigtingje srityje@ C R™ x (0,T), tai (prieSingai negu elipsems ir parabo-
linems lygtims) nebtina jo ieSkoti visoje juostoj®™ x (0,T). Pakanka sritj

Q jdeti j kugj K ir rasti sprendinj kgyje K. Be to, jeigu kigio K, apati-
nis pagrindas yra apatiniame kokio nors cilindpe pagrinde, tai vietoje Kosi
uzdavinio galima spresti pirmajj krastinj uzdavinj

ug +Au = f(z,t), (z,t) € Q.
U|ST = 0, (x,t) € Sy,
u|t:0 = ¢(z), x €
ul,_y = (@), S

gia funkcijosg ir 1) sutampa su funkcijomis ir ¢ apatiniame kgio K, pagrinde

ir lygios nuliui cilindro Q.- apatinio pagrindo krastiniy tasky aplinkoje. Atkreip-
sime cemesj, kad toks sprendimo kelias ne visada yra pérasias (ypa tais
atvejais, kai sprendinio ieSkome skaitiniais metodais).
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6.3. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO APIBRZIMAS.
VIENATIES TEOREMA

Pirmajj krastinj uzdavinj visada galima suvesti j tokj patj uzdavinj su homogenine
krasStine salyga. Taal iS karto tarkime, kad = 0. Taigi nagriresime krastinj uzdavinj

utt"'Au = f(J?,t), (.If,t) € QT?
u = 07 Jf,t e S )
- (@) g 6.7)
“|t:0 = p(x), x € Q,
ut|t:O = ¢(x), IS Q

Tarkime, operatoriaust koeficientaia;;, a; ir a € Loo(Qr), f€ L2(Q1), ¢
e W1(Q), ¢ € Ly(2). Bendru atveju taip suformuluotas uzdavinys neturi klasikinio
sprendinio. Todl apibeSime apibendrinto sprendinio savoka. Tiksligaatalpinsimé
§j uzdavinj j atitinkama integraline tapatybe.

Laikinai tarkime, kad visos J&.7) uzdavinj jeinagios funkcijos yra pakankamai
glodzios,n — be galo diferencijuojama funkcija, lygi nuliui pavirSiabis ir hiperploks-
tumost = T aplinkoje. Padaugine abi lygties puses i$ funkcijogautus reiskinius
suintegrave cilindrd)r ir pasinaudoje integravimo dalimis formule (taip, kad nelikty
funkcijosu antrosios e#s iSvestiniy), gausime integraline tapatybe

/ (—umt + Z QiU My + Z GiUg, M + aun) dxdt =
i=1

Qr L=l -
= /fnd:cdt+/w($)77(w>0) dz. (6.8)
Or Q

Be galo diferencijuojamy lygiy nuliui pavirSiausy ir hiperplokStumos = T
aplinkoje funkcijy aite yra tirSta erdgje Dy (Zr. (5.1) skyrelj). Tockl Si tapatye
iSlieka teisingayne Dr. Kadangi operatoriaud koeficientai yra apgzti, tai integralai
kairiojoje tapatyles pugje konverguojarue Wé’l(QT). Be to, funkcijos i$ erdviy
Wit (Qr), Wh%(Qr) elementai su kiekviena fiksuota kintamdjoeiksme yra api-
brézti kaip erdesL, () elementai ir kintamoja atzvilgiu yra tolydis erdeje L, (),
t.y. priklauso erdveC ([0, 7] — L2(Q)). Todel tokioms funkcijoms integralai konver-
guoja ir kairiojoje tapatybs pugje. Kartu yra natralus toks apit@Zimas.

Apibrézimas. Sakysime, funkcija yra (6.7) krastinio uzdavinioapiben-
drintas sprendinysrdveje W3 (Qr), jeigu ji priklausoW: ' (Q1) poerdviui, tenkina
pirmaja pradine salyga ¥fne Dy yra teisingal6.8) integralire tapatyle.

6.1 teorema. Tarkime, operatoriaud koeficientai,;, a;, a ir jy iSvestiresa, ;;, a;: €
L. (Qr). Be to, tegu6.1) lygtis yra tolygiai hiperbolig. Tadd6.7) uzdavinys erdgje
W3 (Qr) negali tukti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

< Teguuy, ue yra du [6.7) uzdavinio apibendrinti sprendiniéiV%’l(QT) erdweje.
Tada jy skirtumas = u; — use W3 (Qr), uli—o = 0 ir Ve Dy teisinga integralia
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tapatyle

i=1

n n
/ (_utnt + Z AUy ; Nz, + Zaiumn + 6““7) dxdt = 0.
Qr =1

Fiksuokimer€|0, T ir apibreZkime funkcija
() = {u(m,s) ds, kaite0, ],
0, kaite[r, T).

Taip apibezta funkcijane Dy (patikrinkite). Be tog), = —u, ¢ = —ug, i, =
kait<7. Todel (6.9) tapatybe galima perrasyti taip:

/(nmtt - Z @ijN; M, — Z aiNex; N — amn) dzdt = 0.
i=1

QT iJ:l
Pastebsime, kad
1
/77t77tt dxdt = §/nt2|t:7 da;
QT Q
n 1 n
/ Z Qi Ny Niw; dadt = _5/ Z @i s | A=
q hi=1

Q. "=t

1 n
_5 Z Qi5t Nz ; TN, dzdt;
Q, Hi=1

n n
/ Z ammmdl"dﬁ = - / Z @iMa; M)
O =1 Q i=1

n
— / > (@isne,n + aing,me) dzdt;
Q. =t

—0 dr—

Pasinaudoje Siomis formemis, gausime tapatybe

1 n n
3 /(T]t2|t:7 + Z Qijle; Nz l—o +Zaﬂ)xﬂ7
i=1

Q i,j=1

t:O) dr =

O, =1 i=1

Kadangi

v 2 2
tzodx‘gg/%‘t:odx—i—cy/n ’t:Od'r’
Q Q

n
[ e
Q =1

n n
- ( D e e + Y (@it + aing,ne) anm) dadt.

(6.9)

_uzia
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tai i$ pastarosios tapatgb iSplaukia nelygyb

/(ﬂf|t=T + Z QigNa; N,
ij=1

Q

t=0> dz<C /(ni + 0?2 4 1?) dadt.
QT
Tegu

t

q(z,t) = /u(x,T) dr.
0
Pasinaudoje funkcijog apib®Zimu, jvertinsime integralus

/772’t:0 deT/u2 dxdt, /772 dmdtﬁ#/ﬁ dxdt
Q

ir pastelesime, kad
-

n(x,t) = /u(x,r) dr = q(z,7) — q(x,t), nt|t:‘r = —u(z, 7).

Tada
1 n
/(u2(x, 7_) + 5 Z Qij (1.7 0)qzz (ZL', T)qrj (:L', T)) dzx<
o ij=1
2 2
<c1 [ ((ate.) - a(w.0)? + w?(a 1)) dudi
QT
<2CyT / ¢2(z,7)dr + 20, /(qi(w, t) + u?(z,t)) dudt.
0 Q.
Kartu yra teisinga nelygy#
/(u2(as, )+ (v/2 —2017) ¢ (, 7')) dx<2C} /(qi(z, t) +u(z,t)) dadt.
Q Qr

Tegur€0,v/8C,]. Tadav/2 — 2C7>v /4. PaZzynekime

O(7) = /(uQ(ac,t) + ¢2(z,t)) dadt.
Q-

Tada
(I)/(T)SCQQ(T).

Beto,®(0) = 0. Todel (zr.[1.1lema)®(7) = 0, Vr<[0, »/8C1]. Kartu galime tvirtinti,
kad u(z,7) = 0, ¢y, (z,7) = 0, kai 7€[0,v/8C4]. Pakartoje §j jrodyma intervalui
[v/8C1,2v/8C,], gausime, kad Siame interval€z, t) = 0. Atlike baigtinj skatiy
tokiy veiksmy, gausime, kadx, t) = 0 visame cilindreQr. >

P astaba. Teorema isliks teisinga, jeigu vietoje koeficientiapeztumo rei-
kalausime koeficienty,;,, ap®eztumo.
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6.4. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
GALIORKINO METODAS

Sakykime, kad€.1) lygtis yra tolygiai hiperbolie. Jrodysime, kad@.7) uzdavinys
turi bent viena apibendrinta sprendinj eeje' W, (Qr).

6.2 teorema. Tarkime, ai;, aiji, a; ir a € Loo(Qr), f€La(Qr), € W(Q), ¢ €
Ly (). Tada erdejeW,' (Qr) egzistuoja bent viend8.7) uZdavinio apibendrintasis
sprendinys.

<A Tegu{vy}32, yra baz erdejeW1(Q2), ortonormuota erdgje L, (£2). Apytikslio
(6.7) krastinio uzdavinio sprendinio ieSkosime tokiu pavidalu:

u(N);Ut Zwk

tia funkcijosw ™) = (u™ v), k =1,..., N, randamos i salygy:
(g on) + A™, v0) = (f,00), (6.10)
N
=Y (@ vp)un(z) = ™ (@), (6.11)
k=1
N
N
N imo = S, v)ui () == ™ (). (6.12)
k=1
Fiksuokime skdiiy N ir paZyrrékimew,(CN) = wy. Tada Sias salygas galima per-
raSyti taip:

{%®+i%wﬂbﬁ@,%&ﬂ
w(0) = @r, w}(0) = g;

Ciak = 1,..., N, Qg = A(vk,vj), fr = (f, Uk), Y = (gp,vk), P = (1/J,Uk). Talgl
gavome KosSi uzdavinj antrosios edl tiesiniy paprasty diferencialiniy Big sistemai.
VisiSkai taip pat kaifb.4 skyrelyje galima parodyti, kad Si sistema turi vienintelj spren-
dinj. Be to,w} € Ly(0,T"). Todel VIV egzistuoja tokios funkcuoa; .,wEVN), kad
funkcija

E wk ’Uk

tenkina 6.10), (6.11), (6.12) salygas. Padaugm@.(lC) lygtj i$ wj, ir susumave pagal
knuol iki N, gausime lygybe

(ug?) ut™) + A ™y = (ful™).
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IS Sios lygyles iSvedama nelyggb

J (@7 4+ @f0p + @2 dos (6.13)
Q

<c(T)( [ f?dxdt (@2 +%)dx), te0,T].
(Q[ +Q/ wy + ) €

Pastaroji nelygye jrodoma visiSkai taip pat kaijs(6) energire nelygyte. Reikia tik
atkreipti cemes;j j tai, kad ja iSvesdami gausint&5) formules analoga, kuriame vi-
etoje neneigiamo integralo pavirSiurfii atsiras integralas pavirSiunsty. Pastarasis
integralas yra lygus nuliui, nes pavirsiasis taskuose funkcija™\) lygi nuliui.

Kadangil6.13 nelygyleje konstant&’(T") nepriklauso nei nu®/, nei nuot€[0, 77,
tai galime tvirtinti, kad sekdu(™)} yra apkzta erdeje W' (Qr). Todel i$ jos gal-
ima isskirti posekj{u("*)}, silpnai konverguojantj j elementac W' (Qr). Be to,
Sis posekis konverguoja tolygi&E[0, T atzvilgiu erdejeLy ().

|rodysime, kadu yra (6.7) uzdavinio apibendrintas spendinys. Tuo tikslu padaug-
inkime (6.10) lygtj i$ funkcijos g€ W1 (0, T'), tenkinar€ios salygay, (0) = 0, gautus
reiSkinius susumuokime pagalnuo 1 iki M, M <N, rezultata suintegruokime kin-
tamojo¢ atzvilgiu nuo0 iki 7' ir pasinaudokime integravimo dalimis formule. Tada
gausime tapatybe

/ (—ugN)nt + 3 aiul e, + Y auln+ au(N’n) dadt =
Or i,j=1 i=1
M
= /uEN)n|t:O dx + / fndzxdt, n= qu(t)vk(:p).

Q Qr k=1
Kadangiu(*) — u erdveje Wy (Qr), tai pastarojoje tapatytje galima pereiti prie
ribos kaik — oo. Kartu galime tvirtinti, kad ribi@ funkcijau tenkina integraline
tapatybe

/ (fumt + Z iUz Ne; + Z QiU M + aun) dxdt =

i,j=1 i=1

Qr
M
:/1/J(:L')77(x,0) der/fndxdt, n:qu(t)vk(m). (6.14)
Q Qr =1

Pagal5.2 lema aite tokiy funkcijy yra tirSta poerdvyj®r. Todel (6.14) tapatyle yra
teisingavne Dr.
Beliko jrodyti, kad
[u(z,t) — (@)L, 2) — O,
kait — 0. Tai daroma visiSkai taip pat ka4 skyrelyje.>
P astaba. Jeigu patenkinios teoremos salygos, tai lengvai galima jsitikinti,
kad visa sekdu(™)} silpnai konverguoja j:.
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6.5. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS.
FURE METODAS

Tarkime, operatoriaugl koeficientai nepriklauso nuo kintamojoBe to, tegu koefi-
cientaia; =0, Vi = 1,...,n, t.y. operatorius

Au= Z %(aij (2)ug,) + a(z)u,

ij=1 "
yra formaliai savijungis. Tada pirmojo, antrojo ir &iejo krastiniy uzdaviniy apiben-
drinty sprendiniy galima ieSkoti F@jmetodu (tréiojo krastinio uzdavinio atveju ko-
eficientass taip pat turi nepriklausyti nuo kintamoj9. Nagriresime pirmajj krastinj
uzdavinj

Ut +AU - f(.’l?,t), (l’,t) € QT7
ulg, = 0, (z,t) € Sr, (6.15)

ul,_, = o(z), T e Q,

ut|,_, ¥(z), x €

Tegu{\:} yra operatoriaus! tikriniy reikdmiuy ir {vy} — ja atitinkar€iy tikriniy
funkcijy sistema, ortonormuota erefe L, (©2). Jeigu koeficientas(x) > 0, tai visos
tikrinés reikSmes \;, yra teigiamos. Bl paprastumo tarkime, kad pastaroji salyga taip
pat patenkinta.

6.3 teorema. Tegu f € Lao(Qr),» € WL(Q),¢ € Ly() ir operatoriausd koefi-
cientai yra apeZti. Tada erdMeW%’l(QT) egzistuojg6.15 uZdavinio apibendrintas
sprendinys

< Apytikslio (6.15) uzdavinio sprendinio ieSkosime pavidalu
N
N (z,t) = Zwk(t)vk(x).
i=1

Koeficientusw;, apibezkime taip, kad b.\t € (0, T) ir Vi € W1(Q) buty patenkintos
tokios salygos:

Wi ) + WM, = (FN) ), Vne Wi(Q),
u(N)’ _ — @(N)($)7
”EN) ’t:O N (@);

[u,v] = /( z”: QijUs, Vs, + auv) dx

Q Hi=1



6.5. APIBENDRINTOJO SPRENDINIO EGZISTAVIMAS. FURIMETODAS 215

energire skaliarire sandauga

N
eM(@) = prur(a),
k=1
N (@ Z Vrvg (@
Imdamin = v, k= 1,..., N, gausime, kadv, yra KoSi uzdavinio
wy(t) + Aewi(t) = fi(t),
wi(0) = 9y

sprendinys. Jo ieSkoma jprastudu. 13 pradZiy randamas homogessnygties spren-
dinys, tenkinantis pradines salygas. Po to (pavyzdZiui, Diuamelio metodu) randamas
nehomogenies lygties sprendinys, tenkinantis homogenines pradines salygaseSud
Siuos sprendinius, gausime

t
= @}, cos \/ A\t + wksm\ﬁt—i— 1)\ /fk(T)sinm(t—T)dT
k
0
Apibrezkime formalia eilute
t)=> wi(t)or(). (6.16)
k=1

Taip apibeZta funkcijau yra formalus [6.15) uZzdavinio sprendinys. I5tirsime Sios
eilutes konvergavima.
Pagal teoremos salyga

oo
lel® =Y g < oo,

||¢Hi2(9) = 21/)13 < 0,
k=1

3Sja skaliarine sandauga atitinka eneégitorma

lu] = p[u, ul.
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0 T
1o 0m = Z/f ) dt < co.
0

k=1
Pasinaudoje Siy eitiy konvergavimu, jvertinsime reiSkinius
N+M N+M

2
| Z P COS mtvk(x)l < Z MePh
k=N k=N

N+M N+M

| Z \/;wksm\/itvk | < Z v,

a(t) = \/%/fkmsm\/ﬁ(t—ﬂm
0

IS Siy jveckiy iSplaukia, kad

N+M

| > wi(t)o(z) |2 =0,

k=N

kintamojot atzvilgiu, kai N, M — oo. Todel

u e C([0,T] — Wi(Q))

[u(z,t) = ()] =0,

kait — 0. Kartu galime tvirtinti, kadugfiv) — u,, erdwejeLy(Qr), kai N — oo, ir

Ug, € LQ(QT)-
|rodysime, kadu; € Lo(Q). IS pradziy pasteksime, kad

/(utt n+ Z alju( Ne, + auY) )dmdt /f N dzdt;

Q- b=t Q-
Cia
= ak(®)vr(z), @ € La(0,7).

Imkime Sioje tapatybjen = u§N> ir perrasSykime ja taip:

N
lui™ (2, 7)1, @) + [u™ (@, 7)|? =
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=2 [ £ dadt + [0V g0 + 0P
QT
IS Sios tapatyes iSplaukia nelygyd

™ (2, )1, ) < 1ut™ 1200 + 1 1R s0m) + 19120y + T2l
Tegu
y(r) = [u™ 2, 0.
Tada
Y (1) = [ (@, 7)1}, 0
ir teisinga nelygyb
y'(1) <y(r) +¢;
Cia

0= £l 0n + 1¥lE, 0 + Lol
IS Sios nelygyps irl.1lemos iSplaukia jvertis

N
() = 1u™ 12,00 < CUA 0n + 1012, @) + l41?).

Todel i$ sekos{uEN)} galima iSskirti silpnai konverguojantji; posek] iru; € Lo(Qr).
Be to,

N
4™ (2. )12 < C (111, 0m + 110y + 1917

ir galime tvirtinti, kadu; € La(Q7).
[rodysime, kad:; € C([0,T] — L2(f)) . [vertinsime reikinius

N+M 5 N+M

| 2 oA vatn@l o < 3w
k=N 2

k=N

N+M

H Z Yy cos Jﬁtvk(x)\
k=N

2
< 2
‘Lm) - Z Vi

N+M 2

H > WL(t)Uk(ﬂf)H <T /f;f(t)dt.
k=N )

L2(€2)
IS Siy jveckiy iSplaukia, kad

N+M 5

| Y witn@),,, =0

kintamojot atzvilgiu, kai N, M — oo. Taigi u; € C([O,T} — LQ(Q)). Kartu galime
tvirtinti, kad
[ue(w,t) = P(@)[|Ly ) — 0,
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kait — 0.
Beliko jrodyti, kad funkcijau tenkina 6.8) tapatybe. Visy pirma pastebime, kad
apytikslis sprendinys V) tenkina integraline tapatybe

/( Ut 77t + Z Q;jUy 771;1 +au(N)77) dxdt = /f(N)ndxdt+
QT Qr

M
+/¢<N)(a:)77(m,0) de, n= ZQk(t)Uk(x)» M < N;
2 k=1

Cia funkcijosq, € C*°[0,T] ir lygios nuliui taSkot = T aplinkoje. Pegje Sioje
tapatyleje prie ribos, gausime

/( usny + Z @ijUsg, Mz, —|—au77 dmdt /fndxdt—i—/w ,0) dx.

Qr hi=1

Pagal5.2 lema aite {n : n(z,t) = Z qr(t)vk(x)} yra tirSta erdeje Dr. Todel pa-

staroji tapatyb teisingavn € Dr |r U yra (6.15) uzdavinio apibendrintas sprendinys
erdeje W3 (Qr). >
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6.6. KITYKRASTINIY SALYGU ATVEJIS

Tarkime, operatoriaust koeficientaia;;, a; it a € Loo(Qr), f € L2(Qr), ¢ €
W3i(Q), v € La(Q2), S = 99 — dalimis glodus pavirsius, @ — apezta pavirsiujeSt
funkcija. Nagriresime krastinj uzdavifij

utt+Au = f(iE?t)a ((E,t) € QT7

Ou/ON + ou = 0, x,t) € Sr,
/ s, (=1) ’ (6.17)

u|t:0 = (), x €

ut|t:0 = Y(x), z €

Taip apibeztas uzdavinys vadinamasdtigoju krastiniu uzdaviniu, o jo atskiras atvejis,
kai o = 0, — antruoju krastiniu uzdavinfu

Apibréezimas. Sakysime, € W' (Qr) yra (6.17) uzdavinioapibendrin-
tasis sprendinygeiguvn € W5 (Qr), n(-,T) = 0, teisinga integralia tapatyle

/ (—um + ) i, + Y agug,n + aun) dadt =
i =1

Qty h=1

= — [ oundSdt+ [ yn(x,0)dx + [ fndxdt (6.18)
fomsis [enoare

St Qr

u(z,t) — ()L, @) — O,
kait — 0.

Tre€iojo (taip pat antrojo) krastinio uZzdavinio apibendrinty sprendiniy egzistavima
bendru atveju galima jrodyti Galiorkino metod(ia tik {vy} turi buti baz erdeje
W1(Q), o ne poerdvyjéWV3(€2). Jeigu operatoriaud koeficientaia;;, a; ir a neprik-
lauso nuo kintamoja, tai apibendrinty sprendiniy egzistavima galima jrodyti Eurj
metodu. Abiem atvejais apytikslio sprendinié") konstrukcija ir jo konvergavimo
] u jrodymas yra analogisSkas atitinkamy teigiriud ir 6.5 skyreliuose jrodymams.

Ta patj galima pasakyti ir apie energ@snelygyles bei vienaties teoremos jrodyma.
Reikia tik atkreipti @mesj j tai, kad pavirSinis integralas

1 1
/auutdet = - /0u2 ds — f/otug dSsdt
2 t=0 2
St S St

t=T

ir teisinga nelygyb

/uQ(:L',t) dS§5/ui(m,t)dm+0€/u2(x,t) dzx <

S Q Q

4Nehomogenias krastigs salygos atvejis jprastwibu suvedamas j tokj patj uZdavinj su homogene
kraStine salyga.
2Jeiguo = 0, tai reikalavima, kad pavir$ius buty dalimis glodus, galima atmesti.
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< 6/u§(x,t) dzx + 2C, /uQ(x, 0)dz + QCEt/uf(x, t) dzdt
Q Q Qt

(zr. 14.€ lema irll uzdavinj.). Abibendrindami visa tai, galime tvirtinti, kad teisinga
tokia teorema.

6.4 teorema. Tarkime, pavirsiusS yra dalimis glodus, o operatoriaus koeficientai
a;j = aj;, a;, a Ir jy iSvestiresa;;; € Lo (Qr). Be to, tegur kartu su savo isvestine
oy € Loo(ST). Tada(6.17) uZdavinys su bet kokiomis funkcijomif € Ly (Qr),
© € WYQ), ¥ € Ly(Q) turi apibendrinta sprendinj eréie W' (Qr). Jeigu, be
minéty salygy, koeficientai; turi iSvestines;; arbaa;., € Lo.(Qr), tai bet kokie du
(6.17%) uzdavinio apibendrinti sprendiniai eréj\ew;l(QT) sutampa.
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6.7. APIBENDRINTWYJY SPRENDINIY GLODUMAS

Siame skyrelyje jrodysime, ka.(7) krastinio uzdavinio apibendrinti sprendiniai erd-
veje W2 (Qr) priklauso erdvelW3?(Qr), jeigu tik operatoriaust koeficientai, pa-
virSius .S bei funkcijosf, ¢ ir ¢ tenkina tam tikras papildomas glodumo salygas.

6.5 teorema. Tarkime, operatoriaus\ koeficientai bei funkcijosf,  ir v tenkina
6.2 teoremos salygas ir € VV1 1(QT) yra apibendrintag6.7) krastinio uZdavinio
sprendinys. Be to, tegu koef:c:enta;tt? ity Aty Qijz € Lo (Q7), funkcijosf iSves-
tiné f; € Ly(Qr), € W2(Q)NWL(Q), v € Wi(Q). Tada:

1. Funkcijau turi antrosios eés apibendrintas iSvestineg, u:, € La(Q) Ir tei-
singa nelygyb

lueel? o (my + Yl 0 < (6.19)

(el + 101z + 1R aimy + 17l i0m )

Be to,

|t (w,t) — P (@)[|Ly ) — 0,

kait — 0.

2. Jeigu, be migty salygy,Se C?, tai egzistuoja funkcijos. apibendrintosios
isvestiresu, ., € Lo(Qr),i,j = 1,...,n. Tuo pa&iuue Wg’z(QT).

aTegu{v; }32, yra baz erdeje W2(©2) N W1(£2), ortonormuotal, () erdweje.
Apytikslis (6.7) kra&tinio uzdavinio sprendinys

Z w™ (1)

Cia funkCijOSw](cN) randamos ig@.10), (6.11) ir (6.10 salygy. Be to, jos turi sumuoja-
mas kvadratu iSvestines iki frimsios eies imtinai.
Pagal teoremos salygas W3(Q) N Wi(Q), e Wi(Q). Todel

N
W2(Q
u™(2,0) = S (v )oi(@) "2 (),

~
Il
-

al Wl(Q)
=) W vve(x) =5 P(),
k=1

kai N — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

N
1™, 0)lws ey + g™ (- 0) lwy ) SC(lellwac) + [¥llwyey):  (6:20)
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¢ia konstantaC nepriklauso nuaV. Jrodysime, kad normﬂuﬁv)(-, 0) ||, (o) taip pat

yra tolygiai apezta/V atzvilgiu. Tuo tikslu padauginkim&(10) salyga i§u;,(€]t\i), gautus
reiSkinius susumuokime pageainuo1 iki N ir rezultata uzraSykime taip:

(ug) ult)) + A alN) = (ful)).

Imkime Sioje lygylejet = 0. Tada pasinaudoje integravimo dalimis formule bei Helde-
rio nelygybe, gausime

N
et (- OIE  <C (Illwz ey + 1 lLat@n); (6.21)

Cia konstanta’ nepriklauso nuaVv.

|rodysime, kadu turi apibendrintas iSvestineg;, u:, € Lo (Qr). Diferencijuoki-
me abi 6.10) salygos puses kintamojaatzvilgiu, po to padauginkime i&“;,i]t\?, gautus
reiSkinius susumuokime paghlnuo1 iki NV, suintegruokime atzvilgiu nuoo iki 7 ir
rezultata uZraSykime taip:

J @l + Al A ) e = [ (il dts (622
0 0
Cia
A, (ut) utt = /(Z a”tugy)ug\; + Zaztu N)Uz(st ) + au™Muyy W )> dz.
1,j=1

Lengvai galima jsitikinti, kad reiSkiniai

N) (N
(ugtt)7u§t )) thH tt )HL2 Q)

N 1d
[ 3 au e = 34 / > a2l -

Q Hi=1 7J 1

_ = . )d

aljtutx utz €T3
Q i,j=1
d n

N )
/ E a”tu( )uttr dz = E thU( )um dr—
Q i,j=1 Q i,j=1
n
—/( E aijttu um E a”tu um )dw
Q i,j=1 i,j=1

Todel (6.22) lygybe galima perrasyti taip:

N N
(Cle / > gl o + / > gVl ae)

i,7=1 i,5=1

t=1

t=0
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n
N
= /[Z a’ijtugzl utm M +2 Z a Jttuglv)utx ) +2 Z a“ijifutac1 ugm])
o, bi=l i,j=1 ,j=1

72<Z alutt M+ Za, )+ au N4 au™) — ft)u“ } dxdt.

IS Sios lygyles jprastu bdu iSvedama nelygyb
N N N N
(It 1,0 + vt 1,00 )| <O (Il By + VIt 1R 0 ) +

+Ca (I3 oy + 103030 + 1 Ry + Melaiom )

Reikia tik pasinaudoti energine b&.20) ir (6.21) nelygylemis. 18 pastarosios nely-
gybeés bei Gronuolo lemos iSplaukia, kad

N N
s 12,0 + vlluts 12, @) <

<Cs (e lyza + 191330 + 1 1 0m) + 1illEacom )

Kartu teisinga nelygyb
N N
||uf(’t )HiQ(QT) + VHUE?? )H%&’(QT)S

SC(HSDH\QNS(Q) + ||1/1H%v;(9) + ”f“iz(QT) + HftH%,Q(QT));

¢ia konstantaC' nepriklauso nuaV. Todel i§ sekos{u(N)} galima iSskirti posekj
{uN%)}, silpnai konverguojantj erdaje Ly(Q7) kartu su savo pirmosios e ives-

tinemis u(N) uéN bei antrosios eds iSvestiemis ugV), ugﬁ) j funkcija w ir j jos
atltlnkamas iSvestines. Be t@, uy, uy, , Utt, Uiy, € Lo(Qr), Vi = 1,..., n,ir pastaroji

nelygyle yra teisinga ribinei funkcijai.
|rodysime, kad funkcijau tenkina antraja pradine salyga. Laisvai pasirenkame
skatiy ¢ > 0. Pagal Minkovskio nelygybe

N
e (- 8) — 912, @ <lua (o t) = ud™ (L0120 +

N
Hlug™ (5 8) = W ) + 10 =9I, 0
Kadangi
u(N)('7t) LL(Q)) u('vt)7 1/)(N) LL(Q’) ¢a
kai N — oo, tolygiai kintamojot atzvilgiu, tai egzistuoja toks sk@us Ny, kad

e, t) — u™ (N2, @ <e/3, [N — I, ) <e/3, YN>No.

SKadangi patenkintos vienaties teoremos salygos, tai is tikryjy visa seka konverguijajyra (6.7)
krastinio uzdavinio apibendrintas sprendinys @jdw;l (Qr)-
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FiksuokimeN > N,. Tada galima nurodyti tokj skéiy ¢, > 0, kad
™ (1) = M2, oy <2 /3, Vi<to.

Taigi
e () = Y[,y <6, VE<to,
ir pirmasis teoremos teiginys jrodytas.
|rodysime antrajj teoremos teiginj. 13 pradziy passine, kad b.v.t€[0, T
teisinga integralia tapatyk (ji iSvedama i56.10) salygos)

/(Z QiU Nz; + Zaiuxin + aun) dxdt = /(f — ug)n dadt,
=1

Qr W=t = Qr
Vne W%(Q) . Todel tokiemst funkcijau yra elipsires lygties
Au=f—uy

apibendrintas sprendinys erdvé}é}(Q) (Zr. 4.1 skyrelj). Remdamiesi.16teorema,
galime tvirtinti, kad srityjeQ? egzistuoja Sio sprendinio antrosiosesilapibendrintos
iSvestiresu,, ., € L2 (1) ir teisinga nelygye

[ty @) SCUf o) + lutllLy@)-

Remdamiesif.19 nelygybe, galime tvirtinti, kad

||umIILQ(QT)SC(H@ng(Q) + e llwi) + L@ + ”ft”Lz(QT))' (6.23)

Taigi ue W%’Q(QT). Teorema jrodytar

P astaba. |Jrodydami apibendrinty iSvestiniy ir u;, egzistavima nereikala-
vome jokio pavirSiau$ glodumo. PavirSiauS glodumu pasinaudojome tik jrodydami
apibendrinty iSvestiniy.,,., egzistavima. Jeigu pavirSius nera glodus, tai galima
jrodyti, kad apibendrintos iSvestsu,,., € Lo (Q7), Q7 = Q' 'N(0,T), ¥ C Q- bet
kokia grieztai vidire sritis. Be to, iSlieka teising® (23 nelygyke, kurioje vietojeQr
ir Q reikia jrasyti atitinkama@’ ir '.

I516.5 beil3.11 teoremy iSplaukia, kad funkcijos(-, t), u:(-,t) ir u.,(-,t), kaip
erdwesL, () elementai, yra tolydzios kintamoje[0, T atzvilgiu. Pastarajj teiginj
galima jrodyti, jeigu funkcijosf, ¢ ir ¢ tenkina tiki6.2 teoremos salygas. Tiksliau,
teisinga tokia teorema.

6.6 teorema. Tarkime, funkcijosf, y ir i) tenkina6.2 teoremos salygas, o operatoriaus
A koeficientaia;j, a; ir a tenkina6.5 teoremos salygas. Tafla7) uzdavinio apiben-
drintasis sprendinyse C([0,T] — W}()), o jo i$vestireu,e C([0,T] — Ly ().

a Tarkime, funkcijosf*), ¥ ir (k) vk = 1,2, ..., tenking6.5teoremos salygas
bei

”.f(k) - f”Lz(QT) — 0, HSD(k) - QDHVOVé(Q) — 0, ||?/1(k) - w”L2(Q) — 0,
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kai & — oo. Pakeite [6.7) uzdavinyje funkcijasf, ¢ ir v atitinkamai funkcijomis
f® o) ir (k) gausime uzdavinj, kurio apibendrintas sprendin{/s yra erdes
W3 (Qr) elementas. Remiantis pirmudfUs teoremos teiginiu, galima tvirtinti, kad

ugf), u,ﬁ’;) € Ly(Qr). Be to, teisinga energanelygyle

k
[ )12, @y + 10 6 ) ) + 1) ()<

§C<||f(k)||%2(QT) + H@gck)”iz(sz) + ||7/)(k)”1242(sz))~

Pakeiskime®.7) uzdavinyje funkcijag, ¢ ir ¢ atitinkamai funkcijomisf (%) — £ (),
©®) — o) jr pF) — (%) Tada gausime uzdavinj, kurio apibendrintas sprendinys
uF = u®) — u(®) ir teisinga energia nelygyte

s k,s 2,5
1w O11F 5 ) + ™ T L) + 1457 (5 OIIF o) <

SC(Hf(k) - f(S)H%Q(QT) + [l — @;S)H%Q(Q) + o™ - ZZJ(S)”iQ(Q));

Cia konstantaC nepriklauso nudk, s ir t. Kai k ir s — oo, reiSkinys deSiniojoje pas-
tarosios nelygybs pugje tolygiai kintamojat atzvilgiu argja j nulj. Tockl egzistuoja
tokia funkcijau, kad

”u(k)(’ t) - a("t)HL2(Q) — 0,

k -
1l (- 8) = i (-, )| 1o () — O,

(tolygiai kintamojot atzvilgiu), kaik — oo. Tiesiogiai galima patikrinti, kad: yra
(6.7) uzdavinio apibendrintas sprendinys &'Eﬂa/W;’l(QT). Pagal6.1 teoremal6.7)
uzdavinys erd@je W' (Qr) negali tukti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.
Todel galime tvirtinti, kadii = u. Kadangi funkcijosu®) (-, ), u{¥ (-, ¢) ir ul® (-, ¢) €
Lo (92) ir, kaip erdesLy(2) elementai, yra tolydZios kintamojoatzvilgiu, tai funkci-
josu(-,t), ug(-,t) ir ug, (-, t), kaip erdesLs () elementai, taip pat yra tolydZios kin-
tamojot atzvilgiu. Teorema jrodyta:

Apibendrinto sprendinio egzistavima eEjeW%’l(QT) jrodeme (Zr.16.4 skyre-
lj), kai pe Wi(Q). Kitais ZodZiais tariant, reikalavome, kad taskuases, t = 0
buty patenkinta nulias eibs suderinamumo salyga, t.yuth suderinta pirmoji pradi
ir kraStire salygos. |rodydami apibendrinto sprendinio gloduma iej&iwg’z(QT),
reikalavome, kadp ir e W1(Q2). Siuo atveju reikalavome, kad taskuasesS, t =
0 buty patenkinta pirmosios @$ suderinamumo salyga, t.y.uth suderinta ne tik
pirmaji, bet ir antroji pradie salyga. Norint jrodyti aukStesnj apibendrinty sprendiniy
gloduma, reikia pareikalauti, kadihy patenkintos atitinkamos suderinamumo salygos.
Visos jos susijusios su funkcijasiSvestiniyt atzvilgiu reikSnemis taSkuosees, t =
0, tiksliau — su salygd)fu]we&tzo = 0. Pavyzdziui, kaik = 2, taSkuosereS,t = 0
turi buti patenkinta tokia suderinamumo salyga:

Ap—f=uu=0.
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Kai &k > 2, apibendrinty sprendiniy gloduma eEjerz"k(QT) galima jrodyti
matemati@s indukcijos metodu. Bendra jrodymo schema yra tokia. IS pradZiy jro-
domas glodumo padgjimas kintamojat atzvilgiu. Po to, remiantis elipsiniy iy
teorija, jrodomas glodumo padifimas kintamyjur, atzvilgiu.
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6.8. KOSI UZDAVINYS

Siame skyrelyje nagrizsime Ko3i uzdavin;

Utt +Au = f(l’,t), (‘rat) € Rn X (OvT)v
ul_y = el@), xr € R, (6.24)
wl_y = (), z € R

Hiperbolires lygtys apraso procesus, kuriy sklidimo greitis yra baigtinis. Pasinaudoje
Sia savybe, KoSi uzdavinio sprendima suvesime j krastinio uzdavinio sprendima.

6.7 teorema. Tarkime, operatoriaus\ koeficientaia;;, a;, o ir jy dalinés isvesti-
néS(zijt, Qijz, Qijtt, Ait, At € LOC,IOC(RTL X (O,T)) Be to, tegugoe W%,loc(Rn)’
Y e Wé,IOC(R”), £y fr € Lajoc(R™ x (0,T)). Tada(6.24) Kosi uZdavinys turi vien-
intelj sprendinjue W57 (R™ x (0, T)).

< Tegu K1 yra nupjautinis kigis erdeje R, Q = Q, — jo apatinis pagrindas,
esantis plokstumoje= 0, Qr — virsutinio pagrindo projekcija j plokStuma= 0, St
— glodus Soninis pavirSiu$) — tokia apeZta sritis, kad) c Q (Zr. [6.2 pav.). Be to,
tegu pavirSiusS yra arba charakteristinis, arba orientuotas ejev

t

sy Tp—1

6.2 pav.
Teguée C°(Q), &(z) = 1, kai zeQ. Tada

¢ = pee WHQ)NWL(Q), o =vee Wh(Q).

Remdamiest.5teorema, galime tvirtinti, kad krastinis uZzdavinys

ug +Au = f(z,t), (x,t) € QT:Q x (0,T),
ulg, 0, (z,t) € Spr=09x(0,T),
u’t:O = @), r €

wl,_, = (=), z €

turi apibendrinta sprendinije W§’2(QT). Pasinaudoje energine nelygybe, lengvai gal-
ima jsitikinti, kad toks sprendinys yra vienintelis. Tegwra funkcijos siaurinys
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cilindre Qp x (0,7), ty. u(z,t) = a(z,t),Y(z,t)eQr x (0,T). Taip apibezta
funkcija u ir yra ieSkomasis@.24) Kosi uzdavinio sprendinys cilindr@, x (0,7).
Kadangi tokiais cilindrais galima padengti visa juo®a x (0,7, tai (6.24) KoSi
uzdavinys turi vienintelj sprendinjc W37 (R™ x (0,T)). Teorema jrodytac
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6.9. UZDAVINIAI

1. |rodykite, kadvu € W' (Qr) yra teisinga nelygyb

/u2(x,t) dzx < 2/u2(x,0) dx+2t/uf(x,t) dxdt.

Q Q Q1
2. Teguu yra glodi cilindre@Qr = Q x (0,T") funkcija, lygi nuliui pavirSiujeSy ir
Utt — AU = f(x7t)a (Z‘,t) S QT-
|rodykite nelygybes:

2 2
@) o [usllf, ) + max ful, o) <

< (IS @y + 1l )iy () + e O)IE, )

2 2
(b) max, lueell, ) + R utallf, @) <

< C(Hf”iz(QT) + ||ft||iz(QT) + ||Uzz(‘70)Hiz(Q) + Huz('>0)||iz(9))~

2 2 2
(©) e, luzallz, 0y + e ez lIZ, ) + e uellf, o) <

< C(||in2(QT) + ||ftH%2(QT) + ||u('aO)H%V§(Q) + ||ut(‘,0)||\2;v;(n))~

3. |rodykite kraStinio uzdavinio

upp — Au = f(z,t), (x,t) € Qr,
U|ST = 0, (z,t) € Sp,
ut|t=0 = Y(z), x € 9,

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj a'!jiwo\/;’l(QT) .

4. |rodykite krastinio uzdavinio

Ut — Au = f(xvt)v (.’L‘,t) € QT7

8u/5n’ST = 0, (z,t) € S,
ul,_, = ), x €
utl,_, = ¥, r € Q

apibendrinto sprendinio egzistavima ir vienatj exAvV. " (Qr).
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5. |rodykite, kad uzdavinys

Ut — Ugg + CUp = f(xa t)a (J’J, t) € (0’ 1) X (0’ T)?
u So.x = 0, (.’L‘,t) S 5071 = {07 1} X [07T},
ul,_, = ), z € [0,1],
Utl—g = ¢(x)7 S [07 1]a

negali tueti dviejy skirtingy apibendrinty sprendiniy.

6. Tegu operatoriusd yra formaliai savijungis ir jo koeficientai nepriklauso nuo
kintamojot. Furje metodu jrodykite krastinio uzdavinio

utt+Au = f(ﬂf,t), (I‘,t) € QT7
u|ST = 0, (z,t) € S,
u|t:0 = @(x)) €T E Q?
ut|t:0 = (), x e O

apibendrinto sprendinio gloduma e&je W2 (Qr).



7 SKYRIUS
Apibendrintosios funkcijos

7.1. PAGRINDINIY IR APIBENDRINTYJY FUNKCIJY ERD¥S

TeguQ yra sritis erdeje R". Pagrindiniy funkcijyerdveiD(2) priskirsime be
galo diferencijuojamas ir fiBias srityje2 funkcijas, t.y.D(2) = C3°(£2).

Apibréezimas. Sakysime, seKa} i8 D(Q2) konverguoja j funkcijap €
D(Q) ir Zymesimeypy, — o, jeigu:

1. Egzistuoja tokia kompaktiSka aéld< C 2, kad
supppr C K, VkeN;
Ciasupp ¢ — funkcijosy;, atrama.
2. Su kiekvienu multindeksw = (a1, o, . .., ay) Seka{D%py} srityje 2 toly-
giai konverguoja jD%y, t.y.
D%pr = D%,
kai k — oo.
Aibe D(Q) su taip apibezta topoplogija yra erav
Pavyzdys. Teg@® = {z ¢ R": |z| < 1}ir
ww= {57 kst
Apibrezkime sekas:

1

(@) = pwlz), Yi(e) = %w(x/k:), E=1,2,...

Tadaw, gk, ¥ € D(Q) ir pr — 0, kai k — oco. TaCiauyy, 4 0, kai k — oo, nes
funkcijos ), netenkina pirmos apibZimo salygos.
Pagrindiniy funkcijy savybs:
1. Diferencijavimo operatoriu®< : D(2) — D(2) yratolydus, t.y. jeiguy, — ¢
erdwejeD(Q), kai k — oo, tai D¥py, — D%p erdvejeD(Q), kai k — oc.
2. Tegup € D(Q) ir a € C>*(Q). Tadaay € D(N) ir dauginimo iSa operacija
yra tolydus operatorius eréje D((2).
3. Tegu A yra neiSsigimusin x n matrica. Kiekvienai funkcijaip € D(R")

priskirkime funkcijap4 € D(R™) pagal formulep 4 (z) = ¢(A z). Akivaizdu,
kad Si atitinkamyb yra tolydus operatorius eréje D(R™).
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4. Tegua yra fiksuotas vektorius eréye R". Kiekvienai funkcijaio € D(R™)
priskirkime funkcijap, € D(R™) pagal formulep,(z) = ¢(z + a). Taip
apibeZztas poslinkio operatorius yra tolydus ez/D(R").

5. Aibe D(2) yra tirSta erdeje L, (2), kai 1 < p < oo (zr. 2.1teorema). Todl
pagrindiniy funkcijuy erde D(2) yra pakankamai plati.

Apibrézimas. Bet kurj tiesinj tolydy funkcionala, apéta pagrindiniy
funkcijy erdweje D(Q2), vadinameapibendrintaja funkcija Apibendrintyjy funkcijy
erdve zynesimeD*(£2), arba trumpiau -D*. Simboliu (f, ¢) Zymesime funkcionalo
f € D*(Q) reikSme tasSke € D(2).

Paaiskinsime apibendrintosios funkcijos apitima.

1. Apibendrintoji funkcijaf yrafunkcionalasrdwejeD(£2), t.y. kiekvienai funkci-
jai ¢ € D(Q) priskiria skatiy (f, ¢) (bendru atveju kompleksinj).

2. Apibendrintoji funkcija f yra tiesinis funkcionalas erd&je D(2), t.y. jeigu
' ’(/) € D(Q>7 )\, n e (C, tai

(fsdp+ ) = A(f, ) + ulf,¥).

3. Apibendrintoji funkcija f yra tolydus funkcionalas ergeje D(Q2), t.y. jeigu
pr — p, kaik — oo, tal (f,pr) — ([, ), kai k — oco. Kadangi funkcio-
nalasf yra tiesinis, tai Sia savybe pakanka patikrinti, kai= 0.

P astaba. Galimiir kiti pagrindiniy funkcijy asD(2) apibleZimai. Pavyz-
dzZiui, galima apibezti D(Q) = C(R2), m € N; D(Q) = G (greitai makjartiy
funkcijy klase, zri7.12skyrelj).

Apibendrintyjy funkcijuf, g € D*(Q) tiesinj darinj apibezkime pagal formule

(M + g, 0) =X {f,0) + 1{g,0), ©€DQ).

Tada apibendrintyjy funkcijy a#D*(£2) tampa tiesig.
ApibreZzimas. Sakysime, kad apibendrinty funkcijy s€ke}>° , iSD*(£)
konverguoja j apibendrintaja funkcijac D*(Q2), jeiguk — oo,

(fro0) — (frp), Yo eD(Q).

Aibe D*(Q) su taip apibezta topologija yra tiesmerde. Sitas apitZzimas su-
tampa su Zinomu i$ funkogs analies silpnuoju tiesiniy funkcionaly konvergavimu.
Todel galime sakyti, kad erdbie D*(2) yra apibezta silpnoji topologija. Tiesine erdve
su taip apibeZtu konvergavimu vadinsimegpibendrintyjy funkcijy erdv®* ().

ISskirsime dvi pl&ias apibendrinty funkcijy klases.

1. Reguliariosios apibendrintosios funkcijo3egu f yra lokaliai integruojama
srityje Q) funkcija, t.y. f € Ljoc(2) . Integralas

(f.g) = / f(@)p(x)dz, o€ DQ) (7.1)
Q
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apibeZia apibendrinta funkcijg € D*(Q2). Taip apibezta apibendrinta funkcija yra
vadinamareguliariaja apibendrintaja funkcija Zymima ta pé&ia raide f kaip ir ja
generuojanti funkcijg € Lj,.(£2) . Apibendrintos funkcijos tiesiSkumas iSplaukia i$
integralo savybiy:

(£, Ao+ pyp) = /f(x)[)\ga(x) + pp(z)] de =
)

[ f@hpla) o+ [ Fa)ota)de=N(Fg) 4 nif0).
Q Q
Jos tolydumas iSplaukia i$ Lebego teoremos apie ribirgjpea po integralo zenklu:

mwwz/}umumwwa/j@W@szvwm
Q Q

jeigu tik ¢, — ¢ erdweje D, kai k — oc.

2. Singuliariosios apibendrindosios funkcij@gibendrintasias funkcijag € D*,
kuriy negalima iSreiksti'4.1) formule, vadinsimesinguliariosiomis apibendrintomis
funkcijomis

7.1 teorema. Apibendrintyjy funkcijy erde D*(Q) yra pilna, t.y. jeiguf, — f
erdvejeD*(Q) ir
(f,0) = lim (fi,9), ¢ €D,

k—oo

tai f € D*(Q).

Sios teoremos jrodyma galima ragiil] knygoje.
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7.2. APIBENDRINTUYJUY FUNKCIJY PAVYZDZIAI

Pateiksime keleta apibendrintyjy funkcijy pavyzdZziy.

1. Viena i$ papraSausiy ir svarbiausiy singuliariyjy apibendrintyjy funkcijy yra
Dirako delta funkcija. Ji yra apibeZiama formule

(0,0) = »(0), € DR").
Aisku, kadé € D*(R™). [rodysime, kad yra singuliarioji apibendrintoji funk-
cija. Tarkime prieSingai: egzistuoja tokia funkcifac Li,.(R"), kad

/ f(@)p(z) de = p(0), Vi € DR™). (7.2)

Teguy(z) = |z*p(z). Taday € D(R™)

/ f@)ePo(x) dr = alPp(x)],_, =0, Ve e DR™).

Pagal2.2 teoremay)(x) = 0 b.v. z € Q. Kartu galime tvirtinti, kadu(z) = 0
b.v. z € Q. TaCiau tai prieStarauja/(2) lygybei. Gauta prieStara jrodo, kad delta
funkcija yra singuliarioji.

2. Tegu S yra dalimis glodus pavirSius erdje R ir € C(S). Apibrezkime
apibendrintaja funkcijads pagal formule

ds. ) = [ uaola)ds. e DR, (7.3)
S

Nesunku jsitikinti, kaduds € D*(R™). Apibendrintoji funkcijauds vadinama
paprastuoju sluoksnjw . — tankio funkcija

3. Apibréezkime funkcionalg pagal formule
(fio) =Y ¢(k), »eDR".
k=0

Kadangi funkcijosp atrama yra kompaktiaile, tai Si suma yra baigten Ne-
sunku jsitikinti, kad taip apit&Ztas funkcionalas yra tiesinis ir tolydus. Bbils
yra apibendrintoji funkcija, t.yf € D*(R™).

4. Teguy € D(R™). Tada integralas

oo —& oo

Vo [ Ear = i ([ Eary [ 2 ar) -

— 00 — 00 €
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P@) —p(=2) 4 <p%7<p> (7.4)

apibrezia funkcionalaPl. |rodysime Sio funkcionalo tolyduma eréje D(R).
Y

Teguyy, — 0 erdveje D(R). Pagal apibeZzima egzistuoja toks skaiis R > 0,

kadyy(z) = 0, kai |x| > R, ir D%py(z) = 0 Va, kai k — oo. Tada

R

[etatn )

€

1 .
‘<P;7 ka>‘ a 61—1}}20

lim

2
/ Zreilc) d ’<2Rmax|4pk( )| — 0,
e—-+0

€

kai k — oo. TaigiPL € D*(R). |rodysime formule

lim olz). dx = —imp(0) + Vp / dx ¢ € D(R). (7.5)

e—+0 T+ 1€
—0o0

Fiksuokime tokj skaiiy R > 0, kady(z) = 0, kai |z| > R. Tada

oo @) R _
. Y\ . T — 1€

lim ———dx = lim —— () dr =
o | wtie " €i+0/1’2+62 (@) de

—0o0 —-R
R R .
. €T — T — 1€ .
= o0 i, [ G i [ e - ) de =
-R —-R
. R
= —2ip(0) lim arctg— + / £(@) = ¢(0) dzx =
e—0 € xr
R

= —imp(0) + Vp / (@)

Taigi erdweje D*(R) egzistuoja funkcijos% riba, kaie — +0, ir ji lygi
X (2
—imd(z) + 731. Pazynekime ribine funkcijaﬁ. Tada/.5) formule galima
X xr 1

perrasyti taip:

1 (7.6)

z + 10

. 1
= —ind(z) + 77;.
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Analogiskai galima jrodyti, kad

1
x —10

= mé(x) —|—73%. (7.7)

Pastarosios dvi formak yra vadinamoSochockio formugmis Jos daznai nau-
dojamos kvantigje fizikoje.

P astaba. Galima jrodyti, kazal yra singuliari apibendrinta funkcija.
x
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7.3. DELTA PAVIDALO FUNKCIJY SEKOS

Nagriresime fizikinj uzdavinj apie materialiojo tasSko tankj. Tarkime, triesa¢rdes
koordin&iy pradZioje sukoncentruota viengtimag. Matematiskai Sia salyga galima
uzradyti taip:

/f(x) dx =1. (7.8)
R'S
Jeigu mas yra tolygiai pasiski&usi spindulios rutulyje, tai tankio funkcija
s, kailz|<e
— { 4med® ==
fe(@) {o, kai|z| > e. (7:9)

Sios funkcijos riba taske

. +o00, kaiz =0,
f(m)zg%fa(x): {0, kaiz # 0,

negali huti laikoma tankio funkcija, nes ji netenkind.f) lygybes. Parodysime, kad
sekos{ f.} riba erdeje D* (R*) lygi Dirako ¢ funkcijai. Tiksliau, jrodysime tokj teig-
inj.

7.1 lema. Apibendrintyjy funkcijy erdéjeD*(R?) riba
HH(I) fe(x) = 6(x). (7.10)
<Pagal konvergavimo eréje D*(R?) apibeZzima
lim [ fo(2)p(z)de = @(0) = (3, ¢), V() € DR?). (7.11)

R3

Kadangi funkcijap yra tolydi, tai kiekviengy > 0 atitinka tokseq > 0, kad|p(x) —
©(0)] < p, kai |z| < g¢. Todel su visais < ¢ teisinga nelygyb

e—0

| [ f()o(e) o = 00)| = 1| [ lo(e) — p(0)] da] <
J

|z|<e

<3 /Isﬁ(x)—w(o)ldar< 5 /dx:peo,

~ 4med
|z|<e |z|<e
kaip — 0.>
Taigi Dirako 0 funkcijos fizikine prasme yra vieneties mags materialaus tasko

tankis. Taip pat gali bti: taskinio kuvio tankis, taskinio Saltinio intensyvumasgps,
veikiarcios taska, intensyvumas ir t.t. Vietoje vieno tasko gali tasky ailes arba
pavirSiai. Pavyzdziui, jeigu taSkuoss, ..., xzx sukoncentruotos masmy, k =
1,..., N, tai tankio funkcija

N

k=1
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Ciao,, — paslinktoji Dirako delta funkcija, apibZziama formule
a9 = [ 8l = an)ota) do = o(an).
RIS

DaZnai praktiniuose ir teoriniuose uzdaviniuose pasitaiko sekos lokaliai integruoja-
my funkcijy, kurios konverguoja j delta funkcija. Siy seky nariai aproksimuoja delta
funkcija. Tai yra svarbu praktiniams sk&@vimams naudojant kompiuterius.

Apibrezimas. Funkcijy sekdfi} C Lio.(R™) vadinamadelta pavidalo
funkcijy sekajeigu

fi— 06 (7.12)

erdwejeD*(R"™), kai k — oo.
Tegu{ f } — delta pavidalo funkcijy seka. Pagal agbima tai reiskia, kad

arba
/ fr(@)p(x) dz — p(0), Vi € DR™), (7.13)
J

kai & — oo. Funkcijos f., apibeztos [7.9) formule, sudaro delta pavidalo funkcijy
seka, kae — +0.

Pavyzdziai:
1. Tegun = 1, ¢ > 0. Apibrezkime seka funkcijy

1 €
w2 4e?’

fe(z) =

Kaie = 0,25 ir e = 0,5 Siy funkcijy grafikai pavaizduoti 7.1 pav. |rodysime,
kad f. yra delta pavidalo funkcijy seka.

fe

7.1 pav.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad integralas

+oo
/ fe(z)der =1, Ve >0.
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Laisvai pasirenkame funkcija € D(R) ir skaiCiy p > 0. Kadangi funkcijap
yra tolydi, tai egzistuoja toksy, kad

o(x) = (0)] < p/2,

kai || < g¢. |vertinsime skirtuma

’ 7fe(x)¢(x) dx — @(O)‘ < / F-(2)|p(x) — o(0)] de+

|z|<eo

+ [ @@ -0l <t [ f@drze [ s

|z| >0 |z|<eo |z|>e0

p 4 € p deym €0 p P
S PR S B
_2+7T/x2+52x g T \gadtan <ot 5 =0

€0

jeigu tike < gp; Ciac = max |o(x)|. Todel

lz|<eo

lim f.(x) = d(x).
e—0
2. Teguz e R", e > 0iir

e
we(w) = { C.e =~z kaiz <e,
0, kaiz < e.
Kaie = 0,25, = 0,5 ir e = 1 8iy funkcijy grafikai pavaizduoti 7.2 pav.

We

5[\5:0725

-1 -0.5

7.2 pav
Jrodysime, kad{w, } yra delta pavidalo funkcijy seka. Parinkime konstafita
taip, kad

/wa(x) dr=1, Ve>0.

R™
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Tada
| [w@p@)ds = o(0)] < [ @) - o)l do <
< max p(z) - so<o>|R[ we(w) dz — 0,
kaie — 0.

3. Tegu (zr. [1], 9.2. skyrel))

2

e 4a2t

Gla,t) = (4ma?t)n/2

yra fundamentalusis Silumos laidumo lygties sprendinys (Gryno funkcija). Re-
miantis 4-a Gryno funkcijo&: savybe (Zr. [1], 9.3. skyrelj)

/G(I -y, t)o(y)dy=p(z), = €suppyp, Vo e DRY),
s

kait — —+0. 1S Cia iSplaukia, kad (-, t) yra delta pavidalo funkcijy seka ereje
D*(R"), kait — +0.

4. Furje eilltiy teorijoje (zr. [L5], X skyriy) nagrirejami Dirichle

1 sin (k: + l) t
Di(t) = — ——2—
k(1) 27 sin %t
ir Fejerio
1 sin? %t
Fi(t) = ——2-
b0 = Tk sin? 1t
branduoliai. Galima jrodyti, kad Sios funkcijos yra delta pavidalo funkcijy sekos
erdweje D*(—m, ), kai k — oo.
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7.4. APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS ATRAMA

Neéra prasras kalleti apie apibendrintosios funkcijos lygybe nuliui kongig@me srities
() taske. Taiau galima apibezti apibendrintos funkcijos lygybe nuliui kokioje nors
srityje Q.

Apibréezimas. Tegy € D*(Q) ir sritis ' C Q. Sakysime, apibendrintoji
funkcija f lygi nuliui srityje ', ir raSysimef = 0 srityje ', arbaf(z) = 0, kai
x € Y, jeigu

(f,¢) =0,  VpeD(Q), supppC Q.

Sakysime, dvi apibendrintosios funkcij@sr g yra lygios srityjeQ?’, jeigu f —g =0
srityje ()'. Taigi pagal apibezimaf = g srityje Q' tada ir tik tada, kai

(fro) ={g,9), Vo € D(2), suppy C Q.

Tegu apibendrintoji funkcijgf = 0 srityje . Tadaf = 0 kiekvienoje srityje
Q" c @ arba kiekvieno sritie§?’ taSko pakankamai mazoje aplinkoje. Teisingas
atvirkXZias teiginys:

7.2 lema. Tegu apibendrintoji funkcijg lygi nuliui kiekvieno sritie€Y' taskox aplin-
kojeU(x) C . Tada apibendrintoji funkcijd yra lygi nuliui srityje()’.

<Pakanka jrodyti, kad su kiekviena funkcijae D(€Y) teisinga lygyte (f, ) =
0. Laisvai pasirinkime funkcij@ € D(Q'). Funkcijosy atramasupp ¢ yra kompaktas.
Todel ja galima uzdengti baigtiniu skaumi rutuliy

BT1 (1‘1), ce BTN (I‘N)
Pagal lemos salyga funkcijakiekviename rutulyjes,., (xx) lygi nuliui. TeguB,, (2k),
r. <t k=1,2,...,N yramaZzesnirutuliai, vis dar dengian®spp ¢, ir i, tokios
neneigiamos funkcijos, kad
hp(z) =1, z € B,«;c(xk), supp hy, C By, (), k=1,2,...,N.
Funkcijash galima apibeZti kaip funkcijy, kurios yra lygios vienetui, kai
x € B (ay), 1 <1y <7k,

ir lygios nuliui, kaiz ¢ Brg(fﬂk), vidutines funkcijas (Zr. 2 skyriy). Pazykime

N
W) =3 hila),  on(@) = ()
k=1

Aisku, kad atramosupp ¢ aplinkoje
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ir o, € D(By, (z1)). Todel

N

N

k=1 k=1

Lema jrodytar-

Jeiguf = 0 srityseQ), tai is (7.2) lemos jrodymo iSplaukia, ka@l = 0 ty sriciy
sajungojd J Q2. Sriciy Q, skatius gali huti baigtinis arba begalinis.

ApibreéZim a sApibendrintosios funkcijog atramavadinamas visy atviry-
jy aibiy, kuriose funkcijaf lygi nuliui, sajungos papildinys. Apibendrintosios funk-
cijos f atrama zymsime simboliwupp f.

IS apibezimo iSplaukia Sios iSvados:

2 iSvada Bet kurioje srityje, kuri nesikerta su atramapp f, apibendrintoji funkcija
f lygi nuliui, t.y.
(f,¢) =0,  ¢€eD(Q), suppfNsuppyp =0. (7.14)

3 iSvada Apibendrintosios funkcijos atrama yra &ily ir tik ty tasky, kuriy jokioje
aplinkoje apibendrintoji funkcijg néra lygi nuliui.

Pavyzdziai:
1. Delta funkcijoss atrama yra taskas 0.

2. Apibendrintosios funkcijos,,,, apibeziamos formule

(0205 ) = p(z0),
atrama yra taskasy.
3. Paprastojo sluoksnigdg, apibeziamo7.3) lygybe, atrama yra pavirSius

4. Tegu# yra Hevisaido funkcija:

1, kaiz >0,
0(z) = {0, kaiz < 0.

Tada apibendrintosios Hevisaido funkcijos

o0 oo

.00 = [ Oota)do = [ p(a)ds

atrama yra intervala®, co). Todel apibendrintoji Hevisaido funkcijaama finiti.
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7.5. APIBENDRINTUWJY FUNKCIJY SANDAUGA
Teguf € Lioc(Q) ir a € C*(Q2) . Tada
(af.¢) = / a(0)f(2)p(x) dz = (f.ap), VpeD®).  (7.15)
Q

Atvaizdisp — ap, a € C*>°(Q), yra tiesinis ir tolydus operatorius ereje D(2) (Zr.
7.1 skyrelj). Tockl funkcionalasa f, apib@ziamas/{.15 formule, priklauso apiben-
drintyjy funkcijy erdveiD*(2). Be to, dauginimo i$ funkcijos € C>(Q)) operacija
yra tiesinis tolydus operatorius ergje D*(Q2):

a (A +pg)=Na-f)+ula-g), f,g€D(Q);
a"fk_)a/'f7

erdwejeD*(Q2), jeigu fr, — f erdwejeD*(Q2), kai k — oo.

7.3lema. Teguf € D*(Q), n € C*(Q) irn(x) = 1, kai z priklauso atramosupp f
aplinkai. Tada
f=nf (7.16)

< Su kiekviena funkcijao € D(Q) funkcijy f ir (1—n)f atramos neturi bendry tasky,
todel i$ (7.15) ir (7.14) iSplaukia, kad

(f=nfo)={A=n)f.0)=(f,(L—n)p)=0. >
Pavyzdziai:
1. Tegua € C*(12) . Tada
a(z)d(x) = a(0)d(x).

Pagal apibeZzima
(ad, ) = (6, ap) = a(0)(0),
(a(0)d,¢) = (6,a(0)¢) = a(0)¢(0).
Todel (ad, ) = (a(0)d,p) Ve € D(Q).

2. Funkcijya(z) = xir 7?1 sandauga
€T
1
zP—=1.
X

Paiymiakimeaﬂ?i = f(x). Tada pagal funkcijo?% apibezima

(fi) =Vp / Lp;x) dr =
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oo

= /go(x)dgc:(l,go)7 Yo € D(Q). >

— 00

Bendru atveju dviejy funkcijuf ir g i§ D*(Q) sandaugos, kuriliy asociatyvi
ir komutatyvi, apibezti negalima. IS tikryjy, jeigu tokia sandauga egzistuoty, tai i$
ank<iau pateikty pavyzdziy iSplaukty priesStaringa lygyb

1 1 1 1
0= 073; = (xd(x))P; = (5(3:)3:)77; = d(x) <x73x) = §(x).
Norint apib&Zti dviejy funkcijy f ir g IS D*(Q2) sandaugd - g, reikia, kad jos tenk-
inty tam tikras glodumo salygas. Siy salygy esyna tokia. Jeigu laisvai pasirikto
tasko aplinkoje funkcijaf yra ,,nereguliari®, tai to tasko aplinkoje funkcijaturi buti
pakankamaj,reguliari”.
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7.6. TIESINIS KINTAMUYJY KEITIMAS

Teguf € Lio.(R"), z = Ty — neiSsigimusi tiesia erdvesR" trasformacijal vy =
Ay + a; Cia: z,y € R" — kintamieji,a € R™ — fiksuotas vektorius4 — neiSsigimusi
matrica (et A # 0). Funkcija fr apibzkime formulefr(y) = f(T y). Tada su
kiekviena funkcijap € D(R") teisinga lygyle

(froo) = / ST y)p(y) dy =

1 1
prg —1 d = -1 .
Tegu dabayf € D*(R"™). Apibrezkime apibendrintaja funkcija- formule:

<fT’<P> = m <f7 <PT71>7 ¢ € D(R™). (7.17)

Atvaizdis ¢ — @r-1 yratiesinis ir tolydus operatorius ergje D(R™) (Zr. skyrelj
7.1). Tocel funkcionalasfr, apibeziamas/{.17) formule, priklauso apibendrintyjy
funkcijy erdveiD*(R"). IS tikryjy jis yra tiesinis

(Af +ug)r = Nfr +pgr, Vf,g€ D' (R"),
ir tolydus, t.y. jeiguf, — f erdwejeD*(R"), kai k — oo, tai
e — fr

erdwejeD*(R"™), kai k — oo.
Panagrigsime atskirus4.17) formules atvejus:

1. TeguA yra ortogonalioji matrica (t.yA’ = A=1)ir a = 0. Tada
<fA790> = <f750A’> 5

Cia A’ yra matricosA transponuotoji. Priminsime, kad Sis kintamyjy keitimas
geometriSkai reiSkia podk;|.
2. TeguA = AE, X\ # 0 — skaliarasE — vienetire matrica ira = 0. Tadaz = Ay,
y=\"txir
(fapsp) = AT (f,on1E) -
Sis kintamyjy keitimas geometriskai reikia panasumo transformacija.

3. TeguA = FE yra vienetire matrica,a — fiksuotas erdgje R™ vektorius. Tokia
transformacija atitinkatia apibendrintaja funkcija pazyekime f,. Tada iSI7.17)
gauname

<faa‘p> = <fa §0a>§
Cia p.(z) = p(xz — a). Apibendrintoji funkcija f, vadinama apibendrinto-
sios funkcijosf poslinkiu per vektoriya. PavyzdZziui,d, yra delta funkcijos
0 poslinkis per vektoriya:

(60> p) = (0, pa) = w(a).
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7.7. APIBENDRINTWYJIY FUNKCIJY DIFERENCIJAVIMAS

Teguf € Ck(). Tada su visaig, |a| < k, ir ¢ € D(Q) teisinga integravimo dalimis

formule
(D°f. ¢ / Do f -

‘a'/f )D" () dr = (£, D).
Sia lygybe pasinaudosime apiidami apibendrintosios funkcijos iSvestine.
ApibreéZzimas. Funkcional® f, apibeziama formule
(D*fo) = (1)1 (£, D), ¢ eD©Q), (7.18)

vadinsime apibendrintoios funkcijgse D* () iSvestine.

OperatoriusD® : D(R™) — D(R") yra tiesinis ir tolydus (zr7.1 skyrelj). Tocel
funkcionalasD“ f, apibeziamas/{.18 formule, priklauso apibendrintyjy funkcijy
erdveiD*(R").

ISskirsime pagrindines diferencijavimo operatorids savybes.

1. Teguf yrareguliarioji apibendrinta funkcija, t.\f. € Lio.(€) ir

o) = / f(@)p(x) dz, Ve € D().
Q

Be to, teguf € C*(12). Tada

(D%f, ¢ / Def x)dr Va:lo| <k.
Kitaip sakant, jeigu apibendrintoji funkcija turi klasikine iSvestineD“ f, tai
pastaroji sutampa su apibendrintos funkcijoSvestineD f.

2. Tegu funkcijaf € Lj,.(£2) turi apibendrintaja iSvestinB® f (zr. 2 skyriy). Tada
ji sutampa su apibendrintos funkcijggSvestineD® f.

3. Diferencijavimo operaroriu®® : D*(Q2) — D*(2) yra tiesinis ir tolydus.

< TiesiSkumas yra akivaizdus. |rodysime tolyduma. Tegu— 0 erdwje
D*(Q), kai k — co. Tada

(D fr, ) = (—1)l*l (fi, D) — 0, Vp € D(Q),
kai k — co. Todel D* f, — 0 erdwejeD*(Q2), kai k — co. >

4. Bet kuri apibendrinta funkcija yra be galo diferencijuojama.
aKadangif € D*(Q),tai f,; € D*(Q), fo;2, € D*(Q) irtt. o
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5. Diferencijavimo operatoriaD® : D*(Q) — D*(Q) ir DP : D*(Q) — D*(Q)
yra komutatywus, t.y.

DB f = D¥(DPf) = DP(D°f). (7.19)
<18 tikryjy
(DB ) = (=1)IHBL(f, DotBp) = (1)l (DPf, Do) =
= (D*(DPf), ) = (-1))PI(Df, DPp) = (D (D f), ) >

6. Teguf € D*(Q) ir a € C*(Q). Tadaaf € D*(Q) (Zr. (7.5 skyrel)) irVa =

(a1,...,qy) teisinga Leibnico forma
Daf) =Y (Q)Dﬂam—ﬁf; (7.20)
BLa
Cia
al

aTeguy € D(Q) ir || = 1. Tada
<(af)wm<p> = - <af7 @Ii> = - <f7 a’(plﬂi> =

= <f7 (a@)wi - awi@) = - <f, (a@)$i> + <f’ awi(p> =

= <fwwa<p> + <af1fif? </7> = <a'fh + al‘ifv <P>

su kiekvienui = 1,2, ... Kai |a| > 1, jrodymas analogiskas.

7. Teguf € D*(2). Tada
supp D*f C supp f. (7.21)

<aPazynekimeQ,; = Q\ supp f. Tada pagal apibendrintosios funkcijos atramos

apibezima
(f,o)=0,  VpeD(Qy). (7.22)

Atkreipsime @mesj j tai, kadD*f € D({y). Todel pastarojoje formaje
funkcija ¢ galima pakeistD“y, t.y.

<Daf’()0>:07 V(,DED(Qf)

Talgl Qf C QDaf- >
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Pavyzdziai:
1. Tegun = 1ir  yra Hevisaido funkcija:

1, kaiz >0,
O(x) = {o, kaiz < 0.

Tada pagal apibendrintosios funkcijos iSvestimpibezima

Todel
0 =9.

2. Teguf yra daugiamat Hevisaido funkcija, t.y.

_f1, kaizpy>0,k=1,...,n,
0(z) = {O kitais atvejais.

Be to, tequx = (1,...,1). Tada

(D0, 0) = (=1)" (0, ¢ar.....n) =

= (—1)”/.../9%1 ,,,,, w, (@) dxy .. dxy, = p(0) = (5, ¢)
0 0
ir yra teisinga formug
D6 = 6.
3. Teguf : R — R yra dalimis glodi funkcija,z;, € R, &k = 1,2,... — taSkai

kuriuose arba pati funkcija, arba jos iSvestituri pirmos uSies tukj. Tada
teisinga formu¢

Fl@) = fla(@) + D [flae, 0@ — zp); (7.23)
k

Cia fi, — funkcijos f klasikiré iSvestie, [f],,, — funkcijos f Suolis tasker;:
[flar = flzr +0) = f(z) = 0).

aTeguy € D(R). Tada
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Tr41

- / Fa@)p@) dz — 3 [F(@ren — 0p(anss) — flax + 0)plan)] =

k

/fkl dl’+z (z +0) = flzr — 0)]p(zy) =

= <fl/<1’ (,0> + Z[f]mk <6$k’ <,0>-

IS Cia gaunamed.23 formule.>

4. Tegun = 1. Rasime delta funkcijos iSvestines. Pagal iSvestiapibezima
(0, 0) = = (0, ¢') = —¢'(0).

Taigi delta funkcijos iSvestim yra funkcionalas. Jis kiekvienai funkcija €
D(R') priskiria skatiy —’(0). Bendru atveju

(6™, 9) = (~1) (8, ") = (~1)"6(™ (0).

5. Tegun = 1. Rasime funkcijosf(z) = In|z| iSvestine apibendrintyjy funkcijy
prasme. Pagal iSvestn apibezima

(o) = —(f. &) = — / () In 2] d —

— 00

—& o0

_ _61320(/ ' (z) In(—x) dw—/ip/(x) In(z) dm) =

= lim (—p(@) In(=2)| =5, + () Il )+

([ [

— 00 S

—& oo

= lim (p(e) — ga(fz-:))lneJrEl_i)rilO(/ @dm+/w(x) dg:) =

e—40

— 00 €

:O+Vp/(’0<;)dx=<73i,go>.

Todel teisinga formus
1
1 "=P=.
(o))’ = P
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6. Tegu

m—1
u=>cd™. (7.24)
k=0

|[rodysime, kad taip apiZta funkcijau erdveje D’ (R*) tenkina lygtj
Pru=0; (7.25)

Ciac, — laisvosios konstanto$),,x = x™.
aTegup € D(RY), k=1,2,...,m — 1. Tada

<Pm5(k), S0> — <5(k)’ PmSD> - (_1)k <57 (Pmap)(k)> =

= (-D* ") M|, _, = 0.
Todel
P =0, k=0,1,...,m—1.
IS Cia iSplaukia, kad apibendrintoji funkcija apibezta [{.24) formule, tenkina
(7.25) lygtj. >
Pastaba. Galima jrodyti, kad.24) formule apibezia (.25 lygties ben-
drajj sprendinj (zZr.[51], §6).
7. TeguS = 99 yra dalimis glodus pavirSiug, € C1(Q) N CY(R™ \ Q). Tada
fo; = {fe: ha + [fls cos(n, x;)0s, Vi=1,2,...,n; (7.26)

Cia: { fz, ha —klasikirg iSvestire, apibezta taSkuose € R"\ S; [f]s —funkcijos
f Suolis pereinant per pavirsig, t.y.
[fls=lim f(a') = lim f(a');
2/ eR™\Q z/eQ

’
2 z/ -z

n = n, — pavirSiausS vienetinis normads tasker vektorius, iSorinis sritie$)
atzvilgiu; [f]s cos(n, ;)05 — paprastojo sluoksnio apibendrintoji funkcija (Zr.
(7.9).

<Naudodamiesi integravimo dalimis formule (Zr. [1] (1.10)) ir paprastojo sluok-
snio apibezimu, gauname:

<f1?ia 4,0> = <f7 90901> = _/f(x)@zl(x) dx =

- / (Fo b ola) di + / [£]s cos(n, ;) p(x) dS =
R™ S

= ({fo: ha + [fls cos(n, z:)ds, ), Vo € D(R").
IS Cia iSplaukia[7.26). >
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8. Tegus yra dalimis glodus pavirSius erdjeR", n = n, — pavirSiausS vieneti-
nis normaés vektorius taske, funkcijar € C(S). ApibreSime apibendrintaja
funkcija—0(vés)/On pagal formule:

<—aan(1/55), <p> = /V(:L‘) &gﬁc) dsS, V¢ e D[R").
s
Aisku, kad

0 Sn 0
f%(z/és) € D'(R™), supp {811(1/55)} CS.

Apibendrintoji funkcija—9(vds)/0n vadinamadvilypiu sluoksniupavirsiujes,
ov = v(z) — tankio funkcija.

Teguf € C3Q)UCHQ)ir f(z) =0, kaiz € R™\ Q. Tada su kiekviena funkcija
¢ € D(R"™) teisinga Gryno formd (Zr. [1], (12.9)):

0 0
Jse—vands= [ (552 -o5l) as
Q S

Remiantis apibendrintyjy funkcijy paprastojo ir dvilypio sluoksnio agtimu, Sia
formule galima uZraSyti taip:

ar=na-

n

0
0 — 87n(f65);

Cia A f = Af — klasikinis Laplaso operatorius. Jis yra aghtas, kaic ¢ S, ir
neapibeztas, kaic € S.
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7.8. APIBENDRINTWJUY FUNKCIJY EILUES

Sudarykime formalia apibendrintyjy funkcijy eilute
o= fr,  fe€D (). (7.27)
=1

Sakysime, kad Si eilétkonverguoja, jeigu jos daknsumacy, = f1 + ...+ fr — o
erdwejeD*(Q), kai k — oo ir o € D*().

Eilutems, sudarytoms i$ reguliariyjy apibendrintyjy funkcijy, yra teisinga teo-
rema.

7.2 teorema. Tegufi, € Lioc(Q),Vk = 1,2, ..., ir (7.27) eiluté konverguoja tolygiai
kiekvienoje kompaktigje aiteje K C ). Tada ji konverguoja erdbjeD* ().

< Pagal teoremos salyga kiekvienoje kompadjenaileje K C 2

k
or(z) = Zf,(x) =o(x), k—o0, VoeDQ),
i=1
kai k — oo. Todel

whwzjw@wmmH/}mﬂmm=wwm\Wemm,
Q Q

kai k — co. Todel oy, — o, kai k — oo erdwejeD*(Q)). >

7.3 teorema. Kiekviena konverguojatia apibendrinty funkcijy eilute galima diferen-
cijuoti panariui, tiksliau, teisinga formei

Daifj, = iDafh Yo (728)
i=1 i=1

< Diferencijavimo operatoriu®* yra tolydus erdeje D*(Q2). Todel
k 0o

Y Df; =D — D% =D*> _f;

=1 =1

erdwejeD*(Q), kai k — co. >
7.4 teorema. Tarkime, trigonometrias eilués

o= Z ape*®  reR!, (7.29)

k=—oc0
koeficientai tenkina nelygybes
lax| < alk|™ +b, meN; (7.30)

Ciaa, b — teigiamos konstantos. Tada rin30) eiluté konverguoja erdsjeD*(R").
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<18 (7.30) nelygyles iSplaukia, kad eilet

m+2 et
Ao ak ikx
— + TTAY A
(m +2)! k;@ (ik)m+2

k#0
konverguoja tolygiai visoje tigge R'. Sios eilués (m + 2)-0ji iSvestire sutampa
su (/.29 eilute. Remiantis/.2 ir [7.3 teoremomis, {.29 eilute konverguoja erdeje
D*(Q).>

7.5 teorema. (Svarco) Trigonometrire eilug
oo
o= Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
konverguoja erddjeD*(R") tada ir tik tada, kai su kokiu nors, € N reiskiniai

Q. bk
T Y ITAT N 07
[k k™
kaik — oo.

Sios teoremos jrodyma galima rasf],[[41] knygose.
Pavyzdziai:

1. Teguf yra 2w periodire funkcija, apibezta formule (Zr. 7.3 pav.)

f(z) = % - % z € [0, 2m).

o N
«.\.\.é . 1 / 2

7.3 pav
Remiantis[(.29), jos iSvesti@

fl@) ==+ > 6z — 2km). (7.31)
k=
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2. Tegu f yra funkcija iS pirmojo pavyzdzio, & yra 27 periodire funkcija, api-
brezta formule (Zr. 7.4 pav.)

2

T x
F(w)—/f(y)dy— 5~ 3 rel2m.
0
f
%.-
—4m -2 0 21 AT T
7.4 pav.

ISskleiskime funkcijaF' tolygiai konverguojabia Furg eilute

1 << 1

Remiantis/.4teorema, Sia eilute galima diferencijuoti panariui bet kokj &kgi
karty. Tocel
1 —
F// _ zkm’.
(@) = o e

k=—o0

TaCiau

1 o0 oo o
F'(x) = f(x) = —5- T E §(x — 2km) = g et
k=—o0 k=—oo
k0

Sulygine Sias iSraiSkas, gausime formule

oo

1 ik __ =
o et = Z §(x — 2km). (7.32)

k=—00 k=—c0
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7.9. DIFERENCIALINIY OPERATORIY FUNDAMENTALIEJI
SPRENDINIAI

Tegu A yra tiesinis diferencialinisn-osios eies operatorius, t.y.

m

A= Z aa D%, (7.33)

|a|=0

Be to, operatoriaus! koeficientaia, € C*(R"). TadaVu € D*(R") apib®Zta
apibendrinta funkcijagd u« € D*(R") ir teisinga formué

<A u, 50> = Z <aaDau7 50> = Z <Daua aa§0> =
[a]=0 |a]=0
= Y D, Do) = (. Y () D% () =
|a|=0 |a|=0
= (u, A*p), Ve € DR"); (7.34)

Cia A* — formaliai jungtinis operatorius, t.y.

m

At p= Z (_1)|Q‘Du(aa‘p)'

ler|=0
Erdveje D*(R™) nagriresime lygtj
Au=f, [feD*R"). (7.35)
Apibendrintoji funkcijau € D*(R™) yra (7.35) lygties sprendinys, jeigu
(Au, o) =(f, ¢), Vo€ DR"). (7.36)
Remiantis({.34), pastaraja lygybe galima perradyti taip:
(u, A" ) = (f, ¢), Yy DR"). (7.37)

Apibreézimas. Apibendrintoji funkcij@ € D*(R"™) vadinama operatoriaus
A fundamentaliuoju sprendinijeigu ji yra lygties

AE =4 (7.38)

sprendinys

Bendru atveju fundamentalusis sprendingsanvienintelis. Jis apikziamas ho-
mogenires lygtiesA & = 0 sprendinio tikslumu. 13 tikryjy apibendrintoji funkcija
& + &, taip pat yra operatoriaud fundamentalusis sprendinys:

AE+E)=AE+AE =0,
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Zinant operatoriaud fundamentalyjj sprendirg, galima rasti[?.35) lygties sprendinj
sasikosu = & * f pavidalu (Zr[7.11skyrelj). Fundamentaliuosius sprendinius galima
rasti naudojantis Fugjtransformacijy metodu (Zr.13skyrel)).

Pateiksime keleta svarbiausiy matemasiriizikos diferencialiniy operatoriy fun-
damentaliyjy sprendiniy pavyzdziy.

Pavyzdziai:
1. Tegu funkcijaz € C™ (R, ) tenkina diferencialine lygtj
Az=2" 40,0z Y 4. 4 ant)z=0
ir pradines salygas:
2(0)=2'(0)=... =220y =0, 2™ Y(0)=1. (7.39)

Tada funkcija8 = 6z yra fundamentalusis operatoriadssprendinysgia 6 —
Hevisaido funkcija. |rodysime tai. Remdamiesi praaims salygomis, apskét
uosime iSvestines:

Todel
AER)=0(t) Az+6(t) =6().

2. TeguA yra Laplaso operatorius, t.y.

¢ia|S;| — vienetires sferos plotas (zr. [1]).

IPirmoje Sios knygos dalyje fundamentalioju Laplaso lygties sprendiniu pavadinome funkcija
1 .
= o> 2,
TP

?f—lnkc\, n=2.
1511

E(x) =
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Pakanka patikrinti, kad

/S(x)Ago(x) dx = (0, @), Vo € D(R"™). (7.40)
e

Remiantis dukart diferencijuojamy funkcijy integraline iSraiSka (Zr. [1], (10.4)
formule),

p(r) = [ E(x —y)Ap(y) dy,
/

jeigu tik supp ¢ C Q. Kai x = 0, iS pastarosios gausime.40).

3. Tegun = 3ir
eik|:v\ o efik\a:|

£(z) = E(z) =

Anla]’ drmla|

|rodysime, kad taip api@ztos funkcijost ir £ yra Helmholco operatoriaus +
k21 fundamentalieji sprendiniagia I — tapatus operatorius.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad

ieikm _ ik ciklel  Agiklal (211@’ _ l<;2> ciklzl

O || ||
Be to,
1
Am = —|51]6(z) = —4nd(x).
Todel
eik\x\ . 1
(A + 2) _ ezkp:\Ai_i_
|z| ||
. 1 1 ) k2 .
+2 (vezk|aj|’ v) + 7A€’Lk‘m‘ + 7€zk|m| _
|| || ||
= —dne*®l5(z) + _ 2k + 2k _ k—Q kj ezl — _ars(x)
|2 |22 fz] 2 '

Taigi funkcija& yra fundamentalusis Helmholco operatoriaus sprendinys. Ana-
logiSkai galima jrodyti, kad funkcije€ taip pat yra Helmholco operatoriaus
sprendinys.

4. Tegu

o(t) _
E(x,t) = W@ da2t

|rodysime, kad taip apil@zta funkcija& yra Silumos laidumo operatoriaus

0

_ 22
Y @A
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fundamentalusis sprendinys, t.y.
E — a®’AE = §(x,t). (7.41)
Funkcija€ yra lokaliai integruojama eradje R" ', £(z,t) = 0, kait < 0, ir

E(x,t) > 0,kait > 0. Be to (Zr. [1], 9.3 skyrelio 2 ir 5 savybes),

/S(x,t) dr =1, Vt>D0, (7.42)
Rl

ir puserdejex € R"™, ¢t > 0 ji tenkina lygtj
& —a*AE = 0.
Teguy € D(R™'). Pasinaudoje Siomis savyimis, gausime
(& — a®AE, @) = — (€, pr + a*Ap) =

oo

= —//E(x,t) (pe(z,t) + a*Ap(z,t)) dudt =

0 R™

= — lim //S(m,t) (pe(z,t) + a*Ap(z, 1)) dedt =

e—0
e R™

= 312(1)( /S(x, e)p(x, ) dx + 7/ (& — a’A€) @dmdt> =
B

e R™

=lim [ &(z,e)e(x,0)dx + ghi% E(z,e)[p(x,e) — p(z,0)]dx =

£—

R™ R™

= lim [ &(x,e)p(x,0)dx. (7.43)

e—0

R’n
Paskutiniame etape pasinaudojome tuo, kad

| [ e 2)lpt.2) ~ ola,0) da] < max (o, 2) — pl.0)] .

Rn
kaie — 0. Kadangi{&(z,¢)}, e — 0, yra delta pavidalo funkcijy seka (zr. 7.3
skyrel)), tai

(& — a®AE, o) = liné E(x,e)p(x,0)dr =

R™

= (0,0) = (5, ¢), VYpe D (R").
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5. Tegun =1ir
1
E(x,t) = gﬂ(at — |z|).

|rodysime, kad taip api@Zta funkcija yra fundamentalusis Dalambero operato-

riaus o2 o
D= o
sprendinys, t.y. tenkina lygtj
Ou&(2,t) = 6(x,t), (x,t) € R™ (7.44)

Funkcija& yra lokaliai integruojama plokstumojg?, lygi nuliui kugio K =
{(x,t) € R* : |z| < at, t > 0} iS0r&je (Zr. 7.5 pav.).

xr = —at t T =at

7.5 pav

Teguy € D(R?). Tada

(Ou. ) = (€. Oug) = [ E(a,0)0uplzt) dudt =

RZ
oo 00 oo at
1 a
= ot (x,t) dtde — — Oz (z,t) dzdt =
2a 2
—o0 |z|/a —at
1 at
:—— /(ptxt ’t \z|/a / riiatdx:
0

oo

- _% Pt ($7t)|t:z/a 5 Sox Z, t 72 at dt—
0
1 7 r
a
27/ xvt)|t:x/adx+§/¢$($7t)|w:7atdt:
0 0

/ oz, t)|,_ at+agow(x,t)|x:atdt} dt—
0

L\DM—*
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1 oo
= —5/[<Pt(—x,t)|x=_at - aapx(x,t)‘xz_at dt} dt =
0

17 17 1 1
=5 [detatt) — 5 [ de(-at,t) = 30(0,0) + 3000.0) = (5, ).
0 0

IS Cia gauname, kad funkcig@tenkina .44 lygtj.
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7.10. TIESIOGINE SANDAUGA

Tegu funkcijaf € Lj,.(R™), o funkcijag € Li,.(R™). Tada jy sandauggyg €
Lioc (R™T™) ir apibrezia reguliaria apibendrinta funkcijgy € D* (R™™):

(fg. 0) = / F(@)g(y) (e, y) dedy =

Rn+m,

- / f(@) / o)l y) dydz = (£, (g, o)) (7.45)

R™ R™

@ﬁ@:./gwﬂ@ﬂLwM@:

Rn«l»m

- / o(v) / F@)o(a,y) dady = (f, (g, 0)). (7.46)
R™ R™

| Sias formules galima &réti kaip j Fubinio teoremos apie daugialypio ir kartotiniy
integraly lygybe viena is varianty (ziLg]). Be to, Siomis formutmis galima apilaZti
apibendrinty funkcijy tiesiogine sandauga.

ApibréZzimas. Funkcijuf € D*(R") ir g € D*(R™) tiesiogine sandauga
vadinsime apibendrinta funkcifa= f x g € D*(R"*™), apibieziama formule

(hy ) == (fx g, 0) =(f; {9, 9)), »€DR"™™). (7.47)
Galima jrodyti, kad Sis apil@Zimas yra korektiSkas, t.y/.47) formule apibezia
tiesinj tolydy funkcionala pagrindiniy funkcijy erdie D*(R™ ™).
ISvardysime pagrindines tiesiogis sandaugos savybes:

1. Tiesiogire sandauga yreomutatyvi
fxg=gx/f.
2. Tiesiogire sandauga yrasociatyvi
fxlgxh]=I[f xg]xh.
3. Tegua € C>®(R"), b € C*R™), f € D*(R"),g € D*(R™)irh = f x g.
Tada
abh = [af] X [bg].

4. Tegu f € D*(R"), g € D*(R™) ir multindeksaiax = (aq,...,ap), 8 =
(B1,. .., Pm). Tada

D*DP[f x g] = [D*f] x [D’g].
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5. Tiesiogire sandauga yrdistributyviapibendrintyjy funkcijy sumos atzvilgiu:
fXMg+phl =N xg+uf xh, \peRY
¢iaf € D*(R™), g, h € D*(R™).
6. Teguf € D*(R"), g € D*(R™). Tada
supplf x g] = [supp f] x [supp g].
DeSiniojoje Sios formuds pugje yra aibiysupp f ir supp g Dekarto sandauga.

Siy teiginiy jrodymus galima rasi2[l], [51], [52] knygose.
Pavyzdys. Tegu € R". Tada daugiamatHevisaido funkcija

_[1, kaizy>0,YVk=1,...,n,
0(z) = {0, kitais atvejais,

gali buti idreiksta vienméiy Hevisaido funkcij§ tiesiogine sandauga:
O(x) =0(x1) x O(x2) X ... x O(xy,) = 0(x1)0(x2) ...0(x,).

Jos atrama
supp 0 = [0,00) X [0,00) X ... X [0,00).

Be to (zr.7.7 skyrelio, 2 pavyzd)),

_ 90(x1) " 00 (x2) . 69(90”).

D11 (z) = 5(x) ot o1, oz

Todel daugiamai delta funkcija gali bti iSreikSta vienméiy delta funkcijy tiesiogine
sandauga:
0(x) =d(x1) X 0(x2) X ... X §(xy).

Pagal 4-a savybe dvimeg Hevisaido funkcijos iSvesgn

0 0 0

@H(I’y) = @[9(1?) x 0(y)] = 0(x) x 87/9(9) =0(x) x 6(y).

2Cia ta pdia raided Zymime daugiamate ir vienmate Hevisaido funkcijas.
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7.11. SARKA

Tegu funkcijosf ir g € Lio.(R™). Tada ju saska apibeziama formule
(f *9) / gl — y)dy, (7.48)

jeigu tik integralas desiniojoje lygys pugje egzistuoja. Taip apibfta saska yra
komutatyvi

(f xg)(x) = (g* f) ().

Tuo lengvai galima jsitikinti atliekant keiting = = — y. I1Sskirsime kelis atvejus, kai
funkcijy f ir g sasika egzistuoja.

7.4lema. Teguf,g € L1(R"). Tadaf x g € L1 (R"™) ir
ILf * gl @) < I fllL, @ llglle, ®ny-
Sio teiginio jrodyma galima rasiiLf] knygoje.

7.5lema. Teguf € L1(R"), g € Lo(R"). Tada jy saska f = g yra apéZta erdeje
R"™ funkcija.

<Teguh = f x g. Tada
)| < / 1)t = pldy < sup lo(o) / F)ldy < oo,
reR™
R”L R”L

7.6 lema. Tegu funkcijosf,g € Li,.(R") ir viena i$ jy yra finiti. Tadaf x g €
Lioc(R™) .

<Teguh = f x g ir funkcija f yra finiti, t.y. supp f C 2, Q — ap€Zta sritis. Tada
kiekvienai apeztai srciai () integralas

/|h \dx<//\f |dy)d:c<

< /|f<y>\/\g<x—y>|dxdys C/\f(y)ldy< . b
Q Q

Q

7.7 lema. Tegun = 1, f,g € Lio(R") ir funkcijos f, g yra lygios nuliui, kaiz < 0.
Tadaf * g € Lioc(RY).
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<Teguh = f x g. Laisvai pasirenkame skay R > 0. Tada

B R
/'h(x”d””://|9(y)||f(x—y)|dydx:
-k 00

R R R R
= [l [ 15 =vldsay < [lswldy [1)]dz <oe. >
0 Yy 0 0
Tarkime, funkciju f, g € Lijoe(R") sasika f * g € Ljo.(R") . Tada formué

(rea. 0= [ ([ 1€~ wav) (e -

R™ R™
/ f(@)g(y)p(x +y)drdy, Ve € DR"),
]R2n

apibezia reguliariaja apibendrintaja funkcifa« g.
| funkcijy f ir g sandauga galima &ieti kaip j tiesiogine sandaugax g. Todel
pastaraja formule galima perraSyti taip:

(fxg,0)=(f xg,¢") VYpe&DR");

¢ia funkcijag* : R*" — R* yra apibgzta formulep* (z,y) = o(z + y). Funkcijag*
yra be galo diferencijuojama. @mu rera finiti. Tocel reiSkinys deSiniojoje lygyés
puseje turi prasme ne su visomis apibendrintomis funkcijoghisg.

Apibrezimas. Apibendrintyjy funkcijy ir ¢ € D*(R"™) sasika vadinsime
funkcionalaf * g, apibiezta pagal formule

(fxg,0)=(f xg,¢"), YoeDR"), (7.49)

jeigu tik reiSkinys desiniojoje lygyés pugje turi prasme.
ISskirsime du atvejus, kai apibendrinty funkcijy ska egzistuoja ir priklauso erd-
vei D*(R™).

1. Bent viena i$ apibendrintyjy funkcijyj arbag yra finiti.

2. n = 1ir apibendrintyjy funkcijyf ir g atramos yra a@ztos iS vienos p&s
(pavyzdziui,f (z) = 0, kai z < a, ir g(x) = 0, kai z < b, t.y. abiejy funkcijy
atramos yra a@Ztos i$ kaies).

Pavyzdys. Betkokios apibendrintosios funkcijos D*(R") sasika su delta
funkcija yra lygi f, t.y.

fxé=0xf=f VfeDR"). (7.50)
I8 tikryjy delta funkcijos atrama yra taSkas= 0. Todel sasika f * § egzistuoja ir

(0x f0) =0 x f,¢") =(f, (6, ™)) = (f, )
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AnalogiSkai jrodoma, kadf x d, ¢) = (f, ¢). Todel delta funkcija apibendrinty
funkcijy erdweje vaidina vieneto vaidmen;.
Sasukos savyles. Teguf,g,h € D*(R"). Tada:

1. Apibendrintyjy funkcijy saska yrakomutatyvi
frg=gx*f.
2. Sawsika yraasociatyvi
[fxgl*h=fx[g*h]
3. Sasika yradistributyviapibendrintyjy funkcijy sumos atzvilgiu:
fxAg+puh) = fxg+pfxh, VYA\peR.
4. TeguD® yra diferencijavimo operatorius. Tada
D*(fxg) = (Df)xg=f=* (D).
Sia savybe galima apibendrinti. Tegu
A= i aaD%, aq € R,
o] =0

yram-0sios eies diferencijavimo operatorius su pastoviaisiais koeficientais. Ta-
da

A(f xg) = (Af) x g = f = (Ag).
5. Teguf * g € D*(R"). Tada
supp(f * g) C supp f +suppg.
6. Teguw, yra delta pavidalo funkcijy seka (Zf.3 skyrelio 2 pavyzdj). Tada
el_ig-lo wex =1

Funkcijaf. = w. x f = f * w. vadinama apibendrintosios funkcijgsvidutine
funkcija

Pirmy keturiy savybiy jrodymas tiesiogiai iSplaukia iSigass apibezimo ir ati-
tinkamy tiesiogies sandaugos savybiy. Penktos ir SeStos savybiy jrodymus galima
rasti 52] knygoje.

7.6 teorema. Tegu

m
A= Z aaD®, an €RY,
la|=0
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m-0sios eiés diferencialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais-funda-
mentalusis Sio operatoriaus sprendinys. Tadaksas

u=_~&x*f,
jeigu ji egzistuoja, yra diferencialas lygties
Au=f
sprendinys.

<Remdamiesi 4 sakos savybe/1.50) formule ir fundamentalaus sprendinio api-
brezimu, gauname

Au=AE+f)=AExf=b6xf=Ff b

Pavyzdziai:

1. Tegu
ém%” kain > 2
gy = ComsTT |
— In|z|, kain = 2,
2T

yra fundamentalusis Laplaso operatoriahssprendinys,f € D*(R"). Tada
sasikau = & * f, jeigu ji egzistuoja, yra Puasono lygties

Au=f

sprendinys. Tarkimef, yra finiti, sumuojama erddjeR™ funkcija ir Q = supp f.
Tada gauname zinoma (zr. [1], 12.9 skyrelj) formule

u(x) = (€ % f)(z) = / Ex — )/ () dy.
Q

2. Tegu S yra dalimis glodus pavirSius erdje R", n > 3. Tada apibendrintos
funkcijos

v(z) = (€% pdg)(x), w(x)=—(E*0(vig)/On)(x)

vadinamos atitinkamabaprastojo ir dvilypio sluoksnio potencialaigia j16s

ir —9(vds)/On — paprastasis ir dvilypis sluoksniai pavirSiuge(zr. 7.2 ir [7.7
skyrelius) su tankio funkcijomig ir v. Sios savokos apibendrina Zinomas i$ $io
vadowlio pirmosios dalies paprastojo ir dvilypio potencialo savokas (zr. [1],
12.3 skyrelj). Jeigu pavirSius yra apeztas, tai galima jrodyti (zr’52], 83 p.),
kadv,w € Ljo.(R") ir yra teisingos formuds:

On,

o) = [ ele—put)as, )= - [ =) s,
S S
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7.12. LETAI DIDEJANCIOS APIBENDRINTOSIOS FUNKCIJOS

Vienas i$ svarbiausiy matemagmfizikos ly@iy sprendimo metody yra Feérjransfor-
macijy metodas. Kitame skyrelyje Bstysime &tai dicejartiy apibendrintyjy funkci-
ju Furje transformacijy teorijos elementus. Sitame skyrelyje nagiime greitai mag-
janCiy pagrindiniy funkcijy ir étai dicejartiy apibendrintyjy funkcijy klases. Viena
iS svarbiausiy Siy klasiy savybiy yra ta, kad Eurpnsformacija veikia jy viduje.

Apibrezimas. Sakysime, funkcija € C>°(R") yragreitai magjantj jeigu
su visaisa ir 3 reidkinysz” Dp(x) yra apeztas erdgje R™. Greitai makjartiy
funkcijy klase Zyrgésimeg.

Pateiksime kita, ekvivalenty klasg apibezima.

Apibréezimas. Sakysimey, € C>(R") priklauso klasei, jeigu ji ir visos
jos isvestimes nyksta, kajz| — oo, greiciau negu bet koks funkcijds:|~! laipsnis.

Akivaizdu, kad aile G yra tiesire. Apibrezkime konvergavima Sioje aie. Saky-
sime, sekd pr} C G konverguoja j nulj ir raSysime, — 0, kai k — oo, jeigu su
visaisa ir 3

D (z) =0 € R", (7.51)

kai K — oo. Aibé G su taip apibeZta topologija yra tiesmerde. ErdvegG vadin-

sime pagrindiniy greitai magartiy funkcijy erdve Akivaizdu, kadD(R"™) C G.

Be to, i5 konvergavimo erdje D(R") iSplaukia konvergavimas erdje G. Erdve G

nesutampa su erdvi2(R"™). PavyzdZiui, funkcijae"gﬂ|2 priklausog, bet nepriklauso
D(R™). Erdve D(R") yra tirSta aile erdeje g, t.y. kiekvienai funkcijaip € G egzis-
tuoja tokia sekap, € D(R"), k = 1,2,..., kad erdejeG o — ¢, kaik — oo. IS

tikryjy tegun € D(R™), n(x) = 1, kai|z| < 1, ir

or(z) = p(@)n(z/k), k=1,2,...

Tada sekd ¢ } konverguoja j funkcijap erdwejeg.

TeguA yran x n eiles neiSsigimusi matrica,— fiksuotas vektorius eré@eR" ir
T — neiSsigimusi erdysR"™ transformacija. Kiekvienai funkcijab € G priskirkime
funkcijar € G pagal formulepr () = (T ). Si atitinkamyle erdejeG apibezia
kintamyjy keitimo operatoriy. Lengvai galima jsitikinti, kad taip apittas operato-
rius yra tolydus.

IS erdwesg apibrezimo iSplaukia, kad diferencijavimo operatorilé : G — G yra
tolydus su kiekvienu multiindeksa.

Tegua € C>(R") ir ¢ € G. Sandaugap gali nepriklausyti greitai magartiy
funkcijy klaseig. Pavyzdziui, kain(z) = €/*’, o(z) = e~1#I", sandauga

a(z)p(r) =1 ¢G.

TaCiau jeigu funkcijaa ir visos jos iSvestias dickja ne greaiiau kaip polinomas, t.y.
tenkina nelygybe
|[D%(z)| < Co(1+ |2))™, Va, (7.52)

tai sandaugay irgi priklausoG. Be to, dauginimo i$ tokios funkcijos operatorius yra
tiesinis ir tolydus erdgjeg.
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Apibreéezimas. Tiesinj tolydy funkcionala, apéata pagrindiniy funkcijy
erdwejed, vadinsimelétai dickjartia apibendrintaja funkcijd_etai dickjartiy apiben-
drintyju funkcijy klase ZyrasimeG*(R™), arba trumpiau *, o funkcionalof € G*
reikSme taske € G zymesime(f, ¢).

AiSku, kadG* yra tiesire aile. Apibrezkime Sioje aibje konvergavima.

Apibreézimas. Sakysime, apibendrintyjy funkcijy sekas G* konverguo-
ja ] apibendrintaja funkcijg € G* ir raSysimef, — f, jeigu

<fk790>_)<f> 90>3 v@ega

kai k — oo.

Taigi aike G* su taip apibezta topologija yra tiesim erde. IS Siy apibezimy
gauname, kad* c D*(R"), ir i$ konvergavimo erd®je G* iSplaukia konvergavimas
erdweje D*(R™). IS tikryjy teguf € G*. Tadaf € D*(R"), nesD C G. Be to, i§
konvergavimo erdgje D(R") iSplaukia konvergavimas erdjeG. Todél, jeigu fr, — 0
erdweje G*, kai k — oo, tai (fx, p) — 0, kaik — oo, Vo € D(R") C G. Kartu
galime tvirtinti, kadf;, — 0 erdvejeD*(R"), kai k — oo.

7.7 teorema. (L. Svarco) Tiesinis funkcionalag : G — R priklauso erdve* tada
ir tik tada, kai egzistuoja tokie sk&aiC > 0 ir p > 0, kad

[{fs o) | < Cllellp, Vo eg; (7.53)
Cia
el = sup sup (14 [z])?|D%(x)|.
|a|<p z€R™
<Pakankamumas. Tegliyra tiesinis funkcionalas eréje G ir teisinga
(7.53 nelygyte. Be to, tegu erddje G sekayp, — 0, kai k& — co. Tada||¢k|l, — 0,
kai k — oo, iIr
| {f5 x) | < Cllerlly — 0,

kai k — oo. Tai reiSkia, kadf yra tolydus funkcionalas eréjeg.

Butinumas. Tegy € G*. Jrodysime, kad egzistuoja tokie skai C' > 0 ir
p > 0, kad su kiekviena funkcija € G teisingal.53 nelygyte. Tarkime prieSingai,
tokiy skatiy néra. Tada egzistuoja tokia sekay } i5 G, kad

[(f, or) | > Ellorlle, E=1,2,... (7.54)
Tegu
or(z)
Up(z) = ————, k=1,2,...
VE|okllk
Tada

D) _ 1

VEllpels  ~ VE
kai k > max{|a|, |5|}. Todel ¢y, — 0 erdwejeg, kai k — oco. Kadangi funkcionalag
yra tolydus erd@je G, tai (f, vx) — 0, kai k — oco. TaCiau

|27 Dy ()]
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Gauta prieStara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga.
Pavyzdys. Tarkime, funkcijg € Ljo.(R") ir

|f(@)] <O+ |=z[)™

¢iaC ir m — teigiamos konstantos. Tada forraul

- / f@)p(x)dz, ¢ €G.
J

apibrezia funkcionalgf € G*. Norint tuo jsitikinti, pakanka pastéti, kad

(L + [z ()|
< )| dx < dr <
fv | /|f HSO | €z C/ 1+|$| n+1 T

R™

< C sup {(1 + |z|)mtnt! / _
sup {1+ )™ oo} [ e

=C1 555{(1 + )™ (@)},

ir pasinaudoti/. 7 teorema.

7.8 lema. Teguf € G*. Tada:
1. D*f e G*, Va=(a1,...,ap).
2. Jeigua € C*(R") ir tenkina(7.52) nelygybe, tabf € G*.

3. JeiguT x = Ax + a yra tiesireé neissigimusi kintamyjy transformacija, tai
fr e g
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7.13. LETAI DIDEJANCIY APIBENDRINTYJY FUNKCIJY
FURE TRANSFORMACIJOS

Kiekviena funkcijay € G yra integruojama erddje R™. Todel kiekvienai funkcijai
© € G yra apibezta Furg transformacijh

Flyl(€) = / () da: (7.55)
J

Ciagx = Y &u,; — skaliarire sandauga eréyeR"™.
i=1

7.8 teorema. Furjé transformacijd : G — G.

< Kadangi funkcijap yra greitai magjanti, tai (/.55) integrala galima diferencijuoti
po integralo Zenklu kintamojé atzvilgiu, t.y.

DFlRI(E) = [ (i) (o) (7.56)
J

Pasinaudoje Sia bei integravimo dalimis formule, jvertinsime reiskinj

|£[3D0F[4p](§)| = ‘/(’L.%‘)afﬁ(f?grgo(qj) dl“ _
RTL
“p(@)Dfe’ da| = | [ D} (0 p(a)e" da| = (7.57)
‘R[xs@x e x‘ ‘R[ r p(r))e Jc’

n o et dx
‘/(1+|x|) 1D (2% p(x)) - de’ < C/(1+|x)n+1dx < 0.
Br
Remiantis funkcijy klagsg apibezimu,F[y] € G. >
P astab a. Sioje teoremoje eed@ negalima pakeis®(R™). 15 tikryjy funkci-
jos ¢ € D(R™) Furjée transformacijd’[¢] nera finiti funkcija (jeigu tiky # 0). Todel
Flg] ¢ D(R™).
Teguyp € G. Tada funkcijosp atvirkstire Furg transformacija apieziama formule

- 1 —i€x
FApl0) = o [ ol de. (7.59)
(2m)
R’n
SKartais Furg transformacija apieZiama ir Zymima Siek tiek kitaip, pvz.:
b(e) = 1t p(x)e’® dz arba  P(€) e p(x)e 2T dy.
(2ﬂ.)n/2
R™ R"™

Siame skyrelyje Fug transformacijos operatoriy Zyasime raideF ir apibrésime [7.55) formule. Taip
pat Furp transformacija yra apibziamalR1], [49], [51]-[53] knygose ir kompiuterias algebros sistemoje
MACSYMA.
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Funkcijosy € G Furjé transformacija’[¢] yra integruojama ir tolygiai diferenci-
juojama erdejeR" funkcija. Tockl S bendros Fug transformacijos teorijos iSplaukia,
kad

p=FFlp] = FIF'[g]], VYeed. (7.59)

Be to,

1
—1 _ .
Cia p_pg(r) = p(—x). Todel galime tvirtinti, kad transformacijg yra abipusiSkai
vienareikSre ir F[G] = G.

7.9 teorema. Furjé transformacija yra tolydus operatorius ezg.

<Teguy, — 0, erdweje G, kai k — oo. Tada remdamiesi/(57) nelygybe, gau-
name

€9 D Flpi](6)] < / D% (2% g4 ()| da <
J

dx
< DB (2> 1+ "*1/7:;0, e R",

R

kai ¥ — oo. Pagal konvergavimo eréye G apibezima, F[p,] — 0 erdwje G, kai
k — o00.>
Teguf € L;(R™) . Tada jos Fug transformacijd’[f] yra apezta

FIAI©) < / @) dz < 00, Ve ER™.

R

Be to, funkcijaF'[f] yra tolydi (Zr. [18]). Todel formule

(FIf), ) = / FIf(©)p(&) d, ¢ e,

R™

apibezia reguliariaja apibendrintaja funkcifd f] € G*. Pagal Fubinio teorema inte-
gralas

[Fin©eter e = [( [ s ar)ete) e -

- / f() / (€)' dedi = / f(@)Flg)(z) dz
(FIf), ¢) = {f, Flgl), Vo ed. (7.60)

R‘Il
Apibreézimas. Apibendrintaja funkcij[f] € G*, apibezta7.60) formule,
vadinsime apibendrintosios funkcijgse G* Furje transformacija.

Todel
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Patikrinsime, kad Sis apibzimas yra korektiSkas, t.y. desSiniofn.60) lygybes pug
yra tiesinis tolydus funkcionalas eréfe G. Pagal7.8 teoremaF'[¢] € G, Vp € G.
Todel (f, F[p]) yra tiesinis funkcionalas. Tegp, — 0 erdwjeg, kai k — oco. Pagal
7.9teoremaF ;] — 0 erdweje g, kai k — oo. Kadangif € G*, tai (f, Fex]) — 0,
kai k — oco. Taigi nagrirejamas funkcionalas yra tolydus.

7.9 lema. Furjé transformacijos operatorids: G* — G* yra tiesinis ir tolydus.

< TiesiSkumas yra akivaizdus. |rodysime tolyduma. Tggu— 0 erdwejeG*, kai
k — oco. Remiantis[7.60) formule,

(Flfx), @) = {fu, Fle]) =0, Voeg,

kai k — co. Pagal apibeZima tai ir reiskia, kad”[f;] — 0 erdwjeG*, kai k — oo.
Taigi Furje transformacijd’ : G* — G* yra tolydi. >
Apibrezimas. Apibendrintaja funkcijgd—![f] € G*, apibeziama formule

<F_1[f}790> = (2’/T)n <F[f]a(p—E>’ Vo eg, (761)

vadinsime apibendrintosios funkcijgsc G* atvirkstine Furg transformacijad —![f].

7.10 lema. Atvirkstiné Furg transformacijd@—"' : G* — G* yra tolydi ir
FFfl=FFfll=f feg" (7.62)
aTeguy € G. Tada

1 1

(Flf), Fle-gl) =

= (Ffl, FHel) = (£, FIE@ll) = (f, o) =

= (f, FTUFll) = (F7'USL, Flel) = (FIFT'[f]] 0), Vo eg.

Sulygine Siy lygybiy kaire ir deSine puses, gausimes?) formule. Kartu jroe-
me, kad kiekviena apibendrinta funkcija € G* yra apibendrintos funkcijogr =
F~1[f] € G* Furje transformacija ir, jeigl”[f] = 0, tai f = 0. IS (7.6]) iSplaukia
F~! tolydumas>

7.10 teorema. Teguf € G*. Tada:
1. DeF[f] = F[I¢f], Va=(a1,...,qn).
2. FID*f]=1"°*F[f], Va=(a1,...,an);

cial(x) =iz ir [7Y(z) = —ix.
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< |rodysime pirmajj teoremos teiginj. Tegue G. Tada
(DF[f], ¢) = (=1)*I(F[f), D*¢) = (=1)* (f, F[D%¢]) =
= (=Dl (f, T7Fle]) = (I f, Flgl) = (FII*f], ).

IS Cia iSplaukialf) formule.
|rodysime antrajj teoremos teiginj. Pagal Futjansformacijos apibzima

(FIDf], ¢) = (D[, Flg]) = (-1)*1(f, D*F[g]) =
= (=Dl (f, PI%)) = (=D I(F[f], I%0) = (I7*F[f], ¢),
Vo € G. IS Cia iSplaukial®) formule. >
7.11 teorema. TeguA yra neissigimusi x n matrica,T’ x = A x + a, a — fiksuotas
erdejeR™ vektorius irf € G. Tada

1
Flfr] ::THEE;ITPTf]T*; (7.63)

giaT* = (T~

4i8vada Tegu A = FE yra vienetire matrica. Tada operatoridsx = x + a yra
poslinkio operatorius ir

F[f)(€) = e F[f](€).
7.12 teorema. Teguf ir g € G*. Tada:
1. Apibendrinty funkcijyf ir g tiesiogires sandaugos Feérfransformacija
F[f xg] = F[f] x F[g].

2. Jeigu viena is funkcijyf, g yra finiti, tai teisinga formwé

F[f  g] = Flg|F[f]. (7.64)
Pastaryjy dviejy teoremy jrodyma galima raSt][knygoje.
Pavyzdziai:
1. Tegud,(z) = 6(x + a). Patikrinsime, kad

F[64)(8) = e*. (7.65)
IS pradziy pastetsime, kad

(P18}, ) = (6. Flel) = FIgl0) = [ w()de = (1,0}, Woed.
B
Todel
Fl6] =1. (7.66)
Remiantis/.11teoremos iSvada,

FI5,)(€) = e S F[5)(e) = e,
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2. 18 (7.66) iSplaukia, kad

. 1
6= F 1) = Pl
Todel
Fl1] = (27)"8(¢). (7.67)

3. Tegud yra Hevisaido funkcija if_(z) = 6(—z), = € R'. Tada

F0](&) =m0(&) + z‘P%, Fl0_(&)] =md(&) —iP=. (7.68)
Teguy(z) = O(x)e™**, a > 0. Tada

oo

Flol(e) = [ et e =

0

)
E+ia

Tiesiogiai galima jsitikinti, kadd(x)e™** — 6(z) erdwje G*, kai a — +0.
Kadangi Furg trasformacija yra tolydus erdje G* operatorius, tai artindami
a — 0 gausime

i

FIBIO = 735

IS Cia bei (7.€) Sochotskio formués iSplaukia pirmoji iS{.68). Antroji jrodoma
analogiskai.

(7.69)

Apibendrintyjy funkcijy Fum transformacija galima panaudoti diferencialiniy op-
eratoriy fundamentaliesiems sprendiniams rasti. Tégl») yra m-osios eies difer-
encialinis operatorius su pastoviaisiais koeficientais, t.y.

m

AD) = > a.D".

|a]=0

7.13 teorema. Apibendrintoji funkcijat € G* yra operatoriaus\ (D) fundamentalu-
sis sprendinys tada ir tik tada, kai jos Feitfansformacijd’|£] tenkina lygtj

A*(I)F[E) = 1; (7.70)
Cia

A*(I) = i 7

|a|=0

ir (7.70) lygybé suprantama kaip lyggberdejeG*.
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aTegué € G* yra fundamentalusis operatoriadg D) sprendinys, t.y. tenkina

lygtj
A(D)E = 6.

Taikydami Furg transformacija abiem Sios lyggb pugms, gausime

F[A(D)E] = F[§] = 1. (7.71)
TaCiau
FIA(D)E] = F[i aapag} = i F[D*€) =
ja=0 Jal=0
— f: ao I “F[E] = A*(I)F[£). (7.72)
=0

IS (7.77) ir (7.72) iSplaukia lygyke (7.70).

Tegué& € G* ir tenkina (7.70) lygtj. Remdamiesi{.72), gauname, kad tenkina
(7.77) lygtj. Taikydami abiem Sios lygties pams atvirkStine Fug transformacija,
gausime((.70). >

Remiantis jrodyta teorema, fundamentaliojo sprendinio galima ieSkoti sprendZiant
algebrine lygtj

PX =1 (7.73)

erdweje G*; ¢ia P yran kintamyjy polinomas. Jeig®~! yra lokaliai integruojama
erdwejeR" funkcija, tai ja atitinkanti reguliarioji apibendrintoji funkcijg—* yra (7.73)
lygties sprendinys. Jeig@ ! néra lokaliai integruojama eréje R” funkcija, tai
iSsprestilf.73 lygtj apibendrintyjy funkcijy erdg@je yra gana sutinga. L. Herman-
deris (L. Hormander) jrod, kad[.73) lygtis erdwejeG* visuomet iSsprendziama, jeigu
P #0.

ISsprendusi.79) lygtj, dar reikia rasti sprendinio atvirkStine Farransformacija.
Daznai tai yra gana sunkus uzdavinys.

Pavyzdys. Tegw = 3. Rasime fundamentaly Laplaso lygties sprendinj. Pa-
gal apibezima apibendrintoji funkcij& yra fundamentalusis Laplaso lygties sprendi-
nys, jeigu ji tenkina lygtj

AE =0.

Paveike abi Sios lygties puses Futjansformacija, gausime

PFIE] =1;
ia P(¢) = —|¢|?. Reiskinys—|¢|~2 yra lokaliai integruojamas eréje R®. Todel
FIEN(E) = —[¢[~2ir
E=F'P1.
Pagal apibezima
1 1
(FTUP™ ) = @n ) (FIP'),0-5) = @ (P~Y Flp-g]) =
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3/\|2/”5 ) dede.

Integralas
R 7 27
€z|§|pcosa
/ :/// p%sin o dBdadp =
[ER
|| <R 00 0
R 1 R
27‘(’// z|£|ptdtd Sln‘dpdp
IEI p
0 -1
Be to,
sin [€]p ™
—~Fdp=5 [¢l#0.
p ;
0
Todel integralas
i 2
/ e g2
|z|2 €]
lz|<R
erdwjeG*, kai R — oo, ir
(PP 0) = - [P de =
@m? ) T
/1 Yy, Vpeg
— [ % ¥ ¥
€]
3
Taigi
1
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7.14. UZDAVINIAI

1. Tegun = 1ir:
+, kailz|<e
1.1. =4 2 . -7
fe(@) { ,  kailz| > e
1
1.2. fo(x) = — sinf;
x e
g X
1.3. fo(z) = —5 sin® =.
fe(x) —a sin” =

|rodykite, kadf.(z) — 6(x), kaie — +0.
2. Tegun > 1, f.(x) = e "a(z/e),a € D(R™), a(xz) > 0ir

/a(x) dx = 1.

R

|rodykite, kadf.(z) — 6(x), kaie — +0.

3. Tegun = 11ir:
3.1, fr(z) = \/Ee_kxz;
i
1 k
3.2. fr(x) =

; ekz + e—kx ;
1
3.3. fi(z) = Eke_km.
|rodykite, kadfy (z) — é(x), kai k — oo.
4. Tegun = 1ir

<'PCOSkx,<p>:Vp/ coskx@(x)dm.
x x

— 00

cos kx

|rodykite, kadP — 0 erdwejeD*(R'), kai k — oo.

X
5. |rodykite, kad:

ixt

51. lim — o = 2mid(x).

t—+oo T — 1

emct

5.2. lim -
t—+o0 x 4 10

: iwt _
5.3. tllgrnoo to(t)er™* = id(x).
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10. Tegua > 0, fo(z) =

Raskite apibendrintyjy funkcijy iSvestines:

z, kaiz >0,
6Lf@0{m kaiz < 0.
6.2. f(z) = zsignz.

6.3. f(z) = 0(x) cosx.

1/e, kailz| <e/2,
6.4. f(x) = {o, Kai || > = /2.

. |rodykite lygybes:

7.1. (di + A)G(:c)e_)‘l = d(x).

d? 0(z) sinwz
72(d2+wﬂ4L%7—7:&@.

7.3.5(2% — a?) = %[5(@0 —a)+ 6z + a)).
7.4.4(sinx) = io: 0(x — k).
k=—o00

75 — Z etk = ioj 0(x — 2km).

k=—0o0 k=—o0

7.6. |sinz|” + |sinx| =2 Y §(x— kn).

k=—oc0
Jrodykite, kad apibendrintos funkcijos yra Siy diferencialiniydygsprendiniai:
8.1 . y=-ci+cf(x)+1n|z|, zy =1.

1
8.2. y=c1+cb(x) +c3 *77;, zy =PL.

8.3.y=c1 +c20(z) +c36(x) —P—, z%y/ =1.

84. y=ci+cx+0(x)r, y' =dx).

85. y=ci+ecatcsb(xz+1)+cf(x+1)(z+1), (x+1)%" =0.
|rodykite formules:

9.1.6(zx —a)*x6(x —b) =d(x —a—0b).

9.2. 0(x) * 0(x) =
9.3. 9(x) x O(x)2% =0

2 2 s 2
9.4, 79 yge = [ —ge= /2 4>,

\/ﬂe*z?. |rodykite, kadf,, * fz = f\/m.
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11. Tegua > 0, fq(x) = 5 - lrodykite, kadf, * 3 = fa+s-

_*
(22 4+ a?)
12. Raskite apibendrintosios funkcijgsFurje transformacija Siais atvejais:

12.1. f(z) = [ (x —a) + 6(x + a)].
12.2. f(x) = 5 N(z), k=1,2,...
12.3. f(z) = 0(z — a).

12.4. f(x) = 1gn( ).

12.5. f(z) =

12.6. f(x) = |33\

12.7. f(z) = 2*0(z), k=1,2,...
12.8. f(z) = |z|¥, k=2,3,...

13. Tegun = 1. Jrodykite formules:

13.1. F[f](€) = JKai f(z) = 0(—2)e™®, a> 0.

a+i’
= 72@ i f(x) =e o2l ¢
13.2. FIf)(§) = — et kai f(z) = > 0.
13.3. F[f](€) = 2ne~ ¥l kai f(x) = % a>0.
13.4. FIf)(€) = 2220 \ai f(z) = 0(R — Jo]).

£
13.5. F[f](¢) = ge—fz/‘laz, kai f(z) = e ", a#0.
13.6. F[f](¢) = Ve €™ kai f(z) = ™ .
13.7. F[f](€) = Vet &™) Kai f(z) = e "
14. Jrodykite, kad erdeje G*(R") yra teisingos formus:
14.1. F[f](€) = (20)"(—0)l*ID*4(¢), kai f (z) = a*
14.2. F[)(¢) = (—i€), Kai f(z) = D5(x).

14.3. FIf]() = 2Bl i p(ay = 2B 12D

,n=2.
€] R2 — |22

15. Teguds,, yra paprastojo sluoksnio sferafg; = {z € R® : || = R} apiben-
drintoji funkcija, t.y.

Gsps ) = [ pla)dSe, ¢ € O®D)
Sr
|rodykite, kad
sin R|¢]

F[&SRK&) =4rR |€|
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16.

17.

18.

19.

20.

Raskite diferencialiniy operatoriy fundamentaliuosius sprendinius:
d? d d? d
16.1. — — + 2. 16.2. — —4— .
6 d:rgz +3da; + 6 dm; da;2+5
d d d d
16.3. — —a®. 164, —= —3—— +2—.
6.3 dagf’ a 6 daf’ 3 dq; + e
d 4 d d
16.5. i a”. 16.6. i 2@ + 1.

Tegun = 2. |rodykite, kad funkcijal(z) = 8i|:17|21n|z| yra biharmoninio
s
operatoriaug\? fundamentalusis sprendinys.

|rodykite, kad funkcijal(z,t) = — H(t) e wTE yra Sedingerio operato-
2Vt
riaus'g + a—Q fundamentalusis sprendinys
Z@t Ox? P ys.

0(at — |x])

2raq/a?t? — |z|?

Tegun = 2. |rodykite, kad funkcijal(z,t) = yra bangav-

2

. . 0 : .
imo operatoriau§l, = Froie a’A fundamentalusis sprendinys.

|rodykite, kad funkcijal(z,t) = 49(t2t65at (z) yra trimegio bangavimo oper-
Ta
2

7z a?A fundamentalusis sprendinyé:ia ds,, — paprastojo

sluoksnio sferojes,; = {z € R® : |z| = at} apibendrintoji funkcija, t.y.

atoriaus], =

(55,01 ) = / o(@)dSs, o< G(RY).

Sat
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7.15. ATSAKYMAI

6.1. f'(z) = 0(x).
6.2. f'
6.3. f'(z) = 6(x) — O(z) sin(x).
6.4. f'(x) = e 1(8(x +/2) — 6(x — £/2)).
12.1. F[f
12.2. F[f](€) = (—i€)*.
12.3. F|
[
[

J1(€
12.4. F[f](¢ :22’7?%.
12.5. F[f](&) = imsign &

12.6. F[f](€) = 2 (791)' _ _opl.

: 11 ®
12.7. F[f](€) = (—i)* [ms(g) +z7>%] .
12.8. F[f](&) = (—i)F2m6®) (¢), kai k — lyginis, ir
FIf](&) = (*i)kfl? (P%)(k), kai k& — nelyginis.
16.1. E(x) = 6(x)
16.2. £(z) = 0(z)e** sin .

(efx _ 672[6).

16.3. £(z) = é —270w/20 () (€2**/2 — cos(av/3x/2) — V3sin(aV31/2)).

16.4. £(x) = 50(x)(1 — ).
16.5. £(z) = %a’gﬂ(x)(sinh ar) — sinax).

16.6. £(z) = %H(x)(x coshz — sinh z).



8 SKYRIUS
Variacinial metodai

Siame skyriuje nagriesime variacinj paprastyjy bei elipsiniy diferencialiniy ditg
tyrimo metoda. Sio metodo &ja labai paprasta. Tarkimg, : R — R yra tolydi
funkcija, F' — funkcijos f pirmykseé funkcija, t.y. F'(z) = f(x). Tada pagal Zinoma
analizs teorema funkcijos’ lokalaus ekstremumo taskai tenkina lygtj

f(z) =0. (8.1)

Kai F yra iSkila funkcija, tai teisingas ir atvirkas teiginys: [8.1) lygties spren-
diniai yra funkcijosF' lokalaus ekstremumo taskai (Zr., pavyzdzidid]). Todel uzuot
sprende®.1) lygtj, galime ieskoti funkcijosE” ekstremumo tasky. Siaégh apiben-
drinsime begalinio matavimo atveju. Tiksliau, vietdfel) lygties nagriesime difer-
encialine lygtj, kurioje nezinomasis yra funkcija i$ begalinia@sdiesires erdes. Tam
tikrais atvejais diferencialiniy Iygy apibendrinty sprendiniy radimo uzdavinys yra
ekvivalentus atitinkamy netiesiniy funkcionaly ekstremumo tasky radimo uzdaviniui.
Siame skyriuje dstoma netiesiniy funkcionaly, ap#fty normuotose erége,
ekstremumy tasky radimo teorija. Naggjami pustolydZiai iS af@os funkciona-
lai, jrodomos teoremos apie nediferencijuojamy funkcionaly minimumo egzistavima,
nagrirejamos funkcionaly iSvests Gato ir FreS prasme, @stomi iSkilyjy funkcio-
naly teorijos elementai, subgradiento ir subdiferencialo savokos. Pateikiami taikymo
jvairioms diferencialiéms lygtims pavyzdziai. Nagmjami konkretis funkcionaly
minimumo radimo metodai.

8.1. PUSTOLYDZIAI IS APACIOS FUNKCIONALAI

TeguX yra normuota erds, M C X, R = RU {oo, —oo} —i8plestire realiyjy skaiiy
aibe, f : X — R — netiesinis funkcionalas. Pagrindinis variacinio kaiimo uz-
davinys funkcionalujf formuluojamas taip: rasti tokj elementac M, kad

f(u) = min f(v). (8.2)
IS pirmo 2vilgsnio atrodo, kad Sj uzdavinj galima spresti taikant gerai Zinoma teo-
rema (zr.[BQ)).

8.1 teorema. TeguM C X yra kompaktiskoji aib ir f — tolydusis funkcionalas aée
M. Tada egzistuojé8.2) uZzdavinio sprendinys.

TaCiau Sios teoremos taikymas yra gana ribotas. Atkreipsiemesj, kad begalinio
matavimo erdese kompaktiskosios ab yra pet,retos”. Jos neturi vidiniy tasky. Be
to, teisingas toks teiginys (Zi38]).
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8.1 lema. Aibé{u € X : ||u||x < 1} yra kompaktiska tada ir tik tada, kai el yra
baigtiniamag.

Todel natrralu atsisakyti aies M kompaktiSkumo salygos ir pakeisti ja silpnesne.
Funkcionalof tolydumo salyga taip pat yra per griezta. Pakanka reikalauti sil@sesn
pustolydumo i$ apios, salygos.

Apibrezimas. Funkcionalag : X — R yra pustolydis i$ ap&os taske
ug € M C X, jeigu su kiekviena sekfu, }2° ; i85 M, u,, — ug, teisinga nelygyb

f(uo) < lim f(up). (8.3)
Sakysime, funkcionalag yra pustolydis iS apéos aiteje M, jeigu jis yra pustolydis
iS ap&ios kiekviename ais M tasSke. -

Apibreézimas. Sakysime, funkcionalgs: X — R yra silpnai pustolydis
is ap&iostaSkeuy € M C X, jeigu su kiekviena sekéu,, }°2 ; i§ M, u, — uy,
yra teisingal8.3) nelygyte. Sakysime, funkcionalgéyra silpnai pustolydis i apggos
aibéje M, jeigu jis yra silpnai pustolydis i$ apms kiekviename aks M tasSke.

Priminsime, kad sk&iy sekos{x,, } apatire riba yra skaius

lim inf{x,, 41, Tni2,. -}
Todel Si riba kartais Zymiméim inf . Konvergavimo, silpno konvergavimo, aibiy uz-
darumo Banacho eréje savokos aptartos 1 skyriuje.

8.2 lema. TeguX yra normuota era®, M C X — uZdara (silpnai uzdara) ab Funk-
cionalasf : X — R yra pustolydis (silpnai pustolydis) i5 afias aiteje M tada ir tik
tada, kai Lebego aés

E(a)={u:ue M, f(u) <a}
yra uZdaros (silpnai uzdarogy € R.

<aTeguf yra pustolydis i$ apgdos funkcionalas. Imkime seKa.,,} C E(a), u, —
ug € M. Pagal apibgzima teisingad.3) nelygyle. Kadangiu,, € E(a), tai f(u,) <
air im f(u,) < a.lISCiair (8.3) gaunamef(up) < a. Todel uy € E(a). Vadinasi,
E(a) — uzdara aib.

|rodysime atvirkstinj teiginj. TeguE(a) yra uzdara aibVa € R. Reikia jrodyti,
kad f — pustolydis i$§ ap&os. Tarkime prieSingaiu, — uy € M ir lim f(u,) <

n—oo

f(up). Parinkime tokj skdiiy a, kad

lim f(un) <a < f(ug). (8.4)
Pagal apaties ribos apitgZima iS sekogu,, } galima iSskirti tokj posekfw,, }, kad
flup,) < a. Todel u,, € E(a)ir u,, — ug. KadangiE(a) yra uZdara aib, tai
ug € E(a)ir f(up) < a. Gauta prieStara jrodo atvirkstinj teigin;.
Aibes M silpno uzdarumo ir funkcionalg silpno pustolydumo atvejis jrodomas
visiSkai analogiSkai>
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8.3 lema. TeguX — normuota erdé. Funkcionalag : X — R yra pustolydis (silpnai
pustolydis) iS ap&os tada ir tik tada, kai jo virsgrafikispi f yra uZdara (silpnai uZzdara)
aibé.
<aTegu f yra pustolydis iS apgaos funkcionalas itp(u,a) = f(u) — a. Nesunku
jsitikinti, kad teiginiai:
(a) f yra pustolydis i$ agaos funkcionalas erddje X;
(b) ¢ yra pustolydi i$ apéos funkcija erdejeX x R

yra ekvivalentis. Funkcijosy Lebego aile E(r) = {(u,a) : f(u) —a < r} yra
virsgrafikio epif = {(u,a) € X x R : f(u) < a} posumis per vektoriy(0, r). Todel
aibée E(r) yra uzdaroji tada ir tik tada, kaipi f yra uzdaroji aie. Remianti$.2 lema,
galima tvirtinti, kad funkcionalag yra pustolydis iS agaos tada ir tik tada, kai jo
virsgrafikis epi f yra uzdaroji aie. Antrasis lemos teiginys jrodomas analogiskai.

5iSvada Teguf yra iSkilas funkcionalas. Tada pustolydumo is@pa ir silpno pus-
tolydumo is apéios savokos yra ekvivaléros.

<|rodymas iSplaukia i&.22teoremos i8.3lemos.>
6 iSvada TeguX yra Banacho erd® M C X — iSkila ailg, f — tolydus iSkilas funkci-
onalas. Tada aéje M jis yra silpnai pustolydis iS ajgéos.
Yy Yy

N

8.1 pav. 8.2 pav.
Pavyzdziai:
1. Funkcija, pavaizduota 8.1 paveiksfje, yra pustolydi iS agaos, o 8.2 paveiks-

lelyje pavaizduota funkcijaara pustolydi iS agdos. Pirmu atveju funkcijos
minimumo radimo uzdavinys turi sprendinj, o antruoju — ne.

2. Bet kuris tiesinis, tolydus funkcionalgse X* yra silpnai pustolydis i$ agéos
(nes tiesinis funkcionalas yra iskilas).

3. Norma Banacho erayje X yra silpnai pustolydis iS ag#os funkcionalas, t.y.
lluollx < lm [lun|x, jeigu tik u, — wug. Norint tuo jsitikinti, pakanka pa-

steleti, kad norma yra idkilas funkcionalas, ir pasinaudoti Banacho—Steinhauzo
teorema (2rl.14).
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8.4lema. Teguf : X — (—o0, 0], f # oo —iSkilas pustolydis i$ apggos funkciona-
las. Tada egzistuojge X* ir o € R tokie, kad

flu) > (g, u) + a, Vu € X. (8.5)

4Teguu € domf, a < f(u). Tada taSkagu,a) nepriklausoepif. Aibée epif
yra iskiloji ir uzdaroji. Pagal Hano—Banacho teoremallzt.]) erdweje X x R galima
atskirti virsgrafikj epi f ir taSka(u, a) hiperplokStuma

II={(u,b) e XxR:(h,u)+pb=7~}, heX", p[,veR.

Pastebsime, kad skéius 3 # 0 (jeigu skatius 3 buty lygus nuliui, tai taskasu, a)
gulety plokStumojdl ir gautume prieStara). Be to, jo Zenkla galima pasirinkti laisvai,
nes hiperplokStumoH lygtj visada galima perrasyti taip:

ImI={(u,b) e XxR:{(=h,u)+ (-8)b=(—v)}, —-heX*, p,veR

Tarkime, 8 > 0. Laisvai pasirinkime elementa € X ir skaiCiy b tokj, kad taskas
(u, b) buty tarp plokStumo8l ir virSgrafikio epif, t.y.

flw)yzb (b, u)+0b—7y=0.

IS Siy nelygybiy iSplaukia, kad

f(u) > —% (hy ) + %’y.

Pazynejeg = —h/f, a = v/, gausimel8.5) nelygybe >
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8.2. NEDIFERENCIJUOJAMUY FUNKCIONALY MINIMUMAS

TeguX yra Banacho erdy, M C X — netugia aite, f : M — R — netiesinis
funkcionalas. Nagriesime uzdavinj: rasti elementac M tokj, kad

f(u) = inf f(v). (8.6)

veM

Apibrezimas. Sakysime, ahV/ C X yra silpnai kompaktia, jeigu iS bet
kokios jos elementy sekds.,, }52 ; galima iSskirti posekju., }, silpnai konverguo-
jantj j kurj nors ailes M elementa.

8.2 teorema. (pagrindire var. sk. teorema) TeguX yra Banacho erdy M C X —
silpnai kompaktie aite, f : M — R — silpnai pustolydis iS afg#@os funkcionalas.
Tada egzistuojé8.€) uZdavinio sprendinys.

aTegu{u,}52, C M yraminimizuojanti sekat.y.
nh—{go f(un) = vlélja f(’U) 8.7)

Kadangi ail® M yra silpnai kompaktig, tai egzistuoja toks posekfs.,, } ir toks ele-
mentasu € M, kadu,,, — w. IS (8.9) ir (8.7) gauname

Flu) < Bm fu,) = Jim flu,) = inf (). (8.8)

Pagal tikslaus apatini@Zio apibeZima

f(u) > inf f(v). (8.9)

T veEM

15 (8.9) ir (8.9 iSplaukia 8.6). Teorema jrodytas

7 iSvada Tarkime, erdeX yra refleksyvi. Tada teorema iSlieka teisinga, jeigiedib
yra tik apéZta ir silpnai uZdara.

8.3 teorema. Tegu X yra refleksyvioji Banacho eréy M C X — silpnai uZdara,
neapeZta aile, f : M — R — silpnai pustolydis is afg#os funkcionalas. Be to, tegu

fu) — 400, (8.10)
kai||u|]|x — co. Tada egzistuojad(€) uZdavinio sprendinys.

<Kadangif (u) — +oo, kai ||u||x — oo, tai funkcionalasf yra apgztas iS ap&os.
Tegud > 1&{4 f(v). Parinkime tokj skdiiy R > 0, kad f(v) > d, kai ||v||x > R.
TokiemsR aibe Mr = {v € M : |jv[x < R} yra apezta ir silpnai uzdara. Ted
egzistuoja toks elementas; € My, kad

flug) = inf f(v).

vEMER
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Akivaizdu, kadf(ur41) < f(ug). Todel sek&{ ||ur||} yra apezta, t.y. egzistuoja toks
skakus Ry, kad ||ur|lx < Ry. Pagal8.2 teoremos iSvada egzistuoja toks elementas
u € Mp,, kad
= inf = inf .

f(u) v fv) = inf f(v)

Teorema jrodytar
Kiekvienas tolydus ir iSkilas funkcionalas yra silpnai pustolydis is¢ama(Zr. 5

iSvada). Toél i5/8.2ir8.3teoremy iSplaukia tokios iSvados:

8 iSvada TeguX yra refleksyvioji Banacho eréy M C X — uZdara, a@Zta aile,
f : M — R —iSkilas tolydus funkcionalas. Tada egzistu@a) uZzdavinio sprendinys.

9iSvada TeguX yra refleksyvioji Banacho eréy M C X — uZdara, neapzta aile,
f: M — R —iSkilas, tolydus funkcionalas. Be to, tegi(i) — 400, kai ||u||x — oo.
Tada egzistuojéB.€) uZdavinio sprendinys.

8.5 lema. Tarkime, funkcionalag : M — R yra griezZtai iSkilas. TadB.6) uZdavinys
negali tuéti dviejy skirtingy sprendiniy.

< Tarkime prieSingai, egzistuoja du skirtindd.€) uzdavinio sprendiniait;, us €
M,ty.
flu) = inf f(v), fluz) = inf f(v)
ir u; # ug. Kadangi aile M yra iSkila, tai elementas
1 1
u_§u1+§UQ€M

Be to, ) )
flw) < 5f () + 5 f(uz) = nf f(v).

TaCiau Si nelygyle prieStarauja tikslaus apatini@zio apibezimui. Toatl padaryta
prielaida yra neteisinga ir bet kokie d@.€) uzdavinio sprendiniai sutampa.
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8.3. NETIESINIY FUNKCIONALY DIFERENCIJAVIMAS

TeguX yra Banacho erdy, f : X — R — netiesinis funkcionalas, — fiksuotas tasSkas
erdwejeX.
Apibreéezimas. Jeigu su kiekvienue X egzistuoja riba

o 100 = ()
t—0 t

tai Sia riba vadinsime funkcional$ pirmaja variacijaasSkeu ir Zymesime simboliu
0f(u,v).

Pagal apibezima pirmoji variacija

Of(u,v) = %f(u+tv) i’ (8.11)
jeigu tik i iSvestie egzistuoja. Si formeél daZznai naudojama praktidkai skiabjant
pirmaja funkcionalo variacija.

Fiksuokime elementa. Tada (bendru atveju) pirmoji variacifg (u, v) yra netiesi-
nis funkcionalay € X atzvilgiu. Nesunku jrodyti, kad f(u,v) yra homogenia v
atzvilgiu funkcija, t.y. teisinga formel

5f(u, Av) = Adf(u,v), VAeER.
Bet ji ne visuomet yra adityvi. Yra Zinomi atvejai (Zr. 1 pavyzdj), kai
df(u,v1 +v2) #0f(u,v1) + 6 f(u,vq).

P a stab a. Funkcionalo pirmosios variacijos savoka susijusi su kegntnes-
tines savoka. Funkcionalp kryptine isSvestinéaskeu pagal kryptjv € X, |jv]|x =1
vadinsime riba

o Flet ) = f(0)
t——+0 t

Nuo variacijos krypti@ iSvestim skiriasi tuo, kad elementass X yra fiksuotas viene-
tinis vektorius ir pagat imama riba i$ deSigs.

Fiksavusu € X, | funkcionalo pirmaja variacija f (u,-) galima zureti kaip j
funkcionala, apibezta erdeje X. Bendru atveju toks funkcionalas galitb netiesinis
ir neapgeztas.

Apibrezimas. Tegdf(u,-)yratiesinis funkcionalas. Tada reiSkify (u, v)
vadinsime funkcionalg® Gato diferencialu Jeigu funkcionalas f (u, -) dar yra toly-
dus, tai jj vadinsimeGato iSvestingr zymesimef’(u).

Taigi jeigu funkcionalag taSkeu € X turi Gato iSvestinef’(u), tai ji yra erdves
X* elementas ir

§f(u,v) = (f'(u), vy, VveX.

| netiesinio funkcionalgf Gato iSvesine galima @ieti kaip j atvaizdj (arba operato-
riy), kuris kiekvienam elementui € X priskiria elementg”’ (u) € X*.
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8.4 teorema. (baigtiniu pokyCiu formule) Tarkime, taSka: aplinkojeU funkciona-
lasf : X — R turi Gato iSvestine. Tada su kiekviehue X : u + h € U egzistuoja
tokso € (0,1), kad

flu+h)— f(u)={(f(u+6h), h). (8.12)
aTeguyp(t) = f(u+ th) yra kintamojot € R funkcija. Jos iSvestia

(1) = Tim flu+th+¢eh) — f(u+th)

sy 6 = (f'(u+th), h), Vte(0,1).

Pagal baigtiniy pok§iy formule vieno kintamojo funkcijoms egzistuoja tolts e
(0,1), kad

IS Cia iSplaukia/8.12).
Apibrezimas. Tegulf(u,-) : X — R yra tiesinis funkcionalas. Reiskinj
df (u, v) vadinsime funkcionalg’ Fre& diferencialtaskeu € X, jeigu

flutv) = f(u) = df (u,v) + o([Jv]lx). (8.13)

Jeigu funkcionalasif (u,-) dar yra ir tolydus, tai jj vadinsime funkcionalp Fre®
iSvestinagr zymesimef’ (u).
Tegu funkcionalag : X — R yra diferencijucjamas pagal Fé&egaskeu € X, t.y.
f/(u) € X*. Tada
df (u,v) = (f'(u), v), VveX.
Be to, jis yra tolydus taske. IS tikryjy jeiguv — 0, tai iS (8.19) iSplaukia, kad
flutv) = f(u).

8.5 teorema. Tegu funkcionalag yra diferencijuojamas taskepagal Fre8. Tada jis
yra diferencijuojamas taskepagal Gato ir jy iSvestis sutampa.

<Imkime (8.13 formulgjev = th ir perraSykime ja taip:

f(u+tf;) —fu) _ (f' (), h) @HhHX'

Reiskinys desiniojoje Sios lyg@s pusgje turi rba, kat — 0, irjilygi (f'(u), h); Cia
1/ (u) — Fre® iSvestire. Tockl reiSkinys kairiojoje lygyks pugje taip pat turi riba, kai
t — 0,irof(u,h) = (f'(u), h). I8 Cia iSplaukia, kad egzistuoja funkcionafoGato
iSvestire ir ji sutampa su Fre&siSvestine>

Pavyzdziai:
1. Apibrezkime funkcijaf : R* — R formule

1, kaiy=22,2#0,
0 kituose erdesR? taskuose.

f(%y):{
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Si funkcija yra toki taske(0,0). Tockl ji nera diferencijucjama pagal Fees
Siame tasSke. Kita vertug(tz, ty) = 0 pakankamai maziemnts> 0. Todél

o L0, 1) = 0,0

t—0 t

=0.

Taigi funkcija f taSke(0, 0) turi Gato iSvestine ir ji lygi nuliui.

. Parodysime, kad i$ variacijos egzistavimo ugtai iSplaukia iSvestias pagal

Gato egzistavimas. Apibgkime funkcijaf : R? — R formule

_ [ kai(x,y) #(0,0),
fay) = {0,+ kai (z,y) = (0,0).

Nesunku jsitikinti (patikrinkite!), kad tasSk@, 0) pirmoji variacija egzistuoja ir
6f((0,0), (z,y)) = f(z,y).

Kadangi funkcijaf yra netiesi@, tai Gato iSvesti@tasSke0, 0) neegzistuoja.

. Tegu funkcijaf : R* — R turi tolydZias i§vestines pagal visus tris kintamuosius

iki antrosios eiés imtinai. Apibezkime integralinj funkcionala : C'[a,b] — R
formule

Funkcionalol pokytis
b
Huth) = 10 = [ [fou b+ W) = flayu,)] do =

b
= /[fu(z,u,u')h + f,,/(z,u,u')h/] dCC + O(Hh”Cl[a,b]) =

a

b

= [(fu= g fu)hda s gk

a

b
. +o([[hllct[a,8))-

Todel funkcionalol Fre& diferencialas
b

dI(u, h) = /(fu - %fu/)hda: + fuh

a

b
a

. Tegua(-,-) : H x H — R yra bitiesire, simetrire ir apeZzta Hilberto erdgje

H forma,v € H — fiksuotas elementas. Ap#itkime funkcionalg : H — R
formule

flu) = %a(wu) — (v,u).
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Funkcionalof pokytis
1 1
flu+h)— flu) = Qa(u—l— h,u+h)— (v,u+h) — ia(u,u) + (v,u) =
1

1 1 1
= ia(u, h) + §a(h,u) + Qa(h7 h) — (v,h) = a(u,h) — (v, h) + ia(h, h).

Kadangi formau(-, -) yra apezta, tai
la(u, h)| < Mllul|g||hlz,  Vu,h € H;
Cia M — teigiama konstanta. Kartu yra teisinga nelygyb
la(h, k)| < MI|RlIF = o(|[Allm)-
Todel funkcionalof Fre& diferencialas

df (u, h) = a(u, h) — (v, h).

Tarkime, taSka: aplinkojeU egzistuoja funkcionalg pirmoji variacijad f (u, v).
Fiksuokime elementa = v,. Tadadf(-,v1) : U — R yra funkcionalas (bendru
atveju netiesinis) ir galime apibtti jo variacija. Sia variacija vadinsime funkcionalo
f antraja variacijar zymesimed? f(u, vy, v9). Taigi funkcionalof antroji variacija,
jeigu ji egzistuoja, yra riba

(Sf(u + t’UQ,’Ul) B 5f(u,’l}1)

62 f(u,v1,v2) :}LI% ; .

Kai v, = vy = v, antraja variacija Zymsimes? f (u, v), t.y.
82 f(u,v) = 62 f(u, v, v).

Matematires indukcijos metodu apibzkime n-aja variacija.

Apibrezimas. Tegw" ' f(u,vi,...,v,_1) — (n — 1)-0ji funkcionalo f
variacija, apibeZta tasSka; aplinkojeU. Funkcionalof n-aja variacijaaskeu vadin-
sime riba (jeigu ji egzistuoja)

. 6’”‘71]‘-(“ + t’[}n, U1y. - avn,—l) - (Ynilf(U,Ul, s 7U7L—1)
iy ;

ir zymesimed” f (u, vy, ...,v,). Kaiv; = ... = v, = v, n-gja variacija zyrasime
0™ f (u, v). Taigi funkcionalof n-oji variacija

dn
" = — t .
5" f(uv) = 2o flut )]
TeguX x ... x X yra Banacho erdviy Dekarto sandauga, kuriojerydaugikliy.
Atvaizdj B : X x...x X — R vadinsimen-tiesiy jeigu jis yra tiesinis pagal kiekviena
atskira argumenta, kai likusieji argumentai yra fiksuoti. Kak 2, toks atvaizdisB
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vadinamasbitiesiniu JeiguB(u,v) = B(v,u), Yu,v € X, tai bitiesinis atvaizdisB
vadinamassimetriniu

Tegu B yra n-tiesis atvaizdis. Sakysime, kad jgp@Ztas jeigu egzistuoja tokia
teigiama konstanta/, kad

|B(v1,...,o0)| < M|lv1]lx - -+ |lonllx, Yvi,...,0, € X.
Atvaizdzio B norma apibeziama taip:

I|B|| = sup |B(v1, ..., vp)l|-

lvillx=...=[lvn|lx=1

Todel
|B(vi,..,op)| < ||IBllfJlvillx - --- - lvnllx, Yv1,...,0, € X

ApibréZzimas. Tegu taSkeegzistuoja funkcionalg n-oji variacija
0" f(u,v1, ... 0,).

Jeigu atvaizdis

O f(uy .oy ) XX...x X =R
yran-tiesis, tai reiSkinjo” f (u, v1, . . . , v, ) vadinsime funkcionalg’ n-oju Gato difer-
encialu. Jeigu atvaizdi&® f (u, -, . . ., -) dar yra ir tolydus, tai jj vadinsime funkcionalo
f n-aja Gato iSvestingaskeu ir zymesime f(™)(u). Jo reikdme taskévi, ..., v,)
zymesimef ™ (u)v; ... v,. Kaiv, = ... = v,, Sia reikdme zyrasimef ™ (u)v".

Dabar apibeSimen-gjj Fre® diferenciala im-gja Freg iSvestine.

Apibreéezimas. TegutaSkeaplinkojeU egzistuojan — 1)-0ji Fre& iSvesti-
ne f=Y(u)ir f=Y(u)v, ...v,_, yratos iSvestias reiksne taske(vy, ..., v, 1).
Jeigu egzistuoja-tiesis toks atvaizdis

d"fluy .o, ): Xx oo x X = R
kad
FO D+ o)y v — f("_l)(u)vl coiUpg =d" fluy vy, 00)+F

+o(||lonllx)B(v1 -y p—1), Yu1,...05-1 €X, u+twv, €U,

taireiskinjd” f (u, vy, . .., v,) vadinsime funkcionalg n-oju Fre& diferencialu. Jeigu
atvaizdisd” f (u, -, .. .,-) dar yra apeztas, tai jj vadinsime funkcionalp n-aja Freg
iSvestine ir Zynesimef™ (u). CiaB:Xx...xX — R yra koks nors ag@Ztas atvaizdis.

Funkcionalof™(u) reikme taskewvy,...,v,) zymesime f(™ (u)v; ...v,. Kai
vy =...= v, = v, Siareiksme zyrasimef (™) (u)v™.

8.6 teorema. (Teiloro formule) Tegu funkcionalag : X — R' yran karty diferen-

cijuojamas pagal Frétaskou aplinkoje irn-oji iSvestireé f() yra tolydi taske.. Tada
pakankamai maZienisteisinga formug

Fluth) = £+ 3 2 FOn* + o [h]) (8.14)
k=1 "
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aTeguep(t) = f(u+th),t € R. Tada
©F0) = P )RF, oW () = fF (w+th)h*, VYn=1,... n.
Pagal klasikine Teiloro formule

tk
!

©®)(0) + Ry;

o~

o(t) =(0)+ )
k=1

Cia
tn
Ry = (™ (00) = !(0), 0<0<1.

Kait = 1, liekamojo nario modulis
1 1
|Rn| = alf(“) (u+0n)h"™ — f (w)h"| < E\If(”)(u +0h) — £ (u) || ][%-

Kadangi (™ yra tolydi taskeu ir 0 < 6 < 1, tai R, = o(||h||%). I3 Eia iSplaukia
619>

8.6 lema. Teguu, h € X yra fiksuoti elemenatai if : X — R' — dukart diferenci-
juojamas pagal Gato taskuoset th, t € [0, 1], funkcionalas. Tada egzistuoja toks
0 €(0,1), kad

1
flu+h) = f(u) + f'(u)h + 5f”(u+ah)hz. (8.15)
aTegue(t) = f(u + th). Pagal klasiking Teiloro formule egzistuoja tokse
(0,1), kad
1
(1) = (0) + &'(0) + 5¢"(0)-
Kadangiy'(0) = f'(u)h, ¢"(0) = f”(u + 0h)h?, tai i§ ia iSplaukia8.15). >
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8.4. DIFERENCIJUOJAMUY FUNKCIONALUY ISKILUMO
KRITERIJAI

| funkcionalof : X — R' Gato ivesting/’ galima Zireti kaip j operatoriy, veikiantj
i$ Banacho erdesX | jungtine erdveX* ir kiekvienam elementui € X priskiriantj
Gato iSvestinef’(u) € X*. Priminsime, kad funkcionalg’(u) € X* reikSme taSke
v € X zymesime(f’(u), v) arbaf’(u)v.

8.7 teorema. Tegu funkcionalag : X — R' yra diferencijuojamas pagal Gato e&dv
jeX. Tada ekvivalents tokie teiginiai:

1. f yraiskilasis funkcionalas.
2. f": X — X* yra monotoninis operatorius, t.y.

(f'(u) — f(v),u—2) >0, Vu,veX. (8.16)

3. Su visaisu,v € X yra teisinga nelygyb
f) > flu)+ (f'(u), v—u), Vu,veX. (8.17)
< Tarkime, f yra iSkilasis funkcionalas. Apibzkime funkcija
o(t) = f(1 —tu+tv) = flu+tv—u), teR.
|rodysime, kad funkcija yra iSkila. Su visais;,t, € R' ir o € [0, 1] reiskinys
ap(ty) + (1 —a)e(tz) — platy + (1 — a)tz) =
=af(fut+ti(v—u))+ (1 —a)f(u+ta(v—u))—
—fu+Jat; + (1 — a)ta](v —u)) > 0.
Cia pasinaudojome tuo, kad funkcionajagra iskilasis ir
u+[aty + (1 —a)ta](v —u) = afu+ti(v—u)] + (1 — a)u+t2(v — u)].
Funkcijosyp iSvestire
Ot)=(f(u+tlv—u)),v—u). (8.18)

IS matematies analies kurso Zinome, kad iSkilos funkcijas iSvestire ¢’ yra ne-
maZjanti funkcija. To@l ¢’'(1) > ¢'(0). Remiantis/8.18), pastaraja nelygybe galima
perrasyti taip:
(f'(v), v =) = (f'(u), v—u).
IS Cia iSplaukia, kadf’ yra monotoninis operatorius.
Tegu f’ yra monotoninis operatorius, t.y. teisin@l€) nelygyte. |rodysime, kad
' —nemagjanti funkcija. Tegu; > ¢. IS (8.16) gauname

(f'lutti(v—w) = f(uttz(v—u)), (1 —t2)(v—u)) 2 0.
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Todel teisinga nelygybe
(f'lutti(v—u), v—u) = (f(u+t2(v—u)), v—u),

kuria galima perrasyti

@' (t1) = ¢'(t2).
Taigi funkcija ¢’ yra nemagjanti. Pasinaudoje Sia funkcijas savybe ir Lagranzo
pokyciy formule, gausime

f) = fu) = o(1) = p(0) = ¢'(§) = ¢'(0) = (f'(v), v—u), £€(0,1).

IS Cia iSplaukia, kad teising®(17) nelygyte.
Tarkime, 8.17) nelygyte teisinga. Tada reiskinys

af(u)+ (1 -a)f(v) = flau+ (1 - a)v) =
— alf(w) — Flau+ (1 - a)o)] + (1 - a)f(v) — flou+ (1 — )] >
za(f'(au+ (1 -a)v), (L-a)(lu-v)+
+(1 =) (f'(au+ (1 — a)v), a(v —u)) = 0.

IS Cia iSplaukia, kadf iSkila. Teorema jrodytas
Pastaba. Teorema iSlieka teisinga, jeigu joje pirma, antraGratreiginius
pakeisime atitinkamai tokiais:

1. f yra grieztai iSkilas funkcionalas.
2. f': X — X* yra grieZtai monotoninis operatorius, t.y.
(f'(u) — f(w),u—v) >0, Yu,veX, u#uv.
3. Suvisaisu, v € X, u # v teisinga nelygyb
f)> fluw)+ (f'(w), v—u), Yu,veX, u#nw.

8.7lema. Teguf : X — R! yra iskilas ir diferencijuojamas taske funkcionalas.

< Teguu,, — u, kain — co. Remdamiesif.17) nelygybe, gauname

Fu) < flun) + (), w—un) .
Reiskinys(f'(u), u — u,) — 0, kain — oo. Todel

fw) < lm f(up).

n—oo

Pagal apibezima tai reiSkia, kad funkcionalgsyra silpnai pustolydis iS ai#os. >

8.8 teorema. Tarkime, funkcionalag : X — R*' yra dukart diferencijuojamas pagal
Gato erdejeX. Tada ekvivalents tokie teiginiai:
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1. f yraiskilas funkcionalas.

2. Su visaisu, h € X teisinga nelygyb

f"(w)h? > 0. (8.19)

<aTegu f yra iSkilas funkcionalas. Remianiis7 teorema,f’ yra monotoninis op-
eratorius. Todl teisinga nelygyb

(f'(u+h)— f'(u), h) >0, VheX.
Cia h pakeiskimesh ir padalinkime i&2. Tada gauta nelygybe galima perradyti taip:

<f’(u +eh) — f'(u)

9

,h>20, Vh € X.

Pegje prie ribos, kat — 0, gausime .19 nelygybe.
Tarkime, yra8.19 nelygyle teisinga. PagaB(€) lema egzistuoja tok8 € (0, 1),
kad

1
f) = fu)+ (f'(uv), v —u) + 5f”(u +0(v—u)) (v —u).
Paskutinis Sios formek narys yra neneigiamas. Atmete jj, gausime nelygybe
f) = fuw) +(f'(u), v —u), VuveX

Pagal8.7teorema (Zr. 3-a jos teiginj) funkcionalds/ra iSkilas.>
P astab a. ISteoremosjrodymo iSplaukia, kad funkcionéiaa grieZtai iSkilas
tada ir tik tada, kai teisinga nelyggb

f"(w)h? >0, VYu,heX, h#0. (8.20)

Pavyzdys. Tegu bitiessnformaa(-,-) : H x H — R yra simetrire ir apezta
Hilberto erdeje H, f € H — fiksuotas elementas. Be to, tegu bitiésformaa(-, -)
yra koercityvi t.y. egzistuoja toks teigiamas skaisa, kad

a(v,0) > allull3, Vo€ H.

Apibrezkime funkcionala

Fu) = %a(u,u) (). (8.21)

Jo pirmoji ir antroji Gato iSvestis yra lygios
f/(u) :a(u>')_ (fa h>a f//(u) :a('a')'

Todel
f"(w)o? = a(v,v) > allv|y, w,veH,

ir funkcionalasf yra grieZtai iskilas.
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8.9 teorema. (Oilerio) TeguX yra Banacho erdd f, g : X — R — funkcionalai (ben-
dru atveju netiesiniaift, = {v € X : g(v) = a}, u — funkcionalof minimumo
tasSkas aibje9,. Be to, tegu taske egzistuoja FreZisvestigsg' (u) # 0 ir f'(u).
Tada egzistuoja toks skaiis \, kad

f'(uw) = Mg’ (u).

Sios teoremos jrodymas i$ esmnieko nesiskiria nuo analogiskos teoremos jro-
dymo integraliniy funkcionaly atveju (zr., pavyzdZiui]). Bendru atveju teoremos
jrodyma galima rasti42], [57] knygose.

P astab a. Oilerio teorema iSlieka teisinga, jeigu joje vietoje funkcionaio
sime bet kokj baigtinj sk&iy funkcionalyg;, « = 1,..., N, ir aibe 9, pakeisime
aibev € X : gi(v) = a;,i = 1,...,N. Siuo atveju Oilerio teorema tvirtina, kad
egzistuoja tokie skaiai A1, ..., Ay, kad

N
£ =3 Aglfw).
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8.5. DIFERENCIJUOJAMY FUNKCIONALY MINIMUMAS

Teguf : X — R! yra netiesinis funkcionala% — Banacho erds.
Apibreézimas. Sakysime, taSkase X yra funkcionalof lokalaus mini-
mumo (maksimumo) taskageigu egzistuoja tokia Sio tasSko aplinka kad

f) = fw), (flv) <f(u)), Vel (8.22)

Lokalaus minimumo ir lokalaus maksimumo taskai yra vadinami funkciofidlika-
liojo ekstremumo taskaisJeigu B.22) nelygyle yra griezta, kav # u, tai taSkas
u € X yra vadinamas funkcionalp grieZtojo lokaliojo ekstremumo tasku

8.10 teorema. (apie bitinas ekstr. egz. salygas)Tarkime, taskas € X yra funkcio-
nalof : X — R lokalaus minimumo (maksimumo) taskas. Tada:

1. Jeigu taSke: egzistuoja funkcionalg pirmoji variacija, tai

df(u,v) =0, YveX. (8.23)

2. Jeigu taske. egzistuoja funkcionalg antroji variacija, tai

82 f(u,v) >0, (62f(u,v) <0), YoeX. (8.24)

< Fiksuokime kokj nors elementae X ir apibrezkime realaus kintamojo funkcija
p(t) = f(u + tv). TaSkast = 0 yra funkcijosy lokalaus minimumo (maksimumo)
taSkas. Todl
¢'(0) = df(u,v) =0,

jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos salyga, ir
¢"(0) = 0% f(u,0) 20 (0),

jeigu patenkinta antroji teoremos salyga.

| (8.29 salyga galima Zireti kaip j lygtj elementou € X atzvilgiu. Si lygtis
vadinama apibendrintaja Oilerio lygtimi. Tegu funkcijatenkina 8.23) lygtj ir yra
teisinga[8.24) nelygyke. Tada sakoma, kad taSkepatenkintalLeZandro salygaSios
abi salygos yra titinos, t&iau nepakankamos lokalaus ekstremumo egzistavimo saly-
gos. Pavyzdziai yra gerai Zinomi i$ matemasranalizs kurso (zZr..14], [17)).

8.11 teorema. (apie pak. ekstr. egz. salygashegun > 2 yra lyginis skatius,u € X
ir taskou aplinkojeU egzistuoja funkcionalg : X — R' variacijosé* f(-,-) iki n-
osios eiés imtinai. Taskas yra funkcionalof lokaliojo minimumo (maksimumo)
taskas, jeigu patenkintos tokios trys salygos:

1. 8% fu,v) =0, YweX, i=1,...,n— 1.

2. 0" f(u,v) > c||v]|% (0" f(u,v) < —c|lv||%), Yv € X, ¢> 0.
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3. Su kiekviente > 0 egzistuoja tokg = p(e), kad

0" f(u+h,v) = 6" f(u,v)| <ellvllx, Vo,heX, [[hllx <p.

<ISnagriresime lokalaus minimumo atvejj. Tegue X toks, kadu + tv € U
ir o(t) = f(u+ tv). Tadap® (t) = 6F f(u + tv,v), kaik = 1,...,n,t € [0, 1].
Remiantis klasikine Teiloro formule (imante= 1),

Flutv) — F(0) = (1)~ 9(0) = —0(0), 0<6<1.
IS ¢ia gauname, kad
n!(f(u+v) = f(u) =6"f(u+6v,v) =

> 0" f(u,0) —elvlx = (¢ = )vlx,

kai ||v]|x < p(e) ir u+ v € U. Imkime Ciae = ¢/2. Tada tokiems teisinga nelygyb
f(u+wv) > f(u). Taigiu yra lokalaus minimumo taskas. Lokalaus maksimumo atvejis
nagrirejamas analogiSkak.

P astab a. Jeigu taSkeegzistuoja funkcionalg® Gato arba FreSiSvestires,
tai teorema iSlieka teisinga, pakeitus joje funkcionfAleariacija atitinkama iSvestine.
Taikymo uzdaviniuose variacijos egzistavimas jrodomas lengviau negu Gato ar Fre$
iSvestires egzistavimas.

8.12 teorema. Tegu f : X — R! yra iskilasis ir diferencijuojamas pagal Gato taske
u funkcionalasg : X — R' — tiesinis tolydus funkcionalas, ty € X* ir ®(v) =
f(v) — {g,v) . Tada ekvivalents tokie teiginiai:

1. TaSkasu yra funkcionalo® globalaus minimumo taskas, t.y.

d(u) = Jrel%”(q)(v) (8.25)

2. Funkcionalof Gato iSvestig taskeu lygi g, t.y.
fllu)=g. (8.26)

<qAisku, kad®’(u) = f'(u) — g. Teguu yra funkcionalo® globalaus minimumo
taSkas. Tada pagéllOteoremaf’(u) — g = 0, t.y. v tenkina 8.26) lygtj. |rodysime
atvirkstinj teiginj. Tegu: yra (8.26) lygties sprendinys. Tada remdami@si teoremos
treCiuoju teiginiu, gauname

Q(v) — @(u) = f(v) — (g, v) = (f(u) = (g, w)) = f(v) — f(u) — (g, v —u) >
> (f'(u),v—u)—{g,v—u)=(f'(u) —g,v—u) =0, YveX

Todel u yra funkcionalo® globalaus minimumo taskas.
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8.6. SUBGRADIENTAS IR SUBDIFERENCIALAS

Siame skyrelyje apibendrinsime Gato iSvessiir diferencialo savokas, jvesdami sub-
gradiento ir subdiferencialo savokas. Jos yra naudojamos nediferencijuocjamy funkci-
onaly atveju.

Apibrezimas. Tegyf : X — R yra netiesinis funkcionalag{ — realioji
Banacho erde, X* — jungtire erde. Elementa:* € X* vadinsime funkcionalgf
subgradienttaskeu € X, jeigu

f) > flu) + (u*, v—u), Vo € X, (8.27)

ir f(u) # +oo. Funkcionalof visy subgradientuy.* aibé taskeu yra vadinamaubd-
iferencialuir zymimadf(u). Jeigu taSke: subgradienty alyra tugia, tai raSysime
Af(u) =0.

Pastaba. Elementai € 0f(u) dar kartais vadinami funkcionalp atramire-
mis funkcijomis (arba atraminiais funkcionalais) taske

Pavyzdziai:

1. Teguf : R' — R*! yra vieno kintamojo funkcija. Tad&f(z) yra visy tie-
siyy = k(z — zo) + f(xo), einar€iy per taskgxo, f(xo)) ir esaiy Zemiau
funkcijosy = f(z) grafiko, kryEiy koeficientyk aibeé (zr. 7.6 pav.)

Y

2. Teguf(z) = |z|, » € R'. Tada

{-1}, kaiz < 0,
of (z) = {[—1,1], kaixz = 0,
{1}, kaiz > 0.

3. Teguf : R™ — R', 20 € R"™. Tadadf(z°) c R" yra hiperplok$tumuyz,,,; =
ki(zy —29) + ... + kn(z, — 20) + f(20), einartiy per taskax?, f(x0)) ir
esartiy zemiau funkcijogy = f(z) grafiko, visy koeficientyt,, ..., k,, aibe.
Tokios hiperplok$tumos vadinamos atragnimis funkcijaif taske(z?, f(z°)).

Teguf : X — R! yra nediferencijuojamas funkcionalas. Nagsime uzdavin;:
rasti tokju € X, kad

f(uw) = inf f(v). (8.28)

veX
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8.13 teorema. Teguf : X — (—o0, o0] yra iskilasis funkcionalasi £ +oco. Taskas
u € X yra(8.28 uZdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai

0 € df(u). (8.29)

<|rodymas iSplaukia i$ nelyg@s 8.27), jsteCius jojeu* = 0. >

| (8.29 salyga galima Zireti kaip j lygtj v € X atzvilgiu. Tockl Si salyga kartais
vadinama apibendrintaja Oilerio lygtimi. Norint ragti2€) uzdavinio sprendinj, reikia
iSspresti®.29 lygtj su daugiareikdmiu operatoriumif (u) : X — 2X°. Cia2X" —aibe
visy ailesX* poaibiy.

8.14 teorema. Teguf : X — R' yra iskilasis funkcionalas ir taske € X egzistuoja
Gato isvestig f'(u). Tadad f(u) = {f'(u)}, t.y. f'(u) yra vienintelis subdiferencialo
0f(u) elementas.

< Pagal8.7teorema teisinga nelyggb

f) = fu) = (f'(u), v—u), YveX

Todel f/'(u) € Of (u).
Irodysime, kad f (u) C {f'(u)}. Teguu* € Jf(u). Pagal subdiferencialo ap#sr
Zima
f) = flu) = W v—u), VveX
Imkime Sioje nelygybjev = u + th, t > 0, h € X, ir padalykime i&. Tada pastaraja
nelygybe galima perradyti taip:

fu+th) — f(u)
t
Artindami Ciat — +0, gausime(f’(u), h) > (u*, h). Kartu yra teisinga nelygy®
(f'(u) —u*, h) > 0,V h € X. IS Cia iSplaukia, kadf’(u) — u* = 0. Todel 9 f(u) C
{f ()}

8.15 teorema. (Mirtio) TeguX yra realioji Banacho erair funkcionalasf : X —
(—o0, 00| yra iskilas. Tada:

> (u*, hy.

1. Su kiekvienuu € X aibé df(u) yra iskiloji ir silpnai uZdara (gali bti, kad
af (u) =0).

2. Jeiguf(u) < +oo ir f yra tolydus taske funkcionalas, tad f (u) # 0 ir O f (u)
— silpnai kompaktiska aéh

8.16 teorema. (Moro—Rokafelaro) Tegu X yra realioji Banacho eray fi, : X —
(—o0, 0] — iskilieji funkcionalai,k = 1,...,n. Be to, egzistuoja toks taskasc X,
kad fr(2) < +oo, Vk = 1,...,n, ir funkcionalaifi, ..., f, yra tolydus taskei. Tada
Yu € X teisinga formug

Ofr+ . 4 fo)w) = 0f1(u) + ... 4 0fn(u). (8.30)
Siy teoremy jrodyma galima rasfid], [57] knygose.
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8.7. MINIMIZUOJANCIOS SEKOS

TeguX yra realioji Banacho erdy f : X — (—o0,00] — netiesinis funkcionalas,
M c X —erdwesX poaibis.
Apibrezimas. Sakysime, seKa.,} C M yra minimizuojantiaibeje M,
jeigu
nh—{%o f(un) = vléljfl f(’l)) (8.31)

IStirsime iSkiliyjy funkcionaly minimizuojatiy seky konvergavimo j globalaus
minimumo taska klausima. Ne kiekvienas iSkilasis funkcionalas turi globalaus mini-
mumo taska. Pavyzdziui, funkcija(t) = e! visoje tiegje yra iskila, bet globalaus
minimumo tasko neturi. Be to, ne kiekviena minimizuojanti seka konverguoja j mini-
mumo taska, netgi tuo atveju, kai funkcionalas yra iSkilas (arba net grieZtai iSkilas).

Pavyzdys. Tegul yra realioji Hilberto erde ir {e,,} C H — pilna ortonor-
muota sistema. E@yje H funkcionalas

_ = (’U,7 ek)2
flu) = Z k2
k=1

yra grieztai iSkilas (jrodykite !). TaSkas = 0 yra Sio funkcionalo globalaus mini-
mumo taSkas, nef(0) = 0ir f(u) > 0, kaiu # 0. Sekau,, = v/nep, n=1,2,...,
yra Sio funkcionalo minimizuojanti seka, ng¢éu,,) = 1/n — 0, kain — co. TaCiau
lun|l = /1 — oo, kain — oo.

IS Sio pavyzdzio matome, kad minimizuofdos sekos gali bti neapeztos. Toél
svarbu Zinoti, kokias salygas turi tenkinti funkcionafagad minimizuojanti sekaiy
aprezta. I1Sskirsime viena is tokiy salygy.

8.17 teorema. TeguX yra realioji Banacho eray M C X — erdvesX poaibis ir su
kiekvienua € R aibé M (a) = {v : v € M, f(v) < a} yra apéZta. Tada kiekviena
minimizuojanti seka is agsM yra apgZta.

aTegu{u,} C M yra minimizuojanti seka ir

d= Ulenlaf(v) < 0.
Imkime ska€iy a > d. Seka{u,, } minimizuojanti, to@! f (u,,) — d ir galima nurodyti
tokj skatiy N € N, kad f(u,) < a, kain > N. Todel tokiemsn elementaiu,, €
M(a) ir sekaf{u,, } yra apezta.>

10 isvada TeguX yra refleksyvioji Banacho erdy f : X — R! ir egzistuoja toks
elementas € M, kad

d= inf f(v)= f(u).

veM

Be to, tegu su kiekvienu € R' aibé M (a) apZta. Tada i§ kiekvienos minimizuo-
jancios sekogu,, } C M galima isskirti silpnai konverguojantj:j posekj.
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Pastaba. Atkreipsimeéthesj | tai, kad aib M (a) yra apéZta su kiekvienu

a € R, jeigu f(u) — +oo, Kai ||lul|x — oc.
ApibreSime minimizavimo uzdavinio korektiSkumo savoka pagal A. N. Tichonova.
ApibréZzimas. Sakysime, funkcionafominimizavimo uzdavinys aije M

C X suformuluotas korektiskgjeigu patenkintos tokios trys salygos:

1. Egzistuoja toks elementasc M, kad

Flu) = inf f(v).

veM

2. Jeiguuy,us € M ir
fur) = flug) = viéljaf(v)v

tai up = uog.

3. Jeigu sekdu,, } yra minimizuojanti ir
f(un) = f(uo) = inf f(v),

tai u,, — v erdwjeX, kain — oo.
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8.8. DIRICHLE PRINCIPAS

Teguf2 C R" yra apeZta sritis,S = 99, f € Ly(Q) ir

Jw) = %/vfc dz — /fv dr, ve WiQ), (8.32)
Q

Q
integralinis funkcionalas. Nagmsime uzdavin;j: rasti tokia funkcija € VV%(Q), kad

Ju)= inf F(v). (8.33)
veEW(Q)

FunkcionaloJ pirmoji variacija
dJ(u,m) = /E:um,nz dx — /fnd:v =0, VveWiQ),
Q =1 Q

tada ir tik tada, kai: yra apibendrintas Diriclel uzdavinio

—Au = f(z), z€Q, (8.34)
uls = 0, xe€Ss, (8.35)

sprendinys (zi4.1 skyrelj). )
Priminsime, kad funkcija € W1(Q) yra apibendrintas Dirickl uzdavinio spren-
dinys, jeigu teisinga integralintapatyle

/(i Ug,; Vg — fv) dr =0, YveWiQ). (8.36)
i=1

Q

Dirichlée principas teigia, kadB(34), (8.35 uzdavinio sprendimas galili suvestas
j (8.39 minimizavimo uzdavinio sprendima. Sj principa XIX amzZiaus viduryje savo
paskaitose suformulavo P. DiriéhlBeveik visa Simtmetj jis buvo Zzymiy matematiky —
K. Vejerstraso, D. Hilberto, A. Puankare, R. Kuranto, S. L. Sobolevemeakio centre.
K. Vejerstrasas par@d kad glodziy funkcijy klage Sie uzdaviniai @ra ekvivalenis.
Tik S. L. Sobolevas, jvedes apibendrintyjy funkcijy erdves, vadinamas jo varda, jrod
kad [8.32), (8.39) ir (8.39 uzdaviniai yra ekvivalenis erdeje W () . Remiantis iuo
principu, konstruojantd.32) funkcionalui minimizuojagias sekas galima apytiksliai
spresti mieta uzdavinj. Vienas iS tokiy metody yra Rico metodas.

8.18 teorema. Integralinis funkcionalag : W1(Q) — R' yra grieZtai ikilas, silpnai
pustolydis is ap&os ir J(x) — +oo, Kai||z||x — oc.

<18 pradziy jrodysime iSkiluma. Apibzkime funkcija
ot) = Jitu+(1-tw)=Jv+tu—v)) =
%/[UI + t(ug — vg)]? da — /f(v +t(u—v))de =
Q

Q
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= 5 [ = v do et [lon(us — ) - flu- o) dot

Q Q

+ %/(vi—va)dx.

Q
Pagalt Si funkcija yra grieztai iSkila. Toel teisinga nelygye
o) =p-14+4 1 —1t)-0) <tp(l)+ (1 —1t)p0), Vte(0,1).
Kadangip(1) = J(u), ¢(0) = J(v), tai
J(tu+ (1 —t)v) < tJ(u) + (1 —t)J(v), Vte (0,1).
Taigi funkcionalas/ yra grieztai iSkilas.

FunkcionaloJ pirmoji variacija

d
0J(u,v) = aJ(u +1v)|=0 =

_ %(% /(qutU)fgd:Ef/f(u+tv)dx)’t:0:/(Uzvz*fv)dfr
Q

Q Q

yra tiesinis ir tolydus funkcionalas eréje Vové(Q) (2r. 4l skyriy). Tockl egzistuoja
funkcionaloJ Gato idvestig ir J'(u) = §J(u, -), t.y.

(J (), v) = 8J(u,v) = / (uzvy — fo)dz, Yo e Wi(Q). (8.37)
Q

Remiantis8.7, lema funkcionalag yra silpnai pustolydis i$ aji#os.
Priminsime, kad

ol @) = llv2llLac@) + vl @)
Pagal Fridrichso nelygybe egzistuoja tokios teigiamos konstantaes, kad
e[Vl gy < Moxlliai) < callvllviyy: Vo € W)

Todel )
loallf, @) = llvlfy o), Yo € WalQ). (8.38)

Be to,
| [ foda] < 1 lhago oo
Q

IS Siy nelygybiy gauname, kad

1
J(w) = 5/1}3 dx — /fv dx > C§||UH%V§(Q)_
Q Q
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—fla@llvllLa@) = llvl, @) = 1 lLa@ vl @) — oo

Kai [[v]]yy3 gy — o0&

11 iSvada Erdvéje Wz( ) (8.39), (8.39 ir (8.39 uZdaviniai yra ekvivalenss, t.y.,
jeiguu € W2( ) tenkina(8.36) integraline tapatybe, taiyra(8.33) uZdavinio apiben-
drintasis sprendinys, ir atvirkai, jeiguu € WQ( ) yra(8.39 uZdavinio apibendrin-
tasis sprendinys, tai tenkina(8.36) integraline tapatybe.

<Funkcionalo.J Oilerio lygtis {.J'(u), v) = 0 yra ekvivalenti [B.3€) integralinei
tapatybei. Todl belieka tik pasinauddfi.12teoremar

12 iSvada Egzistuoja vieninteli48.34), (8.3%) ir (8.33 uzdaviniy sprendinys €
Wi(Q).

<|rodymas iSplaukia i8.1§ 8.3 teoremy irlliSvados>

Vietoje (8.34), (8.3F) galima nagrigti bendresnj Dirictd uzdavinj:

— Z (aijug;) +au= f(x), xe (8.39)

zyl Li

uls =0, x € S. (8.40)

éiaaij = aj; Ir a yra apeztos maiosios srityjeQ2 funkcijos, f € Lo () ir egzistuoja
tokia teigiama konstanta, kad

Za’lj 675] > V€2 vE € R™.

Tegu
1 - 5
=3 (Z Vg, Vg; + QU ) dr — | fvdx. (8.41)
Q W Q

Tada 8.39, (8.40 Dirichle uZdavinj atitinka minimizavimo uZdavinys: rasti tokia
funkcijau € W1(Q), kad
Ju)=inf J(v). (8.42)
veEWL(Q)
Priminsime, kad funkcija: € VV%(Q) yra (8.39, (8.40) uzdavinio apibendrintas
sprendinys, kai teisinga integradittapatyle

/(Z AjjUg, Vg, + AUV dac—/fvdx V’UEWQ(Q)

Q i,7=1

Analogiskai galima jrodyti§.39), (8.40) ir (8.42) uzdaviniy ekvivalentuma, sprendinio
egzistavima ir vienatj erdageWQ(Q)
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8.9. NOIMANO UZDAVINYS

Teguf2 C R" yra apezta sritis,S = 92 — dalimis glodus pavirSiug; € Lo (Q) ir

J(u) = %/ui dx — /fudx, u € W3(Q),
Q Q
— integralinis funkcionalas. Jo pirmoji variacija
dJ(u,v) = /Zumvz dx — /fv dr =0, YveWi(Q), (8.43)
Q =1 Q
tada ir tik tada, kai: yra apibendrintas Noimano uzdavinio
—Au(z) = f(z), €, (8.44)
ou
an’s 0, zes, (8.45)

sprendinys (zid skyriy). |state8.49 j tapatybev = 1, gausime btina [8.44), (8.45
Noimano uzdavinio apibendrinto sprendinio egzistavimo salyga

/f(m) dx = 0. (8.46)
Q

Toliau manysime, kad Si salyga yra patenkinta.

Pastebsime, kadl§.44), (8.45 uzdavinio apibendrintas sprendinyéra vienin-
telis. Prickjus prie jo konstanta,el gausime apibendrinta sprendinj. Be #u) =
J(u + ¢). Konstantac visada galima parinkti taip, kad integralas

/udsz.

Q

Todel Noimano uzdavinj patogu nagéti erdves Wi (Q) poerdvyje

WiQ) = {u e WLQ): /uda: - o}.
Q

Noimano uzZdavinj atitinka minimizavimo uzdavinys: reikia rasti tokia funkeijg
Wi(Q), kad

Jw)= inf J). (8.47)
veWL(Q)

Remiantis3.5 skyrelio rezultatais, teisinga nelyggb

/uZd:{:SC{/uidw—i— (/udx)Q}, Yu e Wi(Q).

Q Q Q



308 8. VARIACINIAI METODAI

IS Cia gauname

/ugdwgC/uidx, VuéW%(Q)
Q Q

Kaip ir Dirichle uzdavinio atveju, galima jrodyti, kad elim]eW\%(Q) funkcionalas/
yra grieztai iSkilas, silpnai pustolydis i$ apas ir J(u) — +oo, Kai [|ullwi ) — oo
Kartu galime tvirtinti, kad teisingas toks teiginys.

13 i8vada Tegu funkcijaf tenkina(8.46) salyga. Tadd8.44), (8.4%) ir (8.47) uz-
daviniai yra ekvivalents erd@jeW%(Q), ty., jeiguu € W;(Q) yra(8.44), (8.4%) uz-
davinio apibendrintasis sprendinys,iaira(8.47) uzdavinio sprendinys, ir atvirk&i,
jeiguu € VV\%(Q) yra(8.47) uZdavinio sprendinys, tai yra(8.44), (8.45 uZdavinio
apibendrintasis sprendinys. Be to, toks sprendinys egzistuoja ir yra vienintelis.
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8.10. KVADRATINIO FUNKCIONALO MINIMUMAS

TeguJ = J(u,v) yra bitiesinis simetrinis funkcionalas, apgitas Hilberto erdsje H.
Priminsime, kad funkcionalagyra simetrinis, jeigu

J(u,v) = J(v,u), Yu,veH.

Paprasiausias bitiesinis funkcionalas eije H yra skaliarire sandauga, apibita
Sioje erdeje. bitiesinis simetrinis funkcionalas vadinantasmogeniniu kvadratiniu
funkcionalu Jeiguu = v, tai reiskinj J(u,u) Zymesime J(u). Tiesiogiai galima
jsitikinti, kad simetriniamas funkcionalams teisinga forgul

Ju+v) = J(u) + 2J(u,v) + J(v).
Tegu J yra homogeninis kvadratinis funkcionalas~ tiesinis funkcionalas. Tada
funkcionalas/ + ¢ : H — R vadinamaskvadratiniu funkcionalu
Pavyzdys. Tegy € Ly(a,b). Tada
b b

J(u) = /(uﬁ + u?) dx — 2/fuda:
yra kvadratinis funkcionalas erdje Wi (a, b) .

Tegu() yra apezta erdejeR" sritis, f € La(Q), a;j = aji, a € Lo (Q), Vi, j =
1,...,n, ir egzistuoja toks skéiusv > 0, kad

n

3 ay(@)ig; > vE, VE=(6r,....6) ERY, z € Q.

4,j=1

Be to, b.v.z € Q a(z) > 0, Tada bitiesinis funkcionalas

[u,v] = /( i QijUg, Ve, + auv) dz, Yu,v e Wi(Q),

o wi=l

tenkina skaliaries sandaugos ap#gtimo salygas. Sia skaliarine sandauga atitinka
norma
lul = v/[u, ul.

Aibe W1(Q) su taip apibeZta norma yra Hilberto erév Ja Zynasime raidé] . Taikant
Fridrichso nelygybe, galima jrodyti, kad ergje W%(Q) normaj - | yra ekvivalenti
normai|| - [lwiq). Todel erdesH ir W1() sutampa.

Tegu

L(u) = fQ/fudx.
Q
Tada formué
J(u) = [u,u] + £(u)
apibrezia kvadratinj funkcionald : H — R.
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8.19 teorema. Funkcionalas/ : H — R yra silpnai pustolydis iS ag#os ir tenkina
salyga
J(u) — +o0,

kai|ju|lg — oo.

< 1§ pradziy jrodysime, kad(u) — oo, kai ||u||g — co. Pasinaudoje Helderio bei
Fridrichso nelygykmis, jvertinsime funkcionalé(«) modul;

()] < 2[[ Lo lulla@) <
< 2(diam Q) || fl|1, () 1z la(0) < 2073 (diam Q) ul.
IS Sio jvekio iSplaukia, kad funkcionalagu) apeztas. Toél
J(u) = Jul® + £(u) — oo,

kai Ju] — oo.
FunkcionaloJ pokytis

J(u+n) = J(w) = lu+nl® + €u+n) — lu]® - £(u) =
= 2[u,n] + £(n) + |nl* = 6J(u, m) + In]*.
Todel jo antroji variacija
82 J(u,n) =2|n|* > 0, VneH,

ir funkcionalasJ yra iSkilas. Remianti8.7 lema, galime tvirtinti, kad/ yra silpnai
pustolydis iS apéios funkcionalas»

14 i8vada Egzistuoja toks elementasc H, kad

J(u) = g)rélfrll J(v).

Be to, jis yra vienintelis.

<18 tikryjy
Ju+n) = J(u) = |n|* >0, VneH,

ir lygybé galima tik tuo atveju, kaj = 0. >
Tarkime, funkcijau € H suteikia funkcionalui/ minimuma. Tada

dJ(u,m) =0, VneH.

Sia salyga galima perradyti taip:

/( z": iU, Ne; + aun) dr = /fnda:, vneH.
Q

o ig=1
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Pagal apibendrinto sprendinio aptaima (zri4.1skyrelj) u yra Dirichle uzdavinio
Au=f(z), z€Q; uls=0 (8.48)

apibendrintas sprendinys eléejeVQV%(Q) . Cia

"0
Au=— Z oz, (aijus,) + au.

ij=1

Tarkime,u yra (8.48) Dirichle uzdavinio apibendrintas sprendinys. Tada funkcio-
nalo J pokytis

J(u+mn) = J(w) = 6J(u,n) + Inl* = In]* > 0, ¥y eH,

ir pagal apibezimau yra funkcionaloJ minimumo taskas. Be to, toks taskas yra vien-
intelis. Tockl galime tvirtinti, kad8.4¢) Dirichle uzdavinys turi vienintelj apibendrinta
sprendinj erdgje W(Q) .
Tegup € H. PaZzynékime
Uy, ={ueWiQ):u—¢ecH}.
Remiantis bendra teorija (8.2 skyrelj), egzistuoja toks elementase U, kad

J(u) = ngri J(v).

Kartu galime tvirtinti, kad Diriché uZzdavinys
Au= f(z), e u|S =

aibeje U,, turi apibendrinta sprendinj, kuris yra vienintelis.
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8.11. ELIPSINIY OPERATORIY TIKRINES REIKSMES IR
TIKRINES FUNKCIJOS

Tarkime, operatoriaug! koeficientai tenking.10 skyrelyje nurodytas salygas. Na-
grinesime Sturmo-Liuvilio uzdavinj: reikia rasti tas parameiroeikSmes, kurioms
egzistuoja netrivialus Dirickl uzdavinio

Au=du, z€Q; ulsg=0 (8.49)

sprendinys.
Tegu

I0) =) = [ (3 aigiaue, + o) e, 6(w) = ul 0
Q

ij=1

I5/8.19teoremos jrodymo iSplaukia, kad funkcionalagra silpnai pustolydis iS apa-
Cios ir J(u) — +oo, kai Ju] — oo. Jrodysime, kad funkcionalakyra silpnai tolydus.
Teguu, — u erd\,('ejeVO\/;(Q) . Tadauy, — u erdvejeLs(Q) (Zr.[3.3skyrelj). Kartu
galime tvirtinti, kad
L(ug) — £(u),

kain — oco.
Tegu )
My = {u e Wi(Q): l(u) =1}.

Tada egzistuoja toks elementase 91, , kad

J(ur) = ulergh J(u).

|rodysime, kad:; néra funkcionald stacionarusis taskas. Tarkime prieSingai, kad
80(uy,m) =0, Vne Wi(Q).
Remiantis funkcionald apibezimu, pastaraja salyga galima perraSyti taip:
(u1,m) =0, VneW5(Q).

Taigi u; yra ortogonalus kiekvienam erds W1 (2) elementui. Taiau aite W(0Q)
yra tirSta erdeje Lo (Q2). Todel u; = 0. Gauta prieStara jrodo, kad padaryta prielaida
yra neteisinga ir; néra funkcional@ stacionarusis taskas.

Funkcionalai/ ir £ tenkina Oilerio teoremos salygas (84 skyrelj). Tocel egzis-
tuoja toks skaius A1, kadu; yra stacionarusis funkcionald— A, /¢ taskas, t.y.

6J(u17 7]) - )\156(“13 ?7) = 07 Vﬂ € VOV%(Q) .
Sia salyga galima perragyti taip:
[ur,n] = Ma(ur,m) =0, V€ W3(Q). (8.50)
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Kartu galime tvirtinti, kad\; yra (8.49 Sturmo-Liuvilio uzdavinio tikrie reiksne, o
uy — ja atitinkanti tikrire funkcija.
Imkime (8.50) tapatylgjen = u,. Kadangi(u,u;) = 1, tai
J(ur) = Jur]* = Ay,

t.y. maZiausia funkcionald reikSne ailkeje M, lygi A;.
Tegu

My = {ue WHQ) : L(u) =1, 61(u) =0},  l1(u) = (u,us).

Funkcionalag/; yra silpnai tolydus erdsje W;(Q) (patikrinkite). Tockl egzistuoja
toks elementas, € 95, kad

J(ug) = uleIzlanQ J(u).

Be to, uy néra funkcionaly? ir ¢; stacionarusis taSkas. Pagal Oilerio teorema (zr.
8.4 skyrelj) egzistuoja tokie skéiai \; ir 2, kaduy yra stacionarusis funkcionalo
J — Aol — uot; taskas, t.y.

§J(ug, ) — A6l(ug,n) — padly(uz,n) =0, Vne Wi(RQ).
Sia salyga galima perrasyti taip:
[z, 1] = Ao (ua,m) — pa(ur,n) =0, Vne Wi(Q). (8.51)
Imkime Cian = u,. Pagal aiesM, apibezima(us,u;) = 0. Be to,
[ug,u1] = A1 (ug,u1) = 0.
Todel o = 0ir (8.5]) salyga galima perrasyti taip:
[z, m] = Aa(uz,m) =0, ¥y € W(Q).

Taigi A\, yra (8.49 Sturmo—Liuvilio uzdavinio tikrie reikdne, ou, — ja atitinkanti
tikriné funkcija.
Imkime Sioje tapatybjen = uy. Tada
J(uz) = lul?® = As;

t.y. maZiausia funkcionald reikSne aikeje M, lygi As.
Taip samprotaudami toliau, gausime, kad egzistuoja toks elementas

up € My, = {fu e WH(Q) : L(u) =1, £i(u) =0,Vi=1,....k—1},

ék—l(u) = (uauk—l)a
ir skaiius \;, kad

J = inf J

(up) = inf J(u),
[Ukﬂ?] _/\k(ukﬂ?) 207 VUEVOV%(Q)

Kartu galime tvirtinti, kad\;, yra (8.49 Sturmo—Liuvilio uzdavinio tikri reikne, o
uy, — ja atitinkanti tikrire funkcija. Be to,J(u;) = Ak, t.y. maziausia funkcionald
reikSre aibeje M. lygi \y.
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8.20 teorema. Tegu{\.} yra (8.49 Sturmo-Liuvilio uZdavinio tikries reiksnes ir
{ux} yra jas atitinkagios tikrinés funkcijos. Tada:

1. Tikrinés reiksSneés{\} yra aréjartiy j +oc realiy skatiy seka.
2. Tikrinés funkcijos{u,} yra pilna erdeseW () ir L, () funkcijy sistema.
< IS pradziy pastetsime, kad

J(ur) = lug]® = A, > 0.

|rodysime, kad\;, — oo, kai k — oo. Tarkime prieSingai, kad egzistuoja tokia kon-
stantaC’, kad
M <C, Vk=1,2,...

Tada sekd uy } yra apezta erdéje\fV% (Q) . Todel i$ jos galima iSskirti posekj

Be to, (un,,u) =0, Vk = 1,2,... Ta€iau (un,,u) — (u,u) = 1, kai k — co. Gauta
prieStara jrodo, kad;, — oo, kai k — oo.
Aibe )
H, ={uecWiQ): (uux) =0,Vk=1,2,...}
yra erd\ésVové(Q) poerdvis. Reikia jrodyti, kadll, = {0}. Tarkime prieSingai. Tada
egzistuoja toks skaius A\, kad

ueui}:rgw Ju) = Aoy, Moo ={ue€H, :l(u) =1}

Pagal ailes9., apibeZzimal,, > A\g, Vk = 1,2,... TaCiau \;, — oo, kai k — oo.
Gauta priestara jrodo, kad_, = {0}. Taigi tikrinés funkcijos{u} yra tirSta aile
erd\'ejeV'Vi(Q) :

Erdve W1 () yra tirta aile erdejeL(€2) . Todel {uy} yra pilna funkcijy sistema
ir erdvejeL,(92). >

Pastaba. Sioje konstrukcijoje tikéa funkcijosui, ..., u; randamos nu-
osekliai. T&iau tikrine funkcijau, galima rasti i anksto nezinant tikriniy funkcijy
u, ..., up—1. Siuo atveju reikia pasinaudoti Kuranto teorema (Zf]J. Pastarojoje
tvirtinama, kad

SUp A(@1, ...y Pr—1) = Ak;

Cia supremumas imamas pagal visus galimy funkeijy. .., px_1 € \IQV;(Q) rink-
inius,

Mty pr-1) = ule%k J(u),

My, = {u € WH(Q) : ullf, ) =1, (u,:) =0, Vi=1,....k—1}.

Tokio minimaksimalaus uzdavinio sprendinys ir yra tileifunkcijauy.



9 SKYRIUS
Topologiniai metodai

9.1. BANACHO TEOREMA APIE NEJUDAMAJ] TASKA

TeguX yra pilna metrie erde, d(-,-) — atstumas erdyje ir atvaizdisT' veikia i$ X
j X. Daugelis algebriniy, diferencialiniy ir integraliniy §iy gali buti suvestos j
operatorine lygtj

u = Tu. 9.1

Apibréezimas. Atvaizdl' : X — X vadinsimesutraukiagiuoju, jeigu eg-
zistuoja toks teigiamas skaiis A € (0,1), kad

d(Tu, Tv) < Ad(u,v), Yu,v e X. (9.2)

9.1 teorema. (Banacho apie nejudamajtaska) TeguX yra pilna metrig erd\e ir
T : X — X — sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vieninteli€9.1) lygties sprendinys.

2. Seka{u,}, apibeZiama formuémis

Un+1 =Tu,, n=0,1,2...., wug€X, (93)
arteja j lygties(9.1) sprendinju ir yra teisingas jvertis
A’I’L
d(up,u) < . )\d(uo, up). (9.4)

<18 jvertiy
d(una Un+1) = d(TUn—laTUn) < /\d(un—lvun) <

S A2d(un—23 un—l) S e S /\nd(uo7u1)7

m—1
d(u", un—Hn) S Z d(un-&-ra un+1’+1) S
r=0
m—1
<) A d(ug,ur) < A1 = A) " d(ug, u) (9.5)

r=0
iSplaukia, kad sekdu,, } yra fundamentali. Kadangi eré\X yra pilna, tai sekgw,, }
konverguoja. Tegw yra Sios sekos riba. 19(2) iSplaukia, kadI" yra tolydusis at-
vaizdis. Toe!

u= lim up4q = lim Tu, = T( lim un) = Tu.

n—oo n— 00



316 9. TOPOLOGINIAI METODAI

Taigiu yra (9.1) lygties sprendinys. |rodysime sprendinio vienatj. Teguv yra (9.1)
lygties sprendiniai. Tada atstumas tarp jy

d(u,v) = d(Tu, Tv) < Ad(u,v).

KadangiX € (0, 1), tai d(u,v) = 0ir u = v.
Fiksuokime [0.5) nelygyleje kokj norsn ir m artinkime j co. Tada gausime, kad
seka{u, } areja ju ir teisinga 0.4) nelygylte. >

TeguX yra Banacho erd¥. Kiekvienas uzdaras erésX poaibis yra pilna metria
erdwe. Tockl Banacho teorema apie nejudama taska galima performuluoti taip:
9.2 teorema. TeguX yra Banacho erdg||- || — norma erdejeX, M — netugia uZdara
aibé erdejeX ir T : M — M — sutraukiantysis atvaizdis. Tada:

1. Egzistuoja vieninteli§9.1) lygties sprendinys € M.

2. Seka{u,}, apibeZiama formuémis

Upy1 =TUp, n=0,1,2...., wug€ M,

arteja j lygties(9.1) sprendinju, € M ir teisingas jvertis

n

1-—A

—p

luo — ua-

TeguX yra pilna metri@ erde ir T' : X — X. AtvaizdzioT n-ajj laipsnj apibe-
kime formule
T"u=T(T" 'u).

9.1 lema. Jeigu su kokiu nors € N atvaizdisT™ yra sutraukiantysis, t4p.1) lygtis
erdvéjeX turi vienintelj sprendinj.

<TeguS = T™ yra sutraukiantysis atvaizdis. Remiariisl teorema, egzistuoja
vienintelis lygtiesSu = « sprendinys. Toel

Sku=wu, VkeN.

Kartu galime tvirtinti, kad

Tu=T(S%u) = S*(Tu),  VkeN. (9.6)
|rodysime, kad
Sk(v) = u, WYuveX, (9.7)
kai k — oco. Laisvai pasirenkame elementa X. Tada
d(S*v,u) = d(S*v,S*u) <
< Ad(SF o, SF(w)) <
< A2 d(Sk*2v,Sk*2u) <

N d(v,u) — 0,

IN
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kai k — oo. Todel Tu = S*(Tu) — u, kaik — oo, ir T(u) = u. >
Pateiksime keleta Banacho teoremos taikymo pavyzdziy. Tegk® — R tolydi
funkcija. Tada KoSi uzdavinio

y'(2) = f(2,9), y(@o) =yo (9.8)
sprendimas tolygiai diferencijuojamy funkcijy kége yra ekvivalentus integraks
lygties

) =w+ [ Fs.p(s)ds (9.9)

zo

sprendimui tolydziy funkcijy klase.
Apibrézkime integralinj operatorid’ formule

Ty(z) =yo + /f(&y(s)) ds.

Tada 0.9) lygtj galima perraSyti
y="Ty. (9.10)
Tegu
Q={(z,y) €R*: |z — x| < a, |y —yo| < b}
Be to, tegu stéakampyje@ funkcija f yra apezta ir kintamojoy atzvilgiu tenkina
LipSico salyga, t.y.
|fz,y)| <K, Y(z,y) €Q,

|f(z,y1) — f(z,92)| < Llyr — 92|, V(z,151), (7,92) € Q;
Ciaa,b, K, L —teigiamos konstantos.
9.3 teorema. (Pikaro—Lindeliofo) TeguX = Clxzo — ¢,z + ] ir
M={yeX:|ly—yollx <b}
Cia skatiusc tenkina nelygybes:
O<c<a, cK<b cL<l.
Tada:

1. Aibéje M egzistuoja vieninteli§9.9) lygties sprendinys = y(z). Be to, Sis
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamas segménte— c, xo + c| ir tenkina
(9.9 lygtj bei pradine salyga.

2. Nuoseklieji artiniai

yn-‘rl(‘r) :CUO“‘/f(Sayn(S)) dSa yo(l") =Y, nN= 1727"'7

segmentér, — ¢,z + c| tolygiai konverguoja j sprendinj.
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< Pakanka patikrinti, kad operatoriistenkina9.2 teoremos salygas. Pagal prie-
laida||y(z) — yol|x < b. Todeél

1Ty — yollx < max
|z—z0|<c

/fsy d5‘<cK<b

TaigiT : M — M.
Teguy,y2 € M. Tada

ITys ~ Tl < max_ | / Ll (s) ~ p2(9)] ds| <

—zo|<c

<Ayt —y2llx, A=cL <1

Taigi operatoriug’ yra sutraukiantysis»
TeguQ = {(z,9) ER*:a <2 < b, a <y < b}, K € Ly(Q), f € La(a,b) ir
1 € R. Tada yra teisinga tokia teorema.

9.4 teorema. Integraliré lygtis

u(x) = f(x) + M/K(x,y)U(y) dy (9.11)

turi vienintelj sprendinj erdgjeLs(a,b), kai || yra pakankamai maZzas.

< Apibréezkime operatori’ formule

Tv(z) = f(z) +M/K(w,y)v(y) dy

|rodysime, kad operatoriug : Ly(a,b) — La(a,b) tenkinal9.1 teoremos salygas.
Tegu
b

/K(x,y)v(y) dy, v € La(a,b).

a

¥(z)

Pagal Helderio nelygybe

b b

b
~ ([ K@wewa) < ([ irepPa)( [1o0Pda).

Integruodami Sia nelygybe pagahuoa iki b, gausime

b b b

/Iw(x)Ide < (/|U(y)|2dy)/</bK(x,y)|2dy) dz < .

a a a
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Todel ¢ € La(a, b) ir galime tvirtinti, kadT : La(a,b) — La(a,b) . Parodysime, kad
pakankamai maziem|. operatoriusT’ yra sutraukiantysis. Tegu, w € La(a,b).
Tada

<
L2(a,b)

b
70 = Twlx = [ Kizplot) - v d

< [l K@ llv = wllLyap) = Allv = WL, a0

Cia A = pl|| K|, @) Akivaizdu, kad\ < 1, Kai [u| < 1/[|K(z,y),)- Todel
tokiemsy, operatoriusl’ yra sutraukiantysis. Pagéllteorema egzistuoja vienintelis
(9.173) integralires lygties sprendinys € L2(Q) . >
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9.2. ATVAIZDZIO LAIPSNIS IR BRAUERIO TEOREMA

TeguB, = {r € R™ : |z| < r}. Siame skyrelyje panagisime Brauerio teo-
rema, tvirtinadia, kadtolydusis atvaizdis3, — B, turi bent viena nejudama taska
Brauerio teorema bei jos iSvadomis remiasi daugelis Sio skyriaus teiginiy. Yra zinoma
keletas Brauerio teoremos jrodymy .Ciau visi jie yra gana suatingi. Be to, Brauerio
teoremoje kalbama tik apie baigtinio matavimo erdves. Siame skyrelyje pasirinksime
netiesioginj Brauerio teoremos jrodymada. IS pradziy api@Sime atvaizdzio laip-
snio savoka. Po to, remdamiesi Sios savokos sawvy$, jrodysime Brauerio teorema.
Atkreipsime @&mes;j | tai, kad atvaizdzio laipsnio savoka galtiapibendrinta atvaiz-
dziams Banacho erésge (t.y. begaliniamase erd@se) ir pritaikyta netiesiniy opera-
toriniy lyg€iy tyrimams. Noedami pailiustruoti atvaizdzio laipsnj, iS pradziy pateik-
sime pavyzdj.

Pavyzdys.Tegw, = {z € R* : |z| < r}ir f : B, — R? — toly-
dusis atvaizdis. Kai taSkas apeina skritulioB,. kraSta (apskritima) teigiama kryp-
timi, atvaizdZiof reikdmes f(z) plokstumojeR* nubzia orientuota kreivé. Tegu
0 ¢ . Tada taSkag (z) koording&iy pradzios tasSka apeis teigiama kryptimi karty
ir neigiama kryptimic_ karty. Atvaizdziof laipsniu skritulioB, ir tasko0 atzvilgiu
vadinsime skaiiy

c=d[f; B0 =cy —c_.

Atvejaicy =1,c- =0;¢4 =2,¢c- =0;¢c4 =c_ =0ircy =0, c_ = 1 pavaizduoti

9.1 pav.
c c 0
0 C C
c=1 c=2 c=0

c=—1
9.1 pav.
IS Sio intuityvaus apil@Zimo galima tvirtinti, kad teisingi tokie du svarbteiginiai:

1. Kronekerio egzistavimo principas:
jeiguc # 0, tai egzistuoja toks tasSkas € B,., kad f(z¢) = 0.

2. InvariantiSkumas homotopijos atzvilgiu:
atvaizdj f tolydZiai ketiant taip, kad kreigs! nekirsty koordinéiy pradzios
tasko0, atvaizdziof laipsnis nesikéia.

Atvaizdzio laipsnj galima apil@Zti jvairiai — taikant algebries topologijos arba
analizs metodus (Zr., pavyzdziubl], [40]). Taciau taikymams yra svarbus ne api-
bréZimas, o tik jo pagrindies savybs. To@l jasCia ir suformuluosime.
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9.5 teorema. Teguf : B, C R™ — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis salyga
flx)#0, VzeS, S.=0B,.

Tada atvaizdziuif galima priskirti jo skaitine charakteristikd{ f; B, 0], vadinama
atvaizdZiof laipsniu rutulioB,. ir tasko0 atzvilgiu, turirCia tokias savybes:

1. d[E; B,,0] = 1; Cia E — tapatus atvaizdis.
2. Jeigud[f; B, 0] # 0, tai egzistuoja toks taskas € B,., kad

3. Teguh : B, x [0,1] — R" yra toks tolydusis atvaizdis, kae(z,t) # 0,
vt € [0,1] ir Va € S,.. Tada

d[h(-,0); B,,0] = d[h(-,1); By, 0].

4. Jeigu atvaizdisf nelyginis (ty. f(—z) = —f(z), Va € B,), tai skatius
d[f; B,), 0] yra nelyginis (ir to@l nelygus nuliui).

P astab a. T&oji savyke vadinama atvaizdZio laipsnio invariantiSkumu homo-
topijos atzvilgiu. Du atvaizdziaf, ir fi vadinami homotopiniais, jeigu egzistuoja toks
tolydusis atvaizdis : B, x [0,1] — R", kad

h(z,0) = fo(x), h(z,1)= fi(z), VzeS,,

ir h(z,t) # 0, Vt € [0,1], YV € S,. Atvaizdj h, turintj Sias savybes, vadinsime
atvaizdziyf, ir f1 homotopija.
Atvaizdzio laipsnio savyis gali luti panaudotas lygties

f(z)=0, zeB,, (9.12)

iSsprendziamumo tyrimui. Jeig@.(2) lygtis turi sprendinj sferoj&,., tai tolesnio ty-
rimo nebereikia. Tuo atveju, kgi(z) # 0,V € S,., galime apibezti atvaizdziof laip-

snj d[f; B, 0]. Jeigud|[f; B, 0] # 0, tai pagal antraja savyb®.(L?) lygtis turi spren-

dinj rutulio B, viduje. Tockl reikia patikrinti, kada atvaizdzig laipsnisd|f; B, 0]

yra nelygus nuliui. Tai galima padaryti jvairiai. PavyzdZiui, nustatyti, kad atvaizdZio
f laipsnis yra homotopinis zinomam atvaizdZiui, kurio laipsnis nelygus nuliui, arba
patikrinti, kad atvaizdig’ yra homotopinis nelyginiam atvaizdZiui.

9.5 teorema yra vienas i$ svarbiausiy algebsinopologijos teiginiy. Yra Zinomi
keli Sios teoremos jrodymai (Zr., pavyzdzilb]). Cia pateiksime tik atvaizdZio laip-
snio apibezimo schema, kuri remiasi matematine analize.

AtvaizdZio laipsnio apil#Zima konstruosime trimis etapais.

I. Teguf = (f1..., fn). 18 pradziy tarkime, kad atvaizdjstenkina dvi papildomas
salygas:

1) rutulyje B, dalines idvestigsdf,;/dx;,i,j = 1,...,n, yra tolydZios.
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2) lygtis f(z) = 0,2 € B,., turi baigtinj ska€iy sprendinig¢™, ..., ™) ir Siuose
taSkuose jakobianas

Ji(x) = det{ oz,

nelygus nuliui.

Tada atvaizdZigf laipsnj rutulio B, ir taSko0 atZvilgiu apibeSime formule

d[f; B,,0] = Z sign J¢( 5() Z i

Il. Tarkime, atvaizdig’ yra tik diferncijuojamas (atsis&kne antrosios salygos). Pagal
Sardo teorema (2r5H]) egzistuoja tokia tolygiai rutulyjeé3,. konverguojanti j atvaizdi

f seka{f.}5>,,, kurios nariaif,, tenkina pirmojo etapo salygas. Kiekvienam sekos
{fn} nariui apibeztas jo laipsni€l[f,; B;,0]. Taigi seka{f,} atitinka skaitire seka
{d[fn; B, 0]}. Galima jrodyti, kad Si seka turi riba ir nepriklauso nuo kokfos sekos
{fn}22, pasirinkimo. To@él atvaizdziof laipsnj rutulioB,. ir taSko0 atzvilgiu galima
apibezti taip:

d[f; Br,0) = lim d[f,; By,0].

lll. Tarkime, atvaizdisf tenkina tik9.5 teoremos salyga (atsisake ir diferencijuo-
jamumo salygos). Pagal Vejerstraso teorémalima rasti diferencijuojamy atvaiz-
dziy seka{f,,}°2,, kurios elementai tenkiné.5 teoremos salyga ir tolygiai rutulyje
B, konverguoja j atvaizdjf. Kiekvienas sekos nary$, tenkina antrojo etapo saly-
gas. Toeél apibeZtas jo laipsnisi[f,; B.,0]. Kartu seka{ f,}5>, atitinka skaitire
seka{d[f.; Br,0]}52,. Galima jrodyti, kad Si seka turi rlba, nepriklaugan nuo
konkretios sekoq f,,}52 ; pasirinkimo. To@l atvaizdZiof laipsnj rutulio B,. ir taSko
0 atzvilgiu galima apibeZti taip:

d[f; B.,0) = nh_)rréo d[fn; Br,0].

Taip sukonstruotas atvaizdzjolaipsnisd[f; B,, 0] yra sveikasis skaius. Galima
parodyti, kad jis turi visa8.1teoremoje suformuluotas savybes.

IS pateiktos atvaizdzio laipsnio konstrukcijos matome, kad naudojantis viereapibr
Zimu apskatiuoti atvaizdziof laipsniod|f; B, 0] beveik nejmanoma. Taikymuose
atvaizdzio laipsnio daZniausiai ieSkoma remiantis jo sawyis. Svarbiausios iS jy yra
treCioji ir ketvirtoji.

9.6 teorema. (Brauerio) TeguB, = {x € R" : |z| < r} ir f : B, — B, —tolydusis
atvaizdis. Tada egzistuoja toks taskas= B,., kadf(xo) = xo.

<Jeigu egzistuoja tasSkagy € S, toks, kadf(xg) = =g, tai jrodineti nieko
nebereikia. Todl galime tarti, kadr — f(z) # 0, Vo € S,. Siuo atveju galime
apibezti atvaizdzioE' — f laipsnjd[E — f; B,.,0].

Teorema apie tolydZiyjy funkcijy aproksimavima polinomais
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Apibrézkime homotopijé formuleh(z,t) = z — tf(z), kaiz € B, ir t € [0,1].
Aibeje B, x [0, 1] atvaizdish yra tolydusis. Parodysime, kad

h(z,t) #£0, VzeS,, Vtel0,1]. (9.13)

Tarkime prieSingai, kad egzistuoja tokiec 0B, ir t € [0,1], kadz — tf(z) = 0.
Tada|f(x)| < r, |z| =rir

0=lz—tf(z)] = || = tf(z)] = (1= t)r 0.

IS Cia gauname, katl= 1. Bet tai prieStarauja prielaidai, kad— f(x) # 0, Vz € S,..
Todel teisinga®.13) nelygyke. Remiantis pirma ir ti@a atvaizdZio laipsnio savybh
mis,

1 = d[E; B,,0] = d[E — f, B,,0].

Pagal antra atvaizdzio laipsnio savybe egzistuoja toks tagkas B,, kad zy —
f(xo) =0.>

9.7 teorema. Teguf : B, — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybe
(f(x),2) <0, Vzels,.
Tada egzistuoja toks taskas € B,., kadf(zo) = zo.

< Pagal teoremos salyggx) # z, Vo € S,. Todel galima apibeZti atvaizdZiof
laipsnj ir pasinaudol®.6 teoremos jrodymu-
Pastab a. Sioje teremoje nelygybg(z),z) < 0 galima pakeisti prieinga

(f(x),x) > 0. Pakanka pastéli, kad funkcija—f taip pat yra tolydi, ir pastaraja
nelygybe perrasyti taipi— f (z),z) < 0.

15 igvada Teguf : B, — R" yra tolydusis atvaizdis, tenkinantis nelygybe
(f(z),7) < (z,z), Vx€S,.
Tada egzistuoja toks taskag € B,., kadf(xq) = 0.

9.8 teorema. (apibendrintoji Brauerio) TeguM C R"™ yra apéZta, uZdara ir iSkila
aibé, f : M — M - tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taSkas M, kad
f (xo) = Zo-

Sia teorema jrodysini&0 skyriuje, iSnagrigje projekcijos j ikilaja aibe savybes.
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9.3. SAUDERIO TEOREMA APIE NEJUDAMAJ| TASKA

Siame skyrelyje apibendrinsime Brauerio teorema apie nejudama taska begaligiama
erdviy atveju. IS pradziy iSnag@sime viena pavyzdj. Tegu

X =1ty ={z=(21,22,....), ||z]| =< o0},

o0

ol = (2a2)" Bi={reta: ol <1}

i=1

f(x) = (/1 —|z||2,21,22,...), x € Bi.

Atvaizdis f : B, — B, ir yra tolydus (patikrinkite). Jeigu taskas € B, yra at-
vaizdzZio f nejudamas taskas, t.y(x) = z, tai norma|| f(x)|| = 1 ir i$ lygybes

I:( 1—”.’,5”271'1,172,...)

iSplaukiaz; = 0, o = x1, z3 = zo irt.t. Todelz = (0, 0,...). TaCiau tai prieStarauja
tam, kad||z|| = [ f(z)] = 1.

IS pateikto pavyzdzio matome, kad begalinidmeerdviy atveju vien tik tolydumo
nepakanka, kad operatoriyfigurety nejudama taska. Siuo atveju operatoriftsly-
dumo salyga pakeisime stipresne visisko tolydumo salyga. Priminsime visiSkai toly-
daus operatoriaus apéitimo savoka.

ApibréeZzimas. Tegw yra Banacho erddsX poaibis. Sakysime netiesinis
operatoriugl’ : M — X yra visiSkai tolydus aibje M, jeigu:

1. Jis yra tolydus aibje M.

2. Kiekvieno apezto ailes M poaibio vaizdas yra salyginis kompaktas ejhX.

P astab a. Jeigu operatoriligyra tiesinis, tai Siame apibzime operatoriaug
tolydumo salyga galima atmesti. Siuo atveju tolydumas tiesiog iSplaukia i$ antrosios
salygos.

Tiesinis operatorius yra visiSkai tolydus tada ir tik tada, kai jj galima aproksimuoti
tiesiniais apeztaisiais baigtinian@ais operatoriais (zr/50]). Priminsime, kad opera-
torius yra baigtiniamatis, jeigu jo reikSmiy @ilyra baigtiniamatje erdeje. Apiben-
drinsime §j teiginj netiesiniy operatoriy atveju.

9.9 teorema. TeguM yra netusia, apeZta aile Banacho ercgjeX. Operatoriusl :
M — X yra visiSkai tolydus tada ir tik tada, kai:

1) su kiekvienus > 0 egzistuoja toks visisSkai tolydus operatorilis: M — X,
kad
sup ||[Tv — Too|x < &; (9.14)
veEM

2) aibésT.(M) tiesinis apvalka&in T. (M) yra baigtiniamaéje erdeje.
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< Tegu operatoriu§” yra visiSkai tolydus. Tada a®dl'(M) yra salyginis kompak-

tas. Pagal Hausdorfo teoremia > 0 egzistuoja aibsT' (M) baigtinise tinklas
MEZ{Ui e X:v; ET(M), i:l,...,m}.

Sauderio projektoriumiadinsime operatoriq. : M — X, apib@Zta formule

> pilw)e;
Tov="0 (9.15)
; pi(v)

oy J e ITv—willx, Kkail[Tv—wviflx <e,

Ml(v) - {07 kai ||T’U — ’l]7;||X > €.

Kadangi)M. yra baigtinis ailes}/ ¢ tinklas, tai ©.15) formules vardiklis nelygus nuliui
Yv € M. Todel

S m)To 3 e 3 ()T —v,)
Tv —Tov = =L -= ==
; i (v) ; pi(v) ; pi(v)

ir teisingas jvertis

> mi[Tv—villx X pi(v)e
|Tv — Tov||x < = <=l =e.

m

5 wilo) _éww

IS aibesT'(M) apreztumo iSplaukia aiks T, (M) apeztumas. Kadandi.(M) yra
baigtiniam&iame poerdvyje, tal. (M) yra salyginis kompaktas. Tétoperatoriail .
yra visiSkai tolydis.

Tarkime, pirma ir antra teoremos salygos patenkintos. Tada operaforikaip
tolygiai konverguojadiy tolydziy operatoriy riba, yra tolydus:

[T — Tv|x < ||Tu — Teyzullx + || Tejzu — Teyzv|[x+

£ £ 5
+HT5/3U - T’U”X < g -+ g + g =g,

kai [[u — v||x < d(e). Be to, aile T'(M) yra salyginis kompaktas, nes ji turi baigtinj
tinkla. >

16 iSvada TeguM C X yra apgéZta aile,T : M — X — visiSkai tolydus operatorius.
Tada egzistuoja tolygiy aépe M, baigtiniam&iy ir konverguojagiy j T operatoriy
seka{T.}, kaic — 0.

17 i8vada Sauderio projektoriaus. reikSmiy aite T.(M) yra aites M. iskilojo ap-
valko CoM. poaibis.
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<|rodymas idplaukia i Sauderio projektoriaus ap#timo (Zr. [0.15) formule).r

9.10 teorema. (Sauderio)TeguX yra Banacho erdy M C X — netuia, uZdara,
iSkila, apeZta aile irT : M — M — visiSkai tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent
vienas toks elementasc M, kadTu = u.

aTeguX,, n € N, yra aitesT' (M) ir bent vieno elemento i3/ tiesinis apvalkas.
Tiesire erdwe X,, yra baigtiniama¢ Banacho erd¥ su ta péia, kaip ir X, norma.
Pazynekime M,, = M N X,,. AiSku, kad M,, yra netusia, uzdara, iSkila ir agzta
aibe. Be to,1y,,(M,) C M,. Pagal Brauerio teorema kiekviename N egzistuoja
toks elementas,, € M,, C M, kadT} ;,u, = u,. Be to, i50.14) iSplaukia, kad

1TUn — tn|lx = [ TUn — Th jnun|x < 1/n.

Todel
lim ||Tup, — up|lx = 0. (9.16)

KadangiTu,, € T(M) ir aibe T (M) yra kompaktas, tai i§ sekggu,, } galima iSskirti
konverguojantj posekj. Tiksliau, egzistuoja toks elementas? (M), kad

klirn Tuy, =u. (9.17)

Be to,
Hunk —ullx < ||“nk - TunkHX + HTUW —ullx — 0,

kai k — oo. Todel sekau,,, — u erdwejeX. Kadangi opetatoriug’ yra tolydus, tai

klim Tuy, = Tu. (9.18)
15 (9.17) ir (9.19 iSplaukia, kadl'u = u. >
P astaba. Sauderio teorema negarantuoja nejudamo tasko vienaties. Pavyz-
dziui, jei erdwe X yra baigtinio matavimo, tai tapatingas atvaizdis yra visisSkai tolydus
ir visi aibes M taSkai yra Sio atvaizdzio nejudami taskai.

9.11 teorema. TeguX yra Banacho ercy;, M C X — kompaktire, iskila aite ir T :
M — M - tolydus operatorius. Tada egzistuoja bent vienas toks elemerdas!,
kadTu = u.

< Laisvai pasirinkime sk&iy n € N. Kadangi ail@ M yra kompaktir, tai egzis-
tuoja baigtinis skaiius tokiy elementyy,va, ..., v, € M, m = m(n), kad rutuliai
Bi/n(vi),i = 1,...,m, uzdengia aibe//. TeguM,, yraiskilasis aies{vy, va, ..., v }
apvalkas irt , — Sauderio projektorius (zr.9(15 formule). Operatoriud’ /,, :
M, — M, ir yra tolydus. Be to,

|Tv — Ty pv|x < 1/n, Yv e M. (9.19)

Pagal apibendrinta Brauerio teorema Sis atvaizdis turi nejudamadaskals,, C M.
Kadangi aile M yra kompaktig, tai egzistuoja toks posekis.,,, }, kadu,, — u €
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M. |rodysime, kad elementasir yra operatoriaug’ nejudamas taskas. IS tikryjy
remdamiesi9.19, gauname

Hunk - Tunk”X = HTl/"kunk - Tu”kHX < 1/nk — 0,

kai k — oo. Todel

lim Tup, = u.
k—oo

Kadangi operatoriu$’ yra tolydus, tai

lim Tuy,, = T(klim unk) = Tu.
oo

k—oo

IS Cia iSplaukia, kad'u = u. >
P avyzdys. Nagriasime KoSi uzdavin;j:

y'(z) = f(z,y), y(x0) = o (9.20)
Jeigu funkcijaf yra tolydi, tai Sio uzdavinio sprendimas tolygiai diferencijuojamy
funkcijy klaseje yra ekvivalentus integrafs lygties
) =+ [ F(sy(s) ds (9.21)
sprendimui tolydziy funkcijy klagje. Apibezkime operatorig” formule

Ty(x) =yo + /f(s,y(s)) ds.

Tada pastaraja integraline lygtj galima perraSyti
y="Ty. (9.22)
Tarkime, funkcijaf yra tolydi st&€iakampyje
Q={(z,y) eR*: |z —wo| < a, |y —yo| <D}
Tada Siame staakampyije ji apeZta, t.y. egzistuoja tokia teigiama konstahtakad
|z, y) < K, V(z,y)eQ.
Be to, tegue yra toks teigiamas skaus, kad
0<c<a, cK<hb.

Segmentagry — ¢, zo + ¢] vadinamas Peano atkarpa.

9.12 teorema. (Peano)Peano atkarpoje egzistudfa2() Kosi uZdavinio tolydZiai di-
ferencijuojamas sprendinys.
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aTeguX = Clzg — ¢, 2o + ¢]. Banacho erdgje X aibe

M ={y e X:[ly(x) - yollx < b}

yra apezta, uzdara ir iSkila. Operatorids: M — M (Zr.[9.3teoremos jrodyma). Be
to, jis yra tolydus. IS tikryjy tegy,, — y erdwejeX, t.y.
yn () Zy(z), = € [xo— ¢, 20+ ],

kain — oco. Tada

x

/ (F(5,9n(s)) — F(s.9(s)) ds| <

Zo

Tyn — Tyllx < max

lx—zo|<c

< max cl(f(s,yn(s)) = f(s,y(5)] = 0,
kain — oo. Cia pasinaudojome tuo, kad funkcijastatiakampyjeQ yra tolygiai
tolydi. |rodysime, kad aib7T'(M) yra salyginis kompaktas erdje X. Teguy € M.
Tada

Tyllx = L ’/f(svyn(S)dS‘ + [yo| < Ke+ [yol,
r—xo|<c
o

Ty(e) = Ty(@)| < | [ Fs.9(5) ds| < Ko 31,

IS Siy jveliy iSplaukia, kad a7 (M) yra tolygiai apezta ir vienodai tolydi. Pagal
ArcelAa—Askolio teorema ji yra salyginis kompaktas. Taigi operatdfiusM — M

yra visidkai tolydus. Remiantis Sauderio teoren$a2?) lygtis turi sprendinj. Kartu
(9.2)) integralire lygtis Peano atkarpoje turi tolydy sprendinj. Akivaizdu, kad Sis
sprendinys yra tolygiai diferencijuojamé.20) KoSi uzdavinio sprendinys:
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9.4. PRATESIMO PAGAL PARAMETRA METODAS
Sprendziant operatorine lygtj
Au=0, (9.23)
kartais naudinga ja jtraukti ] parametrine operatoriniyciygSeima
H(u,t)=0, 0<t<Il. (9.24)

Parametras parenkamas taip, ka8.24) lygtis turi sprendinj, kat = 0, ir sutampa su
(9.29 lygtimi, kai t = 1. Jeigu 0.29) lygties iSsprendZziamuma pavyksta pratesti nuo
t = 0iki ¢t = 1, tai kartu jrodomas ir4.23) lygties iSsprendziamumas.

IS pradziy nagriasime tiesiniy operatoriy atvejj. Tegl Y yra Banacho erdbs,
A, : X — Y —tiesiniai operatoriai, = 1, 2. Nagrinesime operatoriniy gy Seima

Aiu=tAju+(1-t)Aqgu=f, tel0,1], feY. (9.25)
9.13 teorema. Tarkime,(9.25) lygties sprendiniams teisingas apriorinis jvertis
lulx <Clflly,  telo0,1]; (9.26)

Cia C — nuot ir f nepriklausanti teigiama konstanta. Be to, td@25) lygtis su
kiekvienu f € Y turi vienintelj sprendinj, kai = 0. Tada su kiekvienyf € Y Si
lygtis turi vienintelj sprendinj ir kai = 1.

< Teguo yra aike parametra reikSmiy, kurioms|9.25) lygtis turi vienintelj spen-
dinj Vf € Y. Pagal teoremos prielaidac o. Todel egzistuoja atvirkStinis operatorius
Ayt Y — X. Be to, jis yra apeztas

145" fllx = llullx < Cllfliv-
Perradykimed.25) lygtj
u+t Ayt (A — Ag)u = Ayt f. (9.27)
Patikrinsime, ar operatoriug, ' (4, — 4,) : X — X apkztas:
| A5 (A — Agullx < Cll(A; — Ag)ully < 2CM lullx;

gia M = masc{| Ay |, || A, I}. Taigi || A7 (4, — Ay)|| < 2CM.
Tegut* = || Ay (A, — Ay)||~". Perragykimed.27) lygtj taip:

u= Ayt f—tA; (A, — Ag)u = Ly u.
Kait € (0,t*), operatoriusL, : X — X yra sutraukiantysis. IS tikrujy
| Lou— Lov|lx < 2tCM|lu —vl]x < [lu—v|x.

Pagal Banacho teorem@.25) lygtis turi vienintelj sprendinjvt € [0,t*), t.y. inter-
valas|0,t*) C . Todel, kait € [0,t*), egzistuoja atvirkstinis operatoriug > : Y —
X. Tegur € (0,t*). Tada ©.25 lygtj galima perraSyti

ut(t—7) A7 (A — AgJu= AT S
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Kadangi
| A7 (A = Ag)ullx < ClI(A; = Ap)ully < 2CM|Jullx,

tai operatoriusA-1(A4; — Ay) : X — X apreztas ir|| A71(A; — Ay)|| < 2CM. Per-
raSykime Sia lygtj taip:
u=A7 f—(t—-1)ATY (A, —Au=L, u.
Kai0 <t—171 < | A-1(A; — Ay)||~t, operatoriusL, : X — X yra sutraukianty-
sis. Pagal Banacho teorenfa5) lygtis tokiomst reikSmems turi vienintelj spren-
dinj. Taip samprotaudami ir toliau, gausime, kad kiekvienu zingsfid@g lygties
iSsprendZziamumas pasistumia
IAZH (A, = Ag) 7! = 1/CM.
Atlike baigtinj skatiy tokiy zingsniy, pasieksime taSka- 1. >
Kaip Sios teoremos taikymo pavyzdj panagiirme Dirichke uzdavinj
Au=f, ze (9.28)

uls = p(z), =€ (9.29)

tia() — apezta erdejeR? sritis, S = 99, 0

2

2
Au= Z Qi (T) g0, + Z a;(T)ug, + a(x)u
i=1

ij=1

grieZtai elipsinis operatorius, t.y.

2 2
Z aij(a:)ﬁi{j > Z/Zg?, v = const > 0.
i,j=1

i=1

9.14 teorema. (Sauderio)Tarkime,a;;, a;, a, f € C*(Q), p € C?T%(S), S € >+,
O<a<l,ir -
a(z) <0, Vrell (9.30)

Tada egzistuoja vienintel(8.2€), (9.29 Dirichlé uZdavinio sprendinys ¢ C?t(Q) .

Sios teoremos jrodymas remia8iZ¢), (9.29 Dirichle uzdavinio sprendiniy apri-
oriniais jvegiais:

[ullgora@) < Cllfllca@ + I@llcztais)); (9.31)

Cia kostantaC priklauso tik nuov ir operatoriausA koeficienty normy erdsje C(Q)
(2r./4.12skyrel)).

Dirichle uzdavinys su nehomogenine krastine salyga jprastu budu susiveda j Di-
richle uZzdavinj su homogenine kraStine salyga. &la#l karto galime tarti, kagh = 0.
Tada 0.28), (9.29 Dirichle uzdavinj galima jtraukti j Dirictd uzdaviniy Seima

A, =tAu+ (1 -t)Au= f(z), =€
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u‘s =0, z€S8.

TeguX = {u € C***(Q) : u|ls = 0, Y = C¥(Q) . Kai t = 0, Sis uzdavinys turi
vienintelj sprendinju € C***(Q) su kiekviena funkcijaf € C*(Q2) (Zr. |29, [13)).
Be to, operatoriusi, yra grieZtai elipsinis su elipsiSkumo konstama> tv + (1 —
t) -1 > min{r, 1}. Todel Sio uzdavinio sprendiniams yra teisin@.81) aprioriniai
jveriai. Kartu patenkintos visd8.13teoremos salygos ir galime tvirtinti, ka.28),
(9.29 Dirichle uzdavinys turi vienintelj sprendinj € C2+*(Q).

Toliau nagriresime netiesiniy operatoriy atvejj.

9.15 teorema. (Lee—Sauderio) TeguX yra Banacho erd& T : X — X — netiesinis
visisSkai tolydus operatorius ir lyiy

u=1tTu, te€(0,1), (9.32)
sprendiniams teisingas apriorinis jvertis

[ullx < C;
CiaC — nuow ir t nepriklausanti konstanta. Tada lygtis= T'u turi bent viena spren-
dinj.
aTeguM = {v € X : ||v||x < 2C}. ApibréZkime operatoriy
To, kai || Tv||x < 2C,

= T .
Sv=19 20" kai|Tv|x > 2C.
lvllx

OperatoriusS aibeje M yra visiSkai tolydus (patikrinkite). Pagal Sauderio teorema
(Zr. 9.2 skyrelj) egzistuoja toks, € M, kad Su = wu. Galimi du atvejai. Jeigu
|Tulx < 2C, taiTu = Su = w ir teorema jrodyta. Tarkimg|Tu|x > 2C. Tada
u=Su=tTu,0 <ty =2C/||Tul|x < 1. TaCiau pagal teoremos salyga kiekvienam
lygtiesu = toTu sprendiniui teisingas apriorinis jvertja||x < C. Tatiau remiantis
operatoriausS apibezimu||u||x = 2C. Gauta prieStara jrodo, kad antras atvejis ne-
galimas.>
Pateiksime Lez—Sauderio teoremos taikymo pavyzdj. Tegu

Nagrinesime Diriché uzdavinj
Au=0, 2€QCR?* uls=0 zeS=0a0. (9.33)

Tarkime, operatoriusl yra grieztai elipsini§ t.y. egzistuoja tokia teigiama konstanta

2 Pakanka reikalauti, kad operatoridsbuty tik elipsinis, t.y.

X )
aij(z,t,p)&&; >0, VEER: € =1.
ij=1
Be to, 3i nelygyk buty teisinga, kaic € Q, |t| < My, |p| < Mo; Cia My = max |¢(x)|, 0 konstantal/a
x
priklauso tik nuop ir S.
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v, kad

2

2
Z al](x7tap)€L€J 2”25;25 V§ER27 V(ﬂf,t,p) GQXR3

ij=1

Tada yra teisinga teorema.

9.16 teorema. Tegu operatoriaust koeficientaia;; € C***(G), G = Q x R?, Q
— apeZta, grieZtai iSkila sritis) < o < 1, ¢ € C*T*S, S5 e C***. Tada(9.39
uZdavinys turi bent viena sprendinj eggeu € C?>T2(Q).

<|traukime 0.33) uzdavinj j Dirichle uzdaviniy Seima.
Au=0, xz€Q; uls=te(x), xS tel0,1]. (9.34)

Tegug € (0,1), X = C'*F(Q) ir v € X. Tada koeficientai; (x, v, v,) yra funkcijos
i C*7(Q)) . Todel pagal Sauderio teorenva € X ir t € [0, 1] egzistuoja vienintelis
Dirichle uzdavinio

2
Zaij(x,v,vx)uxixj =0, z€Q; ulsg=tpx), z€S, (9.35)

.3

sprendinysu € C2+*8(Q)). RaideT pazynekime operatoriy, kurigt € [0,1] ir
Vv € CHA(Q) priskiria elementar € C?*#(Q). Tada 3ia atitiktj galime uzrayti
kaip operatorine lygtj

u="T(t,v).

Kadangi parametrasj kraStine salyga jeina tiesiSkai, tai pastaraja galima perraSyti
taip:
u = tlv.

Akivaizdu, kad operatoriausl’ nejudami taskai yre9(34) Dirichle uzdavinio spren-
diniai, ir atvirkZiai. Patikrinsime, ar operatorius tenkina Lee—Sauderio teoremos
salygas. Visiemsd.35) Dirichlé uZdavinio sprendiniams (Z¢.12 skyrelj) teisingas
apriorinis jvertis

||U||c2+wﬁ(§) <,

Cia konstanta’ nepriklauso nei nua, nei nuov, nei nuot. Kiekviena apezta erdeje
C2+8(Q)) aibe yra kompaktas eréje C14(Q) . Todel operatoriusl’ apezta aibe
erdweje X perveda j kompaktine aibe ergje X. Be to, galima jrodyti (patikrinkite),
kad operatoriug” yra tolydus. Taigi patenkintos visos le+Sauderio teoremos sa-
lygos ir galime tvirtinti, kad lygtisu = T'u turi bent viena nejudama taSkac X.
Pagal Sauderio teoremac C>+2#(Q) . Jeigu .35 lygtyje vietojev jstatysime rasta

sprendinju, tai Sios lygties koeficientai bus ergyC*((2) elementai. Todl rastas
sprendinys: € C?T(Q) ir yra ieSkomasis9.39 Dirichlé uzdavinio sprendinys.
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9.5.  MONOTONINIAI OPERATORIAI

Tegu X yra Banacho erdy, X* — jungtiré erdw, || - || — norma erdeje X. Siame
skyrelyje nagri@sime monotoniniy, veikidaiy iS X j X* operatoriy savybes.
Apibréezimas. TegW : X — X* X — Banacho erd¥. Tada:

1. OperatoriyA vadinsimemonotoniniy jeigu

(Au—Av,u—v) >0, YuveX (9.36)

2. OperatoriyA vadinsimegrieZtai monotoninipjeigu

(Au—Av,u—v) >0, YuveX, u#wv. (9.37)

3. OperatoriyA vadinsimetolygiai monotoninivjeigu
(Au—Av, u—v) >a(l|lu—v|)u—2o|, YuveX; (9.38)

Ciaa : [0,00) — R tokia grieztai diéjanti tolydi funkcija, kada(0) = 0,
a(t) — +oo, kait — +o0.

4. OperatoriyA vadinsimestipriai monotoniniujeigu

(Au—Av,u—v)>cllu—v|? Vu,v€X, c=const >0 (9.39)

5. OperatoriyA vadinsimekoercityviy jeigu

(A wu, u)
[l

0, (9.40)

kai ||u|| — oo.

Siy operatoriaus! savybiy ry3j nusako tokia teorema.

9.17 teorema. Teisingos implikacijos: 4= 3. = 2. = 1. ir 3.= 5.

<Implikacijos: = 2. = 1. yra akivaizdzios. Norint patikrinti implikacija 4= 3.,
pakanka paimti(t) = ct. Implikacija 3. = 5. iSplaukia i$ nelygybiy

(Au, u) = (Au—A(0), u—0) + (A(0), u) >

Z a([lulllull = [FAQ)[[x-[[ull. >

Pavyzdziai:

1. TeguX = R yra realiyjy skaiiy aibe ir f : R — R — reali funkcija (Siuo atveju
R* = R). Tada:

1.1. f — (grieztai) monotoninis= f — (grieZtai) monotoniniSkai dijanti.
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1.2. f — stipriai monotoniniss (f(z) — f(y))/(z —y) > ¢ > 0, Vz,y €
R, z #y.
1.3. f —koercityvuse f(z) — to0, kai z — to00.

Norint patikrinti Siuos sarysSius, pakanka pagtelkad
(f(@) = f(y), z —y) = (f(z) = f(W)(z — ).
Apibrezkime operatoriyf : R — R taip: f(z) = |z|P~2x, kai z # 0, ir
f(z) =0, kaiz = 0. Tada:
2.1. Jeigup > 1, tai f yra grieZtai monotoninis.
2.2. Jeigup = 2, tai f yra stipriai monotoninis.
2.3. Jeigup > 2, tai f yra tolygiai monotoninis ir koercityvus.

Pirmas ir antras teiginiai yra akivaiad. Patikrinsime tr@ajj. Tegup > 2 ir
z,y € R. Jeigu0 < z < y, tai

(- 1)(t+a)P2dt > / (p— )72 dt = (y — )P,
0

<

ypfl — Pl =

S

Todel tokiemsz ir y teisinga nelygyb
(1ylP~2y — [P~ 22)(y — @) 2> |y — .
Jeiguzr < 0 < y, tai teisinga nelygyb
g P > ey o+ )P

Cia c — teigiama, priklausanti tik nup, konstanta. Toél tokiemsz ir y teisinga
nelygyke

(Iy1P~%y — [2P~22)(y — 2) = cly — a|?.
Abiem atvejais operatoriug yra stipriai monotoninis ir koercityvus. Kiti atvejai
lengvai susiveda j jau iSnag@tus.

Apibrezimas. TegW : X — X* X —Banacho erdy. Operatoriyd vadin-
sime:

1) apreZtuojy jeigu jis apezta aibe atvaizduoja | aprta aibe;

2) demitolydZiuojy jeigu

U, > u = Au, — Au, kai n— oco.

3) hemitolydZiuojy jeiguVu, v, w € X atvaizdist — (A(u + tv), w) yra tolydus

segmenté, 1].
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4) radialiai tolydZiuojy jeiguVu,v € X atvaizdist — (A(u + tv), v) yra tolydus
segment€0, 1.

5) pseudomonotoninjgeigu jis yra apeztas ir iSu,, — u, kain — oo, ir

lim (Awug,, u, —u) <0 =

n—oo

lim <Aun,un—U>Z<A’LL,’LL—U>7 Vo € X;

6) turinCiu savybe (M)jeigu iSu,, — u, Au,, — f,kain — oo, ir

lim (A, un) < (f,u) = Au=f;

7) turinCiu savybe (S)jeigu iSu,, — u, kain — oo, ir

lim (Aup, — Au, up, —u) =0 = u, — u.

TeguX yra Banacho erdy, A : X — X*. Nagriresime lygtj
Au=f, feX". (9.41)

9.18 teorema. TeguX yra refleksyvioji, separabilioji Banacho e’ : X — X* —
koercityvus, demitolydus, ag#tas ir turintis savybe (M) operatorius. Tad&) = X*
ir atvirkstinis operatoriu§ —' yra apgeztas (gali biti daugiareik3mis).

aTeguf € X*. Reikia jrodyti, kad!0.41]) lygtis su kiekvienu tokiuf turi sprendinj.
Pagal teoremos salyga e&lX yra separabilioji. Todl iS jos galima iSskirti suskaiuo-
jama visur tirSta aibe. Pazyekime ja{wy }. Sprendinio ieSkosime Galiorkino metodu.
TeguX,, yra tiesinis, uztemptas ant elementy, . .., w, poerdvis. leSkosime tokio
Uy, kad
(Aup, v) = (f,v), YveX,. (9.42)

* € X* tokie, kad(w}, w;) = d;;. Jeiguw € X, ir w = Y1 | zw;, tai

Teguwy
<A(; xiwi),v> = <; yiw;‘,v>, Y € X,

formule
apibezia operatoriyd,, : R™ — R". IS operatoriaus! koercityvumo iSplaukia opera-
toriausA,, koercityvumas, t.y.

lim AT _ (9.43)

lz|—oo |2

Be to, operatoriusl,, yra tolydus. Tegy € R" toks, kad(f, w) = (y, w), Vw € X,,.
Fiksuokimen ir apibreZkime operatoriy3 formule

Br=x—¢(A,z—vy), >0
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IS (9.43) iSplaukia, kad egzistuoja tokie sk&i R > 0 ir ¢ > 0, kad|Bz| < R, jeigu
tik R/2 < |z| < R. IS tikryjy

(Bz,Bz) = |z|* + 2| A, x — y|* — 2e(x, A, x) + 2¢(z,y) <

<ol + €% Ay @ — yl* = 2ec(|z])|o] + 2ec |z]ly];
Ciac(s) — oo, kai s — oco. Todel, kai R pakankamai didelis ii?/2 < |z| < R,
reiSkinysc(|z|)|z] — e1|x|ly| > 0. Fiksuokime tokj R. Tada galima nurodyti tokj
skatiy g, kad

2| A, x —y|? — 2ec(|z])|z| + 2eci|z||y] <0, Ve < ep.
IS Siy dviejy nelygybiy iSplaukia, kad
(Bzx, Bz) < |z|* < R?,

kai R/2 < || < R. Tegu|z| < R/2. Tada pakankamai mazierageiskinys

€| A, —yl? — 2ec(|al) |z + 2¢ci|z||y| < R2/2.
Todel su tokiais: teisinga nelygyb

(Bz, Bx) < |z|> + R*/2 < R*/4+ R?/2 < R%.

Kartu teisinga nelygyb
|Bx| < R, Vx:|z|<R.

Pagal Brauerio teorema egzistuoja toks taskasad Bx = x. Todel su kiekvienun
egzistuoja'9.42) lygties sprendinys.,,. Imkime Sioje lygtyjev = w,, ir perraSykime ja
taip:

(A un, un) (fs un)

lunll Juall

IS Sios lygyles ir operatoriaud koercityvumo iSplaukia, kad seKa.,, } apezta. Toél
iS jos galima iSskirti silpnai konverguojantj posekj. Tegy — u, kai k — oco. Tada

<Au’ﬂk7 unk> = <f7 u’ﬂk> - <f7 U>,
kai k — oo. Kartu galime tvirtinti, kad

lim (A up,, un,) = (f, u).

k—oo

IS (M) savyles iSplaukia, kad9.4]) lygtis Vf € X* turi sprendinj. Toél operatorius
A turi atvirkstinj. Jo apeztumas iSplaukia iS operatoriadskoercityvumo.>

9.2 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius yra demitolydus.
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< Tarkime prieSingai: egzistuoja sekg — uir Au, — f # Au. Tada

lim (A, u, —u) = 0.

IS Cia ir pseudomonotoniSkumo gauname

lim (A, u, —v) = (f, u—v) > (Au, u—v).

n—oo

Todel A v = f. Gauta prieStara jrodo lemos teiginj.

9.3 lema. Kiekvienas pseudomonotoninis operatorius turi (M) savybe.

aTeguu,, — u, Au, — f,kain — oo, ir lim (Awu,, u,) < (f, u). Tada

n—oo

Hm (A g, u, —u) < (f, u) — (f, u) =0

n—oo

ir teisingos nelygybs

(u, w —v) > lim (A, up —v) > lim (Auy,, u, —v) > (Au, u—20).

n—00 n— oo

IS Cia gauname, kad v = f. >

9.4 lema. Kiekvienas hemitolydus, monotoninis operatorius turi (M) savybe.

aTeguu, — u, Au, — f,kain — oo, ir im (Awu,, u,) < (f, u). Tada

n—oo

(fyu—nv)> lim (Au, — Av, u, —v) + {(Av, u—0v) > (Av, u—v).
Sioje nelygylje jstatykimev = u — A\w, X > 0, ir gauta nelygybe perradykime taip:
(A(u — Aw), w) < (f, w). Artindami A j nulj, gausime(A u, w) < (f, w). Todel
Au=f.p>
Apibreézimas. Sakysime, operatorids: X — X* turi savybeS., jeigu i$
Up — U, Kain — oo, iris

m <AU7L*AU7 un*u>§0

iSplaukia, kad:,, — u, kain — oo.
9.5 lema. TeguX yra refleksyvioji Banacho era@vir A : X — X* — apgeZtas, demi-

tolydus ir turintis(S.) savybe operatorius. Tada operatoriigrra pseudomonotoni-
nis.

aTeguu,, — uir Iim (A wu,, u, —u) < 0. Tadaw,, — u, kain — oo, ir

n—oo

lim (Aup, up —v) = (Au, u—v). >

n—oo
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9.19 teorema. TeguX yra refleksyvioji, separabilioji Banacho efhA : X — X* —
koercityvus, demitolydus, a@Ftas ir turintis savybéS..) operatorius. Tada (X) =
X* ir atvirkstinis operatoriust —' yra apéztas.

<18 pradziy (Zr9.1&teorema) Galiorkino metodu konstruojame lygties
(A, v) = (f,v), veX,,

sprendinju,, ir jrodome, kad sekdu,, } silpnai konverguoja j elementac X. Po to
pasirenkame tokius, € X,,, kadv,, — u, kain — oco. Tada

lim (Aup, u, —u) = lim (Auy,, up —vy,) = (f, up —vy) =0.

n—oo n—oo

Todel u,, — u. >
Pavyzdys. Teg@ C R" yra apezta sritis,5 = 9. Nagrinesime Diriché
uzdavinj:

"9
- Z or; (|um1
i=1

tia2 < p < oo,1/p+1/q=1, f € Ly(). Sio uzdavinicapibendrintuoju sprendiniu
vadinsime funkcijau € X = VDVPl,(Q), tenkinartia tapatybe

pizuzi) +gu(z)=f(x), z€Q, uls=0,zeS8; (9.44)

/Z\uziw_gumivm da:—i—/g(u)vdx: /fvda:, Vv € X. (9.45)
o =1 Q Q

Pastaroji formaliai gaunama daugina@t4?) lygtj is v € C°(Q) ir integruojant dal-
imis. Pazynekime

ar(u,v) = /Z U, [P~ 2 U, U, d,
o =t

as(u,v) = /g(u)vdm, b(v) = /fv dr, Yu,veX.
Q Q
9.6 lema. Tegu funkcijag : R — R yra tolydi ir tenkina tokias salygas:
glx)z >0, VreR, |gx)|<alz[/1+3, VzekR;

Ciaw ir 3 — teigiamos konstantos. Tada:

1) egzistuoja tokie operatoridi, : X — X*,i = 1,2, kad

(A; u, v) = a;(u,v), u,veX;
2) A, yra tolygiai monotoninis, tolydus ir apFtas;

3) A, yra stipriai monotoninis, tolydus ir agEtas;
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4) A, + A, yra koercityvus, tolydus, pseudomonotoninis, &as ir turi savybe
Sy

5) jeigu f € Ly(Q), taib € X* ir (9.45) integraliré tapatyl ekvivalenti opera-
torinei lygCiai
Aju+Ayu=0. (9.46)
Sios lemos jrodyma galima rasfif] knygoje.

18 iSvada Pagal9.19 teorema9.46) lygtis turi sprendinjvb € X*. Todel (9.44) Di-
richlé uzdavinys turi apibendrinta sprending W} (Q),Vf € Ly().



10 SKYRIUS
Variacires nelygyles

10.1. VARIACINIY NELYGYBIU PAVYZDZIAI

Siame skyrelyje nagrizsime papraSausius variaciniy nelygybiy pavyzdzius. Tai
packs geriau suprasti, kaip atsiranda variasimelygylkes, ir apiludins Sio skyriaus
nagrirejamus uzdavinius.
1pavydys. Tegy : [a,b] — R* yra glodi reali funkcija. Reikia rasti tokj
taSkaz, € [a, b], kad
f(zo) = min f(z). (10.2)
z€la,b]
Teguz, — Sio uzdavino sprendinys. Tada galimi trys atvejai:
1.1. Jeigua < zg < b, tai f'(xo) = 0.
1.2. Jeiguzg = a, tai f'(xg) > 0.
1.3. Jeiguzy = b, tai f'(x¢) < 0.
Visas Sias salygas galima sujungti j viena:
' (zo)(x —20) >0, V€ la,b. (10.2)

Gauta nelygyb vadinamavariacine nelygybeli yra hutina (10.1) uzdavinio sprendinio
egzistavimo salyga. #liau jrodysime, kad iSkilosios funkcijog atveju Si salyga ir
pakankama, t.y. uzdavinial@.]) ir (10.2) yra ekvivalentis.

2 pavydys. Tegul C R" yra iSkila ir uzdara aib, v : K — R' — glodi
funkcija ir taSkasey € K toks, kad

u(zo) = grélg u(x).

Apibrézkime funkcijap(t) = u(zo +t(z — o)), kait € [0, 1]. Kadangi aile K iskila,
tai su kievienur € K tasSkas

zoF+tx—xz0)=(1—-t)zg+tz e K, kai te][0,1].
Funkcijay tasket = 0 jgyja minimuma. Toél, kaip ir 1 pavyzdyje, gauname:
¢'(0) = (uz(z0), 2 — 0) >0, Vz€ K.
Taigi minimumo taskas, € K tenkina variacine nelygybe

(ug(z0),x —x9) >0, Vze K.



10.1 VARIACINIY NELYGYBIY PAVYZDZIAI 341

JeiguK yra apezta ailg, tai minimumo taske, € K egzistavimas iSplaukia i$ Vejers-
traso teoremos. Neagitos ailes K atveju pakankama egzistavimo salyga yra tokia:
u(z) — oo, kai |z| — oo.

3pavydys.Teg@ C R" yraapezta sritis,5 = 9Q ir 1) — apibezta uzdaroje
srityje Q funkcija, tenkinanti salygas:

maxy(z) >0, ¢(x)<0, Vres.
e

ApibréZkime iskilaja aibe
K={veC(Q):v(x)>y(x), kaiz € Q, irv(z) =0, kaiz € S}.

Tarkime, Si aie yra netuia. Nagriresime uzdavinj: rasti tokia funkcija € K, kad

/\um|2 dx:{}réi£/|vw|2dx.
Q Q

Jeigu tokia funkcija: egzistuoja, tai mes samprotaujame panasiai kaip ir 2 pavyzdyje.
I$ aibes K iSkilumo iSplaukia, kad su kiekvienu € K atkarpa{u + t(v —u) : 0 <
t < 1} priklausoK. Funkcija

o(t) = / [ug + t(ve — ug)|*dz, te0,1],
Q

jgyja minimuma taSke = 0. Todel ¢’(0) > 0 ir gauname variacine nelygybe

/(ux,vw —uz)dr >0, YveK.
Q
4 pavyzdys. TegusritiQ ir iSkiloji aibé K yra i§ 3 pavyzdzio. Nagresime

uzdavinj: rasti aibje K funkcija, kurios grafikas turi minimaly plota, t.y. rasti tokia
u € K, kad

/\/1—1—\ux|2dx:1réi£/\/l+|vx|2dx.
v
Q Q

Kaip ir ankstesniuose pavyzdzZiuose, galima jrodyti, kad Sio uZdavinio sprendinys tenk-
ina variacine nelygybe

/Mdmzo’ Vo € K.

V1 |ug)?

Pazynesime, kad sprendinio egzistavimo klausimas Siame pavyzdyje yra kur kas su-
detingesnis negu ankstesniuosiuose.
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10.2. PROJEKCIJA | ISKILAJA AIBE

Tegu H yra realioji Hilberto erde su normd| - || ir skaliarine sandaugé, -), K —
iSkiloji uzdaroji aite ercbje H, ¢ € H — fiksuotas elementas. Ap#arkime fukcionala
f: H — Rformule f(v) = |lv — 1||?>. Nagrinesime minimizavimo uzdavin;: rasti
tokia funkcijau € K, kad

f(u) = min f(v). (10.3)

veEK

10.1 lema. Su kiekvienu elementy € H egzistuoja vieninteli§10.3 uZdavinio
sprendinys.

<aTegud = in}f{F(v) ir {u,} C K yra minimizuojanti seka:
veE

[ §d2+%, n=12,...
Pagal lygiagretainio taisykle
[tn = wml? = [[(un =) = (um —P)||* =
= 2t = I + lltm — $1%) = 4| + ) /2 = 9 <

< 2(2d2 + 1/Tl + 1/m) - 4||(Un + um)/2 - wHZ
Taskaqu, +u.,)/2 priklauso aibeik. Pagal tikslaus apatini@Zio apibezima|| (u, +
Uum)/2 = || = d. Todel

2 2
||un_um||§7+*_>01
n m

kai n,m — oo, ir seka{u,} yra fundamentali. Kadangi Hilberto eréwra pilna,
tai seka{u,} konverguoja. Tegu € H yra Sios sekos riba. IS gk K uZdarumo
iSplaukia, kad: € K. Be to,

lu =l = lim [, =] = d.
Todel u yra (10.39 uZdavinio sprendinys:

10.2 lema. Elementas, € K yra(10.3 uZdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai jis
tenkina variacine nelygybe

(u,v —u) > (Y,v—u), Yvek. (10.4)
Be to, toksu yra vienintelis.

< Teguu € K yra (10.3) uzdavinio sprendinys. Tada su kiekvienu fiksuota K
funkcija ¢(t) = f(tu 4+ (1 — t)v) jgyja minimuma, kait = 1. Todel ¢'(1) < 0.
Funkcijosy iSvestire

O'(t) =2(u—v,tu+ (1 —t)v — ).
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Todel funkcijau tenkina (L0.4) variacine nelygybe.
Teguu € K yra (10.4) variacires nelygys sprendinys. Tada su kiekviene K

F) = fu) = flu+ (v—u) = f(u) = o = ull® +2(v — u,u — ) > 0.

Todel taSkas: funkcionalof minimo taskas aibje K.

|rodysime sprendinio vienatj. Tegu, us yra du (L0.4) nelygykes sprendiniai.
Tada

(ur,uz —u1) = (Y,uz — ),  (uz,ur —u2) 2 (Y, u1 — ug).

Suckje Sias nelygybes, gausirfie; — u»||? < 0. Todel u; = uy. >

Apibrézimas. Tegw € K yra (10.39 uzdavinio sprendinys. Tada jj vadin-
simetaskoy projekcija j iSkilaja aibels ir Zymesimeu = Px).

Pastaba. Kiekvieno elementoe K projekcija j aibe K sutampa sw, t.y.
Prv=v,Vv € K.

19 iSvada TeguK yra iSkiloji uZdaroji Hilberto erdesH aibé. Tada operatoriuBx
néra iStempio operatorius, t.y.

| Pripr — Priba|| < ||1 —abal|,  Vib1,12 € H. (10.5)

Be to, Pk yra tolydusis operatorius.
<1TegU1/117’(/12 cH iru1 = PK1/)1, U9 = Png. Tada

(up, v —u1) > (Y1, v—u1), YvéEK,

(ug, v —ug) > (o, v —ug), Vv € K.

Pirmojoje nelygykje imkimev = uy, antrojoje - = wu, ir gautas nelygybes sé&i-
me. Tada gausime nelygybe

ur — ual|* = (w1 — w2, ug — uz) < (Y1 — Yo, uy — ua) < [[thy — Yol||lus — ual|.

Kartu teisinga nelygy® ||u1 — us|| < |[1 — 2||. OperatoriausPx tolydumas ir
projekcijos vienatis iSplaukia ig.0.5). >

Naudodamiesi projekcijoBy savytemis, jrodysime Brauerio teorema apie neju-
dama taska iSkiloms kompaktiskoms exibs iSR™ .

10.1 teorema. ( Brauerio apibendrinta) TeguK C R" yra iSkiloji, uZdaroji, apez-
toji aibé ir f : K — K — tolydusis atvaizdis. Tada egzistuoja toks taskas K,
kad

fr==x.

<Imkime tokj uZdarajj rutuliB C R", kadK C B. ProjekcijaPx yra tolydusis
atvaizdis. Toél atvaizdis
foPk:B—KCB

yra tolydusis ir atvaizduoja rutulp j save. Pagal Brauerio teorema egzistuoja neju-
damas taskas, t.y. toks taskas B, kadf o Pxx = x. Kadangixz € K, tai Pkx = x
ir fr=uxz.0

Projekcijos operatoriyPx panaudosime kitame skyrelyje, jrodydami variaciniy
nelygybiy sprendiniy egzistavima.
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10.3. VARIACINES NELYGYBES HILBERTO ERD\EJE

Tegu H yra realioji Hilberto erdé su normd)| - || ir skaliarine sandauga, -), H* —
jungtiné eradve, K — iskiloji uZdaroji er@éje H aibé, a(-,-) — ap€Zta, grieZtai teigiama
bitiesiré erdveje H x H forma. Priminsime, kad bitiesinformaa yra apéZta, jeigu
la(u,v)| < c||ull||v]], VYu,v€ H, ¢=const>0, (10.6)
ir koercityvi, jeigu
la(u,u)| > allul|®>, Yu€ H, o= const> 0. (10.7)

Teguf € H* yra tiesinis tolydus funkcionalas. leskosime funkcijos K, tenki-
nartios variacine nelygybe

a(u,v —u) > flv—u), YveK. (10.8)

10.2 teorema. (Lionso—Stampakijos)Tarkime, bitiesie formaa(-,-) yra apézta ir
koercityvi. Tada su kiekvieny € H* egzistuoja vieninteli¢10.8) variacirés nely-
gybés sprendinys.

< Pagal Ryso teorema egzistuoja vienintelis toks elementadi, kad
flv)=@,v), YveH,
ir vienintelis toks elementad v € H, kad
a(u,v) = (Au,v), Vv e H.

Be to, pastaroji formd apibéZia tiesinj apgZta operatoritA : H — H, || A|| < ¢ (r.
(10.6) nelygybe). Toél (10.8) variacine nelygybe galima perrasyti

(Au—1,v—u) >0, WveK,
arba
(u+pAu—pp—u,v—u) >0, YveK, p=const>0. (10.9)

Teguv € K ir o = —pAv — ptp + v. Pagall0.1lema egzistuoja vienintelis toks
elementas. € K, kadu = Py = Px(v — p(Av — ¢)). Todél (10.9, tuo pd&iu ir
(10.8), variacires nelygyles sprendimas yra ekvivalentus operatesifygties

u=Pg(u—p(Au—1)) :=Q,u, uck,

sprendimui.
[rodysime, kad pakankamai maZiems> 0 operatoriusl), yra sutraukiantysis.
Naudodamiesii0.5), gauname

Hqu - QpUH2 S ||U - p(A’U - W - u+p(Au - ¢)||2 =
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=[[(v —u) = p Ao —w)|* = lv = ul* + p?|| A(v — u)[|*~
—2pa(v —u,v —u) < (1 —2pa+ p?c?)||v — ul*.
Todél, kai0 < p < 2a/c?, teisinga nelygyb

1Qpu = Qpull < qllv—ull, Yv,uckK, g¢<1,

t.y. operatoriusl), yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teorema (@il skyrelj)
u = Q,u turi vienintelj sprendinju € K. Kartu jis yra ir (10.8) variacirés nelygykes
sprendinysr

1. Membramos ilinkimo uZdavinys. Te§u C R? yra apéZta sritis,] = 0.
Nagrirésime tamprios membranos, jtvirtintos kortt! taskuose, islinkimo uZdavinj.
Jeigu skaliarig funkcijau apra5o membranos islinkima, tai (Zr. [1]) ji yra Diriéhl
uZdavinio

— Z dl (k(;v)um) =f(z), 2€Q; u;=0, =ze€l, (10.10)

sprendinysCia funkcijak charakterizuoja membranos fizikines savybes, o funkcija
— membrana veikiatias pgas. Sj uZzdavinj atitinka energijos funkcionalas

J(u) :%/kzuidx—/fudx.
Q

Q

Tarkime, membramos islinkimasapribotas dviem pavirsiais, t.y.
p(z) <u(r) <Y(z), =€ (10.11)

Cia p ir ¢ — dvi Zinomos tokios funkcijos, kad(z) < 0 < v(z), kaiz € 1. Tada
membramos islinkimo uZdavinys susiveda j funkcionalminimizavimo uZdavinj su
(10.12) papildoma salyga.

Suformuluosime $j uZdavinj. Teg = W1(Q), ¢, ¥,k € Loo(Q), f € La(Q),
T(x)>a>0, bv.zelir

K ={ue W) : o) <ulz) <o), bv.zeQ}
Reikia rasti tokia funkcija. € K, kad

J(u) = min J(v). (10.12)

veK

Panasiai kaip ir10.1 lemoje, galima jrodyti, kad10.12) minimizavimo uZdavinio
sprendimas yra ekvivalentus variaggnelygyks

/kugj(vx —uy)dz > /f(v —u)dz, Yo e K, (10.13)
Q Q
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sprendimui aiBje K. Tegu

a(u,v) :/kuxvx dx.

Q

Taip apibéZta bitiesie forma yra apgZta, koercityvi ir simetria. Be to, integralas

E(u)zﬂ/fvdx

apibréZia tiesinj tolydy funkcionala eréje\fV%(Q) . Todél patenkintos viso$0.2teo-
remos salygos ir galime tvirtinti, kadl0.13 variaciré nelygyte (kartu ir10.12uZ-
davinys) turi vienintelj sprendinj aéje K. Tiksliau, teisinga tokia teorema.

10.3 teorema. Teguk € Lo (), k(x) > a > 0, bv.z € Q, f € L2(Q). Tada
(10.12 minimizavimo uZdavinys (arb@d.0.13 variacire nelygyk) turi vienintelj spren-
dinju e K.

Pastaba. Galima jrodyti, kad taskuose= (), kuriuose yra teisinga grieZta
nelygyle o(x) < u(z) < ¢(z), sprendinys: tenkinal(0.10) lygtj.
2. Modelinis Sinjorinio uZdavinys. Tedl yra apeéZta erdejeR" sritis, S = 01,
f€La(Q), ¢ € Loo(S) ir
K ={uecWiQ):u(z) > (), bv.x € S}.

ApibréZkime funkcionalg formule

J(u) = %/(ui + Mi?) dx — /fudx;
Q

Q

Cia\ — teigiama konstanta. Reikia rasti tokia funkaij& K, kad

J(u) = ?él}? J(v). (10.14)

Sj uZdavinj galima suvestij tokj: rasti funkcijac K, tenkinargia variacine nelygybe

/[UL(UL —Uuy) + Au(v — u)]dx > /f(v —u)dz, YveEK. (10.15)
Q Q
Tegu
a(u,v) = [ (uzpvg + Auv) dx.
/

Taip apibéZta bitiesie forma yra apgZta, koercityvi ir simetriaWi(2) erdvéje. Be
to, integralas

f(u)zﬂ/fvdw
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apibreZia tiesinj tolyda funkcionala eréje Wi(S2), o aité K yra iSkila ir uZzdara.
Todél patenkintos viso$0.2teoremos salygos ir galime tvirtinti, kadd.1% variaciré
nelygyté ((10.14) uZdavinys) turi vienintelj sprendinj aifie K. Kartu galime tvirtinti,
kad teisinga tokia teorema.

10.4 teorema. Teguf € Ly(Q), ¢ € Loo(S), A > 0. Tada(10.1%) variacireé nelygyte
turi vienintelj sprendinju € K.

20 iSvada Funkcijau € K yra (10.1% variacirés nelygyks sprendinys tada ir tik
tada, kai ji yra krastinio uZdavinio

—Au+tdu=f, x€ (10.16)

(u—@)ls >0, Ou/dn|s >0, Ou/On(u—yp)ls=0 (10.17)
apibendrintasis sprendiny€ia du /On — funkcijosu iSvestire iSorires normads kyp-
timi.

aTeguu € K yra (10.19 variacires nelygyles sprendinys. Imkime Sioje nely-
gybéjev = u+n,n € C*(Q). Tada gausime nelygyhdu,n) > (f,n), ekvivalertia
integralinei tapatybei

a(u,n) = (f,m), ¥neCe(Q).

Tai reiSkia, kadu yra apibendrintasis10.16) lygties sprendinys. |[rodysime, kad
tenkina I(0.17) kraStines salygas. |statykimeli@.1%) nelygybev = uw+n, n €
C*>®(Q), n(xz) > 0, kaixz € Q. Tada pasinaudoje integravimo dalimis formule bei
(10.19 lygtimi, gausime

/g—znds >0, YneC>Q), n(x)=>0.
S

IS Sios nelygyBs iSplaukia, kadu/On|s > 0. Imdami (10.1% nelygytejev = 2u —
p € K irv = ¢ € K, gausime integraline tapatyhg¢u,u — ¢) = (f,u — ¢). IS jos
iSplaukia
ou
On
5
Po integralo Zenklu abu daugikliai yra neneigiami. @high./On(u — ¢)|s = 0. >
Pastaba. DaZnai(.16, (10.17) uZdavinys yra vadinamas Sinjorinio uZdavi-
niu, o (10.17) krastirés salygos — Sinjorinio krasémis salygomis. Tamprumo mecha-
nikos lygtiy sistemai tokj uzdavinj suformulavo A. Sinjorinis (A. Signorini) 1959
metais (Zr. 3 pavyzdj).
3. Sinjorinio uZdavinys. Teg@ C R? yra elastingas knas su dalimis glodZiu
pavirsiumiS, f = (f1, f2, f3) — kuna veikiagiy jégy tankio funkcijos. Tadauko
pusiausvyros lygiy sistema yra

(u—p)ds =0.

Zaiif+fi:0, i=1,2,3, € (10.18)
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Ciao;; — jtampy tenzoriaus komponest Tarkime, kno deformacija yra pakankamai
maZa ir teisingos ties@s tamprumo teorijos prielaidos:

3
1 8uz Ou,
Gij = Z aijenern(u);  €ij(u) = 5(8% 3;'
k,h=1 ’ 1

)7 ij=1,2,3. (10.19)

Cia: u = (uy, us, us) — poslinkio vektorius £:5(u) — deformacijy tenzoriaus kompo-
nenes,a; i, () — koeficientai, tenkinantys salygas:

ik () = ajipn(x) = agnij(x), Vo eQ, (10.20)
3 3
Z Aijkn(T)€ijEkn > O Z E?j, Va € Q. (10.21)

,5,k,j=1 4,J=1

Formuluojant konkrety uZdavinj, prié@.18 lygciy sistemos yra pridedamos kras-
tinés salygos. Klasikiniai tamprumo teorijos uZdaviniai yra: DigctEdavinys

uils = i(x), 1=1,2,3, x€S8,

ir Noimano uZdavinys

3 3
i = Zaij cos(n, z;) = Z oin; =vi(x), =123, z€S5;
j=1

ij=1

Cian = (ny,nq,ng) — iSorinis srities) atzvilgiu vienetinis pavirsSiau§ normaks
vektorius.

Toliau nagriresime uZdavinj su vienpamis krastiémis salygomis, kaitkno for-
ma apribota standZiu pavirSiumi iéra trinties. Tegu:

3
on = Y, o0;nn; yrajtampa normas kryptimi;
i,j=1

3
do; = Y oyn; —onny, © = 1,2,3, — jtampos vektoriaus lidamojoje ploks-
j=1

tumoje komponermts;
3 . . . - -
un = Y u;n; — poslinkis normads kryptimi;
=1

ou = u — uy - n — poslinkio vektorius liéiamojoje plokstumoje.

Sinjorinio uZdaviniu vadinamal(0.18 lygcCiy sistema kartu su Sinjorinio krasgin
mis salygomis:

606=0, upn<0, 0nq<0, onun=0, =z€S&. (10.22)

Pirmoji is Siy salygy charakterizuoja tai, kad tarp elastingodir standaus pavirsiaus
néra trinties. Antroji — kad standus pavirSiGsneleidzZia kinui pasislinkti iSories
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normaeés kryptimi:u, < 0. Jeiguu,, < 0, tai pavirsiusS pasislenka vidias normaés
kryptimi, tarp kuno ir stadaus pavirSiaugra jtampos:.c, = 0. Jeigu taskas <

S neturi poslinkio normas kryptimi, ty. u, = 0, tai jis yra veikiamas standaus
pavirSiausio, < 0.

TeguS = S1 U Ss, |S;| # 0, ¢ = 1,2. Toliau nagriesime krastinj uZdavinj
su Dirichlé salygomis pavirSiujé, ir Sinjorinio salygomis pavirsiujésy (papildoma
Dirichlé salyga yra reikalinga tam, kad atitinkama bitiesforma ity koercityvi).
Tiksliau, ieSkosime funkcijos, tenkinartios (10.18 lygCiy sistema, pavirSiauS,
taskuose Diricté salyga

ui(x) =0, i=1,2,3, z€5y, (10.23)

ir pavirSiausSs taskuose Sinjorinio salyga

00=0, u,<0, 0,<0, opun,b=0, x€&5s. (10.24)
Tegu
(Au,v) / Z 99ij,, / i u)e;
)i 8% ] i

Naudojantis integravimo dalimis formule, jtampy tenzoriaus simetriSkoyne= o ;;
ir sarysiu
3 3
Z Oi ;U = Z(éai + onni)v; = 600V + onUn,

i,j=1 i=1
iSvedame Gryno formule

(Awu,v) / w)ov + o (u)vy) dS. (10.25)
S

ApibréZkime Hilberto erdve
H = {u= (u1,u,u3) : u; € W5(Q), wils, =0}
ir iSkilaja uZdaraja aibe
K ={u€ H : unl|s, <0}
Tada energijos integrala

3
1
J(v) = 5(1(1) v / Z 0ij(v)es;(v) de — /ZfzvZ dx
1,7=1 =1
atitinka variacie nelygyte
a(u,v —u) > (f,v—u), YveK. (10.26)

Naudojantis 10.2% Gryno formule, galima parodyti, kad0.2¢) variacirés nelygyks
sprendinys tenkinal(Q.18 lygcCiy sistema beil0.23, (10.29 krastines salygas.
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10.5 teorema. Tegua;jnr € Lo (), fi € La(Q2), Vi, j,k,h = 1,2,3, ir teisingos
(10.20), (10.2)) salygos. Tad&l0.2¢) variaciré nelygyte turi vienintelj sprendinj.

< Kadangia;;ni. € Lo (), tai bitiesiré formaa(u, v) apéZta. 15110.27) gauname

3
a(u,u) > « Z g2 (u)dx, Yu€ H. (10.27)

ij
Q 5,j=1

Pagal pirmaja Korno nelygybe (Zi&])

3
Z sfj(u) dx > ag|lull?, Yu € H, ag=const > 0.
ij=1

Q

IS Siy nelygybiy iSplaukia, kad bitiegrformaa(-, -) yra koercityvi. Be to, aib K yra
uZdara ir iskila (patikrinkite). Taigi patenkintos visb8.2teoremos salygos. Remiantis
Sia teorema, galima tvirtinti, kad (.26 variacire nelygyke turi vienintelj sprendinj
ue K.>
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10.4. APIBENDRINTOSIOS VARIACINES NELYGYBES

Tegu H yra realioji Hilberto erdé su normé)| - || ir skaliarine sandauga, -), H* —
jungtiné erd\e, a(-, -) — ap€Zta, koercityvi bitiesié forma erdeéjeH x H, g € H*
ir f : H — (—oo,00], f # oo iSkilas, silpnai pustolydis i$ ap&s funkcionalas.
Nagrirésime uZdavinj: rasti tokia funkcijac H, kad

a(u,v —u)+ f(v) — f(u) > (g, v—u), YveH. (10.28)
Sia nelygybe vadinsime apibendrintaja variacine nelygybe. Praeitame skyrelyje isna-
grinétos variaci@s nelygyls yra atskirasl0.28 nelygykés atvejis. IS tiesy, jeigii
yra aites K indikatoriré funkcija, t.y.

10 =x ={ % 1

(ji yra iskiloji ir pustolydé is ap&ios), tai uZdavinys: rasti tokia funkcijac H, kad
a(u,v —u) + Xg (V) =Xk (u) 2 (g, v —u), Vvel,
yra ekvivalentus 10.8) variacires nelygyks sprendimui aigje K.
IS pradZiy nagrigsime uZdavinj: rasti tokia € H, kad
(u,v —u) + f(v) — f(u) > (g, v—u), YveH. (10.29)
Tegu
2(v) = gloll* + F(0) ~ 9.}, g€ H"
TadalL0.29 variaciré nelygyte yra ekvivalenti uZdaviniui: rasti tokia funkcijge H,

kad

D(u) = 11}%111{1 D(v). (10.30)

10.3 lema. Tarkime, funkcionalag tenkina skyrelio pradZioje nurodytas salygas ir
g € H*. Tada(10.29 variaciré nelygyte (= (10.3() uZdavinys) turi vienintelj spren-
dinju € H.

< Funkcionalas )
Po(v) = §IlvH2 —g(v)

yra iSkilas ir tolydus. Todl funkcionalasb = ®, + f yra iSkilas ir silpnai pustolydis
iS ap&ios. Kadangi funkcionalag yra iskilas irf # oo, tai egzistuoja funkcionalas
l € H* ir skakiusa € R tokie, kad

f) >, v)+a, VveH.

Kartu galime tvirtinti, kad

1
®(v) > S lloll* = [l llvll = llgll- o]l + & — o0,

kai||v|| — oo. Todél patenkintos8.2 teoremos salygos il(.3() uZdavinys turi vien-
intelj sprendinj.>
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10.6 teorema. Tegua(-, -) yra apéZta, koercityvi bitiesié forma, f — iskilas, silpnai
pustolydis iS ap&os fukcionalasf # oo, g € H*. Tada(10.2¢) variaciré nelygyle
turi vienintelj sprendinj.

< Tegup = const > 0, w € H — fiksuotas elementas. Nagegime pagalbine
nelygybe

(0 —u) + pf(v) = pf(w) > (w,0—u) + plg, v —u) — pa(w,v —u), Vo€ H.
Pagal Ryso teorema egzistuoja toks elemehtasd*, kad
(hy v) = (w,0) + p (g, v) — pa(w,v).
Todél nelygybe galima perrasyti taip:
(u,v —u) + pf(v) —pf(u) > (h,v—u), YveH. (10.31)

Pagall0.3lema kiekvienamw € H ir kiekvienamp > 0 egzistuoja vienintelis1(0.3J)
nelygytés sprendinys, = Q) ,w. Parodysime, kad pakankamai maZigsmsperatorius
Q, : H — H yra sutraukiantysis. Teguh = Q,w1, us = Q,w2. Tada

(u1,ug —uy) + pf(uz) — pf(ur) >

g, uz — U1> - pa(whuz - U1)7
+ pf(ur) — pf(uz) >

> (wa,u1 — ug2) + p (g, u1 — uz) — pa(ws, u; — us).

> (wy,us —ur) +p

)
(
)
(

Sucgje Sias nelygybes, gauname
Jur = ua|” = [|Qpu1 — Qpuwall® < (w1 — wa, ur — ug)—

—pa(wy — wa,uy —uz) = ((E — pA) (w1 — w2),u1 — ugz);

Cia: E — tapatusis operatorius}y : H — H — operatorius, api@Ziamas formule
(Au,v) = a(u,v), Yu,v € H. Kadangi bitiesie formaa yra apéZta ir koercityvi
(Zr. [10.3skyrelj), tai|| A|| < cir |E —pA| < (1 = 2pa + p>c?)'/? < 1, kai

0 < p < 2a/c?. Todel tokiemsp yra teisinga nelygyd

1@pw1 = Qpwall < [E = pAllflwr = wa| < [lwr — ws

ir opeatoriusy), yra sutraukiantysis. Pagal Banacho teorema operat@jusri vien-
intelj nejudama taska, t.y. egzistuoja vienintelis toks H, kadu = Q,u. Kartu jis
yra ir (10.28 variacirés nelygykes sprendinys:

PavyzdZiai:

1. Temperatros valdymo srityje uZzdavinys. Te§uc R", n < 3, yra Silumai laidi
sritis, S = 0N). Tada stacionary tempetabs srityje) pasiskirstyma apraso lygtis

_ Z aixi(aij(x)uwj) =g(x), T



10.4 APIBENDRINTOSIOS VARIACINES NELYGYBES 353

Cia: g — Silumos Saltiniy tankisy, — kuno temperatra, a;; — Zinomi koeficientai,
charakterizuojantys srities savybes. Jeigu pavirsSfupga palaikoma nulié tempe-
ratura, tai funkcijau dar turi tenkinti krastine salyga

u‘szo7 x €S.

Teguu;, us — apibéZztos srityje) tokios funkcijos, kadi, (z) < us(z), kaixz € Q.
Jdékime j sritj) Silumos Saltinj (Zr. 10.1. pav.) su tankiu

0, kaiu € [uq,us],

kg(U—Ug), kaiu > us irkg(u—’u,g) < hg,
h(u) = { ha, kaiu > us ir ka(u — ug) > ha,

kl(u—ul), kaiu < uq irk1(u—U1) > h,

hl, kaiu < uq irkl(u—u1)<h1;

Cia: k1, ko — teigiamos konstanto8,€ [h1, hs).

h
P ERRREREES
U1 /
U2 U
......... hy
10.1 pav.

Taip apibéztas Silumos Saltinis lygus nuliui, jeigue [uy, us]. Jeiguu & [uy,us) ir
h(u) € [h1, ho), tai jvedamas (iSvedamas) Silumos kiekis | sfltiyra proporcingas
tasSkou atstumui iki intervalouy, us]. Kitais atvejais yra palaikomas pastovus Silu-
mos srautas, arbah,. Siuo atveju stacionary Silumos pasiskirstyma srityjapraso
Dirichlé uzdavinys:

n

_ Z %(aljum_j) +h(u) =g(x), z€Q, (10.32)
igj=1 """

ulg =0, xS (10.33)

TeguH = VV% (Q) . ApibréZkime realaus kintamojo funkcija

q(t) = / h(s) ds

0

ir ja atitinkantj funkcionala

f(v):/q(v)d:c, veH.

Q
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Be to, tegu

n
a(u,v) = E iUy, Uy, do,  u,v € H.
o ii=1

Sakysime, funkcija. € H yra (10.33, (10.33 Dirichlé uZdavinio apibendrintas
sprendinys, jeig'v € H yra teisinga variaci@ nelygyte

a(u,v —u) + f(v) = f(u) > /g (v —u)dx. (10.34)

Q

10.7 teorema. Tarkime,a;; € Lo (), 4,5 = 1,...,n, g € La(Q), h; € L1(Q),
h; = const, k; = const > 0, i = 1,2, ir yra teisinga nelygyé

n

Z a;j(x)&:&5 > VZ&?, Vo € ), v =const > 0.

i,j=1 i=1
Tada(10.39) variaciré nelygyte turi vienintelj sprendin;.

< Bitiesiné formaa(-,-) apieZta ir koercityvi. Be to, funkcionalag yra iskilas ir
silpnai pustolydis is afgos (patikrinkite). Toél (Zr.|10.6teorema)|10.34) variaciré
nelygylke turi vienintelj sprendinji>

2. UZdavinys su daugiareikSme krastine salyga. Teégu R" yra apgZta sritis,
S = 09 — dalimis glodus pavirsiusy > 0, ¢ : S x R — (—00,00], ¢ # +00. Be
to, tegu su kiekvienu fiksuotu € S funkcijap(x, ) iSkila ir 5(z, ) = dp(z,-) — jos
subdiferencialas. Bendru atvepiz,-) : R — [¢"_(z,-), ¢/, (z, )] yra daugiareikSme
ir monotonire funkcija. C‘iacp’_ (x,-), ¢\ (x,-) yrafunkcijosp(z, -) iSvestires i kaies
ir desires.

Nagrirésime uZdavinj: rasti tokia funkcija, kad

—Au+ I u=g(z), z€Q, (10.35)
_du € Bz, u) €S; (10.36)
n T,u), x ; .

Cia du/On — funkcijos v iSvestiré iSorires normaésn kryptimi. Pabésime, kad
(10.39 krastiré salyga taip pat reikalauja, kadz) € {t € R : 3(x,t) # 0}, ty.
u(z) priklausyty funkcijoss(x, -) apibzimo sréiai. Atkreipsime é&mesj | tai, kad
(10.39 krastiré salyga yra gana bendra. Jos atskiri atvejai yra:

1. Dirichlé salygau|s = v(x), x € S (Zr. 10.2 pav.), gaunama, kai

[ t# (@),
80 = (oo ool 12 0]
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2. Noimano salyga-0u/0n = ¢(x),z € S (Zr. 10.3 pav.), gaunama, kajzx, -) =

ﬂ(z7) ﬂ(z7)

o] |v@ t 0 t
10.2 pav. 10.3 pav.

3. Trecioji krastirg salyga—0u/on = o(z)u + ¢(z), z € S, o(z) > 0 (Zr. 10.4
pav.), gaunama, kai

Bl t) = o(a)t + ().

4. Sinjorinio salygau(z) > ¢¥(z), Ou/On > 0, du/dn(u — Y)|s =0,z € S (Zr.
10.5 pav.), gaunama kai

0, t<y(z),
5(33’0 = (—0070], t= ’l/)(.’[?),
> .

10.4 pav 10.5 pav

5. PavirsiausS; taskuose Diriclé salyga, o pavirsiauS, taskuose — Sinjorinio
salyga,S = Sy U Sy (Zr. 10.2 pav. ir 10.5 pav.).

Tegu
a(u,v) = /(umvm +Auw)de, f(v) = /cp(x,v) ds.
Q 5

Sakysime, funkcijar € W3(Q) yra [(10.39, (10.36 uZdavino apibendrintas sprendi-
nys, jeiguvv € W1(Q) yra teisinga variacia nelygyte

a(u,v —u) + f(v) — f(u) > /g~ (v —u)dz. (10.37)

Q

Tegu
1
§/u + \u?) dm—/gudm—l—/np(m,u)d&
Q 5

Q
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Tada Si nelygyb yra ekvivalenti (patikrinkite) minimizavimo uZdaviniui: rasti tokia
funkcijau € Wi(Q), kad
Jw)= min J(v).
veEWL(Q)

Bitiesiné formaa(-, -) yra apéZta. Be to, ji yra koercityvi (nes > 0). Funkcio-
nalasf : Wi(Q) — R gana plgiai funkcijy ¢ klasei yra iskilas ir silpnai pustolydis
i$ ap&ios. Toal tokioms funkcijomsp patenkintosL0.6teoremos salygos irl0.37)
variaciré nelygyle turi vienintelj sprendinj.
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10.5. NEKOERCITYVIOS VARIACINES NELYGYBES

Tegu H yra realioji Hilberto erde su normd)| - || ir skaliarine sandauga, -), H* —
jungtiné erd\e, f € H*, K —iskiloji, uZdaroji erdejeH aibé ira(-,-) : Hx H — R —
apréZta bitiesig forma. Siame skyrelyje atsisakysime bitiesirformos koercityvumo
prielaidos. Vietoje jos reikalausime, kad bitiesiformaa(-, -) buty tik neneigiama,
t.y. tenkinty salyga

a(u,u) >0, Yue H. (10.38)

Nagrirésime uZdavinj: rasti funkcija € K tokia, kad
a(u,v —u) > (f,v—u), YveK. (10.39)

Be koercityvumo salygos toks uzdavinys gali nétisprendinio. PavyzdZiui, Sin-
jorinio modelinis uZdavinys: rasti funkcijg € K tokia, kad

/uw(vw—uw)dxz/f-(v—u)dx, Yo e K,
Q

Q

K = {v € WiQ) : v(z) > h(z), bv. z € S}, neturi sprendinio su laisvai
pasirinkta funkcijaf € Lo(Q). IS tikryjy, jeigu egzistuoty funkcija € K, tenki-
nanti Sia variacine nelygybe, tai@aev = u + ¢, ¢ = const > 0, gautume

/ f(x)dzr <0. (10.40)
Q

Taigi Si salyga yra btina iSsprendZiamumo salyga. Jeigu ji nepatenkinta, tai vaéacin
nelygyké sprendinio neturi.

Grjzkime prie |(L0.39 variacires nelygyks. Apsiribosime atveju, kai bitiesn
forma yra simetri, t.y.

a(u,v) = a(v,u), Yu,ve€ H. (10.41)
Siuo atveju10.39 variaciré nelygyle ekvivalenti uZdaviniui: rasti tokia funkcija €
K, kad

1
q)(u) = Hél%q)(?}), (I)(U) = ia‘(vav) - <f7 U> . (1042)
1518 skyriaus rezultaty iSplaukia, funkcional@syra iskilasis ir silpnai pustolydis is
apaios.
TeguN, ir Ny yra kvadratimes formosu(-,-) ir funkcionalof € H* branduoliai,
Lty.

No={ue€e H:a(u,v)=0,Yve H}, Ny={ueH:(f, u)=0}
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10.8 teorema. Tegu bitiesie formaa(-, -) yra apéZta, neneigiama ir simetén Be to,
tegu egzistuoj10.39 uZdavinio sprendinys € K. Tada bet kuris kitas sprendinys
u’ € K iSreiSkiamas pavidalu:

u =u+p, p€N,NN;.
aTeguu € K yra (10.39 uzdavinio sprendinyg € N, N Ny iru+ p € K. Tada
O(u+ p) = ®(u) = min S(v),

ty. v = u+ p taip pat yrall 0.39 uZdavinio sprendinys. Tarkime, v’ yra du/(L0.39
uZdavinio sprendiniai. Tada teisingos nelyggb
a(u/au_u/)2<f,u_u,>v a(uvu/_u)z <fa ul_u>'
Sucgje jas, gauname(u — uv’',u — u’') = 0. Tai reiskia, kadi'’ = v+ p, p € N,,.. Be
to,
D(u) = @(u+p) =2(u) = (f, p)-

Todél f(p) =0irp € Ny.»>

TeguN = N, N Ny, N, = N @& M (Cia M — ortogonalusN' papildymas ikiN,).
PaZynmekimeQ, Qy ir Q,; ortogonalaus projektavimo operatorius atitinkamaij,
NirM; P=FE—Q, Py =E —Qn.

10.9 teorema. Tegua(-, -) yra apeZta, simetrig bitiesire forma, tenkinanti puskoerci-
tyvumo salyga:
a(u,u) > a|Pul?, Yu € H, «a = const > 0. (10.43)

Be to, tegu aib Q(K) apreZta. Tada egzistuofa0.39 variacirés nelygyes sprendi-
nys.

< Funkcionalaspb yra iSkilas ir pustolydis is afggos. Tol pakanka jrodyti, kad
i§ minimizuojartios sekos galima iSrinkti konverguojantj posekj. Tegue K yra
minimizuojanti seka, t.y

lim ®(u,) = Ulgff(@(v) =d < +o0.

n—oo

IS projektavimo operatorilp ir (Q savybiy gauname
lunll® = [ Pun | + [|Qunl|*.

Jeigu sekau,, néra apéZta, tai egzistuoja toks posekis (jj vél Zymésimeu,,), kad
lun|| — oo, kain — oo. Pagal teoremos salyga sekQu, } yra apeZta. Toél
| Puy|| — oo, kain — oc. Kartu galime tvirtinti, kad

P (un) = %a(un,un) —(f, Pun) — (f, Qun) >

1
> sl Punl® = 11 Punll = 11| Quall — +oo,

kain — oo. TaCiau tai prieStarauja tam, kad seka,} yra minimizuojanti, t.y.

®(u,) — d < +oo. Taigi kiekviena minimizuojanti seka yra agita. Kadangi
Hilberto erd\e yra refleksyvi, tai iS minimizuojaimos sekos galima iSrinkti posekj,
konverguojantj j|10.39 variacirés nelygyks sprendinj>
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10.6. VARIACINES NELYGYBES SU NETIESINIAIS
MONOTONINIAIS OPERATORIAIS

IS pradZiy nagrigsime variacine nelygybe baigtiniarag erdeje. Tiksliau, tegud
— baigtiniamag vektorire erd\é su skaliarine sandauga-), K C H — iskila, uZdara
ir apréZta aile, A : K — H — tolydus operatorius. Nagésime uZdavinj: rasti tokj
elementa, € K, kad

(Au,v—u) >0, YveK. (10.44)

10.4 lema. TeguA ir K tenkina anksiau suformuluotas salygas. Ta{d&).44) varia-
ciné nelygyte turi sprendinj.

< Teguw € K yra koks nors fiksuotas elementas. Pagall lema variacie nely-

gybe
(u,v—u) > (w—Aw,v—u), YveK,

turi vienintelj sprendinju = Pk (w — Aw) € K. Be to, operatoriu$’x yra tolydus.
ApibréZkime operatoriq’ : K — K formule:

Tw = Pg(w—Aw), YweK.

Operatoriud’ yra tolydus. Remianti§0.1teorema, egzistuoja toks taskas K, kad
u = Tu. Nesunku matyti, kad yra (10.44) nelygyteés sprendinys:

10.5 lema. TeguX yra Banacho erdy; A : X — X* — radialiai tolydus monotoninis
operatoriusf € X*, K — iSkila uZdara aib. Tada ekvivalenis tokie uZdaviniai:

1. Rasti tokia funkcija. € K, kad
(Au,v—u) > (f,v—u)y, YwveK. (10.45)

2. Rasti tokia funkcija. € K, kad
(Avyv—u)y > (f,v—u), YveK. (10.46)

< Teguu yra (10.4% variacirés nelygyBs sprendinys. Tada, remiantis operatoriaus
A monotoniskumu,

(Avyv—u)=(Au, v —u)+ (Av—Au, v—u) >
>(Au,v—u) > (f,v—u)y, Ywek,

ty. u tenkinal(0.4€) variacine nelygybe. Tarkime, yra (10.4€¢) sprendinys i =
u+t(w—u), kaiw e K, t € (0,1). TaSkaw € K. Todél

(Alu+t(w —u)), w—uy > {(f, w—u), YweK.
Kadangi operatoriaug radialiai tolydus, tai
}irr(l)A(u +t(w—u))=Au

ir yra teisinga10.45 nelygyke. >
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10.10 teorema. TeguX yra refleksyvi Banacho eréyA : X — X* — monotoninis,
apréZtas ir radialiai tolydus operatoriuk, C X — apeZta, iskila ir uZdara aéh Tada
egzistuojg10.45 variacirés nelygyks sprendinys € K. Be to, jeigu operatoriug
yra grieZtai monotoninis, tai sprendinys yra vienintelis.

< TegukK,, yra dicgjanti uZdaryjy iskilyjy aibiy tokia seka, kad
KiCcKyC...CK,C...CK,
aibé |J K,, yratirsta ailgjeK ir K,, C X,, C X, dim X,,, = m. Pagall0.4lema
m=1
su kiekvienun egzistuoja variacigs nelygyks
(A, V= Upm) > (f, v —tUn), Y€ Kp, (10.47)

sprendinysu,, € K,,. Kadangi aile K ap@Zta, tai sekdu,,}55_, taip pat apeZta

ir i$ jos galima irinkti silpnai konverguojantj posekj. Sj posekj, kaip i¢ipaseka,
zymésime{u,, }>°_,. Teguu yra Sio posekio ribinis elementas. Kiekviena uzdaroji
iSkiloji aibé yra silpnai uZdara. Teédu € K. 15.10.5lemos gauname, kad

(Av, v —uUp) > (f, v —Up), Yve K,.
Beto,K,, C K11, Vm. Tocel
(Av, v —up) > (f, v —upm), Yve€ K k<m. (10.48)

Fiksuokime(0.48 nelygytejek ir pereikime prie ribos, kain — oo. Tada gausime
nelygybe

(Av,v—u) > {(f,v—u), Yve K. (10.49)
Kadangi|(.0.49 nelygyke teisinga su kiekvienl, tai
(Avyv—uy > (f,v—u), Yve€ UKk' (10.50)
k=1

Aibé |J K yra tirsta aileje K. Be to, operatoriusA yra demitolydus «,, — u
k=1
erdejeX, = Au,, — Au erdvejeX*). Tocél is (10.5() gauname, kad
(Av,v—u) > (f,v—u), YveK. (10.51)

15/10.5lemos isplaukia, kad tenkinal(L0.4% nelygybe. Spendinio vienatj paliekame
jrodyti skaitytojui.
Tarkime, K yra neapeZtoji, iSkiloji aibé. Parinkime tokj sk&iy R > 0, kad ait®

Kr=Kn{ueX:|u| <R}#0.
Su kiekvienu tokiuR variaciré nelygyte
(Aug, v—ugr) > (f,v—ugr), Yvé€ Kg, (10.52)

turi sprendinjur € K g, jeigu tik operatoriusA tenkina visas 0.10teoremos salygas.
Be to,||ur| < R.
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10.6 lema. Tegu operatoriusA tenkinal0.10 teoremos salygads — iSkila, uZdara
aibé. Tada btina ir pakankamé#10.45 variacirés nelygyks sprendinio egzistavimo
salyga yra tokia: egzistuoja toks s&ais R > 0, kad bent viena§l0.52) variacirés
nelygybes sprendinysr € Kr tenkina nelygybélug|| < R.

aTeguu € K yra (10.4% variacirés nelygyks sprendinys. Tada imdami> ||u||
gausime, kad tenkinal(L0.52) variacine nelygybe.

Tarkime, [(L0.52) variaciré nelygyte turi sprendinjup € Kgr ir ||ug| < R. Tada
su kiekvienun € K egzistuoja tokiev € Kgr ir ¢ > 0, kadw — ur = ¢(n — ug).
Imkime (10.52) nelygytéjev = w ir perrasykime taip:

(Aup, w—ugr) =e(Augr, n—ur) >e(f,n—ug), VneckK.

Todéluy tenkina!(0.45. >

10.11 teorema. TeguX yra refleksyvioji Banacho eréy K C X — iSkila uZdara aié,
A : X — X* — monotoninis, a@Ztas ir radialiai tolydus operatorius. Be to, egzistuoja
tokieuy € K ir R > |Juo||, kad

(Av, up —v) < (f,up —v), YveK:|v|]|=R. (10.53)
Tada egzistuojél0.45 variacirés nelygyks sprendinys € K.
aTeguug yra (10.52) sprendinys. Jeigltur|| = R, tai
(Aug, up —ugr) > (f, up — ur)

ir gauname priestara. Tét||ur|| < R ir patenkintos viso40.6lemos salygos-
ApibréZzimas. Sakysime, operatorids: X — X* yra koercityvus aibje
K, jeigu egzistuoja toks elementag € K, kad

Rl M ANV (10.54)

kai|ju|| — oo.

10.12 teorema. TeguX yra refleksyvioji Banacho eréyK C X — iskila uZdara aib,
A : X — X* —monotoninis, amZtas, radialiai tolydus ir koercityvus &jjie K opera-
torius. Tada egzistuojd.0.4% variacirés nelygykes sprendinys € K.

< Fiksuokime skaiiy o > | f|lx+. Kadangi operatoriusi yra koercityvus, tai
egzistuoja toks skaius R > ||ug||, kad

(Au, u—ug) > allu—uol,
kai||u|| > R. Todél
(Au, u—wuo) + (f, uo —u) > allu —uol| — || |

> (a—||f]

x+|Ju — | >

x4 ) ([l = [luoll) >0,
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kai|lu|| = R. Kartu teisinga nelygy®
(Au, up —u) <(f; uo —u),

kai||u| = R. Remiantisl0.12teorema, egzistuojd 0.4% variacirés nelygys spren-
dinysu € K.»>
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