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Atsitiktiniai procesai

Tikimybinė erdvė (Ω,F ,P). Mačios erdvės (R,B),
(S,S).

Atsitiktinis dydis: mati funkcija ξ : (Ω,F) → (R,B)

Atsitiktinių dydžių šeima {ξt, t ∈ T}. T – parametro
kitimo aibė, pvz. T = [0, 1], T = N.

Dviejų argumentų funkcija ξ : Ω × T → R. Fiksavus t
gauname atsitiktinį dydį, fiksavus w gauname funkciją.

Atsitiktinis elementas: mati funkcija
ξ : (Ω,F) → (C([0, 1], C).
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Vynerio procesas arba Brauno judesys

W0 = 0.

Wt ∼ N(0, t).

EWtWs = t ∧ s.

Jei t0 < t1 < t2, · · · < tn, tai

Wt1 − Wt0 ,Wt2 − Wt1 , . . . ,Wtn − Wtn−1

nepriklausomi atsiktiniai dydžiai.

Vynerio paklodė ir jos modeliavimas – p.3



Brauno judesio trajektorijų savybės

Tolydžios.

Nediferencijuojamos nė viename taške.

Tenkina Hiolderio sąlygą:

|f(t) − f(s)| < c|t − s|α,

čia f - Brauno judesio trajektorija, 0 < α < 1/2.
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Brauno judesio modeliavimas.

Donskerio-Prochorovo teorema

Tegu X1, X2, . . . nepriklausomi, vienodai pasiskirstę
atsitiktiniai dydžiai su nuliniais vidurkiais. Tegu S0 = 0 ir

Sk = X1 + X2 + . . . + Xk, k = 1, 2, . . .

Apibrėžkime atsitiktinį procesą

ξn(t) = S[nt] + (nt − [nt])X[nt]+1, t ∈ [0, 1].

Tada

n−1/2ξn
D
−→ W erdvėje C[0, 1]

tada ir tik tada, jei EX2
1 < ∞.
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Brauno judesio trajektorija
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Brauno judesio trajektorija
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Konvergavimas kitose erdvėse

Tegu 0 < α ≤ 1, Ho
α

(

[0, 1]d
)

yra aibė tokių realių tolydžių

funkcijų x : [0, 1]d → R, kurioms limδ→0 wα(x, δ) = 0, čia

wα(x, δ) = sup
t,s∈[0,1]d,0<|t−s|<δ

|x(t) − x(s)|

|t − s|α
.

Kada teisinga

n−1/2ξn
D
−→ W erdvėje Ho

α([0, 1])? (1)
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Konvergavimas kitose erdvėse

Lamperti (1962) įrodė, kad (1) teisinga, jei E|X1|
p < ∞,

čia p > 1/(1/2 − α) ir 0 < α < 1/2.

Račkauskas ir Suquet (2001) papildė Lamperti
rezultatą įrodydami, kad (1) teisinga tada ir tik tada,
kai

lim
t→∞

tpP(|X1| ≥ t) = 0 su p =
1

1/2 − α
.
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Skirtingas momentų skaičius
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Vynerio paklodė

Wd(t) = 0, jei nors vienas ti = 0.

Wd(t) ∼ N(0, t1 · · · td), t = (t1, . . . , td).

EWd(t)Wd(s) = (t1 ∧ s1) · · · (td ∧ sd).
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Vynerio paklodės savybės

Fiksavus vieną ti, gaunama Vynerio paklodėWd−1.

Nesikertančiuose aibėse, nepriklausomi atsitiktiniai
dydžiai.

Trajektorijos priklauso erdvei Ho
α

(

[0, 1]d
)

.
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Vynerio paklodės savybės
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Laužčių proceso apibendrinimas

Tegu (Xj , j ∈ N
2, j ≥ 1) yra vienodai pasiskirstę

atsitiktiniai dydžiai su nuliniu vidurkiu. Tada

ξn(t) =S([n1t1], [n2t2])+

+ (n1t1 − [n1t1])S
(2)
([n1t1]+1,[n2t2])

+ (n2t2 − [n2t2])S
(1)
([n1t1],[n2t2]+1)

+ (n1t1 − [n1t1])(n2t2 − [n2t2])X([n1t1]+1,[n2t2]+1),

čia

S(k, m) =
k

∑

j=1

m
∑

j=1

X(i, j), S
(1)
(k, m)

=
m

∑

j=1

X(k, j), S
(2)
(k, m)

=
k

∑

i=1

X(i, m).
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Laužčių proceso apibendrinimas
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Konvergavimas

Kada

(n1n2)
−1/2ξn

D
−−−−−−→
n1∧n2→∞

W2 erdvėje Ho
α

(

[0, 1]2
)

?

Erickson (1981) įrodė, kad tai teisinga, jei E|X1|
q < ∞,

kai q > 2/(1/2 − α).

Įrodoma, kad tai teisinga tada ir tik tada, jei

t1t2P
(

|X1| > t
1/p
1 t

1/2
2

)

→ 0, kai t1 ∧ t2 → ∞.
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Vynerio paklodės trajektorijos
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Palyginimas

Sena sąlyga: E|X1|
q < ∞, kai q > 2/(1/2 − α).

Nauja sąlyga: t1t2P
(

|X1| > t
1/p
1 t

1/2
2

)

→ 0, kai t1 ∧ t2 → ∞.

Pagerintas Erickson rezultatas dvimačiam atvejui.
“Reikia” dvigubai mažiau momentų.

lim
t→∞

tpP(|X1| ≥ t) = 0.

Einant fiksuotais keliais: n2 = O(nr
1), r ≥ 1 užtenka

mažiau momentų, negu vienmačiu atveju.

lim
t→∞

t
r+1

r/p+1/2 P(|X1| ≥ t) = 0.
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Skirtingas momentų skaičius
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Įrodymo detalės

Prochorovo teorema apibendrintoms sekoms.

Arcela-Askoli teoremos analogas erdvėje Ho
α

(

[0, 1]2
)

.

Apibendrinto laužčių proceso skirtumų nagrinėjimas.

Doob, Rosenthal nelygybės.
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Neišspręstos problemos

Rasti būtinas ir pakankamas sąlygas, kai d ≥ 2.

Rasti būtinas ir pakankamas sąlygas atvejui su Vynerio

paklode {W (A), A ∈ TB}, čia TB – visų [0, 1]d Borelio
poaibių, kurių Lebego matas baigtinis, aibė.

Save normuojančio apibendrinto laužčių proceso
konvergavimas.
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Papildoma informacija

Skaidrė daryta su LATEX naudojant prosper paketą iš
http://prosper.sourceforge.net

Grafikai daryti naudojant statistinį paketą R iš
http://www.r-project.org

Skaidres, LATEX dokumentą ir R kodą galima rasti
http://mif.vu.lt/∼vaze0348/slides
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