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Uždavinys

Ar modelis

yit = αi + x′itβ + uit ,

yra adekvatus?
Alternatyvus modelis:

yit =

{
αi + x′itβ0 + uit , for (i , t) ∈ I,
αi + x′itβ1 + uit , for (i , t) ∈ Ic ,

čia I - indeksų aibė.
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Vidurkio pasikeitimas vienmačiu atveju

Turint imtį norime testuoti ar tam tikrame taške įvyko
pasikeitimas
Nulinė ir alternatyvi hipotezės:

H0 : EXi = µ0

prieš

HA : ∃k∗ toks kad EXi = µ0 + (µ1 − µ0)1 (k∗ < i ≤ n)
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Jei pasikeitimas taškas žinomas

Paprasta idėja: lyginam vidurkius.

1
k∗Sk∗ −

1
n − k∗ (Sn − Sk∗) =

n
k∗(n − k∗)

(
Sk∗ −

k∗
n Sn

)
Pažymėkime

R = (Sk∗ −
k∗
n Sn)

Tegu k∗/n→ c. Tada dėl CRT turime

n−1/2R → N(0, σ2c(1− c))

Prie alternatyvos

n−1/2R = n1/2 k∗
n

(
1− k∗

n

)
(µ1 − µ0) + OP(1)→∞
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Pasikeitimo taškas nežinomas

Jei nežinome kur pasikeitimas, “ieškome” jo:

Q = max
1<k<n

|Sk −
k
n Sn|

Jeigu ξn = S[nt] + (nt − [nt])X[nt]+1 :

Q = max
1<k<n

|ξn(k/n)− k/nξn(1)|

Taigi Q yra ξn funkcionalas

Q = f (ξn), čia f (x) = sup
0<t<1

|x(t)− x(1)|

Funkcionalas f : C [0, 1]→ R yra tolydus erdvėje C([0, 1]).
Pritaikius invariantiškumo principą kartu su tolydaus
atvaizdžio teorema

n−1/2Q D−→ sup
0<t<1

|W (t)− tW (1)|
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Epideminės alternatyvos

Norim testuoti epidemiją: vidurkis pasikeitė ir po to grįžta.
Alternatyvi hipotezė: EXi = µ0 + (µ1 − µ0)1 (k∗ < i ≤ m∗)
Ta pati argumentacija:

UI(n, α) = max
1≤i<j≤n

|Sj − Si − (j − i)/nSn|
[(j − i)/n]α

Funkcionalas netolydus C [0, 1], bet tolydus Ho
α([0, 1])
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Kodėl dalinti?

Nustatytos epidemijos ilgis priklauso nuo α.
Prie alternatyvos

n−1/2UI(n, α) ≥ l∗(1−α)

n1/2−α

(
1− l∗

n

)
|µ1 − µ0|+ OP(1)

Jei l∗ = nγ tai

n−1/2UI(n, α)→∞ kai γ > 1/2− α
1− α
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Dvimatis atvejis

Kažkuriame laiko intervale pasikeitimas įvyksta visiems
individams
Stebėjimo pradžioje pasikeitimas įvyksta tik kai kuriems
individams
Stebėjimo pabaigoje pasikeitimas įvyksta tik kai kuriems
individams
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Stačiakampės alternatyvos

Panelinių duomenų imtis {Xij , i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m}
(H0) : Visų Xij vidurkis yra µ0.
(HA) : Egzistuoja sveiki skaičiai 1 < a∗ ≤ b∗ < n,
1 < c∗ ≤ d∗ < m ir konstanta µ1 6= µ0 tokia, kad

E Xij = µ0 + µ11
(

(i , j) ∈ [a∗, b∗]× [c∗, d∗] ∩ N2
)
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Pasikeitimo stačiakampis žinomas

Lyginam vidurkius:

R =
n∑

i=1

m∑
j=1

Xij1
(( i

n ,
j
m

)
∈ D∗

)
− k∗l∗

nm

n∑
i=1

m∑
j=1

Xij ,

čia k∗ = b∗ − a∗, l = d∗ − c∗.
Prie nulinės hipotezės

(nm)−1/2R → N(0, σ2|D∗|(1− |D∗|))

kai n ∧m→∞.
Prie alternatyvos

(nm)−1/2R = (nm)1/2 k∗l∗
nm

(
1− k∗l∗

nm

)
(µ1 − µ0) + OP(1).

Statistika diverguos, kai k∗ = O(nγ) ir l∗ = O(mδ) su
γ, δ > 1/2.
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Kaip normuoti?

Vienmačiu atveju normuojame skirtumu, funkcionalas tolydus
Hiolderio erdvėje.
Dvimačiu atveju normuojame diametru, funkcionalas tolydus
Hiolderio erdvėje.
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Normavimas diametru

Testinė statistika

DUI(nm, α) = max
1≤a<b≤n
1≤c<d≤m

|∆1
b−a∆2

d−cSbd − (sb − sa)(td − tc)Snm|
max{sb − sa, td − tc}α

čia si = i/n, tj = j/m, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m ir

∆1
b−a∆2

d−cSbd = Sbd − Sad − Sbc + Sac
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Ribinis pasiskirstymas

Kiekvienam n ir m DUI(nm, α) yra tolydus funkcionalas
Ho
α([0, 1]2), kurio riba yra funkcionalas Tα

Tα(x) =

sup0≤s<t≤1
|x(t)−x(s1,t2)−x(t1,s2)+x(s)−(t1−s1)(t2−s2)x(1,1)|

|t−s|α

Invariantiškumo principas duoda

(nm)−1/2DUI(nm, α)→ Tα(W ),

čia W - Vynerio paklodė.
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Elgesys prie alternatyvos

Jei Xij yra nepriklausomi ir σ2
0 = supn var(Xn) <∞ bei

lim
n→∞

(nm)1/2 hnm
dαnm
|µ1 − µ0| → ∞,

čia

hnm =
k∗l∗
nm

(
1− k∗l∗

nm

)
ir dnm = max

{k∗
n ,

l∗
m

}
,

tai

(nm)−1/2DUI(nm, α)→∞
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Epidemijų ilgumas

Vienmačiu atveju galima epidemijos ilgis n
1−2α
2−2α .

Dvimačiu atveju tarkime, kad k∗ = nγ , l∗ = mδ ir kad
µ1 − µ0 nepriklauso nuo (n,m). Tada

nγ−1/2mδ−1/2

[nγ−1 ∨mδ−1]α
→∞

Jei nγ−1 > mδ−1 tai

nγ(1−α)+α−1/2mδ−1/2 →∞
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Regresija vienmatis atvejis

Nulinė hipotezė

yt = x′tβ + ut (1)

Alternatyva

yt =

{
x′tβ0 + ut , t = 1, . . . , t0,

x′tβ1 + ut , t = t0 + 1, . . . ,T .
(2)

CUSUM statistikos, Brown, Durbin, Watson (1975) normalių
paklaidų atveju, rekursinėm liekanoms.
Sen (1982), i. i. d. paklaidų atveju.
Kramer, Ploberger (1992), įprastoms liekanoms.
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Panelinių duomenų regresija

Įprasta regresija

yit = xitβ + uit , i = 1, . . . , n; t = 1, . . . ,T

Fiksuotų efektų regresija

yit = µi + xitβ + uit , i = 1, . . . , n; t = 1, . . . ,T
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Invariantiškumo principas

Jeigu uit tenkina invariantiškumo principą:

(nT )−1/2ξnT
D−→W

tai

Įprastai regresijai

(nT )−1/2ξ
(OLS)
nT (u, v)→W (u, v)− uvW (1, 1)

Fiksuotų efektų regresijai

(nT )−1/2ξ
(FE)
nT (u, v)→W (u, v)− vW (u, 1)
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Lokalios alternatyvos

Suppose

βij = β +
1√
nmg

( i
n ,

j
m

)

Įprasta regresija

(nT )−1/2ξ
(OLS)
nT (t, s)

D−→W (t, s)− tsW (1, 1)

+

∫ t

0

∫ s

0
c ′g(u, v)dudv − tsc ′

∫ 1

0

∫ 1

0
g(u, v)dudv

Fiksuotų efektų regresija

(nT )−1/2ξ
(FE)
nT (t, s)

D−→W (t, s)− sW (t, 1)

+

∫ t

0

∫ s

0
c ′g(u, v)dudv − s

∫ t

0

∫ 1

0
c ′g(u, v)dudv ,
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