Matematiné analize. Rudens semestro pratyby medziaga

Vaidotas Zemlys
2010 m. geguzeés 18 d.

Turinys

I

Pirmoji grupé uzdaviniy|

I1.1 1-2 paskaitos| . . . . . . . . .
I1.2  3-4d paskaitos| . . . . ...
[1.3  5-6 paskaitos| . . . . . ..

2

Antroji grupe uzdaviniy|

2.1 7-8 paskaitos| . . . ...
2.2 9-10 paskaitos|. . . . . . . oL e
2.3 11-12 paskaitos| . . . . . . . . .
2.4 13-14 paskaitos| . . . . . . . L

Trecioji grupe uzdaviniy|

B.1 17-18 paskaitos| . . . . . . . ..
8.2 19-20 paskaitos| . . . . . ...




1.1

Pirmoji grupé uzdaviniy

1-2 paskaitos

. Rasti visus funkcijos f kritinius taskus ir nusakyti, kurie taskai yra stacionarumo, o kuriuose

funkcija néra diferencijuojama.

(a) f(z)=a%—322+2z+1

(b) f(z) = (2 —1)*/?

(c) f(x) = sin(mz?)
Duotam intervalui I ir funkcijai f : I — R rasti funkcijos minimuma ir maksimuma arba
paaiskinti kodél jis neegzistuoja.

(a) f(SC) = ‘TS - 2717 I= [7274}

(b) f(z) = (2 — 16)*/%, I = [-5,6)

I2

(C) f(l') = Z2F1° I= (—O0,00)
Dzeimsas Bondas yra vienoje puséje 12 myliy platumo kanjono, kurio kitoje puséje yra slapta
kariné bazé nutolusi nuo jo per 20 mylias, iki kurios jam reikia nusigauti. DzZeimsas Bondas
turi jtaisa kuriuo gali persikelti per kanjona tiesia linija 3 myliy per valanda greiciu. Persikéles

jis gali testi savo misija pésc¢iomis 5 myliy per valanda grei¢iu. Kur kitoje kanjono puséje jam
geriausiai persikelti, kad iki karinés bazés jis nusigauty grei¢iausiai?

. Lordas nusprendé pastatyti staciakampj aptvara ant uolos kuri yra upés krantas. Jis turi 1000

pédu tvoros, bet jam nereikia tverti tos uolos pusés kuri yra prie upés krantas (krantas yra
tiesi linija). Kokie aptvaro iSmatavimai duos didziausia aptveriama plota?

Viela kuri yra ilgio L yra padalinama j dvi dalis. Viena dalis yra sulenkiama j apskritima,
kita | kvadrata. Kokiomis proporcijomis reikia padalinti viela, kad gauty figury plotai buty
maksimalus?

Cilindro, kurio aukstis yra h, o pagrindo spindulys r, turis yra V = 7r2h, o pavirsiaus plotas
S =2mr(r+ h).

(a) Kokie turéty buti uzdaros cilindrinés skardinés, kurios turis yra 20007 kubiniy coliy,
iSmatavimali, kad jai pagaminti buty sunaudota maziausiai skardos?

(b) Kokio didZiausio turio skardiné gali buti padaryta i 6007 kvadratiniy coliy skardos
gabalo?

(c) Istirkite kaip pasikeiia Sie atsakymai, jei skardiné turi viena atvira gala.
Raskite tokj kreivés y = 22 tagka, kurios yra aréiausiai tagko (16, %)

Staciakampis yra ibréztas i elipse, kurios lygtis yra x2 4+ 4y?> = 4. Raskite didziausio ploto
tokio staciakampio iSmatavimus.

Normandiskas langas yra staCiakampio su puslankiu virsuje formos. Puslankio diametras
sutampa su staciakampio plociu.

(a) Parodyti, kad didziausio ploto normandiskas langas su fiksuotu perimetru P yra tas,
kurio staciakmpio aukstis yra pusé jo plocio.

(b) Kaip pasikei¢ia problema, jeigu mes fiksuotume reikalingo rémo ilgj, laikydami, kad prie
iSorinio rémo dar reikia rémo dalies, staciakampio virsui?

ND 1.1 Rasti visus funkcijos f kritinius taskus ir nusakyti, kurie taskai yra stacionarumo, o ku-
rivose funkcija néra diferencijuojama.

1.

f(x) = 32* — 2023 + 3622 + 3

2. fla) =



2—uz, kair < —1,
flx) =< 4— 22, kai —1 <z <2, (1)
22— 8z +12, kaix > 2.

ND 1.2 Duotam intervalui I ir funkcijai f: I — R rasti funkcijos minimumg ir maksimumqg arba
paaiskinti kodél jis neegzistuoja.

1. f(z) =23 - 27z, I = [-2,4]

2. f(z) = (2% —16)%/3, I = [-5,6)

2

3. f(x)= a2 L= (—00,00)

ND 1.3 Pateikite pavyzdg funkcijos apibrézos tieséje R, kuri turi lokaly maksimumg taske a, bei
lokaly minimumg taske b, bet f(a) < f(b).

ND 1.4 Turime du koridorius kurie susijungia staciu kampu, ir kurio vieno plotis yra w1, o kito
ws. Kokio maksimalaus ilgio kopécias galima pranesti Siuo pracjimu?



1.2

1.

8.

ND

3-4 paskaitos

Kiekvienai i$ funkcijy raskite: taskus, kur funkcija kerta x ir y asj, horizontaliasias ir vertika-
liasias funkcijos asimptotes, intervalus, kuriuose funkcija yra monotoniné, iskilumo ir jgaubtu-
mo intervalus, funkcijos lokalius minimumus ir maksimumus, funkcijos islinkio taskus. Rem-
damiesi $ia informacija nubrézkite funkcijos grafika.

(a) f(z) =
(b x) = 2?3 4+ 5~ 1/3
(c

r+2, kaiz < —1,
fle) = {x27 kai x > —1.

. Nubreézkite funkcijos f tenkinancios visas nurodytas salygas grafika, arba paaiskinkite, kodél

tokia funkcija neegzistuoja:

(a) f turi lokaly minimuma taskuose v = —1, x =1 ir = 3;

(b) f turi lokaly maksimumg taskuose x = =3, x =0, x =2 ir = 5.

() max f(z) = f(~3) =2

(d) min f(z) = £(1) = =5

(e) f yra diferencijuojama isskyrus taska z = 5.
Kiekvienam nurodytam reiskiniui arba pateikite pavyzdj arba jrodykite, kad toks reiskinys
nejmanomas:

(a) Islinkio taskas, kuris yra ir lokalaus ekstremumo taskas.

(b) Stipriai monotoniska funkcija kur yra iSgaubta visoje ties¢je (—o0, 00)

(¢) Apreézta funkcija, kuri yra iskila tieséje (—oo, 00)

. Tarkime, kad f yra du kartus tolydziai diferencijuojama funkcija intervale (a,b) ir Siame

intervale yra trys skirtingi taskai z1, zo ir xg, kurivose f(z1) = f(z2) = f(zs). Irodykite,
kad egzistuoja toks taskas ¢, kuriam f®)(c) =0

. Tarkime, kad f ir g yra du kartus tolydziai diferencijuojamos funkcijos intervale (a,b). Tegu

ce (a,b)ir f(c) = f'(c) =0=g(c) = ¢g'(c), ir g (c) # 0. Parodykite, kad

i 1) 00

wegln) ~ g(o)

. Raskite sinuso funkcijos Tayloro formule taske 0.

7.

Rasti funkcijos e2*=%" Tayloro formule su nariais iki z°. (129)

Rasti funkcijos V/sin 23 Tayloro formule su nariais iki #1%.(130)

1.5 Kiekvienai is funkcijy raskite: taskus, kur funkcija kerta x ir y asj, horizontaligsias ir

vertikaligsias funkcijos asimptotes, intervalus, kurivose funkcija yra monotoniné, iskilumo ir jgaub-
tumo intervalus, funkcijos lokalius minimumus ir maksimumus, funkcijos islinkio taskus.

1.

2.

ND

ND

fla) =2t — 22
12
f(@) = ==
1.6 Raskite kosinuso funkcijos Tayloro formule taske 0.

1.7 Raskite funkcijos sin(cosx) Tayloro formule su nariais iki x°.



1.3 5-6 paskaitos

1. Pasinaudodami kintamyjy keitimu suintegruokite

a 1+:>1n x

acda:

(
(b

(d f _ sinzcosxzdx

a? sin? z+b2 cos? z

)
)
(c) [ xm
)
)

(e

2. Pasinaudodami integravimu dalimis suintegruokite

sin x

(a) [x?arccoszdx
(b) [ nady
(c) farctan Vadz
(d) f (a2+12)2
(e) [Va2?—22dx

3. Suintegruoti naudojantis kintamuyjuy keitimu:

() | 7

b) [ A=
(¢) [Va?—a2dx




2.1

Antroji grupé uzdaviniy

7-8 paskaitos

. Naudojant racionaliyjy funkcijy integravimo metodus suintegruoti:

() | ety
) | semteTo

() [ +#5

. Rasti iracionaliqjq funkcijy integralus

@) J 5% o7

(b) | vy (106)

(©) [ = (107)
Suintegruoti trigonometrines funkcijas
(a) sm3 (114)
(b) [tg’z (116)

dx
(C) f sin(z+a) sin(z+b) (122)

Rasti integralus:

(a) 200” V1 — cos 2xdx
(b) 077/2 sin” xdx

(c) fo (In x)"dx




2.2 9-10 paskaitos
1. R? erdves vektoriams z = (3,0, —1) ir y = (1,2, 3) rasti:
(a
(b

(c
(d

vektoriy 3z — y;
skaliaring sandauga = - y;

euklidinius ilgius ||z||2 ir |ly]|e;

NN N N

euklidinj atstuma ps(z,y).
2. Tegul a,b,c € R ir bet kuriems z = (21, 72) € R?, y = (y1,y2) € R? tegul
q(z,y) = ar1ys + br1ys + bxay1 + crays.
Su kokiais a, b, c € R funkcijai g(-,-) : R> — R galioja savybés:

q(ZE,IE) > 07 Jel z 7é 07
q(z,y) = q(y, ),
q(z, Ay + pz) = A(z,y) + pg(z, 2).

3. Tegu z,y € R? ir || - || yra norma erdvéje RY. Jrodyti, kad
)l = llylll < llz =yl

4. Pavaizduoti erdvés R? aibes {||z[2 = 1,2 € R?}, {||lz1 = 1,z € R?}, {||]|max = 1,z € R?}

5. Kiekvienam n € N tegul

a:n:< n ,1n)€R2
1+n n

Naudojant tik sekos konvergavimo apibrézima, jrodyti, kad vektoriu seka (z,,) konverguoja i
vektoriy (1, —1), kai n — oo.

6. Su kiekvienu n € N, tegul x,, := (e "sinn,e " cosn) € R2. Ar vektoriy seka (x,,) turi riba?
Atsakyma pagristi.

7. Tarkime, kad vektoriy seka (x,) konverguoja i vektoriy y. Irodyti, kad bet kuris jos posekis
(2, ) taip pat konverguoja j vektoriy y.

8. Parodyti, kad jei ||z, — ||max — 0, tai ||Zn||lmax = |||l max-
ND 2.1 [rodyti, kad bet kuriems x,y,z € R% ir A\, u € R,
x-x >0, jei x #0,
oy =y,
5 O+ p2) = Az ) + ple - 2)
ND 2.2 [rodyti, kad funkcijoms || - |1 ir || - ||max galioja savybés:
1. kiekvienam x € R%, ||z|| > 0;
2. kiekvienam x € R%, ||z|| = 0 tada ir tik tada, kai v = 0;
3. visiems r € R% ir X € R, ||Az|| = |\|||z]|;

4. visiems x,y € R, ||z +y|| < [z + [|ly|.

ND 2.3 Tegu

Rasti (pateikti jrodymus)



1. limx,;
2. lim ||z, ||2;
3. lim ||z, |15

4. lim ||zp || max-

ND 2.4 Tarkime, kad R? erdvés elementy seka (x,,) konverguoja j nulj, kai n — oo ir R? erdvés
elementy seka (y,) yra apréita. Irodyti, kad x,, - y, — 0, kai n — oo.



2.3

1.
2.

11-12 paskaitos
Tegu a,b € R? ir a < b. Irodyti, kad uzdarasis staciakampis [a, b] yra uzdaroji aibé.

Tegul A yra euklidineés erdves aibé ir tegul F yra tokiy sios erdvés uzdaryjy aibiy F rinkinys,
kurioms A C F. Irodyti, kad A =NF.

. Trodyti, kad aibé A € R? yra atviroji tada ir tik tada, kai su kiekvienu elementu z € A

egzistuoja toks atvirasis stac¢iakampis (a,b) C R, kad z € (a,b) C A.

. Tegul 0 < r < R. Irodyti, kad aibé {z € R? : r < ||z||2 < R}, vadinama atviruoju Ziedu, yra

atviroji.

. Tegu aibé A = {||||max < 2,2 € R?} ir B={2? —¢y> > 1,(z,y) € R?}. Tegu C = ANB

(a) Ar C yra atvira, ar uzdara? Pagriskite savo atsakyma.
(b) Rasti C°
(c) Rasti C

. Imkime ta pacia aibe C. Ar taskas (—1,0) priklauso aibei C? Koks vidinis, salydio, ribinis

ar izoliuotas Sis taskas yra aibei C'? Ar jmanoma sukonstruoti aibés C' tasky seka konverguo-
jandia i (—1,0)7 Jei jimanoma sukonstruokite, ir parodykite konvergavima, jeigu nejmanoma
irodykite.

Ar aibiy rinkinys
{{yeR?: |ly—kl1 <1}:k ez}
yra euklidinés erdvés R? atvirasis denginys? Atsakyma pagristi.

Irodyti, kad kiekviena, baigtinj elementy skai¢iy turinti, euklidinés erdvés aibé yra kompak-
tine.

ND 2.5 Tegul A yra euklidinés erdvés aibé ir tegul G yra tokiy sios erdvés atviryjy aibiy G rinkinys,
kurioms G C A. [rodyti, kad A° = UG.

ND 2.6 Tegu aibé A = {||z|lmax < 2,7 € R?} ir B = {2? —y?> > 1,(2,y) € R?}. TeguC = AN B
Ar aibé C yra santykinai atvira aibés A atZvilgiu, ar ji yra santykinai uzdara? Pagriskite savo
atsakymg.

ND 2.7 Teqgu A= {z € R®: 29 > 2,2 + 23 = 1}.

1.
2.
3.
/.

Rasti A°.
Rasti A.
Ar aibé A yra kompaktiska? Pagristi atsakymag.

Sukonstruoti tokig aibés A tasky sekq, kuri nekonverguoty.

ND 2.8 Jrodyti, kad aibés A C RY savybés (a), (b), (¢) yra ekvivalencios:

1.
2.
3.
4.

A yra apréita
egzistuoja toks uidarasis staciakampis [a,b] C R?, kad A C [a,b)].
egzistuoja toks realusis skaicius R, kad A C {x € R? : ||z nae < R}

egzistuoja toks realusis skaicius R, kad A C {x € R?: ||z||; < R}



13-14 paskaitos

. Rinkinys {(1,n € N)} yra intervalo (0,1) atvirasis denginys. Ar Sis denginys turi baigtinj
podenginj?

. Sukonstruoti tokj skaity rinkinj kompaktiniy aibiy, kuriy sajunga néra kompaktiné aibé.

. Tegul K yra euklidinés erdvés kompaktiné aibé. Tada egzistuoja tokie vektoriai v € K ir
v e K, kad

lully < llzlly < ol visiems = € K

. Tegul K yra euklidinés erdvés kompaktiné aibé ir y ¢ K. Irodyti, kad egzistuoja toks ele-
mentas u € K, kad

|u—ylly < llz —yl,, visiems x € K,
t.y. egzistuoja artimiausias y-ui aibés K elementas.

. Tegul f: RP — R?, g € RP ir ¢ € R?. rodyti, kad f(z) — ¢, kai ¢ — z( tada ir tik tada,
kai || f(z) — cl|2 — 0, kai 2 — .

. Trodyti, kad funkcijos
(a) (z,y) >z +yis RIx RTjR?
(b) (\,x) = Az i§ R x R? j R?
(c) (z,9) > x-yis R x R? R
yra tolydzios.
. Tegu f: R? - R ir

Parodyti, kad

lim ( limof(xl,x2)> = lim ( limof($1,$2)> =0

mlﬁo To—r Ig*}O Tr1—>
bet lim,_,o f(z) neegzistuoja.
. Tegu f :R?2 > R ir

1 1
f(z1,29) = (x1 + x2) sin — sin —.
X1 i)

Parodyti, kad limg, o (limg,—o f(21,22)) ir lim,, o (lim,, 0 f(21,22)) neegzistuoja, bet
lim, o f(x) egzistuoja.

10



Trecioji grupé uzdaviniy

3.1 17-18 paskaitos

1. Tegul f: R? — R yra funkcija su reikimémis
2
) = e, Jeiz #0,
0, jeix =0.
Ar §i funkcija tolydi taske (0,0)? Atsakyma pagristi.

2. Tegul f:R? — R yra funkcija su reik§meémis

f@) = {'w Jel 21 # 22,
0, jei T1 = xo.
Kuriuose R? taskuose $i funkcija tolydi? Atsakyma pagristi.
3. Irodyti, kad projekcija mj, : R — R yra tolydi funkcija su kiekvienu h € {1,...,d}.
4. Tegul f:R?\{(2,0)} — R yra funkcija su reikSmémis

1

R T

Ar §i funkcija tolygiai tolydi aibéje O1((0,0))? Ar ji yra tolygiai tolydi aibéje O2((0,0))?
Atsakyma pagristi.

5. Tegu f : R? — R? yra funkcija su reikSmémis f(z) = (21 + 22,71 — 22) su visais z € R%. Ar
si funkcija tiesiné? Jei taip, rast jos matricine forma.

6. Tegu f : R? — R? yra funkcija su reik§mémis f(x) = (21 + @9, 7122) su visais z € R%. Ar §i
funkcija tiesiné? Jei taip, rast jos matricing forma.

7. Tegu f : R? — R? yra tapatinga funkcija, t.y. funkcija su reikémémis f(z) = 2 kiekvienam
r € R Rasti [f] ir || f||.

8. Tegu L(R? RY) yra tiesiniy funkcijy erdvé su norma || f||. Parodyti, kad $i norma néra sude-
rinta su || - ||2, t.y.

I£1l # S 17 (@)l

Namy darbai

1. Tegul f :R? — R yra funkcija su reik§émémis

r1x2, jei xqx9 >0,
f(z) = .
0, jel zyxe < 0.

Kuriuose R? taskuose $i funkcija tolydi? Atsakyma pagristi.

2. Tegul X CRP, f: X = R7ir g: X — R% Funkcija f @ g : R79 su reikimémis (f @ g)(z) :=
(f(z),g(x)) vadina funkcijuy f ir g tiesiogine suma. Irodyti, kad f @ g yra tolydi tada ir tik
tada, kai f yra tolydi ir g yra tolydi.

3. Irodyti, kad tiesiné funkcija yra tolygiai tolydi.
4. Tegul f,g € L(R?,RY) ir A € R. Irodyti, kad

[f + 9l =1+ [g] ir [\f] = Alf]

11



3.2

19-20 paskaitos

. Tegul f:R? — R2

f(z) = (x120 — 201 + 20 + 5,22 + 22 + 2, — 320 +4)

kiekvienam = € R%. Naudojantis tik apibrézimu rasti sios funkcijos isvestine ir Jacobio mat-
rica.

Tarkime, kad U C RP yra atvira aibé, o funkcija f : U — R? yra diferencijuojama taske
u € U. Irodyti, kad f yra tolydi taske w.

Tarkime, kad funkcija f : R — R yra diferencijuojama taske v € R?. Tegul z € R? ir
g : R — R yra funkcija su reikSmeémis g(t) := f(u + tx) kiekvienam ¢t € R. Trodyti, kad g yra
diferencijuojama taske 0 ir rasti ¢’(0).

Tegu f : R — R? yra funkcija su reik§mémis f(x) = (cosz,sinz), z € R. Irodyti, kad funkcija
yra diferencijuojama ir rasti Jacobio matrica J f(u).

Funkcijos f : R® — R reiksmés yra
f(x1, 2, x3) = 22 cos(zaxs).

(a) Rasti funkcijos f visas dalines iSvestines
(b) Rasti funkcijos f kryptine iSvestine taske (1,2, 3) kryptimi (1,—1,0).

Tegu f : R? — R yra diferencijuojama funkcija. Rasti funkcijos g(z1,22) = f(21+x2, 71 —22)
iSvestine.

Funkcijos f : R2 — R reikdmeés yra
f@) = (@ + )

kiekvienam z € R2. Trodyti, kad & funkcija turi kryptines iSvestines taske (0,0) visomis
kryptimis, bet néra tame taske diferencijuojama.

Funkcijos f : RZ — R reikdmeés yra

a:%a:z o s
flz) = {+ jelz 70

0, jeiz =0

Parodyti, kad funkcija néra tolydi taske (0,0), bet turi jame dalines iSvestines.

Namuy darbai

1.

Parodyti aibiy iskiluma:

(a) Atviras rutulys O,(z), z € R4 ir r > 0

(b) Aibé x € R? : 29 > 22.
Tarkime, kad funkcija g : R — R yra nemazéjanti ir iskila, o funkcija f : R? — R yra iskila.
Irodyti, kad kompozicija g o f : R? — R yra igkila funkcija.

Tegul f : R?, — R yra funkcija su reikSmémis f(z1,22) = @122, (z1,22) € R3 . ITrodyti,
kad f yra kvazi-jgaubta.
Tarkime, kad funkcija f : R? — R? yra tolydi taske u € RP ir egzistuoja tokia afininé funkcija
T:RP - R? kad f(u+z)—T(u+x) =o(z), kai  — 0. Irodyti, kad f yra diferencijuojama
taske w ir kiekvienam z € RP

Df(u)(z) = T(u+ ) — T(uw) = T(x) - T(0)

Tegu f : R? — R? yra diferencijuojama funkcija, f(x) = (exp(—||z||2),cos(||z||2)) Rasti
funkcijos g(r, ¢) = f(r cos ¢, rsin @) iSvestine.

Tegul funkcija f : RP — R? yra tiesiné. Jrodyti, kad f yra diferencijuojama, o jos iSvestiné
funkcija yra pastovioji funkcija Df = f, t.y. funkcija su reiksmémis D f(z) = f kiekvienam
x € RP.
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