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1.1

Pirmasis testas

Pirmas variantas

Spalio 9 d.

. Tegu X,Y, Z yra aibés ir X C Z, Y C Z. Parodyti, kad Z\(X NY) = (Z\X)U (Z\Y).

Sprendimas. Turime

x € Z\(XNY) €eZ)A-(xeXNY)
EDN-((zeX)N(xe€Y))
€EZ)N(H(zeX)Va(xeY))
(xeZ)yA=(zeX)V({(zeZ)A-(xeY))
(xe Z\X)V (x € Z\Y)

z € (Z\X)U(Z\Y)

to o

Tegu X CR, Y C[0,1], Z CR. Tegu f: X — Y yra funkcija su reikémémis f(x) = sinx,
kai x € X ir g : Y — Z yra funkcija su reikSmeémis g(y) = ctgy, kai y € Y. Parinkite aibes
X, Y, Z taip, kad funkcija go f : X — Z buty

(a) injekcija,

(b) siurjekcija,

(c) bijekcija.

Sprendimas. Tegu X = (0,7/2). Tada f yra bijekcija, jei Y = (0,1). Kai Y = (0,1), g yra
bijekcija, jei Z = (ctg 1, 00). Taigi g yra injekcija, kai Y = (0,1) ir Z =R.
Vadinasi funkcija g o f bus injekcija, kai X = (0,7/2), Y = (0,1), Z = R, ir bijekcija, kai
X = (0,7/2), Y = (0,1) ir Z = (ctg1,00).
Funkcija f yra siurjekcija, kai X = (0,7), o Y = (0,1). Kadangi, kai ¥ = (0,1) g bus
siurjekcija, kai Z = (ctg 1, 00) (nes tada g yra bijekcija), tai go f bus siurjekcija, kai X = (0, ),
Y =(0,1) ir Z = (ctg1,00).

. Tegu n ir m yra sveikieji skaiciai ir n < m. Parodyti, kad jei [ naturinis skaicius, tai n-(I+1) <

m- (I +1).
Sprendimas. Turime, kad n < m, jel egzistuoja toks teigiamas naturinis skaiCius ¢, kad
m =n +t. Taigi turime

m-(I+1)=Mn+t)-(+1)=n-(I+1)+t-(I+1).

Kadangi [ yra naturinis, tai butinai [+ 1 yra teigiamas naturinis. Taigi ¢-(I+1) yra teigiamas
naturinis, nes yra dviejy teigiamy naturiniy skaicy sandauga. Taigi radome tokj teigiama
veNkadm-(I+1)=n-(I+1)+v. Vadinasin-(I+1) <m-(I+1).



1.2 Antras variantas
Spalio 9 d.

1. Tegu X,Y, Z yra aibés ir X C Z, Y C Z. Parodyti, kad Z\(X UY) = (Z\X) N (Z\Y).

Sprendimas. Turime

€ Z\(XUY) r€Z)N-(xe XUY)

zeZ)A-((zeX)V(reY))

t€Z)A(~(z € X)A(z €Y))
E)NA(zeX)AN((reZ)N-(xe€Y))

e Z\X)N(z e Z\Y)

€ (Z\X)N(2\Y)

(
(
(
(
(

toe o0

2. Tegu X CR, Y C [0,1], Z C R. Tegu f: X — Y yra funkcija su reikSmémis f(z) = cosw,
kaiz € X ir g : Y — Z yra funkcija su reikSmeémis ¢g(y) = tgy, kai y € Y. Parinkite aibes X,
Y, Z taip, kad funkcija go f : X — Z buty

(a) injekcija,

(b) siurjekcija,

(c) bijekcija.

Sprendimas. Tegu X = (0,7/2). Tada f yra bijekcija, jei Y = (0,1). Kai Y = (0,1), g yra
bijekcija, jei Z = (tg1,00). Taigi g yra injekcija, kai Y = (0,1) ir Z = R.
Vadinasi funkcija g o f bus injekcija, kai X = (0,7/2), Y = (0,1), Z = R, ir bijekcija, kai
X =(0,7/2),Y =(0,1) ir Z = (tg1,00).
Funkcija f yra siurjekcija, kai X = (—7/2,7/2), o Y = (0,1). Kadangi, kai Y = (0,1),
g bus siurjekcija, kai Z = (tg1,00) (nes tada g yra bijekcija), tai g o f bus siurjekcija, kai
X =(-7/2,7/2),Y =(0,1) ir Z = (tg1, 00).

3. Tegu n ir m yra sveikieji skaidiai ir n < m. Parodyti, kad jei | sveikasis skaic¢ius nelygus
nuliui, tai n - 12 < m - I2.

Sprendimas. Turime, kad n < m, jel egzistuoja toks teigiamas naturinis skaicius ¢, kad
m = n +t. Taigi turime

m-P=m+t)-P=n-1*+t-1°
Kadangi [ yra sveikas nelygus nuliui skai¢ius, tai turime, kad [? yra teigiamas natiirinis

skaicius. Taigi t-12 yra teigiamas natiirinis, nes yra dviejy teigiamy natiiriniy skai¢y sandauga.
Taigi radome tokj teigiama v € N, kad m - 12 = n - 12 +v. Vadinasi n-12 <m -2



Antrasis testas

Pirmas variantas

Lapkric¢io 20 d.

. Tegu r, yra aprézta teigiamy skaiciy seka. Tegu seka expr, konverguoja i expr. Parodyti,

kad tada seka r, konverguoja j r. Pasinaudoti tuo, kad In(1 +¢) < e ir In(1 —¢) > 1=, bet
kuriam € > 0.

Sprendimas. Turime kiekvienam € > 0 egzistuoja toks N, kad
lexpr, —expr| <e
Tada turime

—e<em —e" <e¢
l—ce"<e™m "< 1l4ee™ "
In(l—ee™") <r, —r<In(l+ee™")

Pasinaudoje duotomis nelygybémis turime

-7
ee -

ﬁ<7“n—7“<€€_
— &e

Toliau pagal ribos apibrézima.
Kiek ir kokiy ribiniy tasky turi seka {(1 + £)"sin w7 (4 + 6k)* sin ”(4?§6k) ,sin ”(Sg%) :
k=1,2,...}. Parodykite tai.
Sprendimas. Turime sin w =sing = V/3/2, visiems k, sin w = sin %’" = —3/2,
m(5+6k) _ s 5w _
—3 —Sln? = _\/3/2
Taip pat turime, kad lim(1 + ) = €%, lim(4 + 6k)* = co. Taigi seka turés 2 ribinius taskus

eSv/3/2 ir —v/3/2.
oo Inn

Ar konverguoja eiluté ) 7~ | =1 cose™ Sprendimas. Nagrinéti absoliuty eilutés konvergavi-

ma ir pritaikyti D’Alembert pozymj.

sin



3.1

Treciasis testas

Pirmas variantas

. Tegu X,, = R\[1/n,n]. Irodyti, kad U%_,X,, yra atvira aibé.

Sprendimas. Turime, kad [1/n, n] yra uzdaros aibés. Tada X,, yra atviros, ir ju sajunga yra
atvira, nes atviry aibiy sajungos yra atviros.

Rasti riba

y Vr+4— Yx+22
im
s Yz pil-2

1+2)*—1
( +Tm) —_

Nurodymas: Naudotis riba lim,_,q
Rasti iSvestine:
(a) p(na)*®

(b) arcsin(sin e2®)

arccos(In 2z)

1 em?/2 1
(c) 1./5 arctg =

\/§eJCT




3.2 Antras variantas
1. Tegu X7 = [-2,—-1/2], X5 =R\(-5,5), X3 = {1}. Parodyti, kad U3_, X,, yra uzdara aibé.

2. Rasti ribg

lim Vr+3— ¥x+21
a—6 W+ 10— 2

Nurodymas: Naudotis riba lim,_.q (

3. Rasti iSvestine:
(a) x(lnz)h

(b) arcsin(sin e37)

arccos(In 3z)

2
1 e? /21

(c) —=arctg “——
4\/§ \/EeT
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