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1 Pirmoji grupé uzdaviniy
1.1 Pratyby nr. 1-2 uzdaviniy sprendimai
Rugséjo 4, 7, 8 d.
1. Kuris i$ teiginiy (a) ir (b) yra tautologija
(a) [(A= B)V A] = B,
(b) (A= B)ANA] = A.

Sprendimas: Tautologija yra sudétinio teiginio forma, kurios teisingumo reiksmé visada t
nepriklausomai nuo ja sudaranciy kintamyjy reiksmiy. Todél abiems salygoje pateiktiems
uzdaviniams sudarysime teisingumo lenteles.

(a) [(A= B)V A] = B,

7(A) | 7(B) | T(A=B) | 71((A=B)VA) | 7([(A= B)V A] = B)
k k t t k
k t t t t
t k k t k
t t t t t

Duotas teiginys ne su visomis reikSmeémis yra teisingas, todél Sis teiginys néra tautologija.
(b) (A= B)AA] = A.

7(A) | 7(B) | 7(A=B) | 71((A=B)ANA) | 7((A= B)ANA] = A)
k k t k t
k t t k t
t k k k t
t t t t t

Sis teiginys yra tautologija, nes jis yra teisingas su visomis jmanomomis teiginiy A ir B
teisingumo reikSmémis

2. Tegul A ir B yra teiginiai. [rodyti, kad teisingos sudétiniy teiginiy formos:
(a) (A= B) < ((—A) V B) (tiesioginis);

(b) (A= B) & [(-B) = (—A)] (kontrapozicijos);
(¢) (A= B) < ([AA (=B)] = [C A (=C)]) bet kuriam teiginiui C' (priestaros);
(d) [7(A = B)] & [AA (—B)] (kontrpavyzdys).

Sprendimas: Teiginiai yra ekvivalentus tada ir tik tada, kai jie turi tas pacias teisingu-
mo reikSmes. Todél kiekvienam teiginiui sudarysime teisingumo lenteles ir parodysime, kad
teiginiy teisingumo reikSmeés sutampa.

(a) (A= B) < ((—A)V B) (tiesioginis)

@) [ 7(B) [ (-A) [ 7(A=B) [ (A V B)
k k t t t
k t t t t
t k k k k
t t k t t

Kadangi gavome, kad abiejy teiginiy teisingumo reikSmeés sutampa, tai sudétinio teiginio

forma yra teisinga.
(b) (A= B) < [(—B) = (=A)] (kontrapozicijos)

() [ 7(B) [ 7(-A)) | 7(-B)) | 7(A= B) [ 7(-B) = (-4))
k k t t t t
k t t k t t
t k k t k k
t t k k t t

Gavome, kad abiejy teiginiy teisingumo reikSmeés sutampa, todél sudétinio teiginio forma

yra teisinga.



(c) (A= B)

¥

([AN(=B)] = [C A (—C))]) bet kuriam teiginiui C' (priestaros);
A\

T(4) | 7(B) | 7(C) | T(AA(=B)) | T(CA(=0)) | (A= B) | T((AA (=B)) = (C'A (=C)))
t t t k k t t
t t k k k t t
t k t t k k k
t k k t k k k
k t t k k t t
k t k k k t t
k k t k k t t
k k k k k t t
Teisingumo lentelés reiksmeés sutampa, tai sudétinis teiginys suformuluotas teisingai.
(d) ["(A= B)] & [AA (—=B)] (kontrpavyzdys)
m(A) | 7(B) | T(=(A= B)) | T(AA(=B))
k k k k
k t k k
t k t t
t t k k
Veélgi gavome, kad teisingumo lentelés sutampa, vadinasi sudétinio teiginio forma yra
teisinga.

3. Paprastame teiginyje yra vienas veiksmazodis. Sudétiniame teiginyje buna keli veiksmazo-
dziai, taigi keli paprasti teiginiai. Kiekviename sudétiniame teiginyje raskite paprastus tei-
ginius, priskirkite jiems raides ir perrasykite sudétinius teiginius loginiais simboliais. Pirma
uzduotis yra iSspresta kaip pavyzdys.

(a) Jei x>0, arba <0, tai 22>0
2 A B C

(b) Jei a < b ir ¢ yra teigiamas, tai ac < be

(AvB)=C

(¢) Tam, kad ¢ buty racionalus, pakanka, kad ¢ deSimtainés trupmenos israiska buty baig-
tine.

—~
&

Sveikas skaic¢ius n yra lyginis, tada ir tik tada, kai n padalijus i$ 2 liekana yra nulis.

—
@
~

Tegu n ir m yra sveiki skaiciai ir n + m yra lyginis. Tada arba n ir m abu kartu yra
lyginiai arba n ir m abu kartu yra nelyginiai

f) n lyginis yra biitina salyga, kad n? buty lyginis.

—~

(g) Tam kad n biity lyginis yra biitina, kad n? biity nelyginis.
Sprendimas:

(a) Jei x>0, arba 2<0, tai 22>0
& A B C

(b) Jei a<b ir cyrateigiamas, tai ac<bc
A B C

(ANB)=C

(c) Tam, kad ¢ buty racionalus , pakanka, kad ¢ deSimtainés trupmenos israiska buty baigtiné
A B
B=A

(d) Sveikas skaic¢ius n yra lyginis , tada ir tik tada, kai n padalijus is 2 liekana yra nulis
B
Ae B



Tegu n ir m yra sveiki skaiciai ir n + m yra lyginis.

A B
(e) Tada arba n ir m abu kartu yra lyginiai arba n ir m abu kartu yra nelyginiai
C D

(AAB) = (CV D)

n lyginis  yra biitina salyga, kad n? bty lyginis

(f) YR z B=A

Tam, kad n bty lyginis yra biitina, kad n? biity nelyginis

4. Paneikite Siuos teiginius. Uzrasykite ir simboline israiska ir aiskia, suprantama kalba.

(a) Jei n yra lyginis naturinis skaicius, tai ir n? yra lyginis natiirinis skaicius.
(b) Realus skai¢ius z(z — 1) yra teigiamas kai © > 1
)
)

(c

(d) Jeiy>0,taizy<zy=z<z2

Jei realaus skaiciaus kvadratas yra 2, tai sis skaic¢ius néra racionalusis.

Sprendimas:

(a) Suskaidykime sudétinj teiginj i paprastus teiginius:
Teiginys A: n yra lyginis naturinis skai¢ius.
Teiginys B: n? yra lyginis natiirinis skaic¢ius.
Duotas sudétinis teiginys: A = B.
Paneigtas teiginys yra —(A = B) < A A —~B. Skaiius n yra lyginis naturinis skaicius, o
skai¢ius n? yra nelyginis natiirinis skai¢ius.
(b) Suskaidykime duotg sudétinj teiginj | paprastus teiginius:
Teiginys A: Realus skaicius z(x — 1) yra teigiamas.
Teiginys B: = > 1.
Duotas sudétinis teiginys: B = A.
Paneigtas teiginys yra =(B = A) < B A —A. Turime, z > 1 ir z(z — 1) < 0.
(c¢) Suskaidykime duota teiginj j paprastus teiginius:
Teiginys A: Realaus skaiciaus kvadratas yra 2.
Teiginys B: Sis skaicius néra racionalusis.
Duotas sudétinis teiginys: A = B.
Paneigtas teiginys yra (4 = B) < A A =B. Turime racionaly skai¢iy, kurio kvadratas
yra 2.
(d) Paprasti teiginiai:
Teiginys A: y > 0.
Teiginys B: zy < zy
Teiginys C: z < z.
Duotas teiginys: A = (B = C).
Paneigtas teiginys yra (A = (B = C)) & AAN(BA-C) = ANBA-C. Teisinga y > 0,
Ty < zyirx > z.

5. Pavyzdziuose (a)-(f) nustatyti, kas yra kintamasis z, kokia jo kitimo sritis ir kokia savybe
S(z). Naudojantis pirmuoju pavyzdziu, kitiems pavyzdziams panaudoti simboline iSraiska.
Kuris pavyzdys néra teiginys? Pavyzdziams, kurie yra teiginiai, nustatyti teisingumo reiksme:

(a) visiems realiesiems skaic¢iams r, r? > 0 (simboligkai Vr € R, 72 > 0);
(b) visiems naturaliesiems skaic¢iams n, n — 1 yra naturalusis skaiéius;
(c) visiems skaiciams, jei p € A yra pirminis, tai p € B;
)
)

(d
(e

egzistuoja racionalusis skaicius ¢, kurio kvadratas yra 2;

egzistuoja sveikasis skaicius, prie kurio pridéjus 3, gauname —1;



(f) kiekvienam realiajam skaiciui r egzistuoja realusis skaicius s, kad rs = 1.

Sprendimas:

(a) Vr e R, 72 >0

Kitimo sritis: R

Kintamasis: r

Savybe S(r): 72 >0

Sis pavyzdys yra teiginys ir jo teisingumo reikimeé yra t.

(b) Vn,n—1€N

Kitimo sritis: N

Kintamasis: n

Savybe S(n): n—1€N

Sis pavyzdys yra teiginys ir jo teisingumo reik§meé yra k, nes natiiralieji skaiciai turi
pradzia.

(c) Vp, jei p € A yra pirminis, tai p € B;

Kitimo sritis: Q

Kintamasis: p

Savybe S(p): p € A yra pirminis, tai p € B

Sis pavyzdys néra teiginys, nes nejmanoma nusakyti jo teisingumo reik§meés, nezinant
kas yra A ir B.

JeQ =2

Kitimo sritis: Q

Kintamasis: ¢

Savybe S(q): ¢*> =2

Sis pavyzdys yra teiginys ir jo teisingumo reiksmeé yra k.
HeZ t+3=-1,

Kitimo sritis: Z

Kintamasis: ¢

Savybe S(t): t +3=—1

Sis pavyzdys yra teiginys ir jo teisingumo reik§mé yra t.

(f) VreR,Is e R: rs=1;

Kitimo sritis: R

Kintamasis: r ir s

Savybe S(r,s): rs =1

Sis pavyzdys yra teiginys ir jo teisingumo reik§mé yra k, nes paémus r = 0, nerasime
tokio skaiciaus s, kad rs = 1.

6. Performuluoti pavyzdzius (a)-(e) atskiriant kvantorius. Nustatyti teiginiy teisinguma:

kiekvienam teigiamam skai¢iui z, ir kiekvienam teigiamam skaic¢iui y, galioja y? = x;

egzistuoja teigiamas skai¢ius x toks, kad kiekvienam teigiamam skai¢iui y galioja y? = x;
egzistuoja teigiamas skaicius x ir egzistuoja teigiamas skaicius y tokie, kad galioja y = x;
kiekvienam teigiamam skaiciui y egzistuoja teigiamas skai¢ius x toks, kad galioja y? = x;

egzistuoja teigiamas skai¢ius y toks, kad kiekvienam teigiamam skai¢iui = galioja y? = .

Sprendimas:

(
(

(
d

(e) Jy > 0, Vo > 0: y? = x. Teisingumo reiksmé yra k.

b

C

)
)
)
)
)

a) Yz >0, Vy > 0: y? = 2. Teisingumo reiksmé yra k.

Jz > 0, Vy > 0: y? = x. Teisingumo reikémé k.
Jx > 0, dy > 0: y = x. Teisingumo reiksmeé ¢.
Yy > 0, 3z > 0: y? = 2. Teisingumo reiksmeé .

7. Paneikite Siuos teiginius. Uzrasykite ir simboline iSraiska ir aiskia, suprantama kalba.



a) Kiekvienas realus skai¢ius x tenkina f(z) > f(0)

b)

¢) Kiekvienam teigiamam z galima rasti tokj teigiama y, kad zy < 0.001
)
)

(
(b) sint = cost, kokiam nors kampui ¢.

(
(d) Kiekvienam € > 0 galima rasti tokj 6 > 0, kad jei |z — y| < J, tai |f(z) — f(y)| < e

(e) Tam tikrai funkcijai f, f(x) nevirSija 1 visiems x.
Sprendimas:

(a) Duotas teiginys: Vo € R: f(z) > f(0).
Paneigtas teiginys yra 3z € R: f(z) < f(0). Egzistuoja toks realusis skaicius x tenki-
nantis f(z) < f(0).

(b) Duotas teiginys: 3t: sint = cost.

Paneigtas teiginys yra Vi: sint # cost. Kiekvienam kampui ¢ galioja sint # cost.

(¢) Duotas teiginys: Vo > 0, Jy > 0: zy < 0.001.
Paneigtas teiginys yra 3 > 0, Yy > 0: xzy > 0.001. Egzistuoja toks skaic¢ius z, kad
kiekvienam skaic¢iui y > 0, xy > 0.001.

(d) Duotas teiginys: Ve > 0, 3§ > 0, V|z — y| < d: |f(z) — f(y)] <e.
Paneigtas teiginys: 3¢ > 0, kad V§ > 0: 3|z — y| < 0, |f(x) — f(y)| > e.
Egzistuoja toks ¢ > 0, kad kiekvienam § > 0, egzistuoja tokie z, y tenkintanys |z—y| < 9,
kad |f(z) — f(y)| <e.

(e) Duotas teiginys: 3f: f(z) <1, V.

Paneigtas teiginys: Vf: f(x) > 1, 3z, kuris sako, kad kiekvienai funkcijai f, egzistuoja
toks skaicius z, kad f(x) > 1.

8. Tarkime, kad realus skaiciai a, b, c ir d yra tokie, kad a = b ir ¢ = d. Naudojantis lygybeés
aksiomomis jrodyti, kad a +d =b + c.

Sprendimas:Turime

a+d=>b+d,
nes a = b, ir

b+d=b+c,

nes ¢ = d. Naudojantis lygybés tranzityvumo gauname reikiama jrodyti lygybe.



1.2 Pratyby nr. 3-4 uzdaviniy sprendimai
Rugséjo 11, 14, 15 d.
1. Aprasykite aibes isvardindami jy elementus

(a) Realieji skaiciai tenkinantys lygtj 22 —1 =0
(b) Realieji skaiciai tenkinantys lygti 22 +1 =0

(¢

)
)

) Sveikieji skaic¢iai tarp —3 ir 4 imtinai.
(d) Naturalieji skaiciai
)
)

(e) Lyginiai skaiciai.
(f) Lygéiy sistemos sprendiniai
2y=>5
T+ 2y =0, (1)
dr — 2y = 0.
Sprendimas:

(a) A={z€eR:2?2-1=0} ={-1,1}, nes

2 —1=0
=1
xr==*l.

(b) B={z €R:2?+1=0} = @, nes lygtis neturi sprendiniy realiyjy skai¢iy aibé&je:

2> +1=0

z?=—1

() C={neZ:-3<n<d4}={-3-2-1,01,234}.
(d) D={neN}={0,1,2,3,...}.
(e) E={n:n=2kkeN}={.,-4,-2,0,2,4,..}.

)

() F={(1,2)}, nes
T+ 2y =5,
dr — 2y = 0.
T =095—2y,
10y = 20.

r=1,
y=2.

2. Kurios aibés praeitoje uzduotyje yra kity aibiy poaibiai?
Sprendimas: Aibé A C C, nes jos elementai {—1,1}, o aibé C, taip pat turi Siuos elementus.
Taip pat aibé B yra visy aibiy poaibis, nes tuscioji aibé yra bet kurios aibés poaibis.

3. Aibés X ir Y yra lygios, jei X C Y ir Y C X. Parodyti, kad taip apibréztai aibiy lygybei
galioja refleksyvumo, simetriskumo ir tranzityvumo aksiomos.

Sprendimas:

(a) Refleksyvumas. Imkime aibe X. Kiekviena aibé yra savo pacios poaibis, taigi X C X.

(b) Simetriskumas. Turime teiginius: A — aibés X ir Y yralygios, B-X CYirC-Y C X.
Turime, kad A < (BAC). Reikia parodyti, kad A < (C'AB), bet tai iSplaukia is to, kad
loginé operacija A yra simetriska (Tuo galima jsitikinti sulyginus teisingumo lenteles).



(¢) Tranzityvumas. Imkime aibes X, Y, Z. X ir Y yralygios,kai X CYirY C X. Yir Z
yra lygios, kai Y C Z ir Z C Y. Zinome, kad jei X C Y ir Y C Z, tai butinai X C Z.
Analogiskai, jei Z C Y ir Y C X, tai butinai Z C X. Taigi gavome, X C Z ir Z C X,
taigi X ir Z lygios. Ta ir reikéjo parodyti.
4. Tegul X, Y ir Z yra aibés. Irodyti, kad ZN (X UY)=(ZNnX)Uu(ZNY).
Sprendimas: Aibés X ir YV yra lygios tada ir tik tada, kai teisingas teiginys: Vz, (z € X) &
(x €Y). Taigi,
zeZN(XUY)ezeZlAlx e (XUY)]
SlreZl N[zeX)V(zeY)

Is loginiy operacijy r ir arba distributyvumo turime

e ZlnN(zeX)V(zeY)]e[(zeZ)A(zeX)|V][(zreZ)N(zeY)]
Slre(ZUX)|Vize (ZUY)]
Szxe(ZnNnX)u(ZnY).

5. Tegul X ir Y yra aibés. Irodyti: jei X C Y, tai X = Y\(Y\X).
Sprendimas:. Aibés X ir Y yra lygios tada ir tik tada, kai teisingas teiginys: Vz, (z € X) &
(x €Y). Taigi,

z e Y\(Y\X) & [z e YAz ¢ (Y\X)]

zeY|A-[x eY)N(x ¢ X))

YN[z ¢Y)V(x € X)]

(zeY)AN(xg¢Y)]VI(zeY)A(xe X))
[(zeY)A(xeX)

&S (xeYnX)

Jei X C Y, tai Y N X = X, taigi teiginys jrodytas.
6. Tegul X yra aibé ir ~ yra ekvivalentumo binarusis sarysis aibéje X. [rodyti:

(a) [z] C X, kiekvienam x € X. (Cia [z] yra ekivalentumo klasé, [z] := {y € X,y ~ x}).
(b) z € [z] kiekvienam z € X.

Sprendimas:

(a) Turime [z] = {y € X,y ~ «}. Taigi aibei [z] priklauso tie X elementai, kurie dar tenkina
papildoma savybe, ekvivalentuma elementui z. Taigi iS apibrézimo iSplaukia, kad aibei
[] negali priklausyti ne aibés X elementai. Vadinasi [z] C X.

(b) Kadangi z ~ z ir € X, tai pagal apibrézima x € [z].

7. Tegul N yra naturaliyjy skai¢iy aibé. Dekarto sandaugoje X := N x N apibrézkime binaryjj
sarySj ~ bet kuriems (k,n) € X ir (p, q) € X, sakydami, kad (k,n) ~z (p, q), jei k+q = p+n.
Parodykite, kad taip apibréztas binarusis sarysis aibéje X yra ekvivalentumo binarusis sarysis.

Sprendimas:

o Refleksyvumas. Imkime (k,n) € X. Tada pagal apibrézima gauname k +n = k + n.
Kadangi lygybés sarysiui galioja refleksyvumo aksioma, tai ir musy apibréztam ekviva-
lentumo sarysiui galioja refleksyvumas.

o Simetriskumas. Imkime (k,n) € X ir (p,q) € X. Tada pagal apibrézima k + ¢ = p + n.
Imkime (p,q) € X ir (k,n) € X. Tokiu atveju, turime p +n = k + ¢. Taigi sarysio
simetriskumas iSplaukia is lygybeés simetriskumo.



o Tranzityvumas. Imkime (k,n) € X, (p,q) € X ir (¢t,u) € X. Pagal apibrézima gauname:

k+qg=p+n
ptu=t+gq.

Desiniy lygybiy suma turi buti lygi kairiyju lygybiy sumai:
k+g+p+tu=p+n+t+gq.
Naudodamiesi sumos asociatyvumu ir distributyvumu gauname
(ktu)++qg=({t+n)+{+9-
Si lygybe teisinga tik tuo atveju, kai
k+u=t+n
priesingu atveju gautuméme, kad p + ¢ # p + ¢. O §ia lygybe mums ir reikéjo gauti.

8. Tegu sarysis o~ aibéje R yra apibréziamas taip: z ~ y tada ir tik tada, jei v —y € Z. Irodykite,
kad ~ yra ekvivalentumo sarysis. Kokia yra 1 ekvivalentumo klasé? %?

Sprendimas:

(a) Refleksyvumas. Kadangi x — 2 =0, o 0 € Z, tai galioja refleksyvumo sarysis ir « ~ z.
(b) Simetriskumas. Kadangi x —y = (=1)(y — x), tai, jei x —y € Z, tada ir y — x € Z.

(¢) Tranzityvumas. Turime z,y,z € R. Pagal ~ apibrézima gauname, kad ¢ —y € Z ir
y—z € Z. Tada

r—y=z-ytz—z=(z—-2)—(y—2)
Kadangi, z —y € Z ir y — z € Z, tai butinai x — z € Z, nes dviejy sveikyjy skaic¢iy suma
yra sveikasis skaicius.
Kadangi apibréztas sarysis tenkina refleksyvumo, simetriskumo ir tranzityvumo salygas, tai

jis yra ekvivalentumo sarysis.
1 ekvivalentumo klasé: {y e R:1—-y e Z} =1{...,—2,-1,0,1,2,...}.

Y

b

2
= ekvivalentumo klasé: {y € R : % —yeZ}={.., f%, fg, f%, %,

wlot
wloo



1.3 Pratyby nr. 5-6 uzdaviniy sprendimai
Rugséjo 18, 21, 22 d.
1. Apibrézkime funkcija f : R — R, kaip f(z) = 22. Taip pat apibrézkime R intervalus
A=10,1 B=[-1,2] C=][-3,0]
(a
(b
(c
(d
(e
(f

Sprendimas:

Kokia yra f apibrézimo sritis?
Kokia yra f reikSmiy sritis?

Ar f yra bijekcija? Paaiskinkite.
Ar f yra siurjekcija? Paaiskinkite
Raskite f[A], f[B] ir f[C].
Raskite f=1[A], f~1[B] ir f~1[C].

—_ L o D T T

(a) Funkcijos f apibrézimo sritis yra R.

(b) Funkcijos f reikSmiy sritis yra [0, oo].

(¢) Funkcija f néra bijekcija, nes ji néra injekcija. IS tikryjuy, jei funkcija yra injekcija, tai i3
to, kad f(z) = f(y) iSplaukia = y. Imkime f(z) = f(y) =4 ir x = 2, y = —2. Taigi,
funkcijos reikSmeés yra lygios, o argumento skiriasi.

(d) Funkcija f néra siurjekcija, nes E(f) # R.
(e) f[A] =1[0,1],

2. Irodyti, kad funkcija f : X — Y yra injekcija tada ir tik tada, kai bet kuriems z,y € X i8
x # y iSplaukia f(x) # f(y).

“

Sprendimas: , = Tarkime, kad f : X — Y yra injekcija. Tada, pagal injekcijos
apibrézima, turime: kad Vz,y € X jei f(z) = f(y) tai x = y. Pazymeékime teiginj A : f(z) =
f(y), teiginj B : = y. Turime, kad i§ A = B. Bet A = B & —A = —B. Bet tai ir yra
reikiamas teiginys.

, <= “. Irodymas analogiskas.

3. Tegu f,f: X =Y irg,g:Y — Z.

(a) Irodyti: jeigo f=go f ir ¢ yra injekcija, tai f = f. Ar §is teiginys teisingas, jei g néra
injekcija?

(b) Irodyti: jei go f = go f ir f siurjekcija, tai g = §. Ar Sis teiginys teisingas, jei f néra
siurjekcija?

Sprendimas:
(a) Tegu x € X. Turime, kad Vo € X
9(f(@)) = 9(f(x))

Kadangi ¢ injekcija, tai Yy, z € Y, jei g(y) = g(2), tai y = z. Bet tada f(z) = f(z).
Jeigu g néra injekcija, tai 3y, z € Y, tokie, kad g(y) = g(2) ir y # 2. Tai reiskia, kad
f, f, kad g(f(x)) = g(f(2)), bet f(z) # f(z).

10



(b) Turime Vz € X

9(f(2)) = g(f(x))

Kadangi f siurjekcija, tai Vy € Y, 3z € X toks, kad f(z) =y. BettadaVy € Y, Jdz € X,
9(y) = 9(f(z)) = 3(f(x)) = 3(y). Taigi g = g.

Jeigu f néra siurjekcija teiginys néra teisingas. Tegu f néra siurjekcija, tada egzistuoja
y € Y, toks, kad néra tokio x € X, kad f(z) =y. Tegu fr: X — f[X]ir fe(z) = f(x),
visiems x € X. Tada fg yra siurjekcija ir pagal jau jrodyta dalj gauname, kad g(y) =
g(y), visiems y € f[X]. Taskuose y € Y\ f[X] i$ funkciju ¢ ir § nieko nereikalaujama,
taigi juose jos gali jgyti skirtingas reikSmes.

4. Tegu funkcija f : X — Y yra bijekcija ir f~! : Y — X yra atvirkstiné funkcijai f.

(a) Irodyti, kad f=(f(x)) = x kiekvienam = € X.
(b) Trodyti, kad f(f~1(y)) = y kiekvienam y € Y.

(c) Ar funkcija f~! turi atvirkstine ir jei taip rasti ja.
Sprendimas:

(a) Kadangi funkcija yra bijekcija, tai kiekvienam y € Y egzistuoja vienintelis € X toks,
kad f(z) = y ir f~'(y) = 2. Imkime dabar bet kurj x € X ir pazymékime y = f(x).
Vienintelis ' € X, kuriam f(2') = y yra tas pats 2. Kadangi f~!(y) = 2/, o y = f(2)
ir x = 2/, gauname jrodymag.

(b) Kadangi funkcija yra bijekcija, tai kiekvienam y € Y egzistuoja vienintelis € X toks,
kad f(r) = y ir f~'(y) = x. Taigi turime y = f(x), o pagal apibrézima z = f~1(y),
taigi y = f(z) = f(f ' (¥)).

(c) Funkcija f~! turi atvirkstine, jei ji yra bijekcija. Kadangi f yra bijekcija, tai ir f=!
bijekcija. Vadinasi f~! atvirkstiné egzistuoja. Pazymékime g = f~!. Turimeg:Y — X
ir g bijekcija. Taigi kiekvienam = € X egzistuoja vienintelis y € Y toks, kad g(y) = z,
ir g~ (x) = y. Imkime dabar bet kurj y € Y, turime, kad g~ (g(y)) = y. Bet taip pat
f(f~Y(w) = f(g(y)) = y. Taigi g~tog= fogir g yra siurjekcija. Vadinasi g=* = f.

5. Tegu X yraaibés Y poaibisir tegul Ix_,y : X — Y yra funkcija, jgyjanti reikSmes Ix .y (z) :=
x kiekvienam x € X, ir vadinama aibés X jdéjimu i aibe Y. Kai Y = X, tai funkcija Ix_ x
vadinama tapatingu atvaizdavimu aibéje X. Irodyti teiginius:

(a) jei X CY C Z, tai kompozicija Iyv_zo0lx_ v =Ix_7.
(b) jei f: X — Y yra funkcija, tai f = folx_x =Iy_yo f.
(c) jei funkcija f : X — Y yra bijekcija, tai fo f7l =Iy_y ir f7lof=1Ix_x.

Sprendimas:

(a) Reikia parodyti, kad kiekvienam x € X, (Iy .z o Ix_y)(z) ==z. Tada Iy _zolx_y =
Ix_z. Bet Ix_y(z) =z kiekvienam = € X ir Iy_z(y) = y kiekvienam y € Y. Taigi

Iy z(Ix-y(z)) =Ix_y(z) =2

(b) Turime kiekvienam z € X, Ix_ x(x) = z, taigi f(Ix_x(z)) = f(x). Taip pat kiekvie-
namy €Y Iy_y(y) =y. Tegu z € X, tada egzistuoja vienintelis y € Y, kad f(z) = y.
Taigi Iy —y (f(2)) = f(z).

(¢) Isplaukia tiesiogiai i$ pries tai buvusio uzdavinio.

6. Tegul f: X — Y. Irodyti: f yra bijekcija tada ir tik tada, kai lygybé f[AN B] = f[A] N f[B]
galioja bet kurioms aibéms A C X ir B C X.
Sprendimas: ,, = “. Tarkime, kad f yra bijekcija. Reikia parodyti, kad galioja f[A N B] =
fIA] N f[B]. Kadangi f yra bijekcija, egzistuoja jos atvirkstiné funkcija f=1. I3 jos savybiy
turime, kad f~![f[C]] = C bet kuriai aibei C. Taigi i§ vienos pusés turime f~[f[AN B]] =
ANB. Tskitos — fY[f[AINf[B]] = ffIAlINf[f[B]] = ANB. Taigi f[ANB] = f[A|Nf[B].
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, <= “. Tarkime, kad f[A N B] = f[A] N f[B]. Parodysime, kad f yra injekcija. Imkime
tokius x ir o’ priklausian¢ius X, kuriems f(z) = f(2’) = y. Apibrézkime aibes A := {z} ir
B := {2'}. Turime f[A]Nf[B] = {y}. Jeigux # 2/, tai ANB = & ir f[ANB] = @. Gauname
priestara. Taigi butinai x = 2/, vadinasi f yra injekcija.

. Tegul funkcijos f: X — Y ir g : Y — Z yra bijekcijos. Irodyti, kad kompozicija g o f yra
bijekcija ir jos atvirkstinés funkcija (go f)~' = f~tog~ L

Sprendimas: Kadangi g yra bijekcija, tai kiekvienam z € Z egzistuoja vienintelis y, toks kad
g(y) = 2. Kadangi f yra bijekcija, tai kiekvienam y € Y egzistuoja toks z € X, kad f(z) = y.
Taigi turime, kad kiekvienam z € Z egzistuos toks x € X, kad ¢g(f(z)) = z. Vadinasi go f
yra bijekcija.

Kadangi go f yra bijekcija, tai egzistuoja jos atvirkstiné h. Tada pagal apibrézima kiekvienam
z € Z egzistuos toks z, kad h(z) = z. Turime (go f)(h(z)) = (go f)(x) = z. Bet taip pat

(go AI(freg™)(=) =g (f(fT" (s7'(2))))
=g(97'(») ==
nes f(f~1(y')) = v/, kiekvienam ¢’ € Y, bei g(g7*(2')) = 2/, kiekvienam 2’ € Z. Kadangi
g o f yra bijekcija gauname, kad h = f~tog™!.
. Trodyti, kad (AU B) = (U A) U (U B).

Sprendimas: Parodysime, kad |J(AU B) yra (JA) U (I B) poaibis. Jeigu z € |J(AU B),
tai egzistuoja tokia aibé y € AU B, kad =z € y. Kadangi y € AU B, tai arba y € A arba
y € B. Taigi arba egzistuoja tokia aibé y € A, kad = € y, arba egzistuoja tokia aibé y € B,
kad z € y. Tai reiskia, kad arba x € |J A arba y € | B. Vadinasi z € (JA4) U (UB)

Tegu dabar z € (|JA) U (U B). Tai reiskia, kad arba € [JA arba x € |JB. Taigi arba
egzistuoja aibé y € A, tokia, kad = € y, arba egzistuoja aibé y € B, tokia, kad = € y. Bet
taday € AUB ir x € y. Taigi z € J(AU B).

Parodéme kad salygoje duotos aibés yra viena kitos poaibis, reiskiasi jos yra lygios.
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1.4 Pratyby nr. 7-8 uzdaviniy sprendimai

1. Sugalvokite kiekvienai i$ Siy aibiy priegaugio operacija ir nustatykite kurias Peano aksiomas
Sios aibés tenkina, o kuriy ne.

(a) @
(b) {1}
(c) {1,2,3,4,5}
(d) {2,3,4,5,6,7,...}
(e) {17372’373’;4’37'“}
) {zreQ:z>1}

) 1,

(g) [1,00)

Sprendimas: Kiekvienai i§ Siy aibiy reikia nusakyti, kas yra nulinis elementas ir kaip api-
bréziama prieaugio operacija.

(a) @ - neturi elementy, reiskiasi nejmanoma apibrézti prieaugio operacijos ir todél neten-
kinama né viena Peano aksioma.

(b) Aibéje {1}, nulj laikykime 1, o prieaugio operacija apibrézkime taip: 1+ + = 1. Tada
bus tenkinamos P1, P2, P4 ir P5 aksiomos. Aksioma P3 netenkinama bus netenkinama,
nes egzistuoja elementas kurio prieaugis yra nulis. Tas elementas ir yra pats nulis pagal
apibrézima.

(c¢) Aibégje {1,2,3,4,5} nulj laikykime 1, o prieaugio operacija apibrézkime taip:

1++=2
2+ + =3
3++ =4
A+ +=5
5++=1

Tenkinamos P1, P2, P4 ir P5 aksiomos, o P3 netenkinama, nes egzistuoja elementas,
kurio prieaugis yra nulis. Tas elementas yra 5.

(d) Aibéje {2,3,4,5,6,7,...} apibrézkime nulj, kaip 2, o prieaugio operacija:

2++=3
3++ =4
44+ +=5
5++=6

Tenkinamos visos P1, P2, P3, P4 ir P5 Peano aksiomos.

(e) Aibéje {1, 32 5,2, 3,3, g, 4,9 5, ... y nuliu laikykime 1, o prieaugio operacija apibrézkime taip:

3
L++=3
g++=2

5
2++=7
g++:3

Taip apibrézus bus tenkinamos visos Peano aksiomos.
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(f) Aibei {x € Q: 2 > 1}, nuliu laikykime 1 ir apibrézkime prieaugio operacija:

n n+1
— =— kain>1
10 "= Tqp 0 kein=10

z++ =z, kaix#lﬁo

Tenkinamos P1, P2, P3 ir P4 aksiomos. Aksioma P5 néra tenkinama, jeigu savybe S
tenkina 0 ir bet kurio naturaliojo skai¢iaus turincio savybe S prieaugis turi Sia savybe,
tai pvz. skaitius 12 Sios savybés neturés, nes ja turés tik skai¢iai turintys israiska 1>

17
kai n > 10.

(g) Aibei [1,00) apibrézkime prieaugio operacija:

14++=2
2+ +=3
3++=14
4+ +=5
5++ =6

r++==x, jeix#n, ne Ny

Tenkinamos P1, P2, P3, P4 aksiomos. Netenkinama aksioma P5, jeigu savybe S tenkina
0 ir bet kurio naturaliojo skaic¢iaus turin¢io savybe S prieaugis turi Sia savybe, tai pvz.
skaicius % sios savybés neturés, nes ja tures tik skaiciai turintys israiska x = n, n € N,.
2. Irodyti lygybe, pasinaudojant apibrézimu 2 + 2 = 4;

Sprendimas: Naudosimés indukcija ir Vm,n € N galioja

m+0=m
m+(n++)=(m+n)++

Tada 2+ 0 =2,
24+1=2+(0++)
=(2+0)++
=2+ +
=3
Taigi,

2+2=2+(14++)
=2+1)++
=3++
=4
3. Tegu, n ir m naturalieji skaiciai. [rodyti, kad
n-m=m-n
Pagalbiniai faktai:

(a) Irodyti, kad 0-n = 0.
(b) Trodyti, kad (m++)-n=m-n+n

Sprendimas: Pirmiausia parodysime pagalbinius faktus:

0-n=0 (2)
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(m+4) n=m-n+n. (3)

IS pradziy jrodysime . Ja jrodzius, turésime, kad daugyba iS nulio yra komutatyvi. IS
sandaugos apibrézimo turime:

m-0=0 (4)
m-(n++)=m+m-n (5)

Tegu M :={n €N:0-n=0}. Tada0¢c M déel [{#) lygybés su m = 0. Tarkime, kad n € M.
Tada remiantis lygybe su m = 0 ir prielaida, gauname:

0-(n++)=0+0-n=0,

t.y., n + + € M. Remiantis indukcijos principu M = N ir lygybé galioja Vn € N.

Tegum € Nir M,, ={n e N:(m++4)-n=m-n+n}. IS Peano aksiomy turime, kad
m+—+ yra naturinis skaic¢ius. Taigi iS sandaugos apibrézimo iSplaukia, kad (m++)-0 = 0.
Analogiskai m - 0 = 0. IS sumos savybiy zinome, kad 0 4+ 0 = 0, taigi 0 € M,,. Tarkime, kad
n € M,,. Tada

m++)-n++)=m++)+(m++)-n
=(m++) -n+ (m++) (dél sumos komutatyvumo)
=m-n+n+ (m++) (pagal indukcing prielaida)
=m-n+(n+m)+
=m-n+(m+n)+

+ (pagal sumos apibrézima)
+ (
=m-n+m+ (n++) (pagal sumos apibrézima)
(
)

dél sumos komutatyvumo)

=m+m-n+ (n++) (dél sumos asociatyvumo ir komutatyvumo)

=m-(n++)+ (n+ +) (pagal sandaugos apibrézima,)

t.y.,, (n + +) € M,,,. Remiantis indukcijos principu M,, = N ir galioja Vm € N ir Vn € N.
Galiausiai, teguln e Nir N={m € N: m-n =n-m}. Remiantis (2) 0-n=0=n-0, t.y.,
0 € N. Tarkime, kad m € N. Tada
(m+4)-n=m-n+n (pagal jrodyta fakta)
=n-m+ n (pagal indukcine prielaida)
=n+n-m (dél sumos komutatyvumo)
=n-(m+ +) (pagal sandaugos apibrézima),

t.y., m + 4+ € N. Remiantis indukcijos principu N = N ir m - n = n - m galioja Vm € N ir
Vn € N.

4. Tegu n yra teigiamas naturalusis skaic¢ius. Irodykite, kad egzistuoja toks vienintelis natura-
lusis skaic¢ius m, kad m + + = n.

Sprendimas: Turime n # 0 ir n € N. IS penktos Peano aksiomos turime, kad negali
egzistuoti toks teigiamas naturalusis skaicius, kuris néra jokio naturaliojo skaic¢iaus prieaugis.
Taigi egzistuoja toks m, kad m+ + = n. Tarkime, kad Im; e Nir dmy e N kad m;++=n
ir ms + + = n. Taciau pagal 4 Peano aksioma ta patj prieaugj turintys skaiciai yra lygus,
vadinasi mi = mo.

5. Irodykite, kad naturaliesiems skaic¢iams n, m, ir k galioja savybés:

(a) n>n
(b) jein>mirm >k, tain >k

(c) jein>mirm >n,tain=m
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(d) jein>m, tain+k>m+k

(e) jein <mirl € N yra teigiamas, tain-l <m -1
)
)

(f

(g) n < m tada ir tik tada, kain ++ <m

n < m tada ir tik tada, kai m = n + [ su kuriuo nors teigiamu naturaliuoju skai¢iumi [

Sprendimas:

(a) Pagal apibrézima, n > m, jei egzistuoja toks k € N, kad n = m + k. Bet i$ sumos
apibrézimo turime, kad n = n 4 0, taigi n > n.

(b) Pagal apibrézima n > m jei egzistuoja toks u € N, kad n = m + u. Taip pat m > k, jei
egzistuoja toks v € N, kad m = k 4+ v. Taigi turime, kad n = m +u = k 4+ v 4+ u. Taigi
egzistuoja toks t € N (t = u+v), kad n = k + t, taigi n > k.

(c) Pagal apibrézima n > m jei egzistuoja toks u € N, kad n = m + w. Taip pat m > n, jei
egzistuoja toks v € N, kad m = n+v. Bet tada turime n = m+u = n+ v + u. Bet taip
gali buti, tik tuo atveju, kai v + v = 0, o tai savo ruoztu gali buti tik tada kai v = 0 ir
v = 0. Taigi n = m.

(d) Pagal apibrézima n > m jei egzistuoja toks u € N, kad n = m+wu. Taigi n+k = m+u+k.
Is sumos komutatyvumo turime m +u + k = m + k + u. Taigi parodéme, kad egzistuoja
toks u € N, kad n + k = (m + k) + u. Vadinasi n + k > m + k.

(e) Kadangi n < m, tai egzistuoja toks k € Ny, kad m =n+ k. Taigim-l=(n+k)-l =
n-l+k-l. Kadangi ! ir k yra teigiami, tai ir k - [ yra teigiamas. Taigi radome tokj
teigiama skaic¢iy u, kuriam m -l =n-l+wu. Taigin-l <m-l.

(f) Butinumas: Sakykime, kad n < m. Tada, pagal apibrézima, m > n ir n < m. Taigi
egzistuoja toks [ € N, kad m = n 4+ [. Jeigu [ = 0, tai turime, kad m = n, ir gauname
priestara, taigi [ # 0.

Pakankamumas: Sakykime, kad m = n + [, ir | # 0. Tada, pagal apibrézima, m > n.
Kadangi | # 0 tai m # n ir gauname, kad m > n.

(g) Butinumas: Sakykime, kad n < m. Remiantis pries tai jrodytu uzdaviniu turime, kad
egzistuoja toks [ € Ny, kad m = n + [. Kadangi [ # 0, tai egzistuoja vienintelis k € N
toks, kad k + + = [. Taigi turime n+Il=n+(k++)=n+k)++=(k+n)++ =
k+(n++4) = (n++)+ k. Parodéme, kad egzistuoja toks k € N, kad m = (n+ +) + k,
taigi n + + < m.

Pakankamumas: Tmkime, (n++) < m. Tada, egzistuoja toks I € N, kad m = (n++)+1.
Analogiskai parodome, kad m = n+ (I ++). Pazymékime k = [+ +. Kadangi [ € N; tai
k bus butinai teigiamas, remiantis trec¢ia Peano aksioma. Taigi parodéme, kad egzistuoja
toks | € N, kad m = n + 1. Remiantis pries tai iSsprestu uzdaviniu turime, kad n < m.

6. Irodyti tapatybe (m + n)? = m? + 2m - n + n?, bet kuriems n,m € N.
Sprendimas: ISskaidykime sandauga:
(m+n)* = (m+n)-(m+n).
Pazymeékime k := (m + n), tada
E-(m4+n)=k-m+k-n
=(m+n)-m+(m+n)-n
=m-m+n-m+m-n+n-n
=m?+n-m+n-m+n?
=m?+1-(n-m)+1-(n-m)+n
=m?+(1+1)-(n-m)+n?

=m?+2-(n-m)+n’

2

7. Tegul a,b,c € Nir a = b. [rodyti, kad a+c=b+c.

Sprendimas: Tegu C' yra aibé c tokiy, kuriems galioja a + ¢ = b+ ¢, kai a = b. Turime,
kad 0 € C,nesa+0=a=5b=0b+0. Tegu ¢ € C. Parodysime, kad ¢+ + € C. Turime
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a+(c++) = (a+c)++ pagal sumos apibrézima. Kadangi ¢ € C turime, kad a+c = b+c, taigi
ir (a+c)++ = (b+c¢)++. Vél pasinaudojus sumos apibrézimu turime (b+c)++ = b+ (c++).
Taigi ¢ + + € C. Taigi pagal indukcija C' = N.

. Tegu x € Nir y € N yra teigiami. Tada egzistuoja tokie n € N ir m € N, kad
z=ny+mir0<m<y.

Parodyti, kad n ir m yra vieninteliai skaiciai tenkinantys sia lygybe.

Sprendimas: Tarkime egzistuoja dvi poros (ny,my) ir (n2, mo) tenkinancios nurodyta lygy-
be. Tada turime, kad

niy + mi = nay + ma.

Tarkime, kad n; # ny. Tada arba n; < ny arba ny > ny. Nemazindami bendrumo tarkime,
kad n; < no. Tada turime, kad egzistuoja toks teigiamas k, kad ny = n; + k. Taigi

n2y +ma = n1y + ky + mo
Istate | pries tai buvusig lygybe gauname:
n1y +my = ngy + me = n1y + mk + me
Is prastinimo taisyklés tada isplaukia, kad
m1 = ky + mo.

Bet tai priestarauja tam, kad m; < y, nes is to, kad k > 1, iSplaukia, kad butinai ky+ms > y.
Taigi butinai bus ny = ns, iSvada m; = ms tada iSplaukia pagal prastinimo taisykle.
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5.

Antroji grupé uzdaviniy

9-10 paskaita
Spalio 2, 5, 6 d.

. Irodyti, kad funkcija Iy : N — Z su reikSmeémis Iy (m) = [(m, 0)]z, m € N yra injekcija.

Sprendimas: Pagal Iy apibrézima

[(m,0)]z ={(p,q) € NxN: (p,q) ~z (m,0)}
={(m,0),(m+1,1),(m+2,2),...}.
Funkcija yra injekcija, jei Vo, y € X jei f(z) = f(y), tai & = y. Taigi imkime, In(m) ir Iy (n).
Tegu I(n) = [(n,0)]z, o In(m) = [(m,0)]z. Tarkime, kad I(n) = I(m). Tai reiskia, kad
(n,0) ~z (m,0). O tai bus tik tada jei
n+0=m+40,

taigi m = n. Ty ir reikéjo jrodyti.

. Irodyti sveikiesiems skai¢iams n ir m, kad griezta nelygybé n > m galioja tada ir tik tada,

kain > m + 1.

Sprendimas: ,=“ Tarkime, kad n > m. Tada pagal apibrézima, n > m ir n # m. Turime,
kad n > m, jei egzistuoja k € N toks, kad n = m + k. Kadangi n # m, tai k >1. Tada turime
n=m+1+ (k—1),ir k — 1 yra naturalusis skaic¢ius. Pagal apibrézima n > m + 1.

,<="“ Tarkime, kad n > m + 1. Tada pagal apibrézima n > m + 1, jei egzistuoja toks k € N,
kad n = m+1+k. Pazymékime [ := k+ 1. Turime, kad [ € N ir kad n = m+1. Taigi n > m.
Be to, n # m, nes prieSingu atveju butinai bus [ = 0, o priestarauty antrai Peano aksiomai.
Irodyti, kad (—1) - (=1) = 1.
Sprendimas: Turime, kad —1 = [(0,1)]z. Sveikyju skaiciy [(k,n)]z ir [(p, ¢)] sandauga yra
sveikas skaicius [(k-p+n-q, k- g+ n-p)|. Taigi

(=1 - (=) =10,1)]z-[(0,)]z=[0-04+1-1,0-1+1-0)]z =[(1,0)]z =1

Tegul a ir b yra tokie sveikieji skaiciai, kad ab = 0. Irodyti, kad tada arba a = 0 arba b =0
(arba abu kartu).

Sprendimas: Kadangi a ir b yra sveikieji skaiciai, tai jie yra arba teigiami, arba neigiami
arba nulis. Tarkime, kad a ir b yra teigiami. Tada a ir b yra naturalieji skaiciai, o naturaliyjuy
skai¢iy sandauga yra nulis, tada ir tik tada kai nors vienas iS jy yra nulis. Taigi gavome
priestara.

Tegu a ir b yra abudu neigiami, tada, ab = (—a) - (=b) ir —a ir —b yra naturalieji skaiciai.
Taigi gauname, kad nors arba —a arba —b arba jie abu kartu yra nuliai. Bet tada butinai bus
nulis nors vienas i$ a ir b. Taigi vél gavome priestara.

Tegu a teigiamas, o b neigiamas. Jei ab = 0, tai remiantis nulio savybémis, bus teisinga
a- (—=b) = 0. Jrodymas toliau analogiskas pries tai iSnagrinétam atvejui.

Taigi parodéme, kad jei ab = 0, tai negali buti abu skaiciai ne nulis. Vadinasi nors vienas i§
ju butinai bus nulis.

Tegul g yra racionalusis skaic¢ius. [rodyti, kad galioja lygiai viena i$ trijy alternatyvy:

(a) ¢ yra teigiamas racionalusis skaicius;
(b) ¢ yra nulis;

(c) ¢ yra neigiamas racionalusis skaicius.
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a

Sprendimas: Turime, kad jei p € Q, tai egzistuoja tokie a € Z, b € Zy, kad p = 7.
Pastebékime, kad ¢ = =;. Vadinasi visados galima pasirinkti tokia p israiska, kad b buty
teigiamas nattralusis skaicius (jeigu b teigiamas, tai imame ¢, jei b neigiamas, tai imame
p= ‘;—:, sua = —a ir b/ = —b. Naujoje iSraiskoje b’ jau teigiamas). Kadangi a yra sveikasis
skaicius, tai jam galioja trys alternatyvos, arba jis teigiamas, arba neigiamas, arba nulis.
Bet pirmuoju atveju turime p = § su a ir b teigiamais. Pagal apibréZima p yra teigiamas.
Antruoju atveju turime, kad —a yra teigiamas, taigi skaicius r = 3* yra teigiamas ir turime,
kad p = —r. Taigi p yra neigiamas. Treciuoju atveju pagal nulio apibrézima racionaliyjy
skaiciy aibéje turime, kad p yra nulis.

6. Tegul g ir r yra racionalus skaiciai. Irodyti,
(a) [l =0

(b) |¢| = 0 tada ir tik tada, kai ¢ = 0;

(©) lg-rl=lql-Ir[;

(d) lg+r| <lal+Irl.

Sprendimas: Jrodydami teiginius remsimés modulio apibrézimu

—q jeig<0
lg| = 0 jeig=0
q jeig>0

(a) Imkime g > 0, tada pagal apibrézima |q| = ¢ > 0. Jei g = 0, tai |¢| = 0, pagal apibrézima.
Galiausiai imkime ¢ < 0, tada |g| = —¢ > 0. Taigi gavome, kad |¢| > 0

(b) Butinumas. Imkime ¢ = 0. Tada pagal apibrézima |q| = 0.
Pakankamumas. Imkime, |g| = 0. Kadangi ¢ yra racionalusis skai¢ius tai galioja viena

i§ alternatyvy, arba g yra teigiamas, arba neigiamas, arba nulis. Bet pirmaisiais dviem
atvejais pagal modulio apibrézima |g| > 0, taigi gauname, kad ¢ = 0.

(c) Nagrinésime atskirus atvejus. Jei ¢ = 0 arba r = 0, arba abu kartu lygus nuliui, tai
lygybé yra akivaizdi. Tarkime, kad ¢ > 0 ir » < 0, tada pagal modulio apibrézima

|g-r| = —qr, nes gr <0.
I$ kitos pusés
lal -7l = q- (=) = —qr.
Gavome ta patj. Dabar imkime ¢ > 0 ir > 0:
lg - | = qr, nes qr > 0.
IS kitos pusés
lgl - Irl =q-7=p.

Vélgi gavome ta patj. Paémus ¢ < 0 ir 7 < 0 bei ¢ < 0 ir 7 > 0 jrodymas analogiskas,
todél gauname, kad lygybé yra teisinga.
(d) Tarkime, kad ¢ > r, nes kiti atvejai yra arba analogigki, arba trivialus. Tada galimi trys
atvejai
i. ¢ > r > 0. Tada turime ¢+ r| = g+ r ir |q| + |r| = ¢ + r. Taigi nelygybé galioja.
ii. ¢ > 0> r. Tada turime |[¢+7| =g+, jei |r| < qir |¢g+ 7| = —q+ (—7), jei |r] > q.
Abiem atvejais turime |q| + || = ¢+ (—r). Kadangi —¢ < ¢, tai gauname nelygybe.
iii. 0> ¢ > r. Tada turime |¢g+7r| = —q¢—r ir |g| + |r| = —¢ — r ir nelygybeé vél teisinga.

7. Tegu q racionalusis skaicius. [rodyti, kad egzistuoja vienintelis sveikasis skaicius n, kad
n<g<n+l
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Sprendimas: Tarkime priesingai, kad egzistuoja du skaic¢iai m ir n, kad n < ¢ < n + 1,
m < g <m+1bein#m. Tada imkime bet kokius a € Z ir b € Z, kad q = ¢.

IN
Qo

n <n+1

m<-<m-+1

Atimkime abi nelygybés puses:
n—-m<0<n—m

Is pastarosios nelygybés gauname, kad n — m = 0, vadinasi n = m. Gavome priestara
prielaidai. Taigi, egzistuoja vienintelis sveikasis skaicius n, kad n < g <n + 1.

. Tegu q,7 € Q ir ¢ < 7. Irodyti, kad egzistuoja toks p € Q, kad ¢ < p < r.

Sprendimas: Imkime p = (¢ + r)/2. Tada turime p = ¢/2+r/2 < r/2+r/2 = r. Taip pat
p=q/2+71/2>q/2+ q/2 = q. Taigi radome tokj p, kuris tenkina nurodytas salygas.
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2.2 11-12 paskaita
Spalio 9, 12, 13 d.
1. Suformuluoti ka reiskia, kad racionaliyjuy skaic¢iy seka (g, ) néra Cauchy seka. , t. y. loginiais
kvantoriais iSreiksti teiginj ,,(¢,) néra Cauchy seka®.

Sprendimas: Racionaliyjy skai¢iy seka (gn)n>m vadinama Cauchy seka, jei bet kuriam
teigiamam e € Q, egzistuoja toks N = N(¢) € N, kad visiems n, k > N, atstumas p(qn, qx) =
lgn — qi] < e. T.y., seka (gn)n>m vadinama Cauchy seka, jei

Ve >0, IN = N(e) € N: Vn, k > N galioja p(gn, qr) = |an — qr| < .

Tada (g,,) néra Cauchy seka, jei

Je > 0,VN = N(e) € N: 3n,k > N galioja p(¢n, qr) = |gn — qx| > €.

2. Trodyti: jei Cauchy sekos (r,) ir (s,) yra atskirtos nuo nulio ir (r,) ~g (s,), tai (r;!) ~r
(s21)-
Sprendimas: Tarkime, kad Cauchy sekos (r,) ir (s,) yra atskirtos nuo nulio, t.y., 3 racio-
nalus ¢, > 0, kad |r,| > ¢, ¥n € N bei 3 racionalus ¢; > 0, kad |s,| > ¢5, ¥n € N.

Turime

_1_7"7;1‘: |Tm_Tn| |rm—rn|

n 2

|r <
|anm| Cr

Taigi jei (r,,) yra nuo nulio atskirta Cauchy seka, tai (r,!) irgi bus Cauchy seka. Taigi (r; ')
ir (s, ') yra Cauchy sekos. Turime

-1 _ |5n - ’rn| Isn - Tn|
n

<
EX CrCs

Irt = st =

Vadinasi (1,1) ~r (s;;}).

3. Irodyti, kad jei t ir s yra teigiami realieji skaiciai ir jei t > s, tai t71 < s71.

Sprendimas: Tegu ¢t = LIM(p,) ir s = LIM(r,). Kadangi t ir s teigiami, tai egzistuos
tokie teigiami racionalts skaiciai ¢, ir ¢, kad kiekvienam n € N galios p,, > ¢, ir 7, > c¢,.
Be to kadangi t > s, taigi t —s > 0, vadinasi egzistuos toks ¢, kad visiems n € N, p,, — 7, > c.
Galy gale, kadangi (p,) ir (r,) yra Cauchy sekos, tai jos yra apréztos, taigi egzistuos tokie
teigiami skaiciai M, ir M, kad visiems n € N, p,, < M, ir r,, < M,..

Pagal apibréZima turime, kad t=* = LIM(p,') ir s=! = LIM(r;'), bei s71 —t7! =
LIM(r;' — p;1). Kiekvienam n € N turime:

-1 —1 Pn —Tn Pn —Tn C
ro—p, = > > >0
" " DPnTn M, M, M, M, ’

o tai reiskia, kad s~' — ¢~! yra teigiamas realusis skai¢ius. Taigi ¢! < s71.

4. Trodyti, kad su kiekvienu teigiamu realiuoju skai¢iumi ¢ egzistuoja toks naturalusis skaic¢ius
N,kad t > 1/N > 0.

Sprendimas: Tegu ¢ yra bet koks teigiamas realusis skai¢ius. Tegu k = 1/t. Tada k irgi yra
teigiamas realusis skaiCius. Bet kuriam realiajam skaiciui egzistuoja teigiamas racionalusis
skaicius ¢ ir teigiamas naturalusis skaicius N tokie, kad galioja nelygybé ¢ < k < N. Taigi
turime, kad t~! < N. Remiantis pries tai buvusiu uzdaviniu, gauname, kad ¢t > 1/N. Kadangi
N teigiamas naturalusis skaicius, tai 1/N > 0, taigi gavome tai ka reikéjo jrodyti.

5. Irodyti, kad bet kuri realiyjy skaiciy aibé gali turéti ne daugiau kaip viena maziausia virsutinj
rézj.
Sprendimas: Tarkime, kad M; yra maziausias realiyjy skaiciy aibés virSutinis rézis. Saky-
kime, kad M, taip pat maziausias realiyjy skaic¢iy aibés virSutinis rézis, taciau M; # Ms.
Pagal apibrézima maziausias virsutinis rézis M turi tenkinti dvi savybes:
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e M yra realiyjy skaiciy aibés virSutinis rézis;
e jei M’ yra realiyjy skaiéiy aibés virsutinis rézis, tai M’ > M.
Taigi i$ vienos pusés turi buti M; > Mos, is kitos pusés Mo > M;. Bet taip gali buti tik tuo

atveju, jei My = M. Taigi gavome priestara. Vadinasi aibé gali turéti ne daugiau kaip viena
magziausiag virsutinj rézj.

. Tegul M yra realiyjy skaiciy aibés A maziausias virsutinis rézis. Jrodyti, kad kiekvienam
€ > 0 egzistuoja toks x € A, kad x > M —e.

Sprendimas: Kadangi M yra aibés A maziausias virSutinis rézis, tai Vo € A galioja, kad
x < M. Tarkime priesingai. Tada egzistuos toks € > 0, kad kiekvienam =z € A, z < M — .
Bet tada M — e yra virsutinis aibés A rézis. Kadangi ¢ > 0, tai M — e < M, taigi M
néra maziausias virsutinis aibés A rézis. Gauname priestara, vadinasi uzdavinio teiginys yra
teisingas.

. Tegul A yra realiyjy skai¢iy aibé, o —A = {—z : x € A}. Irodyti: jei M yra aibés —A
maziausias virSutinis rézis, tai —M yra aibés A didZiausias apatinis rézis.

Sprendimas: Tegu L yra aibés —A virSutinis rézis, tai turime, kad y < L, visiems y € —A.
Bet tada pagal aibés —A apibrézima turime, kad x > —L visiems z € A. Vadinasi —L yra
aibés A apatinis rézis. Taigi jeigu L yra aibés — A virsutinis rézis, tai butinai — L yra apatinis
aibés A rézis. Analogiskai galima parodyti atvirkscig teiginj.

Kadangi M yra aibés —A didziausias virSutinis rézis, tai kiekvienam virsutiniam aibés A
réziui M’ turime M < M’. Bet kaip jau parodéme —M’ yra apatinis aibés A rézis. Kadangi
—M' < —M, gauname, kad —M yra didziausias apatinis aibés A rézis. Tai ir reikéjo jrodyti.
. Tegul r yra realusis skaic¢ius. Jrodyti, kad |r| = (r?)'/2.

Sprendimas: Skaic¢iuokime, kai r > 0
(T2)1/2 — 7,,2-1/2 =pl = p
Tegu r < 0. Tada egzistuoja toks realus teigiamas p, kad r = —p. Tada turime
()2 = ((=p)))/? = (P)? =p=—
Imkime » =0
(02)1/2 _ 01/2 _ 0

Taigi gavome,

—r jeir<0
(r3H1/? = 0 jeir=0
r jeir>0

Vadinasi |r| = (r2)'/2.
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2.3 13-14 paskaita
Spalio 16, 19, 20 d.

1. Jrodyti, kad (?) < 2(n/2)?, bet kuriems 1 < j < n.

Sprendimas: Turime

O\ _mlnsD o) o
j 1-2---3 - 2 2
nes
n—j+1 <§.
j -2

Taigi gauname reikiama lygybe.

2. Tegul realusis skai¢ius > —1 ir n yra teigiamas naturalusis skaicius. Irodyti, kad (1+z)™ >
1+ nax.

Sprendimas: Naudosimés indukcijos principu. Kai n = 0 turime
(1+2)°=1>1+0-2.

Taigi, nelygybé galioja, kai n = 0. Tarkime, kad $i nelygybé galioja, kai n = k. Parodysime,
kad jinai galioja ir n =k + 1:

A+ =042 - 1+2) >0 +2) (14 ko)
=l+4+kr+at+ke? =14+ (k+Dr+ka®>1+ (k+ 1)z

Cia pasinauduojome tuo, kad kz? > 0. Taigi, gavome, kad nelygybé galioja, kai n = k + 1,
vadinasi remiantis indukcijos principu (1 4+ )™ > 1 + na galioja visiems n € N.

3. Tegul z,y € R ir n € Ny. Irodyti, kad

n—1
2t =y = (z—y) Y aly"
j=0

Sprendimas: Turime

n—1 n—1
(@—y) Y 2y 1T = @Iy —adyn )
j=0 7=0

2

=y -yt 2y T ey b Ty = TR ey

:zniyn.

4. Tegul z, y yra realieji skaiciai, o realusis skai¢ius ¢ > 0, Irodyti, kad p(z,y) < € tada ir
tik tada, kai y — e < © < y + e. Taip pat jrodyti, kad p(z,y) < € tada ir tik tada, kai
r—e<y<z+e.

Sprendimas. Pakankamumas. Tegu p(z,y) < e. Tegu x > y, tada p(z,y) = |y —z| =z —y.
Taigi z — y < ¢, vadinasi z < y +¢. Kadangi x > y, tai x —y > 0, vadinasi x — y > —¢, taigi
x >y — . Taigi parodéme, kad kai x > y tai teiginys galioja.

Tegu z < y. Tada p(x,y) = y —x. Taigi y —x < ¢, atba x —y > —e vadinasi x > y — €.
Kadangi z —y < 0, tai turime z — y < ¢, taigi z < y + . Vél parodéme, kad teiginys galioja.

Atevejis © = y trivialus. Taigi visais imanomas atvejais teiginys galioja.

Butinumas. Tarkime, kad y—e < & < y+e¢. Bet tada turime —e < z—y <ecir —e < y—x < €.
Taigi |z — y| < e.

Antrasis teiginys jrodomas analogiskai.
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5. Irodyti, kad kiekviena realiyjy skai¢iy Cauchy seka yra aprézta.

Sprendimas. Realiyjy skai¢iy seka (x,) yra Cauchy, jei kiekvienam e > 0 egzistuoja toks
N, kad visiems n,m > N galioja

|zn — x| < e.
Imkime kurj nors € > 0. Tada turime, kad egzistuos toks IV, kad visiems n > N + 1
IN41 —E< Tp <TN41 T E

Imkime My = max{|zy+1 — €|, |[zn+1 +€|}. Tada turime, kad visiems n > N + 1, |z, | < Mp.
Tegu M; = max{|zg|,...,zn}. Turime, kad M; yra realusis skaicius nes aibe {|zol, ..., |zn|}
yra baigtiné. Taip pat visiems n < N turime |z,| < M;. Tegu M = max{My, M;}. Tada
|z, | < M visiems n € N. Taigi gavome, kad seka (z,) yra aprézta.

6. Tegu (r,) yra realiyjy skai¢iy seka ir r € R. Trodyti, kad lim,, .o, 7, = r tada ir tik tada, kai
kiekvienam k € N egzistuoja toks N € N, kad p(r,,r) < 1/k kiekvienam n > N.

Sprendimas. Butinumas. Tegu kiekvienam k € N, egzistuoja toks N € N, kad p(r,,r) <
1/k kiekvienam n > N. Imkime ¢ > 0. Pagal Archimedo principa egzistuoja toks k € N,
kad £ > 1/k. Bet tada tam k egzistuos toks N, kad visiems n > N turésime

e>1/k>|r, —7l,
taigi limr,, = r.

Pakankamumas. Tegu limr,, = r, tada kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks N € N, kad visiems
n > N:

|rn, — 7| < e.
Imkime k € N;. Tada 1/k yra racionalus skai¢ius ir 1/k > 0. Tarp dviejy racionaliy skaiciy

visados egzistuos realusis skaicius. Taigi egzistuoja toks ¢, kad 0 < ¢ < 1/k. Bet kiekvienam
€ > 0 egzistuos toks N, kad visiems n > N turésime:

1/k>¢e>|r, —rl.
Tai ir reikéjo parodyti.

7. Tarkime, kad realiuju skaiciy seka (r,) konverguoja i skaiciy r ir  # 0. Irodyti, kad egzistuoja
toks N > m, kad |r,| > |r|/2 kiekvienam n > N.

Sprendimas. Kadangi (r,,) konverguoja, tai kiekvienam £ > 0 egzistuoja toks N € N, kad
visiems n > N:

|t — | <e.
Tegu ¢ = |r|/2. Tada egzistuos toks N, kad visiems n > N
|rn, — 7| < |r|/2.

Tai ekvivalentu

—rl/2+r <r,<r+]r]/2.
Arba

r/2 <r, <3r/2, kair >0,

—3r/2> —ry, > —r/2, kair <0.

Bet tai reiskia, kad |r,| > |r|/2. (Antruoju atveju pasinaudojome tuo, kad 7, bus butinai
neigiamas, jeigu nelygybé galioja).

8. Tarkime, kad teigiamu realiujy skai¢iu seka (r,) konverguoja i teigiama skaiciy r. Irodyti,
kad seka (,/r,) konverguoja i \/r.
Sprendimas. Turime

V= Vi =
Taigi /T, — /T

|(Vrn = V) (VT e —
Vin + T TV

— 0, jeir, —r.
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2.4 15-16 paskaita
Spalio 23, 26, 27 d.
1. Tegul ry, :=1/(n+ 1), n € N. Jrodyti, kad sup,, ey rn = 1 ir inf,enr, = 0.
Sprendimas. Turime rg =1 ir 7, > rg visiems n € N. Taigi sup,,cy7n = 1.

Turime, kad 7, > 0 visiems n € N. Taigi 0 yra apatinis rézis. Tarkime egzistuoja kitas
didesnis apatinis rézis M > 0. Bet pagal Archimedo principa visados egzistuos N toks kuriam
N > 1/M. Taigi M > 1/N = ry_;. Taigi M néra apatinis rézis. Taigi 0 yra didziausias
apatinis rézis, vadinasi inf,,cny = 0.

2. Tegul a yra teigiamas realusis skai¢ius. Parodyti, kad lima'/™ = 1. (Pasinaudoti tuo, kad
a=(1+(a"/"=1))")
Sprendimas. Tegu a > 1, tada o'/ > 1 visiems n € N.. Pasinaudoje¢ Niutono binomo
formule turime, kad
a=(1+@@/"=1)">1+n@"—=1)>n(@’"-1),
o tai reiskia, kad
0<a’"—1<a/n—0, kai n — oo

1.

vadinasi a'/
Jeigu a < 1. Tai pagal jau jrodyta dalj turime, kad a=*/™ — 1. Bet
1 1

— — 1
1/at/m  lim ——

lima'/" = lim

3. Parodyti, kad limn'/" = 1. (Pasinaudoti tuo, kad n = (1 + (n*/™ —1))")

Sprendimas. Turime n'/™ > 1 kiekvienam n € N . Pasinaudoje Niutono binomo formule
gauname
n= (L4 @7 =1 > 1t/ )4 SO e
M= D a1y,
taigi

2
O<n1/"—1<1/7—>0, kai n — oo.
n—1

4. Pateikite pavyzdj sekos, kuri turi lygiai du ribinius taskus.
Sprendimas. Tegu seka 7, apibréziama taip, rop = 2+ 1/k, rop1 = 1 — 1/k. Si seka
turés du ribinius taskus, 2 ir 1. Taskas a yra sekos x, ribinis taskas, jei kiekvienam ¢ > 0 ir
kiekvienam N € N egzistuoja toks n > N, kad
|z, —al <e.
Imkime bet kurj e. Pagal Archimedo principa egzistuoja toks N, kad ¢ > 1/N. Bet tada
paémus atitinkamai [ = 2N ir m = 2N + 1 turésime:
Im —2|=|ron —2|=1[24+1/N-2|=1/N<c¢
[P — 1) = |rey41 — 1| =[1-1/N—-1|=1/N<¢
Taigi taskai 2 ir 1 yra sekos r,, ribiniai taskai.
5. Tegul seka (a,) yra aprézta is virSaus. Irodyti, kad Sios sekos ribiniy tasky aibé yra aprézta
is virsaus.
Sprendimas. Kadangi seka (a,) yra aprézta iS virSaus, tai egzistuoja toks M € R, kad
an < M visiems n € N. Imkime bet kurj sekos a,, ribinj taska a. Tada kiekvienam & > 0 ir
kiekvienam N egzistuoja toks n > N, kad a < a,, +¢. Imkime e = 1 ir N = 1, tada egzistuos

toks n > 1, kad a < a, + 1 < M + 1. Taigi jeigu a yra ribinis sekos (a,,) taskas, tai butinai
a < M + 1, vadinasi ribiniy tasky aibé yra aprézta is virsaus.
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6. Pateikite pavyzdj neapréztos sekos, kuri turi lygiai viena ribinj taska.

Sprendimas. Apibrézkime seka r, taip: rop = 27F, ropyq = 2F. Tada seka bus neaprézta,
nes bet kuriam realiajam skai¢iui M galime rasti tokj I, kad 2! > M, o 2! bus (2] + 1)-asis
sekos 7, narys. Si seka turés viena ribinj taska 0, nes kiekvienam € > 0 ir kiekvienam N
galime rasti tokj [ > N, kad 27! < ¢, 0 27! yra 2I-tasis sekos r,, narys.

7. Tegu (r,) yra nemazéjanti realiyjy skaifiy seka ir tegu ji turi ribinj tagka. Irodyti, kad (r,)
konverguoja.
Sprendimas. Tegu seka r yra sekos (r,,) ribinis taskas. Tada kiekvienam ¢ > 0 ir kiekvienam
N egzistuos toks n > N, kad |r, — r| < e. Tarkime kad r, < r visiems n. Tada turime
|rn, — 7| > |rm — 7| visiems m > n, nes seka (r,) yra nemazéjanti.
Taigi turime, kad kiekvienam ¢ > 0 egzistuos toks N, kad visems k > N bus |r, —r| < e.
Tam uztenka pasirinkti bet koki N, jam egzistuos vienas n > N toks, kad |r, — r| < €, bet
dél to, kad seka nemazéjanti, Si nelygybé galios ir visiems m > n > N.

Belieka parodyti, kad jei egzistuoja toks n, kad r,, > r, tai r nebus ribinis sekos (r,) taskas.
Tarkime, kad toks n egzistuoja. Tada turime, kad visiems m > n, r,, > r,, > r, nes seka (r,)
yra nemazéjanti. Imkime e = (r, — r)/2. Pagal padaryta prielaida turime, kad € > 0. Tada
visiems m > n turime |r,, — r| > ¢, taigi r negali buti sekos (r,,) ribinis taskas.

8. Pateikite pavyzdj tokiy aprézty seky (r,,) ir (s, ), kad

limsup(r, +s,) =0 ir limsupr, =limsups, = 1.

n—oo n—oo n—oo

Sprendimas. Tegu r,, = (—1)", 0 s, = (—=1)"*!. Tada r,, + s, = 0 ir pirma lygybé galioja.
Antra lygybé galios taip pat, nes supys,, . = supys,, sy = 1, visiems n > 2.
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Trecioji grupé uzdaviniy

17-18 paskaita

Spalio 30 d., Lapkric¢io 2, 3 d.
. Rasti riba

i 1+3+5+ +2n—1
m(=-4+ =4+ =+ .
nsoo \ 2 22 23 2n

w

Sprendimas: Pazymékime S,, = % + 27 + 2% + 4 2’;;1. Tada

g 1 71+ 3 1 n n 2n—1 2n-—3 2n —1
n 2 n_172 22 22 on on on+1
_1+ 1+1+ . 1 2n —1
T 9 2 22 on—2 on+1 °
Tada
1 1 2n — 1
n:]_ ]_ e “ e -
S. + +2+ +2n_1 on
1
-1 2
Tokiu atveju
-5 2n—1
i .= fiy (16T
. 1 2n —1
= Jim (102 5 - )
. . 1 1 n .
=8 I g T P LM o

3—-0-0+4+0=3.

Cia pasinaudojome tuo, kad
n
on

n

(14+1)n
n n

= <

1+n+@+...+1 "(”2*1)

2 <
= e
n—1

bet kokiam laisvai pasirinktam € > 0, jein > 1+ %, t.y., limy, o0 57 = 0.

Rasti riba

i 1 n 1 + n 1
m (—+—+- -+ —].
n—oo \ 1-2 2-3 n(n+1)

Sprendimas: Pastebésime, kad

1 1 1
T2 23 am
() oah)
2 2 3 n n-+1
1

Tada




3. Rasti riba lim,, o (V2 v2-V2... 2%)

Sprendimas: Kadangi

V2-V2-¥2... 02

= QU214 H1/27 _ gl =1/2" Qlfzn
ir kai n > 2
9 — (21/2”) '
- (1 + (21/2” - 1)) ’
> (1 + (21/2" - 1))
= 1n (22 1) e (2 - 1)"
>n (21/27 1)
Vadinasi
0<21/2”—1<g.
n
Taigi,
212" 1,kai n — oo.
Tada
nlggo(\/i- V2-V2... 2%)=n11n5021w=2.
4. Parodyti, kad lim, . 2; = 0.

Sprendimas: Lygybé seka i$ nelygybiy

0< —=

2m 2
n! 1

[SSIR)
S
AN
[\
7 N
wl N
'

3
|
()
I
N | ©
N
Wl N
N~
3

2
2
ir is to, kad (%)n — 0, kai n — oo.

5. Parodyti, kad lim, . Z—: =0, kai a > 1.

Sprendimas: Tegul m yra sveikasis skaic¢ius ir m > k. Tada

0<nk<nm_ n m_(n)m
an ~ an  \ ¥a “\p/
¢iab= %/a > 1. Bet

E_ n - n
v A+ G- 14ab-1)+ 2 DG -1)2 4 (b 1)n
2n 2

S A -DB-12 m-1D0b-1)

5 — 0,

kai n — co. Tada naudojantis riby savybémis (sandaugos riba lygi riby sandaugai) gauname,
kad

(bﬁn)m — 0,kai n — oo.

Vadinasi, gauname norima lygybe.
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6. Irodyti, kad

lim <1+1+

n—oo

11 1y
5“!‘?“!“&‘5 = €.

Sprendimas: Naudosimés tuo, kad lim,,_,~ (1 + %)n =e.

\" n nn-1 1 nnh-1)nN-2) 1
l‘n—<1+> =1—|—g+ 9] 'ﬁ“r 30 o
nn—1)...(n—k+1) 1 nn—1)...2-1 1

Kai n — oo gauname nelygybe

11 1
5+§+~”+E—yk.

Pastaroji nelygybé galioja bet kuriam k. Kadangi aibéje {yi} néra didziausio elemento, tai
paémus k =n

e>2+

_9 1 1 1
Yn = +§+§+"'+a

t.y., lygybés zenklas yra nejmanomas. Be to,

<e,

_ (4 1\" 9 1 1 17
Ty = +E < +§+§++ﬁ—yn

Taigi, z,, < yn < e ir lim,,_~ =, = e. Vadinasi, gauname, kad lim, .. y, = e.
7. Irodyti nelygybes:
() 1+1)" <e< (141"

(b) A5 <lm(1+1) <L

Sprendimas:

(a) Pazymékime x,, == (14 1)" ir y, := (1 + %)n—H. Nagrinékime

1 n+1 1 n+1
Tnt1 (1*’51T> B (1**511) n+1
o (k)" (+7) n
1 "o 1 n+1
=(1-——) - > (1- : =1
(n+1)2 n n+1 n
Taip pat
Yn 1 n+1 1 n-+1

e o <
Yn—1 (1+ n2171) n (1+#) n

nd+n?-n-1
= < 1.
n34+n2—n

Taigi gavome, kad seka x,, yra didéjanti, o seka y,, yra mazéjanti. Taciau
1 n
lim z, = lim (1—|—> =e
n—oo n—oo n
ir
1\"* 1\" 1
lim gy, = lim (1+) = lim (1+) - lim (1+)e~1e.
n—oo n—oo n n—oo n n— oo n

Taigi, gauname, kad (1 + %)” <e<(1+ %)nJrl.
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(b) Logaritmuokime nelygybe (1 + %)n <e< (1 + %)HH:

1 1
n-ln(l—l—)<lne:1<(n+1)-ln<l+)
n n

Gavome ieskoma nelygybe.

. Parodyti, kad seka ©,, =1+ 1/24+1/3 + -+ 4+ 1/n — lnn konverguoja.

Sprendimas: Naudosimeés naturaliojo logaritmo savybémis:

1 <Iln(l+4+2z)<z

Kadangi galioja

1 1 1 1
—ap =145+ — 1 1)—1 |
Tntl — Tn +2+3+ —|— + ] n(n+1) +2+3+ +n+nn

1 n+1 1 1
n+1 ) n+1 n( +n><

Paskutinioji nelygybé gaunama pagal 7 uzdavinio (b) dalj. Vadinasi seka yra monotoniskai
mazéjanti. Parodysime, kad ji aprézta is apacios:

SP I S +l 1
Tp = 2 3 nn
1 1
>In(l+1)+In + +In(l+<)+--+n(l+—-)—Inn
2 3 n
3
:1n<2 = n+1 1)
2 n n

4
37
+
( > n—i—l

Taigi, kadangi seka yra monotoniskai mazéjanti ir ji aprézta iS apacios, tai seka konverguoja.
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3.2 19-20 paskaita

1. Tegud ;= a;ory .  b; yraneneigiamy skaiciy eilutés ir tegul egzistuoja riba L = lim; ., a;/b;.

Irodyti:
(a) jei L >0, tai )., a; konverguoja tada ir tik tada, kai konverguoja » .. b;;
(b) jei L=01ir )., b; konverguoja, tai konverguoja ir .-, a;.

Sprendimas. Tegu egzistuoja riba L = lima;/b; ir L > 0. Imkime ¢ = 1. Tada egzistuos
toks N, kad kiekvienam n > N turésime a,, < b, (L + 1). Taigi jeigu eiluté > b; konverguoja
tai konverguos eiluté 3 a; pagal eilu¢iy palyginimo pozymj. Imkime ¢ = L/2. Tada egzistuos
toks N, kad kiekvienam n > N turésime b,L/2 < a,. Taigi jei konverguos eiluté >_ a;,
tai pagal eilu¢iy palyginimo pozymj konverguos ir eiluté > b;. Taigi pirmoji uzdavinio dalis
irodyta.

Tarkime dabar L = 0. Imkime ¢ = 1. Tada egzistuos toks N, kad kiekvienam n > N
turésime a,, < b,,. Taigi jeigu eiluté > b; konverguoja tai konverguos eiluté Y a; pagal eiluciy
palyginimo pozymj.

2. Tegu (¢;) yra teigiamy skai¢iy seka. [rodyti, kad

Ci+1

.. ..o 1/i
lim inf < liminf¢; /i
1—00 C; 17— 00

Sprendimas. Kadangi c¢; teigiami, tai nurodytos ribos visados egzistuoja. Tegu L =
liminf; C“‘; . Jeigu L = 0, tai nelygybé galioja. Tegu L > 0. Tada kiekvienam € > 0

egzistuos toks N , kad kiekvienam 7 > N bus teisinga

@>L,€
Ci

Pastebékime, kad N bus netrivialus tik tais atvejais, kai € < L. Todél toliau nagrinékime tik
tokius e.

IS sios nelygybés isplaukia, kad kiekvienam i > N:

ci >en(L—e) N,
Pazymékime K = ¢, /(L — &)V . Turime, kad K > 0 ir kad

cz/i > KYUL —¢).
Peréje sioje nelygybéje prie ribos gausime, kad

lim inf cg/i >L—c¢.

Cia pasinaudojome tuo, kad lim K''/* = 1. Kadangi ¢ yra laisvai pasirinktas, tai gauname,
kad

lim inf ci/i > L,

ka ir reikéjo jrodyti.

3. Irodyti, kad diverguoja eiluté > -, 1
Sprendimas. Zinome, kad seka 1+1/2+---+1/n —Inn konverguoja. Reiskiasi 1, 1/i =
Inn+C +r,, ¢ia C konstanta, o r, — 0. Taigi eilute ). % diverguoja, nes jos daliniy sumy
seka yra neaprézta. B

4. Tegul skaidiy eiluté >
Irodyti, kad eilute
Sprendimas. Kadangi seka b; aprézta, tai egzistuoja toks skaifius M > 0, kad [b;] < M
visiems 4. Taigi |a;b;| < M|a;| visiems 4. Taigi eiluté Y.<~ a;b; konverguos absoliu¢iai pagal
eiluciy palyginimo pozymj.

i>m @i konverguoja absoliuciai ir tegul (b;) yra aprézta skaiciy seka.

i>m a;b; konverguoja absoliuciai.

i>m
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. Parodyti, kad eilute Y-, 27 sin(224) konverguoja.

Sprendimas. Turime |sinz| < 1 visiems realiesiems x. Taigi seka sin(3Fi) yra aprézta.
Tai pat turime, kad > ,., 27" = 1. Remiantis pries tai iSsprestu uzdaviniu nurodyta eiluté
konverguoja.

. Parodyti, kad eiluté

. sin? ko
anH 1+ 22 4 cos? ka’
n=1 k=1
¢ia x # 0, o a € R, konverguoja. (Taikyti D’Alembert eiluciy konvergavimo poZymj).

. Parodyti, kad eiluté

Z (n . 1)71(11-1)
o \n 1
konverguoja. (Taikyti Cauchy eilu¢iy konvergavimo pozymj).

. Tegul neneigiamy skaiciy eiluté Y .° a; konverguoja. Pateikti pavyzdj rodantj, kad eiluté
— 1 y/0; diverguoja ir jrodyti, ka — 1 /0:/1 konverguoja. Nuoroda: naudokités nelygybe
iy di ja ir jrodyti, kad >, i k ja. Nuorod dokité lygyb

ay < (2° +y?)/2.
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3.3

21-22 paskaita
lapkricio 12,16,17

. Ar eilute

i n3(\/§+(_1)n)n
n=1 3"
konverguoja?
Ina,
. Parodyti, kad eiluté Y a,, konverguoja, jei egzistuoja toks o > 0, ir toks N, kad fln—a >
nn
1+a.

1

. Ar konverguoja eilute >, W?
n(lnn

. Ar konverguoja eiluté Y07 | Ur(;)’ ¢ia v(n) yra skai¢iaus n skaitmeny skai¢ius? Naudokités

tuo, kad eilute Y >° 12—2” konverguoja.

. Irodyti, kad sveikyjy skaiciy aibé Z yra suskaic¢iuojama.
Sprendimas. Apibrézkime funkcija f: N — Z taip: f(0) =0, f(n) = [(—1)""'n/2] + 1, kai
n nelyginis ir f(n) = —1""'n/2, kai n yra lyginis. Si funkcija yra bijekcija, taigi aibé Z yra
suskaic¢iuojama.

. Irodyti, kad racionaliyjy skaiciy aibé Q yra suskaiCiuojama

Sprendimas. Aibé Q yra Z x Z poaibis. Kadangi aibé Z yra suskai¢iuojama, ja galima
uzraSyti taip Z = zg, 21, .... Tada Z x Z = {(2;, 2j),1,j € N}. Aibés Z x Z elementus galima
isdéstyti taip:

(Zo, Zo) (Zo, 21) (207 22)
(21,20) (21,21) (21,22)
(2’2,7«’0) (2’2,21) (2’2722)

Kad parodyti, kad aibé Z x Z yra suskaiciuojama, reikia sunumeruoti jos elementus. Nulinis
elementas bus (2o, z0), pirmas elementas (z1, z9), antras (2o, 21). Visados pradedame nuo
pirmo stulpelio elemento ir numeruojame atitinkamos jstrizainés elementus. Taip kiekvienam
elementui prisikiriame unikaly numerj:

C+)E+7+1)
2

flziz) = +1+
Gauta funkcija atvaizduoja Z x Z j N ir yra bijekcija. Taigi aibé Z x Z yra suskaiciuojama.
Kadangi Q yra begaliné ir suskaiciuojamos aibés poaibis, tai ji irgi yra suskaiciuojama.

Irodyti, kad intervalai (0, 1) ir (0,00) yra vienodos galios.

Sprendimas. Imkime funkcija f(z) = —Inz. Jiintervala (0, 1) atvaizduoja j intervala (0, o)
ir yra bijekcija. Taigi intervalai yra vienodos galios.

Irodyti, kad bet kurie du uzdari intervalai yra vienodos galios.

Sprendimas. Tegu turime intervalus [a,b] ir [c,d]. Imkime funkcija f(z) = ¢ + £=2d. Si
funkcija yra bijekcija ir intervala [a,b] atvaizduoja i intervala [c,d]. Taigi Sie intervalai yra

vienodos galios.
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3.4

—_

23-24 paskaita

. Tegul a ir b yra tokie tiesés taskai, kad a < b ir tegul = € (a,b). Irodyti, kad egzistuoja tokia
x aplinka O (x), kuri yra (a,b) poaibis.

Sprendimas. Kadangi a < x < b, tai remiantis realiyjy skaiciy savybémis egzistuoja skaiciai
¢, d tokie, kad a < ¢ < x < d < b. Paémus ¢ = min{z — ¢,d — 2} gausime, kad a < z — e <
x < x+e < b. Taigi egzistuoja tokia x aplinka kuri yra (a, b) poaibis.

Irodyti, kad N=N,Q=R,R=Rir & = @.
Tarkime, kad X ir Y yra tokios tiesés tasky aibeés, kad X C Y C X. Jrodyti, kad Y = X.

Tegul a,b € R. Irodyti, kad uzdaras intervalas [a, b] yra uzdara aibé.

Sprendimas. Visi intervalo [a, b] taskai yra salycio, taigi teiginys bus teisingas jeigu paro-
dysime, kad jei x ¢ [a,b], tai = néra salyio taskas. Jeigu = ¢ [a,b], tai arba z < a arba
x > b. Tarkime, kad x < a. Tada egzistuos toks ¢, kad * < ¢ < a. Imkime ¢ = ¢ — .
Tada z — e < ¢ < x 4+ € < a. Sukonstravome tokia tasko x aplinka, kuriai nepriklauso né
vienas intervalo [a,b] taskas. Taigi x néra [a,b] saly¢io taskas. Atvejis x > b nagrinéjamas
analogiskai.

Tegul n € Ny ir tegul Xy,...,X,, yra uzdaros tiesés tasky aibés. [rodyti, kad U}, X, yra
uzdara aibé.

Irodyti, kad apréztos aibés uzdarinys yra aprézta aibé.

Sprendimas. Tegu A yra aprézta aibé ir tegu y yra A salycio taskas. Kadangi y yra salycio
taskas, tai kiekvienam ¢ > 0 tasko aplinka O, (y) yra aibés A tasky. Teguz € A ir x € O.(y).
Tada |y — 2| < e. Bet tada z — e < y < z + ¢. Kadangi aibé A aprézta, tai egzistuoja toks
M >0, kad —M < x < M visiems & € A. Bet tada turime, kad kiekvienam aibés A salycio
taskui y galioja —M — e <y < M + e. Taigi aibés A uzdarinys yra aprézta aibé.

Irodyti, kad kiekviena baigtiné tiesés tasky aibé yra uzdara ir aprézta.

Sprendimas. Tegu A yra baigtiné tiesés tasky aibé. Tada ji yra aprézta, nes kiekvienam
r € A turime < M := max{z,x € A}. Cia maksimumas bus baigtinis, nes jis bus vienas
i§ aibés A elementy. Kadangi A yra baigtiné tiesés tasky aibé, tai remiantis realiyjy skaiciy
savybémis galima ja uZrasyti taip A = {1 < 2 < -+ < z,}. Imkime dabar taska x
nepriklausantj aibei A. Tada arba z; < * < x;41, kuriam nors i = 1,...,n — 1, arba = < x;
arba z > z,. Nagrinékime pirmajj atveji. Kadangi z; < = < x;41, tai egzistuos tokie
realieji skaiciai, kad z; < ¢ < x < d < x;4+;. Paéme ¢ = minz — ¢,d — x gausime, kad
T <x—e<x<x+e < wxiq. Taigi mes sukonstravome tokia tasko x aplinka, kuriai
nepriklauso jokie aibés A taskai. Kiti du atvejai nagrinéjami analogiskai.

Taigi bet kuris taskas nepriklausantis aibei A néra aibés A salycio taskas. Vadinasi aibé A
yra uzdara.

Irodyti, kad intervalai (a, b] ir [a,b) yra nei uzdaros nei atviros aibeés.

Sprendimas. Imkime intervala (a,b]. Imkime taska a. Kiekvienoje jo aplinkoje yra inter-
valo (a, b] tasky, taigi jis yra salyCio taskas. Kadangi jis nepriklauso intervalui (a,b|, tai Sis
intervalas negali buti uzdara aibé. Tegu B = R\(a,b] = (coa] U (b,00). Imkime taska b.
Kiekvienoje jo aplinkoje bus aibés B tasky, bet sis taskas aibei b nepriklauso. Taigi aibé B
néra uzdara, o tai reiskia, kad intervalas (a, b] néra atvira aibé. Taigi Sis intervalas néra nei
uzdara nei atvira aibé. Intervalas [a,b) nagrinéjamas analogiskai.

Tarkime, kad X yra netus¢ia ir aprézta iS virSaus tiesés tasky aibé ir tegul M := sup X.
Irodyti, kad M yra X aibés salycio taskas.

Sprendimas. Kadangi M yra supremumas, tai kiekvienam € > 0 egzistuoja toks z € X, kad
x > M — e. Kadangi tuo paéiu z < M, tai gauname, kad kiekvienoje tasko M e-aplinkoje
egzistuoja aibés X taskas. Taigi M yra salyc¢io taskas.
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4.1

10.

Ketvirtoji grupé uzdaviniy

25-26 paskaita

. Tegu {X1,...,X,} yra atviry aibiy rinkinys. Irodyti, kad N, X; yra atvira aibé.

Sprendimas.  Aibé yra atvira, jei kiekvienas jos taskas yra vidinis. Tegu z € N, Xj;.
Tada x € X; kiekvienam ¢ = 1,...,n pagal sankirtos apibrézima. Kadangi aibés X; yra
atviros, tai gauname, kad kiekvienam i egzistuos toks ¢;, kad (z —¢;, x4+ ;) € X;. Paimkime
e =min{e; : i =1,...,n}. Tada kiekvienam i (z — e,z +¢) C (x — g5, + &;) C X;. Taigi
(x—e,x+e) C N X

Tegu G yra atviry aibiy rinkinys (baigtinis ar begalinis). Irodyti, kad UG yra atvira aibé.

Sprendimas. Aibé yra atvira, jei kiekvienas jos taskas yra vidinis. Tegu x € UG. Tada
egzistuos tokia aibé X € G, kad x € X. Kadangi G yra atviry aibiy rinkinys, tai X yra
atvira. Taigi egzistuoja toks € > 0, kad (zr—¢,x+¢) C X. Bet tada pagal jungties apibrézima
(x —e,x+¢e) CUG.

Sudarykite aibés {%, n € N, } atviraji denginj, i$ kurio nejmanoma isrinkti baigtinio denginio.

Sprendimas. Tegu G = {I,, := (%, "ij{l),n =€ N, }. Tada turime kad 1/n € I,,, I,, yra

atvira visiems n, bet bet kuriems n # m > 2 I, N I, = &. Taigi G yra atvirasis denginys is
kurio nejmanoma isrinkti baigtinio denginio.

Tegul f: R —Rir
2, x>0,

f(z) = 0,z=0,
-2, x <0.

Parodyti, kad taske 0 funkcijos riba neegzistuoja.

Irodyti, kad jei funkcija f taske a konverguoja i u, o funkcija g taske a konverguoja j v, tai
fg taske a konverguoja i uv.

Tegu P(x) = ag + a1z + agx? + - - - + a,2™. Parodyti, kad lim, . |P(z)| = oo

Rasti ribas:

T+ r+ VT

Yz —2
V-4

V1i+zx—1

lim
r—00

;lIE%)T’ clan € N_.
VT F2— Y2 +20
lim

z—7 vr+9-—-2
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4.2 27-28 paskaita
1. Rasti ribas

(a)
(b)

limg_, S5 (170)

sin na

lim, o 222 (172)

() lim, ., Sne=sine (774)
(d

(e
(f
(g

1}2
lim, . o (;jﬁl) (186)
lim, o 20E2) 793)
lim, .o =L (197)

lim, o P21 (197)

)
)
)
)

2. Tegul f: R — R ir

1,zeQ

Parodyti, kad funkcija netolydi kiekviename taske.

f(x):{o,xeR\Q,

Sprendimas. Tegu z € Q. Tada f(x) = 1. Remiantis realiyjy skai¢iy savybémis kiekvienam
0 > 0 egzistuos toks iracionalus skaicius y € R\Q, kad |y — z| < 6. Bet f(y) = 0, taigi
lim;_,, f(t) neegzistuoja. Taigi funkcija néra tolydi racionaliuose taskuose.

Tegu z € R\Q. Tada f(z) = 0. Remiantis realiyjy skai¢iy savybémis kiekvienam § > 0
egzistuos toks racionalus skaicius y € Q, kad |y — x| < §. Bet f(y) = 1, taigi lim;_,, f(¢)
neegzistuoja. Taigi funkcija néra tolydi iracionaliuose taskuose.

. Tegu f: R—Rir
0, z € R\Q,
fl@) =41

a .
Ak €Q, z= 3’ (neprastinama trupmena)

Parodyti, kad funkcija tolydi iracionaliuose taskuose ir netolydi racionaliuose. (263)
. Tegu funkcija f : R — R yra funkcija su reikSmémis
2342, jei x <0,
fl@)=1< 22 -2, jei0 <z <2,
T, jeix > 2.
Rasti funkcijos f tolydumo ir trukio taskus.
. Tegu f(z) := {z} (skai¢iaus trupmeniné dalis). Rasti funkcijos trukio tasky aibe. (253)

. Tarkime, kad f : [a,b] — R yra tolydi funkcija. Irodyti, kad egzistuoja tokia tolydi funkcija
g : R — R, kad g(z) = f(z) kiekvienam z € [a,b] (tokia funkcija vadinama funkcijos f
tolydZiuoju tesiniu). Irodykite, kad Sis teiginys néra teisingas bet kuriai tolydziai funkcijai
f:(a,b) = R.

Sprendimas. Tegu ¢ < a ir d > b. Apibrézkime g(x) taip:

0, z < c,
fla)2=5, c<z<a,

g(z) = f(z), a<wx<b,
f) = f(b)5=2, b<az<d,
0, x> d.

Funkcija g(z) yra tolydi ir tenkina reikiamas savybes.

Tegu (a,b) = (0,1) ir f(z) = 1. Tada nebus jmanoma sukonstruoti tolydaus funkcijos f

tesinio, nes taske 0 funkcijos riba neegzistuoja.
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4.3

—_

3.

29-30 paskaita

. Tegul f : [0,1] - Rir g : [0,1] — R yra tolydzios funkcijos. Tarkime, kad f(0) < g¢(0) ir

F(1) > g(1). Trodyti egzistuojant tokj taska c € (0,1), kad f(c) = g(c).

Sprendimas. Nagrinékime funkcija h(z) = f(x)

— g(x). Si funkcija bus tolydi intervale

[0,1]. Be to h(0) < 0, 0 h(1) > 1. Pagal vidurinés reikSmés teorema egzistuos ¢ € (0, 1), kad

h(c) = 0. Taigi suradome tokj ¢ € (0,1), kad f(c)

= g(c).

Tarkime, kad funkcija f[0,2] — R yra tolydi ir f(0) = f(2). Irodyti, kad intervale [0,2]
egzistuoja tokie skaiciai a ir b, kad a — b= 11ir f(a) = f(b).

Sprendimas. Nagrinékime funkcija g(z) = f(z) —
— f(2). Kadangi f(0) = f(2), g(0) ir (1)

[0,1].  Turime g(0) = f(0) — f(1), g(1) = f(1)

f(z +1). Si funkcija apibrézta intervale

bus priesingy Zenkly. Taigi pagal vidurinés reikSmés teorema egzistuos toks ¢ € (0, 1), kad
g(c) = 0. Bet tada f(c) = f(c+1) ir paéme ¢+ 1 = a o ¢ = b, gausime tai ko reikia.

Tarkime, kad a < b ir funkcija f : [a,b] — R yra dalimis monotoniné. Jei f turi vidurinés
reik§meés savybe intervale [a, b], tai ji yra tolydi intervale (a,b).

4. Rasti funkcijos f : (a,b) — R iSvestine intervalo (a,b) taskuose pagal apibrézima, kai:

(a) f(z) =
(b) f(z) ==
(¢) f(x) =2* a€R
(d) f(z)=sinz

. Rasti funkcijy iSvestines:
o bt
b exp(cos(In(x?)))
®) = ent)

(c \/\/m+2—1—2\/§arctan\/7”+2271+1

(d) arctan Vcos 2z — v/cos 2z

)
)
(e) sin?(w cos axr) + cos?(w sin ax)
(f) ctan(atan(barctan(cz)))
(g) logg \/ 24
(h) In“(In’(In°))
(i) 2% 4 (sinx)®
)
) @

(J (Inz)”

(k

&

x

6. Rasti funkcijy iSvestines

(a) arcsin% (9)

(b) [z]sin? 7z (9)
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