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1 Pirmoji grupé uzdaviniy

Rugséjo mén.

1. Parodyti, kad yra teisingos sudétiniy teiginiy formos:

(a) ~(AAB) < (=4) Vv (-B)
(b) ~(AV B) & (=A) A (—B)

Sprendimas: Sudétiniy teiginiu formos teisingos, kai sutampa ju teisingumo lentelés. Abiem
atvejais sudarysime teisingumo lenteles:

(a) 2(AAB) & (=4)V (=B)

(@A) [ 7(B) [ 7(-(AAB)) | F(-A) V (=B))
t t k k
t k t t
k t t t
k k t t

Teisingumo lentelés sutampa, todél teiginiy formos yra teisingos.

(b) ~(AV B) & (~A) A (-B)

7(4) | 7(B) | 7(=(AV B)) | 7((=4) A (=B))
t t k k
t k k k
k t k k
k k t t

Teisingumo lentelés sutampa, todél teiginiy formos yra teisingos.

2. Pasinaudodami savo ziniomis apie realius skaic¢ius nustatykite kurie is Siy teiginiy yra teisingi,
o kurie klaidingi.

Sprendimas:

(a)

Teiginys Vx, Jy 2 © + y = 0 yra teisingas, nes kiekvienam x egzistuoja jam priesingas
skaicius y := —x ir lygybé galioja.

Teiginys Vz, Yy, + y = 0 néra teisingas. Imkime z = 5, y = 2. Turime, kad = + y # 0,
o teiginyje reikalaujama, kad savybeé x + y = 0 galioty visiems « ir visiems y.

Teiginys 3z 3 Yy, x + y = 0 néra teisingas. Sio teiginio neiginys yra teiginys Va, 3y : x +
y # 0, yra teisingas, nes kiekvienam realiam x paémus y = x+ 1 turésime, kad z+y # 0.
Taigi priesingas teiginys yra teisingas, vadinasi pirmasis teiginys yra neteisingas.
Teiginys Jz,3y > x + y = 0 yra teisingas. Imkime x = 3, o y = —3. Turime, kad
z 4+ y = 0, taigi teiginys teisingas.

3. Tegu X ir Y yra aibés. Irodyti, kad (X\Y)U (Y\X) = (X UY)\(X NY)



Sprendimas:
e (X\Y)U(Y\X) < [(z € ) (@¢Y)VI[zeY)A(r ¢ X)]
x € (x¢Y)|V(zeY)
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4. Tegul Z yra sveikyjuy skai¢iy aibé ir Z; := Z\{0} = {£1,£2,...}. Dekarto sandaugoje

X =7 x Z4 apibrézkime binaryji sarysi ~¢g bet kuriems (a,b) € X ir (¢,d) € X sakydami,
kad (a,b) ~¢ (c¢,d), jei ad = be. Parodykite, kad taip apibréztas binarusis sarysis aibéje X
yra ekvivalentumo binarusis sarysis.

Sprendimas:

(a) Refleksyvumas. Imkime (a,b) € X, i$ sveikyju skai¢iy savybiu turime, kad ab = ba.
Taigi (a,b) ~¢q (a,b). Taigi sarysiui ~¢ galioja refleksyvumo aksioma.

(b) Simetriskumas. Imkime (a,b) € X ir (¢,d) € X, tokius kad (a,b) ~¢ (¢,d). Tada
pagal apibrézima ad = be. Bet tada cb = da, taigi (¢,d) ~ (a,b). Taigi sarysis ~¢ yra
simetriskas

(c) Tranzityvumas. Imkime (a,b) € X, (¢,d) € X ir (m,n) € X. Tegu (a,b) ~¢ (¢,d) ir
(¢,d) ~ (m,n). Tada pagal apibrézima turime:

ad = bc
cn = dm.
Vadinasi:
ad - cn = bc-dm.
IS sveikyjuy skaiciy savybiy turime, kad:
(a-n)-(c-d)=(b-m)-(c-d),
(@-n—>b-m)-(c-d)=0
Tada arba a-n —b-m = 0 arba c-d = 0 arba abu reiskiniai kartu lygus nuliui. Pirmu
ir tre¢iu atveju i§ karto gauname, kad (a,b) ~¢g (n,m). Antruoju atveju turime, kad
c-d = 0. Bet tada, butinai ¢ = 0, nes d # 0 pagal aibés X apibrézima. Bet jei ¢ = 0, tai
a-d =0, taigi ir a = 0. Taip pat gauname, kad d-m = 0, taigi ir m = 0. Taigi
a-n=0-n=0=0-b=m-0.
Vadinasi ir $iuo atveju (a,b) ~¢g (n,m). Taigi sarysis ~¢ yra tranzityvus.
Kadangi sarysis yra refleksyvus, simetriskas ir tranzityvus, tai jis yra ekvivalentumo sarysis.
. Kada tuscioji funkcija f : @ — Y yra injekcija? siurjekcija? bijekcija?
Sprendimas: Funkcija yra siurjekcija, kai f[@] =Y. Tada

flol={yeY : Jxecag:y=f(zx)} =9
Taigi, funkcija f bus siurjekcija, kai Y = @.

Funkcija injekcija, kai Vz,y € X i8 f(x) = f(y) iSplaukia, kad = y. Kadangi X = &, tai
funkcija f yra injekcija visada.

Funkcija yra bijekcija, kai ji yra injekcija ir siurjekcija.



6. Tegu f : X =Y irg:Y — Z. Irodyti: jei g o f yra injekcija, tai f yra injekcija. Ar Siuo
atveju g privalo buti injekcija? Irodyti: jei g o f yra siurjekcija, tai g yra siurjekcija. Ar siuo
atveju f privalo buti siurjekcija?

Sprendimas: Turime, kad g o f yra injekcija. Tada bet kuriems z, 2’ € X, jei (go f)(z) =
go f(a'), tai x = x‘. Tegu x, 2’ tokie, kad f(x) = f(2'). Bet kuriai funkcijai h, jei z = 2/, tai
h(z) = h(z’). Taigi turime, kad g(f(z)) = g(f(2’)). Bet tada x = 2’. Taigi f yra injekcija.
Is jrodymo matome, kad is g reikalaujame tik to, kad g buty funkcija. Taigi ¢ neprivalo buti
injekcija.

Tegu go f yra siurjekcija. Tada turime, kad (go f)[X] = Z. Bet tai reiskia, kad g[f[X])] = Z.
Funkcija g bus siurjekcija, jei g[Y] = Z. Bet kadangi f[X] C Y, tai jei g[f[X]] = Z, tai juo
labiau ¢g[Y] = Z. Taigi g yra siurjekcija. Funkcija f Siuo atveju neprivalo buti siurjekcija.
Tegu g : [-1,1] — [0,1], f : [0,7/2] = [-1,1] ir g(y) = v?, o f(z) = sinxz. Turime, kad
go f yra siurjekcija, g yra siurjekcija, o f néra siurjekcija. Taigi Siuo atveju mums svarbiausia
yra kad sumazinus funkcijos g apibrézimo aibe nuo Y iki f[X], funkcija g iSlikty siurjekcija.
Funkcijos f savybés yra nesvarbios.

7. Su bet kuria funkcija f : X — Y, jos grafikas yra aibé G(f) := {(z, f(z)) : x € X}. Trodyti,
kad dvi funkcijos f: X —» Y ir f/: X — Y lygios tada ir tik tada, kai G(f) = G(f’).

Sprendimas: ,=* Sakykime, kad f : X — Y ir f/ : X — Y yra lygios. Tada, pagal
funkcijos lygybeés apibrézima, f(x) = f'(z), Vo € X. Taigi turime dvi aibes:

G(f) ={(z, f(z)) : z € X}
G(f) ={(z,f'(x)) : x € X}.
(z

Paéme bet kurj x € X turime, kad (z, f(z)) = (z, f'(x)). Aibiu G(f) ir G(f’) elementai yra
aibés X x Y elementai, t.y. aibiy X ir Y elementq poros. Poros yra lygios tik tuo atveju, kai
atitinkami pory elementai yra lygus. Mes turime, kad jei pirmas poros elementas sutampa,
sutampa ir antras. Vadinasi poros sutampa, taigi G(f) = G(f’).

<= Tarkime, kad G(f) = G(f'), t.y.,

{(@, f(2): 2 € X} ={(2, f'(2)) : w € X}.

Kadangi f ir f/ yra funkcijos, tai kiekvienam z egzistuoja vieninteliai y ir y’ tokie, kad
f(z) =yir f'(x) = y'. Taigi paémus elementa (x,y) i$ aibés G(f) turime, kad y = f(x). Bet
kadangi aibés G(f) ir G(f') sutampa, tai (x,y) € G(f'), o tai reiskia, kad y = f'(x). Taigi
gavome, kad bet kuriam z, f(z) = f/'(z). Tai ir reikéjo jrodyti.

8. Trodyti lygybe, pasinaudojant apibrézimu: 2 -2 = 4.

Sprendimas: Naturaliyjy skaiCiy sandauga ir suma apibréziama taip:

m+0=m
m+(n++)=(m+n)++
m-0=0

m-(n++)=m+m-n.



9.

10.

Tada

2-0=0
2:1=2-(0++)
=2+2-0
=2
2:2=2-(14++4)
=2+2-1
=2+2
=2+ (1++)
=24+1)++
=Q2+0++)++
(2+0)++) ++
=@2++)++
4

Tegu a, b, ¢, d € N. Irodyti, jeia=birc=d, taia+c=b+d.

Sprendimas: Tarkime priesingai. Tegu a = b ir ¢ = d, bet a + ¢ # b + d. Tada turime, kad
arba a +c¢ < b+ d, arba a + ¢ > b+ d. Tarkime, kad a + ¢ > b+ d. Tada egzistuos toks
teigiamas naturinis £, kad

a+c=b+d+k.
Dabar pagal prastinimo taisykle ir pasinaudoje tuo, kad ¢ = d gauname, kad
a=b+k.
Vél pasinaudoje prastinimo taisykle ir tuo, kad a = b gauname, kad
k=0.

Gauname priestara, nes k turi buti teigiamas naturinis skai¢ius. Taigi a+c < b+d. Analogiskai
irodome, kad negali galioti a + ¢ < b+ d. Taigi gauname, kad a +c=0b+d.

Irodyti, jog visiems k,n,m € N, jei k <nirn <m, taik <m

Sprendimas: Naudosimés nelygybiu apibrézimais. Pirmiausia:

k<n, tada, kain > kirn #k

n < m, tada, kai m > n ir m # n.
Tada:

n >k, tada, kain=%k +1

m > n, tada, kai m =n +t.
Naudojantis pastarosiomis lygybémis:
m=n+t=k+l+t=~k+z,
¢ia z = [ 4+ t. Taigi pagal is apibrézimo iSplaukia, kad m > k. Be to, jei n # k ir m # n,

tai m # k, nes jei buty priesingai, tai iS lygybés tranzityvumo isplaukty, kad m = k. Taigi
m > k.



2 Antroji grupé uzdaviniy

Spalio mén.

1. Tegul ¢,7 € Q ir n,m € N. Irodyti (naudojant indukcija)

(a) q
(b
(c
(d

) 4
)
)
()

n n

=gt (@) =g i ()" =g
—Otada ir tik tada, kai ¢ = 0;

jeig>r >0, taig¢g" >r" > 0;

jeig>r>0irn >0, tai¢g" >r" > 0;

lg" = lq|™

Sprendimas:

(a)

Fiksuokime kokj nors n € N ir tarkime, kad aibé M yra tokia aibé visy m € N, kad
galioja sarysis ¢" - ¢™ = ¢"™™. Kai m = 0 turime:
qn . qO _ qn _ qn+0

Taigi, kai m = 0 lygybé galioja. Tarkime, kad ji galioja ir kai m = k. Parodysime, kad
lygybé galios ir kai m = k + 1. Turime

qn . qurl _ qn .qk g = qn+k g = qn+k+1
Taigi, lygybé galioja ir su m = k + 1, vadinasi M = N ir lygybé galioja kiekvienam
naturaliajam skaiciui.
Fiksuokime kokj nors n € N ir tarkime, kad aibé M yra tokia aibé visy m € N, kad
galioja sarysis (¢")™ = ¢"™. Tada tarkime, kad m = 0, tai

(qn)O =1= qO _ qn~0.

Lygybé galioja, kai m = 0. Tarkime, kad lygybé galioja ir kai m = k. Parodysime, kad
lygybé galioja ir kai m = k + 1:

(@) = (@) (@) = (@) - (¢") = " = gD,

Taigi, lygybé galioja ir k+ 1, vadinasi M = N ir lygybé galioja kiekvienam naturaliajam
skaiciui.

n n

Tarkime, kad aibé N yra aibé tokiy n € N, kuriems galioja lygybeé (¢r)" = ¢™ - r™.

Sakykime, n = 0:

(g )

1
q° L.

Taigi lygybé galioja, kai n = 0. Tarkime, kad lygybé galioja, kai n = k. Parodysime,
kad lygybé galioja ir kai n = k + 1:

(qr)*™ = (gr)* - (qr) = (@ - ()" - q-r ="M

Taigi, lygybé galioja ir k4 1, vadinasi M = N ir lygybé galioja kiekvienam naturaliajam
skaiciui.

.= Sakykime, kad ¢" = 0. Bet tada q-¢"~! = 0, o tai reiskia, kad arba ¢ = 0 arba
¢! = 0. Jei ¢ = 0, tai jrodymas baigtas. Tarkime, kad ¢ # 0, tada biitinai turés buti
¢! = 0. Turime ¢"~' = ¢-¢" 2. Taigi vél analogiskai arba ¢ = 0, arba ¢"~2 = 0. Taip
tesdami galy gale gausime, kad arba g = 0 arba ¢ = 0. Taigi ¢ = 0.

,<=“ Sakykime, kad ¢ = 0. Tada ¢" = 0". Kadangi n fiksuotas, tai 0™ = 0. Taigi ir
q" = 0.



(c) Tarkime, kad aibé N yra aibé tokiu n € N, kad galioja, jei ¢ > r > 0, tai ¢" > r™ > 0.
Tarkime, kad n = 0:

P=1>r"=1>0.

Taigi nelygybé galioja, kai n = 0. Tarkime, kad nelygybé galioja, kai n = k. Parodysime,
kad nelygybé galioja ir kai n =k + 1:
¢ =q" g
rhtl =k,
Kadangi, pagal prielaida, ¢ > r* > 0 bei, pagal salyga, ¢ > r > 0, vadinasi ¢* - ¢ >
rk.r >0, taigi ¢*1 > r*T1 > 0. I8 to seka, kad nelygybeé galioja, kai n = k+1. Vadinasi
N = N ir nelygybé galioja kiekvienam naturaliajam skaiciui.
(d) Tarkime, kad aibé N yra aibé tokiu n € Ny, kad galioja, jei ¢ > r > 0, tai ¢" > r™ > 0.
Tarkime, kad n = 1:

¢ =qg>rt=r>0.

Taigi nelygybé galioja, kai n = 1. Tarkime, kad nelygybé galioja, kai n = k. Parodysime,
kad nelygybé galioja ir kai n = k + 1:
=4 q
rhtl =k,
Kadangi, pagal prielaida, ¢* > r* > 0 bei, pagal salyga, ¢ > r > 0, vadinasi ¢* - ¢ >
r*.r >0, taigi ¢*t1 > r**1 > 0. I5 to seka, kad nelygybeé galioja, kai n = k4 1. Vadinasi
N = N; ir nelygybé galioja kiekvienam teigiamam naturaliajam skaiciui.

(e) Tarkime, kad aibé N yra aibé tokiy n € N4, kad galioja |¢"| = |g|™. Tarkime, kad n = 0:

I’ =11 =1
lg° =1.

Taigi lygybé galioja, kai n = 0. Tarkime, kad lygybé galioja, kai n = k. Parodysime,
kad lygybé galioja ir kai n = k + 1:

¢+ = e+,

k k k
lg" - ql = 1q"| - lal = lq|" - la| = |q
Taigi, lygybé galioja ir k 4 1, vadinasi N = N ir lygybé galioja kiekvienam naturaliajam
skaiciui.

2. Tarkime, kad z yra realusis skai¢ius ir (a,) yra racionaliyjuy skai¢iy Cauchy seka. Irodyti: jei
x < a, su kiekvienu n € N, tai x < LIM (a,,). Taip pat jrodyti, kad x > LIM (a,), jei z > a,
su kiekvienu n € N. Nuoroda: jei taip néra, tai galima rasti racionalyjj skaiciy tarp dvieju
realiyjuy.

Sprendimas. Kadangi x yra realusis skaiCius, tai jj atitinka ekvivalenciy racionaliyjy
skai¢iy Kosi seky klase. IS sios klasés imkime viena jos elementa (py,). Jeigu a,, priklauso siai
ekvivalentumo klasei, t.y. LIM(a,) = z, tai i$ karto gauname jrodyma. Taigi nagrinékime
atveji, kai a,, nepriklauso x ekvivalentumo klasei. Tada egzistuoja toks ¢, kad kiekvienam N,
egzistuoja toks m > N, kad

|pm - am| > c. (1)

Salygoje nurodyta, kad kiekvienam n, turime =z < a,. Tarkime, kad egzistuoja toks IV, kad
kiekvienam n > N turime z < a,. Tai reiskia, kad realusis skai¢ius = — a,, yra neigiamas,
o tai savo ruoztu reiskia, kad jj atitinkanti racionaliyjy skaic¢iy seka yra atskirta nuo nulio ir
neigiama. SkaiCiy x — a,, atitinkancig seka galime paimti p,, — a,. Tada kadangi =z — a,, yra
neigiamas skaicius, tai turime, kad egistuos toks d > 0 ir N7, kad visiems m > N; turésime

Pm — an < *d~ (2)



Kadangi p, yra Kosi seka, tai kiekvienam ¢ > 0 egzistuos toks N, kad visiems n,m > Ny
turésime

|pn _pm| <E.

Imkime ¢ = d/2. Tada
—d/2 < pp — pm < d/2.

Istate Sia nelygybe i gausime, kad egzistuoja toks d > 0 ir toks N3 = max Nj, No, kad
kiekvienam n > N3 turime

D — A, < —d/2

Taigi seka p,, — a,, yra neigiama ir atskirta nuo nulio. Tai reiskia, kad LIM (p, — a,) < 0, o
tai reiskia, kad x < LIM (a,).

Tarkime, kad kiekvienam N egzistuoja toks n > N, kad © = a,,. Tai reiskia, kad LIM (p,) =
an, O tai reiskia, kad kiekvienam € > 0 egzistuoja toks Ny, kad kiekvienam m > N,

— < Pm—ap <E€

Paéme € = ¢/2 ir jstate Sia nelygybe i gausime, kad egzistuoja toks ¢, kad kiekvienam N
egzistuoja tokie n,m > N, kad

|am — an| > ¢/2.

Taigi gauname, kad a,, néra Kosi seka. Taigi gavome priestara. Taigi jeigu z < a,, kiekvienam
n ir a, néra is z ekvivalentumo klasés, tai butina egzistuos toks IV, kad x < a,, visiems n > N.
O kaip matéme tokiu atveju x < LIM/(a,). Taigi gavome, kad jei x < a,, kiekvienam n, tai
arba © = LIM (ay,) arba x < LIM (a,). Ka ir reikéjo jrodyti.

. Tegul D yra realiyju skai¢iy aibés A didziausias apatinis rézis. Irodyti, kad kiekvienam e > 0
egzistuoja toks z € A, kad x < D + .

Sprendimas: Kadangi D yra aibés A didziausias apatinis rézis, tai Va € A galioja, kad
x > D. Tarkime priesingai, tegu egzistuoja toks € > 0, kad kiekvienam = € A, z > D+¢. Bet
tada D + ¢ yra apatinis aibés A rézis. Kadangi ¢ > 0, tai D+¢ > D, taigi D néra didziausias
apatinis aibés A rézis. Gauname priestara, vadinasi uzdavinio teiginys yra teisingas.

. Tegu A ir B yra netuscios ir apréztos realiyju skaiciy aibés. Tegul C := {z+y: z € A,y € B}.
Irodyti, kad sup C' = sup A + sup B

Sprendimas. Kadangi turime z < sup A visiems x € A bei y < sup B visiems y € B, tai
i$ karto gauname, kad supC < sup A 4+ sup B. Tarkime, kad supC < sup A + sup B. I8
supremumo savybiy turime, kad kiekvienam ¢ > 0 galime rasti tokj z € A, kad z > sup A —¢
iry > sup B—e. Tada z+y > sup A+sup B—2e. Imkkime ¢ = 1(sup A+sup B—supC) > 0.
Tada z+y > %(sup A+sup B)f% sup C. Dar kartg pasinaudoje tuo, kad sup A+sup B > sup C
gauname, kad x + y > sup C. Kadangi x + y pagal apibrézimg priklauso aibei C, gavome
priestara. Taigi sup C = sup A + sup B.

. Tegul realusis skai¢ius r > 0 ir n yra teigiamas naturalusis skai¢ius. [rodyti, kad lygtis 2™ = r
atzvilgiu z turi vienintelj sprendinj tarp visy teigiamy realiyjy skaiciy.
Sprendimas. Tegu 21,22 > 0 ir 27 =7 bei 2§ = r. Tada

n n n—1 n—2_2 n—2 n—1
0=2af —a5 = (1 —x2) (2] +al x5+ + x5 " +25 ")

Taigi gauname, kad jei ] = x4, tai arba z; = z2 arba
n—2_2

-1 —2 -1
o} F el e+ by Ty =0

Kadangi x1,z2 > 0, tai pastarasis reiskinys visados teigiamas. Vadinasi butinai 1 = x5. Tai
ir reikéjo jrodyti.



6. Tarkime, kad realiyjy skaic¢iy aibé A turi virSutinj rézj M ir egzistuoja tokia iS aibés A
elementy sudaryta seka (z,), kad x, — M, kai n — oo. Irodyti, kad M yra aibés A
maziausias virsutinis rézis.

Sprendimas: Skaicius M yra aibés virSutinis rézis, kai jis yra virsutinis rézis ir maziausias
i$ visy virSutiniy reéziy, t.y., jei i jo atimsime teigiama skaiciy, tai M jau nebebus virsutiniu
réziu. Pagal ribos apibrézima turime, kad

Ve > 0,IN = N(e),Vn> N : |z, — M| < e.
Tada

|z, — M| <e=
—e< Ty, —M<e=>
M—-e<z, <M+e.

Taigi radome, tokj aibés elementa (n-tajji sekos narj), kad z,, > M — e. Taigi jeigu paimsime
bet kokj virsutinj rézj M’ < M, tai galésime gausime, kad egzistuos toks aibés A elementas,
kad x > M’, taigi gauname priestara. Taigi M yra maziausias virSutinis rézis.

7. Irodyti: jei skaiciy seka (r,) konverguoja i r ir |r,| < C visiems pakankamai dideliems n, tai

r <C

Sprendimas: Kadangi (r,,) konverguoja i r, tai pagal apibrézima
Ve >0,IN =N(e),Vn> N :|r, — 7| < e.

Tada

Irn — 7| < e
—e<rp,—r<e
-y, —e< —r<-r,+¢

r,—e<r<r,+e.
Tada gauname, kad |r| < max{|r, —¢|,|rn, + €|} < C + €. Vadinasi |r| < C.

8. Tegu realiuju skai¢iu sekos (r,) ir (s,) konverguoja atitinkamai j realiuosius skai¢ius r ir s.
Irodyti, kad seka min{r,, s, } konverguoja i min{r, s}.

Sprendimas: Tarkime, kad r > s. Turime, kad kiekvienam ¢; > 0 egzistuoja toks Ny, kad
visiems n > N

r—e<nr,<r—4+e
Taipogi kiekvienam €5 > 0 egzistuoja toks N, kad visiems n > No

§—€E2 < 8, <S8+ &2

Kadangi » > s, tai galima parinkti tokius e; ir €9, kad s 4+ €2 < 7 — 1. Taigi turime, kad
visiems n > max{Ny, N2} turésime, kad s,, < r,,. Taigi min, . = s,. Taigi seka min{r,,s,}
pradedant nuo kazkurio tai nario sutaps su seka s,, ir tada akivaizdu jos riba bus s = min{r, s}.
Analogiskai nagrinéjamas atvejis, jei s > r.

Jeigu s = r, tai turime, kad kiekvienam e > 0 egzistuoja toks Ny, kad visiems n > N;
lrn — 8| < e

Taipogi kiekvienam € > 0 egzistuoja toks Ny, kad visiems n > Ny
[s —sn| < e

Kadangi | min{r,, — s,} — s| yra arba |r, — s| arba |s,, — s|, tai visiems n > max{Nj, Ny}
turésime | min{r, — s, } — s| <e. O tai ir reikéjo jrodyti.



3 Trecioji grupé uzdaviniy
Lapkri¢io mén.

1. Rasti seky ribas:

(

(1 + n2)1/n3
(1+1/n)%/".
Sprendimas:

(a) Turime n*/"* > 1. Bet n!/"" = (n'/m)1/n < pl/m. Kadangi n*/™ — 1, tai ir nt/?" — 1.

limy, o0 1/n
lim nY/™" = lim (n”") =1°=1.
n— o0 n—o0

lim (n?)Y/™ = lim (n*/")(n'/") = ( lim (nl/")) ( lim (n””)) =12=1.

n— oo n— oo n—oo n—oo

(¢) Turime 1 < (1 4n2)/7" = (1 4 n2)Y/"")1/n < et/m 5 1, taigi

lim (1+n2)Y/"" =1.

n—oo
(d) Turime 1 < (1 +1/n)?™ < (14 1/n) — 1. Taigi

lim (1+1/n)%™ =1.

n—oo

2. Tegul m = 1/2, tegul kiti trys nariai yra 1/4, 1/2, 3/4. Tegul kiti septyni nariai yra
1/8,1/4,3/8,1/2,5/8,3/4,7/8 ir taip toliau. Rasti visus Sios sekos ribinius taskus.

Sprendimas. Visi intervalo [0,1] taskai yra Sios sekos ribiniai taskai. Tegu x € [0, 1]. Tegu
J € N. Tada

[272] <272 < [272] + 1
J J
2z] __ [a]+1

27 = 27
J J
Skaiciai [22 2 gy % priklauso sekai pagal sekos apibrézimg. Be to jie nuo skaidiaus x yra
nutole per 2% Kadangi J gali buti kiek norimai didelis, gauname, kad kiekvienam taskui z
galime parinkti kiek norimai artima sekos narj. Taigi taskas x yra sekos ribinis taskas.

3. Rasti riba:

Sprendimas: Turime, kad ﬁ = % — m Taigi
1 2 n 1
s ) =1— ———— 1, kai
<2!+3!+ +(n+1)!> (1l oo
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4. Trodykite, kad eiluté >~ o 3Z+1 diverguoja.
Sprendimas: Turime, kad 5~ +1 > ﬁ = ﬁ ir kiekvienam n € N:
1 1 1 I -1
> =z -
;32'4-1 ;3(1'-1-1) 322—1—1 Skgk

Kadangi >_;7, + diverguoja, tai diverguoja ir > ;= 3Z+1

5. Istirkite eilutés v2+ /2 — vV24+1/2 — V2 —|— \/2 —\/24+ V2 —|— . konvergavima.

Nuoroda: pasinaudokite tuo, kad V2 = 2cos 7r/4 bei tuo, kad cos2a = cos? a — sin? a.

Sprendimas: Bendrasis narys turi pavidalg

an\/2\/2+\/2+~~+f2, neN,

ir naudodamiesi tuo, kad v/2 = 2 cos 7/4 gauname a,, = /2 — 2cos 55y = 2sin 5757 < 5. Ka-
dangi eilute Y07 5w konverguoja, tai konverguoja ir eiluté V242 — V2412 — V2 4+ V2+

¢2\/2+¢m+

e"
6. Istirkite eilutes Y 7 | — cosn™ konvergavima.
n!

Sprendimas: Kadangi | cosn™| < 1, tai

006
szn—.

Z —cosn”
n=1 n
Taikysime d’Alambert’o pozymj
en+1
. n+1)!
lim su (7fhmsu =0<1.
n!

n

e
Kadangi konverguoja eiluté 2 — tai pagal eiluciy palyginimo pozymj turime, kad konver-

n=1

n n

. Vadinasi eilute > 7

e
n
cosn n=1 E

cosn” konverguoja absoliuciai. Vadinasi

(&
. . o0
guojair 30,7, |—

ji konverguoja.

7. Irodyti, kad racionaliyjy skaic¢iy pory aibé Q x Q yra suskaiCiuojama

Sprendimas. Kadangi Q yra suskaid¢iuojama, tai ja galima uzrasyti kaip Q = {z0, z1,... }.
Toliau sprendimas analogiskas 21-22 pratyby 6 uzdavinio sprendimui.

8. Tegu X yra baigtiné aibé. Irodyti, kad jei f: X — Y yra funkcija, tai vaizdas f[X] irgi yra
baigtiné aibé ir | f[X]] < |X]|; be to jei f yra injekcija, tai |f[X]| = | X].
Sprendimas. Kadangi X baigtiné galime ja uzrasyti kaip X = {z1,...,z,}, kokiam nors
n € N. Tada f[X] = {f(z1),..., f(zn)}, pagal funkcijos apibrézima, nes funkcija f yra
taisyklé kuri kiekvienam x € X prisikiria vienintelj f(z). Taigi gavome kad f[X] yra baigtiné
aibé. Kadangi funkcija keliems x gali priskirti vieng ir ta pacia reikSme turime, kad | f[X]| <
| X|. Jeigu f yra injekcija, tai tada f(z;) # f(z;) visiems z; # x;. Taigi tarp f(z;) néra
pasikartojanéiy reikSmiy. Vadinasi |f[X]| = |X|, jei f yra injekcija.

9. Tegu X yra baigtiné aibé, o P(X) aibé, kurios elementai yra visi aibés X poaibiai. Parodyti,
kad P(X) yra baigtine ir kad |P(X)| = 21XI. (Pasinaudoti Niutono binomo formule).
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Sprendimas. Kadangi aibé X baigtiné, tai jos poaibiai irgi yra baigtiniai. Juos galima
sugrupuoti pagal dydj. Tegu |X| = n, tada i§ viso jmanoma rasti (}), k dydzio aibés X
poaibiy. Taigi

PX)| = Zn: (Z) = (1+1)" = 211

k=0

Kadangi | X| < oo, tai ir 21XI < oo, taigi aibé P(X) yra baigtine.
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Ketvirtoji grupé uzdaviniy

. Tegul a ir b yra tokie tieseés taskai, kad a < b. Irodyti, kad (a,b) = [a,b], (—o0,b) = (o0, b],
(a,00) = [a, 00)

Sprendimas. Imkime intervala (a,b). Visi jo taskai yra ribiniai. Taip pat ribiniai yra taskai
a ir b, nes kiekvienoje ju e aplinkoje bus intervalo (a,b) tasku. Tada, jei x ¢ [a, b], tai = néra
ribinis [a, b] taskas, nes zinome, kad [a,b] yra uzdara aibé. Taigi jis tuo paciu néra ir (a,b)
ribinis tagkas. Taigi [a, ] yra (a,b) uzdarinys.

Imkime intervala (—oo,a). Taskas a yra ribinis, nes kiekvienoje e aplinkoje bus intervalo
(—00,a) tasky. Imkime taska = ¢ (—o0,a]. Tada x > a ir paémus € = (x — a)/2 gausime kad
Oc(z) N (—00,a] = @. Taigi x néra ribinis (—oo, a] taskas ir juo labiau ribinis (—oo, a) taskas.
Taigi aibés (—o0, a) uzdarinys yra aibé (—oo, aj.

Atvejis (a, 00) nagrinéjamas analogiskai.
. Tegul I yra bet kokia aibé (baigtiné ar begaling). Tarkime, kad su kiekvienu ¢ € I, X; yra
uzdara tiesés tasky aibé. Irodyti, kad sankirta N;c;X; yra uzdara aibé.

Sprendimas. Norint parodyti, kad aibé N;c; X; yra uzdara uztenka parodyti, kad jei taskas
x nepriklauso Siai aibei, tai jis negali buti Sios aibés ribinis taskas. Tegu x nepriklauso Siai
aibei. Tada butinai atsiras tokia aibé X;, kuriai Sis taskas nepriklausys. Kadangi X; yra
uzdara, tai gauname, kad taskas z néra Sios aibés ribinis taskas, nes jis jai nepriklauso.
Vadinasi egzistuoja tokia x € aplinka, kad O.(z)NX,; = &. Bet tada O (x) NN;c; X; = &, nes
NicrX; C X;. Taigi sukonstravome tokig tasko € aplinka, kurios sankirta su N;cy yra tuscia
aibé. Taigi « néra ribinis N;c; ribinis taskas.

. Tarkime, kad funkcija f : R — R yra tolydi ir ¢ € R yra toks, kad f(c) > 0. Irodyti
egzistuojant tokj 0, kad f(z) > f(c)/2 kiekvienam x € Os(c).

Sprendimas. Kadangi funkcija tolydi taske c, tai kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks § > 0,
kad kiekvienam z € Og(c):

[f(z) = flo)l <e
Imkime € = f(c)/2. Tada turime
—e < f(x)— fle) <e

fle) —e < flx) < flc)+¢
f(e)/2 < f(x) <3f(c)/2

Tai ir reikéjo jrodyti.
. Tegua € Rir f: R — R yra funkcija su reikSmeémis

2 ..
e —x+1, jeiz <1,

flx) = .
ar +1, jeixz > 1.

Kokioms a reiksméms funkcija f yra tolydi?

2

Sprendimas. Funkcijos x© — x 4+ 1 ir ax 4+ 1 yra tolydzios visoje tieséje, todél

z—1—
f4) = lim az+1= (ax 4+ 1)|,—1 =a+1
rz—14

Taip pat turime, kad f(1) = 1. Kad funkcija f buty tolydi reikia, kad buty f(1-) = f(1+) =
f(1). Matome, kad taip bus tik tuo atveju, kai a = 0.

. Tarkime, kad f : (a,b) — R yra tokia funkcija, kad

fOz+ (1 =XNy) < Af(2) + (1 =) f(y)

visiems z,y € (a,b) ir A € (0,1) (tokia funkcija vadinama iskiliaja). Irodyti, kad f yra tolydi
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Sprendimas. Tegu z,y € (a,b). Turime, kad
fOz 4+ (1= Xy) < Af(z) + (1 =N f(y)
Pertvarke §j reiskinj gauname:

fQz+ (1 =Xy) = fly) < Af(@) = f(y)) < Alf(2) = f(y)]
Tegu p € [0,1/2]. Turime

J) = F(p(2y — @) + (1= 2p)y + pz) = | (u(?y—@ (- (11__25 YT fﬁ))

<pfy—a)+ 1 —pf <u(2y —z)+(1—-p) (11_2:y + 1fuw>)

Padaline abejas nelygybés puses i$ (1 — p), bei pazymeéje A = ﬁ turime

(L+Nf(y) <Af(2y —2) + F(1 = Ny + Ax)

Taigi

=Af(y) — f2y —2)) < f(1 = Ny +Azx) — f(y)
ir

—Af(y) = f2y —2)| < (A= Ny + Az) — f(y)
Pasirinkime tokj z, kad y+y—=z € (a,b). Tada f(z)—f(y) ir f(2y—2z)— f(y) yra realus skaiciai.
Peréjus nelygybése prie ribos, kai A — 0 gauname, kad f((1 — Ny + \x) = f(y+ Az —y))
artéja i f(y). Bet tai tas pats, kas parodyti, kad funkcijos f riba taske y i$ kairés ir deSinés

egzistuoja, ir lygi f(y) (atitinkamai pasirinkus x < y ir > y). Taigi gauname, kad f tolydi
taske y. Kadangi y pasirinkome laisvai, gauname, kad f tolydi kiekviename apibrézimo taske.

. Tarkime, kad f : [a,b] — R yra funkcija, o € (0, 1] ir egzistuoja toks skaic¢ius C' € R, kad
[f(x) = f(y)| < Clz —y|*

visiems z,y € [a,b] (tada sakoma, kad funkcijai f galioja Holderio salyga su rodikliu «).
Irodyti, kad f yra tolygiai tolydi.
Sprendimas. Funkcija yra tolygiai tolydi, kai kiekvienam ¢ > 0 egzistuoja toks ¢ > 0, kad
visiems |z — y| < J teisinga

|f(z) = fly)l <&

Kadangi f tenkina Hélderio salyga su rodikliu «, tai visiems |z — y| < 0 turime:

|f(z) = fy)l <lz —y|* <C&* <e¢,
jei 6 < (¢/C)“. Taigi funkcija f yra tolygiai tolydi.
. Pateikti tokj tolygiai tolydzios funkcijos f pavyzdj, kuriai negalioja Hélderio salyga su rodikliu
1. Nuoroda: nagrinéti funkcijo su reiksmémis f(x) = \/x.

Sprendimas. Nagrinéjime funkcija f(z) = y/z intervale [0,1]. Siame intervale funkcija bus
tolygiai tolydi, nes kiekviena tolydi funkcija uzdarame intervale yra tolygiai tolydi. Parody-
sime, kad siai funkcija negalioja Hélder salyga su rodikliu 1.

Kad funkcijai f negalioty Hélder salyga su rodikliu 1, kiekvienam C' > 0 turi egzistuoti tokie
z,y € [0,1], kad |f(z) — f(y)| > Clz — y|. Turime

Vet il _ Je—yl _ Je—yl
Vel VEEV T Ve

Kadangi turime, kad x — o0, kai x — 0, tai visiems C' > 0 galime rasti tokj z, kad
C< ﬁ Taigi galime parinkti =,y € [0, 1] tokius, kad

|f(@) = f(y)| > Clz —y|

visiems C' > 0 (¢ia y galime rinktis bet kurj taska iS intervalo [0, 1]).

(@) = fW)l = Wz = vyl = Wz = VYl

—1/2
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8.

10.

Kuriuose taskuose diferencijuojamos funkcijos |sin z| ir sin |z|?

Sprendimas. Nagrinékime funkcija sin|z|. Visiems z > 0 turime, kad sin |z| = sinz, o
visiems z < 0 turime, kad sin|z| = sin(—z) = —sinz. Taigi funkcija sin |z| yra diferenci-
juojama visiems x # 0, kadangi funkcijos sinz ir —sinx yra diferencijuojamos visoje skaiciy
tieséje. Taske nulis funkcijos sin |x| iSvestiné i$ kairés bus funkeijos — sin x iSvestiné i$ kairés ir
ji bus lygi —cos0. Analogiskai iSvestiné is desinés bus lygi cos 0. Kadangi cos0 = 1 gauname,
kad funkcijos sin |z| iSvestinés i§ kairés ir i§ deSinés taske 0 nesutampa, taigi funkcija sin ||
yra diferencijuojama visoje tieséje iSskyrus taska 0.

Nagrinékime funkcija |sinz|. Si funkcija intervaluose (27k,7 + 27k), kai k € Z yra lygi
funkcijai sin 2, o intervaluose (7 + 27, 2w (k + 1)) yra lygi funkcijai — sin . Taigi Siuose inter-
valuose funkcija yra diferencijuojama. Belieka iSnagrinéti taskus nk, kurie yra Siy intervaly
galai. Analogiskai jau iSnagrinétai funkcijai sin |z| galima parodyti, kad iSvestinés is kairés
ir deSinés Siuose taskuose nesutaps (taskuose 27k iSvestinés bus atitinkamai -1 ir 1, taskuose
27(k + 1) atitinkamai 1 ir -1) . Taigi funkcija | sin 2| néra diferencijuojama taskuose k.

. Tarkime, kad tolydi funkcija f : (a,b) — R yra diferencijuojama atvirame intervale (a,b) ir

f'(x) = 0, kiekvienam z € (a,b). Irodyti, kad f yra pastovioji funkcija su vienintele reikSme
r € R, t.y. f(z)=r, kiekvienam z € [a, b].
Sprendimas. Imkime bet kuriuos du intervalo (a,b) taskus x < y. Intervale [z,y] funkcija
bus tolydi ir diferencijuojama intervale (z,y). Pagal vidurinés reikSmés teorema egzistuos
toks ¢ € (z,y), kad
fy) — f(z)
fllo)=="—"=
Y—x

Kadangi f'(c) = 0 visiems ¢ € (a,b), gauname, kad f(y) = f(z) bet kuriems intervalo (a,b)
taskams, o taip gali buti tik tada, kai f(z) = r, visiems z € (a, b) kuriam nors r € R.

Tarkime, kad f : R — R yra funkcija su reikimémis 0 < f(x) < 22 kiekvienam z € R. Trodyti,
kad f yra diferencijuojama taske 0 ir f/(0) = 0.
Sprendimas. Kadangi 0 < f(z) < 2? tai turime, kad f(0) = 0. I§vestiné taske 0 i$ deSinés
pagal apibrézima bus

fla) _ . a?

0< lim —= < lim — = lim =
rx—0+ X x—0+ I x—0+

Taigi f'(0+) = 0. ISvestiné taske 0 i$ kairés pagal apbrézima bus

M = lim 7—]‘(%) lim o

0> lim > —— = lim =0
z—0— X z—0— —X rz—0— —X r—0—
Taigi f'(0—) = 0. Kadangi iSvestiné i$ kairés ir deSinés sutampa, tai funkcijos iSvestiné

egzistuoja ir yra lygi 0.
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