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1.1

6.

Pirmoji grupé uzdaviniy
1-2 paskaita
Rugséjo 4, 7, 8 d.

. Kuris i teiginiy (a) ir (b) yra tautologija

(a) [(A= B)V A = B,
(b) [(A= B)A B] = A.

Tegul A ir B yra teiginiai. Jrodyti, kad teisingos sudétiniy teiginiy formos:

(a) (A= B) < ((mA) V B) (tiesioginis);

(b) (A= B) & [(—B) = (—A)] (kontrapozicijos);

(¢) (A= B) < ([AA(=B)] = [C A (=C)]) bet kuriam teiginiui C' (priestaros);
(d) [7(A = B)] < [AA (-B)] (kontrpavyzdys).

Paprastame teiginyje yra vienas veiksmazodis. Sudétiniame teiginyje buna keli veiksmazo-
dziai, taigi keli paprasti teiginiai. Kiekviename sudétiniame teiginyje raskite paprastus tei-
ginius, priskirkite jiems raides ir perrasykite sudétinius teiginius loginiais simboliais. Pirma
uzduotis yra iSspresta kaip pavyzdys.

(a) Jei x>0, arba <0, tai 22>0
& A B C

(b) Jei a < b ir ¢ yra teigiamas, tai ac < be

(AVB)=C

(¢) Tam, kad ¢ buty racionalus, pakanka, kad ¢ deSimtainés trupmenos israiska buty baig-
tiné.
(d) Sveikas skaiCius n yra lyginis, tada ir tik tada, kai n padalijus is 2 liekana yra nulis.

(e) Tegu n ir m yra sveiki skaiciai ir n + m yra lyginis. Tada arba n ir m abu kartu yra
lyginiai arba n ir m abu kartu yra nelyginiai

f) n lyginis yra biitina salyga, kad n? buty lyginis.

—

(g) Tam kad n buty lyginis yra biitina, kad n? biity nelyginis.

. Paneikite Siuos teiginius. Uzrasykite ir simboline israiska ir aiskia, suprantama kalba.

(a) Jei n yra lyginis naturinis skai¢ius, tai ir n? yra lyginis naturinis skai¢ius
(b) Realus skaiCius x(z — 1) yra teigiamas kai z > 1
)
)

(c

(d) Jeiy>0,taizy<zy=z<z2

Jei realaus skaiciaus kvadratas yra 2, tai sis skaic¢ius néra racionalusis.

Pavyzdziuose (a)-(f) nustatyti, kas yra kintamasis x, kokia jo kitimo sritis ir kokia savybé
S(z). Naudojantis pirmuoju pavyzdziu, kitiems pavyzdziams panaudoti simboline iSraiska.
Kuris pavyzdys néra teiginys? Pavyzdziams, kurie yra teiginiai, nustatyti teisingumo reiksme:

a) visiems realiesiems skai¢iams r, 2 > 0 (simboligkai Vr € R, r% > 0);

(c

d) egzistuoja racionalusis skai¢ius ¢, kurio kvadratas yra 2;

(b) visiems naturaliesiems skaic¢iams n, n — 1 yra naturalusis skaicius;
) visiems skaiCiams, jei p € A yra pirminis, tai p € B;

(e) egzistuoja sveikasis skaicius, prie kurio pridéjus 3, gauname —1;

(f) kiekvienam realiajama skai¢iui r egzistuoja realusis skaicius s, kad rs = 1.
Performuluoti pavyzdzius (a)-(e) atskiriant kvantorius. Nustatyti teiginiy teisinguma:

(a) kiekvienam teigiamam skai¢iui x, ir kiekvienam teigiamam skai¢iui y, galioja y? = x;
(b) egzistuoja teigiamas skaicius x toks, kad kiekvienam teigiamam skai¢iui y galioja y* = z;

(c) egzistuoja teigiamas skaicius x ir egzistuoja teigiamas skaicius y tokie, kad galioja y* = z;



(d) kiekvienam teigiamam skai¢iui y egzistuoja teigiamas skai¢ius x toks, kad galioja y* = z;

(e) egzistuoja teigiamas skaicius y toks, kad kiekvienam teigiamam skaiciui = galioja y? = .
7. Paneikite Siuos teiginius. Uzrasykite ir simboline iSraiska ir aiskia, suprantama kalba.

(a) Kiekvienas realus skaicius « tenkina f(x) > f(0)

(b

)
) sint = cost, kokiam nors kampui ¢.
(¢) Kiekvienam teigiamam z galima rasti tokj teigiama y, kad zy < 0.001
)
)

(d) Kiekvienam e > 0 galima rasti tokj 6 > 0, kad jei |z — y| < J, tai | f(x) — f(y)| < e

(e) Tam tikrai funkcijai f, f(x) nevirsija 1 visiems x.

8. Tarkime, kad realus skaiciai a, b, c ir d yra tokie, kad a = b ir ¢ = d. Naudojantis lygybés
aksiomomis jrodyti, kad a +d =b+ c.

ND 1.1 Parodyti, kad yra teisingos sudétiniy teiginiy formos:
1. -(AANB) < (-A) VvV (-B)
2. =(AV B) & (—A) A (—=B)

ND 1.2 Pasinaudodami savo Ziniomis apie realius skaicius nustatykite kurie is siy teiginiy yra
teisingi, o kurie klaidingsi.

1.V, ysx4+y=0
2. Vz,Vy,z+y =0
3. dx>Vy,x+y=0

4. Jx,Jysx+y=0



1.2 3-4 paskaita
Rugséjo 11, 14, 15 d.
1. Aprasykite aibes isvardindami jy elementus
(a) Realieji skaiciai tenkinantys lygtj 22 —1 =0
(b) Realieji skai¢iai tenkinantys lygti 22 +1 =0
(c) Sveikieji skai¢iai tarp —3 ir 4 imtinai.
(d)
)
)

(e) Lyginiai skaiciai.

Naturalieji skaiciai

(f) Lygciy sistemos sprendiniai

r+ 2y =5,
dr — 2y = 0.

2. Kurios aibés praeitoje uzduotyje yra kity aibiy poaibiai?

3. Aibés X ir Y yra lygios, jei X C Y ir Y C X. Parodyti, kad taip apibréztai aibiy lygybei
galioja refleksyvumo, simetriskumo ir tranzityvumo aksiomos.

4. Tegul X, Y ir Z yra aibés. Irodyti, kad ZN(XUY)=(ZNnX)u(ZNY).
5. Tegul X ir Y yra aibés. Irodyti: jei X C Y, tai X = Y\(Y\X).
6. Tegul X yra aibé ir ~ yra ekvivalentumo binarusis sarysis aibéje X. Irodyti:

(a) [z] C X, kiekvienam x € X. (Cia [z] yra ekivalentumo klasé, [z] := {y € X,y ~ x}).
(b) z € [z] kiekvienam z € X.

EN|

. Tegul N yra naturaliyjy skaic¢iy aibé. Dekarto sandaugoje X := N x N apibrézkime binaryji
sary§i ~z bet kuriems (k,n) € X ir (p,q) € X, sakydami, kad (k,n) ~z (p,q), jei k+q = p+n.
Parodykite, kad taip apibréztas binarusis sarysis aibéje X yra ekvivalentumo binarusis sarysis.

oo

. Tegu sarysis ~ aibéje R yra apibréziamas taip:  ~ y tada ir tik tada, jei z —y € Z. Jrodykite,
kad ~ yra ekvivalentumo sarysis. Kokia yra 1 ekvivalentumo klasé? %?

ND 1.3 Tegu X irY yra aibés. Irodyti, kad (X\Y)U (Y\X) = (X UY)\(XNY)

ND 1.4 Tegul Z yra sveikujy skaiciy aibé ir Zy = Z\{0} = {£1,%2,...}. Dekarto sandaugoje
X = Z x Z4 apibrézkime binaryji sqrysj ~q bet kuriems (a,b) € X ir (c,d) € X sakydami,
kad (a,b) ~¢g (¢, d), jei ad = be. Parodykite, kad taip apibréztas binarusis sqrysis aibéje X yra
ekvivalentumo binarusis sqrysis.



1.3 5-6 paskaita
Rugséjo 18, 21, 22 d.
1. Apibrézkime funkcija f : R — R, kaip f(z) = 22. Taip pat apibrézkime R intervalus
A=10,1 B=[-1,2] C=][-3,0]

(a) Kokia yra f apibrézimo sritis?
(b) Kokia yra f reikSmiy sritis?
(c) Ar f yra bijekcija? Paaiskinkite.
(d) Ar f yra siurjekcija? Paaiskinkite
(e) Raskite f[A], f[B] ir f[C].
(f) Raskite f=1[A], f~1[B]ir f~[C].
2. Trodyti, kad funkcija f : X — Y yra injekcija tada ir tik tada, kai bet kuriems z,y € X is
x # y isplaukia f(z) # f(y).
3. Tegu f,f: X - Yirg,g:Y — Z.
(a) Irodyti: jei go f=go f ir ¢ yra injekcija, tai f = f. Ar §is teiginys teisingas, jei g néra
injekcija?
(b) Irodyti: jei go f = go f ir f siurjekcija, tai g = §. Ar $is teiginys teisingas, jei f néra
siurjekcija?
4. Tegu funkcija f : X — Y yra bijekcija ir f~!:Y — X yra atvirkstine funkcijai f.

(a) Irodyti, kad f=(f(x)) = x kiekvienam = € X.
(b) Trodyti, kad f(f~!(y)) = y kiekvienam y € Y.
(c) Ar funkcija f~! turi atvirkstine ir jei taip rasti ja.

5. Tegu X yraaibés Y poaibisir tegul Ix_y : X — Y yra funkcija, jgyjanti reikSmes Ix .y (z) :=
x kiekvienam z € X, ir vadinama aibés X jdéjimu j aibe Y. Kai Y = X, tai funkcija Ix_, x
vadinama tapatingu atvaizdavimu aibéje X. Irodyti teiginius:

(a) jei X CY C Z, tai kompozicija Iy _.zolx_ .y =Ix_z.
(b) jei f: X = Y yra funkcija, tai f = folx_x =Iy_yo f.
(c) jei funkcija f: X — Y yra bijekcija, tai fo f~l =TIy .y ir f~lof=Ix_x.

6. Tegul f: X — Y. Irodyti: f yra bijekcija tada ir tik tada, kai lygybé f[AN B] = f[A] N f[B]
galioja bet kurioms aibéms A C X ir B C X.

7. Tegul funkcijos f: X — Y ir g : Y — Z yra bijekcijos. Irodyti, kad kompozicija g o f yra

bijekcija ir jos atvirkstinés funkcija (go f)~' = f~log™ L

8. Irodyti, kad (AU B) = (UA) U (UB).
ND 1.5 Kada tuscioji funkcija f : @ — Y yra injekcija? siurjekcija? bijekcija?
ND 1.6 Tegu f : X =Y irg:Y — Z. [rodyti: jei go f yra injekcija, tai f yra injekcija. Ar
Stuo atveju g privalo buti injekcija? [rodyti: jei g o f yra siurjekcija, tai g yra siurjekcija. Ar siuo

atveju f privalo buti siurjekcija?

ND 1.7 Su bet kuria funkcija f : X — Y, jos grafikas yra aibé G(f) = {(z, f(z)) : * € X}.
Irodyti, kad dvi funkcijos f: X =Y ir f': X =Y lygios tada ir tik tada, kai G(f) = G(f').



1.4 7-8 paskaita

1. Sugalvokite kiekvienai i$ Siy aibiy priegaugio operacija ir nustatykite kurias Peano aksiomas
Sios aibés tenkina, o kuriy ne.
(a) @
(b) {1}
(c) {1,2,3,4,5}
(d) {2,3,4,5,6,7,...}
(e) {
(H) freQir>1)
(g) [1,00)

2. Irodyti lygybe, pasinaudojant apibrézimu 2 + 2 = 4;

3 5 7 9
172727273a2a4727~~~}

3. Tegu, n ir m naturalieji skaic¢iai. Jrodyti, kad
n-m=m-n

Pagalbiniai faktai:

(a) Irodyti, kad 0-m = 0.
(b) Irodyti, kad (m++) - n=m-n+n

4. Tegu n yra teigiamas naturalusis skaicius. [rodykite, kad egzistuoja toks vienintelis natura-
lusis skaic¢ius m, kad m + + = n.

5. Irodykite, kad naturaliesiems skaiciams n, m, ir k galioja savybés:

(g) n < m tada ir tik tada, kain++ <m
6. Irodyti tapatybe (m +n)? = m? + 2m - n + n?, bet kuriems n, m € N.
7. Tegul a,b,c € Nir a = b. [rodyti, kad a+c=b+c.

8. Tegu z € Nir y € N yra teigiami. Tada egzistuoja tokie n € N ir m € N, kad
z=ny+mir0<m<y.
Parodyti, kad n ir m yra vieninteliai skaiciai tenkinantys sia lygybe.
ND 1.8 [rodyti lygybe, pasinaudojant apibrézimu: 2 -2 = 4.
ND 1.9 Tegu a, b, ¢, d € N. [rodyti, jeia =b irc=d, tai a +c="b+d.

ND 1.10 [rodyti, jog visiems k,n,m € N, jet k <n irn <m, tai k <m



ND

[ NS

Antroji grupé uzdaviniy
9-10 paskaita
Spalio 2, 5, 6 d.
. Trodyti, kad funkcija Iy : N — Z su reikSmeémis Iy(m) = [(m,0)]z, m € N yra injekcija.

Irodyti sveikiesiems skaiciams n ir m, kad griezta nelygybé n > m galioja tada ir tik tada,
kain >m+ 1.

Irodyti, kad (—1) - (—1) = 1.

Tegul a ir b yra tokie sveikieji skaiciai, kad ab = 0. Irodyti, kad tada arba a = 0 arba b =0
(arba abu kartu).

Tegul ¢ yra racionalusis skaicius. Irodyti, kad galioja lygiai viena is trijy alternatyvy:
(a) g yra teigiamas racionalusis skaicius;

(b) ¢ yra nulis;
(¢) q yra neigiamas racionalusis skaicius.

Tegul g ir r yra racionalus skaiciai. Irodyti,

a) lq| > 0;

b) |g| = 0 tada ir tik tada, kai ¢ = 0;

(©) lg-rl=lql-Irl;

(d) lg+r| < gl +1rl.

(
(

Tegu ¢ racionalusis skaic¢ius. JIrodyti, kad egzistuoja vienintelis sveikasis skaic¢ius n, kad
n<g<n+4l.

Tegu q,7 € Q ir ¢ < r. Irodyti, kad egzistuoja toks p € Q, kad ¢ < p < r.
2.1 Tegul q,r € Q ir n,m € N. [rodyti (naudojant indukcijq)

g g =g (@) = i (qr)" =g

. q" =0 tada ir tik tada, kai g = 0;

.jeiq>r >0, taiq" >r" >0,

.jeig>r>04rn>0,taiq" >r" >0,

g™ = lql™.



2.2

8.

11-12 paskaita
Spalio 9, 12, 13 d.

. Suformuluoti kg reiskia, kad racionaliyjy skaiciy seka (g, ) néra Cauchy seka. , t. y. loginiais

kvantoriais iSreiksti teiginj ,,(¢,) néra Cauchy seka®.

Irodyti: jei Cauchy sekos (ry) ir (s,) yra atskirtos nuo nulio ir (r,,) ~g (s,), tai (r;1) ~g
(51)-

Irodyti, kad jei t ir s yra teigiami realieji skaiciai ir jei t > s, tai t 71 < s71.

Irodyti, kad su kiekvienu teigiamu realiuoju skaic¢iumi ¢ egzistuoja toks naturalusis skaic¢ius
N,kadt>1/N > 0.

Irodyti, kad bet kuri realiyjy skaiciy aibé gali turéti ne daugiau kaip vieng maziausia virsutinj
TéZ].

Tegul M yra realiyjy skai¢iy aibés A maziausias virsutinis rézis. Jrodyti, kad kiekvienam
e > 0 egzistuoja toks x € A, kad x > M —e.

Tegul A yra realiujy skaifiy aibé, o —A := {—z : € A}. Irodyti: jei M yra aibés —A
maziausias virSutinis rézis, tai —M yra aibés A didziausias apatinis rézis.

Tegul 7 yra realusis skai¢ius. Irodyti, kad |r| = (r2)'/2.

ND 2.2 Tarkime, kad x yra realusis skaicius ir (a,,) yra racionaliyjy skaiciy Cauchy seka. [rodyti:
jei x < a, su kiekvienu n € N, tai x < LIM (a,). Taip pat jrodyti, kad x > LIM a,,), jei x > ay,
su kiekvienu n € N. Nuoroda: jei taip néra, tai galima rasti racionalyjs skaiciy tarp dviejy realiyjy.

ND 2.3 Tegul D yra realiyjy skaiciy aibés A didZiausias apatinis rézis. [rodyti, kad kiekvienam
€ > 0 egzistuoja toks x € A, kad x < D + €.

ND 2.4 Tegu A ir B yra netuscios ir apréztos realiyjy skaiciy aibés. Tequl C := {x +y : x €
A,y € B}. [Irodyti, kad sup C' = sup A + sup B



2.3 13-14 paskaita
Spalio 16, 19, 20 d.
1. Jrodyti, kad (?) < 2(n/2)?, bet kuriems 1 < j < n.

2. Tegul realusis skai¢ius ¢ > —1 ir n yra teigiamas naturalusis skai¢ius. Irodyti, kad (14 z)™ >
1+ nax.

3. Tegul z,y € R ir n € N4. Irodyti, kad
n—1
2yt = (z—y) Yy alyt
j=0

4. Tegul z, y yra realieji skaiciai, o realusis skai¢ius ¢ > 0, Irodyti, kad p(z,y) < € tada ir
tik tada, kai y —e < © < y 4+ e. Taip pat jrodyti, kad p(z,y) < e tada ir tik tada, kai
y—e<z<y-+e.

5. Irodyti, kad kiekviena realiyjy skaic¢iy Cauchy seka yra aprézta.

6. Tegu (ry,) yra realiyju skaiciy seka ir r € R. Irodyti, kad lim,,_,o r,, = r tada ir tik tada, kai
kiekvienam k € N, egzistuoja toks N € N, kad p(ry,r) < 1/k kiekvienam n > N.

7. Tarkime, kad realiyju skaic¢iy seka (r,) konverguoja j realujj skaiciu r, tokj kad r # 0. Irodyti,
kad egzistuoja toks N > m, kad |r,| > |r|/2 kiekvienam n > N.

8. Tarkime, kad teigiamy realiujy skai¢iy seka (r,) konverguoja i teigiama skaiciy r. Irodyti,
kad seka (/) konverguoja i /T

ND 2.5 Tegul realusis skaicius v > 0 ir n yra teigiamas naturalusis skaicius. [rodyti, kad lygtis
" =71 atzvilgiv T turi vienintely sprending tarp visy teigiamy realiyjy skaiciy.

ND 2.6 Tarkime, kad realiyjy skaiciy aibé A turi virsuting rézj M ir egzistuoja tokia is aibés A
elementy sudaryta seka (x,), kad x,, — M, kai n — oo. [rodyti, kad M yra aibés A maZiausias
virsutinis rézis.

ND 2.7 [rodyti: jei skaiciy seka (ry,) konverguoja i r ir |rn| < C visiems pakankamai dideliems n,
tai |r] < C

ND 2.8 Tegu realiyjy skaiciy sekos (ry,) ir (s,) konverguoja atitinkamai j realivosius skaicius r ir
s. Jrodyti, kad seka (min{r,, s,} konverguoja j min{r, s}.



2.4

15-16 paskaita
Spalio 23, 26, 27 d.

. Tegul r, :=1/(n+ 1), n € N. Jrodyti, kad sup, ey rn = 1 ir inf,enr, = 0.

. Tegul a yra teigiamas realusis skai¢ius. Parodyti, kad lima'/” = 1. (Pasinaudoti tuo, kad

a= (1+ (a'/™ —1))", bei Niutono binomo formule).

Parodyti, kad limn'/" = 1. (Pasinaudoti tuo, kad n = (1 + (n'/™ —1))™, bei Niutono binomo
formule).

Pateikite pavyzdj sekos, kuri turi lygiai du ribinius taskus.

Tegul seka (a,,) yra aprézta is virSaus. [rodyti, kad Sios sekos ribiniuy tasky aibé yra aprézta
i$ virsaus.

Pateikite pavyzdj neapréztos sekos, kuri turi lygiai vieng ribinj taska.

Tegu (r,) yra nemazéjanti realiyju skai¢iy seka ir tegu ji turi ribinj taska. Irodyti, kad (r,)
konverguoja.

Pateikite pavyzdj tokiy apréztu seku (r,) ir (s, ), kad

limsup(r, +s,) =0 ir limsupr, =limsups, = 1.

n—oo n—o0 n—oo

10



3 Trecioji grupé uzdaviniy
3.1 17-18 paskaita
1. Rasti riba

b (1,3 .5 on —1
e R PR A T

2. Rasti riba

i 1 n 1 T 1
m|(—+—+4+ -+ —-.
n—oo\1-2 2.3 n(n+1)

3. Rasti riba lim, o (v2- V2 V2... *V/2).

4. Parodyti, kad lim,_ . 2+ = 0.

‘n!
5. Parodyti, kad lim,, . Z—: =0, kai a > 1.
6. Irodyti, kad
i 141 1 1 1y
m + “ra“ra“r""‘ra =e.

n—oo

7. Irodyti nelygybes:

@ 1+1)" <e<(1+ 1)

n

(b) A <In(1+4) <2

oo

. Parodyti, kad seka ,, =1+ 1/2+4+1/3+ --- 4+ 1/n — lnn konverguoja.

ND 3.1 Rasti seky ribas:

1/n?

9. (n2)1/n

3. (14 n2)/n”
4. (1+1/n)?/m.

ND 3.2 Tegul r1 = 1/2, tegul kiti trys nariai yra 1/4, 1/2, 3/4. Tegul kiti septyni nariai yra
1/8,1/4,3/8,1/2,5/8,3/4,7/8 ir taip toliau. Rasti visus Sios sekos ribinius taskus.

ND 3.3 Rasti ribg:

i 1 n 2 T n
lm _— _— ...
n—oo \ 2! 3! (n+1)!

11



3.2

ND 3.4 [rodykite, kad eiluté > o>

19-20 paskaita
lapkricio 6,9,10 d.

. Tegu) oo, a;ory .o  b; yraneneigiamy skaiciy eilutés ir tegul egzistuoja riba L = lim;_.o a;/b;.

Irodyti:

(a) jei L >0, tai )
(b) jei L=01ir }_,,, b; konverguoja, tai konverguoja ir 3_

i>m @i konverguoja tada ir tik tada, kai konverguoja Y ism i
7,>m

Tegu (c¢;) yra teigiamy skaiciu seka. Irodyti, kad
1/i

o0 Gt .
lim inf = < liminf¢;
1—00 C; 17— 00

. . . . . 1
Irodyti, kad diverguoja eilute 2121 7

Tegul skaiiy eiluté
Trodyti, kad eiluté >

i>m @i konverguoja absoliuciai ir tegul (b;) yra aprézta skaiCiy seka.
i>m @ib; konverguoja absoliuciai.

Parodyti, kad eiluté 3, , 2~ “sin(2ri) konverguoja.

Parodyti, kad eiluté

- sin? ka
an];[ 1+ 22+ cos? ka’

¢ia x # 0, o a € R, konverguoja. (Taikyti D’Alembert eiluciy konvergavimo pozymj).

Parodyti, kad eiluté

n—1 n(n—1)
> (i)

n=2
konverguoja. (Taikyti Cauchy eiluc¢iy konvergavimo pozymj).

Tegul neneigiamy skaiciy eiluté > .-, a; konverguoja. Pateikti pavyzdj rodantj, kad eilute
Yooy V/ai diverguoja ir jrodyti, kad Y7, \/a;/i konverguoja. Nuoroda: naudokités nelygybe
oy < (2% +92)/2.

0 32_'_1 diverguoja.

ND 3.5 Istirkite eilutés V2 +v/2 — V2 + \/2 - 2 +2 \/2 —1/2+ 2 +2 . konverga-

2

vimg. Nuoroda: pasinaudokite tuo, kad v/2 = 2cos /4, bei tuo, kad cos 2a = cos? a — sin® a.

TL

ND 3.6 Istirkite eilutés ., cosn konvergavimgq.

12



3.3

® N>

21-22 paskaita
lapkricio 12,16,17

. Ar eilute

°°n3\/§ —1)?)n
3 ( J;n( ")

n=1
konverguoja?
1
Parodyti, kad eiluté > a, konverguoja, jei egzistuoja toks a > 0, ir toks N, kad f% >
nn
1+a.

1

Ar konverguoja eiluté > 7 | W?
n(lnn

Ar konverguoja eiluté > Ur(;)’ ¢ia v(n) yra skai¢iaus n skaitmeny skai¢ius? Naudokités

tuo, kad eilute Y >° 12—2” konverguoja.

Irodyti, kad sveikyjy skaiciy aibé Z yra suskaiciuojama.
Irodyti, kad racionaliyjy skaiciy aibé Q yra suskaic¢iuojama
Irodyti, kad intervalai (0, 1) ir (0, 00) yra vienodos galios.

Irodyti, kad bet kurie du uzdari intervalai yra vienodos galios.

ND 3.7 [rodyti, kad racionaliyjy skaiciy pory aibé Q x Q yra suskaicivojama

ND 3.8 Tegu X yra baigtiné aibé. [rodyti, kad jei f : X — 'Y yra funkcija, tai vaizdas f[X] irgi
yra baigtiné aibé ir |f[X]| < |X|; be to jei f yra injekcija, tai |f[X]| = |X].

ND 3.9 Tegu X yra baigtiné aibé, o P(X) aibé, kurios elementai yra visi aibés X poaibiai. Paro-
dyti, kad P(X) yra baigtiné ir kad |P(X)| = 21X|. (Pasinaudoti Niutono binomo formule).
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3.4

- W

ot

© »®» 3N @

23-24 paskaita

. Tegul a ir b yra tokie tiesés taskai, kad a < b ir tegul = € (a,b). Irodyti, kad egzistuoja tokia

x aplinka O (x), kuri yra (a,b) poaibis.

Irodyti, kad N=N,Q=R,R=Rir & = @.

Tarkime, kad X ir Y yra tokios tiesés tasky aibes, kad X C Y € X. Jrodyti, kad Y = X.
Tegul a,b € R. Irodyti, kad uzdaras intervalas [a, b] yra uzdara aibé.

Tegul n € Ny ir tegul Xy,...,X,, yra uzdaros tiesés tasky aibés. Irodyti, kad U}, X, yra
uzdara aibé.

Irodyti, kad apréztos aibés uzdarinys yra aprézta aibé.
Irodyti, kad kiekviena baigtiné tiesés tasky aibé yra uzdara ir aprézta.
Irodyti, kad intervalai (a,b] ir [a,b) yra nei uzdaros nei atviros aibés.

Tarkime, kad X yra netuscia ir aprézta i$ virSaus tiesés tasky aibé ir tegul M := sup X.
Irodyti, kad M yra X aibés salycio taskas.

14



4.1

10.

Ketvirtoji grupé uzdaviniy

25-26 paskaita

. Tegu {X1,...,X,} yra atviry aibiy rinkinys. Irodyti, kad N, X; yra atvira aibé.

. Tegu G yra atviry aibiy rinkinys (baigtinis ar begalinis). Irodyti, kad UG yra atvira aibé.

Sudarykite aibés {%, n € N, } atvirajj denginj, i§ kurio nejmanoma isrinkti baigtinio denginio.

Tegul f: R — R ir
2, x>0,
flx) = 0,z=0,
—2,2 <0.
Parodyti, kad taske 0 funkcijos riba neegzistuoja.
Irodyti, kad jei funkcija f taske a konverguoja i u, o funkcija g taske a konverguoja j v, tai
fg taske a konverguoja j uv.
Tegu P(x) = ag + a1z + agx? + - - - + a,2™. Parodyti, kad lim, . |P(z)| = oo

Rasti ribas:

VTV

z—00 rz+1

4 —
lim VT 2.
Vi+x—1

Clim T an e N,

x—0 x

lim Vr+2— Y2 +20
x—T7 \4/x+9—2

ND 4.1 Tegul a irb yra tokie tiesés taskai, kad a < b. [rodyti, kad (a,b) = [a,b], (—o0,b) = (o0, b],
(a7 OO) = [av OO)

ND 4.2 Tegul I yra bet kokia aibé (baigtiné ar begaliné). Tarkime, kad su kiekvienu i € I, X; yra
uZdara tiesés tasky aibé. [rodyti, kad sankirta N;er yra uZdara aibé.
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4.2 27-28 paskaita
1. Rasti ribas

(a) limy_, S2ME (170)

sin nx

(b) lim,_ 222 (172)
(C) 11m;17_>a sin x—sin a (1 76‘)

r—a

(d) limg o (2'2121)96 (186)
() lim,_o 22 (193)
(f) lim, o =L (197)
(g 1lmx—>ow (197)

)
)
)
)

2. Tegul f: R — R ir
0, z € R\Q,
flx) =
1l,zeQ
Parodyti, kad funkcija netolydi kiekviename taske.
3. Tegu f:R— Rir
0, z € R\Q,
fle)=191

a .
-, x€Q, x= 3 (neprastinama trupmena)

Parodyti, kad funkcija tolydi iracionaliuose taskuose ir netolydi racionaliuose. (263)
4. Tegu funkcija f : R — R yra funkcija su reikSmémis
2342, jeix <0,

fl@)=1< 22 -2, jei0 <z <2,
T, jeixz > 2.

Rasti funkcijos f tolydumo ir trukio taskus.

5. Tegu f(x) := {z} (skaiCiaus trupmeniné dalis). Rasti funkcijos trukio tasky aibe. (253)

6. Tarkime, kad f : [a,b] — R yra tolydi funkcija. Irodyti, kad egzistuoja tokia tolydi funkcija
g: R — R, kad g(z) = f(z) kiekvienam z € [a,b] (tokia funkcija vadinama funkcijos f
tolydziuoju tesiniu). Irodykite, kad Sis teiginys néra teisingas bet kuriai tolydziai funkcijai
f:(a,b) = R.

ND 4.3

Tarkime, kad funkcija f : R — R yra tolydi ir ¢ € R yra toks, kad f(c) > 0. [rodyti egzistuojant
tokj 0, kad f(x) > f(c)/2 kiekvienam x € Os(c).

ND 4.4 Tegua € R ir f : R — R yra funkcija su reiksmémis

2 ..
¢ —x+1, jeix <1,

flz) = .
ar +1, jeix > 1.

Kokioms a reiksmeéms funkcija f yra tolydi?
ND 4.5 Tarkime, kad f : (a,b) — R yra tokia funkcija, kad

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= A)f(y)

visiems x,y € (a,b) ir A € (0,1) (tokia funkcija vadinama iskiligja). Irodyti, kad f yra tolydi
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4.3 29-30 paskaita
1. Tegul f : [0,1] — R ir g : [a,b] — R yra tolydzios funkcijos. Tarkime, kad f(0) < g¢(0) ir
F(1) > g(1). Trodyti egzistuojant tokj taska c € (0,1), kad f(c) = g(c).
2. Tarkime, kad funkcija f[0,2] — R yra tolydi ir f(0) = f(2). Irodyti, kad intervale [0, 2]
egzistuoja tokie skaiciai a ir b, kad a — b= 11ir f(a) = f(b).
3. Tarkime, kad a < b ir funkcija f : [a,b] — R yra dalimis monotoniné. Jei f turi vidurinés
reik§meés savybe intervale [a, b], tai ji yra tolydi intervale (a,b).
4. Rasti funkcijos f : (a,b) — R iSvestine intervalo (a,b) taskuose pagal apibrézima, kai:
@)f@)—T
(b) flz) =
(¢) fx) =2 acR.
)

(d

5. Rasti funkcijy iSvestines:
In(cos(x?
ev)
exp(cos(In(z?)))
(v SPLeostne )
| sin(z)]

\/m+2—1—2\/§arctan\/7“”2271+1

flx )—smx

(c

(d) arctan/cos2z — v/cos 2z

) 4
)
(e) sin?(w cos ax) + cos?(w sin ax)
(f) ctan(atan(barctan(cz)))
(g) log /&
(h) In®(In’(In° z))
(i) 2% 4 (sinx)®
(J) (Inz)”
) @

(k

6. Rasti funkcijy isvestines

T

1
(a) arcsin — (9)
E
(b) [z]sin® 7z (9)
ND 4.6 Tarkime, kad f : [a,b] — R yra funkcija, o € (0,1] ir egzistuoja toks skaicius C € R, kad
[f(z) = f(y)] < Clz —y|*

visiems x,y € [a,b] (tada sakoma, kad funkcijai f galioja Hoélderio sglyga su rodikliv o). [Irodyti,
kad f yra tolygiai tolyds.

ND 4.7 Pateikti tokj tolygiai tolydzZios funkcijos f pavyzds, kuriai negalioja Hdlderio sglyga su
rodikliu 1. Nuoroda: nagrinéti funkcijq su reikimémis f(x) = y/x.

ND 4.8 Kuriuose taskuose diferencijuojamos funkcijos | sinx| ir sin |z|?

ND 4.9 Tarkime, kad tolydi funkcija f : [a,b] yra diferencijuojama atvirame intervale (a,b) ir
f'(z) =0, kiekvienam x € (a,b). [rodyti, kad f yra pastovioji funkcija su vienintele reiksme r € R,
t.y. f(x) =r, kiekvienam z € [a,b].

ND 4.10 Tarkime, kad f : R — R yra funkcija su reiksmémis 0 < f(x) < 2? kiekvienam z € R.
Irodyti, kad f yra diferencijuojama taske 0 ir f'(0) = 0.
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