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1 Pagrindin
es tikimybiu� teorijos ir informacijos teorijos

s¡vokos

1.1 Tikimyb
es. Atsitiktiniai dydºiai ir ju� skirstiniai

1.1.1 apibr
eºimas. Tegu Ω yra baigtin
e arba skaiti aib
e, P(Ω) visu� jos poaibiu� sistema,

P (ω), ω ∈ Ω , neneigiami skai£iai, tenkinantys s¡lyg¡∑
ω∈Ω

P (ω) = 1.

Tikimybe vadinsime funkcij¡ P : P(Ω)→ [0, 1] , kiekvienam A ⊂ Ω apibr
eºiam¡ lygybe

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω).

Por¡ (Ω, P ) vadinsime diskre£i¡ja tikimybine erdve, o Ω - elementariu�ju� i�vykiu� aibe.

Diskre£ioji tikimybin
e erdv
e vadinama baigtine, kai jos elementariu�ju� i�vykiu� aib
es elementu�

skai£ius |Ω| yra baigtinis.

Jei eksperimentas yra nusakomas tikimybine erdve (Ω, P ) , tai aib
es Ω elementai ω dar

vadinami jo elementariosiomis baigtimis. Tada bet kuri to eksperimento baigtis A, sudaryta

i² elementariu�ju� baig£iu�, vadinama atsitiktiniu i�vykiu tikimybin
eje erdv
eje (Ω, P ). Kitaip

sakant, atsitiktiniu i�vykiu laikysime bet kuri� aib
es Ω poaibi�. Kaip i�prasta, b	utin¡ji� i�vyki�

ºym
esime Ω, negalim¡ji�, t.y. neturinti� palankiu� elementariu�ju� baig£iu�, ºym
esime tu²£ios

aib
es simboliu ∅, i�vykiui A prie²ing¡ i�vyki� - A.

1.1.1 pavyzdys. (Klasikinis tikimyb
es apibr
eºimas.) Tai yra baigtin
e tikimybin
e erdv
e,

kurioje visi elementarieji i�vykiai vienodai galimi. Taigi, jei

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} ,

tai

P (ω1) = P (ω2) = · · · = P (ωn) =
1

n
.

Tod
el pagal apibr
eºim¡ i�vykio A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωik} ⊂ Ω tikimyb
e bus

P (A) =
k∑
j=1

P (ωij) =
k

n
.
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Kitaip sakant, i�vykio tikimyb
e yra lygi jam palankiu� elementariu�ju� baig£iu� skai£iaus ir visu�

elementariu�ju� baig£iu� skai£iaus santykiui.

1.1.2 pavyzdys. Metamos trys simetri²kos monetos. Raskime i�vykio A ={atsivert
e bent

vienas herbas} tikimyb¦. �iuo atveju galime sudaryti toki¡ elementariu�ju� i�vykiu� aib¦

Ω = {ω0, ω1, ω2, ω3} ,

£ia ωi ={atsivert
e i herbu�}. Tada A = {ω1, ω2, ω3}.
Atrodytu�, kad P (A) = 3

4
. Ta£iau patyr¦ monetu� m
etytojai pasteb
es, kad taip n
era. I²

tikru�ju� ne visi i�vykiai ωi yra vienodai galimi. Tod
el klasikinis tikimyb
es apibr
eºimas £ia

netinka, o eksperimento s¡lygas atitinkan£ios elementariu�ju� i�vykiu� tikimyb
es yra

P (ω0) = P (ω3) =
1

8
, P (ω1) = P (ω2) =

3

8
.

Taigi

P (A) = P (ω1) + P (ω2) + P (ω3) =
7

8
.

1.1.2 apibr
eºimas. I�vykiai A ir B vadinami nesuderinamais, kai P (A ∩ B) = 0. Jei

A ∩B = ∅ , tai A ir B vadinami nesutaikomais.

Pasteb
esime, kad bet kurie nesutaikomi i�vykiai yra ir nesuderinami. Diskre£iojoje tikimy-

bin
eje erdv
eje, neturin£ioje nulin
es tikimyb
es elementariu�ju� i�vykiu�, ²ios dvi s¡vokos ekvi-

valen£ios.

1.1.3 pavyzdys. D
eº
eje yra k baltu� ir m juodu� rutuliu�. Atsitiktinai be gr¡ºinimo trauki-

ame du rutulius. Nagrin
esime i�vykius A ={pirmasis rutulys baltas} ir B ={antrasis rutulys

baltas}. Tegu

Ω = {ωbb, ωbj, ωjb, ωjj} ,

£ia elementariu�ju� i�vykiu� ω indeksai ºymi i²traukto rutulio spalv¡. Pavyzdºiui, ωbj = {pir-

masis rutulys baltas, o antras - juodas}. Tada

A = {ωbb, ωbj} , B = {ωbb, ωjb} , A ∩B = {ωbb} 6= ∅.

Matome, kad i�vykiai A ir B yra sutaikomi. Rasime ju� tikimybes. Kadangi

P (ωbb) =
k(k − 1)

(k +m)(k +m− 1)
, P (ωjj) =

m(m− 1)

(k +m)(k +m− 1)
,
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P (ωbj) = P (ωjb) =
k ·m

(k +m)(k +m− 1)
,

tai

P (A) = P (ωbb) + P (ωbj) = P (ωbb) + P (ωjb) = P (B) =
k

k +m
.

Ta£iau i�vykiai A ir B ne visada bus suderinami, nes

P (A ∩B) = P (ωbb) =
k(k − 1)

(k +m)(k +m− 1)
= 0 ,

kai k ≤ 1.

Tegu A, B, B1, A1, A2, . . . yra atsitiktiniai i�vykiai diskre£iojoje tikimybin
eje erdv
eje

(Ω, P ). Priminsime pagrindines tikimyb
es savybes, i²plaukian£ias i² jos apibr
eºimo.

1. P (∅) = 0, P (Ω) = 1.

2. Jei A ⊂ B, tai P (A) ≤ P (B).

3. Jei A ir B nesuderinami ir A1 ⊂ A, B1 ⊂ B , tai i�vykiai A1 ir B1 taip pat bus

nesuderinami.

4. Jeigu i�vykiai A1, A2, . . . poromis nesuderinami, t.y. P (Ai ∩Aj) = 0 visiems nat	ura-

liesiems i 6= j , tai

P (
⋃
i

Ai) =
∑
i

P (Ai) .

5. Jei A ⊂ B, tai P (B \ A) = P (B)− P (A) .

6. P (A) = 1− P (A) .

7. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .

Tikimybiu� teorijoje vartojama ir abstrakti tikimybin
es erdv
es s¡voka. Bendruoju atveju Ω

gali b	uti bet kuri netu²£ia aib
e. K¡ tuomet laikyti atsitiktiniais i�vykiais? Kai Ω turi be galo

daug skirtingu� elementu�, tai begalin
es ju� s¡jungos bei sankirtos gali b	uti tokie Ω poaib-

iai, kad, i�vedant tikimyb
es s¡vok¡, kils dideli matematiniai sunkumai. Tod
el atsitiktiniu�

i�vykiu� aibe laikoma tik tam tikra, pakankamai "turtinga" Ω paibiu� sistema F , turinti tokias
savybes:
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i) Ω ∈ F ,

ii) A ∈ F ⇒ A ∈ F ,

iii) A1, A2, . . . ∈ F ⇒ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∈ F .

Paibiu� sistema F vadinama atsitiktiniu� i�vykiu� σ (sigma) algebra. Tada tikimybe vadinama

funkcija P : F → [0, 1] , jei

i) P (Ω) = 1 ;

ii) jei Ai ∈ F ir Ai ∩ Aj = ∅ visiems nat	uraliesiems i 6= j , tai P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ) =

P (A1) + P (A2) + . . . .

Taip apibr
eºta tikimyb
e tenkina visas anks£iau suformuluotas savybes ir neprie²tarauja

1.1.1 apibr
eºimui. Mes neakcentuosime σ algebros vaidmens. Kalb
edami apie atsitiktinius

i�vykius, tur
esime omenyje, kad jie priklauso tam tikrai σ algebrai. Pasteb
esime, kad P(Ω)

yra σ algebra.

S¡lygin
e tikimyb
e. Daºnai galimyb
e i�vykti vienam i�vykiui priklauso nuo to, ar i�vyksta

kitas i�vykis. Tarkime norime rasti i�vykio A tikimyb¦, ºinodami, kad i�vyko i�vykis B. Tokia

tikimyb
e vadinama i�vykio A s¡lygine tikimybe ir ºymima P (A|B) (skaitoma "tikimyb
e,

kad i�vyks A su s¡lyga, kad i�vyko B" arba "i�vyks A , jeigu i�vyko B"). Jei P (B) > 0 , tai

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Prisimin¦ 1.1.3 pavyzdºio eksperiment¡, kai k > 0 , nesunkiai rasime, kad i²traukus balt¡

rutuli�, tikimyb
e v
el i²traukti balt¡ bus

P (B|A) =
k − 1

k +m− 1
.

Kaip matome, ²iuo atveju P (B|A) 6= P (B). Tai rodo, kad i�vykio B tikimyb
e priklauso nuo

to, ar i�vyko i�vykis A. Tokie i�vykiai vadinami priklausomais.

I�vykiu� nepriklausomumas - tai viena i² svarbesniu�ju� tikimybiu� teorijos s¡voku�. Pateiksime

grieºtesni� jos apibr
eºim¡. I² s¡lygin
es tikimyb
es apibr
eºimo i²plaukia vadinamoji tikimybiu�

daugybos teorema :

P (A ∩B) = P (B)P (A|B) = P (A)P (B|A). (1 .1)

Kai A ir B yra nepriklausomi i�vykiai, tur
esime P (A|B) = P (A) ir P (B|A) = P (B). Tod
el,

atsiºvelg¦ i� (1 .1), gauname toki� i�vykiu� nepriklausomumo apibr
eºim¡.
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1.1.3 apibr
eºimas. I�vykius A ir B vadinsime nepriklausomais, jeigu

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Didesnio i�vykiu� skai£iaus nepriklausomumas apibr
eºiamas sud
etingiau. Pavyzdºiui, i�vykiai

A, B ir C vadinami nepriklausomais, jei teisingos visos keturios lygyb
es

P (A ∩B) = P (A)P (B), P (A ∩ C) = P (A)P (C),

P (B ∩ C) = P (B)P (C), P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C).

Nereikia ²ios s¡vokos painioti su nesutaikomumu. Nepriklausomi i�vykiai neb	utinai nesu-

taikomi. Daºnai i�vykiu� nepriklausomumas pastebimas intuityviai. Ta£iau intuicija gali ir

suklaidinti.

1.1.4 pavyzdys. Metame lo²imo kauliuk¡. Nagrin
esime i�vykius

A={atsivert
e lyginis skai£ius aku£iu�} ,

B={atsivert
e ne maºiau kaip 4 akut
es} ,

C={atsivert
e daugiau kaip 4 akut
es} .

Ar ²ie i�vykiai priklausomi?

Apskai£iuosime i�vykiu� tikimybes. Nesunku suprasti, kad

A = {2, 4, 6}, B = {4, 5, 6}, C = {5, 6}
A ∩B = {4, 6}, A ∩ C = {6}.

Tod
el

P (A)P (C) =
3

6
· 2

6
=

1

6
= P (A ∩ C).

Taigi i�vykiai A ir C nepriklausomi. Ta£iau

P (A)P (B) =
3

6
· 3

6
6= 2

6
= P (A ∩B).

Tod
el gauname, kad i�vykiai A ir B , o tuo pa£iu ir visi trys i�vykiai A, B ir C , yra

priklausomi.

Pilnosios tikimyb
es ir Bajeso formul
es. Tarkime, kad slaptas prane²imas uº²ifruotas

raid
emis a, b, c ir ºinoma, kad paprastai pus¦ ²ifruoto teksto sudaro raid
es a, o raid
e b
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sutinkama dvigubai daºniau nei c. Be to, kol pasiekia adresat¡, vidutini²kai 10% raidºiu� b

bei 5% raidºiu� c i²kraipomos ir virsta raid
emis a. Kokia tikimyb
e, kad tryliktas adresato

gauto ²ifruoto teksto simbolis bus raid
e a ?

Atsakymas b	utu� ai²kus, jeigu ºinotume koks buvo tryliktas ²ifro simbolis. Ta£iau kaip

i²spr¦sti ²i� uºdavini� to neºinant? Atsakym¡ pad
es rasti pilnosios tikimyb
es formul
e:

P (A) =
∑
i∈I

P (Hi)P (A|Hi) , (1 .2)

£ia Hi, (i ∈ I) - baigtin
e arba skaiti poromis nesuderinamu� i�vykiu� ²eima, tenkinanti s¡lyg¡

P (
⋃
i∈I

Hi) = 1.

Pilnosios tikimyb
es formul
e teigia, kad apriorin¦ i�vykio A tikimyb¦ galima rasti, ºinant

aposteriorines (s¡lygines) A tikimybes, esant s¡lygoms Hi, ir tu� s¡lygu� susidarymo tikimy-

bes. Esant toms pa£ioms prielaidoms kaip ir pilnosios tikimyb
es formul
eje, galime rasti ir

hipoteziu� aposteriorines tikimybes P (Hj|A) :

P (Hj|A) =
P (Hj)P (A|Hj)∑

i∈I
P (Hi)P (A|Hi)

. (1 .3)

(1 .3) lygyb
e vadinama Bajeso hipoteziu� tikrinimo formule. Ja galime remtis tokioje sprendi-

mu� pri
emimo situacijoje. Tarkime, ºinome, jog i�vyko vienas i�vykis i² poromis nesuderinamu�

i�vykiu� ²eimos Hi (i ∈ I) (teisinga viena i² keliu� hipoteziu�) Kuris i² i�vykiu� i�vyko - neºinome,

ta£iau turime "netiesiogin¦" informacij¡: i�vyko i�vykis A. Tarkime, reikia nuspr¦sti, kuria

hipoteze Hi vadovautis, priimant sprendim¡ apie tolimesnius veiksmus. Maºiausia tikimyb
e

suklysti bus tada, jei savo sprendim¡ gri�sime ta hipoteze, kuriai P (Hi|A) yra didºiausia.

1.1.5 pavyzdys. I²spr¦sime suformuluot¡ uºdavini� apie i²kraipyt¡ ²ifr¡. Kadangi viskas

priklauso nuo to koks buvo nei²kraipyto ²ifro tryliktas simbolis, tai atitinkamai ir parinksime

hipotezes H1, H2, H3 :

H1={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e a} , P (H1) = 1
2
;

H2={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e b} , P (H2) = 1
3
;

H3={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e c} , P (H3) = 1
6
;
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Tegul A={tryliktas gauto ²ifro simbolis yra raid
e a} . Tuomet, pagal uºdavinio s¡lygas,

P (A|H1) = 1 , P (A|H2) = 0, 1 , P (A|H3) = 0, 05 .

Pritaik¦ pilnosios tikimyb
es formul¦, gauname

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3)

=
1

2
· 1 +

1

3
· 1

10
+

1

6
· 1

20
=

13

24
.

Galime formuluoti ir kit¡, daºnai ºymiai aktualesni�, klausim¡. Tarkime, kad vienaip ar

kitaip adresatas sugeb
ejo perskaityti t¡ nelemt¡ trylikt¡ji� gauto ²ifro simboli� - tai buvo

raid
e a. Kokia tikimyb
e, kad ji n
era i²kraipyta? Kitaip sakant, mus dominanti tikimyb
e yra

P (H1|A) . J¡ rasime, pasinaudoj¦ Bajeso formule. Pasteb
esime, kad trupmenos vardiklis

(1 .3) lygyb
eje, pagal pilnosios tikimyb
es formul¦, yra lygus P (A). Tod
el

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

1
2
· 1

13
24

=
12

13
.

Bernulio eksperimentai. Bernulio eksperimentu� schema nusakoma taip: eksperiment¡

atlikus vien¡ kart¡, jo s
ekm
es tikimyb
e lygi p. Atliekame n nepriklausomu� eksperimentu�.

S
ekmiu� skai£iu� paºym
ekime Sn. Kokia tikimyb
e, kad eksperimentas pavyks k kartu�, t.y.

Sn = k ? Atsakymas i� ²i� klausim¡ toks:

P (Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k , k = 0, 1, . . . , n. (1 .4)

Bernulio schema yra vienodu� ir nepriklausomu� statistiniu� eksperimentu� matematinis mod-

elis. J¡ naudojant skai£iuojamos tikimyb
es, susijusios su nepriklausomu� vienodu� bandymu�

seka, kai kiekviename bandyme galimos tik dvi baigtys.

1.1.6 pavyzdys. Informacija perduodama triuk²mingu kanalu, kuris vidutini²kai i²kraipo

1% visu� siun£iamu� bitu�. Kokia tikimyb
e, kad baite bus ne daugiau dvieju� i²kraipytu� bitu�?

�iuo atveju s
ekm
e - gauti i²kraipyt¡ bit¡. Pagal s¡lyg¡ tokios "s
ekm
es" tikimyb
e kiekvienu

atveju yra p = 0, 01. Mums reikalinga tikimyb
e, kad "s
ekmiu�" skai£ius po 8 bandymu� b	utu�

ne didesnis uº 2. Pasinaudoj¦ (1 .4) lygybe, gausime

P (S8 ≤ 2) = P (S8 = 0) + P (S8 = 1) + P (S8 = 2)

=

(
8

0

)
0, 0100, 998 +

(
8

1

)
0, 0110, 997 +

(
8

2

)
0, 0120, 996 ≈ 0, 999946
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Atsitiktiniai dydºiai. Apibr
eºdami atsitiktinius i�vykius, kalb
ejome apie eksperimentus

ir ju� elementari¡sias baigtis. Prakti²kai beveik visada susiduriame su skaitiniais stebimojo

dydºio matavimais, t.y. su kokio nors atsitiktinio dydºio reik²m
emis.

1.1.4 apibr
eºimas. Tarkime, kad (Ω, P ) yra diskre£ioji tikimybin
e erdv
e. Atsitiktiniu

dydºiu ²ioje erdv
eje vadinama realioji funkcija X : Ω→ R .

Taigi atsitiktinis dydis nusako taisykl¦, pagal kuri¡ kiekvienam elementariajam i�vykiui pri-

skiriama skaitin
e reik²m
e. Diskre£iosios tikimybin
es erdv
es atsitiktiniu� dydºiu� reik²miu� aib
e

yra baigtin
e arba skaiti. Tokie atsitiktiniai dydºiai X vadinami diskre£iaisiais ir daºniausiai

nusakomi reik²miu� skirstiniu, nurodant galimas reik²mes xi ir ju� tikimybes

pi = P (X = xi) =
∑

ω∈Ω :X(ω)=xi

P (ω) , i = 1, 2, . . . .

Pavyzdºiui s
ekmiu� skai£ius Sn, atlikus n Bernulio eksperimentu�, yra diskretus atsitiktinis

dydis, kurio reik²miu� aib
e {0, 1, 2, . . . , n}, o tikimyb
es nusakomos (1 .4) formule. Toki�

skirstini� turintis atsitiktinis dydis vadinamas binominiu ir ºymimas Sn ∼ B(n, p).

Kai elementariu�ju� i�vykiu� aib
e Ω n
era skaiti, atsitiktinio dydºio reik²miu� aib
e gali b	uti labai

"gausi" ir net nesunumeruojama. Pavyzdºiui, matuojant kliento aptarnavimo laik¡, prik-

lausomai nuo matavimo vienetu�, rezultatas gali b	uti bet kuris tam tikro intervalo ta²kas.

�iuo atveju prasminga kalb
eti ne apie pavieniu� reik²miu� tikimybes, bet apie reik²miu� prik-

lausymo nurodytam intervalui tikimyb¦.

1.1.5 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis X, kurio patekimo i� interval¡ [a, b] tikimyb
e skai£i-

uojama pagal formul¦

P (a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

p(x) dx , p(x) ≥ 0 ,

vadinamas absoliu£iai tolydºiuoju dydºiu, o funkcija p(x) vadinama jo tankiu.

Pasteb
esime, kad bet kokiam absoliu£iai tolydºiam atsitiktiniam dydºiui X ir realiajam

skai£iui a "ta²kin
e" tikimyb
e P (X = a) lygi 0, o tankio funkcija p(x) tenkina s¡lyg¡

∞∫
−∞

p(x) dx = 1 .
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Kita vertus, pasirodo, kad bet kuri neneigiama funkcija funkcija p(x), tenkinanti pastar¡j¡

lygyb¦, gali b	uti laikoma kaºkokio atsitiktinio dydºio tankiu.

Daºnai atsitiktiniai dydºiai ( tiek diskretieji, tiek tolydieji ) nusakomi specialia - pasiskirs-

tymo funkcija. Atsitiktinio dydºio X pasiskirstymo funkcija F (x) yra

F (x) = P (X < x) , x ∈ R .

Absoliu£iai tolydºiojo atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcij¡ ir tanki� sieja lygyb
es:

F ′(x) = p(x) ,

F (x) =

x∫
−∞

p(u) du .

Kai nagrin
ejami keli atsitiktiniai dydºiai, pasidaro svarbi ju� tarpusavio priklausomyb
e.

Nat	uralu pavadinti atsitiktinius dydºiusX1 irX2 nepriklausomais, kai su bet kuriais realiu�ju�

skai£iu� poaibiais B1, B2 i�vykiai {ω : X1(ω) ∈ B1} ir {ω : X2(ω) ∈ B2} yra nepriklausomi,

kitaip sakant, jei

P (X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P (X1 ∈ B1)P (X2 ∈ B2) .

Diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� atveju pakanka pareikalauti, kad visiems realiesiems x, y

b	utu� tenkinama lygyb
e

P (X1 = x, X2 = y) = P (X1 = x)P (X2 = y) .

Priminsime kai kurias atsitiktiniu� dydºiu� skaitines charakteristikas. Prad
esime nuo vidur-

kio, nusakan£io vidutin¦ atsitiktinio dydºio reik²m¦. Diskre£iojo atsitiktinio dydºio skirstini�

patogiausia uºra²yti lentele

X x1 x2 x3 . . .

P p1 p2 p3 . . .

�inoma, p1 + p2 + · · · = 1 , pi ≥ 0. Taip nusakyto atsitiktinio dydºio vidurkiu vadinama

suma

EX = x1p1 + x2p2 + x3p3 + . . . .
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Jeigu X turi tanki� p(x), tai vidurkis apibr
eºiamas kaip integralas

EX =

∞∫
−∞

xp(x) dx .

Galima apibr
eºti ir atsitiktinio dydºio funkcijos vidurki�. Dikre£iojo ir tolydºiojo dydºiu�

atvejais funkcijos vidurkis atitinkamai yra

Ef(X) = f(x1)p1 + f(x2)p2 + f(x3)p3 + . . . , Ef(X) =

∞∫
−∞

f(x)p(x) dx .

Suformuluosime pagrindines vidurkiu� savybes. Tegu X,X1, X2, . . . , Xn yra atsitiktiniai

dydºiai, turintys baigtinius vidurkius.

1. Su bet kokiomis konstantomis c1, c2, . . . , cn teisinga lygyb
e

E
( n∑
i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

ciEXi .

2. Jei X1 ≤ X2, tai EX1 ≤ EX2.

3. |EX| ≤ E|X|.
4. Jei X1, X2 yra nepriklausomi, tai

E(X1 ·X2) = E(X1) · E(X2) .

Kaip jau buvo min
eta, vidurkis parodo vidutin¦ atsitiktinio dydºio X reik²m¦. Jo sklaid¡

apie vidurki� apra²o dispersija

DX = E(X − EX)2 .

Kvadratin
e ²aknis i² dispersijos vadinama standartiniu nuokrypiu σ(X) =
√
DX.

Pamin
esime kelet¡ dispersijos savybiu�, laikydami, kad atsitiktiniai dydºiai

X,X1, X2, . . . , Xn turi baigtines dispersijas.

1. DX ≥ 0 .

2. DX = EX2 − (EX)2 .

3. D(X1 +X2) = DX1 + DX2 + 2cov(X1, X2) , £ia

cov(X1, X2) = E(X1 − EX1)(X2 − EX2) = EX1X2 − EX1EX2

yra atsitiktiniu� dydºiu� X1 ir X2 kovariacija.
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4. Jei X1, X2, . . . , Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, tai su bet kokiomis kon-

stantomis c1, c2, . . . , cn teisinga lygyb
e

D
( n∑
i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

c2
iDXi .

1.1.7 pavyzdys. Rasime binominio skirstinio, nusakyto (1 .4) tikimyb
emis, vidurki� ir dis-

persij¡. Tegul Xi = 1, jei i-tasis Bernulio eksperimentas buvo s
ekmingas, ir Xi = 0 -

prie²ingu atveju. Tada s
ekmiu� skai£ius po n eksperimentu� bus n nepriklausomu�, vienodai

pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� suma

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn .

Be to, visiems i = 1, 2, . . . , n atsitiktinio dydºio Xi skirstinys yra

Xi 0 1

P 1− p p

Tod
el

EXi = EX2
i = p ,

DXi = EX2
i − (EXi)

2 = p(1− p) .

Dabar jau nesunkiai randame nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� Xi sumos vidurki� ir dis-

persij¡

ESn =
n∑
i=1

EXi = np ,

DSn =
n∑
i=1

DXi = np(1− p) .

1.2 I�vykiu� sistemos

Tarkime A = {Ai : i ∈ I} yra diskre£iosios tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� ²eima, I -

baigtin
e arba skaiti indeksu� aib
e.
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1.2.1 apibr
eºimas. Jei P (Ai ∩ Aj) = 0 visiems i, j ∈ I, i 6= j ir

P
(⋃
i∈I

Ai
)

= 1 ,

tai A vadinsime tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistema.

Pasteb
esime, kad poromis nesuderinamiems i�vykiams Ai

P
(⋃
i∈I

Ai
)

=
∑
i∈I

P (Ai) .

Tod
el antrojoje apibr
eºimo s¡lygoje s¡jungos tikimyb¦ pakeit¦ atitinkamu� tikimybiu� suma,

gautume ekvivalenti²k¡ i�vykiu� sistemos apibr
eºim¡. Taip pat ai²ku, kad jei Ai poromis

nesutaikomi ir ⋃
i∈I

Ai = Ω ,

tai A - i�vykiu� sistema. Atvirk²£ias teiginys teisingas tik, kai tikimybin
eje erdv
eje n
era

nulin
es tikimyb
es elementariu�ju� i�vykiu�, t.y. P (ω) > 0 visiems ω ∈ Ω.

1.2.2 apibr
eºimas. Tarkime A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra tikimybin
es erdv
es

(Ω, P ) i�vykiu� sistemos. A yra sistemos B apvalkalas, jei kiekvienam j ∈ J galima rasti toki�

i ∈ I , kad P (Ai ∩ Bj) = P (Bj) . Tokiu atveju sakysime, kad sistema B yra tikslesn
e uº

sistem¡ A.

Kitaip sakant, kiekvienai tikslesn
es sistemos aibei visada atsiras j¡ dengianti "grubesn
es"

sistemos aib
e.

1.2.1 teorema. Jei B yra tikslesn
e uº sistem¡ A, tai visiems i ∈ I, j ∈ J

P (Ai ∩Bj) = P (Bj) arba P (Ai ∩Bj) = 0.

I�rodymas. Kai P (Bj) = 0, ²is teiginys akivaizdus. Tarkime, kad P (Bj) 6= 0 ir

P (Ai ∩ Bj) 6= P (Bj). Lieka i�sitikinti, kad tokiu atveju b	utinai P (Ai ∩ Bj) = 0. Pagal

apvalkalo apibr
eºim¡, aib
eje I galima rasti toki� i0 6= i, kad

P (Ai0 ∩Bj) = P (Bj).

Vadinasi

Bj = Ai0 ∩Bj ∪N , P (N) = 0.
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Taigi

P (Ai ∩Bj) = P (Ai ∩ (Ai0 ∩Bj) ∪ (Ai ∩N)) ≤ P (Ai ∩ Ai0) + P (N) = 0.

1.2.3 apibr
eºimas. Tarkime A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra tikimybin
es erdv
es

(Ω, P ) i�vykiu� sistemos. Ju� jungtin
e sistema A ∧ B nusakoma lygybe

A ∧ B = {Ai ∩Bj : (i, j) ∈ I × J}.

Akivaizdu, kad A ∧ B tikslesn
e ir uº A ir uº B. Bet pasirodo, kad ji yra pati "grubiausia"

i² visu� tikslesniu� uº A ir B. Teisingas toks teiginys.

1.2.2 teorema. Jei sistema C yra tikslesn
e uº A ir B, tai ji tikslesn
e ir uº A ∧ B.

I�rodymas. I² tikru�ju�, i² teiginio prielaidos i²plaukia, kad kiekvienam C ∈ C galima rasti

tokius Ai ir Bj kad

P (Ai ∩ C) = P (Bj ∩ C) = P (C).

Tod
el

Bj ∩ C = C \N , N ⊂ C , P (N) = 0.

Dabar gauname

P (Ai ∩Bj ∩ C) = P (Ai ∩ (C \N)) = P ((Ai ∩ C) \ (Ai ∩N))

= P (Ai ∩ C)− P (Ai ∩N) = P (C).

Pastaroji lygyb
e ir i�rodo, kad C yra tikslesn
e uº A ∧ B.

1.2.4 apibr
eºimas. Tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistemos A = {Ai : i ∈ I} ir B =

{Bj : j ∈ J} vadinamos nepriklausomomis, jei

P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj)

visiems (i, j) ∈ I × J.
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1.2.1 pavyzdys. Tarkime X ir Y diskretieji atsitiktiniai dydºiai erdv
eje (Ω, P ), o {xi ∈ R :

i ∈ I} ir {yj ∈ R : j ∈ J} - ju� galimu� reik²miu� aib
es. Apibr
eºkime i�vykius Ai = {X = xi}
ir Bj = {Y = yj}. Nesunku pasteb
eti, kad A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra

tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistemos. Jos bus nepriklausomos tada ir tik tada, kai

nepriklausomi yra jas generuojantys atsitiktiniai dydºiai X ir Y .

1.3 Informacija ir entropija

Tarkime A yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) atsitiktinis i�vykis, kurio tikimyb
e P (A) = p. Kiek

informacijos gauname, i�vykus ²iam i�vykiui ? Nekalb
esime apie gautos informacijos prasm¦

ar naud¡. M	usu� tikslas - apibr
eºti kiekybini� informacijos mat¡, priklausanti� nuo i�vykio

tikimyb
es p. I�ykio A prigimtis, skai£iuojant informacijos kieki� I(A), n
era svarbi. Tod
el

informacijos kieki� apibr
e²ime kaip kintamojo p funkcij¡ ir daºnai ra²ysime I(A) = I(p). Jai

kelsime tokius reikalavimus :

1. Informacija turi b	uti apibr
eºta ir neneigiama, t.y. I(p) ≥ 0, visiems p ∈ (0, 1].

2. Neºymiai pakitus i�vykio tikimybei, informacijos kiekis taip pat tur
etu� pasikeisti ne-

daug. Kitaip sakant funkcija I(p) turi b	uti tolydi.

3. Funkcija I(p) turi b	uti grieºtai monotoni²kai maº
ejanti, t.y. kuo i�vykio tikimyb
e

maºesn
e, tuo didesni� informacijos kieki� jam i�vykus gauname. Jei pastarasis reikalav-

imas pasirod
e keistas, panagrin
ekite du atsitiktinius i�vykius: A1 ={ateinan£iu� metu�

liepos septint¡ dien¡ Vilniuje snigs} ir A2 ={ateinan£iu� metu� liepos septintoji Vilniuje

bus saul
eta}. Kurio i�vykio tikimyb
e didesn
e ir, kuriam i�vykus, daugiau suºinotum
ete

apie Lietuvos klimato poky£ius?!

4. I�vykus dviem nepriklausomiems i�vykiams, gautos informacijos kiekis tur
etu� b	uti ly-

gus ju� informaciju� sumai. Prisimin¦, kad dviems nepriklausomiems i�vykiams A ir B

tikimyb
e i�vykti kartu yra P (A ∩ B) = P (A)P (B) , tur
esime toki� reikalavim¡ infor-

macijos kiekio funkcijai: I(p · q) = I(p) + I(q) visiems p, q ∈ (0, 1].

Pasirodo ²ie, i² pirmo ºvilgsnio, paprasti reikalavimai vienareik²mi²kai nusako juos tenki-

nan£i¡ funkcij¡.
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1.3.1 teorema. Funkcija I(p) tenkina 1-4 s¡lygas tada ir tik tada, kai egzistuoja b > 1, jog

I(p) = logb
1

p
.

I�rodymas. Logaritmin
e funkcija ai²ku tenkina min
etus reikalavimus. Belieka i�sitikinti, kad

1-4 s¡lygas tenkinanti funkcija I(p) yra b	utinai logaritmin
e.

Tegul m ir n bet kokie nat	uralieji skai£iai. I² 4 s¡lygos i²plaukia, kad

I(pn) = I(p · pn−1) = I(p) + I(pn−1) = I(p) + I(p) + I(pn−2) = · · · = nI(p) .

Tod
el

I(p) = I((p1/m)m) = mI(p1/m)

ir

I(p1/m) =
1

m
I(p) .

Taigi, visiems teigiamiems racionaliesiems skai£iams n
m

I(pn/m) = I((p1/m)n) =
n

m
I(p) .

D
el funkcijos I(p) tolydumo i² £ia i²plaukia, kad

I(pa) = aI(p)

visiems realiesiems a ≥ 0. Tod
el visiems p ∈ (0, 1]

I(p) = I

((
1

e

)− ln p
)

= −I
(

1

e

)
ln p . (1 .5)

Kadangi funkcija I(p) yra grieºtai maº
ejanti ir neneigiama, tai I
(

1
e

)
> 0 ir galima rasti

b > 1, kad

I

(
1

e

)
=

1

ln b
.

I² £ia ir (1 .5) galutinai gauname

I(p) = − ln p

ln b
= logb

1

p
.
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Dabar jau galime apibr
eºti i�vykio informacij¡. Logaritmo pagrindo pasirinkimas apspren-

dºia tik jos matavimo vienetus. Laikysime, kad informacijos vienet¡ gauname, i�vykus

i�vykiui, kurio tikimyb
e 1
2
. Tada b = 2.

1.3.1 apibr
eºimas. Informacijos kiekiu, gaunamu i�vykus i�vykiui A, kurio tikimyb
e p > 0,

vadinsime dydi�

I(A) = I(p) = log2

1

p
,

o jo matavimo vienetus - bitais.

Kartais naudojami ir kiti informacijos kiekio vienetai.

Logaritmo pagrindas (b) Informacijos kiekio vienetas

2 bitas

3 tritas

e natas

10 hartlis

S¡ry²iai tarp ²iu� matavimo vienetu� nusakomi lygyb
emis

1 bitas = log3 2 trito = ln 2 nato = lg 2 hartlio .

Beje, £ia bitas ne atsitiktinai sutampa su dvejetainio skai£iaus skaitmens pavadinimu.

1.3.1 pavyzdys. Metame simetri²k¡ monet¡. Eksperimento baig£iu� S={atsivert
e skai£ius}

ir H={atsivert
e skai£ius} tikimyb
es yra P (S) = P (H) = 0, 5 . Tod
el bet kurios baigties

atveju gaunamas I(S) = I(H) = log2 2 = 1 bitas informacijos. Jei moneta metama n kartu�,

tai bet kuri¡ eksperimento baigti� galime nusakyti n dvejetainiu� skaitmenu�, pavyzdºiui

011101110 . . . 01101︸ ︷︷ ︸
n

�ia 0 ir 1 ºymi i�vykius S ir H. Tokios baigties tikimyb
e yra 2−n , o gaunamas informacijos

kiekis

I

(
1

2n

)
= log2 2n = n ,

t.y. lygiai tiek, kiek bitu� uºima informacija apie eksperimento rezultat¡.
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Pasteb
esime, kad b	utino i�vykio informacija I(Ω) = 0. Kitaip sakant, kai i�vyksta tai "kas

ir tur
ejo i�vykti", mes nieko naujo nesuºinome. Ta£iau, jei i�vyktu� tai "kas i�vykti negali",

tur
etume "labai daug" naujos informacijos. Toks pasteb
ejimas pateisina informacijos kiekio

apibr
eºimo papildym¡ nulin
es tikimyb
es i�vykiams. Taigi, jei P (A) = 0, tai

I(A) = lim
p→0

I(p) =∞ .

Galima apibr
eºti ir dvieju� i�vykiu� s¡lygin¦ informacij¡.

1.3.2 apibr
eºimas. Tegul A ir B yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) atsitiktiniai i�vykiai ir

P (B) > 0. I�vykio A su s¡lyga B informacija vadinsime dydi�

I(A|B) = log2

1

P (A|B)
= − log2

P (A ∩B)

P (B)
.

Pasteb
esime, kad I(A|B) = I(A) tada ir tik tada, kai i�vykiai A ir B yra nepriklausomi.

Aptar
eme pavienio atsitiktinio i�vykio informacijos kiekio s¡vok¡. Dabar pabandysime

nusakyti i�vykiu� sistemos informacij¡. Prad
esime nuo pavyzdºio.

1.3.2 pavyzdys. Tegul galimos bandymo baigtys yra A1, A2, . . . An , o ju� tikimyb
es ati-

tinkamai p1, p2, . . . pn. Kiek informacijos gausime atlik¦ toki� bandym¡? Nor
edami atsakyti

i� ²i� klausim¡, galime samprotauti taip. Atlikus N tokiu� nepriklausomu� bandymu�, baigtis

Ai pasikartos apytiksliai N · pi kartu� ir kiekvien¡ kart¡ gaunamos informacijos kiekis bus

I(Ai) = log2

1

pi
.

Taigi po visos bandymu� serijos sukauptas informacijos kiekis bus

IN ≈
n∑
i=1

Npi log2

1

pi
.

Tod
el vidutinis informacijos kiekis, gaunamas atlikus vien¡ bandym¡, yra

IN
N
≈

n∑
i=1

pi log2

1

pi
.

Pasteb
esime, kad de²in
eje ²ios apytiksl
es lygyb
es pus
eje esantis rei²kinys yra lygus vidutinei

i�vykiu� A1, A2, . . . An informacijai.
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1.3.3 apibr
eºimas. Tegul A = {A1, A2, . . . , An} yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� su

tikimyb
emis pi = P (Ai) sistema. I�vykiu� sistemos A entropija vadinsime dydi�

H(A) = H(p1, p2, . . . , pn) =
n∑
i=1

pi log2

1

pi
.

�ia ir analogi²kose sumose toliau visi d
emenys pi log2
1
pi

arba pi log2 pi yra lyg	us 0 , kai

pi = 0. Skaitytojams, kuriems toks susitarimas atrodo i�tartinas, priminsime, kad

lim
p→0

p log2

1

p
= lim

p→0
p log2 p = 0 .

Ai²kinantis i�vairius s¡ry²ius, kartais patogu interpretuoti entropij¡ kaip dydi�, rei²kianti� ne-

apibr
eºtum¡, kuri� jau£iame, neºinodami kuris i² sistemos A i�vykiu� i�vyks. Panagrin
ekime

dvieju� i�vykiu� su tikimyb
emis p ir 1−p sistem¡. Jos entropij¡ ºym
esime h(p) = H(p, 1−p) .
Taigi binarin
es entropijos funkcija

h(p) = p log2

1

p
+ (1− p) log2

1

1− p . (1 .6)

�ios funkcijos gra�kas pavaizduotas 1 .1 paveiksle. Matome, kad didºiausia entropijos

reik²m
e lygi h
(

1
2

)
= 1. Tai ir rodo, kad sunkiausiai prognozuojama dvieju� i�vykiu� sis-

tema yra ta, kurioje abu i�vykiai yra vienodai galimi, t.y. p = 1
2
. Ir prie²ingai - kai p = 0

arba p = 1, jokio neapibr
eºtumo n
era, nes i² anksto ai²ku kuris i² dvieju� i�vykiu� i�vyks. Tad

nenuostabu, kad ²iuo atveju entropija lygi h(0) = h(1) = 0.

I�vykus kokiam nors i�vykiui B, sistemos A entropija gali pasikeisti. Pavyzdºiui, analizuo-

dami prekybos centro duomenu� baz
es i�ra²us, pagal pirk
ejo krep²eli� bandome nusp
eti pirk
ejo

amºiu�. Jei jis pirko tik duonos, tai ai²ku, nelabai k¡ tegalime pasakyti apie jo amºiu�. Bet,

kai tarp jo pirkiniu� atrandame alu� ir skrudint¡ duon¡, neapibr
eºtumas pirk
ejo amºiaus

atºvilgiu ºenkliai sumaº
eja. Likusio neapibr
eºtumo laipsni� nusako s¡lygin
e entropija

H(A|B) =
n∑
i=1

P (Ai|B)I(Ai|B) =
n∑
i=1

P (Ai|B) log2

1

P (Ai|B)
. (1 .7)

Tokiu� entropiju� vidutin
e reik²m
e leidºia i�vertinti neapibr
eºtum¡ sistemos A atºvilgiu, kuris

lieka, gavus informacij¡ apie kit¡ tos pa£ios tikimybin
es erdv
es i�vykiu� sistem¡

B = {B1, B2, . . . , Bm}.
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1 .1 pav. Binarin
es entropijos funkcija

1.3.4 apibr
eºimas. Dydi�

H(A|B) =
m∑
j=1

P (Bj)H(A|Bj)

vadinsime s¡lygine A entropija B atºvilgiu, o entropijos pokyti�

I(A,B) = H(A)−H(A|B)

vadinsime sistemu� A ir B tarpusavio informacija.

Sistemu� A ir B jungtin
es sistemos A ∧ B entropij¡ ºym
esime H(A,B). Prisimin¦ 1.2.3

apibr
eºim¡, tur
esime

H(A,B) = H(A ∧ B) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

1

P (Ai ∩Bj)
. (1 .8)

�is apibr
eºimas akivaizdºiai apibendrinamas ir didesniam i�vykiu� sistemu� skai£iui k ≥ 2

H(A1,A2, . . . ,Ak) = H(A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ Ak) .

21



Nagrin
ejant entropiju� savybes ir s¡ry²ius, mums pravers vienas pagalbinis teiginys. Vektoriu�

(x1, x2, . . . , xn), sudaryt¡ i² neneigiamu� realiu�ju� skai£iu�, vadinsime tikimybiniu vektoriumi

(kitaip: diskre£iuoju skirstiniu), jei
n∑
i=1

xi = 1 .

1.3.2 lema (Gibbs'o nelygyb
e). Tegul b > 1. Tada bet kokiems tikimybiniams vektoriams

(x1, x2, . . . , xn) ir (y1, y2, . . . , yn) teisinga nelygyb
e
n∑
i=1

xi logb

(
yi
xi

)
≤ 0 . (1 .9)

Nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai vektoriai (x1, x2, . . . , xn) ir (y1, y2, . . . , yn) su-

tampa.

I�rodymas. Kaip jau buvo min
eta, kai xi = 0, tai i - tasis nagrin
ejamos sumos d
emuo taip

pat lygus 0. Be to, pasteb
esime, kad lemos teiginys yra teisingas, jei kuriam nors i, xi > 0

ir yi = 0, nes tada xi logb

(
yi
xi

)
= −∞. Tod
el, nesiaurindami bendrumo, galime nagrin
eti

tik tokius vektorius, kuriems yi > 0, jeigu xi > 0. Taigi mums lieka i�rodyti lemos teigini�,

nelygyb¦ (1 .9) uºra²ius ²itaip:
n∑∗

i=1

xi logb

(
yi
xi

)
≤ 0 .

�ia simbolis * prie sumos ºenklo rei²kia, kad sumuojama tik pagal tas i reik²mes, kurioms

xi > 0. Vadinasi, ir visi yi ²ioje sumoje yra teigiami. Padaugin¦ pastarosios nelygyb
es abi

puses i² teigiamo skai£iaus ln b , pereisime prie nat	uraliu�ju� logaritmu�
n∑∗

i=1

xi ln

(
yi
xi

)
≤ 0 . (1 .10)

Kadangi funkcija y = lnx yra i²kila auk²tyn, o jos gra�ko liestin
e ta²ke x = 1 yra ties
e

y = x− 1, tai

lnx ≤ x− 1

visiems x > 0. Be to, nelygyb
e virsta lygybe tik, kai x = 1. I² £ia i²plaukia
n∑∗

i=1

xi ln

(
yi
xi

)
≤

n∑∗

i=1

xi

(
yi
xi
− 1

)
=

n∑∗

i=1

yi −
n∑∗

i=1

xi ≤ 0 .

Pasteb
esime, kad abi pastarosios nelygyb
es, turi virsti lygyb
emis, jei (1 .10) suma lygi 0.

Ta£iau taip gali atsitikti tik, kai xi = yi visiems i = 1, 2, . . . , n. Lema i�rodyta.
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Aptarsime pagrindines entropijos savybes. Pirmiausiai i²siai²kinsime kokios sistemos turi

didºiausias ir kokios maºiausias entropijas.

1.3.3 teorema. I�vykiu� sistemos A = {A1, A2, . . . , An} entropija tenkina nelygybes

0 ≤ H(A) ≤ log2 n . (1 .11)

Maºiausi¡ reik²m¦ H(A) = 0 ji i�gyja tada ir tik tada, kai sistema sudaryta i² i�vykiu�, kuriu�

tikimyb
es yra 0 arba 1. Didºiausi¡ entropij¡ H(A) = log2 n tur
es tos ir tik tos sistemos,

kuriose visi i�vykiai yra vienodai galimi, t.y. P (Ai) = 1
n
visiems i = 1, 2, . . . , n.

I�rodymas. Pagal apibr
eºim¡ entropija yra neneigiamu� d
emenu� suma

H(A) =
n∑
i=1

P (Ai) log2

1

P (Ai)
.

Tod
el ai²ku, kad H(A) ≥ 0. Be to, tokia suma lygi 0 tada ir tik tada, kai visi d
emenys

lyg	us 0. Vadinasi, P (Ai) = 0 arba P (Ai) = 1 visiems i = 1, 2, . . . , n. I² tikru�ju� tik viena

i² ²iu� tikimybiu� bus lygi 1, nes sistem¡ sudaran£iu� i�vykiu� tikimybiu� suma visada yra 1.

Antr¡j¡ nelygyb¦ i�rodysime skirtumui H(A)− log2 n pritaik¦ 1.3.2 lem¡. Gausime

H(A)− log2 n =
n∑
i=1

P (Ai) log2

1

P (Ai)
−

n∑
i=1

P (Ai) log2 n

=
n∑
i=1

P (Ai) log2

(
1/n

P (Ai)

)
≤ 0 .

Pastaroji nelygyb
e i²plaukia i² (1 .9) nelygyb
es, pasirinkus xi = P (Ai) ir yi = 1/n. I² £ia

pagal 1.3.2 lem¡ gauname ir paskutini� teoremos teigini� apie didºiausi¡ entropij¡.

Pastaba. I�vykiu� sistemos entropija nepasikeistu� i² sistemos pa²alinus nulin
es tikimyb
es

i�vykius (jei tokiu� yra). Tod
el (1 .11) nelygyb
eje n galima pakeisti teigiam¡ tikimyb¦ turin£iu�

sistemos A i�vykiu� skai£iumi.

Atrodo, kad kuo sud
etingesn
e ir daugiau i�vykiu� turi sistema, tuo didesn
e jos entropija.

Ta£iau tiesiogin
es priklausomyb
es tarp i�vykiu� skai£iaus sistemoje ir jos entropijos dydºio,

ai²ku, n
era.
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1.3.3 pavyzdys. Tegul A = {A1, A2, A3, A4} , B = {B1, B2, B3, B4, B5} ir

P (A1) = P (A2) = P (A3) = P (A4) =
1

4
;

P (B1) = P (B2) = P (B3) = P (B4) =
1

16
, P (B5) =

3

4
.

Apskai£iuojame sistemu� A ir B entropijas

H(A) = 4 · 1

4
· log2 4 ;

H(B) = 4 · 1

16
· log2 16 +

3

4
· log2

4

3
≈ 1, 3113 .

Kaip matome, H(A) > H(B). Gaut¡j¡ nelygyb¦ galime interpretuoti taip: numatyti, kuris

i² i�vykiu� i�vyks, sistemoje A yra sunkiau, nei sistemoje B.

Kai kurioms i�vykiu� sistemu� klas
ems ju� entropiju� santykis visada nusakomas vienareik²mi²-

kai. Pavyzdºiui, galime palyginti sistemos ir jos apvalkalo entropijas.

1.3.4 teorema. Jei i�vykiu� sistema B = {B1, B2, . . . , Bm} yra tikslesn
e uº sistem¡ A =

{A1, A2, . . . , An} , tai
H(A) ≤ H(B).

I�rodymas. Kadangi B yra tikslesn
e uº A, tai pagal 1.2.1 teorem¡

P (Ai) =
m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) =
∑
j∈Ji

P (Bj) , i = 1, 2, . . . , n.

�ia Ji - poromis nesikertantys aib
es {1, 2, . . . ,m} poaibiai, tenkinantys s¡lyg¡
n⋃
i=1

Ji = {1, 2, . . . ,m} .

Tod
el

H(A) = −
n∑
i=1

P (Ai) log2 P (Ai) = −
n∑
i=1

(∑
j∈Ji

P (Bj)

)
log2

(∑
j∈Ji

P (Bj)

)

≤ −
n∑
i=1

∑
j∈Ji

P (Bj) log2 P (Bj) = −
m∑
j=1

P (Bj) log2 P (Bj) = H(B)
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Prisiminkime s¡lygin
es entropijos H(A|B) apibr
eºim¡ (1 .7). Klausimas: ar, i�vykus kokiam

nors i�vykiui B, sistemos A entropija sumaº
eja, kitaip sakant, ar galima tvirtinti, kad visada

H(A|B) ≤ H(A) ? Neigiam¡ atsakym¡ i� ²i� klausim¡ pagrindºia toks pavyzdys.

1.3.4 pavyzdys. Tegul X ir Y yra atsitiktiniai dydºiai, i�gyjantys reik²mes 0 ir 1, o ju�

bendrasis dvimatis skirstinys nusakytas lentele

X\Y 0 1 P (X = i)

0 0, 25 0, 25 0, 5

1 0 0, 5 0, 5

P (Y = j) 0, 25 0, 75 1

Nagrin
esime dvi i�vykiu� sistemas

A = { {X = 0}, {X = 1} } ir B = { {Y = 0}, {Y = 1} } .

Kaip i�prasta tokiais atvejais, sistemu� A ir B entropijas ºym
esime tiesiog H(X) ir H(Y ).

Prisimin¦ binarin
es entropijos funkcijos h(p) apibr
eºim¡ (1 .6), tur
esime

H(X) = h(0, 5) = 1 ,

H(Y ) = h(0, 25) ≈ 0, 811 .

Apskai£iuojame s¡lygines tikimybes

P (Y = 0|X = 0) =
P (Y = 0, X = 0)

P (X = 0)
=

0, 25

0, 5
= 0, 5 ,

P (Y = 1|X = 0) = 1− P (Y = 0|X = 0) = 0, 5 .

Analogi²kai gauname, kad

P (Y = 0|X = 1) = 0 ir P (Y = 1|X = 1) = 1 .

Tod
el, pagal (1 .7) formul¦, s¡lygin
es Y entropijos, kai ºinomos atsitiktinio dydºio X reik²-

m
es, bus

H(Y |X = 0) = h(0, 5) = 1 ,

H(Y |X = 1) = h(0) = 0 .
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Vidutin
e ²iu� entropiju� reik²m
e pagal 1.3.4 apibr
eºim¡ yra

H(Y |X) = P (X = 0) ·H(Y |X = 0) + P (X = 1) ·H(Y |X = 1)

=
1

2
· 1 +

1

2
· 0 =

1

2
.

Matome, kad H(Y |X = 1) < H(Y ) < H(Y |X = 0), ta£iau H(Y |X) < H(Y ).

�iame pavyzdyje vidutin
e s¡lygin
e entropija H(Y |X) nusako likusi� (sumaº
ejusi�) neapi-

br
eºtum¡ Y atºvilgiu po to, kai gauta informacija apie atsitiktini� dydi� X. Pasirodo toks

sumaº
ejimas n
era atsitiktinis.

1.3.5 teorema. Visoms i�vykiu� sistemoms A = {A1, A2, . . . , An} ir B = {B1, B2, . . . , Bm}
ju� tarpusavio informacija yra neneigiama:

I(A,B) ≥ 0 .

Be to, I(A,B) = 0 tada ir tik tada, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos.

I�rodymas. Kadangi i�vykiai su nulin
emis tikimyb
emis neturi i�takos I(A,B) reik²mei, tai

tarsime, kad P (Ai) · P (Bj) > 0 visiems i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m .

Pagal apibr
eºim¡

H(A|B) =
m∑
j=1

P (Bj)H(A|Bj) =
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Bj)P (Ai|Bj) log2

1

P (Ai|Bj)

=
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
P (Bj)

P (Ai ∩Bj)

)
. (1 .12)

I² i�vykiu� sistemos apibr
eºimo i²plaukia, kad visiems i = 1, 2, . . . , n

P (Ai) =
m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) .

Tod
el

H(A) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

1

P (Ai)
.

Prisimin¦ 1.3.4 apibr
eºim¡ ir i�stat¦ gautas i²rai²kas, tur
esime

− I(A,B) = H(A|B)−H(A) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
P (Ai)P (Bj)

P (Ai ∩Bj)

)
≤ 0 . (1 .13)
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Pastaroji nelygyb
e i²plaukia i² 1.3.2 lemos, pritaikius j¡ tikimybiniams vektoriams

(x1, x2, . . . , xmn) ir (y1, y2, . . . , ymn), kuriu� komponent
es yra

x(i−1)m+j = P (Ai ∩Bj) ir y(i−1)m+j = P (Ai)P (Bj) , i = 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . ,m .

Pagal t¡ pa£i¡ lem¡ gauname, kad (1 .13) nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai visiems

i ir j

P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj) ,

kitaip sakant, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos. Teorema i�rodyta.

I² k¡ tik i�rodytos teoremos i²plaukia, kad bet kokioms i�vykiu� sistemoms A ir B

H(A|B) ≤ H(A) ,

o ²iu� entropiju� lygyb
e yra sistemu� A ir B nepriklausomumo kriterijus.

Jungtin
es sistemos entropijos H(A,B) reik²m
e priklauso ne tik nuo j¡ sudaran£iu� sistemu�,

bet ir nuo ju� priklausomumo laipsnio.

1.3.6 teorema. I�vykiu� sistemoms A ir B teisingi s¡ry²iai

H(A,B) = H(B) +H(A|B) , (1 .14)

H(A,B) = H(A) +H(B)− I(A,B) . (1 .15)

I�rodymas. Pasiremsime kai kuriais 1.3.5 teoremos i�rodymo tarpiniais rezultatais. Kadangi

visiems j = 1, 2, . . . ,m

P (Bj) =
n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) ,

tai lygyb¦ (1 .12) galime para²yti taip

H(A|B) =
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
1

P (Ai ∩Bj)

)
−

m∑
j=1

(
n∑
i=1

P (Ai ∩Bj)

)
log2

(
1

P (Bj)

)
= H(A,B)−H(B) .

I² £ia gauname (1 .14) lygyb¦.

Pagal tarpusavio informacijos apibr
eºim¡ 1.3.4

H(A|B) = H(A)− I(A,B) .
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I�stat¦ ²i¡ s¡lygin
es entropijos i²rai²k¡ i� (1 .14), gauname (1 .15) lygyb¦ ir tuo pa£iu baigiame

teoremos i�rodym¡.

Pasteb
esime, kad H(A,B) = H(B,A) . Tod
el i² k¡ tik i�rodytos (1 .15) lygyb
es i²plaukia,

kad simetri²ka yra ir tarpusavio informacija, t.y.

I(A,B) = I(B,A) .

Dvieju� sistemu� entropiju�, s¡lyginiu� entropiju� bei tarpusavio informacjos s¡ry²ius patogu

vaizduoti 1 .2 paveiksle pateikiama diagrama.

H(A,B)

H(A|B) I(A,B) H(B|A)

H(A) H(B)

1 .2 pav. Entropija ir informacija

I² 1.3.5 teoremos ir (1 .15) lygyb
es gauname toki� jungtin
es sistemos entropijos i�verti�

H(A,B) ≤ H(A) +H(B) .

Pritaikius indukcij¡, pastar¡j¡ nelygyb¦ nesud
etinga apibendrinti didesniam i�vykiu� sistemu�

skai£iui.

1.3.7 teorema. Jei A1,A2, . . . ,Ak yra tos pa£ios diskre£iosios tikimybin
es erdv
es i�vykiu�

sistemos, tai

H(A1,A2, . . . ,Ak) ≤ H(A1) +H(A2) + · · ·+H(Ak) .

�i nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai A1,A2, . . . ,Ak yra nepriklausomos sistemos.
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1.4 Atsitiktiniu� dydºiu� entropijos

Su diskre£iojo atsitiktinio dydºio entropijos s¡voka mes jau buvome susid	ur¦, nagrin
edami

1.3.4 pavyzdi�. Tad visi²kai suprantamas bus toks apibr
eºimas.

1.4.1 apibr
eºimas. Diskre£iojo atsitiktinio dydºio X, i�gyjan£io reik²mes x1, x2, . . . , en-

tropija H(X) yra lygi i�vykiu� sistemos, sudarytos i² i�vykiu� Ai = {X = xi} , i = 1, 2, . . . ,

entropijai, t.y.,

H(X) =
∑
i

P (Ai) log2

1

P (Ai)
.

Tod
el diskre£iojo atsitiktinio dydºio entropijos interpretacija bei savyb
es niekuo nesiskiria

nuo 1.3 skyrelyje aptartos i�vykiu� sistemos entropijos. Pateiksime kelet¡ i² galimu�, su en-

tropijos s¡voka susijusiu�, uºdaviniu�.

1.4.1 pavyzdys. Tegul T yra koks nors tekstas. Pavyzdºiui,

T = abrakadabra

Kaip matome, tekste sutinkamos penkios skirtingos raid
es. Tad, nor
edami para²yti dveje-

taini� T kod¡, kiekvienai raidei tur
esime skirti po tris bitus. Pavyzdºiui,

a 7→ 000, b 7→ 001, d 7→ 010, k 7→ 011, r 7→ 100 . (1 .16)

Vadinasi, viso teksto kodo ilgis bus 33 bitai. Ar i�manoma sukonstruoti trumpesni� vien-

areik²mi²kai dekoduojam¡ kod¡?

Galime manyti, kad tekstas T yra sudarytas i² 11 atsitiktinio dydºio X realizaciju�. Kitaip

sakant, atsitiktinis dydis X rei²kia atsitiktinai pasirinkt¡ T raid¦. Pagal raidºiu� daºnius

tekste sudarome atsitiktinio dydºio X skirstini�

X a b d k r

P
5

11

2

11

1

11

1

11

2

11

Apskai£iav¦ X entropij¡ (kartais ji dar vadinama teksto T entropija), suºinosime vidutini�

informacijos kieki�, tenkanti� vienai teksto raidei. Taigi

H(X) =
5

11
log2

11

5
+ 2 · 2

11
log2

11

2
+ 2 · 1

11
log2 11 ≈ 2, 0404 .
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Tai yra vadinamasis �enono r
eºis vidutiniam vienos raid
es kodo bitu� skai£iui. Kitaip sakant,

n
era tokio vienareik²mi²kai dekoduojamo kodo, kuriuo pakeitus (1 .16) kod¡, tekst¡ T at-

vaizduotume trumpesne nei 11 · H(X) ≈ 22, 44 bitu� seka. Ta£iau ne visiems tekstams

�enono r
eºis yra pasiekiamas. Tie skaitytojai, kurie ²iek tiek ºino duomenu� kompresijos

algoritmus, supras kaip konstruojamas tekstui T geriausi¡ rezultat¡ duodantis kodas (beje

ne vienintelis):

a 7→ 0, b 7→ 100, d 7→ 110, k 7→ 111, r 7→ 101 .

Jis tekst¡ T uºkoduoja 23 bitu� seka.

• Jei norite i�sitikinti, kad �enono r
eºis yra pasiekiamas, pabandykite uºkoduoti tekst¡

T ′ = abrakadabrakaada.

1.4.2 pavyzdys. Atliekamas tyrimas, siekiant nustatyti kokie faktoriai i�takoja galimyb¦

susirgti tam tikra liga. Ligos poºymi� ºym
esime kintamuoju Y , i�gyjan£iu reik²mes S ir N

(serga, neserga). Nagrin
ejami trys faktoriai:

X1 − paciento lytis, galimos reik²m
es {M,V } ;

X2 − r	ukymas, galimos reik²m
es {taip, ne} ;

X3 − kraujosp	udis, galimos reik²m
es {maºas,normalus,didelis} .

100 pacientu� tyrimo duomenys pateikti 1 .1 lentel
eje. Kuris faktorius labiausiai i�takoja

polinki� susirgti? Nor
edami atsakyti i� ²i� klausim¡, turime i²siai²kinti, kaip pasikei£ia Y

entropija, vieno ar kito poºymio atºvilgiu. Kitaip sakant, turime palyginti tris tarpusavio

informacijas

I(Y,Xi) = H(Y )−H(Y |Xi) , i = 1, 2, 3.

Pirmiausiai rasime H(Y ). Atsitiktinio dydºio Y skirstinys yra

Y N S

P 0, 44 0, 56

Vadinasi,

H(Y ) = h(0, 44) ≈ 0, 989587521
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Paciento R	ukymas Kraujosp	udis Ligos Pacientu�
lytis (X1) (X2) (X3) poºymis (Y ) skai£ius

M ne maºas N 5
M ne maºas S 2
M ne normalus N 10
M ne didelis S 6
M taip maºas N 4
M taip maºas S 2
M taip normalus N 8
M taip didelis N 1
M taip didelis S 8
V ne normalus N 8
V ne didelis S 10
V ne maºas N 2
V taip maºas S 7
V taip normalus N 6
V taip normalus S 5
V taip didelis S 16

1 .1 lentel
e. Lig¡ i�takojantys faktoriai

Skai£iuosime H(Y |X1). Pasinaudoj¦ (1 .7) formule, pagal 1 .1 lentel
es duomenis gausime

H(Y |X1 = M) = P (Y = N |X1 = M) log2

1

P (Y = N |X1 = M)

+ P (Y = S|X1 = M) log2

1

P (Y = S|X1 = M)

= h

(
28

46

)
≈ 0, 965636133

Analogi²kai

H(Y |X1 = V ) = h

(
16

54

)
≈ 0, 876716289

Dabar, prisimin¦ 1.3.4 apibr
eºim¡, randame H(Y |X1)

H(Y |X1) = P (X1 = M)H(Y |X1 = M) + P (X1 = V )H(Y |X1 = V )

= 0, 46 · h
(

28

46

)
+ 0, 54 · h

(
16

54

)
≈ 0, 917619417
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Analogi²kai skai£iuojame ir likusias entropijas

H(Y |X2 = ne) = h

(
25

43

)
≈ 0, 980798365;

H(Y |X2 = taip) = h

(
19

57

)
≈ 0, 918295834;

H(Y |X2) = 0, 43 · h
(

25

43

)
+ 0, 57 · h

(
19

57

)
≈ 0, 945171922;

H(Y |X3 = maºas) = h

(
11

22

)
= 1;

H(Y |X3 = normalus) = h

(
32

37

)
≈ 0, 571354974;

H(Y |X3 = didelis) = h

(
1

41

)
≈ 0, 165427034;

H(Y |X3) = 0, 22 · 1 + 0, 37 · h
(

32

37

)
+ 0, 41 · h

(
1

41

)
≈ 0, 499226424;

Dabar jau galime rasti ie²kom¡sias tarpusavio informacijas

I(Y,X1) ≈ 0, 071968104 ,

I(Y,X2) ≈ 0, 044415599 ,

I(Y,X3) ≈ 0, 490361097 .

Kaip matome, diagnozuojant lig¡, labiausiai informatyvus yra kraujosp	udºio dydis. Tuo

tarpu paciento lytis ir jo i�protis r	ukyti galimyb¦ susirgti i�takoja neºymiai.

Pastaba. 1 .1 lentel
eje pateikti duomenys yra �ktyv	us ir skirti tik aptariamu� s¡voku� ilius-

tracijai. Tod
el suformuluotos i²vados jokiu b	udu nerei²kia, kad r	ukymas nekenkia sveikatai!

Tolydºiu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� entropija apibr
eºiama kitaip. Skiriasi ir jos interpretacija.

1.4.2 apibr
eºimas. Tolydºiojo atsitiktinio dydºio X su tankio funkcija pX(x) entropija

H(X) yra lygi

H(X) = −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pX(x) dx .

I² karto reikia paºym
eti, kad toldºiojo atsitiktinio dydºio entropijos negalima interpretuoti

kaip vidutin
es informacijos, nes ²iuo atveju P (X = x) = 0, nepriklausomai nuo tankio
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funkcijos pX(x) reik²m
es. Be to, toldºiojo atsitiktinio dydºio entropija gali b	uti ir neigiama.

Panagrin
ekime toki� pavyzdi�.

1.4.3 pavyzdys. Tegul X yra normalusis (kitaip: Gauso) atsitiktinis dydis su vidurkiu a

ir dispersija σ2, σ > 0 . Tokio atsitiktinio dydºio tankio funkcija yra

pX(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Rasime jo entropij¡. Pagal apibr
eºim¡

H(X) =

∞∫
−∞

pX(x)

(
(x− a)2

2σ2
(log2 e) + log2(

√
2πσ)

)
dx

=
log2 e

2σ2

∞∫
−∞

(x− a)2pX(x) dx+ log2(
√

2πσ)

∞∫
−∞

pX(x) dx

=
log2 e

2σ2
· σ2 + log2(

√
2πσ) · 1 =

1

2
log2(2eπσ2) .

Matome, kad normaliojo atsitiktinio dydºio entropija priklauso tik nuo jo dispersijos σ2 ir

yra neigiama, kai σ2 < 1
2eπ

.

I�rodysime dar vien¡ i�domi¡ normaliojo atsitiktinio dydºio savyb¦. Tuo tikslu prisiminkime

(1 .9) nelygyb¦. Pana²iai i�rodoma ir jos "tolydºioji" versija

∞∫
−∞

pX(x) logb

(
pY (x)

pX(x)

)
dx ≤ 0 . (1 .17)

�ia b > 1 , o pX(x) ir pY (x) - bet kokios tankio funkcijos. Pasinaudoj¦ ²ia nelygybe,

i�rodysime toki� teigini�.

1.4.1 teorema. Jei absoliu£iai tolydus atsitiktinis dydis X turi baigtin¦ dispersij¡ DX =

σ2 , σ > 0, tai jo entropija

H(X) ≤ 1

2
log2(2eπσ2) .

I�rodymas. Atsitiktinio dydºio X vidurki� paºym
esime EX = a. Tegul Y yra normalusis

atsitiktinis dydis, turintis tokius pat vidurki� ir dispersij¡, kaip ir atsitiktinis dydis X. Tada

jo tankio funkcijos logaritmas

log2 pY (x) = −(x− a)2

2σ2
(log2 e)− log2(

√
2πσ) . (1 .18)
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Atsitiktiniams dydºiams X ir Y pritaikysime (1 .17) nelygyb¦. Pasirink¦ b = 2, j¡ galime

para²yti taip

−
∞∫

−∞

pX(x) log2 pX(x) dx ≤ −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pY (x) dx .

Kair
eje pastarosios nelygyb
es pus
eje esantis rei²kinys, pagal apibr
eºim¡, yra atsitiktinio

dydºio X entropija H(X). Vadinasi,

H(X) ≤ −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pY (x) dx .

I�ra²¦ log2 pY (x) i²rai²k¡ (1 .18), gausime

H(X) ≤
∞∫

−∞

pX(x)

(
(x− a)2

2σ2
(log2 e) + log2(

√
2πσ)

)
dx

=
log2 e

2σ2

∞∫
−∞

(x− a)2pX(x) dx+ log2(
√

2πσ)

∞∫
−∞

pX(x) dx

=
log2 e

2σ2
·DX + log2(

√
2πσ) · 1 =

1

2
log2(2eπσ2) .

I² 1.4.1 teoremos i²plaukia, kad tarp visu� absoliu£iai tolydºiu� atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu�

baigtin¦ dispersij¡ σ2, didºiausi¡ entropij¡ 1
2

log2(2eπσ2) turi normalusis atsitiktinis dydis.
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