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1 Pagrindinés tikimybiy teorijos ir informacijos teorijos

sgvokos

1.1 Tikimybeés. Atsitiktiniai dydziai ir jy skirstiniai
1.1.1 apibrézimas. Tegu Q yra baigtiné arba skaili aibé, P () visy jos poaibiy sistema,
P(w), w € Q , neneigiami skaiciai, tenkinantys sqlygq

> Pw)=1.

we
Tikimybe vadinsime funkcijg P : P(Q) — [0, 1] , kiekvienam A C Q apibréZiamg lygybe

P(A) =) P(w).
w€eA

Porg (2, P) vadinsime diskrecigja tikimybine erdve, o ) - elementariyjy juykiy aibe.

Diskrecioji tikimybiné erdvé vadinama baigtine, kai jos elementariyjy jvykiy aibés elementy
skaiGius |€2| yra baigtinis.

Jei eksperimentas yra nusakomas tikimybine erdve (€2, P) , tai aibés ) elementai w dar
vadinami jo elementariosiomis baigtimis. Tada bet kuri to eksperimento baigtis A, sudaryta
is elementariyjy baigéiy, vadinama atsitiktiniu juykiu tikimybinéje erdvéje (€2, P). Kitaip
sakant, atsitiktiniu jvykiu laikysime bet kurj aibés (2 poaibj. Kaip jprasta, butinajj ivyki
zymeésime (), negalimajj, t.y. neturintj palankiy elementariyjy baigciy, Zymeésime tuscios

aibés simboliu (), jvykiui A priesingg jvykj - A.

1.1.1 pavyzdys. (Klasikinis tikimybés apibrézimas.) Tai yra baigtiné tikimybiné erdvé,

kurioje visi elementarieji jvykiai vienodai galimi. Taigi, jei
Q= {wl,wg,. o 7(,0”},

tai

P(wy) = P(wy) = +++ = P(w,) = %

Todél pagal apibrézimag jvykio A = {w;,, wiy, ..., w;, } C Q tikimybé bus

k

P(A) =) P(w;,) = %

J=1
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Kitaip sakant, jvykio tikimybeé yra lygi jam palankiy elementariyjy baigciy skaic¢iaus ir visy

elementariyjy baigcéiy skaiciaus santykiui.

1.1.2 pavyzdys. Metamos trys simetriskos monetos. Raskime jvykio A ={atsiverté bent

vienas herbas} tikimybe. Siuo atveju galime sudaryti tokia elementariyjy ivykiy aibe
Q = {WO, w1, Wy, W3} )

¢ia w; ={atsiverté ¢ herby}. Tada A = {w;, ws,w3}.

Atrodyty, kad P(A) = %. Taciau patyre monety métytojai pastebés, kad taip néra. I8
tikryjy ne visi jvykiai w; yra vienodai galimi. Todeél klasikinis tikimybeés apibrézimas cia
netinka, o eksperimento salygas atitinkancios elementariyjy jvykiy tikimybeés yra

Plwo) = Pluws) = é Pluwr) = Pluwn) = g

Taigi

P(A) = P(wy) + Plws) + Plws) = g .

1.1.2 apibrézimas. Joykiai A ir B vadinami nesuderinamais, kai P(AN B) = 0. Jei

ANB =0, tai A ir B vadinami nesutaikomais.

Pastebésime, kad bet kurie nesutaikomi jvykiai yra ir nesuderinami. Diskreciojoje tikimy-
biné¢je erdvéje, neturincioje nulinés tikimybés elementariyjy jvykiy, Sios dvi savokos ekvi-

valencios.

1.1.3 pavyzdys. Dézéje yra k balty ir m juody rutuliy. Atsitiktinai be grazinimo trauki-
ame du rutulius. Nagrinésime jvykius A ={pirmasis rutulys baltas} ir B ={antrasis rutulys
baltas}. Tegu

§0 = {wep, wWej, wib, Wis }
¢ia elementariyjy jvykiy w indeksai zymi istraukto rutulio spalva. Pavyzdziui, w,; = {pir-

masis rutulys baltas, o antras - juodas}. Tada
A ={wp,wpi}, B=A{ww,wp}, ANB={ww}#0.

Matome, kad jvykiai A ir B yra sutaikomi. Rasime jy tikimybes. Kadangi

k(k—1)
k+m)(k+m—1)

m(m — 1)

Pee) = k+m)(k+m—1)’

P(wj;) =



tai

P(wy;) = P(wjp) =

k-m
(k4+m)(k+m—1)’

P(A) = P(ww) + P(wy;) = Plww) + Plwp) = P(B) = .—/——.

Taciau jvykiai A ir B ne visada bus suderinami, nes

P(AQB):P(wbb)Z

kai k < 1.

Tegu A, B, Bl, Al,AQ,..

k(k—1)
(k+m)(k+m—1)

=0,

. yra atsitiktiniai jvykiai diskrec¢iojoje tikimybinéje erdvéje

(Q, P). Priminsime pagrindines tikimybés savybes, iSplaukiancias i$ jos apibrézimo.

[\]

. Jei A C B, tai P(A) < P(B).

nesuderinami.

liesiems 7 # j , tai

P(A)=1—P(A).

Jeigu jvykiai Ay, Ao, ...

Jei A ir B nesuderinami ir Ay C A, By C B, tai jvykiai A; ir B; taip pat bus

poromis nesuderinami, t.y. P(A; N A;) =0 visiems natura-

P(U A;) = ZP(Ai>-

Jei A C B, tai P(B\ A) = P(B) — P(A).

. PLAUB)=P(A)+ P(B)—P(ANDB).

Tikimybiy teorijoje vartojama ir abstrakti tikimybinés erdveés savoka. Bendruoju atveju 2

gali buti bet kuri netuscia aibé. Ka tuomet laikyti atsitiktiniais jvykiais? Kai €2 turi be galo

daug skirtingy elementy, tai begalinés jy sajungos bei sankirtos gali buti tokie {2 poaib-

iai, kad, jvedant tikimybés savoka, kils dideli matematiniai sunkumai. Todél atsitiktiniy

ivykiy aibe laikoma tik tam tikra, pakankamai "turtinga" ) paibiy sistema F, turinti tokias

savybes:



i) Qe F,
i) Ac F = AcF,
i) A, Ag,... €F = AJUAU... € F.
Paibiy sistema F vadinama atsitiktiniy jvykiy o (sigma) algebra. Tada tikimybe vadinama
funkcija P : F — [0, 1] , jei
i) P(Q) =1;
ii) jei A; € F ir AiNA; = (0 visiems naturaliesiems ¢ # j , tai P(A;UA, U ...) =
P(Ay) + P(Ag) + ...
Taip apibrézta tikimybé tenkina visas anksciau suformuluotas savybes ir nepriestarauja
1.1.1 apibrézimui. Mes neakcentuosime o algebros vaidmens. Kalbédami apie atsitiktinius
jvykius, turésime omenyje, kad jie priklauso tam tikrai o algebrai. Pastebésime, kad P(€2)

yra o algebra.

Salyginé tikimybé. Daznai galimybé jvykti vienam jvykiui priklauso nuo to, ar jvyksta
kitas jvykis. Tarkime norime rasti jvykio A tikimybe, Zinodami, kad jvyko jvykis B. Tokia
tikimybé vadinama jvykio A sqlygine tikimybe ir zymima P(A|B) (skaitoma "tikimybé,
kad jvyks A su salyga, kad jvyko B" arba "jvyks A , jeigu jvyko B"). Jei P(B) > 0, tai

P(ANB
Pl = S5
Prisimine 1.1.3 pavyzdzio eksperimenta, kai £ > 0 , nesunkiai rasime, kad iStraukus balta
rutulj, tikimybé vel istraukti balta bus
kE—1
P(B|A) = PE—

Kaip matome, 8iuo atveju P(B|A) # P(B). Tai rodo, kad jvykio B tikimybé priklauso nuo
to, ar jvyko jvykis A. Tokie jvykiai vadinami priklausomais.
Ivykiy nepriklausomumas - tai viena i§ svarbesniyjy tikimybiy teorijos sgvoky. Pateiksime
grieztesnj jos apibrézima. IS salyginés tikimybeés apibrézimo iSplaukia vadinamoji tikimybiy
daugybos teorema :

P(ANB)=P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A). (1.1)
Kai A ir B yra nepriklausomi jvykiai, turésime P(A|B) = P(A) ir P(B|A) = P(B). Todél,

atsizvelge j (1.1), gauname tokj jvykiy nepriklausomumo apibrézima.
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1.1.3 apibréZimas. Juykius A ir B vadinsime nepriklausomais, jeigu
P(ANB) = P(A)P(B).

Didesnio jvykiy skai¢iaus nepriklausomumas apibréziamas sudétingiau. Pavyzdziui, jvykiai

A, B ir C' vadinami nepriklausomais, jei teisingos visos keturios lygybeés

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C),
P(BNC) = P(B)P(C), P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C).

Nereikia 8ios savokos painioti su nesutaikomumu. Nepriklausomi jvykiai nebutinai nesu-
taikomi. DaZznai jvykiy nepriklausomumas pastebimas intuityviai. Taciau intuicija gali ir

suklaidinti.

1.1.4 pavyzdys. Metame losimo kauliuka. Nagrinésime jvykius
A={atsiverté lyginis skai¢ius akuciy} ,

B={atsiverté ne maZiau kaip 4 akutés} ,
C={atsiverté daugiau kaip 4 akutés} .

Ar Sie jvykiai priklausomi?

Apskaic¢iuosime jvykiy tikimybes. Nesunku suprasti, kad
A={2,4,6}, B=1{4,5,6}, C=1{56}
ANB=1{4,6}, AnNC ={6}.

Todél

3 2

Todél gauname, kad jvykiai A ir B , o tuo padciu ir visi trys jvykiai A, B ir C' , yra

priklausomi.

Pilnosios tikimybés ir Bajeso formulés. Tarkime, kad slaptas praneSimas uzsifruotas

raidémis a, b, ¢ ir zinoma, kad paprastai puse Sifruoto teksto sudaro raidés a, o raidé b



sutinkama dvigubai dazniau nei c. Be to, kol pasiekia adresata, vidutiniskai 10% raidziy b
bei 5% raidziy c¢ iSkraipomos ir virsta raidémis a. Kokia tikimybeé, kad tryliktas adresato
gauto Sifruoto teksto simbolis bus raidé a 7
Atsakymas buty aiskus, jeigu zinotume koks buvo tryliktas Sifro simbolis. Tadiau kaip
iSspresti §j uzdavinj to nezinant? Atsakyma padés rasti pilnosios tikimybés formulé:
P(A) =" P(H)P(A|H,), (1.2)

iel

¢ia H;, (i € I) - baigtiné arba skaiti poromis nesuderinamy jvykiy Seima, tenkinanti salyga
P(JH)=1

iel
Pilnosios tikimybés formulé teigia, kad apriorine jvykio A tikimybe galima rasti, zinant
aposteriorines (salygines) A tikimybes, esant salygoms H;, ir ty salygy susidarymo tikimy-
bes. Esant toms pac¢ioms prielaidoms kaip ir pilnosios tikimybés formuléje, galime rasti ir
hipoteziy aposteriorines tikimybes P(H,;|A) :

P(H;)P(A|H;)
PUL) = S~ pmypial) (-3)

el

(1.3) lygybé vadinama Bajeso hipoteziy tikrinimo formule. Ja galime remtis tokioje sprendi-
my priemimo situacijoje. Tarkime, Zinome, jog ivyko vienas jvykis i§ poromis nesuderinamy
jvykiy Seimos H; (i € I) (teisinga viena i3 keliy hipoteziy) Kuris i§ jvykiy jvyko - nezinome,
taciau turime "netiesiogine" informacija: jvyko jvykis A. Tarkime, reikia nuspresti, kuria
hipoteze H; vadovautis, priimant sprendima apie tolimesnius veiksmus. Maziausia tikimybe

suklysti bus tada, jei savo sprendima grjsime ta hipoteze, kuriai P(H;|A) yra didZiausia.

1.1.5 pavyzdys. ISspresime suformuluota uzdavinj apie iskraipyta Sifra. Kadangi viskas
priklauso nuo to koks buvo neiskraipyto Sifro tryliktas simbolis, tai atitinkamai ir parinksime

hipotezes Hq, Hy, Hj :

H;={tryliktas siun¢iamo $ifro simbolis buvo raidé a}, P(H;)

D= Wl -

Hy={tryliktas siun¢iamo $ifro simbolis buvo raidé b}, P(Hs)

Hs;={tryliktas siun¢iamo $ifro simbolis buvo raidé ¢}, P(Hj3)



Tegul A={tryliktas gauto $ifro simbolis yra raidé a}. Tuomet, pagal uzdavinio salygas,
P(A|H,) =1, P(A|Hy)=0,1, P(A|H;3)=0,05.
Pritaike pilnosios tikimybés formule, gauname

P(A) = P(H)P(A|H,)+ P(H3)P(A|Hy) + P(H3)P(A[H3)
1 1 1 1 13

4= — = — =2
+3 10+6 20 24

L
2
Galime formuluoti ir kita, daznai Zymiai aktualesnj, klausima. Tarkime, kad vienaip ar
kitaip adresatas sugebéjo perskaityti ta nelemta tryliktajj gauto $ifro simbolj - tai buvo
raidé a. Kokia tikimybé, kad ji néra iskraipyta? Kitaip sakant, mus dominanti tikimybé yra
P(H,|A). Ja rasime, pasinaudoje Bajeso formule. Pastebésime, kad trupmenos vardiklis
(1.3) lygybéje, pagal pilnosios tikimybés formule, yra lygus P(A). Todél
P(H)P(AH) 31 12

P(A) -

24

P(H1|A) =

Bernulio eksperimentai. Bernulio eksperimenty schema nusakoma taip: eksperimentg
atlikus vieng karta, jo sekmés tikimybé lygi p. Atliekame n nepriklausomy eksperimenty.
Sékmiy skaiciy pazymékime S,,. Kokia tikimybe, kad eksperimentas pavyks k karty, t.y.
S, =k 7 Atsakymas j §j klausimg toks:

P(S, = k) = (”>p’f(1—p)”—k, k=0,1,....n (1.4)

Bernulio schema yra vienody ir nepriklausomy statistiniy eksperimenty matematinis mod-
elis. Jg naudojant skai¢iuojamos tikimybés, susijusios su nepriklausomy vienody bandymy

seka, kai kiekviename bandyme galimos tik dvi baigtys.

1.1.6 pavyzdys. Informacija perduodama triuksmingu kanalu, kuris vidutiniskai iSkraipo
1% visy siun¢iamy bity. Kokia tikimybé, kad baite bus ne daugiau dviejy igkraipyty bity?
Siuo atveju sekmeé - gauti iSkraipyta bita. Pagal salyga tokios "sékmés" tikimybé kiekvienu
atveju yra p = 0,01. Mums reikalinga tikimybeé, kad "sékmiy" skai¢ius po 8 bandymy buty
ne didesnis uz 2. Pasinaudoje (1.4) lygybe, gausime

P(Ss<2) = P(Ss=0)+P(Ss=1)+ P(Ss =2)

8 8 8
= (0)0,0100,998 + (1> 0,010,997 + (2) 0,012%0,99°% ~ 0, 999946



Atsitiktiniai dydZiai. Apibrézdami atsitiktinius jvykius, kalbéjome apie eksperimentus
ir jy elementarigsias baigtis. Praktiskai beveik visada susiduriame su skaitiniais stebimojo

dydzio matavimais, t.y. su kokio nors atsitiktinio dydzio reik§mémis.

1.1.4 apibrézimas. Tarkime, kad (Q, P) yra diskrecioji tikimybiné erdvé. Atsitiktiniu

dydzZiu Sioje erdvéje vadinama realiofi funkcija X @ € — R.

Taigi atsitiktinis dydis nusako taisykle, pagal kuria kiekvienam elementariajam jvykiui pri-
skiriama skaitine reikSme. Diskreciosios tikimybinés erdves atsitiktiniy dydziy reik§miy aibeé
yra baigtiné arba skaiti. Tokie atsitiktiniai dydziai X vadinami diskreciaisiais ir dazniausiai
nusakomi reiksmiy skirstiniu, nurodant galimas reikSmes x; ir jy tikimybes
p=PX=x)= ) P, i=12....
weQ: X (w)=u;

Pavyzdziui sékmiy skaic¢ius .S,,, atlikus n Bernulio eksperimenty, yra diskretus atsitiktinis
dydis, kurio reik8miy aibé {0,1,2,...,n}, o tikimybés nusakomos (1.4) formule. Tokj
skirstinj turintis atsitiktinis dydis vadinamas binominiu ir zymimas S,, ~ B(n, p).

Kai elementariyjy jvykiy aibé 2 néra skaiti, atsitiktinio dydzio reikSmiy aibé gali buti labai
"gausi" ir net nesunumeruojama. Pavyzdziui, matuojant kliento aptarnavimo laika, prik-
lausomai nuo matavimo vienety, rezultatas gali buti bet kuris tam tikro intervalo taskas.
Siuo atveju prasminga kalbéti ne apie pavieniy reikSmiy tikimybes, bet apie reik§miy prik-

lausymo nurodytam intervalui tikimybe.

1.1.5 apibrézimas. Atsitiktinis dydis X, kurio patekimo j intervalg [a,b] tikimybé skaici-
uojama pagal formule

P(agxgb):/p(x)dx, (&) >0,

a

vadinamas absoliuciai tolydzivoju dydziu, o funkcija p(x) vadinama jo tankiu.

Pastebésime, kad bet kokiam absoliuciai tolydziam atsitiktiniam dydziui X ir realiajam
skai¢iui a "tagkiné" tikimybé P(X = a) lygi 0, o tankio funkcija p(z) tenkina salyga

oo

/p(x)dx—l.

—0o0
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Kita vertus, pasirodo, kad bet kuri neneigiama funkcija funkcija p(z), tenkinanti pastaraja
lygybe, gali buti laikoma kazkokio atsitiktinio dydzio tankiu.
Daznai atsitiktiniai dydziai ( tiek diskretieji, tiek tolydieji ) nusakomi specialia - pasiskirs-

tymo funkcija. Atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija F'(z) yra
Flx)=P(X <x), zeR.

Absoliudiai tolydziojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija ir tankj sieja lygybés:

F'(z) = plo),
F(z) = /p(u)du

Kai nagrinéjami keli atsitiktiniai dydziai, pasidaro svarbi jy tarpusavio priklausomybe.
Naturalu pavadinti atsitiktinius dydzius X ir X5 nepriklausomais, kai su bet kuriais realiyjy
skai¢iy poaibiais By, By jvykiai {w : Xj(w) € Bi}ir {w : Xs(w) € By} yra nepriklausomi,

kitaip sakant, jei
P(X; € By, Xo € By) = P(X; € B))P(X5 € By).

Diskreciyjy atsitiktiniy dydziy atveju pakanka pareikalauti, kad visiems realiesiems x, y

buty tenkinama lygybé
P(Xy ==, Xy =y) = P(X; =2)P(X2 =y).
Priminsime kai kurias atsitiktiniy dydziy skaitines charakteristikas. Pradésime nuo vidur-

kio, nusakancio vidutine atsitiktinio dydzio reik§me. Diskreciojo atsitiktinio dydzio skirstinj

patogiausia uzrasyti lentele

X 1 | L2 | T3

P pi|p|Dp3

Zinoma, pL+pe+---=1, p; > 0. Taip nusakyto atsitiktinio dydzio vidurkiu vadinama
suma

EX = z1p1 +xaps + 13p3 + ... .

11



Jeigu X turi tankj p(z), tai vidurkis apibréziamas kaip integralas
EX = / zp(x) de .

Galima apibreézti ir atsitiktinio dydzio funkcijos vidurkj. Dikreciojo ir tolydziojo dydziy

atvejais funkcijos vidurkis atitinkamai yra
BFCX) = flapr+ feapa + Saap o, BFCY) = [ f)pla) da.

Suformuluosime pagrindines vidurkiy savybes. Tegu X, X, Xs,..., X,, yra atsitiktiniai

dydziai, turintys baigtinius vidurkius.

1. Su bet kokiomis konstantomis ¢y, co, . . ., ¢, teisinga lygybé
i=1 i=1

2. Jei X; < X, tai EX; < EX,.
3. |EX| < E|X]|.

4. Jei X1, Xy yra nepriklausomi, tai

Kaip jau buvo minéta, vidurkis parodo vidutine atsitiktinio dydzio X reikSme. Jo sklaidg
apie vidurkj apraso dispersija

DX =E(X — EX)?.

Kvadratiné 8aknis i8 dispersijos vadinama standartiniu nuokrypiv o(X) = vDX.
Paminésime keleta dispersijos savybiy, laikydami, kad atsitiktiniai dydziai
X, X1, Xy, ..., X, turi baigtines dispersijas.

1. DX >0.

2. DX =EX?— (EX)2.

3. D(X; + X3) =DX; + DXs + 2cov(X1, X5), ¢ia

COU(Xl,X2> = E(Xl - EXl)(XQ - EXQ) = EX1X2 — EXlEXQ

yra atsitiktiniy dydziy X, ir X5 kovariacija.
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4. Jei X1, Xs,..., X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, tai su bet kokiomis kon-

stantomis cy, cs, . .., ¢, teisinga lygybé
D() X)) =) DX,.
i=1 i=1

1.1.7 pavyzdys. Rasime binominio skirstinio, nusakyto (1.4) tikimybémis, vidurkj ir dis-
persija. Tegul X; = 1, jei ¢-tasis Bernulio eksperimentas buvo sékmingas, ir X; = 0 -
priesingu atveju. Tada sekmiy skaic¢ius po n eksperimenty bus n nepriklausomy, vienodai

pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy suma

Spn=X1+Xo+---+X,.

Be to, visiems ¢ = 1,2, ..., n atsitiktinio dydzio X; skirstinys yra
X; 0 1
Pll=plp

Todeél

EX; = EX?=p,

DX; = EX? - (EX;)>=p(1—p).

Dabar jau nesunkiai randame nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X; sumos vidurkj ir dis-

persija
ES, = Y EX;=np,
=1

DS, = ZDX,— =np(l—p).

i=1
1.2 Ivykiy sistemos
Tarkime A = {A; : i € I} yra diskre¢iosios tikimybinés erdvés (2, P) jvykiy Seima, I -

baigtiné arba skaiti indeksy aibe.
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1.2.1 apibréZimas. Jei P(A; N A;) =0 visiems i,j € I, i # j ir
i€l

tai A vadinsime tikimybinés erdvés (), P) jvykiy sistema.

Pastebésime, kad poromis nesuderinamiems jvykiams A;
P(UAi) - ZP(Ai)-
iel iel
Todél antrojoje apibrézimo salygoje sajungos tikimybe pakeite atitinkamy tikimybiy suma,
gautume ekvivalentigka jvykiy sistemos apibrézima. Taip pat aisku, kad jei A; poromis

nesutaikomi ir

U4 =q,

iel
tai A - jvykiy sistema. Atvirkséias teiginys teisingas tik, kai tikimybinéje erdvéje néra

nulinés tikimybés elementariyjy jvykiy, t.y. P(w) > 0 visiems w € .

1.2.2 apibrézimas. Tarkime A= {A,:i €1} ir B={B;:j € J} yra tikimybinés erdvés
(Q, P) juykiy sistemos. A yra sistemos B apuvalkalas, jei kiekvienam j € J galima rasti tokj
i€l kad P(A; N B;) = P(B;). Tokiu atveju sakysime, kad sistema B yra tikslesné uz

sistemq A.

Kitaip sakant, kiekvienai tikslesnés sistemos aibei visada atsiras ja dengianti "grubesnés"

sistemos aibeé.
1.2.1 teorema. Jei B yra tikslesné uz sistemq A, tai visiems i € I, j € J

Irodymas. Kai P(B;) = 0, 8is teiginys akivaizdus. Tarkime, kad P(B;) # 0 ir
P(A; N Bj) # P(B,). Lieka jsitikinti, kad tokiu atveju butinai P(A; N B;) = 0. Pagal
apvalkalo apibrézima, aibéje I galima rasti tokj ig # ¢, kad

P(A;, N B;j) = P(B;).

Vadinasi

Bj=A,NB;UN, P(N)=0.
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Taigi
P(A;NB;)=PAN(A,NBj)U(ANN)) <P(ANA,)+ P(N)=0.
[l

1.2.3 apibrézimas. Tarkime A= {A,:i €1} ir B={B;:j € J} yra tikimybinés erdvés

(Q, P) juykiy sistemos. Ju jungtiné sistema A N\ B nusakoma lygybe

Akivaizdu, kad A A B tikslesné ir uz A ir uz B. Bet pasirodo, kad ji yra pati "grubiausia"

i§ visy tikslesniy uz A ir B. Teisingas toks teiginys.
1.2.2 teorema. Jei sistema C yra tikslesné vz A ir B, tai ji tikslesné ir uz AN B.

Jrodymas. 18 tikryjy, i teiginio prielaidos isplaukia, kad kiekvienam C' € C galima rasti
tokius A; ir B; kad

Todél
B,NnC=C\N, NcC, P(N)=0.

Dabar gauname

P(AiNB;NC) = P(AN(C\N))=P(A4NC)\ (A4NN))
— P(A4;NC)— P(A;NN) = P(C).

Pastaroji lygybeé ir jrodo, kad C yra tikslesné uz A A B. O

1.2.4 apibrézimas. Tikimybinés erdvés (), P) juykiy sistemos A = {A; -1 € I} ir B =

{B; : j € J} vadinamos nepriklausomomis, jei
P(A; N Bj) = P(4;)P(B;)

visiems (i,7) € 1 x J.
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1.2.1 pavyzdys. Tarkime X ir Y diskretieji atsitiktiniai dydziai erdvéje (Q2, P), o {x; € R :
iel}ir{y; € R:je J}-juy galimy reikdmiy aibés. Apibrézkime jvykius A; = {X = z;}
ir B; = {Y = y;}. Nesunku pastebéti, kad A = {4; :i € [} ir B={B; : j € J} yra
tikimybinés erdvés (€, P) jvykiy sistemos. Jos bus nepriklausomos tada ir tik tada, kai

nepriklausomi yra jas generuojantys atsitiktiniai dydziai X ir Y.

1.3 Informacija ir entropija

Tarkime A yra tikimybinés erdveés (2, P) atsitiktinis jvykis, kurio tikimybé P(A) = p. Kiek
informacijos gauname, jvykus Siam jvykiui 7 Nekalbésime apie gautos informacijos prasme
ar nauda. Musy tikslas - apibrézti kiekybinj informacijos matg, priklausantj nuo jvykio
tikimybés p. Iykio A prigimtis, skai¢iuojant informacijos kiekj I(A), néra svarbi. Todél
informacijos kiekj apibrésime kaip kintamojo p funkcija ir daznai rasysime I(A) = I(p). Jai

kelsime tokius reikalavimus :
1. Informacija turi buti apibrézta ir neneigiama, t.y. I(p) > 0, visiems p € (0, 1].

2. Nezymiai pakitus jvykio tikimybei, informacijos kiekis taip pat turéty pasikeisti ne-

daug. Kitaip sakant funkcija I(p) turi buti tolydi.

3. Funkcija I(p) turi buti grieztai monotoniskai mazéjanti, t.y. kuo jvykio tikimybé
mazesné, tuo didesnj informacijos kiekj jam jvykus gauname. Jei pastarasis reikalav-
imas pasirodé keistas, panagrinékite du atsitiktinius jvykius: A; ={ateinan¢iy mety
liepos septintg dieng Vilniuje snigs} ir Ay ={ateinan¢iy mety liepos septintoji Vilniuje
bus sauléta}. Kurio jvykio tikimybé didesné ir, kuriam jvykus, daugiau suzinotuméte

apie Lietuvos klimato poky¢ius?!

4. Jvykus dviem nepriklausomiems jvykiams, gautos informacijos kiekis turéty buti ly-
gus jy informacijy sumai. Prisimine, kad dviems nepriklausomiems jvykiams A ir B
tikimybé jvykti kartu yra P(AN B) = P(A)P(B) , turésime tokj reikalavima infor-
macijos kiekio funkcijai: I(p-q) = I(p) + I(q) visiems p, ¢ € (0, 1].

Pasirodo §ie, i$ pirmo zvilgsnio, paprasti reikalavimai vienareik§miskai nusako juos tenki-

nancig funkcija.
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1.3.1 teorema. Funkcija I(p) tenkina 1-4 sqlygas tada ir tik tada, kai egzistuoja b > 1, jog

1
I(p) = log, —.
(p) v

Jrodymas. Logaritminé funkcija aiSku tenkina minétus reikalavimus. Belieka jsitikinti, kad
1-4 salygas tenkinanti funkcija I(p) yra butinai logaritminé.

Tegul m ir n bet kokie naturalieji skaiciai. I8 4 salygos iSplaukia, kad
I(p") =1(p-p" ) =1(p) +1(p" ) =1(p) + 1(p) +I(p" %) =+ =nl(p).

Todél

ir
1
I(p"™) = —1I(p).
(™) = —1(p)
Taigi, visiems teigiamiems racionaliesiems skai¢iams
n/my __ 1/myny _ n
I(p"™) = 1((p"™)") = —1(p).
m
Dél funkcijos I(p) tolydumo i3 ¢ia isplaukia, kad

I(p*) = al(p)

visiems realiesiems a > 0. Todél visiems p € (0, 1]

I(p) =1 <<%>_m> _ g (é) Inp. (1.5)

Kadangi funkcija I(p) yra grieztai mazéjanti ir neneigiama, tai [ (%) > 0 ir galima rasti

b>1, kad
1 1
IN-)=—.
(e) Inb

I8 ¢ia ir (1.5) galutinai gauname
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Dabar jau galime apibrézti jvykio informacija. Logaritmo pagrindo pasirinkimas apspren-
dzia tik jos matavimo vienetus. Laikysime, kad informacijos vieneta gauname, jvykus

jvykiui, kurio tikimybé % Tada b = 2.

1.3.1 apibrézimas. Informacijos kiekiu, gaunamu juykus jvykiut A, kurio tikimybée p > 0,
vadinsime dydg

1(4) = I(p) = log, }9 ,

0 jo matavimo vienetus - bitais.

Kartais naudojami ir kiti informacijos kiekio vienetai.

Logaritmo pagrindas (b) | Informacijos kiekio vienetas
2 bitas
3 tritas
e natas
10 hartlis

Sarysiai tarp Siy matavimo vienety nusakomi lygybémis
1 bitas =logs2 trito =1n2 nato =1g2 hartlio.

Beje, ¢ia bitas ne atsitiktinai sutampa su dvejetainio skaic¢iaus skaitmens pavadinimu.

1.3.1 pavyzdys. Metame simetriska moneta. Eksperimento baig¢iy S={atsiverté skai¢ius}
ir H={atsiverté skai¢ius} tikimybés yra P(S) = P(H) = 0,5. Todél bet kurios baigties
atveju gaunamas [(S) = I(H) = log, 2 = 1 bitas informacijos. Jei moneta metama n karty,

tai bet kurig eksperimento baigt] galime nusakyti n dvejetainiy skaitmeny, pavyzdziui

011101110...01101
n

Cia 0 ir 1 zymi jvykius S ir H. Tokios baigties tikimybé yra 27", o gaunamas informacijos

kiekis
1 n
I Q_n = 1Og2 2" =n s

t.y. lygiai tiek, kiek bity uzima informacija apie eksperimento rezultata.

18



Pastebésime, kad butino jvykio informacija I(2) = 0. Kitaip sakant, kai jvyksta tai "kas
ir turéjo jvykti", mes nieko naujo nesuzinome. Tadciau, jei jvykty tai "kas jvykti negali",
turétume "labai daug" naujos informacijos. Toks pastebéjimas pateisina informacijos kiekio
apibrézimo papildyma nulinés tikimybés jvykiams. Taigi, jei P(A) = 0, tai

I(A) =lim I(p) = 0.

p—0

Galima apibreézti ir dviejy jvykiy salygine informacija.

1.3.2 apibrézimas. Tegul A ir B yra tikimybinés erdvés (S, P) atsitiktiniai jvykiai ir
P(B) > 0. Juykio A su sqglyga B informacija vadinsime dyds

1 P(ANB)
I(A|B) =logy =——— = —logy ———
Pastebésime, kad I(A|B) = I(A) tada ir tik tada, kai jvykiai A ir B yra nepriklausomi.
Aptaréme pavienio atsitiktinio jvykio informacijos kiekio sgvoka. Dabar pabandysime

nusakyti jvykiy sistemos informacija. Pradésime nuo pavyzdzio.

1.3.2 pavyzdys. Tegul galimos bandymo baigtys yra Aj, As,... A, , o jy tikimybeés ati-
tinkamai pq, ps, ... p,. Kiek informacijos gausime atlike tokj bandyma? Norédami atsakyti
i 8] klausimg, galime samprotauti taip. Atlikus N tokiy nepriklausomy bandymy, baigtis

A; pasikartos apytiksliai NV - p; karty ir kiekvieng karta gaunamos informacijos kiekis bus

1
1(4A;) = log, -

Taigi po visos bandymuy serijos sukauptas informacijos kiekis bus
. 1
Iy =~ ZNpilogZ—.
i=1 pi
Todél vidutinis informacijos kiekis, gaunamas atlikus vieng bandyma, yra

n

Iy 1
— = p; logy, — .

(3

Pastebésime, kad desSinéje Sios apytiksles lygybés puséje esantis reiskinys yra lygus vidutinei

ivykiy Ay, As, ... A, informacijai.
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1.3.3 apibrézimas. Tegul A = {Ay, Ay, ..., An} yra tikimybinés erdvés (2, P) juykiy su

tikimybémis p; = P(A;) sistema. Jvykiy sistemos A entropija vadinsime dydj
. 1
H(A) = H(p1,p2, ..., pn) = Y _ pilog, o
i=1 !

Cia ir analogiSkose sumose toliau visi démenys p; log, ]% arba p; log, p; yra lygus 0 , kai

p; = 0. Skaitytojams, kuriems toks susitarimas atrodo jtartinas, priminsime, kad
li 1 L_ li 1 =0
limy plog, -~ = lim plogp = 0.

Aiskinantis jvairius sarysius, kartais patogu interpretuoti entropija kaip dydj, reiskiantj ne-
apibréztuma, kurj jauc¢iame, nezinodami kuris i§ sistemos A jvykiy jvyks. Panagrinékime
dviejy jvykiy su tikimybémis p ir 1 —p sistemg. Jos entropija zymésime h(p) = H(p,1—p).
Taigi binarinés entropijos funkcija

h(p) = plogy ~ + (1 — p) logy —— . (1.6)

p L—=p

Sios funkcijos grafikas pavaizduotas 1.1 paveiksle. Matome, kad didziausia entropijos
reik§me lygi h (%) = 1. Tai ir rodo, kad sunkiausiai prognozuojama dviejy jvykiy sis-
tema yra ta, kurioje abu jvykiai yra vienodai galimi, t.y. p = % Ir prieSingai - kai p = 0
arba p = 1, jokio neapibréztumo néra, nes i§ anksto aisku kuris i§ dviejy jvykiy jvyks. Tad
nenuostabu, kad Siuo atveju entropija lygi h(0) = k(1) = 0.
Ivykus kokiam nors jvykiui B, sistemos A entropija gali pasikeisti. Pavyzdziui, analizuo-
dami prekybos centro duomeny bazés jrasus, pagal pirkéjo krepselj bandome nuspéti pirkéjo
amziy. Jei jis pirko tik duonos, tai aisku, nelabai ka tegalime pasakyti apie jo amziy. Bet,
kai tarp jo pirkiniy atrandame aly ir skrudinta duona, neapibréztumas pirkéjo amziaus
atzvilgiu zenkliai sumazéja. Likusio neapibréztumo laipsnj nusako salyginé entropija

H(AIB) = 3 PUAIB)IAIB) = 3 PUAIB) o8 - (1.7)

Tokiy entropijy vidutiné reik8mé leidzia jvertinti neapibréztumg sistemos A atzvilgiu, kuris
lieka, gavus informacija apie kita tos pacios tikimybinés erdveés ivykiy sistema

B - {Bl,BQ,...,Bm}.
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1.1 pav. Binarinés entropijos funkcija

1.3.4 apibréZimas. Dydj

H(A|B) =Y P(B;)H(A|B;)

J=1

vadinsime sglygine A entropija B atZvilgiu, o entropijos pokyts
I(A,B) = H(A) — H(A|B)
vadinsime sistemy A ir B tarpusavio informacija.

Sistemuy A ir B jungtinés sistemos A A B entropija zymésime H(A,B). Prisimine 1.2.3
apibrézima, turésime
n m

H(AB) = HAAB)=> "> P(A;N B;)log, 5

1
AT (1.8)

i=1 j=1

Sis apibrézimas akivaizdziai apibendrinamas ir didesniam jvykiy sistemy skaic¢iui k£ > 2
H(A Ay oo A) = HAL AN A N - N Ag) .
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Nagrinéjant entropijy savybes ir sarySius, mums pravers vienas pagalbinis teiginys. Vektoriy
(1,29, ...,x,), sudaryta i§ neneigiamy realiyjy skai¢iy, vadinsime tikimybiniu vektoriumi

(kitaip: diskrec¢iuoju skirstiniu), jei
n
Z xT; = 1.
i=1

1.3.2 lema (Gibbs’o nelygybé). Tegul b > 1. Tada bet kokiems tikimybiniams vektoriams

(x1, @9, . .., xy) i (Y1, Y2, - - -, Yn) teisinga nelygybé

in log, (Q) <0. (1.9)
Ly
i=1

Nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai vektoriai (x1,Ta, ..., Tn) ir (Y1,Y2s -, Yn) SU-

tampa.

Irodymas. Kaip jau buvo minéta, kai x; = 0, tai ¢ - tasis nagrinéjamos sumos démuo taip
pat lygus 0. Be to, pastebésime, kad lemos teiginys yra teisingas, jei kuriam nors ¢, z; > 0
ir y; = 0, nes tada x; log, (i’—) = —o0. Todél, nesiaurindami bendrumo, galime nagrinéti
tik tokius vektorius, kuriems y; > 0, jeigu z; > 0. Taigi mums lieka jrodyti lemos teiginj,
nelygybe (1.9) uzrasius Sitaip:
n . ,
Z x; logy (&> <0.
, T
i=1
Cia simbolis * prie sumos zenklo reiskia, kad sumuojama tik pagal tas ¢ reikSmes, kurioms
x; > 0. Vadinasi, ir visi y; Sioje sumoje yra teigiami. Padaugine pastarosios nelygybés abi
puses i$ teigiamo skaic¢iaus Inb, pereisime prie naturaliyjy logaritmuy
n .
D (y—) <0. (1.10)
, T
=1
Kadangi funkcija y = Inx yra iskila aukstyn, o jos grafiko liestiné taske x = 1 yra tiesé
y=x—1, tai

Inx<z-1
visiems x > 0. Be to, nelygybé virsta lygybe tik, kai x = 1. IS ¢ia isplaukia

¢ ’ i=1

i=1 i=1 i=1
Pastebésime, kad abi pastarosios nelygybés, turi virsti lygybémis, jei (1.10) suma lygi 0.

Taciau taip gali atsitikti tik, kai z; = y; visiems ¢ = 1,2, ..., n. Lema jrodyta. O
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Aptarsime pagrindines entropijos savybes. Pirmiausiai iSsiaiSkinsime kokios sistemos turi

didziausias ir kokios maziausias entropijas.

1.3.3 teorema. Juykiy sistemos A = {Aq, As, ..., A, } entropija tenkina nelygybes
0< H(A) <logyn. (1.11)

MazZiausig reiksme H(A) = 0 ji jgyja tada ir tik tada, kai sistema sudaryta i$ juykiy, kuriy
tikimybés yra 0 arba 1. DidZiausig entropijg H(A) = logyn turés tos ir tik tos sistemos,

kuriose visi juykiai yra vienodai galimi, t.y. P(A;) = % visiems 1 = 1,2,...,n.

Jrodymas. Pagal apibrézima entropija yra neneigiamy démeny suma

1
ZP IOgZP(A)

Todél aisku, kad H(A) > 0. Be to, tokia suma lygi 0 tada ir tik tada, kai visi démenys
lygus 0. Vadinasi, P(A;) = 0 arba P(A;) = 1 visiems i = 1,2,...,n. I8 tikryjy tik viena
i$ Siy tikimybiy bus lygi 1, nes sistema sudaranciy jvykiy tikimybiy suma visada yra 1.
Antraja nelygybe jrodysime skirtumui H(A) — log, n pritaike 1.3.2 lema. Gausime

H(A) —logyn = Z P(A;)logy —— P Z P(A;)logyn

- ZP 10%2(13(/1471)) =0

Pastaroji nelygybé isplaukia i§ (1.9) nelygybés, pasirinkus z; = P(A4;) ir y; = 1/n. I8 ¢ia

pagal 1.3.2 lema gauname ir paskutinj teoremos teiginj apie didziausig entropija. O

Pastaba. [vykiy sistemos entropija nepasikeisty i$ sistemos paSalinus nulinés tikimybeés
jvykius (jei tokiy yra). Todél (1.11) nelygybéje n galima pakeisti teigiama tikimybe turinéiy
sistemos A jvykiy skai¢iumi.

Atrodo, kad kuo sudétingesné ir daugiau jvykiy turi sistema, tuo didesné jos entropija.
Taciau tiesioginés priklausomybés tarp jvykiy skai¢iaus sistemoje ir jos entropijos dydzio,

aisku, néra.
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1.3.3 pavyzdys. Tegul A = {Al, AQ, Ag, A4} s B = {Bh BQ, Bg, B4, B5} ir

P(A) = P(4) = P(Ag) = P(4)) =
P(B) = P(By)=P(By)=P(B) =, P(B;)=}.

Apskai¢iuojame sistemy A ir B entropijas

1
H(A) = 4-Z-log24;

1 3
HB) = 4-— logy16+ =

log, ¥~ 1.3113
16 4 023 T o

Kaip matome, H(A) > H(B). Gautaja nelygybe galime interpretuoti taip: numatyti, kuris

is jvykiy jvyks, sistemoje A yra sunkiau, nei sistemoje B.

Kai kurioms jvykiy sistemy klaséms jy entropijy santykis visada nusakomas vienareikSmis-

kai. Pavyzdziui, galime palyginti sistemos ir jos apvalkalo entropijas.

1.3.4 teorema. Jei juykiy sistema B = {By, Bs,..., By} yra tikslesné uZ sistemg A =
{Al, AQ, ce 714”} y tas
H(A) < H(B).

Irodymas. Kadangi B yra tikslesné uz A, tai pagal 1.2.1 teorema

P(A,-):i P(AinB;)=)Y P(B)), i=12,...,n.
j=1

Jj€J;

Cia J; - poromis nesikertantys aibés {1,2, ..., m} poaibiai, tenkinantys salyga

Todél

VAN
|
(]
(]
-
C
g
~
|
|
(]
s
@
g
=
@
I
=
S

24



Prisiminkime salyginés entropijos H (A|B) apibrézima (1.7). Klausimas: ar, jvykus kokiam
nors jvykiui B, sistemos A entropija sumazéja, kitaip sakant, ar galima tvirtinti, kad visada

H(A|B) < H(A)? Neigiama atsakyma j $j klausima pagrindzia toks pavyzdys.

1.3.4 pavyzdys. Tegul X ir Y yra atsitiktiniai dydziai, jgyjantys reiksmes 0 ir 1, o juy

bendrasis dvimatis skirstinys nusakytas lentele

X\Y 0 1 P(X =1)
0 0,25 0,25 0,5
1 0 0,5 0,5
P(Y =4) | 0,25 0,75 1

Nagrinésime dvi jvykiy sistemas
A={{X =0}, {X=1}} ir B={{Y =0}, {Y=1}}.

Kaip jprasta tokiais atvejais, sistemy A ir B entropijas Zymésime tiesiog H(X) ir H(Y).

Prisimine binarinés entropijos funkcijos h(p) apibrézima (1.6), turésime

H(X) = h(0,5)=1,
H(Y) = h(0,25) ~0,811.

Apskai¢iuojame salygines tikimybes

PY =0/X=0) = = =0,9,
PY=1X=0) = 1-P

Analogigkai gauname, kad
PY=0X=1)=0ir PY =1|X=1)=1.

Todél, pagal (1.7) formule, salyginés Y entropijos, kai Zinomos atsitiktinio dydzio X reiks-
mes, bus

HY|X =0) = h(0,5) =1,

HY|X=1) = h(0)=0.



Vidutiné Siy entropijy reiksmé pagal 1.3.4 apibrézima yra

HY|X) = P(X=0)-HY|X =0)+P(X =1)- HY|X = 1)

1+1 0—1
2 2

| —

Matome, kad H(Y|X =1) < H(Y) < H(Y|X = 0), taciau H(Y|X) < H(Y).

Siame pavyzdyje vidutiné salyginé entropija H(Y|X) nusako likusj (sumazéjusj) neapi-
bréztumg Y atzvilgiu po to, kai gauta informacija apie atsitiktinj dydj X. Pasirodo toks

sumazejimas néra atsitiktinis.

1.3.5 teorema. Visoms juykiy sistemoms A = {Ay, As, ..., Ay} ir B={By,Bs,..., B}

Ju tarpusavio informacija yra neneigiama:
I(A,B) >0
Be to, 1(A,B) =0 tada ir tik tada, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos.

Irodymas. Kadangi jvykiai su nulinémis tikimybémis neturi jtakos I(A,B) reik8mei, tai
tarsime, kad P(A;) - P(B;) > 0 visiems i =1,2,...,n; j=1,2,...,m
Pagal apibrézima

m m n 1
H(A|B) = P(B;)H(A|B;j) P(B;)P(A;|Bj)logy ———~
3t - S35 s
= P(A;NB;)1 — ) 1.12
>3 Pans) ogQ(P(AmBj>) (112
7=1 =1
Is jvykiy sistemos apibrézimo iSplaukia, kad visiems ¢ = 1,2,...,n

P(A;) = i P(A;NB;).

Todél -
H(A) =YY " P(A;n B))log, ﬁ .

i=1 j=1

Prisimine 1.3.4 apibrézima ir jstate gautas israiskas, turésime

— I(A,B) = H(A|B) — ZZP (A; N B;)log, (P(é)ﬁ(BBj))) <0. (1.13)
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Pastaroji nelygybeé isplaukia is 1.3.2 lemos, pritaikius ja tikimybiniams vektoriams

(X1, T2,y Tin) 1€ (Y1, Y2, - - -, Ymn), Kuriy komponentés yra
T(i—1)ym+j — P(AZ N BJ> ir Ya-1)ym+j = P(AZ>P<B]), 1= 1,2, R ] = 1, 2, N 1

Pagal ta pacia lema gauname, kad (1.13) nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai visiems
1ir
P(A; N B;j) = P(A;)P(B;),

kitaip sakant, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos. Teorema jrodyta. O

I5 ka tik jrodytos teoremos iSplaukia, kad bet kokioms jvykiy sistemoms A ir B
H(A[B) < H(A),

o §iy entropijy lygybé yra sistemy A ir B nepriklausomumo kriterijus.
Jungtinés sistemos entropijos H (A, B) reiksmé priklauso ne tik nuo ja sudaranciy sistemuy,

bet ir nuo jy priklausomumo laipsnio.
1.3.6 teorema. Juykiy sistemoms A ir B teisingi sqrysiai

H(AB) = H(B)+ H(AB), (1.14)
H(A,B) = H(A)+ H(B) - I(AB). (1.15)

Irodymas. Pasiremsime kai kuriais 1.3.5 teoremos jrodymo tarpiniais rezultatais. Kadangi

visiems j =1,2,...,m
P(Bj) =) P(A;NB)),
=1

tai lygybe (1.12) galime paraSyti taip

H(AB) = 33 P(A:nB))log, <—p<,4fm Bj>> > (Z Pl B“) oe: (P(i?j)>

— H(AB)— H(B).

I ¢ia gauname (1.14) lygybe.

Pagal tarpusavio informacijos apibrézimg 1.3.4
H(A|B)=H(A)—I(A,B).
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Istate 8ia salyginés entropijos iSraiska j (1.14), gauname (1.15) lygybe ir tuo pac¢iu baigiame

teoremos jrodyma. O]

Pastebésime, kad H(A,B) = H(B,.A). Todél i§ ka tik jrodytos (1.15) lygybeés isplaukia,

kad simetriska yra ir tarpusavio informacija, t.y.
I(A,B)=1(B,A).

Dviejy sistemy entropijy, salyginiy entropijy bei tarpusavio informacjos sarysSius patogu

vaizduoti 1.2 paveiksle pateikiama diagrama.

H(A,B)

1.2 pav. Entropija ir informacija

I§ 1.3.5 teoremos ir (1.15) lygybés gauname tokj jungtinés sistemos entropijos jvertj
H(A,B) < H(A)+ H(B).

Pritaikius indukcija, pastaraja nelygybe nesudétinga apibendrinti didesniam jvykiy sistemy

skai¢iul.

1.3.7 teorema. Jei A, As, ..., Ar yra tos pacios diskreciosios tikimybinés erdvés jvykiy
sistemos, tat

H(A;, Ay, Ay) < H(AD) + H(A2) + -+ H(Ag) -

S nelygybé virsta lygybe tada ir tik tada, kai Ay, As, ..., Ax yra nepriklausomos sistemos.
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1.4 Atsitiktiniy dydzZiy entropijos

Su diskreciojo atsitiktinio dydzio entropijos savoka mes jau buvome susidure, nagrinédami

1.3.4 pavyzdj. Tad visiSkai suprantamas bus toks apibrézimas.

1.4.1 apibrézimas. Diskreciojo atsitiktinio dydzZio X, jgyjancio reiksmes xqi,xo,... , en-
tropija H(X) yra lygi juykiy sistemos, sudarytos i§ juykiy A; = {X = x;}, 1 =1,2,...
entropijat, t.y.,

1

H(X) :ZP(Az‘)lOng.

Todel diskreciojo atsitiktinio dydzio entropijos interpretacija bei savybes niekuo nesiskiria
nuo 1.3 skyrelyje aptartos jvykiy sistemos entropijos. Pateiksime keleta i§ galimy, su en-

tropijos sgvoka susijusiy, uzdaviniy.
1.4.1 pavyzdys. Tegul T yra koks nors tekstas. Pavyzdziui,

T = abrakadabra

Kaip matome, tekste sutinkamos penkios skirtingos raidés. Tad, norédami parasyti dveje-

tainj 7" koda, kiekvienai raidei turésime skirti po tris bitus. Pavyzdziui,
a — 000, b+— 001, d— 010, k+ 011, r +— 100. (1.16)

Vadinasi, viso teksto kodo ilgis bus 33 bitai. Ar jmanoma sukonstruoti trumpesnj vien-
areiksmiskai dekoduojama koda?

Galime manyti, kad tekstas T yra sudarytas i§ 11 atsitiktinio dydzio X realizacijy. Kitaip
sakant, atsitiktinis dydis X reiSkia atsitiktinai pasirinkta 7' raide. Pagal raidziy daZnius

tekste sudarome atsitiktinio dydzio X skirstinj

X | a b d k r

Pl | = - |
11| 11 | 11 | 11 | 11

Apskaiciave X entropija (kartais ji dar vadinama teksto 7" entropija), suzinosime vidutinj
informacijos kiekj, tenkantj vienai teksto raidei. Taigi

5 11 2 11 1
10g2_+2.ﬁ10g2—+2-ﬁ10g211%2,0404.

H(X)=—
(X) =1 5 2
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Tai yra vadinamasis Senono réZis vidutiniam vienos raidés kodo bity skai¢iui. Kitaip sakant,
néra tokio vienareik§miskai dekoduojamo kodo, kuriuo pakeitus (1.16) koda, teksta T at-
vaizduotume trumpesne nei 11 - H(X) ~ 22,44 bity seka. Taciau ne visiems tekstams
Senono rézis yra pasiekiamas. Tie skaitytojai, kurie Siek tiek zino duomeny kompresijos
algoritmus, supras kaip konstruojamas tekstui 7' geriausia rezultata duodantis kodas (beje
ne vienintelis):

a0, b— 100, d+— 110, k+— 111, r — 101.

Jis teksta T uzkoduoja 23 bity seka.

e Jei norite jsitikinti, kad Senono rézis yra pasiekiamas, pabandykite uzkoduoti teksta

T" = abrakadabrakaada.

1.4.2 pavyzdys. Atliekamas tyrimas, siekiant nustatyti kokie faktoriai jtakoja galimybe
susirgti tam tikra liga. Ligos pozymj zymésime kintamuoju Y, jgyjanc¢iu reikSmes S ir N
(serga, neserga). Nagrinéjami trys faktoriai:

X — paciento lytis, galimos reiksmeés {M,V'};

Xy — rukymas, galimos reik§més {taip, ne} ;

X3 — kraujospudis, galimos reiksmés {mazas,normalus,didelis} .
100 pacienty tyrimo duomenys pateikti 1.1 lenteléje. Kuris faktorius labiausiai jtakoja
polinkj susirgti? Norédami atsakyti j §j klausima, turime iSsiaiskinti, kaip pasikeicia Y
entropija, vieno ar kito pozymio atzvilgiu. Kitaip sakant, turime palyginti tris tarpusavio
informacijas

I(Y, X)) = H(Y) = H(Y|X;), i=1,2,3.

Pirmiausiai rasime H(Y"). Atsitiktinio dydzio Y skirstinys yra

Y| N S
P 10,44 | 0,56

Vadinasi,

H(Y) = h(0,44) ~ 0, 989587521
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Paciento | Rukymas | Kraujospudis Ligos Pacienty
lytis (X1) (X3) (X3) pozymis (Y) | skai¢ius
M ne mazas N 5)
M ne mazas S 2
M ne normalus N 10
M ne didelis S 6
M tasp mazas N 4
M taip mazas S 2
M taip normalus N 8
M taip didelis N 1
M taip didelis S 8
V ne normalus N 8
vV ne didelis S 10
%4 ne mazas N 2
V taip mazas S 7
V taip normalus N 6
vV taip normalus S 5
vV taip didelis S 16

1.1 lentelé. Liga jtakojantys faktoriai

Skai¢iuosime H(Y'|X;). Pasinaudoje (1.7) formule, pagal 1.1 lentelés duomenis gausime

1
HY|X = M) = P = NXy = M)logy 5 e — 77
1
P(Y = S|X, = M)1
T P = S8 = M)los, 5 g =7

28
— (=) ~0,965636133
(1) =0

Analogigkai

1
HY|X;=V)=h (5—2) ~ 0, 876716289

Dabar, prisimine 1.3.4 apibrézima, randame H (Y| X;)

28 16
= 46 - — 4- — | ~ 1761941
0,46 h(46)+0,5 h(54> 0,917619417
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Analogigkai skai¢iuojame ir likusias entropijas
25
H(Y|Xs=ne)=h (E) ~ 0, 980798365;
. 19
H(Y|Xs =taip) =h (E) ~ (,918295834;
25 19
H(Y|X3) =0,43-h 3 +0,57-h = ~ 0,945171922;

11
H(Y| X35 = maZas) = h (ﬁ) =1;

2
H(Y|X3 = normalus) = h (%) ~ 0,571354974;
1
H(Y|X5 = didelis) = h (H) ~ 0, 165427034;

32 1
H(Y|X3)=0,22-140,37-h <§) +0,41-h (H) ~ 0, 499226424;

Dabar jau galime rasti ieSkomasias tarpusavio informacijas

I(Y, X;) ~ 0,071968104
1(Y, X5) ~ 0,044415599 ,

1(Y, X3) ~ 0,490361097 .

Kaip matome, diagnozuojant liga, labiausiai informatyvus yra kraujospudzio dydis. Tuo
tarpu paciento lytis ir jo jprotis rukyti galimybe susirgti jtakoja nezymiai.
Pastaba. 1.1 lenteléje pateikti duomenys yra fiktyvus ir skirti tik aptariamy savoky ilius-

tracijai. Todél suformuluotos iSvados jokiu budu nereiskia, kad rukymas nekenkia sveikatai!

Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy entropija apibréziama kitaip. Skiriasi ir jos interpretacija.

1.4.2 apibrézimas. Tolydziojo atsitiktinio dydzio X su tankio funkcija px(x) entropija
H(X) yra lygi

o0

HX) =~ [ px(o)log, px(a) da.

—00
Is karto reikia pazymeéti, kad toldziojo atsitiktinio dydzio entropijos negalima interpretuoti

kaip vidutinés informacijos, nes 8iuo atveju P(X = z) = 0, nepriklausomai nuo tankio
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funkcijos px (z) reiksmés. Be to, toldziojo atsitiktinio dydzio entropija gali buti ir neigiama.

Panagrinékime tokj pavyzdj.

1.4.3 pavyzdys. Tegul X yra normalusis (kitaip: Gauso) atsitiktinis dydis su vidurkiu a
ir dispersija 02, ¢ > 0. Tokio atsitiktinio dydZio tankio funkcija yra

px(a) = — exp{—(z%‘fy}-

2ro

Rasime jo entropija. Pagal apibrézima

H(X) = /Oopx(x) (M(log2e)+log2(\/ﬁo)) dx

202
log, e r r
;;22 /(x —a)*px(x) dx + log,y(V270) / px () dz
logge 1 2
= 52 +log,(V2mo) - 1 = §log2(2e7m ).

Matome, kad normaliojo atsitiktinio dydZio entropija priklauso tik nuo jo dispersijos o2 ir

. . . 2 L
yra neigiama, kai 0° < 5—.

rodysime dar Vlenq; Oml@ normaliojo atsitiKtinio dydzio savy Q uo T1KSlu prisuminkime

rodysime dar viens idom o
. ne . anaslal jrodoma 1r Jos (@] Z10]1° versija

(1.9) nelygybe. Panasiai jrodoma ir jos "tolydzioji" versij

o0

/px(x) log, (pym) dr < 0. (1.17)

px(x)

Ciab> 1,0 px(z) ir py(z) - bet kokios tankio funkcijos. Pasinaudoje Sia nelygybe,

irodysime tokj teiginj.

1.4.1 teorema. Jei absoliuciai tolydus atsitiktinis dydis X turi baigtine dispersijg DX =

o?, 0 >0, tai jo entropija

H(X) < =logy(2ema?) .

DO | —

Irodymas. Atsitiktinio dydzio X vidurkj pazymésime EX = a. Tegul Y yra normalusis
atsitiktinis dydis, turintis tokius pat vidurkj ir dispersija, kaip ir atsitiktinis dydis X. Tada
jo tankio funkcijos logaritmas

(x = a)?

202

(logy €) — logy(V270) . (1.18)

log, py (x) = -
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Atsitiktiniams dydziams X ir Y pritaikysime (1.17) nelygybe. Pasirinke b = 2, ja galime
parasSyti taip

o0 o0

- /pX(SU) log, px (v) dr < — /px(x) log, py () dx .

—0 —o0
Kairéeje pastarosios nelygybés puséje esantis reiskinys, pagal apibrézima, yra atsitiktinio
dydzio X entropija H(X). Vadinasi,

o)

HX) < = [ px(o)log,priz) ds.

—0o0

Irase log, py (z) israiska (1.18), gausime

H(X) < 7pX(I) (M(logze)+1og2(\/%a)> dx

202
log, e Vi T
2%_22 /(a:—a)QpX(a:) dx + log,(V27o) /px(x) dx
| 1
= (;gzze DX + log,(V27mo) - 1 = 5 log, (2emo?).
o

]

Is 1.4.1 teoremos iSplaukia, kad tarp visy absoliuciai tolydziy atsitiktiniy dydziy, turinciy

baigtine dispersija o2, didziausia entropija 3 log,(2ero?) turi normalusis atsitiktinis dydis.
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