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I�vadas

Duomenu� tyrimo ( kartais dar vadinamo duomenu� kasyba ) tikslas - atskleisti objek-

tyviai egzistuojan£ius d
esningumus, s¡ry²ius bei vidin¦ strukt	ur¡ didel
ese i�vairios prigimties

duomenu� aib
ese. Didºioji dalis kurso skirta tokiu� d
esningumu� paie²kos metodams ir algo-

ritmams nagrin
eti.

Negalima nubr
eºti labai ai²kios ribos tarp duomenu� tyrimo ir daugiamat
es statistikos. Tod
el

dalis ²iame kurse nagrin
ejamu� temu�, pavyzdºiui, kai kurie klasi�kavimo metodai, regresija,

klasterizacija lengviau bus suprantamos skaitytojams, jau susipaºinusiems su pagrindin
emis

algebros bei matematin
es statistikos s¡vokomis.

Visos kurso temos suskirstytos i� penkis skyrius. Pirmajame skyriuje pateikiamos pa-

grindin
es tikimybiu� teorijos bei informacijos teorijos s¡vokos ir rezultatai. �i� skyriu� gali

praleisti skaitytojai, kuriems ºinomos s¡vokos: atsitiktinis i�vykis ir atsitiktinis dydis, s¡ly-

gin
e tikimyb
e, atsitiktiniu� dydºiu� pasiskirstymo funkcija, vidurkis, dispersija, koreliacija,

entropija, tarpusavio informacija. Antrajame skyriuje aptariamos duomenu� r	u²ys, galimos

ju� transformacijos. Apºvelgiamos ir pavyzdºiais iliustruojamos duomenu� tyrimo uºdaviniu�

klas
es. 3 - 5 skyriuose nagrin
ejami konkret	us duomenu� tyrimo uºdaviniu� sprendimo metodai

ir algoritmai.

Praktiniuose uºsi
emimuose patartina naudoti specializuot¡ programin¦ i�rang¡. Pamin
esime

tris programu� paketus.

SAS Enterprise Miner -
http://www.sas.com/technologies/analytics/datamining/miner/

SPSS Modeler -
http://www-01.ibm.com/software/analytics/spss/products/modeler/

Weka - http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/

Pirmieji du - mokami. Weka yra atviro Java kodo programu� paketas, kurio apra²ym¡ galima

rasti [10, 11] knygose.
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1 Pagrindin
es tikimybiu� teorijos ir informacijos teorijos

s¡vokos

1.1 Tikimyb
es. Atsitiktiniai dydºiai ir ju� skirstiniai

1.1.1 apibr
eºimas. Tegu Ω yra baigtin
e arba skaiti aib
e, P(Ω) visu� jos poaibiu� sistema,

P (ω), ω ∈ Ω , neneigiami skai£iai, tenkinantys s¡lyg¡∑
ω∈Ω

P (ω) = 1.

Tikimybe vadinsime funkcij¡ P : P(Ω)→ [0, 1] , kiekvienam A ⊂ Ω apibr
eºiam¡ lygybe

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω).

Por¡ (Ω, P ) vadinsime diskre£i¡ja tikimybine erdve, o Ω - elementariu�ju� i�vykiu� aibe.

Diskre£ioji tikimybin
e erdv
e vadinama baigtine, kai jos elementariu�ju� i�vykiu� aib
es elementu�

skai£ius |Ω| yra baigtinis.

Jei eksperimentas yra nusakomas tikimybine erdve (Ω, P ) , tai aib
es Ω elementai ω dar

vadinami jo elementariosiomis baigtimis. Tada bet kuri to eksperimento baigtis A, sudaryta

i² elementariu�ju� baig£iu�, vadinama atsitiktiniu i�vykiu tikimybin
eje erdv
eje (Ω, P ). Kitaip

sakant, atsitiktiniu i�vykiu laikysime bet kuri� aib
es Ω poaibi�. Kaip i�prasta, b	utin¡ji� i�vyki�

ºym
esime Ω, negalim¡ji�, t.y. neturinti� palankiu� elementariu�ju� baig£iu�, ºym
esime tu²£ios

aib
es simboliu ∅, i�vykiui A prie²ing¡ i�vyki� - A.

1.1.1 pavyzdys. (Klasikinis tikimyb
es apibr
eºimas.) Tai yra baigtin
e tikimybin
e erdv
e,

kurioje visi elementarieji i�vykiai vienodai galimi. Taigi, jei

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} ,

tai

P (ω1) = P (ω2) = · · · = P (ωn) =
1

n
.

Tod
el pagal apibr
eºim¡ i�vykio A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωik} ⊂ Ω tikimyb
e bus

P (A) =
k∑
j=1

P (ωij) =
k

n
.
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Kitaip sakant, i�vykio tikimyb
e yra lygi jam palankiu� elementariu�ju� baig£iu� skai£iaus ir visu�

elementariu�ju� baig£iu� skai£iaus santykiui.

1.1.2 pavyzdys. Metamos trys simetri²kos monetos. Raskime i�vykio A ={atsivert
e bent

vienas herbas} tikimyb¦. �iuo atveju galime sudaryti toki¡ elementariu�ju� i�vykiu� aib¦

Ω = {ω0, ω1, ω2, ω3} ,

£ia ωi ={atsivert
e i herbu�}. Tada A = {ω1, ω2, ω3}.
Atrodytu�, kad P (A) = 3

4
. Ta£iau patyr¦ monetu� m
etytojai pasteb
es, kad taip n
era. I²

tikru�ju� ne visi i�vykiai ωi yra vienodai galimi. Tod
el klasikinis tikimyb
es apibr
eºimas £ia

netinka, o eksperimento s¡lygas atitinkan£ios elementariu�ju� i�vykiu� tikimyb
es yra

P (ω0) = P (ω3) =
1

8
, P (ω1) = P (ω2) =

3

8
.

Taigi

P (A) = P (ω1) + P (ω2) + P (ω3) =
7

8
.

1.1.2 apibr
eºimas. I�vykiai A ir B vadinami nesuderinamais, kai P (A ∩ B) = 0. Jei

A ∩B = ∅ , tai A ir B vadinami nesutaikomais.

Pasteb
esime, kad bet kurie nesutaikomi i�vykiai yra ir nesuderinami. Diskre£iojoje tikimy-

bin
eje erdv
eje, neturin£ioje nulin
es tikimyb
es elementariu�ju� i�vykiu�, ²ios dvi s¡vokos ekvi-

valen£ios.

1.1.3 pavyzdys. D
eº
eje yra k baltu� ir m juodu� rutuliu�. Atsitiktinai be gr¡ºinimo trauki-

ame du rutulius. Nagrin
esime i�vykius A ={pirmasis rutulys baltas} ir B ={antrasis rutulys

baltas}. Tegu

Ω = {ωbb, ωbj, ωjb, ωjj} ,

£ia elementariu�ju� i�vykiu� ω indeksai ºymi i²traukto rutulio spalv¡. Pavyzdºiui, ωbj = {pir-

masis rutulys baltas, o antras - juodas}. Tada

A = {ωbb, ωbj} , B = {ωbb, ωjb} , A ∩B = {ωbb} 6= ∅.

Matome, kad i�vykiai A ir B yra sutaikomi. Rasime ju� tikimybes. Kadangi

P (ωbb) =
k(k − 1)

(k +m)(k +m− 1)
, P (ωjj) =

m(m− 1)

(k +m)(k +m− 1)
,

7



P (ωbj) = P (ωjb) =
k ·m

(k +m)(k +m− 1)
,

tai

P (A) = P (ωbb) + P (ωbj) = P (ωbb) + P (ωjb) = P (B) =
k

k +m
.

Ta£iau i�vykiai A ir B ne visada bus suderinami, nes

P (A ∩B) = P (ωbb) =
k(k − 1)

(k +m)(k +m− 1)
= 0 ,

kai k ≤ 1.

Tegu A, B, B1, A1, A2, . . . yra atsitiktiniai i�vykiai diskre£iojoje tikimybin
eje erdv
eje

(Ω, P ). Priminsime pagrindines tikimyb
es savybes, i²plaukian£ias i² jos apibr
eºimo.

1. P (∅) = 0, P (Ω) = 1.

2. Jei A ⊂ B, tai P (A) ≤ P (B).

3. Jei A ir B nesuderinami ir A1 ⊂ A, B1 ⊂ B , tai i�vykiai A1 ir B1 taip pat bus

nesuderinami.

4. Jeigu i�vykiai A1, A2, . . . poromis nesuderinami, t.y. P (Ai ∩Aj) = 0 visiems nat	ura-

liesiems i 6= j , tai

P (
⋃
i

Ai) =
∑
i

P (Ai) .

5. Jei A ⊂ B, tai P (B \ A) = P (B)− P (A) .

6. P (A) = 1− P (A) .

7. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) .

Tikimybiu� teorijoje vartojama ir abstrakti tikimybin
es erdv
es s¡voka. Bendruoju atveju Ω

gali b	uti bet kuri netu²£ia aib
e. K¡ tuomet laikyti atsitiktiniais i�vykiais? Kai Ω turi be galo

daug skirtingu� elementu�, tai begalin
es ju� s¡jungos bei sankirtos gali b	uti tokie Ω poaib-

iai, kad, i�vedant tikimyb
es s¡vok¡, kils dideli matematiniai sunkumai. Tod
el atsitiktiniu�

i�vykiu� aibe laikoma tik tam tikra, pakankamai "turtinga" Ω paibiu� sistema F , turinti tokias
savybes:
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i) Ω ∈ F ,

ii) A ∈ F ⇒ A ∈ F ,

iii) A1, A2, . . . ∈ F ⇒ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∈ F .

Paibiu� sistema F vadinama atsitiktiniu� i�vykiu� σ (sigma) algebra. Tada tikimybe vadinama

funkcija P : F → [0, 1] , jei

i) P (Ω) = 1 ;

ii) jei Ai ∈ F ir Ai ∩ Aj = ∅ visiems nat	uraliesiems i 6= j , tai P (A1 ∪ A2 ∪ . . . ) =

P (A1) + P (A2) + . . . .

Taip apibr
eºta tikimyb
e tenkina visas anks£iau suformuluotas savybes ir neprie²tarauja

1.1.1 apibr
eºimui. Mes neakcentuosime σ algebros vaidmens. Kalb
edami apie atsitiktinius

i�vykius, tur
esime omenyje, kad jie priklauso tam tikrai σ algebrai. Pasteb
esime, kad P(Ω)

yra σ algebra.

S¡lygin
e tikimyb
e. Daºnai galimyb
e i�vykti vienam i�vykiui priklauso nuo to, ar i�vyksta

kitas i�vykis. Tarkime norime rasti i�vykio A tikimyb¦, ºinodami, kad i�vyko i�vykis B. Tokia

tikimyb
e vadinama i�vykio A s¡lygine tikimybe ir ºymima P (A|B) (skaitoma "tikimyb
e,

kad i�vyks A su s¡lyga, kad i�vyko B" arba "i�vyks A , jeigu i�vyko B"). Jei P (B) > 0 , tai

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Prisimin¦ 1.1.3 pavyzdºio eksperiment¡, kai k > 0 , nesunkiai rasime, kad i²traukus balt¡

rutuli�, tikimyb
e v
el i²traukti balt¡ bus

P (B|A) =
k − 1

k +m− 1
.

Kaip matome, ²iuo atveju P (B|A) 6= P (B). Tai rodo, kad i�vykio B tikimyb
e priklauso nuo

to, ar i�vyko i�vykis A. Tokie i�vykiai vadinami priklausomais.

I�vykiu� nepriklausomumas - tai viena i² svarbesniu�ju� tikimybiu� teorijos s¡voku�. Pateiksime

grieºtesni� jos apibr
eºim¡. I² s¡lygin
es tikimyb
es apibr
eºimo i²plaukia vadinamoji tikimybiu�

daugybos teorema :

P (A ∩B) = P (B)P (A|B) = P (A)P (B|A). (1 .1)

Kai A ir B yra nepriklausomi i�vykiai, tur
esime P (A|B) = P (A) ir P (B|A) = P (B). Tod
el,

atsiºvelg¦ i� (1 .1), gauname toki� i�vykiu� nepriklausomumo apibr
eºim¡.
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1.1.3 apibr
eºimas. I�vykius A ir B vadinsime nepriklausomais, jeigu

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Didesnio i�vykiu� skai£iaus nepriklausomumas apibr
eºiamas sud
etingiau. Pavyzdºiui, i�vykiai

A, B ir C vadinami nepriklausomais, jei teisingos visos keturios lygyb
es

P (A ∩B) = P (A)P (B), P (A ∩ C) = P (A)P (C),

P (B ∩ C) = P (B)P (C), P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C).

Nereikia ²ios s¡vokos painioti su nesutaikomumu. Nepriklausomi i�vykiai neb	utinai nesu-

taikomi. Daºnai i�vykiu� nepriklausomumas pastebimas intuityviai. Ta£iau intuicija gali ir

suklaidinti.

1.1.4 pavyzdys. Metame lo²imo kauliuk¡. Nagrin
esime i�vykius

A={atsivert
e lyginis skai£ius aku£iu�} ,

B={atsivert
e ne maºiau kaip 4 akut
es} ,

C={atsivert
e daugiau kaip 4 akut
es} .

Ar ²ie i�vykiai priklausomi?

Apskai£iuosime i�vykiu� tikimybes. Nesunku suprasti, kad

A = {2, 4, 6}, B = {4, 5, 6}, C = {5, 6}
A ∩B = {4, 6}, A ∩ C = {6}.

Tod
el

P (A)P (C) =
3

6
· 2

6
=

1

6
= P (A ∩ C).

Taigi i�vykiai A ir C nepriklausomi. Ta£iau

P (A)P (B) =
3

6
· 3

6
6= 2

6
= P (A ∩B).

Tod
el gauname, kad i�vykiai A ir B , o tuo pa£iu ir visi trys i�vykiai A, B ir C , yra

priklausomi.

Pilnosios tikimyb
es ir Bajeso formul
es. Tarkime, kad slaptas prane²imas uº²ifruotas

raid
emis a, b, c ir ºinoma, kad paprastai pus¦ ²ifruoto teksto sudaro raid
es a, o raid
e b
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sutinkama dvigubai daºniau nei c. Be to, kol pasiekia adresat¡, vidutini²kai 10% raidºiu� b

bei 5% raidºiu� c i²kraipomos ir virsta raid
emis a. Kokia tikimyb
e, kad tryliktas adresato

gauto ²ifruoto teksto simbolis bus raid
e a ?

Atsakymas b	utu� ai²kus, jeigu ºinotume koks buvo tryliktas ²ifro simbolis. Ta£iau kaip

i²spr¦sti ²i� uºdavini� to neºinant? Atsakym¡ pad
es rasti pilnosios tikimyb
es formul
e:

P (A) =
∑
i∈I

P (Hi)P (A|Hi) , (1 .2)

£ia Hi, (i ∈ I) - baigtin
e arba skaiti poromis nesuderinamu� i�vykiu� ²eima, tenkinanti s¡lyg¡

P (
⋃
i∈I

Hi) = 1.

Pilnosios tikimyb
es formul
e teigia, kad apriorin¦ i�vykio A tikimyb¦ galima rasti, ºinant

aposteriorines (s¡lygines) A tikimybes, esant s¡lygoms Hi, ir tu� s¡lygu� susidarymo tikimy-

bes. Esant toms pa£ioms prielaidoms kaip ir pilnosios tikimyb
es formul
eje, galime rasti ir

hipoteziu� aposteriorines tikimybes P (Hj|A) :

P (Hj|A) =
P (Hj)P (A|Hj)∑

i∈I
P (Hi)P (A|Hi)

. (1 .3)

(1 .3) lygyb
e vadinama Bajeso hipoteziu� tikrinimo formule. Ja galime remtis tokioje sprendi-

mu� pri
emimo situacijoje. Tarkime, ºinome, jog i�vyko vienas i�vykis i² poromis nesuderinamu�

i�vykiu� ²eimos Hi (i ∈ I) (teisinga viena i² keliu� hipoteziu�) Kuris i² i�vykiu� i�vyko - neºinome,

ta£iau turime "netiesiogin¦" informacij¡: i�vyko i�vykis A. Tarkime, reikia nuspr¦sti, kuria

hipoteze Hi vadovautis, priimant sprendim¡ apie tolimesnius veiksmus. Maºiausia tikimyb
e

suklysti bus tada, jei savo sprendim¡ gri�sime ta hipoteze, kuriai P (Hi|A) yra didºiausia.

1.1.5 pavyzdys. I²spr¦sime suformuluot¡ uºdavini� apie i²kraipyt¡ ²ifr¡. Kadangi viskas

priklauso nuo to koks buvo nei²kraipyto ²ifro tryliktas simbolis, tai atitinkamai ir parinksime

hipotezes H1, H2, H3 :

H1={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e a} , P (H1) = 1
2
;

H2={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e b} , P (H2) = 1
3
;

H3={tryliktas siun£iamo ²ifro simbolis buvo raid
e c} , P (H3) = 1
6
;
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Tegul A={tryliktas gauto ²ifro simbolis yra raid
e a} . Tuomet, pagal uºdavinio s¡lygas,

P (A|H1) = 1 , P (A|H2) = 0, 1 , P (A|H3) = 0, 05 .

Pritaik¦ pilnosios tikimyb
es formul¦, gauname

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + P (H3)P (A|H3)

=
1

2
· 1 +

1

3
· 1

10
+

1

6
· 1

20
=

13

24
.

Galime formuluoti ir kit¡, daºnai ºymiai aktualesni�, klausim¡. Tarkime, kad vienaip ar

kitaip adresatas sugeb
ejo perskaityti t¡ nelemt¡ trylikt¡ji� gauto ²ifro simboli� - tai buvo

raid
e a. Kokia tikimyb
e, kad ji n
era i²kraipyta? Kitaip sakant, mus dominanti tikimyb
e yra

P (H1|A) . J¡ rasime, pasinaudoj¦ Bajeso formule. Pasteb
esime, kad trupmenos vardiklis

(1 .3) lygyb
eje, pagal pilnosios tikimyb
es formul¦, yra lygus P (A). Tod
el

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

1
2
· 1

13
24

=
12

13
.

Bernulio eksperimentai. Bernulio eksperimentu� schema nusakoma taip: eksperiment¡

atlikus vien¡ kart¡, jo s
ekm
es tikimyb
e lygi p. Atliekame n nepriklausomu� eksperimentu�.

S
ekmiu� skai£iu� paºym
ekime Sn. Kokia tikimyb
e, kad eksperimentas pavyks k kartu�, t.y.

Sn = k ? Atsakymas i� ²i� klausim¡ toks:

P (Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k , k = 0, 1, . . . , n. (1 .4)

Bernulio schema yra vienodu� ir nepriklausomu� statistiniu� eksperimentu� matematinis mod-

elis. J¡ naudojant skai£iuojamos tikimyb
es, susijusios su nepriklausomu� vienodu� bandymu�

seka, kai kiekviename bandyme galimos tik dvi baigtys.

1.1.6 pavyzdys. Informacija perduodama triuk²mingu kanalu, kuris vidutini²kai i²kraipo

1% visu� siun£iamu� bitu�. Kokia tikimyb
e, kad baite bus ne daugiau dvieju� i²kraipytu� bitu�?

�iuo atveju s
ekm
e - gauti i²kraipyt¡ bit¡. Pagal s¡lyg¡ tokios "s
ekm
es" tikimyb
e kiekvienu

atveju yra p = 0, 01. Mums reikalinga tikimyb
e, kad "s
ekmiu�" skai£ius po 8 bandymu� b	utu�

ne didesnis uº 2. Pasinaudoj¦ (1 .4) lygybe, gausime

P (S8 ≤ 2) = P (S8 = 0) + P (S8 = 1) + P (S8 = 2)

=

(
8

0

)
0, 0100, 998 +

(
8

1

)
0, 0110, 997 +

(
8

2

)
0, 0120, 996 ≈ 0, 999946
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Atsitiktiniai dydºiai. Apibr
eºdami atsitiktinius i�vykius, kalb
ejome apie eksperimentus

ir ju� elementari¡sias baigtis. Prakti²kai beveik visada susiduriame su skaitiniais stebimojo

dydºio matavimais, t.y. su kokio nors atsitiktinio dydºio reik²m
emis.

1.1.4 apibr
eºimas. Tarkime, kad (Ω, P ) yra diskre£ioji tikimybin
e erdv
e. Atsitiktiniu

dydºiu ²ioje erdv
eje vadinama realioji funkcija X : Ω→ R .

Taigi atsitiktinis dydis nusako taisykl¦, pagal kuri¡ kiekvienam elementariajam i�vykiui pri-

skiriama skaitin
e reik²m
e. Diskre£iosios tikimybin
es erdv
es atsitiktiniu� dydºiu� reik²miu� aib
e

yra baigtin
e arba skaiti. Tokie atsitiktiniai dydºiai X vadinami diskre£iaisiais ir daºniausiai

nusakomi reik²miu� skirstiniu, nurodant galimas reik²mes xi ir ju� tikimybes

pi = P (X = xi) =
∑

ω∈Ω :X(ω)=xi

P (ω) , i = 1, 2, . . . .

Pavyzdºiui s
ekmiu� skai£ius Sn, atlikus n Bernulio eksperimentu�, yra diskretus atsitiktinis

dydis, kurio reik²miu� aib
e {0, 1, 2, . . . , n}, o tikimyb
es nusakomos (1 .4) formule. Toki�

skirstini� turintis atsitiktinis dydis vadinamas binominiu ir ºymimas Sn ∼ B(n, p).

Kai elementariu�ju� i�vykiu� aib
e Ω n
era skaiti, atsitiktinio dydºio reik²miu� aib
e gali b	uti labai

"gausi" ir net nesunumeruojama. Pavyzdºiui, matuojant kliento aptarnavimo laik¡, prik-

lausomai nuo matavimo vienetu�, rezultatas gali b	uti bet kuris tam tikro intervalo ta²kas.

�iuo atveju prasminga kalb
eti ne apie pavieniu� reik²miu� tikimybes, bet apie reik²miu� prik-

lausymo nurodytam intervalui tikimyb¦.

1.1.5 apibr
eºimas. Atsitiktinis dydis X, kurio patekimo i� interval¡ [a, b] tikimyb
e skai£i-

uojama pagal formul¦

P (a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

p(x) dx , p(x) ≥ 0 ,

vadinamas absoliu£iai tolydºiuoju dydºiu, o funkcija p(x) vadinama jo tankiu.

Pasteb
esime, kad bet kokiam absoliu£iai tolydºiam atsitiktiniam dydºiui X ir realiajam

skai£iui a "ta²kin
e" tikimyb
e P (X = a) lygi 0, o tankio funkcija p(x) tenkina s¡lyg¡

∞∫
−∞

p(x) dx = 1 .
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Kita vertus, pasirodo, kad bet kuri neneigiama funkcija funkcija p(x), tenkinanti pastar¡j¡

lygyb¦, gali b	uti laikoma kaºkokio atsitiktinio dydºio tankiu.

Daºnai atsitiktiniai dydºiai ( tiek diskretieji, tiek tolydieji ) nusakomi specialia - pasiskirs-

tymo funkcija. Atsitiktinio dydºio X pasiskirstymo funkcija F (x) yra

F (x) = P (X < x) , x ∈ R .

Absoliu£iai tolydºiojo atsitiktinio dydºio pasiskirstymo funkcij¡ ir tanki� sieja lygyb
es:

F ′(x) = p(x) ,

F (x) =

x∫
−∞

p(u) du .

Kai nagrin
ejami keli atsitiktiniai dydºiai, pasidaro svarbi ju� tarpusavio priklausomyb
e.

Nat	uralu pavadinti atsitiktinius dydºiusX1 irX2 nepriklausomais, kai su bet kuriais realiu�ju�

skai£iu� poaibiais B1, B2 i�vykiai {ω : X1(ω) ∈ B1} ir {ω : X2(ω) ∈ B2} yra nepriklausomi,

kitaip sakant, jei

P (X1 ∈ B1, X2 ∈ B2) = P (X1 ∈ B1)P (X2 ∈ B2) .

Diskre£iu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� atveju pakanka pareikalauti, kad visiems realiesiems x, y

b	utu� tenkinama lygyb
e

P (X1 = x, X2 = y) = P (X1 = x)P (X2 = y) .

Priminsime kai kurias atsitiktiniu� dydºiu� skaitines charakteristikas. Prad
esime nuo vidur-

kio, nusakan£io vidutin¦ atsitiktinio dydºio reik²m¦. Diskre£iojo atsitiktinio dydºio skirstini�

patogiausia uºra²yti lentele

X x1 x2 x3 . . .

P p1 p2 p3 . . .

�inoma, p1 + p2 + · · · = 1 , pi ≥ 0. Taip nusakyto atsitiktinio dydºio vidurkiu vadinama

suma

EX = x1p1 + x2p2 + x3p3 + . . . .
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Jeigu X turi tanki� p(x), tai vidurkis apibr
eºiamas kaip integralas

EX =

∞∫
−∞

xp(x) dx .

Galima apibr
eºti ir atsitiktinio dydºio funkcijos vidurki�. Dikre£iojo ir tolydºiojo dydºiu�

atvejais funkcijos vidurkis atitinkamai yra

Ef(X) = f(x1)p1 + f(x2)p2 + f(x3)p3 + . . . , Ef(X) =

∞∫
−∞

f(x)p(x) dx .

Suformuluosime pagrindines vidurkiu� savybes. Tegu X,X1, X2, . . . , Xn yra atsitiktiniai

dydºiai, turintys baigtinius vidurkius.

1. Su bet kokiomis konstantomis c1, c2, . . . , cn teisinga lygyb
e

E
( n∑
i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

ciEXi .

2. Jei X1 ≤ X2, tai EX1 ≤ EX2.

3. |EX| ≤ E|X|.
4. Jei X1, X2 yra nepriklausomi, tai

E(X1 ·X2) = E(X1) · E(X2) .

Kaip jau buvo min
eta, vidurkis parodo vidutin¦ atsitiktinio dydºio X reik²m¦. Jo sklaid¡

apie vidurki� apra²o dispersija

DX = E(X − EX)2 .

Kvadratin
e ²aknis i² dispersijos vadinama standartiniu nuokrypiu σ(X) =
√

DX.

Pamin
esime kelet¡ dispersijos savybiu�, laikydami, kad atsitiktiniai dydºiai

X,X1, X2, . . . , Xn turi baigtines dispersijas.

1. DX ≥ 0 .

2. DX = EX2 − (EX)2 .

3. D(X1 +X2) = DX1 + DX2 + 2cov(X1, X2) , £ia

cov(X1, X2) = E(X1 − EX1)(X2 − EX2) = EX1X2 − EX1EX2

yra atsitiktiniu� dydºiu� X1 ir X2 kovariacija.
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4. Jei X1, X2, . . . , Xn yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai, tai su bet kokiomis kon-

stantomis c1, c2, . . . , cn teisinga lygyb
e

D
( n∑
i=1

ciXi

)
=

n∑
i=1

c2
iDXi .

1.1.7 pavyzdys. Rasime binominio skirstinio, nusakyto (1 .4) tikimyb
emis, vidurki� ir dis-

persij¡. Tegul Xi = 1, jei i-tasis Bernulio eksperimentas buvo s
ekmingas, ir Xi = 0 -

prie²ingu atveju. Tada s
ekmiu� skai£ius po n eksperimentu� bus n nepriklausomu�, vienodai

pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� suma

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn .

Be to, visiems i = 1, 2, . . . , n atsitiktinio dydºio Xi skirstinys yra

Xi 0 1

P 1− p p

Tod
el

EXi = EX2
i = p ,

DXi = EX2
i − (EXi)

2 = p(1− p) .

Dabar jau nesunkiai randame nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� Xi sumos vidurki� ir dis-

persij¡

ESn =
n∑
i=1

EXi = np ,

DSn =
n∑
i=1

DXi = np(1− p) .

1.2 I�vykiu� sistemos

Tarkime A = {Ai : i ∈ I} yra diskre£iosios tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� ²eima, I -

baigtin
e arba skaiti indeksu� aib
e.
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1.2.1 apibr
eºimas. Jei P (Ai ∩ Aj) = 0 visiems i, j ∈ I, i 6= j ir

P
(⋃
i∈I

Ai
)

= 1 ,

tai A vadinsime tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistema.

Pasteb
esime, kad poromis nesuderinamiems i�vykiams Ai

P
(⋃
i∈I

Ai
)

=
∑
i∈I

P (Ai) .

Tod
el antrojoje apibr
eºimo s¡lygoje s¡jungos tikimyb¦ pakeit¦ atitinkamu� tikimybiu� suma,

gautume ekvivalenti²k¡ i�vykiu� sistemos apibr
eºim¡. Taip pat ai²ku, kad jei Ai poromis

nesutaikomi ir ⋃
i∈I

Ai = Ω ,

tai A - i�vykiu� sistema. Atvirk²£ias teiginys teisingas tik, kai tikimybin
eje erdv
eje n
era

nulin
es tikimyb
es elementariu�ju� i�vykiu�, t.y. P (ω) > 0 visiems ω ∈ Ω.

1.2.2 apibr
eºimas. Tarkime A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra tikimybin
es erdv
es

(Ω, P ) i�vykiu� sistemos. A yra sistemos B apvalkalas, jei kiekvienam j ∈ J galima rasti toki�

i ∈ I , kad P (Ai ∩ Bj) = P (Bj) . Tokiu atveju sakysime, kad sistema B yra tikslesn
e uº

sistem¡ A.

Kitaip sakant, kiekvienai tikslesn
es sistemos aibei visada atsiras j¡ dengianti "grubesn
es"

sistemos aib
e.

1.2.1 teorema. Jei B yra tikslesn
e uº sistem¡ A, tai visiems i ∈ I, j ∈ J

P (Ai ∩Bj) = P (Bj) arba P (Ai ∩Bj) = 0.

I�rodymas. Kai P (Bj) = 0, ²is teiginys akivaizdus. Tarkime, kad P (Bj) 6= 0 ir

P (Ai ∩ Bj) 6= P (Bj). Lieka i�sitikinti, kad tokiu atveju b	utinai P (Ai ∩ Bj) = 0. Pagal

apvalkalo apibr
eºim¡, aib
eje I galima rasti toki� i0 6= i, kad

P (Ai0 ∩Bj) = P (Bj).

Vadinasi

Bj = Ai0 ∩Bj ∪N , P (N) = 0.
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Taigi

P (Ai ∩Bj) = P (Ai ∩ (Ai0 ∩Bj) ∪ (Ai ∩N)) ≤ P (Ai ∩ Ai0) + P (N) = 0.

1.2.3 apibr
eºimas. Tarkime A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra tikimybin
es erdv
es

(Ω, P ) i�vykiu� sistemos. Ju� jungtin
e sistema A ∧ B nusakoma lygybe

A ∧ B = {Ai ∩Bj : (i, j) ∈ I × J}.

Akivaizdu, kad A ∧ B tikslesn
e ir uº A ir uº B. Bet pasirodo, kad ji yra pati "grubiausia"

i² visu� tikslesniu� uº A ir B. Teisingas toks teiginys.

1.2.2 teorema. Jei sistema C yra tikslesn
e uº A ir B, tai ji tikslesn
e ir uº A ∧ B.

I�rodymas. I² tikru�ju�, i² teiginio prielaidos i²plaukia, kad kiekvienam C ∈ C galima rasti

tokius Ai ir Bj kad

P (Ai ∩ C) = P (Bj ∩ C) = P (C).

Tod
el

Bj ∩ C = C \N , N ⊂ C , P (N) = 0.

Dabar gauname

P (Ai ∩Bj ∩ C) = P (Ai ∩ (C \N)) = P ((Ai ∩ C) \ (Ai ∩N))

= P (Ai ∩ C)− P (Ai ∩N) = P (C).

Pastaroji lygyb
e ir i�rodo, kad C yra tikslesn
e uº A ∧ B.

1.2.4 apibr
eºimas. Tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistemos A = {Ai : i ∈ I} ir B =

{Bj : j ∈ J} vadinamos nepriklausomomis, jei

P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj)

visiems (i, j) ∈ I × J.
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1.2.1 pavyzdys. Tarkime X ir Y diskretieji atsitiktiniai dydºiai erdv
eje (Ω, P ), o {xi ∈ R :

i ∈ I} ir {yj ∈ R : j ∈ J} - ju� galimu� reik²miu� aib
es. Apibr
eºkime i�vykius Ai = {X = xi}
ir Bj = {Y = yj}. Nesunku pasteb
eti, kad A = {Ai : i ∈ I} ir B = {Bj : j ∈ J} yra
tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� sistemos. Jos bus nepriklausomos tada ir tik tada, kai

nepriklausomi yra jas generuojantys atsitiktiniai dydºiai X ir Y .

1.3 Informacija ir entropija

Tarkime A yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) atsitiktinis i�vykis, kurio tikimyb
e P (A) = p. Kiek

informacijos gauname, i�vykus ²iam i�vykiui ? Nekalb
esime apie gautos informacijos prasm¦

ar naud¡. M	usu� tikslas - apibr
eºti kiekybini� informacijos mat¡, priklausanti� nuo i�vykio

tikimyb
es p. I�ykio A prigimtis, skai£iuojant informacijos kieki� I(A), n
era svarbi. Tod
el

informacijos kieki� apibr
e²ime kaip kintamojo p funkcij¡ ir daºnai ra²ysime I(A) = I(p). Jai

kelsime tokius reikalavimus :

1. Informacija turi b	uti apibr
eºta ir neneigiama, t.y. I(p) ≥ 0, visiems p ∈ (0, 1].

2. Neºymiai pakitus i�vykio tikimybei, informacijos kiekis taip pat tur
etu� pasikeisti ne-

daug. Kitaip sakant funkcija I(p) turi b	uti tolydi.

3. Funkcija I(p) turi b	uti grieºtai monotoni²kai maº
ejanti, t.y. kuo i�vykio tikimyb
e

maºesn
e, tuo didesni� informacijos kieki� jam i�vykus gauname. Jei pastarasis reikalav-

imas pasirod
e keistas, panagrin
ekite du atsitiktinius i�vykius: A1 ={ateinan£iu� metu�

liepos septint¡ dien¡ Vilniuje snigs} ir A2 ={ateinan£iu� metu� liepos septintoji Vilniuje

bus saul
eta}. Kurio i�vykio tikimyb
e didesn
e ir, kuriam i�vykus, daugiau suºinotum
ete

apie Lietuvos klimato poky£ius?!

4. I�vykus dviem nepriklausomiems i�vykiams, gautos informacijos kiekis tur
etu� b	uti ly-

gus ju� informaciju� sumai. Prisimin¦, kad dviems nepriklausomiems i�vykiams A ir B

tikimyb
e i�vykti kartu yra P (A ∩ B) = P (A)P (B) , tur
esime toki� reikalavim¡ infor-

macijos kiekio funkcijai: I(p · q) = I(p) + I(q) visiems p, q ∈ (0, 1].

Pasirodo ²ie, i² pirmo ºvilgsnio, paprasti reikalavimai vienareik²mi²kai nusako juos tenki-

nan£i¡ funkcij¡.
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1.3.1 teorema. Funkcija I(p) tenkina 1-4 s¡lygas tada ir tik tada, kai egzistuoja b > 1, jog

I(p) = logb
1

p
.

I�rodymas. Logaritmin
e funkcija ai²ku tenkina min
etus reikalavimus. Belieka i�sitikinti, kad

1-4 s¡lygas tenkinanti funkcija I(p) yra b	utinai logaritmin
e.

Tegul m ir n bet kokie nat	uralieji skai£iai. I² 4 s¡lygos i²plaukia, kad

I(pn) = I(p · pn−1) = I(p) + I(pn−1) = I(p) + I(p) + I(pn−2) = · · · = nI(p) .

Tod
el

I(p) = I((p1/m)m) = mI(p1/m)

ir

I(p1/m) =
1

m
I(p) .

Taigi, visiems teigiamiems racionaliesiems skai£iams n
m

I(pn/m) = I((p1/m)n) =
n

m
I(p) .

D
el funkcijos I(p) tolydumo i² £ia i²plaukia, kad

I(pa) = aI(p)

visiems realiesiems a ≥ 0. Tod
el visiems p ∈ (0, 1]

I(p) = I

((
1

e

)− ln p
)

= −I
(

1

e

)
ln p . (1 .5)

Kadangi funkcija I(p) yra grieºtai maº
ejanti ir neneigiama, tai I
(

1
e

)
> 0 ir galima rasti

b > 1, kad

I

(
1

e

)
=

1

ln b
.

I² £ia ir (1 .5) galutinai gauname

I(p) = − ln p

ln b
= logb

1

p
.
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Dabar jau galime apibr
eºti i�vykio informacij¡. Logaritmo pagrindo pasirinkimas apspren-

dºia tik jos matavimo vienetus. Laikysime, kad informacijos vienet¡ gauname, i�vykus

i�vykiui, kurio tikimyb
e 1
2
. Tada b = 2.

1.3.1 apibr
eºimas. Informacijos kiekiu, gaunamu i�vykus i�vykiui A, kurio tikimyb
e p > 0,

vadinsime dydi�

I(A) = I(p) = log2

1

p
,

o jo matavimo vienetus - bitais.

Kartais naudojami ir kiti informacijos kiekio vienetai.

Logaritmo pagrindas (b) Informacijos kiekio vienetas

2 bitas

3 tritas

e natas

10 hartlis

S¡ry²iai tarp ²iu� matavimo vienetu� nusakomi lygyb
emis

1 bitas = log3 2 trito = ln 2 nato = lg 2 hartlio .

Beje, £ia bitas ne atsitiktinai sutampa su dvejetainio skai£iaus skaitmens pavadinimu.

1.3.1 pavyzdys. Metame simetri²k¡ monet¡. Eksperimento baig£iu� S={atsivert
e skai£ius}

ir H={atsivert
e skai£ius} tikimyb
es yra P (S) = P (H) = 0, 5 . Tod
el bet kurios baigties

atveju gaunamas I(S) = I(H) = log2 2 = 1 bitas informacijos. Jei moneta metama n kartu�,

tai bet kuri¡ eksperimento baigti� galime nusakyti n dvejetainiu� skaitmenu�, pavyzdºiui

011101110 . . . 01101︸ ︷︷ ︸
n

�ia 0 ir 1 ºymi i�vykius S ir H. Tokios baigties tikimyb
e yra 2−n , o gaunamas informacijos

kiekis

I

(
1

2n

)
= log2 2n = n ,

t.y. lygiai tiek, kiek bitu� uºima informacija apie eksperimento rezultat¡.
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Pasteb
esime, kad b	utino i�vykio informacija I(Ω) = 0. Kitaip sakant, kai i�vyksta tai "kas

ir tur
ejo i�vykti", mes nieko naujo nesuºinome. Ta£iau, jei i�vyktu� tai "kas i�vykti negali",

tur
etume "labai daug" naujos informacijos. Toks pasteb
ejimas pateisina informacijos kiekio

apibr
eºimo papildym¡ nulin
es tikimyb
es i�vykiams. Taigi, jei P (A) = 0, tai

I(A) = lim
p→0

I(p) =∞ .

Galima apibr
eºti ir dvieju� i�vykiu� s¡lygin¦ informacij¡.

1.3.2 apibr
eºimas. Tegul A ir B yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) atsitiktiniai i�vykiai ir

P (B) > 0. I�vykio A su s¡lyga B informacija vadinsime dydi�

I(A|B) = log2

1

P (A|B)
= − log2

P (A ∩B)

P (B)
.

Pasteb
esime, kad I(A|B) = I(A) tada ir tik tada, kai i�vykiai A ir B yra nepriklausomi.

Aptar
eme pavienio atsitiktinio i�vykio informacijos kiekio s¡vok¡. Dabar pabandysime

nusakyti i�vykiu� sistemos informacij¡. Prad
esime nuo pavyzdºio.

1.3.2 pavyzdys. Tegul galimos bandymo baigtys yra A1, A2, . . . An , o ju� tikimyb
es ati-

tinkamai p1, p2, . . . pn. Kiek informacijos gausime atlik¦ toki� bandym¡? Nor
edami atsakyti

i� ²i� klausim¡, galime samprotauti taip. Atlikus N tokiu� nepriklausomu� bandymu�, baigtis

Ai pasikartos apytiksliai N · pi kartu� ir kiekvien¡ kart¡ gaunamos informacijos kiekis bus

I(Ai) = log2

1

pi
.

Taigi po visos bandymu� serijos sukauptas informacijos kiekis bus

IN ≈
n∑
i=1

Npi log2

1

pi
.

Tod
el vidutinis informacijos kiekis, gaunamas atlikus vien¡ bandym¡, yra

IN
N
≈

n∑
i=1

pi log2

1

pi
.

Pasteb
esime, kad de²in
eje ²ios apytiksl
es lygyb
es pus
eje esantis rei²kinys yra lygus vidutinei

i�vykiu� A1, A2, . . . An informacijai.
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1.3.3 apibr
eºimas. Tegul A = {A1, A2, . . . , An} yra tikimybin
es erdv
es (Ω, P ) i�vykiu� su

tikimyb
emis pi = P (Ai) sistema. I�vykiu� sistemos A entropija vadinsime dydi�

H(A) = H(p1, p2, . . . , pn) =
n∑
i=1

pi log2

1

pi
.

�ia ir analogi²kose sumose toliau visi d
emenys pi log2
1
pi

arba pi log2 pi yra lyg	us 0 , kai

pi = 0. Skaitytojams, kuriems toks susitarimas atrodo i�tartinas, priminsime, kad

lim
p→0

p log2

1

p
= lim

p→0
p log2 p = 0 .

Ai²kinantis i�vairius s¡ry²ius, kartais patogu interpretuoti entropij¡ kaip dydi�, rei²kianti� ne-

apibr
eºtum¡, kuri� jau£iame, neºinodami kuris i² sistemos A i�vykiu� i�vyks. Panagrin
ekime

dvieju� i�vykiu� su tikimyb
emis p ir 1−p sistem¡. Jos entropij¡ ºym
esime h(p) = H(p, 1−p) .
Taigi binarin
es entropijos funkcija

h(p) = p log2

1

p
+ (1− p) log2

1

1− p . (1 .6)

�ios funkcijos gra�kas pavaizduotas 1 .1 paveiksle. Matome, kad didºiausia entropijos

reik²m
e lygi h
(

1
2

)
= 1. Tai ir rodo, kad sunkiausiai prognozuojama dvieju� i�vykiu� sis-

tema yra ta, kurioje abu i�vykiai yra vienodai galimi, t.y. p = 1
2
. Ir prie²ingai - kai p = 0

arba p = 1, jokio neapibr
eºtumo n
era, nes i² anksto ai²ku kuris i² dvieju� i�vykiu� i�vyks. Tad

nenuostabu, kad ²iuo atveju entropija lygi h(0) = h(1) = 0.

I�vykus kokiam nors i�vykiui B, sistemos A entropija gali pasikeisti. Pavyzdºiui, analizuo-

dami prekybos centro duomenu� baz
es i�ra²us, pagal pirk
ejo krep²eli� bandome nusp
eti pirk
ejo

amºiu�. Jei jis pirko tik duonos, tai ai²ku, nelabai k¡ tegalime pasakyti apie jo amºiu�. Bet,

kai tarp jo pirkiniu� atrandame alu� ir skrudint¡ duon¡, neapibr
eºtumas pirk
ejo amºiaus

atºvilgiu ºenkliai sumaº
eja. Likusio neapibr
eºtumo laipsni� nusako s¡lygin
e entropija

H(A|B) =
n∑
i=1

P (Ai|B)I(Ai|B) =
n∑
i=1

P (Ai|B) log2

1

P (Ai|B)
. (1 .7)

Tokiu� entropiju� vidutin
e reik²m
e leidºia i�vertinti neapibr
eºtum¡ sistemos A atºvilgiu, kuris

lieka, gavus informacij¡ apie kit¡ tos pa£ios tikimybin
es erdv
es i�vykiu� sistem¡

B = {B1, B2, . . . , Bm}.

23



1 .1 pav. Binarin
es entropijos funkcija

1.3.4 apibr
eºimas. Dydi�

H(A|B) =
m∑
j=1

P (Bj)H(A|Bj)

vadinsime s¡lygine A entropija B atºvilgiu, o entropijos pokyti�

I(A,B) = H(A)−H(A|B)

vadinsime sistemu� A ir B tarpusavio informacija.

Sistemu� A ir B jungtin
es sistemos A ∧ B entropij¡ ºym
esime H(A,B). Prisimin¦ 1.2.3

apibr
eºim¡, tur
esime

H(A,B) = H(A ∧ B) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

1

P (Ai ∩Bj)
. (1 .8)

�is apibr
eºimas akivaizdºiai apibendrinamas ir didesniam i�vykiu� sistemu� skai£iui k ≥ 2

H(A1,A2, . . . ,Ak) = H(A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ Ak) .
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Nagrin
ejant entropiju� savybes ir s¡ry²ius, mums pravers vienas pagalbinis teiginys. Vektoriu�

(x1, x2, . . . , xn), sudaryt¡ i² neneigiamu� realiu�ju� skai£iu�, vadinsime tikimybiniu vektoriumi

(kitaip: diskre£iuoju skirstiniu), jei
n∑
i=1

xi = 1 .

1.3.2 lema (Gibbs'o nelygyb
e). Tegul b > 1. Tada bet kokiems tikimybiniams vektoriams

(x1, x2, . . . , xn) ir (y1, y2, . . . , yn) teisinga nelygyb
e
n∑
i=1

xi logb

(
yi
xi

)
≤ 0 . (1 .9)

Nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai vektoriai (x1, x2, . . . , xn) ir (y1, y2, . . . , yn) su-

tampa.

I�rodymas. Kaip jau buvo min
eta, kai xi = 0, tai i - tasis nagrin
ejamos sumos d
emuo taip

pat lygus 0. Be to, pasteb
esime, kad lemos teiginys yra teisingas, jei kuriam nors i, xi > 0

ir yi = 0, nes tada xi logb

(
yi
xi

)
= −∞. Tod
el, nesiaurindami bendrumo, galime nagrin
eti

tik tokius vektorius, kuriems yi > 0, jeigu xi > 0. Taigi mums lieka i�rodyti lemos teigini�,

nelygyb¦ (1 .9) uºra²ius ²itaip:
n∑∗

i=1

xi logb

(
yi
xi

)
≤ 0 .

�ia simbolis * prie sumos ºenklo rei²kia, kad sumuojama tik pagal tas i reik²mes, kurioms

xi > 0. Vadinasi, ir visi yi ²ioje sumoje yra teigiami. Padaugin¦ pastarosios nelygyb
es abi

puses i² teigiamo skai£iaus ln b , pereisime prie nat	uraliu�ju� logaritmu�
n∑∗

i=1

xi ln

(
yi
xi

)
≤ 0 . (1 .10)

Kadangi funkcija y = lnx yra i²kila auk²tyn, o jos gra�ko liestin
e ta²ke x = 1 yra ties
e

y = x− 1, tai

lnx ≤ x− 1

visiems x > 0. Be to, nelygyb
e virsta lygybe tik, kai x = 1. I² £ia i²plaukia
n∑∗

i=1

xi ln

(
yi
xi

)
≤

n∑∗

i=1

xi

(
yi
xi
− 1

)
=

n∑∗

i=1

yi −
n∑∗

i=1

xi ≤ 0 .

Pasteb
esime, kad abi pastarosios nelygyb
es, turi virsti lygyb
emis, jei (1 .10) suma lygi 0.

Ta£iau taip gali atsitikti tik, kai xi = yi visiems i = 1, 2, . . . , n. Lema i�rodyta.
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Aptarsime pagrindines entropijos savybes. Pirmiausiai i²siai²kinsime kokios sistemos turi

didºiausias ir kokios maºiausias entropijas.

1.3.3 teorema. I�vykiu� sistemos A = {A1, A2, . . . , An} entropija tenkina nelygybes

0 ≤ H(A) ≤ log2 n . (1 .11)

Maºiausi¡ reik²m¦ H(A) = 0 ji i�gyja tada ir tik tada, kai sistema sudaryta i² i�vykiu�, kuriu�

tikimyb
es yra 0 arba 1. Didºiausi¡ entropij¡ H(A) = log2 n tur
es tos ir tik tos sistemos,

kuriose visi i�vykiai yra vienodai galimi, t.y. P (Ai) = 1
n
visiems i = 1, 2, . . . , n.

I�rodymas. Pagal apibr
eºim¡ entropija yra neneigiamu� d
emenu� suma

H(A) =
n∑
i=1

P (Ai) log2

1

P (Ai)
.

Tod
el ai²ku, kad H(A) ≥ 0. Be to, tokia suma lygi 0 tada ir tik tada, kai visi d
emenys

lyg	us 0. Vadinasi, P (Ai) = 0 arba P (Ai) = 1 visiems i = 1, 2, . . . , n. I² tikru�ju� tik viena

i² ²iu� tikimybiu� bus lygi 1, nes sistem¡ sudaran£iu� i�vykiu� tikimybiu� suma visada yra 1.

Antr¡j¡ nelygyb¦ i�rodysime skirtumui H(A)− log2 n pritaik¦ 1.3.2 lem¡. Gausime

H(A)− log2 n =
n∑
i=1

P (Ai) log2

1

P (Ai)
−

n∑
i=1

P (Ai) log2 n

=
n∑
i=1

P (Ai) log2

(
1/n

P (Ai)

)
≤ 0 .

Pastaroji nelygyb
e i²plaukia i² (1 .9) nelygyb
es, pasirinkus xi = P (Ai) ir yi = 1/n. I² £ia

pagal 1.3.2 lem¡ gauname ir paskutini� teoremos teigini� apie didºiausi¡ entropij¡.

Pastaba. I�vykiu� sistemos entropija nepasikeistu� i² sistemos pa²alinus nulin
es tikimyb
es

i�vykius (jei tokiu� yra). Tod
el (1 .11) nelygyb
eje n galima pakeisti teigiam¡ tikimyb¦ turin£iu�

sistemos A i�vykiu� skai£iumi.

Atrodo, kad kuo sud
etingesn
e ir daugiau i�vykiu� turi sistema, tuo didesn
e jos entropija.

Ta£iau tiesiogin
es priklausomyb
es tarp i�vykiu� skai£iaus sistemoje ir jos entropijos dydºio,

ai²ku, n
era.
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1.3.3 pavyzdys. Tegul A = {A1, A2, A3, A4} , B = {B1, B2, B3, B4, B5} ir

P (A1) = P (A2) = P (A3) = P (A4) =
1

4
;

P (B1) = P (B2) = P (B3) = P (B4) =
1

16
, P (B5) =

3

4
.

Apskai£iuojame sistemu� A ir B entropijas

H(A) = 4 · 1

4
· log2 4 ;

H(B) = 4 · 1

16
· log2 16 +

3

4
· log2

4

3
≈ 1, 3113 .

Kaip matome, H(A) > H(B). Gaut¡j¡ nelygyb¦ galime interpretuoti taip: numatyti, kuris

i² i�vykiu� i�vyks, sistemoje A yra sunkiau, nei sistemoje B.

Kai kurioms i�vykiu� sistemu� klas
ems ju� entropiju� santykis visada nusakomas vienareik²mi²-

kai. Pavyzdºiui, galime palyginti sistemos ir jos apvalkalo entropijas.

1.3.4 teorema. Jei i�vykiu� sistema B = {B1, B2, . . . , Bm} yra tikslesn
e uº sistem¡ A =

{A1, A2, . . . , An} , tai
H(A) ≤ H(B).

I�rodymas. Kadangi B yra tikslesn
e uº A, tai pagal 1.2.1 teorem¡

P (Ai) =
m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) =
∑
j∈Ji

P (Bj) , i = 1, 2, . . . , n.

�ia Ji - poromis nesikertantys aib
es {1, 2, . . . ,m} poaibiai, tenkinantys s¡lyg¡
n⋃
i=1

Ji = {1, 2, . . . ,m} .

Tod
el

H(A) = −
n∑
i=1

P (Ai) log2 P (Ai) = −
n∑
i=1

(∑
j∈Ji

P (Bj)

)
log2

(∑
j∈Ji

P (Bj)

)

≤ −
n∑
i=1

∑
j∈Ji

P (Bj) log2 P (Bj) = −
m∑
j=1

P (Bj) log2 P (Bj) = H(B)
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Prisiminkime s¡lygin
es entropijos H(A|B) apibr
eºim¡ (1 .7). Klausimas: ar, i�vykus kokiam

nors i�vykiui B, sistemos A entropija sumaº
eja, kitaip sakant, ar galima tvirtinti, kad visada

H(A|B) ≤ H(A) ? Neigiam¡ atsakym¡ i� ²i� klausim¡ pagrindºia toks pavyzdys.

1.3.4 pavyzdys. Tegul X ir Y yra atsitiktiniai dydºiai, i�gyjantys reik²mes 0 ir 1, o ju�

bendrasis dvimatis skirstinys nusakytas lentele

X\Y 0 1 P (X = i)

0 0, 25 0, 25 0, 5

1 0 0, 5 0, 5

P (Y = j) 0, 25 0, 75 1

Nagrin
esime dvi i�vykiu� sistemas

A = { {X = 0}, {X = 1} } ir B = { {Y = 0}, {Y = 1} } .

Kaip i�prasta tokiais atvejais, sistemu� A ir B entropijas ºym
esime tiesiog H(X) ir H(Y ).

Prisimin¦ binarin
es entropijos funkcijos h(p) apibr
eºim¡ (1 .6), tur
esime

H(X) = h(0, 5) = 1 ,

H(Y ) = h(0, 25) ≈ 0, 811 .

Apskai£iuojame s¡lygines tikimybes

P (Y = 0|X = 0) =
P (Y = 0, X = 0)

P (X = 0)
=

0, 25

0, 5
= 0, 5 ,

P (Y = 1|X = 0) = 1− P (Y = 0|X = 0) = 0, 5 .

Analogi²kai gauname, kad

P (Y = 0|X = 1) = 0 ir P (Y = 1|X = 1) = 1 .

Tod
el, pagal (1 .7) formul¦, s¡lygin
es Y entropijos, kai ºinomos atsitiktinio dydºio X reik²-

m
es, bus

H(Y |X = 0) = h(0, 5) = 1 ,

H(Y |X = 1) = h(0) = 0 .
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Vidutin
e ²iu� entropiju� reik²m
e pagal 1.3.4 apibr
eºim¡ yra

H(Y |X) = P (X = 0) ·H(Y |X = 0) + P (X = 1) ·H(Y |X = 1)

=
1

2
· 1 +

1

2
· 0 =

1

2
.

Matome, kad H(Y |X = 1) < H(Y ) < H(Y |X = 0), ta£iau H(Y |X) < H(Y ).

�iame pavyzdyje vidutin
e s¡lygin
e entropija H(Y |X) nusako likusi� (sumaº
ejusi�) neapi-

br
eºtum¡ Y atºvilgiu po to, kai gauta informacija apie atsitiktini� dydi� X. Pasirodo toks

sumaº
ejimas n
era atsitiktinis.

1.3.5 teorema. Visoms i�vykiu� sistemoms A = {A1, A2, . . . , An} ir B = {B1, B2, . . . , Bm}
ju� tarpusavio informacija yra neneigiama:

I(A,B) ≥ 0 .

Be to, I(A,B) = 0 tada ir tik tada, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos.

I�rodymas. Kadangi i�vykiai su nulin
emis tikimyb
emis neturi i�takos I(A,B) reik²mei, tai

tarsime, kad P (Ai) · P (Bj) > 0 visiems i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . ,m .

Pagal apibr
eºim¡

H(A|B) =
m∑
j=1

P (Bj)H(A|Bj) =
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Bj)P (Ai|Bj) log2

1

P (Ai|Bj)

=
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
P (Bj)

P (Ai ∩Bj)

)
. (1 .12)

I² i�vykiu� sistemos apibr
eºimo i²plaukia, kad visiems i = 1, 2, . . . , n

P (Ai) =
m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) .

Tod
el

H(A) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

1

P (Ai)
.

Prisimin¦ 1.3.4 apibr
eºim¡ ir i�stat¦ gautas i²rai²kas, tur
esime

− I(A,B) = H(A|B)−H(A) =
n∑
i=1

m∑
j=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
P (Ai)P (Bj)

P (Ai ∩Bj)

)
≤ 0 . (1 .13)
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Pastaroji nelygyb
e i²plaukia i² 1.3.2 lemos, pritaikius j¡ tikimybiniams vektoriams

(x1, x2, . . . , xmn) ir (y1, y2, . . . , ymn), kuriu� komponent
es yra

x(i−1)m+j = P (Ai ∩Bj) ir y(i−1)m+j = P (Ai)P (Bj) , i = 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . ,m .

Pagal t¡ pa£i¡ lem¡ gauname, kad (1 .13) nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai visiems

i ir j

P (Ai ∩Bj) = P (Ai)P (Bj) ,

kitaip sakant, kai sistemos A ir B yra nepriklausomos. Teorema i�rodyta.

I² k¡ tik i�rodytos teoremos i²plaukia, kad bet kokioms i�vykiu� sistemoms A ir B

H(A|B) ≤ H(A) ,

o ²iu� entropiju� lygyb
e yra sistemu� A ir B nepriklausomumo kriterijus.

Jungtin
es sistemos entropijos H(A,B) reik²m
e priklauso ne tik nuo j¡ sudaran£iu� sistemu�,

bet ir nuo ju� priklausomumo laipsnio.

1.3.6 teorema. I�vykiu� sistemoms A ir B teisingi s¡ry²iai

H(A,B) = H(B) +H(A|B) , (1 .14)

H(A,B) = H(A) +H(B)− I(A,B) . (1 .15)

I�rodymas. Pasiremsime kai kuriais 1.3.5 teoremos i�rodymo tarpiniais rezultatais. Kadangi

visiems j = 1, 2, . . . ,m

P (Bj) =
n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) ,

tai lygyb¦ (1 .12) galime para²yti taip

H(A|B) =
m∑
j=1

n∑
i=1

P (Ai ∩Bj) log2

(
1

P (Ai ∩Bj)

)
−

m∑
j=1

(
n∑
i=1

P (Ai ∩Bj)

)
log2

(
1

P (Bj)

)
= H(A,B)−H(B) .

I² £ia gauname (1 .14) lygyb¦.

Pagal tarpusavio informacijos apibr
eºim¡ 1.3.4

H(A|B) = H(A)− I(A,B) .
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I�stat¦ ²i¡ s¡lygin
es entropijos i²rai²k¡ i� (1 .14), gauname (1 .15) lygyb¦ ir tuo pa£iu baigiame

teoremos i�rodym¡.

Pasteb
esime, kad H(A,B) = H(B,A) . Tod
el i² k¡ tik i�rodytos (1 .15) lygyb
es i²plaukia,

kad simetri²ka yra ir tarpusavio informacija, t.y.

I(A,B) = I(B,A) .

Dvieju� sistemu� entropiju�, s¡lyginiu� entropiju� bei tarpusavio informacjos s¡ry²ius patogu

vaizduoti 1 .2 paveiksle pateikiama diagrama.

H(A,B)

H(A|B) I(A,B) H(B|A)

H(A) H(B)

1 .2 pav. Entropija ir informacija

I² 1.3.5 teoremos ir (1 .15) lygyb
es gauname toki� jungtin
es sistemos entropijos i�verti�

H(A,B) ≤ H(A) +H(B) .

Pritaikius indukcij¡, pastar¡j¡ nelygyb¦ nesud
etinga apibendrinti didesniam i�vykiu� sistemu�

skai£iui.

1.3.7 teorema. Jei A1,A2, . . . ,Ak yra tos pa£ios diskre£iosios tikimybin
es erdv
es i�vykiu�

sistemos, tai

H(A1,A2, . . . ,Ak) ≤ H(A1) +H(A2) + · · ·+H(Ak) .

�i nelygyb
e virsta lygybe tada ir tik tada, kai A1,A2, . . . ,Ak yra nepriklausomos sistemos.
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1.4 Atsitiktiniu� dydºiu� entropijos

Su diskre£iojo atsitiktinio dydºio entropijos s¡voka mes jau buvome susid	ur¦, nagrin
edami

1.3.4 pavyzdi�. Tad visi²kai suprantamas bus toks apibr
eºimas.

1.4.1 apibr
eºimas. Diskre£iojo atsitiktinio dydºio X, i�gyjan£io reik²mes x1, x2, . . . , en-

tropija H(X) yra lygi i�vykiu� sistemos, sudarytos i² i�vykiu� Ai = {X = xi} , i = 1, 2, . . . ,

entropijai, t.y.,

H(X) =
∑
i

P (Ai) log2

1

P (Ai)
.

Tod
el diskre£iojo atsitiktinio dydºio entropijos interpretacija bei savyb
es niekuo nesiskiria

nuo 1.3 skyrelyje aptartos i�vykiu� sistemos entropijos. Pateiksime kelet¡ i² galimu�, su en-

tropijos s¡voka susijusiu�, uºdaviniu�.

1.4.1 pavyzdys. Tegul T yra koks nors tekstas. Pavyzdºiui,

T = abrakadabra

Kaip matome, tekste sutinkamos penkios skirtingos raid
es. Tad, nor
edami para²yti dveje-

taini� T kod¡, kiekvienai raidei tur
esime skirti po tris bitus. Pavyzdºiui,

a 7→ 000, b 7→ 001, d 7→ 010, k 7→ 011, r 7→ 100 . (1 .16)

Vadinasi, viso teksto kodo ilgis bus 33 bitai. Ar i�manoma sukonstruoti trumpesni� vien-

areik²mi²kai dekoduojam¡ kod¡?

Galime manyti, kad tekstas T yra sudarytas i² 11 atsitiktinio dydºio X realizaciju�. Kitaip

sakant, atsitiktinis dydis X rei²kia atsitiktinai pasirinkt¡ T raid¦. Pagal raidºiu� daºnius

tekste sudarome atsitiktinio dydºio X skirstini�

X a b d k r

P
5

11

2

11

1

11

1

11

2

11

Apskai£iav¦ X entropij¡ (kartais ji dar vadinama teksto T entropija), suºinosime vidutini�

informacijos kieki�, tenkanti� vienai teksto raidei. Taigi

H(X) =
5

11
log2

11

5
+ 2 · 2

11
log2

11

2
+ 2 · 1

11
log2 11 ≈ 2, 0404 .
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Tai yra vadinamasis �enono r
eºis vidutiniam vienos raid
es kodo bitu� skai£iui. Kitaip sakant,

n
era tokio vienareik²mi²kai dekoduojamo kodo, kuriuo pakeitus (1 .16) kod¡, tekst¡ T at-

vaizduotume trumpesne nei 11 · H(X) ≈ 22, 44 bitu� seka. Ta£iau ne visiems tekstams

�enono r
eºis yra pasiekiamas. Tie skaitytojai, kurie ²iek tiek ºino duomenu� kompresijos

algoritmus, supras kaip konstruojamas tekstui T geriausi¡ rezultat¡ duodantis kodas (beje

ne vienintelis):

a 7→ 0, b 7→ 100, d 7→ 110, k 7→ 111, r 7→ 101 .

Jis tekst¡ T uºkoduoja 23 bitu� seka.

• Jei norite i�sitikinti, kad �enono r
eºis yra pasiekiamas, pabandykite uºkoduoti tekst¡

T ′ = abrakadabrakaada.

1.4.2 pavyzdys. Atliekamas tyrimas, siekiant nustatyti kokie faktoriai i�takoja galimyb¦

susirgti tam tikra liga. Ligos poºymi� ºym
esime kintamuoju Y , i�gyjan£iu reik²mes S ir N

(serga, neserga). Nagrin
ejami trys faktoriai:

X1 − paciento lytis, galimos reik²m
es {M,V } ;

X2 − r	ukymas, galimos reik²m
es {taip, ne} ;

X3 − kraujosp	udis, galimos reik²m
es {maºas,normalus,didelis} .

100 pacientu� tyrimo duomenys pateikti 1 .1 lentel
eje. Kuris faktorius labiausiai i�takoja

polinki� susirgti? Nor
edami atsakyti i� ²i� klausim¡, turime i²siai²kinti, kaip pasikei£ia Y

entropija, vieno ar kito poºymio atºvilgiu. Kitaip sakant, turime palyginti tris tarpusavio

informacijas

I(Y,Xi) = H(Y )−H(Y |Xi) , i = 1, 2, 3.

Pirmiausiai rasime H(Y ). Atsitiktinio dydºio Y skirstinys yra

Y N S

P 0, 44 0, 56

Vadinasi,

H(Y ) = h(0, 44) ≈ 0, 989587521
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Paciento R	ukymas Kraujosp	udis Ligos Pacientu�
lytis (X1) (X2) (X3) poºymis (Y ) skai£ius

M ne maºas N 5
M ne maºas S 2
M ne normalus N 10
M ne didelis S 6
M taip maºas N 4
M taip maºas S 2
M taip normalus N 8
M taip didelis N 1
M taip didelis S 8
V ne normalus N 8
V ne didelis S 10
V ne maºas N 2
V taip maºas S 7
V taip normalus N 6
V taip normalus S 5
V taip didelis S 16

1 .1 lentel
e. Lig¡ i�takojantys faktoriai

Skai£iuosime H(Y |X1). Pasinaudoj¦ (1 .7) formule, pagal 1 .1 lentel
es duomenis gausime

H(Y |X1 = M) = P (Y = N |X1 = M) log2

1

P (Y = N |X1 = M)

+ P (Y = S|X1 = M) log2

1

P (Y = S|X1 = M)

= h

(
28

46

)
≈ 0, 965636133

Analogi²kai

H(Y |X1 = V ) = h

(
16

54

)
≈ 0, 876716289

Dabar, prisimin¦ 1.3.4 apibr
eºim¡, randame H(Y |X1)

H(Y |X1) = P (X1 = M)H(Y |X1 = M) + P (X1 = V )H(Y |X1 = V )

= 0, 46 · h
(

28

46

)
+ 0, 54 · h

(
16

54

)
≈ 0, 917619417
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Analogi²kai skai£iuojame ir likusias entropijas

H(Y |X2 = ne) = h

(
25

43

)
≈ 0, 980798365;

H(Y |X2 = taip) = h

(
19

57

)
≈ 0, 918295834;

H(Y |X2) = 0, 43 · h
(

25

43

)
+ 0, 57 · h

(
19

57

)
≈ 0, 945171922;

H(Y |X3 = maºas) = h

(
11

22

)
= 1;

H(Y |X3 = normalus) = h

(
32

37

)
≈ 0, 571354974;

H(Y |X3 = didelis) = h

(
1

41

)
≈ 0, 165427034;

H(Y |X3) = 0, 22 · 1 + 0, 37 · h
(

32

37

)
+ 0, 41 · h

(
1

41

)
≈ 0, 499226424;

Dabar jau galime rasti ie²kom¡sias tarpusavio informacijas

I(Y,X1) ≈ 0, 071968104 ,

I(Y,X2) ≈ 0, 044415599 ,

I(Y,X3) ≈ 0, 490361097 .

Kaip matome, diagnozuojant lig¡, labiausiai informatyvus yra kraujosp	udºio dydis. Tuo

tarpu paciento lytis ir jo i�protis r	ukyti galimyb¦ susirgti i�takoja neºymiai.

Pastaba. 1 .1 lentel
eje pateikti duomenys yra �ktyv	us ir skirti tik aptariamu� s¡voku� ilius-

tracijai. Tod
el suformuluotos i²vados jokiu b	udu nerei²kia, kad r	ukymas nekenkia sveikatai!

Tolydºiu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� entropija apibr
eºiama kitaip. Skiriasi ir jos interpretacija.

1.4.2 apibr
eºimas. Tolydºiojo atsitiktinio dydºio X su tankio funkcija pX(x) entropija

H(X) yra lygi

H(X) = −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pX(x) dx .

I² karto reikia paºym
eti, kad toldºiojo atsitiktinio dydºio entropijos negalima interpretuoti

kaip vidutin
es informacijos, nes ²iuo atveju P (X = x) = 0, nepriklausomai nuo tankio
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funkcijos pX(x) reik²m
es. Be to, toldºiojo atsitiktinio dydºio entropija gali b	uti ir neigiama.

Panagrin
ekime toki� pavyzdi�.

1.4.3 pavyzdys. Tegul X yra normalusis (kitaip: Gauso) atsitiktinis dydis su vidurkiu a

ir dispersija σ2, σ > 0 . Tokio atsitiktinio dydºio tankio funkcija yra

pX(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Rasime jo entropij¡. Pagal apibr
eºim¡

H(X) =

∞∫
−∞

pX(x)

(
(x− a)2

2σ2
(log2 e) + log2(

√
2πσ)

)
dx

=
log2 e

2σ2

∞∫
−∞

(x− a)2pX(x) dx+ log2(
√

2πσ)

∞∫
−∞

pX(x) dx

=
log2 e

2σ2
· σ2 + log2(

√
2πσ) · 1 =

1

2
log2(2eπσ2) .

Matome, kad normaliojo atsitiktinio dydºio entropija priklauso tik nuo jo dispersijos σ2 ir

yra neigiama, kai σ2 < 1
2eπ

.

I�rodysime dar vien¡ i�domi¡ normaliojo atsitiktinio dydºio savyb¦. Tuo tikslu prisiminkime

(1 .9) nelygyb¦. Pana²iai i�rodoma ir jos "tolydºioji" versija

∞∫
−∞

pX(x) logb

(
pY (x)

pX(x)

)
dx ≤ 0 . (1 .17)

�ia b > 1 , o pX(x) ir pY (x) - bet kokios tankio funkcijos. Pasinaudoj¦ ²ia nelygybe,

i�rodysime toki� teigini�.

1.4.1 teorema. Jei absoliu£iai tolydus atsitiktinis dydis X turi baigtin¦ dispersij¡ DX =

σ2 , σ > 0, tai jo entropija

H(X) ≤ 1

2
log2(2eπσ2) .

I�rodymas. Atsitiktinio dydºio X vidurki� paºym
esime EX = a. Tegul Y yra normalusis

atsitiktinis dydis, turintis tokius pat vidurki� ir dispersij¡, kaip ir atsitiktinis dydis X. Tada

jo tankio funkcijos logaritmas

log2 pY (x) = −(x− a)2

2σ2
(log2 e)− log2(

√
2πσ) . (1 .18)
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Atsitiktiniams dydºiams X ir Y pritaikysime (1 .17) nelygyb¦. Pasirink¦ b = 2, j¡ galime

para²yti taip

−
∞∫

−∞

pX(x) log2 pX(x) dx ≤ −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pY (x) dx .

Kair
eje pastarosios nelygyb
es pus
eje esantis rei²kinys, pagal apibr
eºim¡, yra atsitiktinio

dydºio X entropija H(X). Vadinasi,

H(X) ≤ −
∞∫

−∞

pX(x) log2 pY (x) dx .

I�ra²¦ log2 pY (x) i²rai²k¡ (1 .18), gausime

H(X) ≤
∞∫

−∞

pX(x)

(
(x− a)2

2σ2
(log2 e) + log2(

√
2πσ)

)
dx

=
log2 e

2σ2

∞∫
−∞

(x− a)2pX(x) dx+ log2(
√

2πσ)

∞∫
−∞

pX(x) dx

=
log2 e

2σ2
·DX + log2(

√
2πσ) · 1 =

1

2
log2(2eπσ2) .

I² 1.4.1 teoremos i²plaukia, kad tarp visu� absoliu£iai tolydºiu� atsitiktiniu� dydºiu�, turin£iu�

baigtin¦ dispersij¡ σ2, didºiausi¡ entropij¡ 1
2

log2(2eπσ2) turi normalusis atsitiktinis dydis.
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2 Pagrindiniai duomenu� tyrimo uºdaviniai ir s¡vokos

Pradin¦ paºinti� su duomenu� tyrimo pagrindin
emis s¡vokomis ir sprendºiamais uºdaviniais

prad
esime nuo papras£iausiu� pavyzdºiu�.

2.1 Pirmieji pavyzdºiai

Nor
edami neformaliai supaºindinti su pradine duomenu� tyrimo terminologija, pateiksime

kelet¡ paprastu� duomenu� rinkiniu�. Jie mums pravers ir v
eliau nagrin
ejamu� metodu� ilius-

tracijai.

2.1.1 Duomenys apie or¡

Stebimos oro s¡lygos, kurioms esant "�vaigºdºiu�" komanda sutinka ºaisti parodom¡sias

rungtynes. 2 .1 lentel
eje pateikiamas duomenu� rinkinys ( imtis ), sudarytas i² 14 i�ra²u�.

Kaip matome, kiekvien¡ i�ra²¡ sudaro penkios kintamu�ju� arba atributu� reik²m
es, nusakan£ios

tam tikras i�ra²o charakteristikas. �iuo atveju pirmu�ju� keturiu� kintamu�ju� Oras, Tem-

perat	ura, Dr
egnumas, V
ejuota rei²m
es i�takoja kintamojo �aisti i�gyjam¡ reik²m¦. Pa£ios

kintamu�ju� reik²m
es £ia labiau atspindi kokybinius (kitaip: kategorinius ) esamos meteo-

rologin
es situacijos parametrus, o ne kiekybinius. Pavyzdºiui Dr
egnumas gali b	uti didelis

arba normalus, Temperat	ura nusakoma "pagal savijaut¡" - kar²ta, ²ilta, v
esu.

Dabar pagal turimus duomenis pabandykime sukonstruoti taisykles, kurios leistu� nusp
eti

"�vaigºdºiu�" elgesi�, esant bet kokioms oro s¡lygoms. Kitaip sakant, reikia "i²mokti" ap-

skai£iuoti kintamojo �aisti reik²m¦, priklausomai nuo likusiu�ju� kintamu�ju� reik²miu�. Tai-

sykl
es gal
etu� b	uti tokios

Jei Oras=saul
eta ir Dr
egnumas=didelis tai �aisti=ne

Jei Oras=lietinga ir V
ejuota=TRUE tai �aisti=ne

Jei Oras=debesuota tai �aisti=taip

Jei Dr
egnumas=normalus tai �aisti=taip

Kitais atvejais �aisti=taip

Pasteb
esime, kad ²ios taisykl
es teisingai klasi�kuoja visus i�ra²us, jei taikomos tokia tvarka
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Oras Temperat	ura Dr
egnumas V
ejuota �aisti

1 saul
eta kar²ta didelis FALSE ne

2 saul
eta kar²ta didelis TRUE ne

3 debesuota kar²ta didelis FALSE taip

4 lietinga ²ilta didelis FALSE taip

5 lietinga v
esu normalus FALSE taip

6 lietinga v
esu normalus TRUE ne

7 debesuota v
esu normalus TRUE taip

8 saul
eta ²ilta didelis FALSE ne

9 saul
eta v
esu normalus FALSE taip

10 lietinga ²ilta normalus FALSE taip

11 saul
eta ²ilta normalus TRUE taip

12 debesuota ²ilta didelis TRUE taip

13 debesuota kar²ta normalus FALSE taip

14 lietinga ²ilta didelis TRUE ne

2 .1 lentel
e. Duomenys apie or¡

kaip uºra²ytos. Tas pa£ias taisykles kita tvarka pritaikius, galima gauti kitoki� rezultat¡.

Pavyzdºiui, atskirai paimta tasykl
e

Jei Dr
egnumas=normalus tai �aisti=taip

ne visada bus teisinga.

Daºnai turim¡ imti� patogiau klasi�kuoti ne pagal taisykliu� sek¡, o ºymiai vaizdesne priemo-

ne - sprendimu� medºiu. Siekdami suprasti kada "�vaigºd
es" sutinka ºaisti, o kada ne, pagal

2 .1 lentel
es duomenis sudarykime 2 .1 paveiksle pavaizduot¡ sprendimu� medi�. Pirmiausiai

tikrinama kintamojo Oras reik²m
e. Pirmosios trys medºio ²akos atitinka tris galimas

reik²mes. Jei Oras = debesuota, "�vaigºd
es" ºaidºia. Tai atspindi medºio lapas pirmame

lygyje. Prie²ingu atveju, tikrinamos kintamu�ju� Dr
egnumas arba V
ejuota reik²m
es, o galu-

tinius sprendimus matome pavaizduotus antro lygio lapuose. Lapuose para²yti skai£iai rodo

kiek imties i�ra²u� tenkina visas s¡lygas nuo ²aknies iki atitinkamo lapo. Kaip matome, visi 14

39



2 .1 pav. Sprendimu� medis duomenims apie or¡

i�ra²u� klasi�kuojami teisingai. Tam net neprireik
e informacijos apie kintamojo Temperat	ura

reik²m¦.

Patikslinkime m	usu� meteorologinius steb
ejimus. Kintamuosius ( Oras, Temperat	ura, Dr
eg-

numas, V
ejuota, �aisti ) paºym
ekime (X1, X2, X3, X4, Y ) ir i²matuokime oro temperat	ur¡

bei dr
egnum¡. Rezultatai pateikti 2 .2 lentel
eje.

Dabar kintamieji X2 ir X3 jau bus kiekybiniai (arba skaitiniai) , nes ju� reik²m
es nusako

temperat	ur¡ laipsniais Celsijaus skal
eje ir dr
egnum¡ procentais. Kokybinio kintamojo Y

reik²miu� aib
e yra {taip, ne}. Taisykl
es, pagal kurias klasi�kuojami i�ra²ai kintamojo Y

atºvilgiu, gal
etu� b	uti tokios

Jei X1 = saul
eta ir X3 > 84 tai Y = ne

Jei X1 = lietinga ir X4 = TRUE tai Y = ne

Kitais atvejais Y = taip

Be klasi�kacijos daºnai dar nagrin
ejamos ir vadinamosios asociaciacijos taisykl
es, nusa-

kan£ios galimus s¡ry²ius tarp i�vairiu� kintamu�ju�. Pavyzdºiui, pagal 2 .1 lentel
es duomenis

galime "i²mokti" tokias taisykles

Jei Temperat	ura=v
esu tai Dr
egnumas=normalus
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X1 X2 X3 X4 Y

1 saul
eta 29 85 FALSE ne

2 saul
eta 27 90 TRUE ne

3 debesuota 28 86 FALSE taip

4 lietinga 21 96 FALSE taip

5 lietinga 20 80 FALSE taip

6 lietinga 18 70 TRUE ne

7 debesuota 18 65 TRUE taip

8 saul
eta 22 95 FALSE ne

9 saul
eta 21 70 FALSE taip

10 lietinga 24 80 FALSE taip

11 saul
eta 24 70 TRUE taip

12 debesuota 22 90 TRUE taip

13 debesuota 27 75 FALSE taip

14 lietinga 22 91 TRUE ne

2 .2 lentel
e. Patikslinti duomenys apie or¡

Jei Oras=saul
eta ir �aisti=ne tai Dr
egnumas=didelis

Jei V
ejuota=FALSE ir �aisti=ne tai Oras=saul
eta ir Dr
egnumas=didelis

Ai²ku, galima sugalvoti ir daugiau (pabandykite !) asociacijos ir klasi�kacijos taisykliu�,

kurios b	utu� teisingos visiems min
etu� im£iu� i�ra²ams. Didel
ems imtims tai padaryti n
era

taip paprasta. Tada konstruojamos taisykl
es ar sprendimu� medºiai teisingai klasi�kuojantys

didesni¡j¡ imties i�ra²u� dali�.

2.1.2 Regos korekcija

Gydytojai rekomenduoja koreguoti reg
ejim¡ kontaktiniais l¦²iais, tik esant tam tikroms

s¡lygoms. 2 .3 lentel
eje pateikiami duomenys apie galimyb¦ skirti vienokius ar kitokius

kontaktinius l¦²ius, priklausomai nuo paciento amºiaus, reg
ejimo, astigmatizmo ir a²aru�

kiekio.
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Amºius Reg
ejimas Astigmatizmas A²aru� kiekis L¦²iai

1 jaunas trumparegis ne sumaº
ej¦s neskirti

2 jaunas trumparegis ne normalus mink²ti

3 jaunas trumparegis taip sumaº
ej¦s neskirti

4 jaunas trumparegis taip normalus kieti

5 jaunas toliaregis ne sumaº
ej¦s neskirti

6 jaunas toliaregis ne normalus mink²ti

7 jaunas toliaregis taip sumaº
ej¦s neskirti

8 jaunas toliaregis taip normalus kieti

9 vidutinis trumparegis ne sumaº
ej¦s neskirti

10 vidutinis trumparegis ne normalus mink²ti

11 vidutinis trumparegis taip sumaº
ej¦s neskirti

12 vidutinis trumparegis taip normalus kieti

13 vidutinis toliaregis ne sumaº
ej¦s neskirti

14 vidutinis toliaregis ne normalus mink²ti

15 vidutinis toliaregis taip sumaº
ej¦s neskirti

16 vidutinis toliaregis taip normalus neskirti

17 vyresnis trumparegis ne sumaº
ej¦s neskirti

18 vyresnis trumparegis ne normalus neskirti

19 vyresnis trumparegis taip sumaº
ej¦s neskirti

20 vyresnis trumparegis taip normalus kieti

21 vyresnis toliaregis ne sumaº
ej¦s neskirti

22 vyresnis toliaregis ne normalus mink²ti

23 vyresnis toliaregis taip sumaº
ej¦s neskirti

24 vyresnis toliaregis taip normalus neskirti

2 .3 lentel
e. Duomenys apie regos korekcij¡
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Persp
ejimas: pavyzdys yra iliustracinis, tod
el ºemiau formuluojamu� rekomendaciju� nerei-

k
etu� laikyti alternatyva j	usu� gydytojo nuomonei !

I² viso yra 24 i�ra²ai, nusakantys visas galimas ²iu� parametru� reik²miu� kombinacijas (3×2×
2 × 2 = 24). Ta£iau ju� pateikimo b	udas vizualiai sunkiai apr
epiamas. O jeigu kintamu�ju�

skai£ius b	utu� didesnis ir i�ra²u� tur
etume ne 24, o tarkime 10000 ? Kitaip sakant, reikalingos

kuo paprastesn
es taisykl
es, leidºian£ios teisingai klasi�kuoti visus ar bent jau didesn¦ dali�

imties i�ra²u� pagal kintamojo Le²iai reik²mes. Pavyzdºiui, tokia paprasta taisykl
e

Jei A²aru� kiekis=sumaº
ej¦s tai L¦²iai=neskirti

teisingai klasi�kuoja 12 i�ra²u�, bet likusieji lieka visai neklasi�kuoti. Ai²ku galimas ir kitas

kra²tutinumas - para²yti taisykliu� sek¡ i² 24 s¡lygu�, kuri visi²kai atitiks turimus duomenis.

Ta£iau taikyti toki¡ "taisykl¦" b	utu�, ko gero, daugiau vargo, nei studijuoti pradin¦ lentel¦.

Kaip jau mat
eme, kita priemon
e tokiam uºdaviniui spr¦sti yra sprendimu� medis. Vienas i²

galimu�, ²io pavyzdºio duomenis atitinkantis, sprendimu� medis pavaizduotas 2 .2 paveiksle.

2 .2 pav. Sprendimu� medis regos korekcijos duomenims

43



Pasteb
esime, kad jis teisingai klasi�kuoja 22 i�ra²us i² 24. Tokiu� medºiu� konstrukcija bus

nagrin
ejama v
eliau.

2.1.3 Irisu� klasi�kacija

Turb	ut ºymiausias ir klasikiniu tap¦s klasi�kavimo uºdavinio pavyzdys priklauso amerikie-

£iu� statistikui R.A.Fi²eriui. 1936 metais jis pateik
e duomenis apie tris augalu� r	u²is: Iris-

setosa, Iris-versicolor, Iris-virginica. Buvo matuojami keturi kiekvieno augalo parametrai:

taur
elapio ilgis, taur
elapio plotis, vainiklapio ilgis, vainiklapio plotis (centimetrais). Gauta

imtis, sudaryta i² 150 i�ra²u� (po 50 kiekvienos r	u²ies irisu�). Dalis ²ios imties pateikiama 2 .4

lentel
eje.

Skaitiniai kintamieji X1, X2, X3, X4 ºymi min
etus augalo parametrus, o kokybinis kintama-

sis Y nusako augalo r	u²i�. Klausimas kaip nepriklausomi kintamieji X1, X2, X3, X4 i�takoja

iriso r	u²i�, t.y. priklausomyb¦ vienai i² triju� klasiu�, nusakomu� priklausomo kintamojo Y

reik²m
emis. I²nagrin
ejus visus 150 imties i�ra²u�, galima b	utu� "i²mokti" , pavyzdºiui, tokias

irisu� klasi�kavimo taisykles:

Jei X3 < 2, 45 tai Y = Iris− setosa
Jei X2 < 2, 10 tai Y = Iris− versicolor
Jei X2 < 2, 45 ir X3 < 4, 55 tai Y = Iris− versicolor
Jei X2 < 2, 95 ir X4 < 1, 35 tai Y = Iris− versicolor
Jei X3 > 2, 45 ir X3 < 4, 45 tai Y = Iris− versicolor
Jei X1 > 5, 85 ir X3 < 4, 75 tai Y = Iris− versicolor
Jei X2 < 2, 55 ir X3 < 4, 95 ir X4 < 1, 55 tai Y = Iris− versicolor
Jei X3 > 2, 45 ir X3 < 4, 95 ir X4 < 1, 55 tai Y = Iris− versicolor
Jei X1 > 6, 55 ir X3 < 5, 05 tai Y = Iris− versicolor
Jei X2 < 2, 75 ir X4 < 1, 65 ir X1 < 6, 05 tai Y = Iris− versicolor
Jei X1 > 5, 85 ir X1 < 5, 95 ir X3 < 4, 85 tai Y = Iris− versicolor
Jei X3 > 5, 15 tai Y = Iris− virginica
Jei X4 > 1, 85 tai Y = Iris− virginica
Jei X4 > 1, 75 ir X2 < 3, 05 tai Y = Iris− virginica
Jei X3 > 4, 95 ir X4 < 1, 55 tai Y = Iris− virginica
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Taur
elapio Taur
elapio Vainiklapio Vainiklapio Iriso

ilgis (X1) plotis (X2) ilgis (X3) plotis (X4) r	u²is (Y )

1 5,1 3,5 1,4 0,2 Iris-setosa

2 4,9 3,0 1,4 0,2 Iris-setosa

3 4,7 3,2 1,3 0,2 Iris-setosa

4 4,6 3,1 1,5 0,2 Iris-setosa

5 5,0 3,6 1,4 0,2 Iris-setosa

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
50 5,0 3,3 1,4 0,2 Iris-setosa

51 7,0 3,2 4,7 1,4 Iris-versicolor

52 6,4 3,2 4,5 1,5 Iris-versicolor

53 6,9 3,1 4,9 1,5 Iris-versicolor

54 5,5 2,3 4,0 1,3 Iris-versicolor

55 6,5 2,8 4,6 1,5 Iris-versicolor

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
100 5,7 2,8 4,1 1,3 Iris-versicolor

101 6,3 3,3 6,0 2,5 Iris-virginica

102 5,8 2,7 5,1 1,9 Iris-virginica

103 7,1 3,0 5,9 2,1 Iris-virginica

104 6,3 2,9 5,6 1,8 Iris-virginica

105 6,5 3,0 5,8 2,2 Iris-virginica

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
150 5,9 3,0 5,1 1,8 Iris-virginica

2 .4 lentel
e. Irisu� r	u²ys
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Kaip matome, ²ios taisykl
es yra labai komplikuotos. V
eliau nagrin
esime specialius klasi-

�kavimo taisykliu� konstravimo metodus, leidºian£ius gauti toki¡ pat informacij¡ suteikian-

£ias, ta£iau ºymiai kompakti²kesnes taisykles.

2.1.4 Rankra²£io atpaºinimas

Skanuojant ranka ra²ytus skaitmenis, pavyzdºiui pa²to indeksus ant voko, asmens kodus

dokumentuose ar anketose, d
el rankra²£io ir ra²ymo priemoniu� skirtumu� galimos klaidos

juos atpaºi�stant. Tarkime, kad po tam tikru� transformaciju� skaneris kiekvien¡ ranka ra²yt¡

skaitmeni� i²saugo kaip nespalvot¡ 16 x 16 = 256 pikseliu� pie²ini�. Keliasde²imt tokiu� pie²iniu�

pavyzdºiu� matome 2 .3 paveiksle.

2 .3 pav. Ranka ra²ytu� skaitmenu� pavyzdºiai

Kiekvieno pikselio ²viesumas kinta nuo 0 iki 255 tod
el apra²omas skaitiniu kintamuoju

Xi ∈ {0, 1, . . . , 255}, (i = 1, 2, . . . , 256). Taigi kiekvienas imties i�ra²as

(X1, X2, . . . , X256, Y )

tur
es 256 nepriklausomus kintamuosius, kuriu� reik²m
es apsprendºia 257 - ojo ( priklausomo

) kategorinio kintamojo Y reik²m¦. �ia Y nusako klas¦, kuriai priklauso visas pie²inys t.y.

koks skaitmuo jame pavaizduotas. Tad v
el turime spr¦sti klasi�kavimo uºdavini� ir Y ∈
{0, 1, . . . , 9}. Ta£iau, jei skaitmuo para²ytas labai neai²kiai, reik
etu� numatyti pakartotinio
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skanavimo arba "rankinio" identi�kavimo galimyb¦. Tam reik
etu� klasiu� skai£iu� padidinti

iki vienuolikos, leidºiant kai kuriuos i�ra²us priskirti klasei ”neperskaitau”. Tai sumaºintu�

klaidos tikimyb¦.

2.1.5 Skaitin
e prognoz
e

Nors irisu� imtyje visi nepriklausomieji kintamieji buvo skaitiniai, ta£iau klasi�kavimas buvo

atliekamas pagal kategorini� kintam¡ji�. 2 .5 lentel
eje pateikiama dalis duomenu� apie i�vairias

( hipotetines ) kompiuterio kon�g	uracijas, siekiant i²siai²kinti kaip priklauso jo na²umas,

i²reik²tas s¡lyginiais vienetais, nuo i�vairiu� sistemos parametru�.

Takto Pagr.atm. Pagr.atm. Spart. Kanalai Kanalai Na²u-

ilgis (ns) min (Kb) max(Kb) atm.(Kb) min max mas

X1 X2 X3 X4 X5 X6 Y

1 125 256 6000 256 16 128 199

2 29 8000 32000 32 8 32 253

3 29 8000 32000 32 8 32 253

4 29 8000 32000 32 8 32 253

5 29 8000 16000 32 8 16 132

6 26 8000 32000 64 8 32 290

7 23 16000 32000 64 16 32 381

8 23 16000 32000 64 16 32 381

9 23 16000 64000 64 16 32 749

10 23 32000 64000 128 32 64 1238

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
207 125 2000 8000 0 2 14 41

208 480 512 8000 32 0 0 47

209 480 1000 4000 0 0 0 25

2 .5 lentel
e. Kompiuterio darbo na²umo duomenys

Laikydami, kad na²umas (priklausomas kintamasis Y ) tiesi²kai priklauso nuo kintamu�ju�
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X1, X2, X3, X4, X5, X6, gal
etume gauti, pavyzdºiui, toki� kintamojo Y i�verti�:

Ŷ = −66, 481 + 0, 066X1 + 0, 014X2 + 0, 0066X3 + 0, 494X4 − 0, 172X5 + 1, 20117X6 .

Tai yra vadinamasis tiesin
es regresijos modelis, o gautoji lygyb
e kartais dar vadinama

tiesin
es regresijos lygtimi. Kaip randami ²ios lygties koe�cientai bei kaip atrodo kitokie

regresijos modeliai kalb
esime v
eliau.

2.2 Duomenys ir ju� atributai

Pereisime prie kiek nuoseklesnio d
estymo. Vieno populiacijos objekto steb
ejimo (matavimo)

rezultatas vadinamas i�ra²u. Visi i�ra²ai sudaro imti�, o ju� kiekis vadinamas imties dy-

dºiu. Tuo atveju, kai matuojame tik vien¡ atribut¡ (pvz., 	ugi�), i�ra²as tur
es vienintel¦

komponent¦, o stebimasis dydis (ir pati imtis) vadinami vienma£iais. Jei mums r	upi

kelios stebimojo objekto charakteristikos (pvz., lytis, 	ugis ir svoris), tai i�ra²¡ sudarys p

komponen£iu� (pamin
etuoju atveju p=3), o pats stebimasis dydis (ir imtis) vadinami p-

ma£iais. Pavyzdºiui, Fi²erio irisu� imtis i² 2.1.3 skyrelio yra penkiamat
e ( p = 5 ), o jos

dydis lygus 150.

Komponentes sudaro i�vairiu� tipu� kintamieji. Daºniausiai sutinkami skaitiniai (kitaip: kar-

dinalieji ar kiekybiniai) kintamieji, jie dar skirstomi i� tolydºiuosius (temperat	ura, t	uris,

laikas,...) ir diskre£iuosius (vaiku� ²eimoje skai£ius, avariju� ar klientu� per dien¡ skai£ius,...).

Bet kuris i² ²iu� tipu� skirstomas dar i� dvi grupes - santykinius (svoris, 	ugis ir pan.; prasm¦

turi ne tik svoriu� skirtumas, bet ir santykis) ir intervalinius ( kitaip: skirtuminius ) (tem-

perat	ura, IQ, data; skirtumai turi prasm¦, ta£iau santykiai - ne). Dydºio priskyrimas vienai

ar kitai grupei i² esm
es priklauso nuo to, galime ar ne i�vesti prasming¡ nuli�. Santykini-

ams kintamiesiams teiginys pavidalo: Jonas (60 kg) yra du kartus sunkesnis uº maº¡ji�

August¡ (30 kg), yra teisingas (nes, kokius svorio vienetus bei�vestume, s¡voka "svoris lygus

nuliui" rei²kia t¡ pati�), ta£iau teigti, kad ²iandien (+20◦C) yra dvigubai ²il£iau negu vakar

(+10◦C) yra neteisinga, nes, pvz., Farenheito skal
eje ²ios temperat	uros uºra²omos kaip

+68◦F ir +50◦F . Pana²iai yra su intelektualumo koe�cientu IQ (nes psichologai nesutaria,

k¡ rei²kia IQ=0) ar su data (paprastai atskaitos pradºia (pvz., Kristaus gimimas) yra susi-

tarimo reikalas). Antra vertus, teiginys, kad futbolo rungtyniu� k
elinys trunka du su puse
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karto ilgiau negu krep²inio, yra teisingas (laiko momentu� (ar temperat	uru�) skirtumas yra

santykinis kintamasis, nes s¡voka "i�vykis truko 0 laiko" yra vienareik²mi²kai suprantamas).

Kit¡ dydºiu� klas¦ sudaro kokybiniai ( kitaip: kategoriniai) kintamieji, kurie savo ruoºtu

skirstomi i� ranginius ir vardinius.

Ranginiai (kitaip: tvarkos arba ordinalieji ( lot. ordinatio - sutvarkymas)) kintamieji (pvz.,

varºybose uºimta vieta, i²simokslinimas, ...). Tarkime, kad keturiu� komandu� turnyre ko-

mandos U, V ir Z po pirmojo rato surinko atitinkamai 45, 16 ir 18 ta²ku�.

1-as ratas 2-as ratas Galutinis rezultatas

U 45 28 73

A S A

V 16 30 46

B A S

Z 18 12 30

S B B

Kadangi 0 yra nat	urali vertinimo skal
es pradºia, ta²ku� skai£ius yra skaitinis santykinis

kintamasis. Antra vertus, sporto esm
e yra kuo auk²tesn
e vieta, tod
el komandas galima

i²d
estyti pagal uºimt¡ viet¡. Kitais ºodºiais, U yra 1-ji, V - 3-ji, o Z - 2-ji komanda, ta£iau

dabar skai£iai 1, 2, ir 3 yra komandos vieta arba rangas. Ties¡ sakant, tai netgi ne skai£iai, o

simboliai, komandas mes galime pavadinti auksine, sidabrine arba bronzine (A, S ir B). Jei

tartume, kad pirmenyb
ese buvo ir antrasis ratas, kuriame komandos surinko atitinkamai 28,

30 ir 12 ta²ku�, tai ai²ku, kad ju� ta²kus galima (ir reikia) sud
eti, ta£iau simboliu� (ranginiu�

kintamu�ju�) A, S ir B suma prasm
es neturi.

Prisiminkime 2 .1 lentel
eje pateikt¡ oro s¡lygu� steb
ejimo imti�. Visi penki kintamieji ²ioje

imtyje yra kategoriniai. Ta£iau tik Temperat	ura ir Dr
egnumas bus ranginiai. Tuo tarpu

likusieji trys yra vardiniai (arba nominalieji (nominus - lot. vardas)) kintamieji, nes ²iuo

atveju jokio nat	uralaus i²d
estymo "did
ejimo tvarka" n
era. Kiti vardiniu� kintamu�ju� pavyz-

dºiai gal
etu� b	uti : akiu� spalva, socialin
e grup
e, automobilio gamintojo vardas ir t.t. Taip pat

vardinis yra ir 2.1.4 skyrelyje skaitmenu� atpaºinimo uºdavinyje nagrin
ejamas kintamasis Y .

Nors Y ∈ {0, 1, . . . , 9}, ta£iau jo negalime laikyti ranginiu, nes pavyzdºiui, tai kad Y = 5
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²iuo atveju rei²kia, kad pie²inyje buvo "nupie²tas" penketas. Kitaip sakant, tai yra tam

tikros klas
es, kuriai priklauso pie²inys, kodas.

Mes susipaºinome su i�vairiais kintamu�ju� tipais. Atkreipsime d
emesi�, kad skai£ius prasmingu�

operaciju�, kurias galime atlikti su kintamaisiais, priklauso nuo ju� tipo. Pavyzdºiui, n
era

jokios prasm
es skai£iuoti vardinio kintamojo vidurki�, net jei galimos tokio kintamojo reik²-

m
es uºkoduotos skai£iais. 2 .6 lentel
eje i²vardintos leistinos operacijos i�vairiems kintamie-

siems.

Kintamojo tipas Leistinos operacijos

Kategorinis Vardinis I�ra²u�, patekusiu� i� kiekvien¡ kategorij¡, skai£iaus radimas

Ranginis I�ra²u�, turin£iu� konkretu� rang¡, skai£iaus radimas.

Rangu� palyginimas (santykiai "daugiau", "maºiau")

Skaitinis Intervalinis Sud
etis, atimtis, daugyba, dalyba i² skai£iaus

Santykinis Visos matematin
es operacijos

2 .6 lentel
e. Kintamu�ju� tipai ir leistinos operacijos

2.3 Pradin
e duomenu� analiz
e ir ju� transformacijos

Pradiniai duomenys beveik niekada neb	una "graº	us" ir i² karto tinkami naudojimui. Tod
el

prie² pradedant spr¦sti vienoki� ar kitoki� duomenu� tyrimo uºdavini�, duomenis reikia paruo²ti

taip, kad jie b	utu� tinkami numatomam tyrimo uºdaviniui ir jo sprendimo algoritmui. Ap-

tarsime daºniausiai pasitaikan£ias problemas ir galimus ju� sprendimo b	udus.

2.3.1 Duomenu� transformacijos

Galimu� reik²miu� skai£iaus atºvilgiu, papras£iausi yra kategoriniai kintamieji. Ju� reik²m
es,

priklausomai nuo duomenu� prigimties, yra labai i�vairios. Ta£iau, kaip ºinia, bet koks

matematinis aparatas labiausiai "pritaikytas" dirbti su skai£iais. Tod
el, tur
edami kategorini�
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kintam¡ji� X, i�gyjanti� k (k ≥ 1) skirtingu� reik²miu�, galime galvoti, kad

X ∈ {1, 2, . . . , k}.

Prisiminkime oro s¡lygu� imti� 2 .2 lentel
eje. Juk kiekvienam matematikui ir, gal b	ut, dau-

gumai duomenu� tyr
eju� uºra²as X1 ∈ {1, 2, 3} yra ºymiai malonesnis ir ai²kesnis nei

X1 ∈ {saulėta, debesuota, lietinga} .

Dvi reik²mes i�gyjanti� kintam¡ji� galima koduoti binariniu kodu : 0 ir 1 . Beje, kartais statis-

tiniuose tyrimuose k -reik²mis kategorinis kintamasis X transformuojamas i� vadinam¡ji�

�ktyvu� ( angl. dummy) kintam¡ji� X ′, kurio reik²m
es yra k - ºenkliai binariniai ºodºiai,

sudaryti i² k − 1 nulio ir vieno vieneto. Pavyzdºiui, jau min
etas oro s¡lygas nusakantis

kintamasis X1 b	utu� koduojamas taip

X1 X ′1

saul
eta 100

debesuota 010

lietinga 001

Skaitiniu� kintamu�ju� transformacijos priklauso nuo naudojamu� duomenu� tyrimo metodu�.

Daºnai algoritmai, besiremiantys atstumo p - mat
eje erdv
eje skai£iavimu, reikalauja, kad

skaitiniu� kintamu�ju� reik²m
es b	utu� standartizuotos, kitaip sakant, priklausytu�, pavyzdºiui,

intervalui [−1; 1] arba [0; 1].

Tarkime, kad n yra imties dydis, o x1, x2, . . . , xn yra ²ioje imtyje steb
etos skaitinio kinta-

mojo X reik²m
es. Yra i�vairiu� X reik²miu� standartizavimo b	udu�. Pateiksime tris i² ju�.

1. De²imtainis standartizavimas. Apibr
eºkime sveik¡ neneigiam¡ skai£iu� K:

K = min
{
k : k ≥ 0 , 10−k max

1≤i≤n
|xi| ≤ 1

}
.

Tada standartizuotos reik²m
es x′i randamos, pastumiant kableli� per K poziciju� i� kair¦.

Taigi

x′i = xi 10−K .

Akivaizdu, kad taip transformuotos reik²m
es priklausys intervalui [−1; 1].
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2. Min-max standartizavimas. De²imtainio standartizavimo tr	ukumas gali pasireik²-

ti, kai visos reik²m
es x′i yra "sustumiamos" i� palyginti maº¡ intervalo [−1; 1] dali�.

Pavyzdºiui, jei visi xi ∈ [100; 200] , tai x′i ∈ [0, 1; 0, 2]. Tokios reik²miu� koncentracijos

leidºia i²vengti min-max transformacija. Paºym
ekime

m = min
1≤i≤n

xi ir M = max
1≤i≤n

xi .

Tada

x′i =
xi −m
M −m .

Taip standartizuotos reik²m
es priklausys intervalui [0; 1]. Norint jas "i²sklaidyti"

intervale [−1; 1], pastar¡j¡ lygyb¦ reik
etu� pakeisti tokia

x′i =
2xi −M −m

M −m .

3. z - standartizavimas. Tai labiausiai paplit¦s standartizavimas, kuris rei²kia vadi-

namu�ju� z reik²miu� skai£iavim¡. Tarkime, kad x̄ yra kintamojo X imties vidurkis, o s

- imties standartinis nuokrypis :

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi ,

s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 .

Tuomet z reik²m
es skai£iuojamos pagal formul¦

zi =
xi − x̄
s

.

�iai transformacijai b	udinga tai, kad bet kurios duomenu� aib
es {x1, x2, . . . , xn} z

reik²miu� vidurkis visada lygus 0, o standartinis nuokrypis visada lygus 1 : z̄ = 0,

sz = 1 .

Gali kilti klausimas, kod
el vienaip ar kitaip duomenys transformuojami prie² pradedant

juos tirti. Ar neb	utu� papras£iau, jei reikalingos transformacijos b	utu� tiesiog sudedamoji

atitinkamu� duomenu� tyrimo algoritmu� dalis ? Atsakymui i� ²i� klausim¡, galima pamin
eti du

argumentus. Visu� pirma tokia pat transformacija reikalinga keliems skirtingiems duomenu�
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tyrimo metodams. Tod
el kiekvien¡ kart¡ j¡ skai£iuoti i² naujo neracionalu. Dar svarbesnis

yra kitas motyvas. Duomenu� tyrimo metu ir testuojant gautas i²vadas, daºnai tenka dirbti

tiek su visa imtimi, tiek su dalimi jos i�ra²u�. Kad kiekvien¡ kart¡ negautume vis kitaip

standartizuotus duomenis, atitinkamu� transformaciju� parametrai, kart¡ juos suskai£iavus,

tur
etu� b	uti saugomi kartu su tyrimo rezultatais.

2.3.2 Tolydºiu�ju� kintamu�ju� diskretizavimas

I² skaitiniu� tolydºiu�ju� kintamu�ju� galima gauti ranginius, o i² ²iu� - vardinius kintamuosius,

ta£iau taip prarandama dalis informacijos. Pavyzdºiui, tegul kintamasis yra 	ugis. Renkame

informacij¡ apie studentu� vaikinu� 	ugi�. Mums tereikia ºinoti, ar vaikinas ºema	ugis ( iki

160cm ), ar vidutinio 	ugio ([160; 180] ), ar auk²ta	ugis ( per 180 cm). �iuo atveju 	ugis jau

nusakomas ranginiu kintamuoju, turin£iu tris leistinas reik²mes: ºema	ugis,vidutinio 	ugio ir

auk²ta	ugis. Informacijos nuostoliai bus tuo maºesni, kuo "teisingiau" suskaidysime pradini�

reik²miu� interval¡ i� 3 dalis ( jei i² anksto apsispr¦sta grupuoti studentus i� 3 	ugio kategorijas

).

Aptarsime vien¡ i² galimu� pana²aus uºdavinio sprendimo b	udu�. Tarkime, kad X yra vienas

i² tolydºiu� nepriklausomu� kintamu�ju�, o Y - priklausomas kategorinis kintamasis, turintis

k kategoriju�. Galime laikyti, kad Y ∈ {1, 2, . . . , k} , o imties i�ra²ai yra {(xi, yi) , i =

1, 2, . . . , N}. Diskretizuosime kintam¡ji� X , transformuodami ji� i� kategorini� kintam¡ji�,

turinti� ne daugiau kaip kX kategoriju� (2 ≤ kX < N).

Pirmiausiai vis¡ kintamojoX leistinu� reik²miu� interval¡ skaidome i� nesikertan£ius intervalus

taip, kad skirtingos reik²m
es xi priklausytu� skirtingiems intervalams. Tarkime, kad I1 ir

I2 yra bet kurie du gretimi dalinimo intervalai. Toliau, pasirink¦ reik²mingumo lygmeni�

0 < α < 1, tikriname ar statisti²kai reik²mingas skirtumas tarp kintamojo Y skirstiniu�, kai

X priklauso intervalams I1 ir I2. Tikrinimui naudosime χ2 kriteriju�.

Paºym
ekime nmj skai£iu� i�ra²u�, kuriems X ∈ Im ir Y = j ( m = 1, 2 ; j = 1, 2, . . . , k ),

t.y.

nmj =
N∑
i=1

xi∈Im ,yi=j

1 .
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Be to, tegul n·j = n1j + n2j ,

nm· =
k∑
j=1

nmj .

ir

n = n1· + n2· =
k∑
j=1

n·j .

Kitaip sakant, n yra i�ra²u�, kuriems X ∈ I1∪I2 , skai£ius. Visi ²ie ºym
ejimai ir ju� tarpusavio

s¡ry²iai atsispindi 2 .7 lentel
eje.

X\Y 1 2 . . . k Σ

I1 n11 n12 . . . n1k n1·

I2 n21 n22 . . . n2k n2·

Σ n·1 n·2 . . . n·k n

2 .7 lentel
e. Porin
e daºniu� lentel
e

Kriterijaus funkcija ( kitaip dar vadinama kriterijaus statistika) yra

χ2 =
2∑

m=1

k∑
j=1

(nmj − Emj)2

Emj
,

£ia Emj - tik
etinieji daºniai. Jie apskai£iuojami pagal formul¦

Emj =
nm· n·j
n

.

Laisv
es laipsniu� skai£ius lygus k − 1.

Jei daºniu� lentel
eje kuris nors i² nm· ar n·j lygus 0, laikysime, kad Emj lygus kokiam

nors maºam teigiamam skai£iui, tarkime Emj = 0, 1. Tuo siekiama i²vengti dalybos i² 0 ,

skai£iuojant χ2.

Jei gautoji χ2 reik²m
e yra maºesn
e uº χ2 skirstinio su k − 1 laisv
es laipsniu α lygmens

kritin¦ reik²m¦ χ2
α(k − 1) , tai galime tvirtinti, kad kintamojo Y skirstinys nepriklauso nuo

to kuriam i² intervalu� I1 ar I2 priklauso X reik²m
es. Tod
el intervalus I1 ir I2 galime

sujungti ir vienetu sumaºinti turimu� intervalu� skai£iu�.
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Prakti²kai procedura atliekama taip. Suskai£iuojamos χ2 reik²m
es visoms gretimu� intervalu�

poroms. Tegul I1 ir I2 yra gretimi intervalai, kuriems ²i reik²m
e buvo maºiausia, tarkime

χ2 = u . Toliau nagrin
ejame du galimus atvejus.

a) Jei

u < χ2
α(k − 1) ,

tai intervalus I1 ir I2 sujungiame ir v
el skai£iuojame χ2 reik²mes tik jau maºesniam

intervalu� skai£iui. Tai kartojame tol, kol intervalu� skai£ius taps ne didesnis uº pagei-

daujam¡ kategoriju� kieki� kX . Pasteb
esime, kad kiekviename ºingsnyje (ai²ku, i²skyrus

pirm¡ji�) reik
es perskai£iuoti ne daugiau, kaip dvi χ2 reik²mes.

b) Kuriame nors ºingsnyje gauname, kad

u ≥ χ2
α(k − 1)

ir turimas intervalu� skai£ius vis dar didesnis uº kX . Tada, sumaºin¦ reik²mingumo

lygmeni� α , padidiname χ2
α(k − 1) ir t¦siame proced	ur¡ (ºr. punkt¡ a))

Jei reikia diskretizuoti kelis kintamuosius, ²i proced	ura kartojama, kiekvienam i² ju� paren-

kant tinkamus parametrus kX ir α . Pasteb
esime, kad χ2
α(k−1) reik²m
es randamos lentel
ese

arba skai£iuojamos, panaudojant specialias statistiniu� paketu� funkcijas. Panagrin
ekime

pavyzdi�.

Pavyzdys.

Buvo tiriamas naujos gydymo metodikos efektyvumas pacientams, kuriu� amºius iki 60 metu�.

Rezultat¡ nusako kintamasis Y . Jei po gydymo kurso uº�ksuotas pager
ejimas, tai Y = 1.

Prie²ingu atveju Y = 2. 2 .8 lentel
eje pateikti duomenys apie 12 steb
etu� ligoniu�. Pasirink¦

reik²mingumo lygmeni� α = 0, 1 ir jo nekeisdami, suskaidysime X leistinu� reik²miu� interval¡

(0; 60] taip, kad gautume kuo maºesni� diskretizuoto kintamojo kategoriju� skai£iu�. Turime,

kad Y kategoriju� skai£ius k = 2. Tada χ2 skirstinio kritiniu� reik²miu� lentel
eje randame

χ2
0,1(1) = 2, 706 .

Pradinius intervalo skaidymo ta²kus pasirinksime, imdami vidurius tarp dvieju� gretimu�ju�

kintamojoX reik²miu�. Taigi pradinis skaidinys tur
es 12 intervalu� : (0; 2], (2; 5], . . . , (52, 5; 60].

Vienuolikai gretimu� intervalu� poru� apskai£iuojame χ2 reik²mes. Maºiausia bus kai
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Paciento amºius (m.) Gydymo rezultatas

X Y

1 1 1

2 3 2

3 7 1

4 8 1

5 9 1

6 11 2

7 23 2

8 37 1

9 39 2

10 45 1

11 46 1

12 59 1

2 .8 lentel
e. Gydymo rezultatai

I1 = (7, 5; 8, 5], I2 = (8, 5; 10] . Paºi	ur
ekime kaip ji randama. �iuos intervalus atitinkanti

porin
e daºniu� lentel
e yra

X\Y 1 2 Σ

I1 = (7, 5; 8, 5] n11 = 1 n12 = 0 n1· = 1

I2 = (8, 5; 10] n21 = 1 n22 = 0 n2· = 1

Σ n·1 = 2 n·2 = 0 n = 2

Pagal ²iuos duomenis apskai£iuojame tik
etinuosius daºnius. Tur
esime

E11 = E21 =
1 · 2

2
= 1

ir E12 = E22 = 0, 1 , nes n·2 = 0 . Tod
el

χ2 =
(1− 1)2

1
+

(0− 0, 1)2

0, 1
+

(1− 1)2

1
+

(0− 0, 1)2

0, 1
= 0, 2 .
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Kadangi χ2 < 2, 706 , tai sujung¦ nagrin
ejamus intervalus, vietoje I1 ir I2 tur
esime vien¡

nauj¡ interval¡ (7, 5; 10].

Toliau t¦sdami intervalu� jungimo proces¡, ateisime iki triju� intervalu� skaidinio :

(0; 10], (10; 42], (42; 60] .

Ar galima kuriuos nors i² ju� sujungti? Suskai£iuosime dvi ²io skaidinio gretimu� intervalu�

poras atitinkan£ias χ2 reik²mes.

1. Skai£iavimai intervalams (0; 10] ir (10; 42] .

X\Y 1 2 Σ

I1 = (0; 10] n11 = 4 n12 = 1 n1· = 5

I2 = (10; 42] n21 = 1 n22 = 3 n2· = 4

Σ n·1 = 5 n·2 = 4 n = 9

E11 ≈ 2, 78 , E12 ≈ 2, 22 , E21 ≈ 2, 22 , E22 ≈ 1, 78 .

Tod
el χ2 ≈ 2, 72 .

2. Skai£iavimai intervalams (10; 42] ir (42; 60] .

X\Y 1 2 Σ

I1 = (10; 42] n11 = 1 n12 = 3 n1· = 4

I2 = (42; 60] n21 = 3 n22 = 0 n2· = 3

Σ n·1 = 4 n·2 = 3 n = 7

E11 ≈ 2, 29 , E12 ≈ 1, 71 , E21 ≈ 1, 71 , E22 ≈ 1, 29 .

I² £ia gauname χ2 ≈ 3, 96 .

Kaip matome, abiem atvejais χ2 reik²m
es didesn
es uº kritin¦ reik²m¦ χ2
0,1(1) = 2, 706. Tai

rodo, kad tarp ²iu� intervalu� yra esminiai skirtumai ir jungti juos nerekomenduojama.

Tiriam¡ imti� dabar galime uºra²yti daºniu� lentel
es pavidalu
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Paciento Gydymo rezultatas

Amºius 1 2

jaunas 4 1

vidutinis 1 3

vyresnis 3 0

�ia pacientai skirstomi i� tris amºiaus grupes, nusakomas gautais metu� intervalais (0; 10],

(10; 42], (42; 60] . �inoma, dalies informacijos, lyginant su 2 .8 lentele, netekome. Pavyz-

dºiui, vidutiniam pacientu� amºiui skai£iuoti pastaroji lentel
e nebetiktu�. Ta£iau ji lengviau

vizualiai suvokiama.

2.3.3 Tr	ukstamosios reik²m
es

Daºnai d
el tam tikru� prieºas£iu� nei�manoma i²matuoti kai kuriu� vieno ar keliu� objektu�

parametru�. Tai rei²kia, kad kai kuriuose i�ra²uose n
era vieno ar keliu� kintamu�ju� reik²miu�.

Tai vadinamosios tr	ukstamosios reik²m
es ( praleistieji steb
ejimai ). Jei tokiu� i�ra²u� dalis

visoje imtyje nedidel
e, galima juos papras£iausiai i²mesti arba, atliekant skai£iavimus, ig-

noruoti. Priklausomai nuo to, kokiomis programin
emis priemon
emis atliekamas tyrimas.

Ta£iau kartais ir tr	ukstamos reik²m
es (arba ju� skai£ius) yra informatyvios. Pavyzdºiui,

papra²ius i�vertinti politiko populiarum¡ 10 balu� skal
eje, 1% apklaustu�ju� ji� i�vertino de²im-

tukais, o 99% nurod
e, kad tokio politiko neºino ( t.y. turime net 99% tr	ukstamu� reik²miu�

). Taigi ar ²is politikas gali laikyti save populiariu ? �iuo atveju, matyt, reik
etu� kitaip

planuoti apklaus¡. Pavyzdºiui, galima i²pl
esti populiarumo vertinimo skal¦ iki 11, laikant,

kad nepaºi�stamo politiko populiarumas lygus 0. Kita vertus, jei imtis nedidel
e ir yra gal-

imyb
e, reik
etu� pabandyti atstatyti tr	ukstamas reik²mes, pasitelkiant i� pagalb¡ ir duomenu�

savininkus ar tyrimo uºsakovus.

Pagaliau papras£iausias (bet neb	utinai geriausias ) b	udas eliminuoti tr	ukstamas reik²mes,

automati²kai pakei£iant jas tam tikromis konstantomis. Galimi, pavyzdºiui, tokie variantai.

1. Visas tr	ukstamas vieno kintamojo reik²mes kei£iame viena konstanta. �ios konstantos

reik²m
e labai priklauso tiek nuo tiriamu� duomenu� prigimties, tiek nuo tyrimo metodu�.
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2. Visas tr	ukstamas vieno skaitinio kintamojo reik²mes kei£iame jo vidurkiu.

3. Jei i�ra²ai jau yra kokiu nors b	udu klasi�kuoti, tai tr	ukstamas vieno skaitinio kinta-

mojo reik²mes kei£iame jo vidutine reik²me toje klas
eje, kuriai priklauso nagrin
ejamas

i�ra²as.

�ie paprasti problemos sprendimo b	udai atrodo viliojan£iai. Ta£iau jais piktnaudºiauti nev-

ert
etu�. Kei£iant vieno ar, juo labiau, keliu� kintamu�ju� tr	ukstamas reik²mes, duomenys yra

i²kraipomi. Viena konstanta kei£iant visu� kintamu�ju� tr	ukstamas reik²mes, galime gauti taip

vadinamas i²skirtis t.y. maºai tik
etinas arba net visi²kai nei�manomas kai kuriu� kintamu�ju�

reik²mes. Pavyzdºiui, nutar¦ visu� skaitiniu� kintamu�ju� tr	ukstamas reik²mes pakeisti 0, gal-

ime "atrasti", kad kai kurie pilie£iai visai nieko nesveria arba ju� svoris normalus, bet 	ugis

lygus 0.

Bet kuriuo atveju, tr	ukstamu� reik²miu� pakeitimas daºniausiai remiasi prielaida, kad tos

tr	ukstamos reik²m
es "nedaro didel
es i�takos" tyrimo rezultatui. Ar tikrai taip, reik
etu�

i�sitikinti sprendºiant t¡ pati uºdavini� skirtingais metodais, taikant skirtingus tr	ukstamu�

reik²miu� eliminavimo b	udus ar net atsisakant kintamu�ju�, turin£iu� daug neºinomu� reik²miu�.

Beje, i²skirtys gali atsirasti ne tik eliminuojant tr	ukstamas reik²mes. Tai gali b	uti papras£i-

ausia duomenu� i�vedimo ar anketos pildymo klaida, pvz. nurodant kliento amºiu�, para²yta

96 vietoje 69. Bet kartais i²skirtys atspindi koki� nors objektyvu� rei²kini�. Tai liudija toks

pavyzdys. Analizuojant prekybos tinklo nuolaidu� korteliu� duomenis, buvo pasteb
eta ne-

didel
e grup
e klientu�, perkan£iu� nei�tik
etinai daug. Atidºiau i²tyrus ²ias i²skirtis, paai²k
ejo,

kad visos kortel
es priklauso to paties prekybos tinklo parduotuviu� kasininkams. Jie pa-

pras£iausiai "paskolindavo" savo korteles ju� neturintiems klientams, siekdami gauti daugiau

premijiniu� ta²ku�.

Kategorinio kintamojo i²skirtimi paprastai laikoma reik²m
e, nepriklausanti jo leistinu� reik²-

miu� aibei. Sunkiau apib	udinti skaitinio kintamojo i²skirti�. Pavyzdºiui, kokia kreditin
es

kortel
es apyvarta laikytina i²skirtimi ? Intuityviai ai²ku, kad tai priklauso ne tik nuo

apyvartos dydºio, bet ir nuo tiriamos populiacijos. Juk auksiniu� korteliu� savininku� imtyje

ir studentu� imtyje i²skirtin
es apyvartos dydis tur
etu� skirtis.

Tod
el daºniausiai i²skirtimis laikomos tos skaitinio kintamojo reik²m
es xi, kuriu� z reik²m
es

absoliu£iuoju didumu didesn
es uº 3 : |zi| > 3. Toks apibr
eºimas grindºiamas tikimybiu�
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teorijoje gerai ºinoma �eby²ovo nelygybe. Beje, kai kurie autoriai si	ulo laikyti "i�tartinomis"

jau tas reik²mes xi, kurioms |zi| > 2.

Taigi tiek tr	ukstamas reik²mes, tiek i²skirtis reikia analizuoti atidºiai, gerai suprantant

turimu� duomenu� prigimti�. Pageidautina, kad ²iame procese dalyvautu� ir duomenu� savinin-

kai arba tos srities ekspertai.

2.3.4 Objektu� artumo matai

Skiriamos dvi objektu� artumo matu� r	u²ys: atstumai ir pana²umo ( kitaip: asociatyvumo )

koe�cientai.

2.3.1 apibr
eºimas. Atstumu tarp dvieju� objektu� a ir b vadinsime neneigiam¡ skaitin¦

funkcij¡ d(a, b), nusakan£i¡ kiek skirtingi a ir b. Objektai yra pana²	us, jei atstumas tarp

ju� maºas.

2.3.2 apibr
eºimas. Dvieju� objektu� a ir b pana²umo koe�cientu vadinsime skaitin¦ funkcij¡

s(a, b), nusakan£i¡ kiek pana²	us a ir b. Kuo didesnis pana²umo koe�cientas, tuo pana²es-

niais vadinami objektai.

Daugelis atstumu� yra metrikos.

2.3.3 apibr
eºimas. Atstumas d(a, b) yra metrika, jei jis tenkina s¡lygas:

1) simetri²kumo: d(a, b) = d(b,a) ;

2) trikampio nelygyb
es: d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b) ;

3) netapa£iu� objektu� atskiriamumo: d(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b .

Artumo mato pasirinkimas labai priklauso nuo matuojamu� objektu� atributu� tipo, matavimo

skal
es bei sprendºiamo uºdavinio. Tarsime, kad objektas nusakomas imties i�ra²o atributu�

reik²m
emis. Tod
el toliau neskirsime s¡voku� "objektu� artumas" ir "i�ra²u� artumas"1. Pra-

dºioje aptarsime paprastu� vieno atributo i�ra²u� artumo matus. Tegul dvieju� i�ra²u� atributo

reik²m
es yra u ir v. Daºniausiai sutinkami atstumai ir pana²umo koe�cientai, priklausomai

nuo atributo tipo, pateikiami 2 .9 lentel
eje Nesunku i�sitikinti, kad kad visi ²ioje lentel
eje
1I² tikru�ju� objektas ir jo atributu� reik²miu� rinkinys ai²ku n
era tas pats. Pavyzdºiui gali sutapti dvieju�

ºmoniu� 	ugis, bet ne patys ºmon
es.
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Atributo tipas Atstumas Pana²umo koe�cientas

Vardinis d(u, v) =

0 , jei u = v ,

1 , jei u 6= v .

s(u, v) = 1− d(u, v)

Ranginis

(galimos reik²m
es vaizduoja- d(u, v) =
|u− v|
M

s(u, v) = 1− d(u, v)

mos skai£iais 0, 1, 2, . . . ,M )

Skaitinis d(u, v) = |u− v| s(u, v) =
1

1 + d(u, v)

s(u, v) = e−d(u,v)

s(u, v) = 1− d(u, v)− dmin

dmax − dmin

2 .9 lentel
e. Vieno atributo reik²miu� u ir v artumo matai

pamin
eti atstumai yra metrikos.

Kai objekt¡ nusako k skaitiniu� atributu�, tenka matuoti atstumus tarp vektoriu�

u = (u1, u2, . . . , uk) ir v = (v1, v2, . . . , vk) . Daºniausiai naudojami Minkovskio metrikos

d(u,v) =

(
k∑
i=1

|ui − vi|q
)1/q

, q ≥ 1 , (2 .1)

atskiri atvejai.

• q = 1. Manheteno (blokinis) atstumas

d(u,v) =
k∑
i=1

|ui − vi| . (2 .2)

Kai u ir v yra binariniai vektoriai, ²i metrika dar vadinama Hamingo atstumu ir

rei²kia nesutampan£iu� bitu� skai£iu�.

• q = 2. Euklido metrika

d(u,v) =

√√√√ k∑
i=1

|ui − vi|2 . (2 .3)
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• q =∞. �eby²ovo ( maksimumo ) atstumas

d(u,v) = max
i
|ui − vi| . (2 .4)

Skai£iuojant �eby²ovo atstum¡, naudojama tik dalis turimos informacijos apie ob-

jektus. Kada tai pateisinama? Tarkime, grupei keliautoju� atliekamas suderinamumo

testas. Norima sudaryti grupeles (klasterius), i� kurias patektu� pana²iu� charakteriu�

(matuojamu� atributu�) ºmon
es, t.y. visi ju� skirtumai neb	utu� ry²k	us. Tinkamiausias

²iuo atveju pana²umo kriterijus yra maºas �eby²ovo atstumas.

Vienas i² metriniu� atstumu� matu� tr	ukumu� - nevienoda skirtingai matuojamu� atributu�

i�taka. Kintamieji, kuriu� sklaidos charakteristikos i�gyja dideles reik²mes, gali nustelbti maºai

i�vairuojan£iu� kintamu�ju� i�tak¡. Tarkime, turime du vektorius (1; 200) ir (1, 1; 500). Euklido

atstumas tarp ju� yra √
0, 12 + 3002 ≈ 300, 0002 .

Atstum¡ fakti²kai nulemia antroji vektoriu� koordinat
e. Vienas i² b	udu� ²io tr	ukumo i²vengti

- uºuot naudojus pa£ius atributus, imti ju� standartizuot¡sias reik²mes ( ºr. 2.3.1 skyreli�

). Kitas b	udas - turint tokius duomenis, naudoti m¡steliu� skirtumus kompensuojan£i¡

metrik¡. Viena i² tokiu� - Mahalanobio atstumas

dM(u,v) =
√

(u− v)Σ−1(u− v)T , (2 .5)

£ia Σ−1 yra atributu� kovariaciju� matricos

Σ = (σij)k×k

atvirk²tin
e matrica. Priminsime, kad i - tojo ir j - atributu� kovariacija apibr
eºiama taip:

σij = cov(xi,xj) =
1

n− 1

n∑
l=1

(xli − x̄i)(xlj − x̄j) , (2 .6)

£ia xi = (x1i, x2i, . . . , xni)
T i - tojo atributo reik²miu� stulpelis,

x̄i =
1

n

n∑
l=1

xli ,

i = 1, 2, . . . , k .
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Kai kovariaciju� matrica yra vienetin
e, Mahalanobio atstumas sutampa su Euklido metrika.

Atstumas tarp diskre£iu�ju� vektoriu� paprastai rei²kiamas nesutapimu� metrika

d∆(u,v) =
1

k

k∑
i=1

ui 6=vi

1 . (2 .7)

Aptarsime ir kelet¡ vektoriu� pana²umo matu�. Vektoriu� skaliarin¦ sandaug¡ ir vektoriaus

ilgi� ºym
esime

u · v =
k∑
i=1

uivi , ‖v‖ =
√
v · v .

Be to, paºym
esime v̄ - vidurkiu� vektoriu�, sudaryt¡ i² k vienodu� koordina£iu� v̄

v̄ = (v̄, v̄, . . . , v̄) , v̄ =
1

k

k∑
i=1

vi .

Keletas daºniausiai naudojamu� pana²umo koe�ciento i²rai²ku� pateikiama 2 .10 lentel
eje.

Palyginsime binariniu� vektoriu� suderinamumo ir �akardo pana²umo koe�cientus. Jei u ir

v yra binariniai vektoriai, tai 0 ir 1 i²sid
estym¡ ju� koordinat
ese nusako daºniu� lentel
e

ui\vi 0 1

0 k00 k01

1 k10 k11

�ia klm rei²kia koordina£iu�, tenkinan£iu� s¡lygas ui = l , vi = m , skai£iu�. Ai²ku, kad

k00 + k01 + k10 + k11 = k ,

o sutampan£iu� koordina£iu� skai£ius yra lygus k00 + k11. Tod
el suderinamumo koe�cientas

ssud(u,v) = 1− d∆(u,v) =
k00 + k11

k
.

Skai£iuojant �akardo pana²umo koe�cient¡ sJ(u,v), sutampantys nuliai n
era svarb	us

sJ(u,v) =
k11

k01 + k10 + k11

.
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Pavadinimas s(u,v) formul
e

Suderinamumo 1− d∆(u,v)

�akardo
u · v

‖u‖2 + ‖v‖2 − u · v

Vektoriu� kampo kosinusas
u · v
‖u‖‖v‖

Koreliacijos
(u− ū) · (v− v̄)

‖u− ū‖ ‖v− v̄‖

2 .10 lentel
e. Vektoriu� u ir v pana²umo koe�cientai s(u,v)

2.3.1 pavyzdys. Parduotuv
e prekiauja 10 pavadinimu� prek
emis. Dvieju� pirk
eju� "krep²e-

liai" vaizduojami binariniais vektoriais

u = (0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

v = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) .

Tai rodo, kad pirmasis pirk
ejas pirko tik antro ir ketvirto, o antrasis - pirmo ir tre£io pava-

dinimo prekes. Kaip matome, pirk
eju� poreikiai skirtingi. Ta£iau suderinamumo koe�cientas

rodo k¡ kita

ssud(u,v) = 1− d∆(u,v) = 1− 0, 4 = 0, 6 .

Toki� rezultat¡ s¡lygoja daug sutampan£iu� nuliu�. Bet prek
es, kurios nesudomino n
e vieno

pirk
ejo, n
era svarbios (pagalvokite koki� rezultat¡ gautume, jei parduotuv
es asortimentas

b	utu� ne 10, o pavyzdºiui, 10000 pavadinimu� ). �akardo koe�cientas ²iuo atveju objektyves-

nis, nes jis ignoruoja sutampan£ius nulius:

sJ(u,v) =
0

2 + 2− 0
= 0 .

Tokie atributai, kuriems svarbios yra tik nenulin
es reik²m
es, kartais dar vadinami asimet-

riniais.
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Koreliacijos koe�cientai paprastai naudojami kaip atsitiktiniu� dydºiu� ( atributu� ) pana²umo

matai. Kartais jais remiantis vertinamas objektu� ( i�ra²u� ) pana²umas. Statistikoje i�prastas

u ir v koreliacijos koe�ciento apibr
eºimas yra

r(u,v) =
cov(u,v)

susv
,

£ia kovariacija cov(u,v) randama pagal (2 .6) formul¦, o sv ir su yra vektoriu� standartiniai

nuokrypiai

su =

√√√√ 1

k − 1

k∑
i=1

(ui − ū)2 , sv =

√√√√ 1

k − 1

k∑
i=1

(vi − v̄)2 .

Nesunku i�sitikinti, kad

r(u,v) =
(u− ū) · (v− v̄)

‖u− ū‖ ‖v− v̄‖ .

Koreliacijos koe�cientas visada priklauso intervalui [−1; 1] . Jei jis lygus +1 arba −1 , tai

vektoriai yra tiesi²kai priklausomi

v = au + b ,

be to krypties koe�cientas a ir r(u,v) tur
es vienodus ºenklus. Ta£iau, jei r(u,v) = 0 , tai

dar nerei²kia, kad tarp vektoriu� n
era jokios priklausomyb
es. Pavyzdºiui, imkime vektorius

u = (−2,−1, 0, 1, 2) ,

v = (4, 1, 0, 1, 4) ,

kuriu� koordinat
es susietos lygybe vi = u2
i . Ta£iau, neºi	urint to, r(u,v) = 0 . Kitaip sakant,

koreliacijos koe�ciento lygyb
e nuliui rodo, kad n
era tiesin
es priklausomyb
es.

Jau aptar
eme homogeni²ku� vektoriu� pana²umo matus, t.y. kai visos vektoriaus kompo-

nent
es yra vieno tipo atributu� reik²m
es. Deja daºniausiai imties atributai b	una skirtingu�

tipu�. Tad kaip matuoti atstum¡ tarp heterogeni²ku� vektoriu�? Nat	uralus problemos sprendi-

mas b	utu� toks: pasirinkti i² 2 .9 lentel
es tinkam¡ mat¡ kiekvienam atributui ( vektoriaus

koordinatei ) ir i² ju� sudaryti bendr¡ mat¡ ( pavyzdºiui, apskai£iuojant vidutin¦ reik²m¦

). Esant galimybei, patartina kiekvieno atributo mat¡ taip normuoti, kad jis priklausytu�

intervalui [0; 1] . Be to, galima i�vesti papildomus svorio koe�cientus, leidºian£ius atsiºvel-

gti i� galim¡ atributu� asimetrij¡ ir pageidaujam¡ i�tak¡ bendrajam matui. Gautume toki¡

heterogeni²ku� vektoriu� u ir v artumo mato konstrukcij¡.
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1. Pasirenkame i -tojo atributo atstum¡ di(u,v) = d(ui, vi) ∈ [0; 1] arba pana²umo

koe�cient¡ si(u,v) = s(ui, vi) ∈ [0; 1] .

2. Apibr
eºiame i -tojo atributo asimetrijos ir tr	ukstamu� reik²miu� indikatoriu� δi . Jis

lygus 0, jei i - tasis atributas asimetrinis ir ui = vi = 0 arba kai kuriame nors

vektoriuje tr	uksta i - tosios koordinat
es. Kitais atvejais δi = 1 .

3. Pasirenkame i -tojo atributo svori� wi ≥ 0 taip, kad visu� svoriu� suma b	utu� lygi 1

k∑
i=1

wi = 1 .

4. Randame atstum¡ tarp vektoriu� u ir v

d(u,v) =

(
k∑
i=1

δi

)−1 k∑
i=1

wiδidi(u,v) (2 .8)

arba ju� pana²umo koe�cient¡

s(u,v) =

(
k∑
i=1

δi

)−1 k∑
i=1

wiδisi(u,v) (2 .9)

Skaitiniams vektoriams svorius analogi²kai galima i�vesti ir Minkovskio metrikoje (2 .1)

d(u,v) =

(
k∑
i=1

wi|ui − vi|q
)1/q

, q ≥ 1 . (2 .10)

Jau mat
eme, kad objektu� artumo mato pasirinkimas labai priklauso nuo imties atributu�

tipo. Ta£iau ²i� pasirinkim¡ i�takoja ir kiti faktoriai: sprendºiamo uºdavinio speci�ka, nau-

dojama programin
e i�ranga, ankstesn
e pana²iu� uºdaviniu� sprendimo patirtis ir t.t. Tod
el

gali tekti pabandyti i�vairus artumo matus, norint rasti tinkamiausi¡.

2.4 Duomenu� tyrimo uºdaviniu� tipai

Tur
edami vienokius ar kitokius duomenis, priklausomai nuo poreikio, galime formuluoti ir

spr¦sti i�vairius duomenu� tyrimo uºdavinius.

Kontroliuojamo mokymo uºdaviniai.

Tarkime imties i�ra²ai sudaryti i² nepriklausomo kintamojo X ir priklausomo kintamojo Y
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reik²miu�: (x1, y1), . . . , (xn, yn). Beje kintamieji gali b	uti ir daugiama£iai. Tada ºym
esime

X = (X1, . . . , Xk) , o priklausomas kintamasis Y = (Y1, . . . , Ym) . Analogi²kai xi =

(xi1, . . . , xik) ir yi = (yi1, . . . , yim) ºym
esime i - tojo imties i�ra²o reik²mes. Priklausomai

nuo kintamojo Y tipo, skiriami tokie kontroliuojamo mokymo uºdaviniai

• Klasi�kavimas. Kintamasis Y - kategorinis. I² turimu� imties duomenu� reikia

"i²mokti" visoje populiacijoje nustatyti Y reik²m¦ pagal ºinom¡ X reik²m¦ . Ki-

taip sakant, reikia "i²mokti" nustatyti kuriai kintamojo Y kategorijai priklauso bet

kuris populiacijos objektas, kai ºinoma tik jo X reik²m
e. 2.1.1 pavyzdyje (ºr. 2 .2

lentel
e ) kintamasis X = (X1, X2, X3, X4) nusako oro s¡lygas, pagal kurias reikia

nuspr¦sti kuriai Y kategorijai priklauso konkreti meteorologin
e situacija, t.y., rung-

tyn
es i�vyks ar ne. Pana²iai 2.1.3 pavyzdyje pagal vainiklapio ir taur
elapio matme-

nis irisai klasi�kuojami i� tris kategorijas (r	u²is); 2.1.4 pavyzdyje pagal 256 pikseliu�

²viesum¡ nustatomas pie²inyje pavaizduotas skaitmuo. Ai²ku, kad ne visada pavyks

vis¡ populiacij¡ klasi�kuoti tiksliai arba sukonstruotas absoliu£iai teisingas klasi�ka-

torius (pavyzdºiui klasi�kacijos taisykliu� seka arba sprendimu� medis ) bus per daug

sud
etingas. Tod
el i² tikru�ju� yra konstruojamas kintamojo Y i�vertis

Ŷ = f(X) , (2 .11)

stengiantis, kad kuo didesnei imties i�ra²u� daliai jis b	utu� teisingas, t.y. f(xi) = yi.

Kitaip sakant, tur
edami i�ra²us (xi, yi) , mes galime kontroliuoti gautojo i�ver£io patiki-

mum¡.

2.1.2 pavyzdyje i�vertis, nusakomas 2 .2 paveiksle pavaizduotu sprendimu� medºiu, yra

teisingas 22 i�ra²ams i² 24. Pasteb
esime, kad ²is pavyzdys skiriasi nuo kitu� dar ir

tuo, kad 2 .3 lentel
eje pateikiamos visos galimos keturma£io nepriklausomo kinta-

mojo reik²m
es. Tod
el £ia pagrindinis uºdavinys - suteikti turimiems duomenims kuo

ai²kesn¦ strukt	ur¡, nurodant ai²ki¡ ir patikim¡ i�ver£io funkcij¡ f .

• Skaitin
e prognoz
e. Uºdavinys pana²us i� klasi�kavimo uºdavini�, tik ²iuo atveju

priklausomas kintamasis Y - skaitinis. Tod
el, konstruojant i�verti� (2 .11), svarbios

yra prielaidos apie funkcijos f analizines savybes ir kintamojo X komponen£iu� i�takos

67



svori�. Kiek i�vertis atitinka tikr¡ji� kintam¡ji� Y nusako vadinamoji klaidu� ( nuostoliu�

) funkcija L(Y, f(X)) . �ios funkcijos parinkimas taip pat i�takoja galutini� rezultat¡.

2.1.5 pavyzdyje visi kintamieji yra skaitiniai ir daroma prielaida, kad f yra tiesin
e

nepriklausomu� kintamu�ju� funkcija

f(X) = β0 +
6∑
j=1

βj Xj .

Koe�cientai β = (β0, β1, . . . , β6) rasti vadinamuoju maºiausiu� kvadratu� metodu. Ki-

taip sakant, pasirinkus klaidu� funkcij¡

L(Y, f(X)) = (Y − f(X))2 ,

buvo minimizuojama suma

S(β) =
209∑
i=1

L(yi, f(xi)) .

Taigi, tiek spr¦sdami klasi�kavimo, tiek skaitin
es prognoz
es uºdavini�, tai ko "i²mokstame"

(t.y. sukonstruojame i�verti� Ŷ ) galime "pasitikrinti" palygindami gaut¡ rezultat¡ su im-

tyje turimais i�ra²ais. Ta£iau yra ir tokiu� uºdaviniu�, kuriuos tenka spr¦sti be "mokytojo

pagalbos".

Nekontroliuojamo mokymo uºdaviniai.

�iuo atveju n
era priklausomo kintamojo, tod
el imtis susideda tik i² kintamojo X reik²miu�

x1, . . . , xn . Beje kintamojo X dimensija k gali b	uti net didesn
e uº imties dydi� n. I²skirsime

tokius nekontroliuojamo mokymo uºdavinius

• Asociacijos taisykliu� konstravimas. Papras£iausios asociacijos taisykl
es buvo

sukonstruotos 2.1.1 pavyzdyje. Buvo stengiamasi 2 .1 lentel
eje i�ºvelgti kokius nors

d
esningumus, t.y., kokias nors "d
esningas" kintamu�ju� reik²mes.

Paprastai ²is uºdavinys kyla analizuojant didel
es dimensijos kategoriniu� kintamu�ju�

imtis. Tipi²kas pavyzdys - vadinamasis pirk
ejo krep²elio uºdavinys: analizuojant

prekybos centro pardavimu� duomenis, stengiamasi nustatyti kokios prek
es daºniausiai

perkamos kartu.
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• Klasterin
e analiz
e. Tikslas : turimus imties i�ra²us suskirstyti i� tam tikras "nat	u-

ralias" grupes (klasterius). Klasteriu� skai£ius gali ir neb	uti ºinomas i² anksto.

Gri�ºkime prie 2.1.3 pavyzdºio. Tarkime, kad mes turime taur
elapiu� ir vainiklapiu� mat-

menis, bet neºinome kokios r	u²ies buvo augalai. Tada vietoje 2 .4 lentel
es tur
etume

duomenis, pateiktus 2 .11 lentel
eje.

Taur
elapio Taur
elapio Vainiklapio Vainiklapio
ilgis (X1) plotis (X2) ilgis (X3) plotis (X4)

1 5,1 3,5 1,4 0,2
2 4,9 3,0 1,4 0,2
3 4,7 3,2 1,3 0,2
4 4,6 3,1 1,5 0,2
5 5,0 3,6 1,4 0,2
· · · · · · · · · · · · · · ·
50 5,0 3,3 1,4 0,2
51 7,0 3,2 4,7 1,4
52 6,4 3,2 4,5 1,5
53 6,9 3,1 4,9 1,5
54 5,5 2,3 4,0 1,3
55 6,5 2,8 4,6 1,5
· · · · · · · · · · · · · · ·
100 5,7 2,8 4,1 1,3
101 6,3 3,3 6,0 2,5
102 5,8 2,7 5,1 1,9
103 7,1 3,0 5,9 2,1
104 6,3 2,9 5,6 1,8
105 6,5 3,0 5,8 2,2
· · · · · · · · · · · · · · ·
150 5,9 3,0 5,1 1,8

2 .11 lentel
e. Irisu� matmenys

Turimos imties klasterin
e analiz
e tur
etu� "i²mokyti" mus atsakyti i� tris klausimus:

1) Keliu� r	u²iu� irisai buvo matuojami?

2) Kurios r	u²ies buvo kiekvienas i² 150 jau i²matuotu� augalu� ?
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3) Kaip nustatyti bet kurio, naujai i²matuoto, iriso r	u²i�?

Ai²ku, kad ²io ar kurio nors kito klasterizacijos uºdavinio sprendimas ir atsakymas

priklausys ir nuo to kaip bus matuojamas dvieju� imties i�ra²u� atstumas. Kitaip sakant,

k¡ rei²kia "pana²ios kintamu�ju� reik²m
es". Tai ypa£ aktualu, kai dalis kintamu�ju� yra

kategoriniai.

Skirtingai nuo klasi�kacijos ir skaitin
es prognoz
es, ²is apmokymas n
era "kontroliuojamas"

imties i�ra²ais. Tod
el patikrinti gautus rezultatus galima tik atsiºvelgiant i� tai, kiek jie

atitinka reali¡ praktik¡.
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3 Kontroliuojamo mokymo uºdaviniai: klasi�kavimas

3.1 Kontroliuojamas mokymas ir klasi�kavimas

Tarkime imties i�ra²ai sudaryti i² nepriklausomo kintamojo X ir priklausomo kintamojo

Y reik²miu�: (x1, y1), . . . , (xn, yn). Bendriausiu atveju kontroliuojamo mokymo uºdavinys

yra pagal ²iuos duomenis sukonstruoti taisykles, leidºian£ias kuo patikimiau prognozuoti

Y reik²m¦ bet kuriai nepriklausomo kintamojo X reik²mei. Daºniausiai Y priklauso nuo

daugelio parametru�. Tada nepriklausomas kintamasis yra daugiamatis X = (X1, . . . , Xk) ,

o jo komponent
es kartais vadinamos atributais. Kontroliuojamo mokymo uºdavinio sprendi-

mas gali b	uti pavaizduotas tokia schema

Atributai

(X1, . . . , Xk)
=⇒

Sukonstruotos

taisykl
es
=⇒

Kintamojo

Y reik²m
e

Priklausomai nuo kintamojo Y tipo, skirsime klasi�kavimo ir skaitin
es prognoz
es uºdavinius

Kai priklausomas kintamasis Y yra kategorinis, tada pagal jo reik²m¦ imties i�ra²as (xi, yi)

priskiriamas klasei, kuriai Y = yi. Tod
el Y vadinamas klas
es kintamuoju, o klasiu� skai£iu�

apsprendºia jo galimu� reik²miu� aib
es dydis. 3 .1 lentel
eje pateikiami duomenys apie kai

kuriu� stuburiniu� gyv	unu� klasi�kacij¡. Zoologijoje skiriamos penkios stuburiniu� klas
es:

ºinduoliai, pauk²£iai, ºuvys, ropliai ir varliagyviai. Klas
e, kuriai priskiriamas gyv	unas,

priklauso nuo daugelio charakteristiku� (atributu�): k	uno temperat	uros, reprodukcijos b	udo,

galimyb
es skraidyti ir t.t. Lentel
eje pateikiamos ²e²iu� atributu� X = (X1, X2, . . . , X6) ir

klas
es kintamojo Y reik²m
es. �iame pavyzdyje visi kintamieji yra kategoriniai. Bendruoju

atveju klasi�kavimo uºdavinyje, skirtingai nuo regresijos, priklausomas kintamasis b	utinai

kategorinis. Tuo tarpu atributai gali b	uti ir skaitiniai.

3.1.1 apibr
eºimas. Tegul AX yra nepriklausomu� kintamu�ju� X = (X1, X2, . . . , Xk) galimu�

reik²miu� aib
e, o baigtin
e aib
e AY sudaryta i² visu� galimu� klas
es kintamojo Y reik²miu�.

Klasi�kavimo uºdavinys yra pagal imties duomenis sukonstruoti funkcij¡

f : AX 7→ AY .

�i funkcija vadinama klasi�kavimo modeliu.
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Pavadinimas Kraujo Odos Gyva- Gyvena Skraido Turi Klas
e

tipas danga vedis vandenyje kojas

(X1) (X2) (X3) (X4) (X5) (X6) (Y )

ºmogus ²iltas plaukai taip ne ne taip ºinduolis

pitonas ²altas ºvynai ne ne ne ne roplys

la²i²a ²altas ºvynai ne taip ne ne ºuvis

banginis ²iltas plaukai taip taip ne ne ºinduolis

varl
e ²altas n
era ne kartais ne taip varliagyvis

komodo varanas ²altas ºvynai ne ne ne taip roplys

²ik²nosparnis ²iltas plaukai taip ne taip taip ºinduolis

balandis ²iltas plunksnos ne ne taip taip pauk²tis

kat
e ²iltas kailis taip ne ne taip ºinduolis

tigrinis ryklys ²altas ºvynai taip taip ne ne ºuvis

v
eºlys ²altas ºvynai ne kartais ne taip roplys

pingvinas ²iltas plunksnos ne kartais ne taip pauk²tis

dygliuotis ²iltas dygliai taip ne ne taip ºinduolis

ungurys ²altas ºvynai ne taip ne ne ºuvis

salamandra ²altas n
era ne kartais ne taip varliagyvis

3 .1 lentel
e. Stuburiniai gyv	unai

Klasi�kavimo modelio pagalba sprendºiami uºdaviniai gali b	uti tokie.

1. Turimu� duomenu� klasi�kavimas. Klasi�kavimo modelis naudojamas kaip priemon
e,

leidºianti nustatyti kriterijus, kuriais remiantis, objektas priskiriamas vienai ar kitai klasei.

Pavyzdºiui, b	utu� naudinga (ne tik biologui ), 3 .1 lentel
eje pateiktu� duomenu� pagrindu,

nustatyti kokie poºymiai apsprendºia ar tiriamasis gyv	unas yra ºinduolis, pauk²tis, ºuvis,

roplys ar varliagyvis.

2. Neºinomu� duomenu� prgnoz
e. Tur
edami naujo objekto (imties i�ra²o) atributu�

reik²mes, klasi�kavimo modelio pagalba priskiriame ji� vienai i² galimu� klasiu�. Pavyzdºiui,

anks£iau nesutiktas gyv	unas ²iurpusis nuodadantis pasiºymi tokiomis savyb
emis
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Pavadinimas Kraujo Odos Gyva- Gyvena Skraido Turi Klas
e

tipas danga vedis vandenyje kojas

(X1) (X2) (X3) (X4) (X5) (X6) (Y )

²iurpusis nuodadantis ²altas ºvynai ne ne ne taip ?

Kokiai klasei jis priklauso ? Atsakym¡ gali duoti 3 .1 lentel
eje pateiktu� duomenu� pagrindu

sukonstruotas klasi�kavimo modelis.

Klasi�kavimo modeliai daºniausiai taikomi binariniu� arba vardiniu� kintamu�ju� imtims. Ran-

giniu� kintamu�ju� atveju jie yra maºiau efektyv	us, nes , kaip taisykl
e, neatsiºvelgia i� nat	urali¡

rangu� tvark¡ (pvz. pradinis i²silavinimas yra maºesnis uº universitetini� ).

Klasi�kavimo modelio konstravimo (kitaip: mokymo algoritmo) pagrindas yra imtis. Reikia

rasti toki� modeli� kuris teisingai atspind
etu� s¡ry²i� tarp imties atributu� ir klas
es kintamojo.

Modelis turi kuo tiksliau atitikti turimus imties duomenis ir tuo pa£iu teisingai nustatyti

klases, kurioms priskirtini nauji i�ra²ai. Kitaip sakant, geras modelis turi sugeb
eti apiben-

drinti tai, ko "i²moko" i² imties duomenu�. Bendroji klasi�kavimo modelio konstravimo

schema pavaizduota 3 .1 paveiksle.

Pirmiausiai turima duomenu� aib
e skaidoma i� dvi dalis. Didesnioji imties i�ra²u� su ºinomomis

klas
es kintamojo reik²m
emis dalis patenka i�mokymo imti�, o likusieji i�ra²ai sudaro kontrolin¦

imti�. Pagal mokymo imties duomenis, naudojant vienoki� ar kitoki� mokymo algoritm¡, kon-

struojamas klasi�kavimo modelis. Po to jis taikomas kontrolin
es imties i�ra²ams. Modelio

patikimum¡ nusako teisingai ir neteisingai klasi�kuotu� kontrolin
es imties i�ra²u� skai£iu� san-

tykis. I² ²iu� skai£iu� sudaryta lentel
e vadinama nesutapimu� matrica. 3 .2 lentel
eje pavaiz-

duota binarinio klasi�kavimo modelio nesutapimu� matrica. �ia nij yra kontrolin
es imties

i�ra²u�, priklausan£iu� klasei i, bet priskirtu� klasei j, skai£ius. Neteisingai klasi�kuotu� kon-

trolin
es imties i�ra²u� dalis

e =
n01 + n10

n00 + n01 + n10 + n11

vadinama modelio klaidos koe�cientu. Dauguma mokymo algoritmu�, konstruodami klasi-

�kavimo modelius, siekia minimizuoti klaidos koe�cient¡.
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Mokymoimtis
Kontrolin
eimtis

MokymoalgoritmasModeliokonstravimasModeliotaikymas Klasi�kavimomodelis
3 .1 pav. Klasi�kavimo modelio konstravimas

Prognozuojama klas
e

0 1

Tikroji 0 n00 n01

klas
e 1 n10 n11

3 .2 lentel
e. Binarinio klasi�kavimo nesutapimu� matrica

3.2 Sprendimu� medºiai

Viena i² paprastesniu� klasi�kavimo modelio ( trumpiau sakant, klasi�katoriaus) formu� yra

sprendimu� medis. D
el savo paprastumo ir vaizdumo sprendimu� medºiai gana pla£iai nau-

dojami. Kaip jie atrodo ? Iliustracijai pasitelksime pavyzdi� apie stuburiniu� gyv	unu� klasi-

�kavim¡ ( ºr. 3 .1 lent.). Uºdavini� ²iek tiek supaprastinsime. Visus stuburinius skirstysime

ne i� penkias, o tik i� dvi skirtingas kategorijas: ºinduolius ir ne ºinduolius. Kitaip sakant,

tur
esime binarini� klas
es kintam¡ji�.
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Tarkime, aptiktas iki ²iol neºinomas gyv	unas. �induolis jis ar ne ? Ai²ku, kad tai prik-

lauso nuo atsakymu� i� kelet¡ klausimu� apie ²i� gyv	un¡. Pirmas klausimas gal
etu� b	uti apie jo

k	uno temperat	ur¡. Jei gyv	unas ²altakraujis, jis tikrai ne ºinduolis. Prie²ingu atveju jis yra

pauk²tis arba ºinduolis ir tod
el ²i� savoti²k¡ ºaidim¡ "Taip-Ne" t¦siame toliau. Skaitytojas,

kuris yra ºaid¦s toki� ºaidim¡, jau suprato, kad norint greitai laim
eti, reikia protingai formu-

luoti klausimus. �i	urint i� 3 .1 lentel
es duomenis, tinkamas klausimas b	utu�: ar paslaptingasis

gyv	unas yra gyvavedis ? Taip - ºinduolis, ne - pauk²tis. Nelabai vykusio klausimo pavyzdys:

ar gyv	unas turi kojas ? Akivaizdu, kad i²girdus atsakym¡ "taip", tektu� ºaidim¡ t¦sti toliau.

Kaip matome, klasi�kavimo problem¡ galima spr¦sti atsakant i� eil¦ gerai apgalvotu� klausimu�

apie nagrin
ejamo i�ra²o atributu� reik²mes. Be to, kiekvienas sekantis klausimas priklauso

nuo atsakymo i� prie² tai uºduot¡ klausim¡. Kitaip sakant, klausimai - atsakymai sudaro

hierarchin¦ strukt	ur¡, kuri¡ galima pavaizduoti sprendimu� medºiu. Jo ²aknis ir visos vidin
es

vir²	un
es atspindi pateiktus klausimus, ²akos atitinka galimus atsakymus, o lapuose randasi

klas
es kintamojo reik²m
es. Tuo b	udu, per
ej¦ klausimu� - atsakymu� grandin¦ nuo ²aknies

iki lapo atrandame klas¦, kuriai priklauso nagrin
ejamas i�ra²as. 3 .2 paveiksle pavaizduotas

auk²£iau i²nagrin
eto pavyzdºio sprendimu� medis, klasi�kuojantis gyv	unus i� ºinduolius ir ne

ºinduolius. Kraujotipas
Gyvavedis Ne ºinduolis

�induolis Ne ºinduolis
²altas²iltas

taip ne
3 .2 pav. �induoliu� klasi�kavimo sprendimu� medis
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Sukonstravus sprendimu� medi�, pati klasi�kavimo procedura tampa labai paprasta. Pavyz-

dºiui, anks£iau jau sutiktas ²iurpusis nuodadantis labai nesunkiai klasi�kuojamas kaip ne

ºinduolis, nes yra ²altakraujis.

Lieka atsakyti i� du "paprastus" klausimus. Kaip suformuluoti gerus klausimus ir kaip

i�vertinti klasi�katoriaus patikimum¡? Toliau apie tai ir pakalb
esime.

3.2.1 Sprendimu� medºiu� konstravimas

Galimu� sprendimu� medºiu� skai£ius yra eksponentinis atributu� kiekio atºvilgiu. Tod
el rasti

optimalu� medi� tiesioginio perrinkimo b	udu didesniam kintamu�ju� skai£iui yra prakti²kai ne-

i²sprendºiama problema. Ta£iau yra efektyv	us algoritmai, leidºiantys konstruoti, nors ir

ne visada optimalius, ta£iau pakankamai tikslius sprendimu� medºius. Paprastai tokie al-

goritmai "augina" medi�, kiekviename ºingsnyje optimaliai parinkdami kintamuosius toles-

niam imties skaidymui. Reikia paºym
eti, kad optimalumo kriterijai gali b	uti i�vair	us ir

pasirenkami, priklausomai nuo sprendºiamo uºdavinio. Vienas i² tokiu� yra, dar 1966 metais

paskelbtas ir klasikiniu tap¦s, E.B.Hunt'o algoritmas. Jo pagrindu buvo konstruojami

daugelis v
elesniu� algoritmu�, pavyzdºiui, ID3, C4.5, CART. �iame skyrelyje aptarsime ir

pavyzdºiais iliustruosime bendruosius Hunt'o algoritmo principus.

Hunt'o algoritmas

Hunt'o algoritmas konstruoja sprendimu� medi� rekursi²kai skaidydamas mokymo imti� i�

maºesnes dalis. Tarkime DT yra su medºio vir²	une T susijusi mokymo imties i�ra²u� aib
e, o

AY - visu� klasiu� aib
e. Kitaip sakant, AY yra sudaryta i² visu� galimu� priklausomo (klas
es)

kintamojo Y reik²miu�. Algoritm¡ sudaro du ºingsniai.

H1. Jei visi aib
eje DT esantys i�ra²ai priklauso vienai klasei yT ∈ AY , tai vir²	un
e T yra

lapas, ºymintis klas¦ yT .

H2. Jei aib
eje DT yra i�ra²u�, priklausan£iu� skirtingoms klas
ems, tai T tampa vidine medºio

vir²	une, kurios vaikams priskiriami aib
es DT poaibiai. Poaibiu� skai£ius ir sud
etis prik-

lauso nuo pasirenkamos atributu� reik²miu� tikrinimo s¡lygos, t.y. nuo suformuluoto

klausimo. Toliau algoritmas kartojamas kiekvienam vir²	un
es T vaikui.
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Antr¡jame ºingsnyje atributu� tikrinimo s¡lygu� parinkimas nedetalizuojamas ir priklauso

nuo konkre£ios algoritmo modi�kacijos. �i¡ problem¡ aptarsime v
eliau. o kol kas algoritm¡

iliustruosime tokiu pavyzdºiu.

3.2.1 pavyzdys. Prie² skirdamas paskol¡, bankas analizuoja ar potencialus klientas bus

mokus, t.y. laiku mok
es periodines i�mokas. �iuo atveju mokymo imti� sudaro banko turima

informacija apie 10 ankstesniu� jo klientu�.

Namu� valda �eimynin
e Metin
es pajamos Mokus

(X1) pad
etis(X2) (t	ukst.Lt)(X3) klientas(Y )

1 taip ved¦s 65 taip

2 ne ved¦s 50 taip

3 taip viengungis 35 taip

4 taip ved¦s 60 taip

5 ne i²siskyr¦s 47 ne

6 ne viengungis 30 taip

7 taip i²siskyr¦s 110 taip

8 ne viengungis 42 ne

9 taip ved¦s 37 taip

10 ne viengungis 45 ne

3 .3 lentel
e. Banko klientai

3 .3 lentel
eje pateikiama tokia informacija apie banko klientus: turi ar neturi savo vardu

registruot¡ nam¡ arba but¡, ²eimynin
e pad
etis, metin
es pajamos, mokumas (ar tvarkingai

gr¡ºino paskol¡).

Algoritmas pradeda darb¡ nuo pradinio medºio, sudaryto i² vienos vir²	un
es, paºym
etos

Mokus=taip (ºr.3 .3(a) paveiksl¡).

Tai rei²kia, kad dauguma buvusiu� klientu� atsiskait
e tvarkingai. Ta£iau medi� reikia i²pl
esti,

nes mokymo imtyje yra abiems klas
ems priklausan£iu� i�ra²u�. Tod
el visi klientai dalijami

i� dvi dalis pagal kintamojo X1 (Namu� valda) galimas reik²mes, kaip pavaizduota 3 .3(b)

paveiksle. Kod
el b	utent pagal X1 ? Kaip jau buvo min
eta, atributu� parinkimo problem¡

77



Mokus = taip(a)
Namu�valdaMokus = taip Mokus = ne(b)

taip ne
Namu�valdaMokus = taip �eimynin
epad
etisMetin
espajamos Mokus = taip

Mokus = taip Mokus = ne(d)

taip neviengungis,i²siskyr�s ved�s
< 40 ≥ 40

Namu�valdaMokus = taip �eimynin
epad
etis
Mokus = ne Mokus = taip()

taip ne
viengungis,i²siskyr�s ved�s
3 .3 pav. Hunt'o algoritmas sprendimu� medºio konstrukcijai

nagrin
esime v
eliau. Dabar tiesiog manysime, kad £ia si	ulomi imties skaidiniai yra geri-

ausi. Toliau analizuojame abu ²aknies vaikus. 3 .3 lentel
eje matome, kad visi namu� valdos

savininkai s
ekmingai gr¡ºino paskol¡. Tod
el kairysis ²aknies vaikas lieka lapu, atitinkan£iu

klas¦ Y =taip (ºr. 3 .3(b) pav.). Tuo tarpu de²inysis vaikas skaidomas toliau, rekursi²kai

vykdant Hunt'o algoritmo H1 ir H2 ºingsnius, kol gaunamas medis, kurio kiekvienas lapas

atitinka tik vienos klas
es i�ra²us. Tai pavyko padaryti po dvieju� ºingsniu�. Po kiekvieno

ºingsnio kintantys medºiai pavaizduoti 3 .3(c) ir (d) paveiksluose.

Kad Hunt'o algoritmo apra²ymas b	utu� pilnas, liko atskirai aptarti dvi i²skirtines situacijas.

1. Kuriai nors vir²	unei T , n
era j¡ atitinkan£iu� i�ra²u�, t.y. DT = ∅. Tokiu atveju T
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paskelbiama lapu, atitinkan£iu klas¦, daºniausiai sutinkam¡ aib
eje DT ′ , £ia T ′ ºymi

vir²	un
es T t
ev¡.

2. Visi aib
es DT i�ra²ai, turi vienodas nepriklausomu� kintamu�ju� reik²mes, bet priklauso

ne vienai klasei. Tai rei²kia, kad H2 ºingsnyje situacija prad
etu� kartotis. Tokiu atveju

T paskelbiama lapu, atitinkan£iu klas¦, daºniausiai sutinkam¡ aib
eje DT .

Bet kuris sprendimu� medi� konstruojantis mokymo algoritmas b	utinai turi i²spr¦sti tokias

dvi problemas.

1. Kaip skaidyti mokymo imti�? Turi b	uti parinktas objektyvus ir pagri�stas skaidinio

"gerumo matas", kiekviename ºingsnyje leidºiantis pasirinkti geriausi¡ skaidini�. Be

to, formuluojant s¡lygas, b	utina atsiºvelgti i� atributu� tipu� skirtumus.

2. Kada sustoti? Pagal Hunt'o algoritm¡, vir²	un
e nebeskaidoma tik kai visi jos i�ra²ai

priklauso vienai klasei arba turi vienodas atributu� reik²mes. Ta£iau, labai "²akotas"

medis ne visada yra geras. Tod
el reikalingi kriterijai, leidºiantys anks£iau sustabdyti

medºio auginimo proces¡.

3.2.2 Skaidymo b	udai ir ju� palyginimas

Kaip mat
eme, pagrindinis sprendimu� medºio konstravimo algoritmo elementas yra mokymo

imties i�ra²u� skaidymas i� dalis, priklausomai nuo pasirinktu� atributu� galimu� reik²miu�. Tod
el

tiek p£ios s¡lygos formulavimas, tiek galimi atsakymai ( o tuo pa£iu ir skaidomos vir²	un
es

vaiku� skai£ius) priklauso nuo atributu� tipo.

Binariniai kintamieji. Tai papras£iausias kintamasis, kartais dar vadinamas "taip-ne" atri-

butu. Medºio vir²	un¦ skaidant tokio kintamojo atºvilgiu, visada gaunami du vaikai, vaiz-

duojantys du galimus atsakymus. 3.2.1 pavyzdyje tokio tipo yra atributas X1 ir klas
es

kintamasis Y , o medºio vir²	un
es skaidymas pagal X1 pavaizduotas 3 .3(b) paveiksle.

Vardiniai kintamieji. Jei vardinio kintamojo galimu� reik²miu� skai£ius yra k, tai jo atºvilgiu

turim¡ i�ra²u� aib¦ galima suskaidyti Bk − 1 b	udu�. �ia Bk yra kombinatorikoje ºinomi Belo

skai£iai, nesunkiai randami i² rekurentinio s¡ry²io

Bk+1 =
k∑

m=0

(
k

m

)
Bm , B0 = 1 .

79



I² viso tur
esime 2k−1− 1 binariniu� skaidiniu�, o likusieji bus daugianariai. Pavyzdºiui, 3.2.1

pavyzdyje vardinis kintamasis X2 (�eimynin
e pad
etis) i�gyja k = 3 skirtingas reik²mes:

viengungis, ved¦s, i²siskyr¦s. Tod
el X2 atºvilgiu atitinkam¡ medºio vir²	un¦ galima

i²skaidyti 4 b	udais: vienas skaidinys yra daugianaris, o kiti 3 - binariniai (ºr. 3 .4(a),(b)

paveikslus). Kai kurie algoritmai, pavyzdºiui CART, dirba tik su binariniais vardiniu�

kintamu�ju� skaidiniais. �eimynin
epad
etis{viengungis} {ved�s} {i²siskyr�s}(a) Daugianaris skaidinys�eimynin
epad
etis{ved�s} {viengungis,i²siskyr�s}
�eimynin
epad
etis{viengungis} {ved�s,i²siskyr�s}

�eimynin
epad
etis{i²siskyr�s} {viengungis,ved�s}(b) Binariniai skaidiniai
3 .4 pav. Skaidiniai pagal vardini� kintam¡ji�

Ranginiai kintamieji. Pana²iai kaip ir vardiniai kintamieji, ranginiai atributai gali generuoti

tiek binarinius tiek daugianarius skaidinius. Tik ²iuo atveju, grupuojant reik²mes, daºni-

ausiai atsiºvelgiama i� ju� nat	urali¡ tvark¡.

3 .5 paveiksle pavaizduoti trys galimi imties i�ra²u� grupavimo b	udai ranginio kintamojo

Mar²kiniu� dydis atºvilgiu. Nat	urali tokio atributo reik²miu� tvarka yra S, M, L, XL.

Kaip matome, tik grupavimas, pavaizduotas 3 .5(c) paveiksle, ²i¡ tvark¡ paºeidºia.

Tolyd	us kintamieji. Mokymo imties i�ra²ai grupuojami tolydºiojo kintamojo X atºvilgiu,
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Mar²kiniu�dydis{S, M} {L, XL}
Mar²kiniu�dydis{S} {M, L, XL}

Mar²kiniu�dydis{S, L} {M, XL}(a) (b) ()
3 .5 pav. Ranginio kintamojo reik²miu� grupavimas

prie² tai ji� diskretizavus. Bendruoju atveju diskretizavimo proced	ura buvo i²nagrin
eta 2.3.2

skyrelyje. Jei reikalingas binarinis skaidinys, galima papras£iausiai tikrinti s¡lygas X < x

arba X ≥ x, tinkamai parinkus x. 3 .6 paveiksle pavaizduoti du skaidiniai kintamojo X3

(Metin
es pajamos) atºvilgiu (ºr. 3 .3 lent.).Metin
espajamos>40 Metin
espajamos< 40 [40, 50) [50, 60) [60, 70) ≥ 70(a) (b)taip ne
3 .6 pav. Skaidiniai pagal tolydu�ji� kintam¡ji�

Nor
edami palyginti galimus skaidinius, sieksime nustatyti kuris i² ju� suteikia daugiau ai²-

kumo klas
es kintamojo Y galimu� reik²miu� atºvilgiu, kitaip sakant, kada neapibr
eºtumas

yra maºiausias. Galimi i�vair	us neapibr
eºtumo matai, priklausantys nuo atstiktinio dydºio

Y skirstinio. Paprastai lyginami neapibr
eºtumo poky£iai iki ir po padalinimo. Geriausiu

pripaºi�stamas tas skaidinys, kuris labiausiai sumaºina neapibr
eºtum¡.

Tegul T yra sprendimu� medºio vir²	un
e, o galimu� klasiu� aib
e AY = {y0, y1, . . . , yc−1}.
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�ym
esime

PT (i) = PT (Y = yi)

klas
es yi santykini� daºni� vir²	un¦ T atitinkan£ioje i�ra²u� aib
eje DT . Nagrin
esime tris ne-

apibr
eºtum¡ vir²	un
eje T apib	udinan£ius dydºius: entropij¡ HT (Y ), Gini indeks¡ GT (Y ) ir

klasi�kavimo klaid¡ ET (Y ) :

HT (Y ) = −
c−1∑
i=0

PT (i) log2 PT (i) , (3 .1)

GT (Y ) = 1−
c−1∑
i=0

P 2
T (i) , (3 .2)

ET (Y ) = 1− max
0≤i≤c−1

PT (i) . (3 .3)

Sprendºiant binarinio klasi�kavimo uºdavini�, ²ie neapibr
eºtumo matai yra ekvivalent	us.

3 .7 pav. Neapibr
eºtumo charakteristiku� palyginimas binariniam klasi�kavimui

Ju� gra�kai pavaizduoti 3 .7 paveiksle. �iuo atveju tai yra kintamojo p funkcijos, £ia

p = PT (0) = 1− PT (1)
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Kaip ir reik
ejo tik
etis, didºiausias neapibr
eºtumas gaunamas, kai abieju� klasiu� daºniai su-

tampa ( p = 0, 5 ). Kai visi i�ra²ai priklauso vienai klasei ( p lygu 0 arba 1 ), jokio

neapibr
eºtumo nelieka.

Tarkime, kad vir²	un
e T skaidoma kurio nors kintamojo X atºvilgiu ir i�gyja k vaiku�

V1, V2, . . . , Vk ( ºr. 3 .8 pav. ). Vir²	un¦ T atitinkan£iu� i�ra²u� skai£iu� ºym
esime N(T ). Ai²ku,

T

V1 V2 · · · Vk

3 .8 pav. k - naris skaidinys

kad

N(T ) = N(V1) +N(V2) + · · ·+N(Vk).

Nor
edami nusakyti gaut¡ji� neapibr
eºtumo pokyti�, paºym
ekime FV (Y ) pasirinkt¡ji� neapi-

br
eºtumo mat¡ vir²	un
eje V . Pavyzdºiui, tai gali b	uti bet kuri i² (3 .1) - (3 .3) funkciju�.

Tada vidutinis neapibr
eºtumo pokytis bus matuojamas dydºiu

IT (Y,X) = FT (Y )−
k∑
j=1

N(Vj)

N(T )
FVj(Y ) . (3 .4)

Kai FT (Y ) = HT (Y ), prisimin¦ s¡lygin
es entropijos apibr
eºim¡ 1.3.4, i² (3 .4) gausime, kad

IT (Y,X) = HT (Y )−HT (Y |X) . (3 .5)

Kitaip sakant, tai yra atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y tarpusavio informacija vir²	un
eje T . Tod
el

²i¡ vir²	un¦ skaidome pagal atribut¡ X̂, suteikianti� daugiausiai informacijos apie klas
es

kintam¡ji� Y , t.y.

X̂ = argmax
X

IT (Y,X) .

Kadangi

argmax
X

IT (Y,X) = argmin
X

HT (Y |X) ,

tai daºniausiai yra minimizuojama (3 .4) i²rai²koje esanti suma, kuri rei²kia vidutini� neapi-

br
eºtum¡ po i²skaidymo.
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Prisiminkime 3.2.1 pavyzdi�.

3.2.2 pavyzdys. Paºi	ur
ekime ar teisingai buvo pasirinktas pirmojo skaidymo kintama-

sis (X1), konstruojant 3.2.1 pavyzdºio sprendimu� medi�. Paprastumo d
elei 3 .4 lentel
eje

kintamu�ju� X1 ir Y reik²mes ne, taip uºkoduosime 0 ir 1, o kintamojo X2 reik²mes

viengungis, ved¦s, i²siskyr¦s pakeisime i� 1, 2 ir 3 atitinkamai. Taip uºra²yti banko

klientu� duomenys pavaizduoti 3 .4 lentel
eje.

Kl.kodas X1 X2 X3 Y

1 1 2 65 1

2 0 2 50 1

3 1 1 35 1

4 1 2 60 1

5 0 3 47 0

6 0 1 30 1

7 1 3 110 1

8 0 1 42 0

9 1 2 37 1

10 0 1 45 0

3 .4 lentel
e. Modi�kuoti banko klientu� duomenys

Konstruosime binarini� sprendimu� medi� pagal Gini indeks¡. Kadangi i² 10 i�ra²u� tik 3 prik-

lauso nulinei klasei (Y = 0), tai ²aknies T Gini indeksas

GT (Y ) = 1− 0, 32 − 0, 72 = 0, 42 .

Binarinius skaidinius pagal kintamuosius X1 ir X2 atitinkantys skai£iavimai pateikiami 3 .9

paveiksle.

Geriausi¡ binarini� skaidini� tolydºiojo kintamojo X3 atºvilgiu rasime tikrindami s¡lyg¡ X3 <

x. Dalinimo ta²k¡ x rasime imdami tarpinius ta²kus tarp dvieju� gretimu� X3 reik²miu� 3 .4

lentel
eje. Rinksim
es t¡ x, kuriam skaidinys tur
es maºiausi¡ Gini indeks¡. Skai£iavimai

ºenkliai palengv
eja, kai mokymo imties duomenys i² anksto sur	u²iuojami pagal kintamojo
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3 .9 pav. Binariniai skaidiniai pagal kategorinius kintamuosius

X3 reik²mes. Rezultatai pateikiami 3 .10 paveiksle. Kaip matome, maºiausias Gini indeksas,

o tuo pa£iu ir didºiausias neapibr
eºtumo sumaº
ejimas, gaunamas, kai x = 48.

Palygin¦ 3 .9 ir 3 .10 lentel
ese matomus skai£iavimus, galime tvirtinti, kad binarini� sprendi-

mu� medi� reikia prad
eti konstruoti nuo skaidinio pagal X1, nes

IT (Y,X1) > max IT (Y,X2) = max IT (Y,X3) .

Tai ir yra pavaizduota 3 .3(b) paveiksle.

Kai sprendimu� medis n
era binarinis, renkantis skaidini�, reikia atsiºvelgti ir i� kintamojo

reik²miu� skai£iu�. Gali atsitikti taip, kad (3 .1) - (3 .3) neapibr
eºtumo matai tinkami-

ausiais pripaºins skaidinius pagal daugiausiai skirtingu� reik²miu� i�gyjan£ius kintamuosius.

Pavyzdºiui, jei 3 .4 lentel
es i�ra²u� skaidymui pasirinksime atribut¡ X0 = ”Kl.kodas”, gausi-

me, kad visiems j = 1, 2, . . . , 10

HVj(Y ) = GVj(Y ) = EVj(Y ) = 0 ,
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3 .10 pav. Binariniai skaidiniai pagal tolygu�ji� kintam¡ji�

nes kiekvien¡ vaik¡ atitiks tik vienas i�ra²as. Tod
el

IT (Y,X0) > IT (Y,X1).

Ta£iau toks medis visi²kai netinkamas b	usimu� i�ra²u� klasi�kavimui, nes kliento kodas yra

unikalus. Kai kurie algoritmai, pavyzdºiui C4.5, neapibr
eºtumo poky£iui matuoti vietoje

tarpusavio informacijos (3 .5), naudoja santykin¦ tarpusavio informacij¡

ĨT (Y,X) =
IT (Y,X)

H(V )
.

�ia H(V ) ºymi vir²	un
es T skaidinio, pavaizduoto 3 .8 paveiksle, entropij¡

H(V ) = −
k∑
j=1

N(Vj)

N(T )
log2

N(Vj)

N(T )
.

Tokia modi�kacija leidºia neutralizuoti per daug susmulkinto skaidinio i�tak¡. Pavyzdºiui,

jau min
etiems banko klientu� duomenims tur
esime

IT (Y,X0) = HT (Y )−HT (Y |X0) = h(0, 3)− 0 ≈ 0, 8813 ,

ĨT (Y,X0) =
IT (Y,X0)

log2 10
≈ 0, 2653 ,

IT (Y,X1) = HT (Y )−HT (Y |X1) = h(0, 3)− (0, 5h(0, 4) + 0, 5h(0)) ≈ 0, 3958 ,

ĨT (Y,X1) =
IT (Y,X1)

log2 2
≈ 0, 3958 .

Renkam
es skaidini� pagal X1, nes ĨT (Y,X1) > ĨT (Y,X0).
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Apibendrindami tai kas pasakyta, pateiksime sprendimu� medi� konstruojan£io algoritmo

schem¡. Pavadinkime ji� AuginkMedi (ºr. 3 .11 pav.). Algoritmas rekursyviai konstruoja

medi�, pagal mokymo imties i�ra²us E ir ju� atributu� aib¦ F . Jis renkasi geriausi¡ skaidini� (7

AuginkMedi(E, F )

1. if stopS¡lyga(E,F ) = True then

2. lapas = naujaVir²	un
e()

3. lapas.vardas = klasifikavimas()

4. return lapas

5. else

6. vir²	un
eT = naujaVir²	un
e()

7. vir²	un
eT.s¡lyga= geriausiasSkaidinys(E,F )

8. V = {v | v yra galimas vir²	un
eT.salyga tikrinimo rezultatas}

9. for v ∈ V do

10. Ev = {e | vir²	un
eT.salyga(e)= v ∧ e ∈ E}
11. vaikas= AuginkMedi(Ev, F )

12. medis papildomas vir²	une vaikas, kurios t
evas vir²	un
eT,

jas jungianti briauna (vaikas→vir²	un
eT ) ºymima v

13. end for

14. end if

15. return vir²	un
eT

3 .11 pav. Sprendimu� medi� konstruojantis algoritmas

ºingsnis) ir skaido jau turimo medºio lapus (11 ir 12 ºingsniai), kol netenkinama pabaigos

s¡lyga (1 ºingsnis). Konkreti algoritmo realizacija priklauso nuo keturiu� £ia naudojamu�

proced	uru� apra²ymo.

1. Funkcija naujaVir²	un
e() prijungia prie jau turimo medºio nauj¡ vir²	un¦, tarkime,

nvir²	un
e. Jei tai yra lapas, jis ºymi klas¦ nvir²	un
e.vardas. Prie²ingu atveju nvir²	u-

n
e.s¡lyga rei²kia skaidinio, kuri� vaizduoja nvir²	un
e, s¡lyg¡.

2. Funkcija geriausiasSkaidinys() randa s¡lyg¡, pagal kuri¡ turi b	uti skaidomi mo-

kymo imties i�ra²ai. Kaip jau min
ejome, tai priklauso nuo pasirinkto neapibr
eºtumo
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mato. �ia daºnai naudojami entropija (3 .1) ir Gini indeksas (3 .2).

3. Funkcija klasifikavimas() randa lap¡ ºymin£i¡ klas¦. Daºniausiai tai yra klas
e,

kuriai priklauso dauguma lap¡ lapas atitinkan£iu� mokymo imties i�ra²u�:

lapas.vardas = yimax , imax = argmax
i

Plapas(i) .

Kartais daºniai Plapas(i) dar naudojami i�vertinti tikimyb
ems, kad vir²	unei lapas pri-

skirtas i�ra²as yra klas
eje yi.

4. Funkcija stopS¡lyga() naudojama medºio auginimo procesui sustabdyti. Tai reik
etu�

daryti, jei visi lik¦ i�ra²ai priklausytu� vienai klasei arba tur
etu� vienodas atributu�

reik²mes. Kartais procesas stabdomas ir anks£iau. Pavyzdºiui, kai likusiu� i�ra²u�

skai£ius pasidaro maºesnis uº tam tikr¡, i² anksto nustatyt¡ rib¡.

Mes aptar
eme algoritm¡, kuris kiekvienoje vir²	un
eje skaido medi� pagal vien¡ kuri� nors

atribut¡ Xj. Ta£iau galimi ir kitokie skaidymo b	udai. Bendruoju atveju vir²	un
eje Ti gal-

ima formuluoti s¡lyg¡ Si priklausan£i¡ nuo daugelio atributu� Si = Si(X1, X2, . . . , Xk). Tada

jau imties i�ra²us dalijan£ios "linijos" nebebus lygiagre£ios "koordinatin
ems a²ims". Tod
el

optimaliu� s¡lygu� Si paie²ka kiekvienoje vir²	un
eje darosi labai sud
etinga. �i� uºdavini� gal-

ima supaprastinti i�vedant papildomus sud
etinius atributus. I² anksto apsisprendus kokios

sud
etin
es salygos bus formuluojamos konstruojant medi�, prie turimu� atributu�X1, X2, . . . , Xk

prijungiamos kai kurios ju� funkcijos X ′ = F (X1, X2, . . . , Xk). Pavyzdºiui, jei imties i�ra²ai

gerai atskiriami lyginant atributu� X1 ir X7 reik²mes tarpusavyje, tai i�ved¦ nauj¡ kintam¡ji�

X ′ = X1 −X7 ,

gal
esime tikrinti s¡lygas (X ′ = 0) , (X ′ < 0) ir t.t. Kitaip sakant, gal
esime taikyti m	usu� jau

aptartus algoritmus. Tokios metodikos tr	ukumas akivaizdus - imtyje atsiranda perteklin
e

informacija, nes nauji kintamieji yra jau esamu� atributu� funkcijos. Ta£iau ²i� tr	ukum¡

"kompensuos" geras kompiuteris...

Jei sukonstruotas medis yra per daug "²akotas", gali pasireik²ti nepageidautinas vadina-

masis modelio perteklumo efektas. Tada medi� tenka maºinti, ji� sutraukiant. Apie tai ir

kalb
esime kitame skyrelyje.
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3.3 Klasi�katoriaus charakteristikos

Sprendºiant klasi�kavimo uºdavini�, skiriamos dveju� tipu� klaidos: mokymo klaidos irmodelio

klaidos. Mokymo klaida tai neteisingai klasi�kuotu� mokymo imties i�ra²u� dalis. Tuo tarpu

modelio klaida yra lygi neteisingo nauju� i�ra²u� klasi�kavimo tikimybei.

3.3.1 Modelio perteklumas

Geras modelis turi ne tik atitikti mokymo imties duomenis, bet ir teisingai klasi�kuoti nau-

jus duomenis. Kai mokymo ir modelio klaidos yra didel
es, sakome, kad modelis nepakanka-

mas. Taip gali atsitikti, pavyzdºiui, kai duomenis klasi�kuojantis sprendimu� medis yra per

maºas. Ji� didinant mokymo klaida maº
eja. Ta£iau modelio klaida, labai i²pl
etus medi�,

gali prad
eti did
eti. Kitaip sakant, "per daug gerai" imties duomenis atitinkan£io mode-

lio klaida gali b	uti didesn
e nei paprastesnio modelio su didesne mokymo klaida. Tokiu

atveju sakome, kad tas sud
etingesnis modelis yra perteklus. Perteklumo prieºastys gali

Pavadinimas Kraujo tipas Gyvavedis Keturkojis �induolis

(X1) (X2) (X3) (Y )

dygliuotis ²iltas taip taip taip

kat
e ²iltas taip taip taip

²ik²nosparnis ²iltas taip ne ne*

banginis ²iltas taip ne ne*

salamandra ²altas ne taip ne

komodo varanas ²altas ne taip ne

pitonas ²altas ne ne ne

la²i²a ²altas ne ne ne

erelis ²iltas ne ne ne

gupija ²altas taip ne ne

3 .5 lentel
e. �induoliu� klasi�kavimo mokymo imtis (* - klaida)

b	uti i�vairios: imties nepakankamumas, dalies i�ra²u� i²kraipymai, netinkamas modelio kon-

stravimo algoritmo parametru� parinkimas ir t.t. Pavyzdºiui, 3 .12 paveiksle pavaizduoti du

medºiai, sukonstruoti pagal 3 .5 lentel
es duomenis. Du ²ios imties i�ra²ai yra klaidingi: i²
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tikru�ju� ²ik²nosparnis ir banginis yra ºinduoliai.

Pavadinimas Kraujo tipas Gyvavedis Keturkojis �induolis

(X1) (X2) (X3) (Y )

ºmogus ²iltas taip ne taip

balandis ²iltas ne ne ne

dramblys ²iltas taip taip taip

tigrinis ryklys ²altas taip ne ne

v
eºlys ²altas ne taip ne

pingvinas ²altas ne ne ne

ungurys ²altas ne ne ne

del�nas ²iltas taip ne taip

echidna ²iltas ne taip taip

²iurpusis nuodadantis ²altas ne taip ne

3 .6 lentel
e. �induoliu� klasi�kavimo kontrolin
e imtis

3 .12(a) paveiksle pavaizduotas medis idealiai atitinka turim¡ mokymo imti�, kitaip sakant

modelio M1 mokymo klaida lygi 0. Ta£iau medis M1 neteisingai klasi�kuoja 3 kontrolin
es

imties, matomos 3 .6 lentel
eje, i�ra²us. Galime manyti, kad M1 modelio klaida yra apie 30% !

Kod
el taip atsitiko ? Visi trys ºmogaus ir del�no atributai

X1(Kraujotipas), X2(Gyvavedis), X3(Keturkojis)

turi tokias pat reik²mes, kaip ²ik²nosparnio ir banginio, kuriems mokymo imtyje klas
e

paºym
eta neteisingai. Tre£iasis neteisingai klasi�kuotas gyv	unas yra echidna. Tai yra i²skir-

tinis atvejis, nes jis klasi�kuojamas kitaip nei pana²us mokymo imties i�ra²as (erelis). Beje,

su i²skirtiniais atvejais susijusiu� klaidu� daºniausiai i²vengti nei�manoma. Tod
el nereik
etu�

tik
etis nulin
es modelio klaidos.

�iek tiek sutraukus M1, gaunamas 3 .12(b) paveiksle pavaizduotas paprastesnis medis M2.

Nesunku i�sitikinti, kad nors mokymo klaida ir padid
ejo (modeliui M2 ji lygi 0,1), ta£iau M2

teisingai klasi�kuoja 8 i² 10 kontrolin
es imties i�ra²us. Tai rodo modelio M1 perteklum¡.
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Kraujotipas
Gyvavedis Ne ºinduolis

Ne ºinduolisKeturkojis
�induolis Ne ºinduolis

²altas²iltas
taip ne

taip ne
(a) Medis M1

Kraujotipas
Gyvavedis Ne ºinduolis

�induolis Ne ºinduolis
²altas²iltas

taip ne

(b) Medis M2
3 .12 pav. �induoliu� klasi�kavimo sprendimu� medºiai pagal 3 .5 lentel
es duomenis

3.3.2 Modelio klaidos i�ver£iai

Jau i�sitikinome, kad modelio sud
etingumo augimas skatina jo perteklumo atsiradim¡. Tod
el

reikia konstruoti tokio sud
etingumo modeli�, kuris duoda maºiausi¡ modelio klaid¡. Per-

frazavus ºinom¡ A.En²teino posaki�, gal
etume pasakyti: modelis turi b	uti paprastas kiek

tik galima, bet ne daugiau.

Bet kuris klasi�katoriaus konstravimo algoritmas naudoja tik mokymo imties duomenis ir

negali tiksliai numatyti kaip sukonstruotas modelis T "elgsis" su naujais i�ra²ais. Kitaip

sakant, mes galime tiesiogiai apskai£iuoti mokymo klaid¡ em = em(T ), bet ne modelio

klaid¡ eM = eM(T ). Tod
el tenka pasitenkinti eM i�ver£iais êM . Kelet¡ tokiu� i�ver£iu� radimo

metodu� £ia ir aptarsime.

1. Paprastasis i�vertis. Jei mokymo imtis pakankamai tiksliai atspindi vis¡ populiacij¡, tai

galime manyti, kad mokymo klaida yra apytiksliai lygi modelio klaidai, t.y.

êM = em .

Esant tokiai prielaidai, tiesiog konstruojamas maºiausi¡ mokymo klaid¡ turintis klasi�ka-

torius.
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3.3.1 pavyzdys. Nagrin
esime 3 .13 paveiksle pavaizduotus binarinius sprendimu� medºius

T1 ir T2. Pasteb
esime, kad T2 yra paprastesnis, nes jis gautas sutraukus T1. Tarsime, kad

abu medºiai sukonstruoti pagal t¡ pa£i¡ mokymo imti�, kurios i�ra²ai gali priklausyti klasei 0

arba 1. Kiekvienas lapas klasi�kuojamas pagal daugumos taisykl¦. Tur
esime tokius abieju�

{0}: 3{1}: 0{0}: 3{1}: 1 {0}: 2{1}: 1 {0}: 0{1}: 2 {0}: 1{1}: 2 {0}: 3{1}: 1 {0}: 0{1}: 5Medis T1

{0}: 5{1}: 2 {0}: 1{1}: 4 {0}: 3{1}: 0 {0}: 3{1}: 6
Medis T2

3 .13 pav. Vienos imties generuoti du sprendimu� medºiai

modeliu� klaidu� i�ver£ius

êM(T1) = em(T1) =
4

24
≈ 0, 1667 ,

êM(T2) = em(T2) =
6

24
= 0, 25 .

I² £ia i²plauktu�, kad medºiu T1 nusakomas klasi�katorius yra geresnis.

Reikia paºym
eti, kad paprastasis modelio klaidos i�vertis yra retai naudojamas, nes jis neat-

spindi modelio sud
etingumo, tuo pa£iu ir galimo perteklumo.

2. Pesimistinis modelio klaidos i�vertis. �uo atveju modelio klaidos i�vertis gaunamas prie

mokymo i�ver£io pridedant tam tikr¡ modelio sud
etingumo mokesti�. Sprendimu� medyje toks

mokestis gali b	uti nustatomas kiekvienam lapui. Tegul medºio T lapai yra V1, V2, . . . , Vl.

Tada

êM(T ) = em(T ) +
1

N(T )

l∑
j=1

δ(Vj) .

�ia N(T ) - mokymo imties i�ra²u� skai£ius, o δ(Vj) ºymi sud
etingumo mokesti� lapui Vj.
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3.3.2 pavyzdys. Rasime pesimistinius modelio klaidos i�ver£ius 3 .13 paveiksle pavaiz-

duotiems medºiams. Tegul sud
etingumo mokestis kiekvienam lapui Vj yra δ(Vj) = 0, 5.

Tada

êM(T1) =
4

24
+

1

24
· 7 · 0, 5 = 0, 3125 ,

êM(T2) =
6

24
+

1

24
· 4 · 0, 5 ≈ 0, 3333 .

Matome, kad medis T1 lieka geresnis.

Binariniam medºiui T sud
etingumo mokestis 0, 5 rei²kia, kad bet kuris lapas toliau skaido-

mas, jei tuo padidinamas teisingai klasi�kuojamu� i�ra²u� skai£ius. I² tikru�ju�, skaidydami

bet kuri� lap¡, lapu� skai£iu� didiname vienetu, tuo pa£iu padidindami sud
etingumo mokesti�

dydºiu 0,5
N(T )

. Ta£iau sumaº
ej¦s neteisingai klasi�kuojamu� i�ra²u� skai£ius maºina mokymo

klaidos i�verti� ne maºiau kaip 1
N(T )

. Tai rei²kia, kad pesimistinis modelio klaidos i�vertis po

skaidymo sumaº
es.

Analogi²ki samprotavimai rodo, kad pasirinkus lapo sud
etingumo mokesti� lygu� 1, bus skati-

nami tik skaidiniai, didinantys teisingai klasi�kuojamu� i�ra²u� skai£iu� bent dviem i�ra²ais.

Pasteb
esime, kad pasirinkus toki� sud
etingumo mokesti�, geresniu tur
etu� b	uti pripaºintas

medis T2, nes

êM(T2) =
10

24
<

11

24
= êM(T1) .

3. MDL i�vertis. Tai dar vienas i�vertis, leidºiantis atsiºvelgti i� modelio sud
etingum¡. Jis

remiasi informacijos teorijoje naudojama minimalaus apra²ymo ilgio (Minimum Description

Length) s¡voka. Pateiksime toki¡ ²ios s¡vokos interpretacij¡.

Tegul duomenys nusakomi atributais X = (X1, X2, . . . , Xk) ir klas
es kintamuoju Y . Suda-

ryta N i�ra²u� imtis E = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN)}. Tarkime Jonas ºino vis¡ imti�, o

jo geras draugas Petras ºino tik atributu� reik²mes x1,x2, . . . ,xN . Jonas ra²o savo draugui

lai²k¡, nor
edamas prane²ti kaip klasi�kuojami imties i�ra²ai. Papras£iausias b	udas - para²yti

kokiai klasei priklauso kiekvienas i�ra²as. Tada prane²imo ilgis L bus L = O(N) bitu�. Ta£iau

yra ir kitas b	udas. Jonas gali sukonstruoti koki� nors klasi�katoriu� T (pavyzdºiui, medi�),

kuriam uºra²yti reikia L(T ) bitu�. Jei modelio T mokymo klaida lygi 0, tai, ºinodamas

T , Petras teisingai klasi�kuos visus i�ra²us. Prie²ingu atveju Jonas dar tur
es papildomai
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prane²ti kuriuos i�ra²us modelis T klasi�kuoja neteisingai. Tam reikaling¡ papildom¡ infor-

macijos kieki� ºym
esime L(E|T ). Tad galutinis prane²imo ilgis L(E, T ) bus

L(E, T ) = L(T ) + L(E|T ) . (3 .6)

Pagal MDL princip¡ renkam
es t¡ modeli� Tmin, kuriam perduoti reikia trumpiausio prane-

²imo, t.y.

Tmin = argmin
T

L(E, T ) .

Pastarasis samprotavimas turi gana ai²ku� tikimybini� pagrind¡. Tarkime E ir T ºymi imties

sudarymo ir modelio parinkimo i�vykius. Akivaizdu, kad turi b	uti konstruojamas pagal

turimus duomenis labiausiai tik
etinas modelis. Kitaip sakant, toks kuriam tikimyb
e P (T |E)

didºiausia. Pagal Bajeso formul¦

P (T |E) =
P (T )P (E|T )

P (E)
.

Abi ²ios lygyb
es puses logaritmuojame ir pakei£iame visu� rei²kiniu� ºenklus. Tur
esime

− log2 P (T |E) = − log2 P (T )− log2 P (E|T ) + log2 P (E) .

Prisimin¦ informacijos apibr
eºim¡ 1.3.1 ir jos interpretacij¡ (ºr. 1.3.1 pavyzdi�), gausime

− log2 P (T |E) = L(T ) + L(E|T ) + log2 P (E) = L(E, T ) + log2 P (E) .

Pasteb
esime, kad log2 P (E) nepriklauso nuo T . Tod
el i² pastarosios lygyb
es i²plaukia, kad

T atºvilgiu maksimizuodami P (T |E), tur
esime minimizuoti L(E, T ), t.y.

argmax
T

P (T |E) = argmin
T

L(E, T ) = Tmin .

Gauname t¡ pati� MDL i�verti�.

Praktinis L(T ) skai£iavimo b	udas priklauso nuo modelio strukt	uros. Papras£iau randamas

L(E|T ) dydis. Neteisingai klasi�kuotu� i�ra²u� skai£ius yra lygus imties dydºiui N padaug-

intam i² mokymo klaidos em(T ), be to kiekvienai klaidai identi�kuoti reikia log2N bitu�.

Tod
el daºniausiai naudojama tokia L(E|T ) i²rai²ka

L(E|T ) = em(T )N log2N .
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3.3.3 pavyzdys. Gri�ºkime prie 3 .13 paveiksle pavaizduotu� medºiu�. Tarkime, kad juos

atitinkantys duomenys turi 8 binarinius atributus. Kiekvien¡ vidin¦ medºio vir²	un¦ nusakys

j¡ atitinkantis skaidymo atributas. Jis nusakomas log2 8 = 3 bitais. �iuo atveju yra tik dvi

klas
es. Tod
el kiekvienas lapas mums kainuos log2 2 = 1 bit¡. �iek tiek paprastindami

situacij¡, manysime, kad medºio kaina lygi visu� jo vir²	uniu� kainu� sumai1. Taigi

L(T1) = 6 · 3 + 7 · 1 = 25 ,

L(T2) = 3 · 3 + 4 · 1 = 13

Imties E dydis N = 24. Tod
el

L(E|T1) =
4

24
· 24 · log2 24 ≈ 18, 34 ,

L(E|T2) =
6

24
· 24 · log2 24 ≈ 27, 51 .

I² £ia pagal MDL i�verti� i²plaukia, kad geresnis yra medis T2, nes

L(E, T1) ≈ 43, 34 , L(E, T2) ≈ 40, 51 .

4. Statistinis i�vertis. Pakoreguosime jau i²nagrin
et¡ paprast¡ji� i�verti�. Tegul klasi�katoriaus

T mokymo imtyje yra N(T ) i�ra²u�. Tarsime, kad kiekvienas duomenu� i�ra²as, nepriklausomai

vienas nuo kito, klaidingai klasi�kuojamas su tikimybe p = eM(T ). Rasime ²ios tikimyb
es,

o tuo pa£iu ir modelio klaidos, pasikliautinojo intervalo vir²utini� r
eºi� ev(T,Q). Tai ir bus

statistinis modelio klaidos i�vertis

êM(T ) = ev(T,Q) ,

£ia Q ∈ (0, 1) ºymi pasikliovimo lygmeni�. Praktikoje Q kartais rei²kiamas ir procentais.

Esamos prielaidos leidºia tvirtinti, kad imties klaidingai klasi�kuotu� i�ra²u� skai£ius SN yra

binominis atsitiktinis dydis, kurio vidurkis ir dispersija yra

ESN = N(T )p , DSN = N(T )p(1− p) .

I² tikimybiu� teorijoje ºinomos vadinamosios centrin
es ribin
es teoremos i²plaukia, kad

P

(
−zα ≤

SN − ESN√
DSN

≤ zα

)
≈ Q , (3 .7)

1I² tikru�ju� dar "kelet¡" bitu� reik
etu� prid
eti vir²	uniu� tarpusavio s¡ry²iams nusakyti. Tegul tai bus

uºdavinys skaitytojams.
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£ia

α =
1−Q

2
,

o zα ºymi standartinio normalaus skirstinio 1− α lygmens kvantili�. Kelet¡ daºniau sutin-

kamu� jo reik²miu� galima rasti 3 .7 lentel
eje.

Q 0,99 0,95 0,9 0,8 0,75 0,6 0,5 0,4 0,2

α = 1−Q
2

0,005 0,025 0,05 0,1 0,125 0,2 0,25 0,3 0,4

zα 2,58 1,96 1,64 1,28 1,15 0,84 0,67 0,52 0,25

3 .7 lentel
e. Standartinio normalaus skirstinio 1− α lygmens kvantiliai

I�ra²¦ ESN ir DSN reik²mes, o SN pakeit¦ rei²kiniu

em(T )N(T ) ,

(3 .7) formul
eje esan£i¡ nelygyb¦ galime perra²yti taip

−zα ≤
em(T )− p√
p(1− p)/N(T )

≤ zα .

I²sprend¦ pastar¡j¡ nelygyb¦ p atºvilgiu, gausime toki� p intervalo vir²utini� r
eºi�

ev(T,Q) =

(
em(T ) +

z2
α

2N(T )
+ zα

√
em(T )

N(T )
− e2

m(T )

N(T )
+

z2
α

4N2(T )

)(
1 +

z2
α

N(T )

)−1

.

(3 .8)

Pastar¡ji� i�verti� galima taikyti ir kaip lapo skaidymo kriteriju�.

3.3.4 pavyzdys. 3 .13 paveiksle pavaizduoto medºio T2 pirm¡ji� i² kair
es lap¡ paºym
ekime

V . Matome, kad N(V ) = 7 ir em(V ) = 2/7. Pasirink¦ pasikliovimo lygmeni� Q = 75% ,

rasime lapo V modelio klaidos statistini� i�verti� ev(V, 0.75). �iuo atveju zα = z0,125 = 1, 15.

I�ra²¦ reikalingas reik²mes i� (3 .8), gausime1

ev(V, 0.75) ≈ 0, 503 .

Medyje T1 vir²	un
e V jau i²skaidyta i� du naujus lapus. Paºym
ekime juos V1 ir V2. Tada

N(V1) = 4 , em(V1) =
1

4
, N(V2) = 3 , em(V2) =

1

3
.

1I² tikru�ju�, taikant (3 .8) i�verti�, pageidautina, kad N(T ) b	utu� didesnis

96



Tod
el

ev(V1, 0.75) ≈ 0, 537 ev(V2, 0.75) ≈ 0, 65 .

Ju� vidutin
e reik²m
e ir bus vir²	un
es V modelio klaidos i�vertis po i²skaidymo

e
′

v(V, 0.75) =
4

7
ev(V1, 0.75) +

3

7
ev(V2, 0.75) ≈ 0, 585 .

Kaip matome, jis yra didesnis uº ev(V, 0.75). Tod
el lapo V skaidyti nereik
etu�.

3.3.3 Kryºminis patikrinimas

Iki ²iol kalb
ejome apie klaidu� i�ver£ius, kuriuos galima apskai£iuoti modelio konstravimo

metu. Tokie i�ver£iai gali i�takoti tiek modelio pasirinkim¡, tiek jo konstravimo algoritm¡.

Kai modelis jau sukonstruotas, galutini� jo vertinim¡ atliekame klasi�kuodami kontrolin
es

aib
es i�ra²us. Jei kontrolin
e aib
e yra pakankamai didel
e, tai neteisingai klasi�kuotu� i�ra²u�

dalis (arba jos statistinis i�vertis) atspindi tikr¡ji� modelio klaidos dydi�. Daugiau problemu�

kyla, kai duomenu� kiekis ribotas. Tada tenka turim¡ imti� dalinti i� dalis skirtas mokymui ir

kontrolei. Dabar ir aptarsime kaip geriau tai padaryti.

Mokymui ir kontrolei skirtu� imties daliu� proporcijos gali b	uti i�vairios. Daºniausiai du

tre£daliai mokymui ir tre£dalis kontrolei. Ta£iau atsitiktinai arba tiesiog "nes
ekmingai"

skaidant imti�, gali atsitikti taip, kad sudarytoji mokymo (arba kontrolin
e) imtis nebus

reprezentatyvi. Pavyzdºiui, visi kurios nors klas
es (ar klasiu�) i�ra²ai "sukris" tik i� kon-

trolin¦ imti�. Vargu ar tokiu atveju pavyks sukonstruoti patikim¡ klasi�katoriu�. Kad taip

neatsitiktu�, sudaromos sluoksnin
es (kitaip strati�kuotos ) imtys. Tai rei²kia, kad klasiu�

pasiskirstymas kiekvienoje dalyje atitinka visos imties proporcijas.

Ta£iau net ir sluoksniuojant imties dalis, ²is metodas turi akivaizdu� tr	ukum¡ - didel
e

duomenu� dalis nedalyvauja klasi�katoriaus mokyme. Jo alternatyva yra vadinamasis kryº-

minis patikrinimas. �ia imtis dalijama i� k lygiu� nesikertan£iu� sluoksniuotu� daliu�. Tada

viena dalis, tarkime i - toji, tampa kontroline imtimi, o likusios k−1 dalys sudaro mokymo

imti� (3 .14 paveiksle k = 5, i = 3).

Pagal ²i¡ mokymo imti� konstruojamas modelis ir kontrolin
eje imtyje apskai£iuojama jo

klaida ei. Proced	ura pakartojama su visais i = 1, 2, . . . , k. Galutinis modelio klaidos i�vertis
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Mokymas Mokymas Kontrol
e Mokymas Mokymas

3 .14 pav. k - kartinis kryºminis patikrinimas (k = 5)

ê yra klaidu� ei vidurkis

ê =
1

k

k∑
i=1

ei .

Toks metodas dar vadinamas k - kartiniu kryºminiu patikrinimu (k - fold cross validation

). Daºniausiai jis taikomas su k = 10.

Kai k yra lygus visos imties i�ra²u� skai£iui N , gauname vadinam¡ji� "vien¡ i²mesk" (leave one

out) metod¡. Jam b	udinga didel
e (N − 1 i�ra²as ) mokymo imtis, ta£iau kontrolei kiekvien¡

kart¡ paliekamas tik vienas i�ra²as. Be to, kai N didelis, modelio konstravimo proced	uros

kartojimas N kartu� gali pareikalauti daug laiko.

3.3.4 Pakartotinu� im£iu� metodas

Vis¡ imti�, sudaryt¡ i² N i�ra²u�, paºym
ekime E. Iki ²iol m	usu� nagrin
etos mokymo ir kon-

trolin
es imtys buvo E poaibiai. Kitaip sakant, i� mokymo imti� i�ra²ai i² E buvo renkami be

gr¡ºinimo. Pakartotinu� im£iu� (bootstrap) metodas remiasi gr¡ºintine atranka. Mokymo

imti� Em sudarome N kartu� gr¡ºintinai pasirinkdami imties E i�ra²¡. Ai²ku, kad taip

sudaryta imtis tur
es N i�ra²u�, tarp kuriu� bus (grei£iausiai) ir pasikartojan£iu�. Kontrolin¦

imti� Ek sudarys nepatek¦ i� mokymo imti� i�ra²ai

Ek = E\Em .

Kiek gi i�ra²u� tur
es tokia kontrolin
e imtis ? Pasteb
esime, kad kiekvienam pradin
es imties E

i�ra²ui I tikimyb
e nepatekti i� mokymo imti� yra

P (I /∈ Em) =

(
1− 1

N

)N
.

Ta£iau

lim
N→∞

(
1− 1

N

)N
=

1

e
≈ 0, 368 .
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Taigi, pakankamai dideliam N kontrolin
eje imtyje tur
esime apytiksliai 0, 368 ·N , o mokymo

imtyje atitinkamai 0, 632 · N pradin
es imties E i�ra²u�. Tod
el kartais ²is metodas dar vadi-

namas 0,632 pakartotinu� im£iu� (0,632 bootstrap ) metodu.

Tarkime, kad aptartoji im£iu� sudarymo proced	ura pakartojama b kartu�. Kiekvien¡ kart¡

sukonstruojamas atitinkamas klasi�katorius ir jam apskai£iuojamos mokymo ir kontrolin
es

imties klaidos em(i) ir ek(i), i = 1, 2, . . . , b. Kaip jau buvo min
eta, em(i) b	utu� per daug

optimistinis modelio klaidos i�vertis. Kita vertus, remtis tik ek(i) reik²me taip pat n
era

gerai, nes kontrolin¦ imti� Ek sudaro tik apie 36,8% visu� duomenu�. Tod
el pakartotinu� im£iu�

metodas si	ulo naudoti subalansuotos klaidos vidurki�. Tad galutinis modelio klaidos i�vertis

êboot yra

êboot =
1

b

b∑
i=1

(0, 368 · em(i) + 0, 632 · ek(i)) .

Pakartotinu� im£iu� metodu randami klaidu� i�ver£iai, kai turima maºai duomenu�. Ta£iau

jis (kaip, beje, ir bet kuris kitas) metodas turi ir tr	ukumu�. Pavyzdºiui, tokia, tiesa gana

dirbtin
e, situacija. Turime visi²kai atsitiktinius i�ra²us, su tikimybe 0, 5 priklausan£ius vienai

i² dvieju� klasiu�. Ai²ku, kad bet kurio modelio klaidos dydis (i�ra²o neteisingo klasi�kavimo

tikimyb
e) ²iuo atveju bus taip pat 0, 5. Konstruojamas pilnai mokymo imti� atsimenantis

klasi�katorius. Kitaip sakant, em(i) = 0. Tuo tarpu ek(i) = 0, 5. Tod
el

êboot = 0, 368 · 0 + 0, 632 · 0, 5 = 0, 316 .

Akivaizdºiai optimizmo per daug.

I² £ia i²plaukiantis baigiamasis patarimas: kiekvien¡ i�verti� ar metod¡ reikia taikyti at-

siºvelgiant i� j	usu� turimus duomenis, be to, patartina i�vertinti sukonstruoto modelio klaid¡

keliais skirtingais metodais.

3.4 Klasi�kavimo taisykl
es

�iame skyrelyje nagrin
esime klasi�katorius, apra²omus viena ar keliomis "jei ... tai... "

pavidalo taisykl
emis. Pavyzdºiui, vien¡ i² stuburiniu� gyv	unu� klasi�kavimo modeliu� galima

nusakyti 3 .15 paveiksle pavaizduotu penkiu� taisykliu� rinkiniu.

Kaip matome, toks klasi�katorius R nusakomas taisykliu� r1, r2, . . . , rl disjunkcija

R = (r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl) .

99



r1 : (Gyvavedis = ne) ∧ (Skraido = taip) −→ pauk²tis

r2 : (Gyvavedis = ne) ∧ (Gyvena vandenyje = taip) −→ ºuvis

r3 : (Gyvavedis = taip) ∧ (Kraujo tipas =²iltas) −→ ºinduolis

r4 : (Gyvavedis = ne) ∧ (Skraido = ne) −→ roplys

r5 : (Gyvena vandenyje = kartais) −→ varliagyvis

3 .15 pav. Stuburiniu� gyv	unu� klasi�kavimo taisykliu� pavyzdys

Tod
el taisykl
es kartais dar vadinamos disjunktais. Kiekvien¡ taisykl¦ ri sudaro prielaida

P (ri) ir i²vada apie klas
es kintamojo reik²m¦ yi

ri : P (ri) −→ yi .

Bet kuri prielaida P (ri) yra sudaryta i² s¡lygu� atributu� X1, X2, . . . Xk reik²m
ems

P (ri) = (X1 op x1) ∧ (X2 op x2) ∧ · · · ∧ (Xk op xk) ,

£ia op ºymi bet kuri� santyki� i² aib
es {=, 6=, <,>,≤,≥}. S¡lygos (Xj op xj) vadinamos

taisykl
es ri konjunktais.

Jei mokymo imties E i�ra²o x ∈ E atributu� reik²m
es (x1, x2, . . . xk) tenkina taisykl
es r

prielaid¡ P (r), tai sakome, kad taisykl
e r apima i�ra²¡ x. Pavyzdºiui, imkime dvieju�

stuburiniu� gyv	unu� duomenis

Pavadinimas Kraujo Odos Gyva- Gyvena Skraido Turi �iemos

tipas danga vedis vandenyje kojas miegas

varna ²iltas plunksnos ne ne taip taip ne

lokys ²iltas kailis taip ne ne taip taip

Nesunku i�sitikinti, kad taisykl
e r1 (ºr. 3 .15 pav.) apima varn¡, bet "nemato" lokio.

Klasi�kavimo taisykl
es kokyb¦ nulemia jos apimtis ir tikslumas, nusakantys kiek imties i�ra²u�

apima taisykl
e ir kiek i² ju� teisingai klasi�kuoja.

3.4.1 apibr
eºimas. Pagal imties E duomenis sukonstruotos klasi�kavimo taisykl
es

r : P (r) −→ y

100



apimtis a(r) ir tikslumas θ(r) yra lyg	us

a(r) =
|P (r)|
|E| ,

θ(r) =
|P (r) ∪ y|
|P (r)| .

�ia |P (r)| - i�ra²u�, kuriuos apima taisykl
e r, skai£ius; |P (r)∪ y| - teisingai klasi�kuotu�, t.y.
tenkinan£iu� prielaid¡ P (r) ir priklausan£iu� klasei y, i�ra²u� skai£ius; |E| - imties dydis.

Pasteb
esime, kad teisingai klasi�kuotu� i�ra²u� dalis visoje imtyje yra lygi sandaugai a(r)·θ(r).

Pavadinimas Kraujo Odos Gyva- Gyvena Skraido Turi �iemos Klas
e

tipas danga vedis vandenyje kojas miegas

(X1) (X2) (X3) (X4) (X5) (X6) (X7) (Y )

ºmogus ²iltas plaukai taip ne ne taip ne ºinduolis

pitonas ²altas ºvynai ne ne ne ne taip roplys

la²i²a ²altas ºvynai ne taip ne ne ne ºuvis

banginis ²iltas plaukai taip taip ne ne ne ºinduolis

varl
e ²altas n
era ne kartais ne taip taip varliagyvis

komodo varanas ²altas ºvynai ne ne ne taip ne roplys

²ik²nosparnis ²iltas plaukai taip ne taip taip taip ºinduolis

balandis ²iltas plunksnos ne ne taip taip ne pauk²tis

kat
e ²iltas kailis taip ne ne taip ne ºinduolis

gupija ²altas ºvynai taip taip ne ne ne ºuvis

aligatorius ²altas ºvynai ne kartais ne taip ne roplys

pingvinas ²iltas plunksnos ne kartais ne taip ne pauk²tis

dygliuotis ²iltas dygliai taip ne ne taip taip ºinduolis

ungurys ²altas ºvynai ne taip ne ne ne ºuvis

salamandra ²altas n
era ne kartais ne taip taip varliagyvis

3 .8 lentel
e. Stuburiniai gyv	unai

3.4.1 pavyzdys. Tegul turime 3 .8 lentel
eje matom¡ stuburiniu� gyv	unu� imti�. Nagrin
esime

kaip ²i¡ imti� atspindi 3 .15 paveiksle pateikiamos klasi�kavimo taisykl
es r3 ir r5. Imties
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dydis |E| = 15. Taisykl
es

r3 : (Gyvavedis = taip) ∧ (Kraujo tipas = ²iltas) −→ ºinduolis

apimtis

a(r3) =
5

15
=

1

3
,

o tikslumas θ(r3) = 1 , nes visi penki stuburiniai, kuriuos apima taisykl
e r3, yra ºinduoliai.

Analogi²kai gausime, kad taisykl
es

r5 : (Gyvena vandenyje = kartais) −→ varliagyvis

apimtis ir tikslumas yra

a(r5) =
4

15
, θ(r5) =

2

4
=

1

2
.

3.4.1 Klasi�kavimo taisykliu� tarpusavio s¡ry²iai

Klasi�kavimo taisykliu� pagrindu sukonstruoto modelio efektyvumas gali priklausyti ne

tik nuo taisykliu� apimties ir tikslumo, bet ir nuo ju� tarpusavio tvarkos. Prisiminkime,

pavyzdºiui, 3 .15 paveiksle apibr
eºtas taisykles ir pabandykime klasi�kuoti tris naujus gy-

v	unus

Pavadinimas Kraujo Odos Gyva- Gyvena Skraido Turi �iemos

tipas danga vedis vandenyje kojas miegas

lem	uras ²iltas kailis taip ne ne taip taip

v
eºlys ²altas ºvynai ne kartais ne taip ne

ryklys ²altas ºvynai taip taip ne ne ne

Raskime ²iuos i�ra²us apiman£ias taisykles.

• Pirmasis gyv	unas ( lem	uras ) tenkina tik taisykl
es r3 prielaidas ir priskiriamas ºin-

duoliu� klasei.

• Antr¡ji� gyv	un¡ ( v
eºli� ) apima dvi taisykl
es - r4 ir r5 ir kiekviena i² ju� "bando" priskirti

v
eºli� skirtingoms klas
ems. Tarkime, kad taisykles taikomos paeiliui. Pagal r4 v
eºlys

bus pripaºintas ropliu. Ta£iau, sukeitus r4 ir r5 vietomis, v
eºlys "taps" varliagyviu

pagal r5. Gauname prie²taravim¡, kuri� b	utina pa²alinti.
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• Tre£iasis gyv	unas ( ryklys ) yra "nepaºi�stamas" visoms penkioms taisykl
ems. Taip

netur
etu� b	uti. Reikia, kad klasi�katorius gal
etu� patikimai klasi�kuoti bet kuri� i�ra²¡.

Pateiktasis pavyzdys iliustruoja dvi svarbias klasi�kavimo taisykliu� rinkinio savybes.

3.4.2 apibr
eºimas. Klasi�katoriaus R = (r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl) taisykl
es vadinamos poromis

nesutaikomomis, jei bet koki� i�ra²¡ gali apimti tik viena i² R taisykliu�.

3.4.3 apibr
eºimas. Sakome, kad klasi�katoriaus R = (r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl) taisykl
es sudaro

piln¡ rinkini�, jei bet kuri� galim¡ i�ra²¡ apima bent viena R taisykl
e.

Kaip mat
eme, 3 .15 paveiksle pateiktos taisykl
es neturi n
e vienos i² ²iu� savybiu�.

r1 : (Kraujo tipas = ²altas) −→ ne ºinduolis

r2 : (Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = taip) −→ ºinduolis

r3 : (Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = ne) −→ ne ºinduolis

3 .16 pav. Pilnas, poromis nesutaikomu� klasi�kavimo taisykliu� rinkinys

Jei tarsime, kad Kraujo tipas ir Gyvavedis yra binariniai kintamieji, tai 3 .16 paveiksle

apibr
eºtos klasi�kavimo taisykl
es R = (r1 ∨ r2 ∨ r3) yra poromis nesutaikomos ir sudaro

piln¡ rinkini�. Tai rei²kia, kad bet kuri� i�ra²¡ apima lygiai viena taisykl
e.

Kai klasi�katoriaus R = (r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl) taisykliu� rinkinys n
era pilnas, tada prie esamu�

taisykliu� papildomai prijungiama

r(yd) : () −→ yd ,

priskirianti klasei yd visus i�ra²us, kuriu� neapima taisykl
es R. Taip papildytas klasi�katorius

R′ = (r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl ∨ r(yd)) jau, ai²ku, bus pilnas. Klas
e yd kartais dar vadinama klase

"pagal nutyl
ejim¡". Ji daºniausiai pasirenkama taip, kad taisykl
es r(yd) tikslumas b	utu�

didºiausias

yd = argmax
y

θ(r(y)) .

Kitaip sakant, yd yra taisykliu� R neapimtu� i�ra²u� daugumos klas
e.

Taikant taisykles, kurios n
era poromis nesutaikomos, galimi klasi�kavimo prie²taravimai.

Kaip mat
eme, tada rezultatas kartais priklauso ir nuo to kuria tvarka taisykl
es yra taikomos.

Skiriami du ²ios problemos sprendimo b	udai.
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1. Sutvarkytas taisykliu� rinkinys. Kiekvienai taisyklei nustatomas prioriteto indek-

sas ir visos taisykl
es vienareik²mi²kai sur	u²iuojamos prioritetu� maº
ejimo tvarka. Toks

sutvarkytas klasi�kavimo taisykliu� rinkinys kartais dar vadinamas sprendimu� s¡ra²u

( decision list ). Tada kiekvienas i�ra²as klasi�kuojamas pagal ji� apiman£i¡ didºiausio

prioriteto taisykl¦. Prioriteto indeksu� nustatymo kriterijai gali b	uti i�var	us. Jie gali

priklausyti nuo taisykliu� apimties, tikslumo, apra²ymo ilgio ar net nuo tvarkos, kuria

taisykl
es buvo sukonstruotos ir i�trauktos i� rinkini�.

2. Nesutvarkytas taisykliu� rinkinys. I�ra²as klasi�kuojamas pagal visas ji� apiman£ias

rinkinio taisykles. Kiekviena tokia taisykl
e, priskirdama i�ra²¡ klasei y, tuo pa£iu

"balsuoja" uº ²i¡ klas¦. Galutinai i�ra²as priskiriamas daugiausiai "balsu�" surinkusiai

klasei. Kartais taisykl
es ri "balsu�" skai£ius prie² sumavim¡ dauginamas i² svertinio

koe�ciento βi, priklausan£io nuo taisykl
es apimties ir tikslumo. Tod
el bendruoju

atveju "balsavimo" proced	uros formalus apra²ymas gal
etu� b	uti toks. Tegul R =

(r1 ∨ r2 ∨ · · · ∨ rl) ir

δij =

βi , jei taisykl
e ri i�ra²¡ priskiria klasei yj ,

0 , prie²ingu atveju.

Jei

M = argmax
j

(
l∑

i=1

δij

)
,

tai i�ra²as patenka i� klas¦ yM .

Vienareik²mi²kai negalima pasakyti kurio tipo rinkinys yra prana²esnis. Nesutvarkytas

taisykliu� rinkinys nepriklauso nuo taisykliu� pasirinkimo tvarkos, tod
el tokio modelio kon-

stravimo algoritmas yra paprastesnis (nereikia nustatin
eti taisykliu� prioritetu�). Ta£iau

sutvarkyto taisykliu� rinkinio pagrindu sukonstruotas klasi�katorius yra greitesnis, nes kiek-

vieno i�ra²o klasi�kavimui reikalingas tikrinamu� prielaidu� skai£ius ²iuo atveju maºesnis.

Toliau nagrin
esime tik sutvarkytus klasi�kavimo taisykliu� rinkinius. Kaip jau min
ejome,

naudojami i�vair	us taisykliu� prioriteto apibr
eºimai, o tuo pa£iu ir r	u²iavimo b	udai. S¡lyginai

juos galima padalinti i� dvi grupes: kokybinis r	u²iavimas ir r	u²iavimas pagal klases. Kuo

jos skiriasi paai²k
eja, paºi	ur
ejus i� 3 .17 paveiksle pateikt¡ pavyzdi�.
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Kokybinis klasi�kavimo taisykliu� r	u²iavimas

(Odos danga = plunksnos) ∧ (Skraido = taip) −→ pauk²tis

(Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = taip) −→ ºinduolis

(Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = ne) −→ pauk²tis

(Gyvena vandenyje = kartais) −→ varliagyvis

(Odos danga = ºvynai) ∧ ((Gyvena vandenyje = ne) −→ roplys

(Odos danga = ºvynai) ∧ ((Gyvena vandenyje = taip) −→ ºuvis

(Odos danga = n
era) −→ varliagyvis

Klasi�kavimo taisykliu� r	u²iavimas pagal klases

(Odos danga = plunksnos) ∧ (Skraido = taip) −→ pauk²tis

(Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = ne) −→ pauk²tis

(Kraujo tipas = ²iltas) ∧ (Gyvavedis = taip) −→ ºinduolis

(Gyvena vandenyje = kartais) −→ varliagyvis

(Odos danga = n
era) −→ varliagyvis

(Odos danga = ºvynai) ∧ ((Gyvena vandenyje = ne) −→ roplys

(Odos danga = ºvynai) ∧ ((Gyvena vandenyje = taip) −→ ºuvis

3 .17 pav. Klasi�kavimo taisykliu� r	u²iavimo b	udu� palyginimas

Kokybinis r	u²iavimas. Apibr
eºiamas koks nors taisykl
es kokyb
es matas (pavyzdºiui, tik-

slumas) ir visos taisykl
es i²d
estomos kokyb
es maº
ejimo tvarka. Toks klasi�katorius garan-

tuoja, kad i�ra²¡ visada klasi�kuos "geriausia" ji� apimanti taisykl
e. Vienas i² tokios schemos

tr	ukumu� yra tas, kad sud
etingai interpretuojamos s¡ra²o apa£ioje esan£ios taisykl
es. Pa-

vyzdºiui, imkime 3 .17 paveikslo vir²utin
es lentel
es ketvirt¡j¡ taisykl¦. Ji uºra²oma labai

paprastai

(Gyvena vandenyje = kartais) −→ varliagyvis .

Ta£iau, atsiºvelgiant i� pirm¡sias tris taisykles, jos interpretacija yra sud
etingesn
e: jei

gyv	unas neplunksnuotas arba neskraido, yra ²iltakraujis ir kartais gyvena vandenyje, tai

jis - varliagyvis. Ai²ku, kad didelio s¡ra²o apa£ioje esan£iu� taisykliu� "i²²ifravimas" taps

sud
etingu loginiu uºdaviniu.
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R	u²iavimas pagal klases. �iuo atveju t¡ pa£i¡ klas¦ priskirian£ios taisykl
es s¡ra²e stovi

greta. Ju� tarpusavio i²sid
estymas n
era svarbus, nes neturi reik²m
es kuri tos pa£ios klas
es

taisykl
e klasi�kuos i�ra²¡. Tai ²iek tiek supaprastina taisykliu� interpretacij¡. Skirtingu� klasiu�

taisykliu� tarpusavio pad
etis priklauso nuo klas
es "kokyb
es". Kitaip sakant, reikia apibr
eºti

ne konkre£ios taisykl
es, o tam tikr¡ klas¦ priskirian£iu� taisykliu� poaibio kokyb
es mat¡.

Kuo matas didesnis, tuo auk²£iau s¡ra²e stov
es visos ²iam poaibiui priklausan£ios taisykl
es.

Tod
el akivaizdu, kad auk²tesnio rango klas
e i�gyja prana²um¡, nes ira²as pirmiausiai bandys

"patekti" i� auk²£iusi¡ klas¦. I� tai reikia atsiºvelgti pasirenkant kokyb
es mat¡. 3 .17 paveikslo

apatin
eje lentel
eje matomo pavyzdºio taisykl
es i²d
estytos pagal toki¡ stuburiniu� gyv	unu�

klasiu� tvark¡: { pauk²£iai, ºinduoliai, varliagyviai, ropliai, ºuvys }. Beje pasteb
esime, kad

²is taisykliu� s¡ra²as, grieºtai kalbant, n
era pilnas. Pavyzdºiui,b	utu� neai²ku kuriai klasei

priskirti kailini� ²altakrauji� vandens gyventoj¡. �inoma, klausimas ar toks i² viso egzistuoja

!

Detaliau panagrin
esime sur	u²iuotus pagal klases taisykliu� rinkinius ir ju� sudarymo meto-

dus. Klasi�kavimo taisykliu� konstravimo metodai skirstomi i� tiesioginius ir netiesioginius.

Tiesioginiai metodai skaido turim¡ i�ra²u� aib¦ i� maºesnius poaibius taip, kad visus vieno

poaibio i�ra²us klasi�kuotu� viena taisykl
e. Netiesioginiai metodai klasi�kavimo taisykl
emis

supaprastintai uºra²o kitus, sud
etingesnius, klasi�kavimo modelius.

3.4.2 Tiesioginis klasi�kavimo taisykliu� konstravimas

Tiesioginiam klasi�kavimo taisykliu� konstravimui daºnai yra naudojams nuoseklaus den-

gimo metodas (ºr. 3 .18 pav.). Paeiliui kiekvienai klasei generuojamos taisykl
es, kol jos

tenkina pasirinkt¡ kokyb
es kriteriju�. Taigi, gaunamas pagal klases sur	u²iuotas taisykliu�

s¡ra²as. Kad jis b	utu� pilnas, paskutiniajai klasei "pagal nutyl
ejim¡" priskiriami i� kitas

klases nepatek¦ i�ra²ai. Kurios klas
es taisykl
es generuojamos pirmiausiai gali priklausyti

nuo daugelio faktoriu�. Pavyzdºiui, nuo klas
es populiarumo (daºnio imtyje) ar neteisingo

klasi�kavimo pasekmiu� (sakoma, kad geriau i²teisinti kalt¡, nei nuteisti nekalt¡ ).

Algoritmas pradeda nuo tu²£io taisykliu� s¡ra²o R. Svarbiausi¡ darb¡ atlieka funkcija

vienaTaisykl
e(E, y). Ji pagal turim¡ i�ra²u� aib¦ E ir pasirinkt¡ kokyb
es mat¡ klasei y

konstruoja geriausi¡ taisykl¦ r. Visi klasei y priklausantys i�ra²ai vadinami teigiamais, o
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1. Tegul E - mokymo imtis

2. AY := {y1, y2, . . . , yk} - sur	u²iuota visu� klasiu� aib
e

3. rd = {() −→ yk} - taisykl
e "pagal nutyl
ejim¡"

4. R := {} - pradinis taisykliu� s¡ra²as
5. for∀y ∈ AY \{yk} do
6. while netenkinama stabdymo s¡lyga do

7. r = vienaTaisykl
e(E, y)

8. Pa²alinti i² E i�ra²us, kuriuos apima taisykl
e r

9. R = R ∨ r - s¡ra²o apa£ioje pridedama taisykl
e r

10. end while

11. end for

12. R = R ∨ rd - s¡ra²o apa£ioje pridedama taisykl
e "pagal nutyl
ejim¡"

3 .18 pav. Nuoseklaus dengimo algoritmas

likusieji - neigiamais. Ai²ku siekiama, kad r apimtu� kuo daugiau teigiamu� ir kuo maºiau

neigiamu� i�ra²u�. Sukonstruotoji taisykl
e r i�ra²oma s¡ra²o R apa£ioje, o visi i�ra²ai, kuriuos

ji apima, i² aib
es E pa²alinami. Proced	ura t¦siama tol, kol kiekviena naujai sukonstruota

taisykl
e r yra pakankamai kokybi²ka. Procesas taip pat stabdomas, jei aib
eje E nebelieka

teigiamu� i�ra²u� arba taisykl
es tampa per daug sud
etingos. Tada pereinama prie kitos klas
es.

Optimalios taisykl
es radimas yra sud
etinga problema. Daºniausiai funkcija

vienaTaisykl
e(E, y) generuoja koki¡ nors pradin¦ taisykl¦ r0 ir toliau j¡ tobulina, kol

gauna reikalaujamos kokyb
es taisykl¦ r. Sutinkamos dvi tokio tobulinimo strategijos, kurias

s¡lyginai galima pavadinti nuo paprasto prie sud
etingo ir nuo sud
etingo prie paprasto. Pir-

muoju atveju imama paprasta pradin
e taisykl
e

r0 : () −→ y ,

apimanti vis¡ i�ra²u� aib¦ E. Ji n
era tiksli. Tod
el toliau tobulinama, palaipsniui pridedant

naujus konjunktus, kol pasiekiama norima taisykl
es kokyb
e. 3 .19(a) paveiksle iliustruojami

du ºinduoliu� klasi�kavimo taisykl
es tobulinimo proced	uros ºingsniai. I² pradºiu� pasirenka-
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mas konjunktas (Kraujo tipas=²iltas). Toliau, i²analizavus visas galimybes, taisykl
es prie-

laida papildoma konjunktu (Gyvavedis=taip) ir t.t. �is procesas nutraukiamas, kai patenk-

inama stabdymo s¡lyga, pavyzdºiui, naujai prid
etas konjunktas nebepagerina taisykl
es.( ) −→ ºinduolis(Odos danga=plaukai)
−→ ºinduolis (Kraujo tipas=²iltas)

−→ ºinduolis (Turi kojas=taip)
−→ ºinduolis. . .(Kraujo tipas=²iltas)∧(Turi kojas=taip) −→ ºinduolis (Kraujo tipas=²iltas)∧(Gyvavedis=taip) −→ ºinduolis. . .(a) Nuo paprasto prie sud
etingo(Kraujo tipas=²iltas)∧(Odos danga=plaukai)∧(Gyvavedis=taip)∧(Gyvena vandenyje=ne)∧ (Skraido=ne)∧ (Turi kojas=taip) ∧(�iemos miegas=ne) −→ ºinduolis(Odos danga=plaukai)∧(Gyvavedis=taip)∧(Gyvena vandenyje=ne)∧(Skraido=ne)∧ (Turi kojas=taip) ∧(�iemos miegas=ne) −→ ºinduolis (Kraujo tipas=²iltas)∧(Odos danga=plaukai)∧(Gyvavedis=taip)∧(Gyvena vandenyje=ne)∧(Skraido=ne)∧(Turi kojas=taip) −→ ºinduolis. . .

(b) Nuo sud
etingo prie paprasto
3 .19 pav. Dvi klasi�kavimo taisykl
es konstravimo strategijos

Kai taikoma strategija nuo sud
etingo prie paprasto, pradin
e taisykl
e r0 sudaroma pagal

kuri� nors atsitiktinai paimt¡ teigiam¡ i�ra²¡. Toliau, didinant taisykl
es apimti�, palaipsniui

maºinamas konjunktu� skai£ius. Prastinimo procesas stabdomas, kai, pavyzdºiui, taisykl
e

pradeda apimti neigiamus i�ra²us. 3 .19(b) paveikslo pavyzdyje pasirinktas pirmasis teigia-
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mas 3 .8 lentel
es i�ra²as ( ºmogaus duomenys ) ir pavaizduotas vienas prastinimo ºingsnis:

pa²alintas konjunktas (�iemos miegas=ne).

Abi ²ios strategijos generuoja neb	utinai optimali¡ taisykl¦, nes nagrin
ejamos toli graºu ne

visos galimos konjunktu� kombinacijos. Galima prapl
esti paie²kos aib¦. Eiliniame ºingsnyje

rinkime ne vien¡, o k geriausiu� taisykliu� ir kiekvien¡ i² ju� modi�kuokime prijungdami

(arba i²braukdami) konjunktus. I² visu� taip modi�kuotu� taisykliu� v
el renkame k geriausiu�

ir pereiname prie naujos iteracijos.

Lieka aptarti galimus klasi�kavimo taisykliu� kokyb
es matus, kurie leistu� palyginti taisykles

ir nuspr¦sti kuriuos konjunktus prijungti (ar pa²alinti) kiekvienoje algoritmo iteracijoje.

Atrodytu� tinkamiausias matas yra taisykl
es tikslumas, atspindintis teisingai klasi�kuotu�

i�ra²u� dali�. Ta£iau esminis jo tr	ukumas yra taisykl
es apimties ignoravimas. Pavyzdºiui,

tegul mokymo imtyje yra 60 teigiamu� ir 100 neigiamu� i�ra²u�. Nagrin
ekime dvi taisykles

r1 : apima 50 teigiamu� ir 5 neigiamus i�ra²us,

r2 : apima 2 teigiamus i�ra²us ir n
e vieno neigiamo i�ra²o.

Antroji taisykl
e yra tikslesn
e, nes

θ(r1) =
50

55
≈ 0, 909 , θ(r2) =

2

2
= 1 .

Ta£iau vargu ar kas tvirtins, kad ji yra geresn
e, nes apima tik 2 i�ra²us.

Apibr
e²ime kelet¡ subtilesniu� taisykliu� palyginimo b	udu�.

1. Maºos apimties taisykliu� eliminavimui galima taikyti statistinius kriterijus. Pavyz-

dºiui tik
etinumo statistikos

L = 2
k∑
i=1

ni ln
ni
ei

(3 .9)

rei²m
e parodo kiek klasi�katorius skiriasi nuo atsitiktinio klasi�kavimo. �ia k - klasiu�

skai£ius; ni - taisykl
es apimamu� i - tosios klas
es i�ra²u� skai£ius1; ei - prognozuojamas

i - tosios klas
es i�ra²u� skai£ius, taikant atsitiktini� klasi�kavim¡. Statistika L turi χ2

skirstini� su k − 1 laisv
es laipsniu. Didel
es L reik²m
es rodo, kad teisingai klasi�kuotu�

i�ra²u� yra ºenkliai daugiau, nei gal
etume "atsitiktinai pataikyti". Kitaip sakant, kuo

L reik²m
e didesn
e, tuo taisykl
e geresn
e.
1Jei kuris nors ni = 0, tai atitinkamas d
emuo (3 .9) sumoje taip pat lygus 0.
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Gri�ºkime prie m	usu� pavyzdºio. Turime k = 2 klases: {+, -}. Rasime L(r1). Kadangi

r1 apima 55 i�ra²us, tai

e+ = 55 · 60

160
= 20, 625 , e− = 55 · 100

160
= 34, 375 .

Taigi

L(r1) = 2 ·
(

50 · ln 50

20, 625
+ 5 · ln 5

34, 375

)
≈ 69, 27 .

Analogi²kai skai£iuojame ir antr¡jai taisyklei:

e+ = 2 · 60

160
= 0, 75 , e− = 2 · 100

160
= 1, 25 ,

ir

L(r2) = 2 ·
(

2 · ln 2

0, 75
+ 0

)
≈ 3, 92 .

Tod
el pagal ²i� kriteriju� taisykl
e r1 yra geresn
e uº r2.

2. Tegul taisykl
e r apima n i�ra²u�, tarp kuriu� yra n+ teigiamu�. Apibr
e²ime du mod-

i�kuotus tikslumo matus, priklausomus nuo taisykl
es r apimties. Tai yra Laplaso

i�vertis

θL(r) =
n+ + 1

n+ k
(3 .10)

ir vadinamasis m - i�vertis

θm(r) =
n+ + k p+

n+ k
, (3 .11)

£ia k - klasiu� skai£ius; p+ - apriorin
e teigiamos klas
es tikimyb
e. Pasteb
esime, kad

θL(r) = θm(r) , kai p+ =
1

k
.

Kitaip sakant, tolygiai pasiskirs£iusioms klas
ems ²ie matai ekvivalent	us. Maºos apim-

ties taisykl
ems, jie yra artimi teigiamos klas
es tikimybei, nes

θL(r) =
1

k
, θm(r) = p+ , kai n = 0 .

Kai taisykl
es apimtis yra didel
e, abu i�ver£iai darosi artimi taisykl
es tikslumui

θ(r) =
n+

n
.
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Rasime taisykliu� r1 ir r2 Laplaso ir m - i�ver£ius. Teigiamos klas
es apriorin
e tikimyb
e

yra p+ = 60/160 = 0, 375 , klasiu� skai£ius k = 2. I�stat¦ reikiamas reik²mes i� (3 .10) ir

(3 .11), tur
esime

θL(r1) =
50 + 1

55 + 2
≈ 0, 895 , θL(r2) =

2 + 1

2 + 2
= 0, 75 ,

θm(r1) =
50 + 2 · 0, 375

55 + 2
≈ 0, 89 , θm(r2) =

2 + 2 · 0, 375

2 + 2
= 0, 6875 .

Matome, kad pagal abu i�ver£ius taisykl
e r1 geresn
e.

3. Dar vienas klasi�kavimo taisykliu� palyginimo kriterijus remiasi informacijos prieaugio

s¡voka. Tegul taisykl
e

r0 : A −→ +

apima n+ teigiamu� ir n−n+ neigiamu� i�ra²u�. Jos prielaid¡ papildome nauju konjunktu

B. Tegul naujoji taisykl
e

r : A ∧B −→ +

apima m+ teigiamu� ir m−m+ neigiamu� i�ra²u�. Gaunamas informacijos prieaugis yra

I(r0, r) = m+ ·
(

log2

n

n+

− log2

m

m+

)
. (3 .12)

Atskiru atveju, kai taisykl
es r0 prielaida tu²£ia A = ( ), informacijos prieaugi� ºym
e-

sime I(r). Tada n yra imties dydis, o n+ - visu� teigiamu� i�ra²u� skai£ius.

Be to, prisimin¦ klasi�kavimo taisykl
es tikslumo apibr
eºim¡ 3.4.1 , informacijos prie-

augio i²rai²k¡ (3 .12) galime para²yti ir taip

I(r0, r) = m+ · log2

θ(r)

θ(r0)
. (3 .13)

Informacijos prieaugis I(r0, r) rei²kia sumini� neapibr
eºtumo pokyti� visiems taisykl
es

r apimamiems teigiamiems i�ra²ams. I² tikru�ju�, taisyklei r0 imties i�ra²o teisingo klasi-

�kavimo tikimyb
e yra lygi jos tikslumui

P (T0) = θ(r0) =
n+

n
.

Tod
el i�vykio T0 informacija ( arba neapibr
eºtumas) yra (ºr. 1.3.1 apibr
eºim¡)

I(T0) = log2

1

P (T0)
= log2

n

n+

.
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Analogi²kai randamas lik¦s neapibr
eºtumas modi�kuotai taisyklei r

I(T ) = log2

1

P (T )
= log2

m

m+

.

I² £ia ir gauname, kad I(r0, r) = m+ · (I(T0)− I(T )) .

Tod
el i² visu� nagrin
ejamu� taisykl
es r0 modi�kaciju� r reik
etu� rinktis t¡, kuri labiausiai

sumaºina neapibr
eºtum¡, t.y. turi didºiausi¡ informacijos prieaugi� I(r0, r) .

Informacijos prieaugio taikym¡ iliustruosime, dar kart¡ palygindami taisykles r1 ir r2.

Pagal (3 .13) formul¦

I(r1) = 50 · log2

50/55

60/160
≈ 63, 877 ,

I(r2) = 2 · log2

2/2

60/160
≈ 2, 83 .

Taigi ir pagal ²i� kriteriju� taisykl
e r1 yra geresn
e.

Pagal vien¡ ar kit¡ strategij¡ sukonstruota taisykl
e gali b	uti pertekli, t.y. tur
eti didel¦

modelio klaid¡ ( modelio klaidos i�ver£iai nagrin
ejami 3.3 skyrelyje ). Tuo atveju taisykl
e

redukuojama, jos prielaidoje atsisakant kai kuriu� konjunktu�. Jei tokia redukcija sumaºina

modelio klaid¡, taisykl
e kei£iama paprastesne.

3.4.3 1R algoritmas

Bene papras£iausias, ta£iau daºnai gana efektyvus klasi�kavimo taisykliu� generavimo algo-

ritmu� yra vadinamasis 1R algoritmas (1-Rule, R.C.Holte, 1993). Tarkime, kad visi imties

atributai X1, X2, . . . , Xk yra kategoriniai. Algoritmo schema labai paprasta. Ji pateikiama

3 .20 paveiksle.

Kiekvienam atributui Xi, sudaromas pilnas, poromis nesutaikomu� taisykliu� rinkinys Ri, su-

sidedantis i² tiek taisykliu�, kiek skirtingu� reik²miu� x i�gyjaXi. Kiekvienos taisykl
es prielaida

yra (Xi = x) , o i²vada lygi reik²m
es x daugumos klasei. Po to i² visu� sukonstruotu�

klasi�katoriu� R1, R2, . . . , Rk i²renkamas tas, kurio tikslumas didºiausias.

Papildomai 1R algoritmas dirba ir su tr	ukstamomis bei skaitin
emis atributu� reik²m
emis.

Tr	ukstam¡j¡ atributo reik²m¦ ( j¡ ºym
esime '?' ) algoritmas traktuoja tiesiog kaip dar

vien¡ atributo reik²m¦.
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1. Tegul X1, X2, . . . , Xk - imties atributai, AY - visu� klasiu� aib
e

2. for kiekvienam atributui Xi do

3. Ri := {} - pradinis taisykliu� s¡ra²as
4. for kiekvienai atributo Xi reik²mei x do

5. r(y) : (Xi = x) −→ y , y ∈ AY ,
ymax = argmax

y
θ(r(y)) - daugumos klas
e

6. Ri = Ri ∨ r(ymax) - s¡ra²o apa£ioje pridedama taisykl
e r(ymax)

7. end for

8. end for

9. R = argmax
Ri

θ(Ri) - randamas geriausias klasi�katorius

3 .20 pav. 1R algoritmas

Skaitiniai kintamieji yra diskretizuojami. Taikomas labai paprastas diskretizavimo meto-

das. Visas intervalas dalijama i� intervalus, kuriu� galai randasi viduryje tarp dvieju� gretimu�

reik²miu�. Visi i�ra²ai su atributo reik²m
emis i² kurio nors intervalo priskiriami to intervalo

daugumos klasei. Jei kintamasis i�gyja labai daug skirtingu� reik²miu�, tai galime gauti daug

smulkiu� intervalu�, turin£iu� po vien¡ i�ra²¡. Tai, savo ruoºtu, i�takotu� modelio perteklumo

atsiradim¡. Tod
el maºai i�ra²u� turintys gretimi intervalai jungiami, kol jungtinio intervalo

daugumos klasei priklausan£iu� i�ra²u� skai£ius pasiekia tam tikr¡ skai£iu� ndiskr. �is skai£ius

yra algoritmo parametras. Algoritmo autoriaus si	uloma reik²m
e ndiskr = 6.

Prisiminkime 2.1.1 skyrelio pavyzdi� apie oro s¡lygas, kurioms esant "�vaigºdºiu�" komanda

ºaidºia parodom¡sias rungtynes. Papildysime 2 .2 lentel
eje pateiktus duomenis vienu "pa-

mir²tu" i�ra²u, turin£iu tr	ukstam¡ atributo Oras (X1) reik²m¦. Naujoji imtis pavaizduota

3 .9 lentel
eje.

Atsiºvelg¦ i� tai, kad imtis nedidel
e, atributu� X2 ir X3 diskretizavimui imsime ndiskr = 3.

Pirmiausiai sur	u²iuojame i�ra²us pagal Temperat	ur¡.

X2 18 18 19 20 21 21 22 22 22 24 24 27 27 28 29

Y ne taip ne taip taip taip ne taip ne taip taip ne taip taip ne
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Oras Temperat	ura Dr
egnumas V
ejuota �aisti

(X1) (X2) (X3) (X4) (Y )

1 saul
eta 29 85 FALSE ne

2 saul
eta 27 90 TRUE ne

3 debesuota 28 86 FALSE taip

4 lietinga 21 96 FALSE taip

5 lietinga 20 80 FALSE taip

6 lietinga 18 70 TRUE ne

7 debesuota 18 65 TRUE taip

8 saul
eta 22 95 FALSE ne

9 saul
eta 21 70 FALSE taip

10 lietinga 24 80 FALSE taip

11 saul
eta 24 70 TRUE taip

12 debesuota 22 90 TRUE taip

13 debesuota 27 75 FALSE taip

14 lietinga 22 91 TRUE ne

15 ? 19 92 TRUE ne

3 .9 lentel
e. Oro duomenys su tr	ukstama reik²me

Daliname visu� X2 reik²miu� interval¡ i� dalis taip, kad kiekvienoje dalyje (i²skyrus paskutin¦

) daºniausiai sutinkamu� Y reik²miu� skai£ius b	utu� ne maºesnis uº 3. Ai²ku, dalinimo ta²kus

imsime tarp skirtingoms klas
ems priklausan£iu� X2 reik²miu�. Gausime

X2 18 18 19 20 21 21 22 22 22 24 24 27 27 28 29

Y ne taip ne taip taip taip ne taip ne taip taip ne taip taip ne

Tre£iajame intervale turime po du abieju� klasiu� i�ra²us. Tod
el daugumos klas¦ renkam
es

atsitiktinai. Tegul tai bus Y = ne. Kadangi pirmu�ju� dvieju� intervalu� daugumos klas
e

Y = taip yra ta pati, tai, nekeisdami taisykliu� prasm
es, galime juos sujungti. Tad galutinis

skaidinys bus
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X2 18 18 19 20 21 21 22 22 22 24 24 27 27 28 29

Y ne taip ne taip taip taip ne taip ne taip taip ne taip taip ne

Tod
el gausime tokias klasi�kavimo pagal Temperat	ur¡ taisykles

r21 : (Temperat	ura ≤ 25, 5) −→ �aisti=taip

r22 : (Temperat	ura > 25, 5) −→ �aisti=ne

Ju� tikslumai

θ(r21) =
7

11
, θ(r22) =

2

4
.

Bendrasis klasi�katoriaus pagal Temperat	ur¡ tikslumas yra

θ(r21 ∨ r22) =
9

15
= 0, 6 .

Atributo X3 ( Dr
egnumas ) diskretizavimo skaidinys randamas analogi²kai

X3 65 70 70 70 75 80 80 85 86 90 90 91 92 95 96

Y taip ne taip taip taip taip taip ne taip taip ne ne ne ne taip

Tod
el klasi�katoriu� pagal Dr
egnum¡ sudaro trys taisykl
es

r31 : (Dr
egnumas ≤ 82, 5) −→ �aisti=taip

r32 : (Dr
egnumas ∈ (82, 5 ; 95, 5]) −→ �aisti=ne (3 .14)

r33 : (Dr
egnumas > 95, 5) −→ �aisti=taip

Jo tikslumas

θ(r31 ∨ r32 ∨ r33) =
12

15
= 0, 8 .

Pagal 1R algoritm¡ taip analizuojami visi keturi klasi�katoriai. Rezultatai pateikiami 3 .10

lentel
eje.

Matome, kad tiksliausias klasi�katorius yra pagal Dr
egnum¡. Tod
el ( 3 .14 ) ir bus 1R

algoritmo sukonstruotas klasi�kavimo taisykliu� rinkinys.
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Atributai Taisykl
es Taisykliu� Klasi�katoriu�

tikslumas tikslumas

1 X1 (Oras) saul
eta −→ ne 3/5 11/15

debesuota −→ taip 4/4

lietinga −→ taip 3/5

? −→ ne 1/1

2 X2 (Temperat	ura) ≤ 25, 5 −→ taip 7/11 9/15

> 25, 5 −→ ne 2/4

3 X3 (Dr
egnumas) ≤ 82, 5 −→ taip 6/7 12/15

∈ (82, 5 ; 95, 5] −→ ne 5/7

> 95, 5 −→ taip 1/1

4 X4 (V
ejuota) FALSE −→ taip 6/8 10/15

TRUE −→ ne 4/7

3 .10 lentel
e. 1R algoritmas oro duomenims su tr	ukstama reik²me

3.4.4 RIPPER algoritmas

Vienas i² tiesioginio klasi�kavimo taisykliu� konstravimo algoritmu� yra vadinamasis RIPPER

algoritmas (Repeated Incremental Pruning to Produce Error Reduction, WilliamW. Cohen,

1995). Jis gerai veikia, kai duomenys yra "triuk²mingi", nes dar modelio konstravimo

etape naudoja kontrolin¦ imti�. Algoritmas generuoja pagal klases sur	u²iuot¡ klasi�kavimo

taisykliu� rinkini�.

Tegul

AY = {y1, y2, . . . , yk}

- pagal daºnius sur	u²iuota visu� klasiu� aib
e. Re£iausiai mokymo imtyje sutinkama klas
e yra

y1 , o daºniausiai - yk. Taisykl
es generuojamos nuoseklaus dengimo metodu. Visu� pirma

klasei y1 priklausantys i�ra²ai pavadinami teigiamais, o likusieji - neigiamais ir konstruojamos

taisykl
es teigiamiems i�ra²ams atskirti. Toliau pereinama prie klas
es y2 ir taip toliau, kol

lieka tik yk. Pastaroji klas
e tampa klase "pagal nutyl
ejim¡", t.y. jai priskiriami i� kitas

klases nepatek¦ i�ra²ai.
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Kiekvien¡ taisykl¦ r RIPPER konstruoja naudodamas "nuo paprasto prie sud
etingo" strate-

gij¡. Taisykl
e modi�kuojama, prielaidoje pridedant naujus konjunktus, kol pasidaro tiksli,

t.y. θ(r) = 1 . Papildomu� konjunktu� pasirinkimo kriterijus yra informacijos prieaugio

(3 .12) dydis. Po to taisykl
e r redukuojama, priklausomai nuo to kaip ji klasi�kuoja kon-

trolin
es imties i�ra²us. Tam naudojamas toks kokyb
es matas

γ(r) =
v+ − v−
v+ + v−

,

£ia v+ (v−) yra teigiamu� ( neigiamu� ) kontrolin
es imties i�ra²u�, kuriuos apima taisykl
e r

, skai£ius. Taisykl
e redukuojama, jei po redukcijos ²is matas padid
eja. Redukuojama ,

pirmiausiai ²alinant paskutinius konjunktus. Tarkime, kad taisykl
es r prielaidoje yra m

konjunktu�:

r : (A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ Am) −→ + .

Nagrin
ekime redukuotas taisykles

ri : (A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ Am−i) −→ + , i = 1, 2, . . . ,m− 1 ,

ir rm : () −→ + . Tegul r′ yra didºiausi¡ γ reik²m¦ turinti redukuota taisykl
e:

r′ = argmax
ri

γ(ri) .

Jei γ(r′) > γ(r) , tai taisykl
e r pakei£iama redukuotaja taisykle r′. Pasteb
esime, kad

mokymo imtyje taisykl
es r′ tikslumas gali b	uti ir maºesnis uº 1, t.y. θ(r′) < θ(r) = 1 .

Toliau, pagal nuoseklaus dengimo metod¡, i² mokymo imties pa²alinami i�ra²ai, kuriuos

apima sukonstruotoji taisykl
e ir pereinama prie kitos taisykl
es generavimo. Beje taisykl
e

neapima i�ra²u�, kuriuose tr	uksta bent vieno i� taisykl
es prielaid¡ i�einan£io atributo reik²m
es.

RIPPER algoritmas stabdomas, kai tenkinama bent viena i² ºemiau i²vardintu� s¡lygu�.

1. Mokymo imtyje neb
era teigiamu� i�ra²u�.

2. Naujai prijungiama taisykl
e padidintu� s¡ra²o apra²ymo ilgi� ne maºiau kaip d bitu�

(pagal nutyl
ejim¡ d = 64 ).

3. Naujai prijungiamos taisykl
es tikslumas kontrolin
eje imtyje maºesnis uº 0,5 .

Baigus konstruoti taisykliu� s¡ra²¡, priklausomai nuo algoritmo realizacijos, kartais dar pa-

pildomai optimizuojamas visas s¡ra²as.
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3.4.5 Netiesioginis klasi�kavimo taisykliu� konstravimas

�iame skyrelyje trumpai aptarsime sprendimu� medºio ir klasi�kavimo taisykliu� tarpusavio

priklausomyb¦. Ai²ku, kad kiekvienas kelias medyje nuo ²aknies iki lapo nusako klasi�kav-

imo taisykl¦. Jos prielaid¡ sudarantys konjunktai atitinka medºio vidiniu� vir²	uniu� s¡ly-

gas, o i²vada sutampa su lapo atstovaujama klase. Be to, visus sprendimu� medºio lapus

atitinkan£ios taisykl
es yra poromis nesutaikomos ir sudaro piln¡ rinkini�. Taip sukonstruot¡

taisykliu� rinkini� daºniausiai galima supaprastinti. Pavyzdºiui, 3 .21 paveiksle pavaizduotas

medis ir visus jo lapus atitinkan£iu� taisykliu� rinkinys.PQ R
+ Q- + - +

0 10 1 0 10 1
=⇒ Klasi�kavimo taisykl
es

r1 : (P = 0) ∧ (Q = 0) −→ -

r2 : (P = 0) ∧ (Q = 1) −→ +

r3 : (P = 1) ∧ (R = 0) −→ +

r4 : (P = 1) ∧ (R = 1) ∧ (Q = 0) −→ -

r5 : (P = 1) ∧ (R = 1) ∧ (Q = 1) −→ +

3 .21 pav. Sprendimu� medis ir jo generuotos klasi�kavimo taisykl
es

Pasteb
esime, kad teigiamos klas
es taisykliu� rinkinys R+ = (r2∨r3∨r5) visus i�ra²us, kuriems

Q = 1 , priskiria teigimai klasei. Tod
el R+ galime supaprastinti. Naujasis teigiamos klas
es

taisykliu� rinkinys bus sudarytas i² dvieju� taisykliu� R′+ = (r′2 ∨ r3) , £ia

r′2 : (Q = 1) −→ + .

Neigiamoji klas
e tada tampa klase "pagal nutyl
ejim¡". Galutinai gauname toki� sutvarkyt¡

taisykliu� rinkini�

(Q = 1) −→ +

(P = 1) ∧ (R = 0) −→ +

() −→ -
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�ios taisykl
es jau n
era poromis nesutaikomos, ta£iau gerokai paprastesn
es ir lengvai inter-

pretuojamos.

Deja, didesnius sprendimu� medºius atitinkan£iu� klasi�kavimo taisykliu� rinkiniu� optimizav-

imo uºdavinys yra gana sud
etingas. Tod
el daºniausiai naudojami algoritmai vienokiais ar

kitokiais b	udais modi�kuoja pradini� taisykliu� rinkini�, ta£iau ne visada pasiekia optimalu�

rezultat¡. Vienas i² tokiu� yra vadinamasis C4.5rules algoritmas, generuojantis sprendimu�

medi� atitinkan£ias klasi�kavimo taisykles. Algoritmas susideda i² dvieju� etapu�.

1. Taisykl
es konstravimas. Pana²iai kaip ir 3 .21 paveikslo pavyzdyje, pradinis rinkinys

sudaromas i² visus medºio lapus atitinkan£iu� taisykliu�. Toliau jos redukuojamos,

atsisakant kai kuriu� prielaidos konjunktu�. Tegul

r : A −→ y

yra viena i² pradiniu� taisykliu�. Nagrin
ekime visas supaprastintas taisykles

r′ : A′ −→ y ,

£ia A′ gaunama i²metus i² A kuri� nors vien¡ konjunkt¡. I² visu� taisykliu� r′ i²renkame

t¡, kuri turi maºiausi¡ statistini� klaidos i�verti� (3 .8) su i² anksto pasirinktu pasik-

liovimo lygmeniu Q ( pagal nutyl
ejim¡ Q = 0, 5 ). Tegul

rmin = argmin
r′

ev(r
′, Q) .

Pradin
e taisykl
e r kei£iama taisykle rmin , jei

ev(rmin, Q) < ev(r,Q) .

�i proced	ura kartojama, kol modi�kuotos taisykl
es statistinis klaidos i�vertis maº
eja.

Taip rekonstruojamos visos pradinio rinkinio taisykl
es. Jei po rekonstrukcijos atsir-

anda sutampan£iu� taisykliu�, tai paliekama tik viena i² ju�.

2. Rinkinio tvarkymas. Taisykl
es r	u²iuojamos pagal klases. Randamas kiekvienos klas
es

yi taisykliu� rinkinio Ri apra²ymo ilgis (3 .6) su papildomu parametru g

Lg(E,Ri) = gL(Ri) + L(E|Ri) .

119



Kuo daugiau klasi�katorius Ri turi nenaudojamu� mokymo imties E atributu�, tuo

maºesn
e yra g reik²m
e. Daºniausiai g = 0, 5 . Klas
es r	u²iuojamos apra²ymo ilgio

did
ejimo tvarka. Galutiniame taisykliu� s¡ra²e auk²£iausiai stovi trumpiausiai apra²o-

mos klas
es taisykl
es.

Taisykliu� rinkinio rekonstrukcijos proced	ura yra gana l
eta, nes reikia skai£iuoti kiekvienos

nagrin
ejamos taisykl
es tikslum¡ bei vienoki� ar kitoki� klaidos i�verti�. Kai imtis didel
e, tai n
era

taip paprasta. Tod
el daºniausiai tiesioginiai klasi�kavimo taisykliu� konstravimo metodai

yra efektyvesni uº netiesioginius.

3.5 Artimiausiu� kaimynu� metodas

Bendroji klasi�kavimo uºdavinio sprendimo schema, pavaizduota 3 .1 paveiksle, susideda i²

dvieju� daliu�:

1) modelio konstravimas pagal turimus duomenis ( indukcija );

2) i�ra²o klasi�kavimas, taikant sukonstruot¡ modeli� ( dedukcija ).

M	usu� jau nagrin
etuose klasi�kavimo algoritmuose abi dalys buvo atskirtos. I² pradºiu�

buvo generuojamas modelis ( klasi�katorius ), kuris paskui bet kada naudojamas norimo

i�ra²o klasi�kavimui. Taip veikia tiek sprendimu� medºiais, tiek klasi�kavimo taisykl
emis

besiremiantys algoritmai. Tokie algoritmai kartais dar vadinami stropiais.

Galima kalb
eti ir apie vadinamuosius tingius algoritmus. Pastarieji nieko nedaro i² anksto.

Jie "pasijudina" tik kai prisireikia klasi�kuoti koki� nors i�ra²¡. Kitaip sakant, abu auk²£iau

min
eti klasi�kavimo uºdavinio sprendimo ºingsniai atliekami kartu. Pats papras£iausias

tokio metodo taikymo pavyzdys yra mechani²kos atminties klasi�katorius ( rote classi�er

). Jis atsimena vis¡ mokymo imti� ir klasi�kuoja i�ra²¡ tik tuo atveju, jei randa ²io i�ra²o

atributu� reik²mes tiksliai atitinkanti� mokymo imties i�ra²¡. Akivaizdus tokio klasi�katoriaus

tr	ukumas - maºa "atpaºi�stamu�" i�ra²u� aib
e ( ypa£ kai turima maºa mokymo imtis ).

Vienas i² ²io tr	ukumo neutralizavimo b	udu� yra toks. I² mokymo imties i²renkame K

i�ra²u�, kurie yra labiausiai "pana²	us" i� norim¡ klasi�kuoti i�ra²¡ ( K artimiausiu� kaimynu�

). Tiriamasis i�ra²as klasi�kuojamas atsiºvelgiant i� tai, kokioms klas
ems priklauso kaimynai

( pavyzdºiui, priskiriamas kaimynu� daugumos klasei ). Tokio samprotavimo pateisinimui
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prisiminkime posaki�: "If it walks like a duck, quacks like a duck and looks like a duck, then

it's probably a duck"1. I�ra²u� pana²umas nustatomas, pasirinkus tinkam¡ artumo mat¡ (ºr.

2.3.4 skyreli� ).

Rezultatas priklausys ne tik nuo artumo mato pasirinkimo, bet ir nuo sprendim¡ i�takojan£iu�

kaimynu� skai£iaus K . Pavyzdºiui, 3 .22 paveiksle matome 1, 2 ir 3 artimiausius kaimynus

apskritimo centre simboliu 'x' pavaizduotam i�ra²ui z. Jei K = 1 ( 3 .22(a) pav. ), tai+ � + � + � �� � + � + �� + �� � �+ �+ � � + �� + � � �(a) 1 artimiausias kaimynas

+ � + � + � �� � + � + �� + �� � �+ �+ � � + �� + � � �(b) 2 artimiausieji kaimynai

+ � + � + � �� � + � + �� + �� � �+ �+ � � + �� + � � �() 3 artimiausieji kaimynai
x x x

3 .22 pav. I�ra²o x artimiausieji kaimynai

z priskiriamas neigiamai klasei, nes ²iai klasei priklauso jo artimiausias kaimynas. Du

artimiausi kaimynai ( 3 .22(b) pav. ) priklauso skirtingoms klas
ems. Tod
el z atsitiktinai

priskiriamas vienai i² ju�, kai K = 2. Jei K = 3 ( 3 .22(c) pav. ), tai z priskiriamas teigiamai

klasei, nes du i² triju� artimiausiu� kaimynu� yra teigiami.

Ai²ku, kad per maºas kaimynu� skai£iusK gali sukelti klasi�katoriaus perteklum¡ d
el galimu�

mokymo imties duomenu� i²kraipymu�. Kita vertus, per didelis K taip pat n
era gerai, nes

tada sprendim¡ gali i�takoti "tolimi" kaimynai ( ºr. 3 .23 pav.). Nepageidaujam¡ "tolimu�"

kaimynu� i�tak¡ galima apriboti tinkamai parinkus kaimynu� svorio koe�cientus. Tegul z =

(x′; y′) yra klasi�kuojamas i�ra²as ( klas
e y′ neºinoma) , (x; y) ∈ E - mokymo imties E

i�ra²as. Pasirink¦ norim¡ atstumo mat¡ d(x′,x) , sudarome K artimiausiu� i�ra²o z kaimynu�

s¡ra²¡ Ez ⊂ E . Kiekvienam kaimynui (x; y) ∈ Ez priskiriame neneigiam¡ svori� w(x) .

1(Angl.) Jei vaik²to kaip antis, kvaksi kaip antis ir atrodo kaip antis, tai grei£iausiai ir yra antis.
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x
� + � + � + � �� + � � + � + �� + �� � � �� � � � � �+ + ++ � �� + + �+ � � � � �+ � � � � �� + � � �� + � + � � �

3 .23 pav. Klasi�kavimas pagal daug kaimynu�

Tada svertinis klasei c priklausan£iu� kaimynu� skai£ius bus

S(c, Ez) =
∑

(x;y)∈Ez
y=c

w(x) .

"Tolimu�" kaimynu� i�taka sumos S(c, Ez) dydºiui sumaº
es, jei svorio koe�cientai bus mono-

toni²kai maº
ejan£ios atstumo funkcijos, pavyzdºiui,

w(x) = e−d(x′,x) .

Jei visi kaimynai vienodai svarb	us, tai w(x) ≡ 1. Tada suma S(c, Ez) bus lygi klasei

c priklausan£iu� kaimynu� skai£iui. Klasi�katorius i�ra²¡ z priskiria klasei c , kurios suma

S(c, Ez) yra didºiausia.

Artimiausiu� kaimynu� metodo realizacijos algoritmo schema pateikiama 3 .24 paveiksle.

Kaip mat
eme, artimiausiu� kaimynu� klasi�katorius nekonstruoja bendro modelio. Tod
el

kiekvien¡ kart¡ tiriamasis i�ra²as klasi�kuojamas i² naujo analizuojant vis¡ mokymo imti�.

�i schema yra lankstesn
e, bet kita vertus tokio tipo klasi�katoriai dirba l
e£iau.

3.6 Bajeso klasi�katoriai

Daºnai atributu� reik²m
es vienareik²mi²kai nenusako i�ra²o klas
es, nes tai gali priklausyti nuo

daugelio papildomu� faktoriu�. Pavyzdºiui, du vienodo amºiaus ir vienod¡ skai£iu� cigare£iu�
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1. Tegul E - mokymo imtis, K - artimiausiu� kaimynu� skai£ius

2. for kiekvienam klasi�kuojamam i�ra²ui z = (x′; y′) do

3. randami atstumai d(x′,x) tarp z ir (x; y) ∈ E
4. sudaromas K artimiausiu� i�ra²o z kaimynu� s¡ra²as Ez ⊂ E

5. visiems kaimynams (x; y) ∈ Ez priskiriami svoriai w(x) ≥ 0

6. i�ra²as z priskiriamas svertin
es daugumos klasei

y′ = argmax
c

S(c, Ez)

7. end for

3 .24 pav. Artimiausiu� kaimynu� klasi�katoriaus algoritmas

per dien¡ sur	ukantys vyrai neb	utinai abu serga plau£iu� v
eºiu. Ta£iau didinant sur	ukytu�

cigare£iu� skai£iu�, tikimyb
e priklausyti v
eºininku� klasei did
eja. Kitaip sakant, reikia rasti

klas
es tikimyb¦, priklausomai nuo turimu� atributu� reik²miu�. �ia daºnai praver£ia Bajeso

teorema, siejanti apriorines ir aposteriorines i�vykiu� tikimybes.

3.6.1 Bajeso formul
e ir jos taikymas klasi�kavimui

Tarkime, kad atsitiktiniu� dydºiu� X ir Y galimu� reik²miu� aib
es yra AX ir AY . Tegul Bx ⊂
AX , By ⊂ AY . Atsitiktiniams i�vykiams {X ∈ Bx} ir {Y ∈ By} Bajeso formul
e (1 .3) atrodo
taip

P (Y ∈ By|X ∈ Bx) =
P (Y ∈ By)P (X ∈ Bx|Y ∈ By)

P (X ∈ Bx)
.

Kai poaibiai Bx ir By n
era svarb	us arba jie bus ai²k	us i² konteksto, Bajeso formul¦ ra²ysime

trumpiau

P (Y |X) =
P (Y )P (X|Y )

P (X)
. (3 .15)

Tikimyb
e P (Y ) vadinama apriorine, o s¡lygin
e tikimyb
e P (Y |X) - aposteriorine, nes j¡

skai£iuojant atsiºvelgta i� nauj¡ informacij¡ apie X .

Analogi²k¡ i²rai²k¡ gautume (3 .15) lygyb
eje X pakeit¦ imties atributu� vektoriumi X

X = (X1, X2, . . . , Xk) .
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Tegul Y ²iuo atveju ºymi klas
es kintam¡ji�. Tada apriorin
e tikimyb
e yra lygi klas
es tikimy-

bei, kuri¡ galime i�vertinti tos klas
es mokymo imties i�ra²u� dalimi. Svarbesn
es yra apos-

teriorin
es tikimyb
es P (Y |X). Tarkime, kad pagal mokymo imties duomenis radome ²ias

tikimybes visoms galimoms X ir Y reik²miu� kombinacijoms. Tada tiriam¡ji� i�ra²¡ (x′, y′)

reik
etu� priskirti tai klasei, kurios aposteriorin
e tikimyb
e didºiausia, t.y.

y′ = argmax
y

P (Y = y|X = x′)

Prisiminkime 3.2.1 pavyzdi� ir 3 .3 lentel
eje pateiktus duomenis apie 10 banko klientu�. Kiek-

vienas i² 10 i�ra²u� sudarytas i² 3 atributu� X = (X1, X2, X3) ir klas
es kintamojo Y (Mokus

klientas) reik²miu�. Pirmieji du atributai - X1 (Namu� valda) ir X2 (�eimynin
e pad
etis)

yra kategoriniai, o tre£iasis - X3 (Metin
es pajamos) - skaitinis. Kiekvienas klientas gali

b	uti mokus ( Y = taip ) arba nemokus ( Y = ne ). Tarkime, banko paskolos papra²
e

ved¦s, neturintis namu� valdos klientas, kurio metin
es pajamos 60 t	ukstan£iu� litu�. Bankui

aktualus klausimas: ar toks klientas bus mokus? Vienareik²mi²kas atsakymas vargu ar

i�manomas. Tod
el formuluokime klausim¡ taip: atsiºvelgiant i� informacij¡ apie ankstesnius

banko klientus, kas labiau tik
etina - naujasis klientas bus mokus ar nemokus? Pabandykime

pastar¡ji� klausim¡ "matematizuoti". Naujojo kliento atributu� reik²m
es yra

x′ = (ne, ved¦s, 60) .

Taigi atsakym¡ i� suformuluot¡ji� klausim¡ nulems aposterioriniu� tikimybiu� tarpusavio san-

tykis. Jei

P (Y = taip |X = x′) > P (Y = ne |X = x′) , (3 .16)

tai manysime, kad klientas bus mokus.

Norint tiesiogiai skai£iuoti aposteriorines tikimybes, gali prireikti labai dideliu� mokymo

im£iu� net ir esant maºam atributu� skai£iui. Pavyzdºiui, turima banko klientu� imtis nelei-

dºia betarpi²kai skai£iuoti n
e vienos i² (3 .16) tikimybiu�, nes imtyje n
era n
e vieno i�ra²o,

tenkinan£io s¡lyg¡ {X = x′}. Tod
el reikia supaprastinti aposterioriniu� tikimybiu� skai£iav-

im¡ ( tiksliau - ju� palyginimo proced	ur¡). �ia ir pad
es Bajeso formul
e. M	usu� atveju (3 .15)

lygyb¦ galime perra²yti taip

P (Y = y |X = x′) =
P (Y = y)P (X = x′ |Y = y)

P (X = x′)
. (3 .17)
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Pasteb
esime, kad pastarosios lygyb
es de²in
eje pus
eje esan£ios trupmenos vardiklis neprik-

lauso nuo y . Tod
el aposterioriniu� tikimybiu� tarpusavio santyki� apsprendºia skaitiklyje

esan£ios klas
es apriorin
e tikimyb
e P (Y = y) ir s¡lygin
e tikimyb
e P (X = x′ |Y = y) .

Kaip jau min
ejome, nat	uralus apriorin
es tikimyb
es P (Y = y) i�vertis yra klasei y priklau-

san£iu� mokymo imties i�ra²u� dalis. Sud
etingiau i�vertinti tikimyb¦ P (X|Y ) . Aptarsime du

i² galimu� b	udu�: vadinam¡ji� naivu�ji� Bajeso metod¡ ir Bajeso tinklus.

3.6.2 Naivusis Bajeso klasi�katorius

Atsitiktiniai dydºiai ( atributai ) X1 ir X2 yra nepriklausomi, jei

P (X1, X2) = P (X1)P (X2) .

Analogi²kai X1 ir X2 vadinami nepriklausomais su s¡lyga, kad ºinomas atsitiktinis dydis

Y , jei

P (X1, X2|Y ) = P (X1|Y )P (X2|Y ) . (3 .18)

�ios s¡vokos n
era ekvivalen£ios. Pavyzdºiui, tokie ºmogaus atributai kaip 	ugis ir geb
ejimas

ra²yti ai²ku yra priklausomi, nes dar nemokantys ra²yti vaikai yra "maºa	ugiai". Ta£iau, jei

ºinomas ºmogaus amºius, tai tikimyb
e, kad jis moka ra²yti, jau nepriklauso nuo 	ugio.

S¡lygin¦ nepriklausomyb¦ galima apibr
eºti ir kitaip

P (X1|X2, Y ) = P (X1|Y ) . (3 .19)

Nesunku i�sitikinti, kad ²ie apibr
eºimai ekvivalent	us. Pavyzdºiui, i² (3 .19) ir s¡lygin
es

tikimyb
es apibr
eºimo i²plaukia

P (X1, X2|Y ) =
P (X1, X2, Y )

P (Y )
=
P (X1, X2, Y )

P (X2, Y )
· P (X2, Y )

P (Y )

= P (X1|X2, Y ) · P (X2|Y ) = P (X1|Y ) · P (X2|Y ) .

Naivusis Bajeso metodas taikomas esant prielaidai, kad ºinomos klas
es i�ra²o atributai yra

nepriklausomi, t.y.

P (X|Y = y) =
k∏
i=1

P (Xi|Y = y) . (3 .20)
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Taigi i�ra²o su atributu� reik²m
emis x′ = (x1, x2, . . . , xk) klasi�kavimui reikalingas aposteri-

orines tikimybes (3 .17) , visoms klas
ems y galime i²reik²ti taip

P (Y = y |X = x′) = P (Y = y)
k∏
i=1

P (Xi = xi|Y = y)α , (3 .21)

£ia daugiklis

α =
1

P (X = x′)

nepriklauso nuo y. Tod
el reik
es maksimizuoti tik de²in
eje (3 .21) lygyb
es pus
eje esan£i¡

apriorin
es tikimyb
es P (Y = y) ir salyginiu� tikimybiu� P (Xi = xi|Y = y) sandaug¡.

Kategoriniams kintamiesiems Xi tikimyb
es P (Xi = xi|Y = y) prilyginamos santykiui

P (Xi = xi|Y = y) =
ny(i)

ny
. (3 .22)

�ia ny - klasei y priklausan£iu� imties i�ra²u� skai£ius, ny(i) - skai£ius tu� klas
es y i�ra²u�, kuriems

Xi = xi . Pavyzdºiui, pagal 3 .3 lentel
eje pateiktus duomenis

P (X1 = taip|Y = taip) =
5

7
, P (X2 = viengungis|Y = ne) =

2

3
.

Tolydºiu�ju� skaitiniu� kintamu�ju� atveju galimi du s¡lyginiu� tikimybiu� P (Xi = xi|Y = y)

skai£iavimo b	udai.

1. Skaitini� kintam¡ji� Xi galima diskretizuoti. Tokio diskretizavimo metodai nagrin
ejami

2.3.2 skyrelyje. Tada s¡lygin
e tikimyb
e prilyginama santykiui (3 .22). Tik ²iuo atveju

ny(i) rei²kia skai£iu� tu� klas
es y i�ra²u�, kuriu� atributo Xi reik²m
e patenka i� t¡ pati�

dalini� interval¡ kaip ir xi .

2. Tarkime, kad atsitiktinio dydºio Xi s¡lygin
e tankio funkcija su s¡lyga Y = yj yra

pi(x|j). Pasirink¦ maº¡ teigiam¡ konstant¡ ε tikimyb¦ P (Xi = xi|Y = yj) pakeisime

tokiu jos i�ver£iu

P (xi ≤ Xi ≤ xi + ε|Y = yj) =

xi+ε∫
xi

pi(x|j) dx ≈ ε · pi(xi|j)

I�ra²¦ ²iuos i�ver£ius i� (3 .21) matome, kad konstanta ε nei�takoja aposterioriniu� tikimy-

biu� tarpusavio santykio. Tod
el skai£iavimuose tikimybes P (Xi = xi|Y = yj) kartais
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tiesiog pakeisime tankio funkcijos reik²m
emis pi(xi|j). Daºniausiai pasirenkamas nor-

maliojo d
esnio tankis, priklausantis nuo dvieju� parametru�: vidurkio µij ir dispersijos

σ2
ij

pi(x|j) =
1√

2πσij
exp

{
−(x− µij)2

2σ2
ij

}
. (3 .23)

Jei parametrai µij ir σ2
ij yra neºinomi, jie kei£iami atitinkamais i�ver£iais: imties

vidurkiu x̄ij ir dispersija s2
ij .

3.6.1 pavyzdys. Pagal 3 .3 lentel
eje pateikt¡ imti� rasime aposterioriniu� tikimybiu� i�ver£ius

ir patikrinsime ar teisinga (3 .16) nelygyb
e. Tuo pa£iu klasi�kuosime nauj¡ i�ra²¡, kurio

atributai yra x′ = (ne, ved¦s, 60) .

Pirmiausiai pagal (3 .23) formul¦ i�vertinsime skaitinio atributo X3 (Metin
es pajamos) s¡-

lygines tikimybes. Kai Y = ne , gausime tokius atributo X3 vidurkio ir dispersijos i�ver£ius

x̄31 =
47 + 42 + 45

3
=

134

3
≈ 44, 67 ,

s2
31 =

(47− 134/3)2 + (42− 134/3)2 + (45− 134/3)2

3− 1
=

19

3
≈ 6, 33 ,

s31 =

√
19

3
≈ 2, 52 .

Taigi gauname toki� s¡lygin
es tikimyb
es i�verti�

P (X3 = 60|Y = ne) ≈ 1√
2π 2, 52

exp

{
−(60− 44, 67)2

2 · 6, 33

}
· ε

≈ 5, 45 · 10−10 · ε .

Kai Y = taip, analogi²ki skai£iavimai rodo, kad

x̄32 =
65 + 50 + · · ·+ 37

7
=

387

7
≈ 55, 29 ,

s2
32 ≈ 753, 90 ,

s32 ≈ 27, 46 ,

P (X3 = 60|Y = taip) ≈ 1√
2π 27, 46

exp

{
−(60− 55, 29)2

2 · 753, 90

}
· ε

≈ 0, 015 · ε .

Kategoriniu� atributu� X1 (Namu� valda) ir X2 (�eimynin
e pad
etis) s¡lygines tikimybes

i�vertinsime atitinkamais santykiniais daºniais. Gautieji rezultatai kartu su imties duomeni-

mis pavaizduoti 3 .25 paveiksle. Klasiu� aprioriniu� tikimybiu� i�ver£iai yra
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X1 X2 X3 Y

1 taip viengungis 65 taip

2 ne ved¦s 50 taip

3 taip viengungis 35 taip

4 taip ved¦s 60 taip

5 ne i²siskyr¦s 47 ne

6 ne ved¦s 30 taip

7 taip i²siskyr¦s 110 taip

8 ne viengungis 42 ne

9 taip ved¦s 37 taip

10 ne viengungis 45 ne

Tikimyb
e I�vertis

P (X1 = ne|Y = ne) 1

P (X1 = taip|Y = ne) 0

P (X1 = ne|Y = taip) 2/7

P (X1 = taip|Y = taip) 5/7

P (X2 = viengungis|Y = ne) 2/3

P (X2 = ved¦s|Y = ne) 0

P (X2 = i²siskyr¦s|Y = ne) 1/3

P (X2 = viengungis|Y = taip) 2/7

P (X2 = ved¦s|Y = taip) 4/7

P (X2 = i²siskyr¦s|Y = taip) 1/7

P (X3 = 60|Y = ne) 5, 45 · 10−10 · ε
P (X3 = 60|Y = taip) 0, 015 · ε

3 .25 pav. Banko klientu� imtis ir jos atributu� s¡lygin
es tikimyb
es

P (Y = ne) =
3

10
, P (Y = taip) =

7

10
.

Abieju� aposterioriniu� tikimybiu� i�ver£ius rasime pritaik¦ (3 .21) formul¦. Taigi

P (Y = ne |X = x′) = P (Y = ne) · P (X1 = ne|Y = ne) · P (X2 = ved¦s|Y = ne)

·P (X3 = 60|Y = ne) · α

≈ 0, 3 · 1 · 0 · 5, 45 · 10−10 · ε · α = 0 ,

ir

P (Y = taip |X = x′) = P (Y = taip) · P (X1 = ne|Y = taip) · P (X2 = ved¦s|Y = taip)

·P (X3 = 60|Y = taip) · α

≈ 0, 7 · 2

7
· 4

7
· 0, 015 · ε · α ≈ 0, 0017 · ε · α .

Matome, kad P (Y = taip |X = x′) > P (Y = ne |X = x′) . Tod
el nagrin
ejam¡ i�ra²¡

priskiriame klasei Y = taip , t.y. labiau tik
etina, kad ved¦s, neturintis namu� valdos klientas,

kurio metin
es pajamos 60 t	ukstan£iu� litu�, bus mokus.
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K¡ tik i²nagrin
etame pavyzdyje galime pasteb
eti vien¡ potenciali¡ problem¡, kuri kyla

turint maº¡ imti�. Kaip mat
eme, pirmosios s¡lygin
es tikimyb
es P (X = x′ |Y = ne) i�vertis

buvo lygus 0, nes P (X2 = ved¦s|Y = ne) = 0. Dabar tarkime, kad P (X1 = ne|Y = taip)

vietoje 2/7 lygi 0. Tada gautume, kad ir antrosios s¡lygin
es tikimyb
es P (X = x′ |Y = taip)

i�vertis b	utu� lygus 0. Tai rei²kia, kad i�ra²as lieka neklasi�kuotas. Tokiu� problemu� i²vengsime,

Tikimyb
e m-i�vertis

P (X1 = ne|Y = ne) 3/4

P (X1 = taip|Y = ne) 1/4

P (X1 = ne|Y = taip) 7/20

P (X1 = taip|Y = taip) 13/20

P (X2 = viengungis|Y = ne) 1/2

P (X2 = ved¦s|Y = ne) 1/6

P (X2 = i²siskyr¦s|Y = ne) 1/3

P (X2 = viengungis|Y = taip) 3/10

P (X2 = ved¦s|Y = taip) 1/2

P (X2 = i²siskyr¦s|Y = taip) 1/5

3 .11 lentel
e. S¡lyginiu� tikimybiu� m-i�ver£iai

jei vietoje (3 .22) s¡lyginiu� tikimybiu� vertinimui naudosime vadinam¡ji� m-i�verti�

P (Xi = xi|Y = y) =
ny(i) +mp

ny +m
. (3 .24)

�ia p - apriorin
e atributo reik²m
es Xi = xi tikimyb
e klas
eje y. Jei atributas Xi i�gyja mi

skirtingu� reik²miu�, tai daºniausiai pasirenkama p = 1/mi . Neneigiamas parametras m ( jis

kartais dar vadinamas ekvivalen£ios imties dydºiu ) valdo i�ver£io pad
eti� tarp nemodi�kuoto

santykio ny(i)/ny ir apriorin
es tikimyb
es p . Kuo didesnis m tuo i�vertis yra artimesnis p .

Kaim = 0, gauname (3 .22) i�verti�. Parametrom pavadinimas paai²kinamas taip: jei klas
eje

y prie turimu� ny i�ra²u� prid
esime m �ktyviu� i�ra²u�, tarp kuriu� bus mp tenkinan£iu� s¡lyg¡

Xi = xi, tai naujasis ju� santykis ir taps lygus m-i�ver£iui (3 .24).

Palyginsime 3 .25 paveikslo de²in
eje lentel
eje esan£ius X1 ir X2 s¡lyginiu� tikimybiu� i�ver£ius

su ju� modi�kuotais analogais. (3 .24) formul
eje imsime m = 3. Tegul p = 1/2 pirmajam
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atributui (nes jis dvireik²mis) ir p = 1/3 antrajam. Gautuosius m-i�ver£ius matome 3 .11

lentel
eje.

I² naujo apskai£iav¦ aposteriorines tikimybes, tur
esime

P (Y = ne |X = x′) ≈ 0, 3 · 3

4
· 1

6
· 5, 45 · 10−10 · ε · α ≈ 0, 2 · 10−10 · ε · α ,

P (Y = taip |X = x′) ≈ 0, 7 · 7

20
· 1

2
· 0, 015 · ε · α ≈ 0, 0018 · ε · α .

Matome, kad i�ra²o klasi�kavimas nepasikeit
e, ta£iau i²veng
eme nuliniu� tikimybiu�. Tod
el

maºoms imtims s¡lyginiu� tikimybiu� m-i�vertis (3 .24) yra geresnis uº paprast¡ santyki� (3 .22).

3.6.3 Bajeso tinklai

Naivusis Bajeso metodas taikomas, kai imties kintamieji (X1, X2, . . . , Xk, Y ) tenkina gana

grieºt¡ atributu� s¡lyginio nepriklausomumo reikalavim¡ (3 .20). �iame skyrelyje nagrin
esi-

me lankstesni� modeli�, toleruojanti� galim¡ kintamu�ju� priklausomyb¦.

Tarkime, kad imties kintamieji vaizduojami grafo vir²	un
emis, o bet kuriu� dvieju� kintamu�ju�

tarpusavio priklausomyb¦ ( jei tokia yra ) atspindi ²ias vir²	unes jungianti briauna.

3.6.1 apibr
eºimas. Sakysime, kad kintamieji sudaro Bajeso tinkl¡, jei tenkinamos dvi

s¡lygos:

1) kintamuosius vaizduojantis grafas yra orientuotas ir neturi ciklu�,

2) jei ºinomi vir²	un
es t
evai, tai pati vir²	un
e nepriklauso nuo visu� likusiu� vir²	uniu�,

i²skyrus jos palikuonis.

Pasteb
esime, kad (3 .20) s¡lyg¡ tenkinantys kintamieji sudaro Bajeso tinkl¡. Juos atitinkan-

tis grafas pavaizduotas 3 .26 paveiksle. I² praeito skyrelio ºinome, kad tokio grafo vir²	un
e

Y nusakoma apriorin
emis , o likusios vir²	un
es salygin
emis tikimyb
emis. �i� pasteb
ejim¡

galima apibendrinti bet kokiam Bajeso tinklui.

Bajeso tinklas nusakomas vir²	un
ese esan£iu� kintamu�ju� skirstiniais. Jei vir²	un
e turi t
evus,

tai j¡ atitinkantis skirstinys yra s¡lyginis. Prie²ingu atveju - nes¡lyginis.

Taigi, Bajeso tinklo klasi�katoriaus konstravimas susideda i² dvieju� etapu�.

1. Nustatoma tinklo strukt	ura. Tam reikia nurodyti priklausomus kintamuosius.

2. Pagal turim¡ imti� randami visu� vir²	uniu� skirstiniai.
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Y

X1 X2 · · · Xk

3 .26 pav. S¡lyginis atributu� nepriklausomumas

Panagrin
ekime toki� pavyzdi�. Tegul informacija apie pacient¡ nusakoma ²e²iais binariniais

kintamaisiais (X1, X2, X3, X4, X5, Y ) :

X1 - Rytin
e mank²ta,

X2 - Sveikas maistas,

X3 - R
emuo,

X4 - Skausmas kr	utin
eje,

X5 - Padidintas kraujosp	udis,

Y - �irdies liga.

Kiekvienas i² kintamu�ju� i�gyja reik²m¦ 1, jei atitinkamas poºymis yra, ir 0 prie²ingu atveju.

Atsiºvelgiant i� mediku� nuomon¦ nustatyta ²iu� poºymiu� tarpusavio priklausomyb
e nusakoma

3 .27 paveiksle pavaizduotu grafu. Pavyzdºiui, matome, kad rytin
e mank²ta i�takoja ²irdies

X1 (Rytin
e mank²ta) X2 (Sveikas maistas)
Y (�irdies liga) X3 (R
emuo)

X5 (Padidintas kraujosp	udis) X4 (Skausmas kr	utin
eje)
3 .27 pav. Bajeso tinklas ligoniu� duomenims
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ligu� rizik¡, bet neturi i�takos sveikos mitybos i�pro£iams ar r
emens atsiradimui.

Tarkime, kad pagal turimos imties duomenis 70% pacientu� rytais sportuoja ir tik 25%

sveikai maitinasi. Tod
el t
evu� neturin£iu� kintamu�ju� X1 ir X2 skirstinius nusakys lygyb
es

P (X1 = 0) = 1− P (X1 = 1) = 0, 3 ir P (X2 = 0) = 1− P (X2 = 1) = 0, 75 . (3 .25)

Likusios keturios vir²	un
es turi t
evus. Tod
el pagal tos pa£ios imties duomenis joms randami

atitinkami s¡lyginiai skirstiniai. Tokiems skirstiniams reikalingu� salyginiu� tikimybiu� i�ver£iu�

skai£iavimo b	udai buvo aptarti 3.6.2 skyrelyje. Ju� nekartodami tarsime, kad kintamu�ju�

X3, X4, X5 ir Y s¡lyginiai skirstiniai yra tokie, kaip pavaizduota 3 .28 paveikslo lentel
ese.

X3

X2 0 1

0 0,15 0,85

1 0,8 0,2

X4

X3 Y 0 1

0 0 0,9 0,1

0 1 0,4 0,6

1 0 0,6 0,4

1 1 0,2 0,8

X5

Y 0 1

0 0,8 0,2

1 0,15 0,85

Y

X1 X2 0 1

0 0 0,25 0,75

0 1 0,45 0,55

1 0 0,55 0,45

1 1 0,75 0,25

3 .28 pav. S¡lyginiai skirstiniai ligoniu� duomenims

3 .27 paveiksle pavaizduotas grafas, (3 .25) lygyb
es ir 3 .28 paveiksle pateikiami skirstiniai

pilnai nusako Bajeso tinkl¡, leidºianti� klasi�kuoti pacientus pagal nagrin
ejamu� atributu�

reik²mes. Panagrin
esime kelet¡ tokio klasi�katoriaus taikymo pavyzdºiu�.

1. Kokia tikimyb
e, kad pacientas serga ²irdies liga? Jokios papildomos informacijos apie

pacient¡ neturime.

Pagal pilnosios tikimyb
es formul¦ (1 .2) ie²komoji tikimyb
e yra

P (Y = 1) =
∑

i,j∈{0,1}

P (Y = 1|X1 = i,X2 = j)P (X1 = i,X2 = j)

=
∑

i,j∈{0,1}

P (Y = 1|X1 = i,X2 = j)P (X1 = i)P (X2 = j)

= 0, 75 · 0, 3 · 0, 75 + 0, 55 · 0, 3 · 0, 25 + 0, 45 · 0, 7 · 0, 75

+0, 25 · 0, 7 · 0, 25 = 0, 49 .
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Taigi turimi duomenys rodo, kad su 49% tikimybe atsitiktinis pacientas serga ²irdies

liga.

2. Kaip auk²tas kraujosp	udis i�takoja rizik¡ susirgti ²irdies liga?

Palyginsime tikimybes

P (Y = 1|X5 = 1) ir P (Y = 0|X5 = 1) = 1− P (Y = 1|X5 = 1) .

Tuo tikslu pirmiausiai rasime tikimyb¦ P (X5 = 1). V
el pritaik¦ pilnosios tikimyb
es

formul¦, tur
esime

P (X5 = 1) =
∑
i∈{0,1}

P (X5 = 1|Y = i)P (Y = i)

= 0, 2 · 0, 51 + 0, 85 · 0, 49 = 0, 5185 .

Dabar pagal Bajeso formul¦ (3 .15) gausime

P (Y = 1|X5 = 1) =
P (X5 = 1|Y = 1)P (Y = 1)

P (X5 = 1)

=
0, 85 · 0, 49

0, 5185
≈ 0, 8033 .

Tod
el

P (Y = 0|X5 = 1) ≈ 1− 0, 8033 = 0, 1967 .

Tai rodo, kad auk²tas kraujosp	udis ºenkliai padidina ²irdies ligos rizik¡.

3. Turintis auk²t¡ kraujosp	udi� pacientas reguliariai mank²tinasi ir valgo sveik¡ maist¡.

Kaip pasikeis ²irdies ligos prognoz
e, lyginant su prie² tai i²nagrin
eta situacija.

Dabar reikaling¡ aposteriorin¦ tikimyb¦ galime i²reik²ti taip

P (Y = 1|X5 = 1, X2 = 1, X1 = 1)

=
P (X5 = 1|Y = 1, X2 = 1, X1 = 1)P (Y = 1|X2 = 1, X1 = 1)

P (X5 = 1|X2 = 1, X1 = 1)

=
P (X5 = 1|Y = 1)P (Y = 1|X2 = 1, X1 = 1)∑

i∈{0,1} P (X5 = 1|Y = i)P (Y = i|X2 = 1, X1 = 1)

=
0, 85 · 0, 25

0, 2 · 0, 75 + 0, 85 · 0, 25
≈ 0, 5862 .
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Tikimyb
e, kad pacientas neserga bus

P (Y = 0|X5 = 1, X2 = 1, X1 = 1) ≈ 1− 0, 5862 = 0, 4138 .

Matome, kad mank²ta ir sveika mityba sumaºina galimyb¦ susirgti ²irdies liga.

Konstruojant Bajeso tinkl¡, reikia ºinoti kintamu�ju� tarpusavio s¡ry²ius. Tod
el taikant ²i�

modeli� reikia gerai ºinoti duomenu� prigimti�. Be to, esant dideliam kintamu�ju� skai£iui,

tinkamos tarpusavio s¡ry²io schemos paie²ka gali pareikalauti daug pastangu� ir laiko.
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4 Kontroliuojamo mokymo uºdaviniai: skaitin
e prog-

noz
e

Nagrin
esime duomenis, kuriu� visi nepriklausomi kintamieji (atributai)

X = (X1, X2, . . . , Xk)

ir priklausomas (klas
es) kintamasis Y yra skaitiniai. Tokiu� duomenu� n i�ra²u� imtis yra

E = {(xi, yi) , i = 1, 2, . . . , n} .

Jos i - tasis i�ra²as susideda i² k atributu� reik²miu� xi = (xi1, xi2, . . . , xik) ir priklausomo

kintamojo Y reik²m
es yi. Aptarsime skaitin
es prognoz
es (kitaip dar vadinamus regresijos )

modelius, leidºian£ius kintamojo Y reik²mes prognozuoti pagal ºinomas atributu� vektoriaus

X reik²mes. I² tikru�ju� yra konstruojamas kintamojo Y i�vertis ( modelis )

Ŷ = f(X) , (4 .1)

stengiantis, kad jis kuo tiksliau atspind
etu� imties duomenis. Ai²ku sunku tik
etis, kad mod-

elis tiksliai atitiks visus i�ra²us, t.y. f(xi) = yi visiems i = 1, 2, . . . , n. Kiek i�vertis atitinka

tikr¡ji� kintam¡ji� Y nusako vadinamoji klaidu� ( nuostoliu� ) funkcija L(Y, f(X)) . Konstruo-

jamas toks modelis (4 .1), kad klaidu� funkcijos reik²miu� L(yi, f(xi)) suma visoje imtyje

b	utu� kuo maºesn
e. Rezultatas ºinoma priklauso tiek nuo klaidu� funkcijos pasirinkimo, tiek

ir nuo funkcijos f analiziniu� savybiu�.

4.1 Paprastosios tiesin
es regresijos modelis

Tarkime, kad imtis E turi tik k = 1 atribut¡ X = X1 , t.y. aib
e E sudaryta i² n plok²tumos

ta²ku�

E = {(xi, yi) , i = 1, 2, . . . , n} .

4.1.1 pavyzdys. �inoma kurortinio miestelio keliolikos vasaros dienu� vidutin
e dienos tem-

perat	ura ( C◦ ) ir vietos restorane suvalgytu� ledu� kiekis ( kg. ). Duomenys pateikti 4 .1

lentel
eje. Kokia priklausomyb
e tarp temperat	uros ( atributas X ) ir ledu� kiekio ( kintamasis

Y )? 4 .1 paveiksle visi 24 imties E i�ra²ai pavaizduoti plok²tumos ta²kais. Ju� i²sid
estymas

rodo tarp X ir Y gana ai²kiai i²reik²t¡ tiesin¦ priklausomyb¦.
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Temperat	ura (X) 25 26 24 26 24 26 22 23 27 20 20 22

Ledai (kg.) (Y ) 116 120 115 119 115 118 111 113 121 108 109 110

Temperat	ura (X) 28 22 23 23 28 24 26 29 25 25 25 24

Ledai (kg.) (Y ) 122 113 113 114 123 116 119 125 118 119 117 116

4 .1 lentel
e. Ledu� pardavimas

Jei turimos imties vaizdas yra pana²us i� toki¡ "ledu�" imti�, tai nat	uralu nagrin
eti tiesini�

modeli�

f(X) = a+ bX . (4 .2)

4.1.1 Regresijos ties
e

Pasirink¦ kvadratin¦ klaidu� funkcij¡

L(Y, f(X)) = (Y − f(X))2 ,

rasime tiesinio modelio (4 .2) koe�cientu� a ir b i�ver£ius, minimizuojan£ius sumin¦ klaid¡

S(a, b) =
n∑
i=1

L(yi, f(xi)) =
n∑
i=1

(yi − a− bxi)2 . (4 .3)

Matematine prasme uºdavinys n
era sud
etingas. Reikia rasti dvieju� kintamu�ju� funkcijos

S(a, b) minimumo ta²k¡. Atsakym¡ gausime prilygin¦ nuliui ²ios funkcijos dalines i²vestines

ir i²sprend¦ tiesiniu� lyg£iu� sistem¡
∂S(a, b)

∂a
= −2

n∑
i=1

(yi − a− bxi) = 0 ,

∂S(a, b)

∂b
= −2

n∑
i=1

(yi − a− bxi)xi = 0 .

(4 .4)

Gautasis sprendinys yra

b̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
sy
sx
· r , (4 .5)

â = ȳ − b̂x̄ , (4 .6)
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4 .1 pav. Ledu� pardavimo priklausomyb
e nuo temperat	uros

£ia

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi , ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi , s2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 , s2
y =

1

n− 1

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

ºymi vidurkio ir dispersijos i�ver£ius, o simetri²kas x ir y atºvilgiu rei²kinys

r =
1

sxsy(n− 1)

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) (4 .7)

yra kintamu�ju� X ir Y koreliacijos koe�ciento

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√
DX ·DY

=
EXY − EXEY√

DX ·DY
i�vertis. Maºiausi¡ funkcijos S(a, b) reik²m¦ i�prasta ºymeti SSE (Sum of the Squared Error1)

Taigi

SSE = S(â, b̂) =
n∑
i=1

(yi − â− b̂xi)2 .

Apra²ytasis modelio parametru� â ir b̂ parinkimo metodas vadinamas maºiausiu� kvadratu�

metodu.
1 (Angl.) Paklaidu� kvadratu� suma
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4.1.1 apibr
eºimas. Lygtis

ŷ(x) = â+ b̂x ,

kurios koe�cientai â ir b̂ apibr
eºti (4 .6) ir (4 .5) lygyb
emis, vadinama regresijos ties
es lyg-

timi.

êi = yi − ŷ(xi) = yi − â− b̂xi

vadinama i - t¡ja liekam¡ja paklaida, i = 1, 2, . . . , n .

I�ra²¦ â ir b̂ i²rai²kas, regresijos ties
es lygti� galime pertvarkyti taip

ŷ(x) = ȳ +
sy
sx
· r · (x− x̄) . (4 .8)

Gri�ºkime prie 4.1.1 pavyzdºio apie ledu� prekyb¡. Pagal 4 .1 lentel
eje pateiktus duomenis

paeiliui randame

x̄ ≈ 24, 458 , s2
x ≈ 5, 563 ,

ȳ = 116, 25 , s2
y = 19, 5 ,

r ≈ 0, 982 ,

b̂ ≈ 1, 838 , â ≈ 71, 284 .

Taigi regresijos ties
es lygtis yra

ŷ(x) = 71, 284 + 1, 838x . (4 .9)

I² 4 .2 paveiksle pateikto gra�ko matome, kad ji pakankamai tiksliai atspindi turimus duome-

nis. Tod
el galime prognozuoti, kad esant , pavyzdºiui, 21 laipsnio temperat	urai, parduo-

damas ledu� kiekis bus maºdaug

ŷ(21) = 71, 284 + 1, 838 · 21 = 109, 882 kg.

Kai regresijos modelio kintamuosius sieja dvipus
e priklausomyb
e, galima rasti tu� pa£iu�

duomenu� atvirk²tin
es regresijos ties¦. Turint (4 .8) i²rai²k¡, tai visai nesunku padaryti.

Kaip mat
eme, koreliacijos koe�cientas r yra simetri²kas kintamu�ju� atºvilgiu. Tod
el pakanka

(4 .8) lygyb
eje x ir y sukeisti vietomis. Gausime toki¡ atvirk²tin
es regresijos ties
es lygti�

x̂(y) = x̄+
sx
sy
· r · (y − ȳ) . (4 .10)
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4 .2 pav. Ledu� pardavimo regresijos ties
e

Nors formaliai mes visada galime uºra²yti abieju� regresijos tiesiu� lygtis, ta£iau reikia ne-

pamir²ti sprendºiamo uºdavinio speci�kos. V
el prisiminkime m	usu� kurortinio miestelio

restoran¡. Jei restorano savininkas rytojui uºsakys 110 kilogramu� ledu�, tai vargu ar toks

uºsakymas kaip nors paveiks rytojaus meteorologin¦ situacij¡ visame miestelyje. Taigi ²iuo

atveju prasminga yra tik (4 .8) lygtis. Dabar tarkime, kad m	usu� "prognoz
e" nukreipta ne i�

ateiti�, o prie²ingai - i� praeiti�. Jei vartydami restorano buhalterinius dokumentus, bandysime

atsp
eti koks oras buvo prie² metus, tai kaip tik pravers (4 .10) lygtis.

Kita klaida gali atsirasti mechani²kai taikant modeli� nepriklausomo kintamojo reik²m
ems

uº stebimo intervalo ribu�. Pavyzdºiui, pagal (4 .9) lygti�, esant 20 laipsniu� ²al£iui, bus

parduota

ŷ(−20) = 71, 284 + 1, 838 · (−20) = 34, 524 kg.

ledu�! Vargu ar kas tuo patik
es.

Galimi ir kitokie "nesusipratimai" neatsargiai interpretuojant regresijos modeli�. Aptarsime

kelet¡ charakteristiku�, padedan£iu� pagri�sti modelio tinkamum¡ sprendºiamam uºdaviniui.
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4.1.2 Regresijos modelio charakteristikos

Net ir vienas, labai nuo kitu� besiskiriantis i�ra²as (xj, yj) gali radikaliai pakeisti regresijos

ties¦. Tarkime, kad 4 .1 lentel
es duomenys yra papildyti: dien¡, kai temperat	ura siek
e 35

lapsnius kar²£io, suvalgyti 86 kilogramai ledu�. Kaip ²iuo atveju atrodo imties duomenys ir

regresijos ties
e bei jos lygtis, matome 4 .3 paveiksle. Nors visi, i²skyrus vien¡, steb
ejimai

*
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4 .3 pav. Ledu� pardavimo regresijos ties
e duomenims su i²skirtimi

rodo, kad kylant temperat	urai ledu� suvartojama daugiau, regresijos ties
e yra maº
ejanti.

Kaºin, ar tokia regresijos ties
e tinka prognoz
ems. Tokie besiskiriantys nuo kitu� duomenu�

i�ra²ai vadinami i²skirtimis. I²skirtys - tai savoti²ki i�tartini ta²kai. I²skirtis neb	utinai i²

esm
es pakei£ia parametru� i�ver£ius.

Taigi reikia i²mokti rasti duomenu� i²skirtis ir po to i²siai²kinti, k¡ su tomis i²skirtimis

daryti. I² pradºiu� aptarsime, kaip sprendºiama antroji problema.

Tyr
ejas didesni� d
emesi� tur
etu� skirti toms i²skirtims, kurios labai kei£ia modelio elgesi�. Ar

i²skirtis "kenksminga", papras£iausiai nustatyti sudarant regresijos ties
es lygti� su i²skir-
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timi ir be jos. K¡ daryti, suradus parametru� i�ver£ius kei£ian£ias i²skirtis? Pirmiausiai

rekomenduojama patikrinti, ar i�ra²uose n
era klaidos. Pavyzdºiui, gali paai²k
eti, kad tur
ejo

b	uti ne (35,90), o (35,190). Kartais i�ra²as atskleidºia visi²kai neb	uding¡ situacij¡ ar stipru�

kokio nors pa²alinio faktoriaus poveiki�. Pavyzdºiui, d
el oru� permainas lyd
ejusio viesulo i²-

vakar
ese sutrikdytas elektros tiekimas. Min
etais atvejais i²skirtis galima pa²alinti. Daºnai

apie i²skirti� jokios informacijos neturime. Tad nei²siai²kinus, kaip atsirado duomenu� i²skir-

tis, jos negalima ²alinti. Tuomet rekomenduojama imti� papildyti naujais i�ra²ais ir tyrim¡

kartoti. Nepamir²kime, kad regresijos modeliai tinka ne visiems duomenims. Gali tiesiog

paai²k
eti, kad tiesin
es regresijos modelis neatitinka stebimu� kintamu�ju� elgesio.

Min
etame pavyzdyje i²skirtis buvo langvai pastebima. Ta£iau kaip j¡ rasti bendruoju

atveju?

Taikomi i�vair	us i²skir£iu� nustatymo kriterijai. Susipaºinsime su trimis i² ju�, kai i²skirtis

nustatoma pagal: 1) i�ra²o i�takos indeks¡; 2) standartizuot¡j¡ liekan¡; 3) Kuko mat¡.

1. I�ra²o i�takos indeksas i�vertina tik nepriklausomo kintamojo reik²m¦ ( ar toli nuo x̄ yra

xj ). I�ra²o (xj, yj) i�takos indeksas

hj =
1

n
+

(xj − x̄)2

(n− 1)s2
x

.

Kuo regresijos ties
es lygties koe�cientai labiau priklauso nuo i�ra²o, tuo jo i�takos indeksas

didesnis. Daºniausiai vadovaujamasi tokia taisykle:

I�ra²¡ (xj, yj) laikome i²skirtimi, jei hj >
4

n
.

2. Standartizuotosios liekanos yra liekamu�ju� paklaidu� êj z-standartizuotos reik²m
es ( ºr.

2.3.1 skyreli�)

SRj = êj

√
n− 2

(1− hj)SSE
.

Standartizuotu�ju� liekanu� imties vidurkis lygus nuliui, o imties dispersija - vienetui. Tod
el,

pagal tikimybiu� teorijoje ºinom¡ "triju� sigma" taisykl¦

I�ra²¡ (xj, yj) laikome i²skirtimi, jei |SRj| > 3 .

3. Kuko matas atsiºvelgia ir i� standartizuot¡j¡ liekan¡ ir i� i�ra²o i�takos indeks¡. Kuko matas

Dj =
(SRj)

2hj
2(1− hj)

.
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Kaip matyti i² ²ios formul
es, Kuko matas didelis tada, kai didelis i�ra²o i�takos indeksas arba

didel
e standartizuotoji liekana. Supaprastinta, ta£iau gana gera taisykl
e yra tokia

I�ra²¡ (xj, yj) laikome i²skirtimi, jei Dj > 1 .

Kita svarbi tiesin
es regresijos modelio charakteristika yra determinacijos koe�cientas, nu-

sakantis nepriklausomo ir priklausomo kintamu�ju� priklausomyb
es stiprum¡.

Jau anks£iau susid	ur
eme su paklaidu� kvadratu� suma SSE.

SSE =
n∑
i=1

ê2
i .

Apibr
e²ime dar dvi pana²ias sumas. Paklaid¡ êi = yi−ŷ(xi) galima i²skaidyti i� dvi sud
etines

dalis:

êi = yi − ȳ + ȳ − ŷ(xi) .

Abi ²ios lygyb
es puses pak
el¦ kvadratu, tur
esime

ê2
i = (yi − ȳ)2 + (ȳ − ŷ(xi))

2 + 2(yi − ȳ)(ȳ − ŷ(xi)) . (4 .11)

Rasime paskutiniojo d
emens sum¡ pagal visus i. I² regresijos ties
es lygties (4 .8) ir (4 .5)

i²rai²kos i²plaukia, kad

ȳ − ŷ(xi) = −b̂(xi − x̄) ,

ir

n∑
i=1

(yi − ȳ)(ȳ − ŷ(xi)) = −b̂
n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi − x̄) = −b̂2

n∑
i=1

(xi − x̄)2

= −
n∑
i=1

(ŷ(xi)− ȳ)2 .

Tod
el sumuodami abi (4 .11) lygyb
es puses pagal i, gausime s¡ry²i�

n∑
i=1

ê2
i =

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 −
n∑
i=1

(ŷ(xi)− ȳ)2 ,

kuri� sutrumpintai galime para²yti taip

SSE = SST − SSR ; (4 .12)
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£ia

SST =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 , SSR =
n∑
i=1

(ŷ(xi)− ȳ)2 , SSE =
n∑
i=1

(yi − ŷ(xi))
2 . (4 .13)

SST (Total Sum of Squares) vadinama visa kvadratu� suma, SSR (Regression Sum of

Squares) - regresijos kvadratu� suma. Pasteb
esime, kad SST = (n− 1)s2
y.

SST i�vertina, kaip stebimos Y reik²m
es i²sibars£iusios apie ties¦ y = ȳ. SSE i�vertina, kaip

stebimos Y reik²m
es i²sibars£iusios apie regresijos ties¦ ŷ(x) = â+ b̂x. SSR - tai kvadratu�

suma, rodanti, kiek regresijos ties
e skiriasi nuo ties
es y = ȳ.

4.1.2 apibr
eºimas. Regresijos modelio determinacijos koe�cientu vadinamas santykis

R2 =
SSR

SST
.

Ai²ku, kad determinacijos koe�cientas nevir²ija vieneto: R2 ≤ 1. Tarkime, kad imties

duomenys idealiai atitinka regresijos ties
es lygti�, t.y. visi i�ra²us (xi, yi) atitinkantys ta²kai

priklauso regresijos tiesei. Tuo atveju SSE = 0 , SSR = SST ir R2 = 1 . Dabar tarkime,

kad regresijos ties
es lygtis visi²kai netinkama prognozei, t.y. SSR = 0. Tuomet R2 = 0 .

Determinacijos koe�cientas pla£iai naudojamas kaip regresijos modelio tinkamumo indika-

torius. Didesnis determinacijos koe�cientas rei²kia, kad i�ra²ai yra labiau koncentruoti apie

regresijos ties¦.

Daºniausiai reikalaujama, kad b	utu� tenkinama nelygyb
e R2 ≥ 0, 25 . Jeigu R2 < 0, 25 , labai

abejotina, ar tiesin
es regresijos modelis tinka.

Determinacijos koe�cientas glaudºiai susij¦s su vadinamuoju Pirsono koreliacijos koe�cientu

r, apibr
eºtu (4 .7) formule. Paprastosios tiesin
es regresijos (vieno nepriklausomo kintamojo)

atveju i² (4 .8) i²plaukia

R2 =
SSR

SST
=

1

(n− 1)s2
y

SSR =
1

(n− 1)s2
y

(
sy
sx
· r
)2 n∑

i=1

(x− x̄)2 = r2 .

Taigi i�rod
eme toki� teigini�.

4.1.1 teorema. Paprastosios tiesin
es regresijos atveju Pirsono koreliacijos koe�ciento mod-

ulis yra lygus kvadratinei ²akniai i² determinacijos koe�ciento

|r| =
√
R2 .

Jo ºenklas sutampa su b̂ ºenklu.
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Atkreipiame d
emesi�, kad taip yra tik paprastosios tiesin
es regresijos atveju. Daugiamati�

atveji� aptarsime kitame skyrelyje.

4.2 Daugialyp
e tiesin
e regresija

Daugialyp
es tiesin
es regresijos modelis yra paprastosios regresijos modelio apibendrinimas,

kai nepriklausomu� kintamu�ju� yra daugiau nei vienas.

4.2.1 Daugialyp
es tiesin
es regresijos modelis

Nagrin
esime (4 .1) modeli�, kai f yra tiesin
e funkcija

f(X) = β0 +
k∑
j=1

βjXj .

Uºra²ysime ²i¡ funkcij¡ matricu� sandaugos pavidalu. Vektoriu� X papildysime vienetine

koordinate, o modelio koe�cientu� vektoriu� ºym
esime β, t.y.

X = (1, X1, X2, . . . , Xk) , β = (β0, β1, β2, . . . , βk) .

Dabar m	usu� modelio i²rai²ka maºai kuo skirsis nuo (4 .2)

f(X) = β ·XT ; (4 .14)

£ia, kaip i�prasta, XT ºymi transponuot¡ matric¡ (²iuo atveju sudaryt¡ i² vieno stulpelio).

Modi�kavus atributu� vektoriu� X, imties i�ra²ai

E = {(xi, yi) , i = 1, 2, . . . , n} .

bus sudaryti i² atributu� reik²miu� vektoriaus xi = (1, xi1, xi2, . . . , xik) ir priklausomo kin-

tamojo Y reik²m
es yi. Visu� atributu� reik²miu� n × (k + 1) matric¡, sudaryt¡ i² vektoriu�

x1,x2, . . . ,xn koordina£iu�, ºym
esime X , t.y.

X =


1 x11 x12 . . . x1k

1 x21 x22 . . . x2k

. . . . . . . . . . . . . . .

1 xn1 xn2 . . . xnk

 .
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Modelio koe�cientus β rasime maºiausiu� kvadratu� metodu, t.y. minimizuodami sumin¦

klaid¡

S(β) =
n∑
i=1

(yi − f(xi))
2 =

n∑
i=1

(yi − β · xTi )2 . (4 .15)

Tegul y = (y1, y2, . . . , yn)T yra priklausomo kintamojo reik²miu� stulpelis. Naudodami

i�vestus ºym
ejimus, funkcij¡ S(β) galime i�²reik²ti matricu� sandauga

S(β) = (y−XβT )T (y−XβT ) .

Diferencijuodami pagal β , gausime toki� (4 .4) lyg£iu� sistemos analog¡

(yT − βXT )X = 0 ; (4 .16)

£ia 0 = (0)1×(k+1) - eilut
e i² k + 1 nulio.

Jei matrica XTX nei²sigimusi, tai (4 .16) lygtis turi vieninteli� sprendini�

β̂ = yTX(XTX)−1 . (4 .17)

Tai ir yra (4 .14) modelio koe�cientai, minimizuojantys sumin¦ klaid¡ (4 .15). I² £ia, (4 .1)

ir (4 .14) i²plaukia tiesin
es daugialyp
es regresijos lygtis:

ŷ(x) = β̂ · xT ; (4 .18)

£ia x = (1, x1, x2, . . . , xk) , β̂ = (β̂0, β̂1, . . . , β̂k) .

Ne visuomet kintamuosius sieja tiesin
e priklausomyb
e. Tuomet reikia rinktis kito tipo

modeli� arba kintamuosius transformuoti. Transformuoti kintamuosius si	uloma tada, kai

pa£iu� kintamu�ju� priklausomyb
e yra netiesin
e, ta£iau ju� transformaciju� priklausomyb
e -

tiesin
e. Pavyzdºiui, ekonomistas gali sp
eti, jog naudingumo funkcij¡ (U) su kapitalo (K)

bei darbo (D) resursais sieja tokia priklausomyb
e:

U = aKbDc . (4 .19)

Koe�cientai a, b, c neºinomi ir juos reikia i�vertinti. Tokiai priklausomybei sudaryti re-

gresijos modeli� gan
etinai sud
etinga. Ta£iau i²logaritmav¦ (4 .19), gauname tiesin¦ nauju�

kintamu�ju�

X1 = lnK , X2 = lnD irY = lnU
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priklausomyb¦

lnU = ln a+ b lnK + c lnD .

Taigi gal
esime tirti tiesin
es regresijos modeli�

Y = β0 + β1X1 + β2X2 .

Pana²iai sprendºiama problema, kai i� modeli� reikia i�traukti, X2
1 , X

2
2 arba X1X2.

Kartais kintamu�ju� negalima transformuoti taip, kad tiesin
e regresija tiktu�. Tuo atveju

galima taikyti netiesin¦ regresij¡. Pla£iau jos nenagrin
esime, ta£iau paºym
esime, kad dau-

gumoje statistiniu� programiniu� paketu� ji yra realizuota.

4.2.2 Determinacijos ir koreliacijos koe�cientai

Skaiti²kai vertinant nepriklausomu� kintamu�ju� i�tak¡ Y i�gyjamoms reik²m
ems, skai£iuoja-

mas determinacijos koe�cientas, koreguotasis determinacijos koe�cientas ir daugialyp
es ko-

reliacijos koe�cientas.

1. Daugialyp
es determinacijos koe�cientas apibr
eºiamas taip pat kaip ir vieno nepriklau-

somo kintamojo atveju. Tai yra santykis

R2 =
SSR

SST
.

�ia

SST =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 , SSR =
n∑
i=1

(ŷ(xi)− ȳ)2 .

Determinacijos koe�cientas R2 ≤ 1. Galima sakyti, kad kuo R2 reik²m
e didesn
e, tuo

daugiau informacijos apie Y suteikia kintamieji X1, X2, . . . , Xk. Taigi tuo geriau tinka ir

pasirinktasis regresijos modelis.

Ta£iau, jei nepriklausomu� kintamu�ju� skai£ius k nedaug skiriasi nuo i�ra²u� skai£iaus n, tai

vien tod
el determinacijos koe�cientas gali b	uti arti vieneto. Tod
el i� R2 rekomenduojama

atsiºvelgti tik tada, kai k daug maºesnis uº n. Kitais atvejais skai£iuojamas koreguotasis

determinacijos koe�cientas.

2. Koreguotasis determinacijos koe�cientas R2
adj yra lygus

R2
adj = 1− n− 1

n− k − 1
(1−R2) .
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Matome, kad jo reik²m
e priklauso ir nuo imties dydºio n ir nuo nepriklausomu� kintamu�ju�

skai£iaus k. Be to, maºiems R2 koreguotasis determinacijos koe�cientas gali i�gyti ir neigia-

mas reik²mes. Koreguotojo determinacijos koe�ciento interpretacija lieka ta pati: kuo jis

didesnis, tuo geriau Y reik²mes apra²o regresijos modelyje esan£iu� nepriklausomu� kintamu�ju�

elgesys.

3. Daugialyp
es koreliacijos koe�cientas R - tai tiesiog kvadratin
e ²aknis i² determinaci-

jos koe�ciento, t.y R =
√
R2 . Pasteb
esime, kad skirtingai nuo Pirsono dvieju� kintamu�ju�

koreliacijos koe�ciento (4 .7), jis negali b	uti neigiamas, nes 0 ≤ R ≤ 1. �iu� koreliacijos

koe�cientu� tarpusavio s¡ry²i� paprastosios tiesin
es regresijos atveju nusako 4.1.1 teorema.

Daugialyp
es koreliacijos koe�cientas parodo, kaip stipriai prognozuojamas kintamasis prik-

lauso nuo visu� nepriklausomu� kintamu�ju�. �inoma, kalbama apie tiesin¦ priklausomyb¦,

apra²yt¡ (4 .14) modeliu. Ta£iau didelis daugialyp
es koreliacijos koe�cientas dar nerei²kia,

kad prognozei visi nepriklausomi kintamieji yra svarb	us ir naudingi.
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5 Nekontroliuojamo mokymo uºdaviniai

5.1 Asociacijos taisykl
es

Asociacijos taisykl
es yra pana²ios strukt	uros kaip ir klasi�kavimo taisykl
es. Tik ²iuo atveju

n
era akivaizdaus klas
es kintamojo. Tod
el tiek asociacijos taisykl
es prielaida tiek jos i²vada

gali b	uti sudaryta i² daugelio atributu�.

5.1.1 Pirk
ejo krep²elio uºdavinys

Charakteringas asociaciju� paie²kos pavyzdys yra vadinamasis pirk
ejo krep²elio uºdavinys:

analizuojant prekybos centro pardavimu� duomenis, stengiamasi nustatyti kokios prek
es

daºniausiai perkamos kartu. 5 .1 lentel
eje pateiktas tokio uºdavinio duomenu� pavyzdys.

Kiekviena eilut
e sudaryta i² i�ra²o (pirkinio) numerio ir elementu� (prekiu�) s¡ra²o. 5 .1

Nr. Prek
es

1 {duona, pienas}

2 {duona, degtukai, alus, s	uris}

3 {pienas, degtukai, alus, sultys}

4 {duona, pienas, degtukai, alus}

5 {duona, pienas, degtukai, sultys}

5 .1 lentel
e. Penkiu� pirk
eju� pirktos prek
es

lentel
es duomenys rodo, kad pirk
ejai, perkantys degtukus, daºniausiai perka ir alu�. Toki�

pasteb
ejim¡ atspindinti asociacijos taisykl
e yra

{degtukai} −→ {alus} .

Prekybos centro vadybininkams tokia informacija padeda racionaliau i²d
estyti prekes, or-

ganizuoti reklamines akcijas ir t.t.

Daºnai pirk
ejo krep²elio duomenys uºra²omi binariniu pavidalu, kaip parodyta 5 .2 lentel
eje.

Kiekviena parduotuv
eje turima prekiu� r	u²is vaizduojama atskiru binariniu kintamuoju,
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Nr. duona pienas degtukai alus s	uris sultys

1 1 1 0 0 0 0

2 1 0 1 1 1 0

3 0 1 1 1 0 1

4 1 1 1 1 0 0

5 1 1 1 0 0 1

5 .2 lentel
e. Binariniai pirk
eju� duomenys

i�gyjan£iu reik²m¦ 1, jei atitinkama prek
e pateko i� "pirk
ejo krep²eli�". Pasteb
esime, kad ²ie

kintamieji yra asimetriniai, nes n
era labai svarbu kokiu� prekiu� pirk
ejas nepirko.

5.1.2 Asociacijos taisykliu� apimtis ir tikslumas

Tur
edami galvoje pirk
ejo krep²elio pavidalo duomenis, tiksliau suformuluosime atributu�

asociaciju� paie²kos uºdavini�. Prekiu� r	u²is vadinsime elementais. Tegul aib¦ I = {i1, i2, . . . , in}
sudaro visi galimi nagrin
ejamu� duomenu� elementai. Visu� I poaibiu� aib¦ ºym
esime P(I).

Tada turimoje N i�ra²u� imtyje

T = {t1, t2, . . . , tN}

kiekvienas i�ra²as ti ∈ P(I) rei²kia tam tikru� elementu� rinkini�. I�ra²u�, i� kuriuos i�eina elementu�

rinkinys X, skai£ius σ(X) vadinamas rinkinio X daºniu :

σ(X) = |{ti |X ⊂ ti, ti ∈ T}| .

Pavyzdºiui, 5 .1 lentel
eje pateiktoje imtyje rinkinio { alus, degtukai} daºnis lygus 3.

5.1.1 apibr
eºimas. Asociacijos taisykle X −→ Y vadinsime implikacij¡

X ⊂ t =⇒ Y ⊂ t .

�ia X, Y ∈ P(I), X ∩ Y = ∅; t - bet kuris duomenu� aib
es i�ra²as.

Daºniausiai naudojami asociacijos taisykliu� "gerumo matai" yra apimtis ir tikslumas. Ju�

apibr
eºimas atitinka analogi²kas klasi�kavimo taisykliu� charakteristikas.
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5.1.2 apibr
eºimas. Pagal imties T duomenis sukonstruotos asociacijos taisykl
es

r : X −→ Y

apimtis a(r) ir tikslumas θ(r) yra lyg	us

a(r) =
σ(X ∪ Y )

|T | ,

θ(r) =
σ(X ∪ Y )

σ(X)
.

�ia |T | = N - i�ra²u� skai£ius imtyje T .

Pavyzdys. Pagal 5 .1 lentel
es duomenis sukonstruota asociacijos taisykl
e

r : {duona, degtukai} −→ {alus} .

Pirmiausiai randame taisykl
es prielaidos ir jungtinio elementu� rinkinio daºnius. Kadangi

σ({duona, degtukai}) = 3 ir σ({duona, degtukai, alus}) = 2 , tai

a(r) =
2

5
, θ(r) =

2

3
.

Kuo didesnis taisykl
es X −→ Y tikslumas, tuo didesn
e tikimyb
e radus pirk
ejo krep²elyje

X, rasti ir Y . Kitaip sakant, tikslumas yra s¡lygin
es tikimyb
es P (Y |X) i�vertis. Ta£iau

gerai taisyklei nepakanka didelio tikslumo. Maºa taisykl
es X −→ Y apimtis rodo, kad

elementu� rinkinys X∪Y retai pasitaiko pirk
ejo krep²elyje. Tod
el, net ir b	udama tiksli, tokia

taisykl
e nekels didelio vadybininku� pasitik
ejimo. Juk jei i² 10000 pirk
eju� vienas nusipirko

duonos ir televizoriu�, tai tikrai nerei²kia, kad rytoj visi perkantys duon¡, pirks ir televizoriu�!

Tod
el daºniausiai sutinkama tokia asociacijos taisykliu� radimo uºdavinio formuluot
e.

Asociacijos taisykliu� generavimo uºdavinys. Pagal turim¡ imti� reikia rasti asociacijos

taisykles r, kuriu� apimtis a(r) ≥ amin ir tikslumas θ(r) ≥ θmin , £ia amin ir θmin yra i²

anksto pasirinktieji apimties ir tikslumo r
eºiai.

"Papras£iausias" ²io uºdavinio sprendimo b	udas - patikrinti visas galimas asociacijos taisyk-

les. Ta£iau ju� skai£ius auga eksponenti²kai. Jei imtyje sutinkamu� elementu� yra |I| = n, tai

i² viso galima sukonstruoti

R(n) = 3n − 2n+1 + 1 (5 .1)
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asociacijos taisykliu� X −→ Y su netu²£iais elementu� rinkiniais X ir Y . Net labai

maºai parduotuvei, prekiaujan£iai tik 20 pavadinimu� prek
emis, ²is skai£ius yra R(20) =

3484687250. Akivaizdu, kad reikia ie²koti efektyvesniu� metodu�.

Pirmiausiai galime atskirti taisykl
es apimties ir tikslumo skai£iavimus. Pasteb
esime, kad

taisykl
es X −→ Y apimtis priklauso tik nuo rinkinio X ∪ Y daºnio. Pavyzdºiui, taisykl
es

{1,2} −→ {3}, {1,3} −→ {2}, {2,3} −→ {1},

{3} −→ {1,2}, {2} −→ {1,3}, {1} −→ {2,3}

yra vienodos apimties, priklausan£ios nuo rinkinio {1, 2, 3} daºnio. Jei ²is rinkinys imtyje

retai pasitaiko, i² karto galime atmesti visas 6 taisykles, net neskai£iuodami ju� tikslumo.

Tod
el dauguma algoritmu� asociacijos taisykles generuoja dviem etapais:

1. Daºnu� rinkiniu� radimas. Randami visi elementu� rinkiniai X, kuriu� santykinis

daºnis imtyje T yra ne maºesnis uº pasirinkt¡ taisykl
es apimties r
eºi� amin, t.y. σ(X) ≥
N · amin .

2. Taisykliu� generavimas. I² rastu�ju� daºnu� rinkiniu� konstruojamos asociacijos tai-

sykl
es, kuriu� tikslumas ne maºesnis uº θmin . Tokias taisykles vadinsime tvirtomis.

Daugiau skai£iavimu� paprastai reikalauja pirmasis etapas - daºnu� rinkiniu� paie²ka.

5.1.3 Daºnu� elementu� rinkiniu� paie²ka

Jei duomenu� elementu� aib
es I dydis yra n, tai bet kuris i² 2n − 1 netu²£iu� jos poaibiu� yra

potencialus daºnas rinkinys. Visu� ju� daºniu� radimui reik
etu� O (N2n maxi |ti|) palyginimo

operaciju�. Tod
el labai svarbu kiek i�manoma sumaºinti potencialiu� daºnu� rinkiniu� skai£iu�,

neskai£iuojant ju� daºnio. Gana efektyviai tai galima padaryti remiantis vadinamuoju Apri-

ori principu. Jis labai paprastas.

Apriori principas. Bet kuris daºno elementu� rinkinio poaibis taip pat yra daºnas.

Jis i²plaukia i² 5.1.1 teoremoje suformuluotos akivaizdºios daºnio antimonotoni²kumo sa-

vyb
es.

5.1.1 teorema. Jei X ⊂ Y ⊂ I, tai σ(X) ≥ σ(Y ).

151



Tiesiogin
e Apriori principo i²vada, kuria ir remiasi tuo pa£iu vardu pavadintas algoritmas,

yra savoti²ka "r
e£io" taisykl
e:

jei elementu� rinkinys X n
era daºnas, tai ir bet kuris ji� apimantis rinkinys taip pat n
era

daºnas.

Pirmiausiai nagrin
ejami 1 elemento rinkiniai. I²metami visi, turintys maºus daºnius, o po

to ir visi daugiau elementu� turintys rinkiniai, apimantys i²mestuosius 1 elemento rinkinius.

Toliau nagrin
ejami likusieji 2 elementu� rinkiniai ir t.t.

Pavyzdys. Prisiminkime 5 .1 lentel
es duomenis. Tegul apimties r
eºis yra amin = 0, 6. Tai

rei²kia, kad daºnais bus pripaºi�stami rinkiniai, sutinkami imtyje ne maºiau kaip 5 · 0, 6 = 3

kartus. Visus tokius rinkinius rasime atlik¦ tris iteracijas, kiekvien¡ kart¡ i²mesdami "retus"

rinkinius (5 .1 pav. jie nuspalvinti pilkai). Pagal Apriori princip¡ potencial	us daºni rinkiniai

Elementas Daºnis
alus 3
duona 4
sultys 2
degtukai 4
s	uris 1
pienas 4

⇒

2 elem. rinkinys Daºnis
{alus,duona} 2
{alus,degtukai} 3
{alus,pienas} 2
{duona,degtukai} 3
{duona,pienas} 3
{degtukai,pienas} 3

⇓

3 elem. rinkinys Daºnis
{duona,degtukai,pienas} 2

5 .1 pav. Apriori principo taikymas

yra tik tie, kuriu� visi poaibiai taip pat daºni. Tod
el tokiu� kandidatu�, kuriuos reikia patikrinti

skai£iuojant ju� daºni�, lieka tik(
6

1

)
+

(
4

2

)
+ 1 = 6 + 6 + 1 = 13.

To tarpu bendras rinkiniu�, turin£iu� ne daugiau kaip 4 elementus, skai£ius yra(
6

1

)
+

(
6

2

)
+

(
6

3

)
+

(
6

4

)
= 6 + 15 + 20 + 15 = 56.
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Vadinasi ²iuo atveju Apriori algoritmas leido sumaºinti kandidatu� skai£iu� daugiau kaip 4

kartus.

Daºnu� rinkiniu� generavimo algoritmo schem¡ nusako 5 .2 paveiksle pavaizduotas pseudoko-

das.

1. k := 1

2. Fk := {i | i ∈ I, σ({i}) ≥ N · amin} - randami daºni 1 elemento rinkiniai

3. repeat

4. k = k + 1

5. Ck = genApriori(Fk−1) - potencial	us daºni rinkiniai i² k elementu�

6. for ∀ t ∈ T do

7. Ck(t) = {c | c ∈ Ck, c ⊂ t} - i�ra²ui t priklausantys Ck rinkiniai
8. for ∀ c ∈ Ck(t) do
9. σ(c) = σ(c) + 1 - daºnio prieaugis

10. end for

11. end for

12. Fk = {c | c ∈ Ck, σ(c) ≥ N · amin} - daºni rinkiniai i² k elementu�

13. until Fk = ∅
14. Rezultatas = ∪Fk

5 .2 pav. Apriori algoritmas daºnu� rinkiniu� generavimui

Svarbiausi¡ darb¡ atlieka funkcija genApriori(Fk−1). Ji pagal turim¡ k−1 elemento daºnu�

rinkiniu� aib¦ Fk−1, remiantis Apriori principu, generuoja visus galimai daºnus k elementu�

rinkinius. Toliau ( 6 - 11 eilut
es ) skai£iuojami nustatytu� kandidatu� i� daºnus rinkinius

daºniai. Priklausomai nuo konkre£ios realizacijos, ²ie algoritmo ºingsniai gali b	uti i�vairiai

optimizuojami. Ta£iau bet kuriuo atveju galima pamin
eti tokius algoritmo efektyvum¡

i�takojan£ius faktorius.

1. Apimties r
eºis. Didinant apimties r
eºi�, maº
eja kandidatu� i� daºnus rinkinius ir daºnu�

rinkiniu� skai£ius. Tuo pa£iu greit
eja ir pats algoritmas.
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2. Elementu� skai£ius (dimensija). Didesniam elementu� skai£iui reikia daugiau s¡-

naudu� ju� daºniu� skai£iavimui. Be to, didesn
es dimensijos imtyse ir daºnu� rinkiniu�

gali b	uti daugiau.

3. Imties dydis. Skai£iuojant daºnius, yra tikrinami visi imties i�ra²ai. Tod
el akivaizdu,

kad didinant i�ra²u� skai£iu�, laiko s¡naudos did
eja.

4. Vidutinis i�ra²o dydis. I�ra²ams ilg
ejant, algoritmas l
et
eja. Tai pasirei²kia dvejopai.

Visu� pirma - ilgesni i�ra²ai paprastai turi daugiau daºnu� rinkiniu�. Antra - rinkiniu�

paie²ka ilgesniuose i�ra²uose uºima daugiau laiko.

5.1.4 Asociacijos taisykliu� generavimas

Aptarsime kaip generuojamos asociacijos taisykl
es r, sudarytos i² daºno k elementu� rinkinio

Y poaibiu� ir tenkinan£ios tikslumo s¡lyg¡ θ(r) ≥ θmin . Tokias taisykles galima sudaryti

skaidant Y i� du nesikertan£ius poaibius X ⊂ Y ir Y \X :

r : X −→ Y \X . (5 .2)

Jos apimtis ir tikslumas yra

a(r) =
σ(Y )

N
, θ(r) =

σ(Y )

σ(X)
.

Kadangi visi daºno rinkinio Y poaibiai taip pat yra daºni ir ju� daºniai jau buvo apskai£iuoti

pirmajame algoritmo etape, tai tikslumas randamas nesunkiai. Be to, a(r) ≥ amin. Viena

problema: tokiu� rinkinio Y skaidiniu�, o tuo pa£iu ir galimu� taisykliu�, labai daug. Jei

X 6= ∅ ir X 6= Y , tai (5 .2) pavidalo taisykliu� galima sudaryti 2k−2. �i� kandidatu� i� tikslias

taisykles skai£iu� pad
es sumaºinti 5.1.2 teorema. Pasirodo kai kuriais atvejais galima i²

anksto palyginti dvieju� asociacijos taisykliu� tikslumus.

5.1.2 teorema. Jei A ⊂ B ⊂ C ⊂ I , tai asociacijos taisykl
e

r1 : A −→ C \ A

yra ne tikslesn
e uº taisykl¦

r2 : B −→ C \B ,

t.y., teisinga nelygyb
e θ(r1) ≤ θ(r2) .

154



I�rodymas. Pagal 5.1.2 apibr
eºim¡ asociacijos taisykliu� r1 ir r2 tikslumai yra lyg	us

θ(r1) =
σ(A ∪ (C \ A))

σ(A)
=
σ(C)

σ(A)
, θ(r2) =

σ(B ∪ (C \B))

σ(B)
=
σ(C)

σ(B)
.

D
el daºnio antimonotoni²kumo σ(A) ≥ σ(B) . Tod
el θ(r1) ≤ θ(r2) .

Pastarosios teoremos teiginys palengvina tiksliu� taisykliu� paie²k¡.

Apriori algoritmas paie²k¡ pradeda nuo taisykliu�, kuriu� i²vados yra 1 elemento rinkiniai.

Paliekamos tos, kuriu� tikslumas ne maºesnis uº θmin, o likusios pa²alinamos. Tada pere-

inama prie taisykliu�, kuriu� i²vados yra 2 elementu� rinkiniai ir t.t.

Pavyzdys. Tarkime Y = {abcd} yra daºnas rinkinys ir

θ({acd} −→ {b}) ≥ θmin , θ({abd} −→ {c}) ≥ θmin ,

θ({bcd} −→ {a}) < θmin , θ({abc} −→ {d}) < θmin .

Galima sudaryti
(

4
2

)
= 6 taisykles, kuriu� i²vadoje bus 2 elementu� rinkinys. I² 5.1.2

teoremos i²plaukia, kad penkios i² ²iu� taisykliu�

{cd} −→ {ab} , {bd} −→ {ac} , {bc} −→ {ad} ,

{ac} −→ {bd} , {ab} −→ {cd}

n
era tikslios - ju� tikslumas maºesnis uº θmin. Tad lieka apskai£iuoti tik taisykl
es

{ad} −→ {bc}

tikslum¡.

Apriori algoritmo antrojo etapo pseudokodas, aptartuoju b	udu generuojantis tvirtas aso-

ciacijos taisykles, pateikiamas 5 .3 paveiksle.

�ia naudojami pirmajame etape ( ºr. 5 .2 pav. ) rastieji daºni elementu� rinkiniai ir

ju� daºniai. Taisykl
es generuojamos iteracijomis pagal elementu� skai£iu� taisykl
es i²vadoje.

Fiksavus daºn¡ k elementu� rinkini� f , palaipsniui randamos tikslios taisykl
es, kuriu� i²vados
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1. Tegul Fk - daºnu� k elementu� rinkiniu� aib
e

2. for ∀ f ∈ Fk , k ≥ 2 do

3. H1 := {{i} | i ∈ f } - galimos i²vados i² 1 elemento rinkiniu�

4. m := 0

5. repeat

6. m = m+ 1

7. if m > 1 then

8. Hm = genTaisApriori(f,Hm−1) - galimos i²vados i² m elementu�

9. end if

10. for ∀ h ∈ Hm do

11. θ = σ(f)/σ(f \ h)

12. if θ ≥ θmin then

13. generuojama taisykl
e (f \ h) −→ h

14. else

15. rinkinys h ²alinamas i² Hm

16. end if

17. end for

18. until ((Hm = ∅) ∨ (m ≥ k − 1))

19. end for

5 .3 pav. Apriori algoritmas asociacijos taisykliu� generavimui

turi nuo 1 iki k − 1 elemento. Kiekvien¡ kart¡ netikslios taisykl
es i²vada i² galimu� i²vadu�

aib
es eliminuojama ( 12 -16 eil.). Pradedant m = 2, galimu� m elementu� i²vadu� aib
es Hm

formavimui naudojama ankstesn
eje iteracijoje sudaryta tiksliu� taisykliu� i²vadu� aib
e Hm−1.

Tai atlieka funkcija genTaisApriori(f,Hm−1) ( 8 eil. ). Ji susiaurina galimu� i²vadu� aib¦,

kai kurias i² ju� i² anksto atmesdama, remiantis 5.1.2 teorema.
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5.1.5 Asociacijos taisykliu� vertinimas

Dauguma asociacijos taisykliu� generavimo metodu� remiasi taisykl
es apimties ir tikslumo

i�ver£iais. Ta£iau ar visada taisykl
es, kuriu� apimtis ir tikslumas vir²ija nustatytus r
eºius,

yra geros ir atspindi objektyvius d
esningumus ? Panagrin
ekime toki� pavyzdi�.

5.1.1 pavyzdys. Didel
eje elektronikos parduotuv
eje i² 10000 pirk
eju� 6000 pirko kompiu-

terinius ºaidimus, 7500 pirko DVD �lmus, o 4000 pirko ir ºaidimus ir �lmus. Pasirinkus

apimties ir tikslumo r
eºius amin = 0, 3 ir θmin = 0, 6 , buvo suformuluota asociacijos

taisykl
e:

r1 : X = {kompiuteriniai ºaidimai} −→ Y = {DVD �lmai} (5 .3)

�i taisykl
e yra tvirta, nes

a(r1) =
4000

10000
= 0, 4 > 0, 3 ir θ(r1) =

4000

6000
≈ 0, 67 > 0, 6 .

Ta£iau 5 .3 taisykl
e n
era logi²ka. I² tikru�ju�, 75% pirk
eju� perka DVD �lmus. Bet tik 67%

kompiuteriniu� ºaidimu� pirk
eju� perka ir DVD �lmus. Vadinasi prek
es X buvimas krep²elyje

net sumaºina Y tikimyb¦ !

Pavyzdys rodo, kad reikalingi ir alternatyv	us taisykl
es kokyb
es matai. Apibr
e²ime kelet¡ i²

ju�.

Tegul asociacijos taisykl
e

r : X −→ Y (5 .4)

gauta pagal imties T = {t1, t2, . . . , tN} duomenis. Jos i�takos faktorius lygus

ITF (r) = ITF (X, Y ) =
N · θ(r)
σ(Y )

. (5 .5)

Nesunku pasteb
eti, kad i�takos faktorius ITF (X, Y ) i² tikru�ju� yra tikimybiu� santykio

P (Y |X)

P (Y )

i�vertis. Tod
el ji� galima interpretuoti taip:

ITF (X, Y )


= 1, jei X ir Y nepriklausomi;

> 1, jei tarp X ir Y yra tiesiogin
e koreliacija;

< 1, jei tarp X ir Y yra atvirk²tin
e koreliacija.
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Elektronikos parduotuv
es pavyzdyje (5 .3) taisykl
es i�takos faktorius yra

ITF (r1) =
10000 · 4000

6000 · 7500
≈ 0, 89 < 1 .

Tai rodo, kad tarp kompiuteriniu� ºaidimu� ir DVD �lmu� pirkimu� yra atvirk²tin
e koreliacija:

perkant vien¡, maº
eja tikimyb
e pirkti kit¡.

Daºnai (5 .4) pavidalo taisykliu� vertinimui naudojami 2.3.4 skyrelyje jau nagrin
eti dvieju�

binariniu� vektoriu� pana²umo koe�cientai. Kai kurie i² ju� buvo pateikti 2 .10 lentel
eje.

Apibr
eºkime du, su asociacijos taisykle (5 .4) susijusius, vektorius

x = (x1, x2, . . . , xN) , y = (y1, y2, . . . , yN) ,

kuriu� i - tosios koordinat
es yra rinkiniu� X ir Y patekimo i� i�ra²¡ ti indikatoriai. Pavyzdºiui,

xi = 1 , jei X ⊂ ti , ir xi = 0 - prie²ingu atveju.

Ger¡ taisykl¦ atitinkantys vektoriai x ir y yra "pana²	us", t.y. ju� pana²umo koe�cientas

tur
etu� b	uti kuo didesnis. S¡ry²i� tarp x ir y nusako daºniu� lentel
e

xi\yi 0 1

0 k00 k01 k0+

1 k10 k11 k1+

k+0 k+1 N

Pasteb
esime, kad

k1+ = σ(X) , k+1 = σ(Y ) , k11 = σ(X ∪ Y ) .

Tad ir kiti daºniu� lentel
es koe�cientai jau nesunkiai nusakomi rinkiniu� X ir Y daºniais. Be

to,

x · y = k11 , ‖x‖2 = k1+ , ‖y‖2 = k+1 .

Tod
el 5 .3 lentel
eje pateikiami asociacijos taisykl
es (5 .4) i�ver£iai, i²reik²ti vektoriu� x ir y

daºniu� lentel
es elementais pagal (5 .5) ir 2 .10 lentel
es formules.

Naudojami ir kitokie asociacijos taisykliu� kokyb
es matai ([7], 6.7 sk.). Daºnai galutinis

taisykl
es vertinimas grindºiamas ir subjektyviais kriterijais, b	udingais tai ºmoniu� veiklos
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Pavadinimas Apibr
eºimas

I�takos faktorius
N · k11

k1+k+1

�akardo
k11

k1+ + k+1 − k11

Kosinusas
k11√
k1+k+1

Koreliacijos
k11k00 − k10k01√
k1+k+1k0+k+0

5 .3 lentel
e. Asociacijos taisykliu� kokyb
es matai

sri£iai, kurios duomenys yra nagrin
ejami. Trumpai sakant, kaip visada galutinis ºodis prik-

lauso vartotojui. Jis sprendºia, kurios taisykl
es yra prasmingos ir atspindi jam aktualius,

turimuose duomenyse gl	udin£ius s¡ry²ius.

5.2 Klasterin
e analiz
e

Taikydami klasterin¦ analiz¦, remiantis turimais duomenimis, nustatome objektu� pana-

²um¡ ir suskirstome juos i� klasterius. Tikslaus klasterio apibr
eºimo n
era, ta£iau reikia

skirti s¡vokas - "grup
e" ir "klasteris". Klasteris - pana²iu� objektu� grup
e. Bendru atveju

pasakyti k¡ rei²kia pana²	us objektai - nei�manoma. Pavyzdºiui, Jonas ir Petras yra aistringi

krep²inio sirgaliai, bet priklauso skirtingoms politin
ems partijoms. Ar jie pana²	us ?!

Klasterin
eje analiz
eje objektu� pana²umas nusakomas skaitiniais pana²umo matais. Ju�

pasirinkimas, ai²ku, priklauso nuo turimu� duomenu� prigimties ir sprendºiamo uºdavinio.

Kai kurie objektu� artumo matai buvo aptarti 2.3.4 skyrelyje.

Pasteb
esime, kad skirstydami objektus i� klasterius, daºniausiai net neºinome, kiek klasteriu�

turimoje duomenu� aib
eje realiai egzistuoja ( ir ar i²vis egzistuoja ). Uºdavinio komplikuo-

tum¡ iliustruoja 5 .4 paveiksle pavaizduota situacija. Kaip matome, 20 plok²tunos ta²ku�,
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H
H H

⋆
⋆
⋆
⋆ ⋆

⋆ ⋆

✢ ✢
✢ ✢

✦
✦

✦

✢
✢ ✢() Keturi klasteriai H

H H

✶
✶
✶

✶ N
N N

✥ ✥
✥ ✥

✦
✦

✦

✸
✸ ✸(d) �e²i klasteriai

•
• •

•
•
•
• •

• •

• •
• •

•
•
•

•
• •(a) Visi ta²kai ✤

✤
✤

✤
✤
✤

✤ ✤
✤ ✤

✽ ✽
✽ ✽

✽
✽

✽

✽
✽ ✽(b) Du klasteriai

5 .4 pav. Ta²ku� aib
es klasterizavimo b	udai

i�vairiai skaidydami, galime suskirstyti i� du, keturis ar ²e²is klasterius ( priklausomyb¦ klas-

teriams vaizduoja skirtingos ta²ku� ºym
es ).

Klasterin
eje analiz
eje imtis neturi klas
es kintamojo, pagal kurio reik²mes b	utu� galima

patikrinti ( "kontroliuoti" ) ar ºinomas mokymo imties i�ra²as pateko i� "teising¡" klasteri�.

Tod
el, skirtingai nuo klasi�kavimo, klasterizavimo uºdaviniai priskiriami nekontroliuojamo

mokymo uºdaviniu� kategorijai.

5.2.1 Klasterin
es analiz
es metodu� klasi�kacija

Yra daug klasteriu� sudarymo metodu�. Jie skiriami pagal tai, kaip parenkami pana²umo

matai, atstumo tarp klasteriu� nustatymo kriterijai bei kokia skirstymo i� klasterius strategija.

Gana daºnas yra 5 .5 paveiksle parodytoje schemoje vaizduojamas skirstymas pagal galim¡

klasteriu� tarpusavio i²sid
estym¡.

Skiriamos dvi pagrindin
es klasterin
es analiz
es metodu� klas
es - hierarchiniai ir nehierar-

chiniai.

Hierarchiniai metodai. Ju� rezultatai nusako klasteriu� tarpusavio hierarchij¡, t.y. visi

objektai laikomi vienu dideliu klasteriu, kuri� sudaro maºesni klasteriai, ²iuos savo ruoºtu

dar maºesni ir t.t. Kitaip sakant, gautieji klasteriai sudaro medi�, kurio ²aknyje yra visu�

objektu� klasteris, o lapuose - patys maºiausi klasteriai. Pavyzdºiui, 5 .4 paveiksle pavaiz-

duoti plok²tumos ta²ku� klasteriai sudaro medi� ( ºr. 5 .6 pav. ).
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Klasterin
es analiz
es metodaiHierarhiniai NehierarhiniaiJungimo Skaidymo
5 .5 pav. Klasterizavimo metodu� klasi�kacija

• (20)
✤ (10) ✽ (10)

⋆ (7) H (3) ✦ (3) ✢ (7)
✶ (4) N (3) ✥ (4) ✸ (3)

5 .6 pav. Klasteriu� medis

�ia kiekvienas klasteris (medºio vir²	un
e) vaizduojamas ji� sudaran£iu� ta²ku� ºyme ir ta²ku�

skai£iumi.

Priklausomai nuo to kaip "auginamas" klasteriu� medis, hierarchiniai metodai skirstomi i�

jungimo ir skaidymo metodus. Jungimo metodai konstruoja medi� nuo lapu�, t.y. smulkius

klasterius jungia vis i� stambesnius, kol galu� gale lieka vienas. Skaidymo metodai "augina"

medi� nuo ²aknies - vieninteli� klasteri� nuosekliai skaido i� dalis.

Nehierarchiniai metodai. Taikydami hierarchinius metodus, nustatome bendr¡ visu�

klasteriu� tarpusavio priklausomybiu� strukt	ur¡ ir tik po to sprendºiame, koks klasteriu�
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skai£ius tinkamas. Nehierarchiniai metodai tiesiog skaido turim¡ duomenu� aib¦ i� K nesi-

kertan£iu� poaibiu� ( klasteriu� ) taip, kad artimi objektai patektu� i� vien¡ poaibi�. Pavyzdºiui,

bet kuris i² 5 .4 (a) - (d) paveikslu� vaizduoja nehierarchin
es klasterizacijos rezultat¡, kai

K = 1, 2, 4, 6 atitinkamai. Tokie metodai paprastai taikomi tada, kai i² anksto ºinomas

(pasirenkamas) klasteriu� skai£ius K.

Detaliau panagrin
esime vien¡ hierarchiniu� metodu� klas¦ - jungimo metodus bei vien¡ daº-

niausiai naudojamu� nehierarchiniu� metodu� - K-vidurkiu� metod¡.

5.2.2 Jungimo metodai

Tegul X = {x1,x2, . . . ,xN} - duomenu� (objektu�) aib
e, dij = d(xi,xj) - atstumas tarp

objektu� xi ir xj . Visi atstumai sudaro N ×N simetrin¦ atstumu� matric¡ (dij)N×N .

Hierarchiniai jungimo metodai, pradedant pavieniais objektais, nuosekliai jungia du ar-

timiausius klasterius, kol lieka tik vienas klasteris. Tokio algoritmo schema pavaizduota

5 .7 paveiksle.

1. Turime N klasteriu� po 1 objekt¡

2. Apskai£iuojame atstumu� matric¡ (dij)N×N

3. repeat

4. Nustatome du artimiausius klasterius U ir V

5. U ir V sujungiami i� vien¡ klasteri� U ∪ V
6. Transformuojama atstumu� matrica

7. until Lieka tik vienas klasteris

5 .7 pav. Jungimo metodo algoritmas

Atstumu� matrica transformuojama ( 6 eilut
e) taip:

1) i²braukiame eilutes ir stulpelius, atitinkan£ius klasterius U ir V ,

2) pridedame eilut¦ ir stulpeli� su atstumais tarp U ∪ V ir likusiu�ju� klasteriu�.

Esmin
e algoritmo operacija - atstumo tarp dvieju� klasteriu� skai£iavimas ( 4 ir 6 eilut
es).

Priklausomai nuo algoritmo modi�kacijos, sutinkami i�vair	us ²io atstumo apibr
eºimai. Daº-
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niausiai naudojami atstumai d(U, V ) tarp klasteriu� U ⊂ X ir V ⊂ X pateikti 5 .4 lentel
eje.

Klasterio centro s¡voka priklauso nuo objektu� atstumo apibr
eºimo. Pasteb
esime, kad xU ne

Atstumas d(U, V ) formul
e

Artimiausio kaimyno d(U, V ) = min
x∈U,x′∈V

d(x,x′)

Tolimiausio kaimyno d(U, V ) = max
x∈U,x′∈V

d(x,x′)

Vidutinis d(U, V ) =
1

|U | · |V |
∑
x∈U

∑
x′∈V

d(x,x′)

Centru� d(U, V ) = d(xU ,xV ) ,

xU ,xV - klasteriu� U ir V centrai

5 .4 lentel
e. Klasteriu� U ir V artumo matai

visada yra klasterio U objektas. Pavyzdºiui, kai X ⊂ Rp , o atstumas d(xi,xj) = ‖xi−xj‖
- Euklido metrika, centru daºniausiai laikomas "vidutinis" klasterio U objektas

xU =
1

|U |
∑
x∈U

x , |U | − klasterio U objektu� skai£ius. (5 .6)

�iuo atveju, be 5 .4 lentel
eje i²vardintu�ju�, gali b	uti skai£iuojamas ir vadinamasis Ward'o

atstumas

dW (U, V ) =
|U | · |V |
|U |+ |V |‖xU − xV ‖2 .

Jam b	udinga tai, kad sujungus du artimiausius klasterius, visada yra minimizuojama ob-

jektu� atstumu� nuo ju� klasteriu� centru� kvadratu� suma. Ta£iau tai nerei²kia, kad pastara-

sis atstumas - pats geriausias. Neturint i²ankstin
es informacijos apie tiriamus duomenis,

sud
etinga pasakyti kuris metodas geriausias. Patartina objektu� klasterizavimui taikyti ne

vien¡, o kelis metodus su skirtingais klasteriu� artumo matais. Pla£iau apie vieno ar kito

metodo pasirinkimo kriterijus galima paskaityti, pavyzdºiui, [7] knygos 8.3 sk. ir [1] knygos

II d. 8.4 sk.
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5.2.3 K - vidurkiu� metodas

Vienas i² hierarchiniu� klasterin
es analiz
es metodu� tr	ukumu� - skai£iavimams naudojamos

atstumu� matricos dydºio priklausomyb
e nuo objektu� skai£iaus N . Net ir atsiºvelgus i�

tai, kad ji simetrin
e ir pagrindin
eje i�striºain
eje turi nulius, tenka skai£iuoti (N2 −N)/2 jos

elementus. Tod
el didesn
es objektu� aib
es daºnai klasterizuojamos nehierarchiniais metodais.

Vienas i² tokiu� ir yra K-vidurkiu� metodas. Jis pla£iai taikomas ir kartu gana paprastas.

Trumpas klasterizacijos algoritmo pseudokodas pateikiamas 5 .8 paveiksle. Konkreti algo-

1. Pasirekame K pradiniu� klasteriu� centru�

2. repeat

3. Objektai suskirstomi i� K klasteriu�, kiekvien¡ objekt¡

priskiriant artimiausiam centrui

4. Perskai£iuojami klasteriu� centrai

5. until Klasteriu� centrai nebekinta

5 .8 pav. K-vidurkiu� metodo algoritmas

ritmo realizacija priklauso nuo turimu� duomenu� tipo ir naudojamo objektu� atstumo mato.

Kaip jau buvo min
eta, nuo to priklauso ir klasterio centro s¡voka.

Aptarsime algoritmo variant¡, kai klasterizuojami objektai yra Euklido erdv
es vektoriai,

t.y. X ⊂ Rp , d(xi,xj) = ‖xi − xj‖ , o klasterio U ⊂ X centras xU yra U priklausan£iu�

vektoriu� vidurkis, apibr
eºiamas (5 .6) formule. Toks centro pasirinkimas turi matematini�

pagrind¡.

Tegul objektu� aib
e X skaidoma i� K nesikertan£iu� klasteriu�

X = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ CK .

Nat	uralu manyti, kad esant gerai klasterizacijai, objektai turi b	uti kuo ar£iau klasteriu�

centru�. Vadinasi tikslo funkcija, kuri¡ reikia minimizuoti, parenkant klasteriu� centrus, yra

SSE =
K∑
i=1

∑
x∈Ci

‖x− xCi
‖2 .
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Nesunku i�rodyti, kad SSE i�gyja maºiausi¡ reik²m¦, kai xCi
yra lygus klasterio Ci vektoriu�

vidurkiui, apskai£iuotam pagal (5 .6) formul¦.

Vienas i² K-vidurkiu� metodo tr	ukumu� - klasteriu� skai£iu� reikia nustatyti i² anksto. Tuo

pa£iu tarsi primetama tam tikra duomenu� strukt	ura, neb	utinai sutampanti su objektyviai

egzistuojan£ia. Su tuo susijusi ir pradiniu� K centru� parinkimo problema (1 algoritmo

eilut
e). Pavyzdºiui, b	utina atsiºvelgti i� galimas i²skirtis duomenu� aib
eje, stengtis kad

pradiniai centrai nepriklausytu� vienam klasteriui. Naudojamos i�vairios pradiniu� centru�

parinkimo strategijos: nuo atsitiktinio parinkimo iki preliminarios hierarchin
es klasterizaci-

jos i� K klasteriu� ( ºr. [7], 8.2 sk. ).

165



Literat	ura

[1] V.�ekanavi£ius, G.Murauskas. Statistika ir jos taikymai, I,II, TEV, Vilnius, 2000-2002.

[2] D.Hand, H.Mannila and P.Smyth. Principles of Data Mining, The MIT Press, 2001.

[3] T.Hastie, R.Tibshirani, J.Friedman. The Elements of Statistical Learning: Data Min-

ing, Inference, and Prediction, Springer, New York, 2001, 2009.

[4] Mehmed Kantardzic. Data Mining: Concepts, Models, Methods, and Algorithms, John

Wiley & Sons, 2003.

[5] R.Lapinskas. I�vadas i� statistik¡ su R, Vilniaus universitetas, paskaitu� konspektas -

http://www.mif.vu.lt/katedros/eka/medziaga/Lapinskas.pdf

[6] David J. C. MacKay. Information Theory, Inference and Learning Algorithms, Cam-

bridge University Press, 2003.

[7] Pang-Ning Tan, Michael Steinbach, Vipin Kumar. Introduction to Data Mining, Addi-

son Wesley, 2005.

[8] V.Stak
enas. Informacijos kodavimas, Vilnius: VU, 1996.

[9] V.Stak
enas. Kodai ir ²ifrai, Vilnius: TEV, 2007.

[10] Ian H. Witten and Eibe Frank. Data Mining: Practical machine learning tools and

techniques, 2nd Edition, Morgan Kaufmann, San Francisco, 2005.

[11] Ian H. Witten , Eibe Frank, Mark A. Hall. Data Mining: Practical machine learning

tools and techniques, Third Edition, Morgan Kaufmann, San Francisco, 2011.

166

http://www.mif.vu.lt/katedros/eka/medziaga/Lapinskas.pdf

	Įvadas
	Pagrindinės tikimybių teorijos ir informacijos teorijos sąvokos
	Tikimybės. Atsitiktiniai dydžiai ir jų skirstiniai
	Įvykių sistemos
	Informacija ir entropija
	Atsitiktinių dydžių entropijos

	Pagrindiniai duomenų tyrimo uždaviniai ir sąvokos
	Pirmieji pavyzdžiai
	Duomenys apie orą 
	Regos korekcija
	Irisų klasifikacija
	Rankraščio atpažinimas
	Skaitinė prognozė

	Duomenys ir jų atributai
	Pradinė duomenų analizė ir jų transformacijos
	Duomenų transformacijos
	Tolydžiųjų kintamųjų diskretizavimas
	Trūkstamosios reikšmės
	Objektų artumo matai

	Duomenų tyrimo uždavinių tipai

	Kontroliuojamo mokymo uždaviniai: klasifikavimas
	Kontroliuojamas mokymas ir klasifikavimas
	Sprendimų medžiai
	Sprendimų medžių konstravimas
	Skaidymo būdai ir jų palyginimas

	Klasifikatoriaus charakteristikos
	Modelio perteklumas
	Modelio klaidos įverčiai
	Kryžminis patikrinimas
	Pakartotinų imčių metodas

	Klasifikavimo taisyklės
	Klasifikavimo taisyklių tarpusavio sąryšiai
	Tiesioginis klasifikavimo taisyklių konstravimas
	1R algoritmas
	RIPPER algoritmas
	Netiesioginis klasifikavimo taisyklių konstravimas

	Artimiausių kaimynų metodas
	Bajeso klasifikatoriai
	Bajeso formulė ir jos taikymas klasifikavimui
	Naivusis Bajeso klasifikatorius
	Bajeso tinklai


	Kontroliuojamo mokymo uždaviniai: skaitinė prognozė
	Paprastosios tiesinės regresijos modelis
	Regresijos tiesė
	Regresijos modelio charakteristikos

	Daugialypė tiesinė regresija
	Daugialypės tiesinės regresijos modelis
	Determinacijos ir koreliacijos koeficientai


	Nekontroliuojamo mokymo uždaviniai
	Asociacijos taisyklės
	Pirkėjo krepšelio uždavinys
	Asociacijos taisyklių apimtis ir tikslumas
	Dažnų elementų rinkinių paieška
	Asociacijos taisyklių generavimas
	Asociacijos taisyklių vertinimas

	Klasterinė analizė
	Klasterinės analizės metodų klasifikacija
	Jungimo metodai
	K - vidurkių metodas


	Literatūra

