VI. KODAVIMO TEORIJOS IVADAS

6.1 Issifruojami kodai

Viena i$ svarbesniu diskreciosios matematikos sri¢iu yra kodavimo teorija. Ankséiau,
kodavimo priemonés atlikdavo pagalbini vaidmeni jvairiose srityse, o kaip atskira matem-
atiné disciplina émeé vystytis gana nesenai. Kodavimas yra pagrindiné priemoné pateikiant
informacija kompiuteriui bei saugant ja kompiuterio atmintyje. Kodavimo déka infor-
macija apsaugoma nuo nesankcionuoto naudojimo, kodavimas naudojamas perduodant
informacija rysSio kanalais bei spaudziant informacija duomenu bazése.

Suformuluokime kodavimo uzdavini. Tegu A = {ay,as,...,a,}ir B = {by,ba,..., by}
dvi netuscios aibés. Sias aibes vadinsime abécélémis. Abécélés elementai vadinami raide-
mis. Abécélés raidziu jungini a;,a;, ... a;,, i; € {1,...n} vadinsime zodziu. Visu abécélés
A zodziu aibe zymeésime simboliu A*, o abécélés B zodziu aibe simboliu B*. Tarkime, kad
S C A* ir funkcija f : S — B. Tada sia funkcija vadinsime kodavimu, aibés S zodzius-
pranesimais, o zodzius f(a) = 8, a € S, § € B* vadinsime kodais. Tiksliau kalbant (3,
yra praneSimo « kodas.

Jei | B| = m, tai funkcija f vadinama m— ainiu kodavimu. Populiariausias atvejis, kai
m = 2. Tada kodai vadinami dvejetainiais kodais. Funkcijai f atvirkstiné funkcija, jei ji
egzistuoja, f~!: E(f) — S vadinama dekodavimu.

Koduojant pranesima galima elgtis dvejopai. Galima koduoti visa praneSima arba
koduoti atskiras pranesimo dalis. Bet koks abécélés simbolis yra vadinamas elementaria
pranesimo dalimi. Tarkime duota abécélé A = {aq,as,...,a,} ir zodziu aibé A*. Tegu o €
A*. Zodj sudaranciu raidziu skaiciu vadinsime Zodzio ilgiu, ir Zymésime: |a| = |a,, ... a;, | =
k. Kartais patogu naudoti tus¢io zodzio savoka. Zodi vadinsime tusciu, jei jo ilgis lygus 0.

Jeli a = a9, a1, as du zodziai, tai oy vadinamas priesdéliu, o aa— priesaga.

Abécéliniu kodavimu o vadinsime kodu lentele:

0= (al%ﬁla'“aan_)ﬁn)y aieA, ,ﬁiEKCB*,izl,...,n.

Abécélés raidziu kodai, priklausantys aibei K, vadinami elementariaisiais kodais.

Sia kodu lentele vadinsime sigma kodavimu.

Pastebésime, kad turint abécélini kodavima, galime koduoti ir bet kokius aibés prane-
Simus o € A* :

fiA*—>B*, O = Qiy ... Qg f(a)zﬂzlﬁzk

Abécélinis kodavimas o vadinama issifruojamu kodavimu (issifruojama schema), jei
kiekvienas zodis sudarytas iS elementariu kodu, vieninteliu biidu yra iSskaidomas elemen-
tariaisiais kodais, t.y. jei

6i1-"6ik:6j1'“6jl7 tai ]{?:l/\vtE{l,...,k’}, 1t :jt~

Pastebésime, kad jei schema isSifruojama, tai ji dekoduojama.
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Tarkime, kad duotos dvi abécélés A : {1,2,...,9}, B = {0,1}. Panagrinékime
schemas

o1:(0—0,1—1,2—10, 3 — 11, 4 — 100, 5 — 101, 6 — 110,)

7 — 111, 8 — 1000, 9 — 1001,

ir

o9 : (0 — 0000, 1 — 0001, 2 — 0010, 3 — 0011, 4 — 0100, 5 — 0101, 6 — 0110, )

7— 0111, 8 — 1000, 9 — 1001.

Matome, kad kodavimas f schemoje o; néra apveréiama funkcija, kadangi f,,(333) =
111111 = f,,(77). Tuo tarpu schema o9 yra isSifruojama ir tuo paciu dekoduojama.

Schema o vadinsime p- schema, jei elementarusis vienos raidés kodas néra kitos raideés
elementaraus kodo priesdéliu, t.y.

p-schemos koda vadinsime p- kodu.
1 Teorema p- schema yra dekoduojama.

S/
Naudosime priestaros metoda. Tarkime, kad o yra p — schema, bet néra issifruojama.

Vadinasi, egzistuoja zodis § € f,(A*) toks, kad

6 = 6721 .- 6214 = ﬁjl .- '/sza iI‘, (Eltvs(s <t= ﬁis = 6.7'5 A ﬂit 7& /Bjt))
Kadangi

Bi, -+ By, = Bj, - By,

tai 30’ toks, kad (8;, = B8 V Bj, = i, P ). Bet paskutinieji sarysiai prieStarauja tam,
kad schema yra p-schema.

S
Kokios salygos turi buti tenkinamos, kad nagrinéjama schema biitu p-schema, o tuo
paciu ir dekoduojama? Teisinga tokia

2 Teorema (Makmilano nelygybé)Jei schema o : (a; — ;) isSifruojama, tai

n

1
Do <L li=gi (1)

=1
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Pazymeékime [ = max [;. Panagrinékime (1) nelygybés sumos n—aji laipsni. Turime,

1<i<n
kad
n

1 |
()" = 2 g

i=1 i1,ein=1

paskutinéje sumoje sumuojama pagal visus elementariuju kodu rinkinius. Pazymékime
simboliu v(n,t) démenu 2—1t skaiCiy sumoje, kai t = [;, + ...+ ;. Taigi, sutrauke panasius
narius turi:

~

n

v(n,t)
2t

t=1

Pastebékime, kad kickviena démenj 2~ (i1t +hin) vienareiksmiskai galime susieti su
aibés B zodziu f;, ...[3;,. Matome, kad Sio kodo ilgis yra t, taigi v(n,t) yra zodziu
Bivy---Bis |Bi,---0Bi,| =t skaicius. Kadangi nagrinéjame p-schema, tai v(n,t) < 2¢,
nes priesingu atveju egzistuotu du vienodi zodziai 3;, ... 8;, = B}, - .. B;, turintys skirtin-
gus deéstinius.

Turime, kad

n

Tada Vn, (3. 27%)" < In. Vadinasi,

=1

n 1 .
S o< V=1
=1

2]

Makmilano nelygybé yra ne tik biitina, bet ir tam tikra prasme ir pakankama salyga,
kad schema butu issifruojama.

3 Teorema Jei skaiciai ly,...,l, tenkina (1) nelygybe, tai egzistuoja issifruojama
abécélinio kodavimo schema o : (a; — (;)_y, Vi, l; = |6i|.
S

Sios teoremos irodymo nepateiksime. Ji galima rasti [2].
Panagrinékime placiai anksc¢iau naudota informacijos perdavimo priemone- Morzés
abécéle. Abécélé koduojama tokiu budu:

A — 01, B — 1000,C — 1100, D — 100, E — 0, F — 0010,G — 110, H — 0000, I — 00,

J — 0111, K — 101, L — 0100, M — 11, N — 10,0 — 111, P — 0110, Q — 1101,
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R — 010,58 — 000,7 — 1,U — 001,V — 0001,W — 011, X — 1001,Y — 1011,
Z — 1100.

Perduodant informacija 0 ir 1 vietoje buvo naudojami simboliai (-) ir (—) atitinkamai.
Patikrinkime, ar Siam kodavimui tenkinama Makmilano nelygybé. Turime, kad

1+1+1+1+1—|—1+1+1—|—1+1+
4 16 16 8 2 16 8 16 4 16

1+1+1+1+1+1+1+1+1+
8§ 16 4 4 8 16 16 8 8

1+1+1+1+1+1+1_
2 8 16 8 16 16 16

2 4 7 12 29 ]
2 178 6w
Matome, kad Makmilano nelygybé néra tenkinama Morzés abécélei, taigi Si schema
néra issifruojama. Dekoduojant Sia schema uzkoduota informacija yra naudojami papil-
domi simboliai- pauzés tarp zodziu arba raidziu, kuriu déka informacijos dekodavimas
tampa imanomas.

6.2 Kodavimo nuostoliai. Kodavimo kaina

Koduojant informacija ir ja perduodant arba saugant labai svarbu, kad raidziu kodai
butu kiek imanoma trumpesni. Abécélinis kodavimas tinka bet kokiam pranesimu S C A*
kodavimui. Jeigu apie pranesimu aibe S néra nieko zinoma, tai spresti optimizavimo
uzdavini gana sudétinga. Paprastai yra zinoma kokia nors informacija apie pranesimu
aibe. Pavyzdziui zinoma, kokios raidés ir kaip daznai pasitaiko dideliame informaciniame
pranesime. Tad naturalu, kad daznai pasirodancios raidés butu koduojamos trumpais
kodais, o reciau- ilgesniais.

Sakykime, kad schema o : (o; — ;) yra isSifruojama. Tada bet kokia kodavimo
schema o’ : (a; — ﬁ;), Cia (ﬁll, e ,ﬁ;) yra kodu rinkinio (f1,...,3,) keitinys, taip pat
bus isSifruojama. Jeigu elementariuju kodu ilgiai vienodi, tai atlikus kodu perstatyma
(t.y. pradinés abécélés raidéms priskirus kitus kodus) mes nepakeisime pranesimo ilgio.
Taciau situacija bus kita, jei elementarieji kodai yra skirtingo ilgio. PraneSimas pailgés,
jei dazniau naudojamiems simboliams priskirsime ilgesnius kodus. Jeigu duotas konkretus
pranesimas ir konkreti kodavimo schema, tai nesunku parinkti kodus taip, kad pranesimo
ilgis butu trumpiausias.

Tarkime, kad k1, ..., k,— yraraidziu aq, . .., a,, dazniai pranesimo tekste, oly,...,[,—
yra elementariuju kodu (i,..., 8,— ilgiai atitinkamai. Tada, jei k; < k; ir [; > [;, tai

kil; + k’jlj < k’@l] + k‘]ll
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Irodykime Sia nelygybe. Pazymékime k; = k; + a, ir [; = [; + b. Tada

Is paskutiniosios nelygybeés isplaukia, kad norint minimizuoti pranesimo ilgi, reikia sut-
varkyti pradinés abécélés raides pagal raidziu daznuma (mazéjimo prasme), priskiriant
Sioms raidéms kodus nuo maziausio iki didziausio ilgio eilés tvarka. Taip sutvarkytas
pranesimo kodas bus trumpiausias.

Naudojant §i metoda galime spresti minimizavimo uzdavini tik fiksuoto (Zinomo)
pranesimo kodavimui. Beje, Sis kodavimas optimaliausias.

Panagrinékime dar viena kodavimo schema. Tarkime, kad kiekviena abécélées A =
{a1,...,an,} raidé susieta funkciniu sarysiu g : A — P su aibés P = {p1,...,p,} elemen-
tais, tenkinanciais lygybe

pr4+...+pp=1p>...>p,>0.

Pastebésime, kad E(g) = P. Jei a; ¢ D(g), tai suprantama, kad abécélés raidé pranesime
nepasirodo. Be to abécéléje raidés yra surikiuojamos (ivedamas tvarkos sarysis) priklau-
somai nuo tikimybeés dydzio, kalbant tiksliau, tikimybiu mazéjimo atzvilgiu.

Kiekvienai atskiriamai kodavimo schemai o : (a; — [3;) apibrézkime skai¢iu:

lo(P) = ZPH@A
i=1

Si skaiciu vadinsime vidutine kodavimo schemos o kaina, kai zinomas raidziu skirstinys P.
Vidutiné schemos kaina kartais vadinama vidutiniu kodavimo schemos ilgiu.
Pazymeékime:

l«(P) =1infl,(P),px = 1r<n‘i£1 np;, L =[logy(n —1)] + 1.

Visada egzistuoja atskiriama schema o : (a; — ;) tokia, kad Vi, |3;| = L (kodél?) Tokia
schema vadinsime tolygaus kodavimo schema. Taigi, 1 < [,(P) < L taigi, pakanka
nagrinéti tokias schemas, kad Vi, p;l; < L, kai [; sveikas skai¢ius ir be to I; < L/p,. Taigi,
egzistuoja baigtinis schemuy o skaicius, kurioms tenkinamos nelygybés: [.(P) <[, (P) < L.
Taigi, egzistuoja schema o, tokia, kad I, (P) = L.(P).

Abécélinis kodavimas o, kuriam [, (P) = [.(P), yra vadinamas kodavimu su mini-
maliais nuostoliais, arba optimaliu kodavimu, kai duotas skirstinys P.

6.3 Fano algoritmas

Naudodami Fano algoritma galime sukonstruoja issifruojama p- schema, kuri artima
optimaliai.

Iv: P: array [l...n] of real -"tikimybiu, su kuriomis pasirodo raidés pranesime
masyvas, kuriame bus surikiuotos tikimybés pagal mazéjima: 1 > P[1] > ... > P[n| >
0, Pl]+...+ P[n| =1
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Isv: C: array [1...n, 1...L] of 0...1 elementariuju kodu masyvas.
Fano(1, n, 0) Fano proceduros iskvietimas.

Aprasysime rekursyvine Fano procedura.

Iv: b—masyvo P pradzios indeksas, e— masyvo P pabaigos indekas, k— masyve C'
sukonstruotu kodu ilgiai.

ISv: masyvo C uzpildymas

if e > b then

k:=k + 1 (eilinio kodo uzkrovimas)

m := Med(b, e) (masyvas dalinamas i dvi dalis)

for i from b to e do

Cli, k] := i > m (pirmoje dalyje pridedame 0, antroje pridedame 1)

end for

Fano(b, n, k) (apdorojama pirmoji dalis)

Fano(m+1,e,k) (apdorojama antroji dalis)

end if

Funkcija Med suranda masyvo P[b...e] nurodytos dalies mediana, kitaip tariant
randa indeksa m, (b < m < e) toki, kad masyvo P[b...m] elementu suma labiausiai
artima masyvo P[m + 1...e| elementu sumai.

Iv: b—masyvo P nagrinéjamos dalies pradzios indeksas, e— masyvo P nagrinéjamos
dalies pabaigos indekas.

ISv: m— medianos indeksas, t.y.

Cmin |y Plil= ) Pl
i=b i=m-+1

Sy := 0 pirmosios dalies elementtuy suma

if e > b then

for ¢ from btoe—1do

Sy := Sy + PJi] (visi iSskyrus paskutiniji)

end for

Se := Ple| (antrosios dalies elementy suma)

m:=e (pradedame ieskoti medianos nuo galo)

reapeat

d := Sp — S. (pirmosios ir antrosios daliu elementu sumu skirtumas)

m :=m — 1 (mediana stumtelime zemyn)

Sy := Sy — Pm]; Se :=S. + P[m]

until |[S, — S| > d

return m

Kiekviena karta vienoje dalyje kodus ilginame priraSydami nulius, o kitoje dalyje-
vienetus. Tokiu btidu, pirmosios dalies kodai nebus kitos dalies priesdéliais. Kodus ilginti
baigiame tada, kai dalies ilgis tampa lygus 1, taigi lieka vienintelis kodas.
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pli | Cl] | Ifi]
0.2 | 00 2

0.2 010 3

0.19 011 3

0.12 100 3

0.11 101 3

0.09 110 3

0.09 111 3

1[i,P] | — 2.80

6.4 Optimalus kodas

1 Lema Sakykime, kad o : (o; — [3;) yra optimalaus kodo schema, su skirstiniu
P={pi,....pn},p1 > ... > p, > 0. Tada, jei p; > pj, tail; > ;.

S)
Naudosime priestaros metoda. Tarkime, kad 7 < j,p; > p; ir I; > [;. Nagrinékime
schema

O'/ . (0,1 Hﬁl,...,ai —>ﬁj,...aj —>6¢,...,an —>5n)
Tada
lo = lor = (pili + pjly) — (Pl + psli) = (i — pj)(li —1;) > 0.
Bet pastaroji nelygybé priestarauja tam, kad c— optimali schema.

S
Taigi, nemazindami bendrumo galime laikyti, kad {1 < ... <,.

2 Lema Jei schema o : (a; — [3;) yra optimalaus p-kodo schema, su skirstiniu P =
{p1,...,pn}, p1 > ... > p, > 0, tai tarp elementariu kodu, kuriu kodai maksimalaus
ilgio, egzistuoja tik du, kurie skiriasi tik paskutiniu elementu.

©

Naudosime priestaros metoda.

1. Tarkime, kad maksimalaus ilgio kodas yra vienas ir apibréztas tokiu budu: 3, = b,
¢ia b = 0 arba 1. Tada bet kokiam i € {1,...,n—1}, [; < |f|, t.y. visi kodai yra trumpesni.
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Bet tuomet kodas 3 néra kodu (i,...,3,—1 priesdélis, nes priesingu atveju 8 = 3; ir 3,
butu kodo (3, priesdélis. Vadinasi schema o’ : (a1 — B1,...,a4n-1 — a — Bp_1,a, — ()
taip pat p-schema, be to I,/ (P) = l, — pn, 0 tai priestarauja schemos ¢ optimalumui.

2. Sakykime, kad du kodai (,_1 ir 3, yra maksimalaus ilgio, besiskiriantys ne
paskutiniuoju simboliu, 5,_1 = g’V ir 8, = B0, [ # B ir be to ' ir 7 néra
kodu [(i,...,Bn—2 priesdéliai ir atvirkscéiai. Taigi schema o' : (a1 — Bi1,...,60p-2 —
Bn—2,an—1 — BV, ,a, — (7) taip pat yra p- schema. Be to l,/(P) = l, — pp, 0 tai
priestarauja schemos o optimalumui.

5]

4 Teorema Jei 0,1 : (a7 — P1,...,an—1 — Pn_1) yra optimali p- schema, su
skirstiniu P :py > ... > pp_1 > 01irp; = ¢ +¢”, kai

P1L> .. >Di1 2Pl > 2P > ¢ > ¢ >0,

tai kodavimos schema

on (a1 — B, 051 = Bio1,a5401 = Bit1, -1 — PBno1,a5 — B50,a, — B51)
yra optimali p- schema, su skirstiniu P : p1...pj—1,Pj+1,---,Pn-1,4-q"-
o

1. Jei 0,,_1— yra p-schema, tai remiantis o,, konstrukcija taip pat p-schema.

2. g, Po=pili+...4+pi—iljm1+pjljpi+ . Aol + 4 + Ol =
pilh+...+pjlja+ @+ +d +q =

pili+ . o+ po_ilno1 + 0l +pj =lo,  (Pau1) +pj.

3. Sakykime, kad schema o/, : (a1 — f1,...,a, — [By) yra optimali, su skirstiniu P,.
Tada, remiantis paskutiniaja lema gauname, kad

ol (ay— B,....an_2— B _o,an_1 — B0,a, — (1).

Pazyméje I” = | 3| panagrinékime schema

O-;L—l : (al _>617"'7aj _)ﬂ;---7an—2_>ﬁil_2),

¢ia j apibréztas taip, kad pj—1 > ¢ +¢" > pjt1.

4. lU;LPn = plll + ... +pn—2ln—2 -+ q/(l/ + 1) -+ q”(l/ + 1) =
pili+ .4 pnan o+ (@ +d)N +¢d +¢" =1l (Po1)+pj
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5. o}, p-schema, taigi ir o/, _; taip pat p-schema.

6. Kadangi 0,,_1 yra optimali schema, tai l%_l(Pn_l) >y, (Ph-1).

7. 1o, (Pn) = lo, (Pn—1) +pj <lor (Po1) +pj = lor (Pn). Zinome, kad o/, yra
optimali schema, taigi ir o,, optimali schema.

SV

6.5 Hafmano (Huffman) algoritmas

Tarkime, kad duotas abécélés raidziu skirstinys. Turint fiksuota skirstini sudarysime
rekursyvini algoritma optimaliai p- schemai sudaryti.

Hafmano algoritmas

Iv: n— abécélés raidziu skaicius, P: array [l...n] of real -”tikimybiu masyvas,
kuriame bus surikiuotos tikimybés pagal mazéjima: 1 > P[1] > ... > P[n| > 0, P[1] +
...+ Pn|=1"

Isv: C: array [1...n, 1...L] of 0...1 elementariuju kodu masyvas. I: array [1...n]
of 1... L elementariuju kodu, optimalioje p-schemoje, ilgiu masyvas.

if n =2 then

k :=k + 1 (eilinio kodo uzkrovimas)

C[1,1] := 0;1(1) := 1(pirmas elementas)

C[2,1] := 1;1(2) := 1(antras elementas)

else

q := P[n — 1] 4+ P|n] (sudedamos dvi paskutinés tikimybeés)

j :=Up(n,q) (paieska vietos ir ja suradus sumos istatymas)

Huffman(P,n — 1) (rekursyvus iskvietimas)

Down(n,j) (kodo "ugdymas”)

end if

Funkcija Up masyve P suranda vieta, kuriame turi buti skaicius ¢ ir irase §i skaiciu i
surasta vieta visus likusius pastumia zemyn.

Iv: n—masyvo P nagrinéjamos dalies ilgis, g— istatoma suma.

ISv: pakeistas masyvas P.

for : from n — 1 downto , 2 do

if P[n — 1] < q then

Pli] :== P[i — 1] (pastumiamas masyvo elementas )

else

j :=1i— 1 (nustatoma jrasomo elemento vieta)

exit for i (viskas atlikta ir ciklo testi nereikia)

end if

end for

P[j] := q (irasomas elementas)

return j

Naudodami procediira Down konstruojame optimalu n raidziu koda, kai optimalus
n — 1 raidés kodas jau sukonstruotas. Realizuojant §i tiksla raidés, kurios numeris j kodas
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laikinai pasalinamas i§ masyvo C[] pastumiant i virsu raidziu, kuriu numeriai didesni negu
j kodus, o po to nagrinéjamo masyvo C[| pabaiga papildoma pora kodu, kurie gaunami
i$ raidés su numeriu j kodo, papildyto 1 arba 0, atitinkamai. Zemiau simboliu C|[i, %]
zymeésime masyvo C[] i—aja eilute.

Iv: n—masyvo P nagriné¢jamos dalies ilgis, j— iSskiriamos raidés numeris.

ISv: optimaliis masyvo C' pirmuju n elementu kodai, [.

¢ := C[j, ¥] fiksuojamas j— osios raidés kodas

[ := l[j] fiksuojamas sio kodo ilgis

for i from jto n—2do

Cli, ] := Cli + 1, *] kodas pastumiamas

I[i] :==1[i + 1]

end for

Cn —1,%] :== ¢; C[n,*] := ¢ (kopijuojamas j— osios raidés kodas)

Cln—1,14+1]:=0; C[n,l + 1] := 1 (kodas pailginamas)
[[n—1]:=1+1;l[n] := 1+ 1 (padidinamas ilgis)

Komentaras. Jei raidés tik dvi, tai optimalaus kodavimo schema, esant bet kokioms
tikimybéms akivaizdi- pirmajai raidei priskiriame 1, o antrajai- 0. Tada atliekama pirmo-
sios dalies proceduira if. Rekursyviné algoritmo dalis atkartoja paskutiniosios teoremos
irodyma. Naudojant procedura Up pradiniame sutvarkytame masyve P|[| atmetame dvi
paskutines tikimybes (maziausias) ir po to ju suma iraSoma i masyva P]] islaikant sutvarky-
ma. Pastebésime, kad irasymo vieta fiksuojama indeksu j. Sis procesas tesiamas iki tol, kol
lieka masyvas tik i§ dvieju elementy, kuriem optimalus kodas zinomas. Paskui atvirkstine
tvarka konstruojamas optimalus kodas trims, keturiems ir t.t. elementams. Pastebésime,
kad dabar jau tikimybiu masyvas P[] jau nebereikalingas, reikalingi tik kodu numeriu seka,
kurie turi buti iStraukti i§ kodu masyvo ir padubliavus po to pabaigoje prirasant simboli
(kravi). Si seka saugoma kintamuoju j, iskvie¢iant procediira Huffman.

Sukonstruosime Hafmano koda, kai n = 7. Kairéje lenteléje demonstruojama kaip
kinta masyvas P[], o desinéje- masyvas C/[]. Juodu sriftu yra isskiriama kintamojo j reiksmeé
kiekvienu momentu.
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0.20 | 0.20 0.23 0.37 0.40 | 0.60
0.20 | 0.20 0.20 0.23 0.37 0.40
0.19 | 0.19 0.20 0.20 0.23
0.12 | 0.18 0.19 0.20
0.11 | 0.12 0.18
0.09 | 0.11
0.09
0|1 00 01 10 10
1 | 00 01 10 11 11
01 10 11 000 000
11 000 001 | 011
001 010 011
011 0010
0011

Vidutinis kodo ilgis (kaina) yra

02-2+02-2+0.19-3+0.12-3+0.11-3+0.09-4+0.09 - 4 = 2.78.

6.6 Kodai atsparus triukSmui

Perduodant signala kanalu daznai susiduriama su jo iSkraipymo problema. Tai gali
biiti salygota tiek kanalo vidiniu savybiu, tiek perdavimo bei priémimo technikos charakte-
ristiku. Pagrindiné problema- teisingai dekoduoti perduota (perskaityti jrasyta) informa-

cija.
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Tarkime, kad duotas rysio kanalas C, kuriame yra trukdziu Saltinis:
C(S)=5",Se A", S eB*

S perduotos informacijos aibé, S’— priimtos informacijos aibé, kai buvo perduota S. Ko-
davimo funkcija f turinti savybes:

[(8)=K, C(K)=K', f[T{(K')=8,¥s€S, [THC(f(s))=s

vadinama kodavimo funkcija atsparia triuksmui .

Aptarsime klaidu klasifikavimo problema. Paprastumo délei laikykime, kad A = B =
{0,1}. Kanale pasitaiko tokio pobudzio klaidos.

1. 0 — 1, 1 — 0 (simboliu sukeitimas vietomis);

2. 0 — A, 1 — A (simboliu pasalinimas);

3. A =1, A — 0— (papildomuy simboliy irasymas);

Sutarkime Sias klaidas vadinti pirmo, antro ir trecio tipo klaidomis.

Paprastai kanalo klaidu skai¢iu Zymeésime simboliu § = d(a, b, ¢), skliaustuose nurody-
dami auksciau iSvardintu klaidu skaic¢iu, kai @ nurodo pirmo tipo klaidu skai¢iu, b— antro
tipo klaidu skaiciu ir c— trecio tipo klaidu skaiciu.

Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, kad kanalo klaidu charakteristika § = §(1,0,0), t.y.
kanale galima pirmo tipo viena klaida, kai perduota n ilgio informacija. Tarkime kodavimo
funkcija apibrézta tokiu budu:f(a) = aaa, o dekodavimas atliekamas atvirkstine funkcija
f~Yabc) := a + b+ ¢ > 1. Si kodavimo funkcija néra atspari kanalo triuksmui, kadangi
perdavus 3n ilgio informacija, galimos ne daugiau negu trys pirmo tipo klaidos, taciau Sios
klaidos kode nebiitinai iSsidéste tolygiai. Pirmo tipo klaidos gali ivykti gretimuose koduose
ir §i dekodavimo funkcija raides gali dekoduoti klaidingai.

Panagrinékime klaidu taisymo galimybe. Pazymékime simboliu E? visu galimu Zodziu
aibe, kurie gali buti gaunami i§ zodzio s, kai jis buvo perduotas kanalu, kurio klaidu
charakteristika d. Taigi: s € S C A*, E° C B*. Jeigu s’ € E?, tai $i konkreti klaidu seka,
kurios déka i§ Zodzio s gaunamas zodis s’ bus Zymima E°(s,s’). Jei klaidu tipas kanale
zinomas, tai tada indeksa 6 paprastai praleisime.

5 Teorema Tam, kad egzistuotu triukSmui atsparus kodavimas biitina ir pakankama,
kad visiems zodziams s1,s2 € S, Es, N E,, = () egzistuotu aibés B* skaidinys Bg, toks,
kad NB; =0, UB, = B* ir Vs € S, F, C B,.

S/
Jei kodavimas yra triukSmui atsparus, tai Fs, N Es, = (). Atvirksciai. Tarkime, kad
egzistuoja minétas aibés B* skaidinys. Remiantis Siuo skaidiniu konstruojame funkcija

f1(s') =s, Vs € B,.

S

Panagrinékime kanala, kuriame galima pirmo tipo klaida, kuri ivyksta su tikimybe
0 < p < 0.5. Klaidos ivyksta nepriklausomai. Toki kanala vadinsime binariniu simetriniu
kanalu. Siuo atveju bet koks zodis s € EF gali buti pakeistas i zodi s’ € EZ. Taigi,
Vs € E;, = EZ ir iStaisyti visas klaidas kanale negalima.
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Sakykime, kad F bet kokia netuscia aibé, o Ry = [0, 00).
Apibrézimas Funkcija p : E X E — R, kuri bet kokiai porai (z,y) € E x E tenkina
reikalavimus:

1) 0 < p(z,y) <
2)p(w,y)=0Hw=y,
3) p(y, ) = p(z,y),

4) p(x,y) < p(z,2) + p(z,y), z,y,z € X, vadinsime metrika apibrézta aibéje E.
Sakykime, kad 3, 8" € E°(3,3"). Tada Hamingo atstumu tarp dvieju kodu vadin-
sime tokia funkcija:

ds(#',8") = min \E5 (3,87 1.
Bﬁfﬁ;’

Parodykime, kad apibrézta funkcija ds yra atstumas.

1. Nesunku suprasti, kad ds(5’, ") = 0,< 8/ = 3", kadangi klaidos yra simetrinés
ir is sekos E(', 5") sukeitus kodus vietomis gauname seka E((3”, 3’), t.y.paskutinioji seka
gaunama klaidas kode surasant atvirkscia tvarka, taigi:

2. ds (8, 8") = ds(8", ).

3. ds(8',8") < ds(B',7) + ds(v, B7),

kadangi E(8',v)NE(v,3") yra seka i§ kurios gaunamos sekos 5’ ir 5", tuo tarpu atstumas
tarp seku ds(5’, 8”) yra pats trumpiausias.

Tarkime, kad duota kodavimo schema o : (a; — (3;) ir d, kokia nors metrika aibéje
B*. Tada maziausia atstuma tarp elementariu kodu

d(o) = min d(8;,05)),

1<i<j<n

vadinsime schemos o atstumu tarp kodu.

6 Teorema Schemoje o : (0; — [3;), kurioje atstumas tarp kodu apibréztas formule

ds(0) = min_ds(5',06"),

dekoduojant yra taisoma p, 0 tipo kaidu tada ir tik tada, kai ds(o) = 2p.

S)

Tegu E(p,x) yra rutulys, kurio centras taske x, o spindulys p. Nagrinéjame kanala,
kuriame gali buti nedaugiau negu p, ¢ tipo klaidu. Tada, remiantis paskutiniaja teorema
gauname, kad

E(p,8)NE([p,f") =0 < ds(o) > 2p.
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2]

Panagrinékime Hamingo koda, taisanti pirmo tipo viena klaida. Norint nustatyti ar
perdavus infomacija ivyko klaida, reikia siusti papildoma informacija, su kuria lygindami
pagrindini teksta galétume nustatyti ar ivyko klaida.

Tarkime, kad pranesimas o = aj ...a,, koduojamas zodziu 8 = by...b,, n > m.
Laikome, kad kanale perdavimo metu gali ivykti ne daugiau negu viena klaida. (Paprastai
Sia savybe turi vidinés kompiuterio magistralés.)

Fiksuotam n, papildomus kodo simbolius parenkame taip, kad 2¥ > n+ 1, ¢ia k =
n — m. Turime, kad

n n

¥ >n+1 «
n+ n+1

> 2™,

Suskirstykime naturaliyju skaic¢iu aibe i poaibius priklausomai nuo to, kokia padéti
Siuose skaiciuose uzima 1, ju dvejetaineje israiskoje.

Tegu V;— aibés, kurias sudaranciu elementu dvejetainiu kodu i— oje pozicijoje yra
vienetas:

Vi ={1,3,5,7,9,11,...}, Vo =1{2,3,6,7,10,...}, Vs ={4,5,6,7,12,...},....

Panagrinékime dvejetainio kodo by ...b, simbolius, esan¢ius tokiose padétyse: 20 =
1,28 =2,...,25"1 Siuos elementus vadinsime kontroliniais. Likusius m simbolius vadin-
sime informaciniais. Informaciniu simboliu vietoje patalpiname pranesimo a; ... a,, visus
dvejetainio kodo simbolius eilés tvarka. Tada kontrolinius simbolius apibréziame tokiu
budu:

by :=b3+bs+br+..., bai=b3+bs+br+..., by:=bs+0bs+br+...,
b2j71 = Z bZ?
i€V \{2/ -1}

beje, ¢ia sudétis atliekama moduliu 2.
Laikykime, kad buvo gautas informacinis pranesimas ¢ ...c, := C(b; ... b,),

3I,¢; = brarbabyr,Vi # I,¢; = b,

¢ia I yra numeris simbolio, kuriame ivyko klaida. Numeri I uzrasykime dvejetaine forma:
I=ip...14.
Apibrézkime skaiciu J = j; ... j; tokiu budu:
j1 ‘=c1+c3+ces+cer+ .., j2 i=cCo+c3+cgt+cer+...,

Jai=c4+cs+cgt+er+..., ...jp::Zci.
i€V
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7 Teorema Teisinga lygybé: 1 = J.
S
Tarkime, kad i; = 0. Tada I ¢ V; ir remiantis b; apibrézimu
jl 3201—|—63—|—C5—|—C7+...:b1—|—b3—|—b5—|—b7+...20.

Tarkime, kad 7; = 1. Tada I € V; ir remiantis b; apibrézimu

jli=ci+cs+es+er+...=bi+bs+bs+br+...by+...=1,
kadangi pakeitus bent viena kodo simboli priesingu (laikome, kad 0 priesingas 1 ir atvirks-
Ciai) visas sumos reiksmeé keic¢iasi i priesinga. Taigi i; = j;. Analogisku budu, naudodami
seka V5 gauname, kad 19 = jo ir t.t.. Taigi, gauname, kad I = J.

S3)
Naudodamiesi paskutiniaja teorema gauname teisingo dekodavimo taisykle: reikia
apskaiciuoti skaiciu J. Jeigu J = 0, tai klaidos néra, priesingu atveju c; := ¢;. Po sio

veiksmo (iStaisius pranesima) gauname informacini pranesima, kuris klaidu neturi.

6.7 Duomenu spaudimas

Siame skyrelyje nagrinésime salygas, kurios sudaro prielaidas taupyti atminti, per-
duodant informacijos srautus. Kitaip kalbant, kokius veiksmus reikia atlikti, kad laiméti
laiko koduojant ir dekoduojant informacija. Zinoma, siam pocesui egzistuoja tam tikros
ribos. Tam, kad galétume informacija suspausti, turime naudoti kitokias negu abécélinio
kodavimo schemas. Apie tai dabar ir pakalbésime.

Tarkime, yra nagrin¢jamas pranesimas, uzkoduotas kokiu nors buidu ir saugomas kom-
piuterio atmintyje. Pastebésime, kad tolygus kodavimas néra optimalus tekstu kodavimui.
Paprastai tekstams koduoti naudojama maziau negu standartiniai 256 simboliai. Be to
raidziu dazniai taip pat skirtingi, priklausomai nuo kalbos. Taciau fiksuotos kalbos teks-
tui, naudojantis Hafmano algoritma, galima sukonstruoti optimalu abéceélini koda. Mes to
placiau nenagrinésime, bet yra irodyta, kad koduojant placiai naudojamas kalbas, galima
pasiekti, kad kodo vidurkis (kaina) butu lygi 6. Yra zinoma, kad spaudimo programos
(zip. arj. ir kt.) turi Zymiai geresnius rodiklius. Taigi, Siose programose naudojama ne
abécélinio kodavimo schema.

Panagrinékime tokia kodavimo schema:

1. Pradinis pranesimas yra skaidomas i atskiras simboliu sekas, kurios vadinamos
zodziais.

2. Gauta zodziu aibé yra vadinama naujos abécélés raidémis. Siai aibei yra konstruo-
jama abécélinio kodavimo p-schema (tolygaus kodavimo schema arba optimalaus kodavimo
schema, jei kiekvienam zodziui yra zinomas pasirodymo daznumas tekste). Gautoji schema
vadinama zodynu, Sioje schemoje kiekvienam zodziui priskiriamas kodas.

3. Pranesimo kodas sudaromas i§ gautojo kodu zodyno kodu sekos.

4. Dekoduojant, pradinis pranesSimas atstatomas keiciant zodziu kodus i zodyno
zodzius.

Tarkime, kad reikia koduoti koki nors lietuviska teksta. Zinoma, kad kiekvieno teksto
zodziai, vienas nuo kito, skiriami kableliais. Laikysime, kad tekste ne daugiau negu 216
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skirtingu zodziu. Taigi, visus zodzius tolygiai koduojant galime ir numeruoti. Kadangi
vidutinis lietuviu kalbos zodziu ilgis yra didesnis negu dvi raidés, tai galima suspausti apie
75% teksto. Pastebésime, kad jei tekstas gana didelis (milijonai raidziu), vis tik saugojimo
islaidos néra dideles.

Grizkime prie kodavimo schemos sudarymo. Aukséiau aptarta metoda galima ir pato-
bulinti, jei 2. zingsnyje konstruojant optimalu koda, taikysime Hafmano metoda, pries tai
1. zingsnyje tinkamai suskaide teksta, t.y. taip suskaidyti teksta, kad tarp visu skaidiniu
nagrinéjamas turétu maziausia vidutini ilgi. Toks kodavimo budas vadinama absoliuciai
optimaliu. Paprastai Sis kodavimo budas dél dideliu paruosiamuju darbu laiko sanaudu
praktikoje vartojamas labai retai.

Aptarsime spaudimo (daznai vadinamo adityvaus spaudimo) algoritma, kuris daznai
naudojamas praktikoje. Skaitant teksta, tuo pat metu konstruojamas zodynas ir koduoja-
mas tekstas. Dar daugiau, zodynas néra saugomas, kadangi dekoduojant naudojamas tas
pat zodyno sudarymo algoritmas ir zodynas atstatomas i§ karto.

Algoritmo pradzioje zodynas D : array [init] of string yra tusc¢ias (jame yra zodis,
kurio kodas 0. ) Toliau tekste nuosekliai isskiriami zodziai. Isskiriamas zodis, tai pats
ilgiausias zodyne esantis zodis plius vienas simbolis. | suspausta turini iraSomas surasto
zodzio kodas ir papildomas simbolis, o zodynas papildomas iSplésta informacija.

Lempelo- Zivo algoritma.

Iv: ivedamas pradinis tekstas, kuris aprasytas kodu masyvu f: array [1...n| of char.

Ived: suspaustas tekstas, apibréztas pora (p,q), ¢ia p— zodzio numeris zodyne, g—
papildomo simbolio kodas.

DI0] :=";d := 0 pradiné zodyno busena;

k :=1 eilinés raidés kodas tekste;

while k£ <n do;

p:= FD(k) p rasto zodzio zodyne indeksas;

[ :== Length(D]p]) I— rasto zodzio zodyne ilgis;

yield(p, f[k+1]) rasto zodzio kodas ir papildoma raideé;

d:=d+1; D[d] := D|p|] U f[k + l] papildome zodyna prijungdami papildomos raidés
koda;

k :=k+ 1+ 1 pasistumiame pirmyn tekste;

endwhile

Zodyne ieskome zodzio naudodami funkcija FD:

Iv: k— simbolio tekste numeris, nuo kurio pradedant zodyne ieskomas tekstas;

Isv: p— paties ilgiausio zodzio zodyne, sutampancio su simboliais f[k]... f[k + ],
indeksas, o jei tokio zodzio néra, tai p = 0.

[ : =0, p:= 0 pradiné biisena;

for i from 1 to d do

if D[i] = f[k...k + Length(D][i]) — 1] V Length(D]i]) > [ then

p:=1i;1 := Length(D([i])) randame tinkamesnj zodj;

end if

end for

return p.

Ispakavimas atlieckamas naudojant toki algoritma.
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Iv: ivedamas suspaustas tekstas, kuris aprasytas poru masyvu g: array [l...m] of
record p : int; ¢ : char endrecord, ¢ia p— Zodzio numeris zodyne, g— papildomos raidés
kodas;

Ived: pradinis tekstas, apibréztas simboliu ir eiluciu seka;

DI0] :=";d := 0 pradiné zodyno busena;

for k£ <n do;

p:= glk],p p zodzio zodyne indeksas;

q := glk],q) q— papildoma raidé;

yield(p, Uq) isvedamas zodis ir papildoma raidé;

d:=d+ 1; D[d] := DI[p|] U q papildome Zodyna;

endfor

Pastebésime, kad tekstuose daznai sutinkamos reguliarios sekos, pavyzdziui tekstai su
tarpais. Tokiais atvejais racionaliau naudoti specialius budus pavyzdziui, koduoti tarpu
seka simboliu pora: (k,s), k yra tarpu skai¢ius, s— tarpo kodas.

6.8 Tekstu Sifravimas

Informacijos kodavimas siekiant ja apsaugoti nuo nesankcionuoto naudojimosi yra
vadinamas sifravimu. Procesas, kurio metu informacija yra dekoduojama, vadinamas
desifravimu.

Koduota informacija yra vadinamas Sifru. Pagrindinis reikalavimas keliamas Sifrui-
jis turétu buti desifruojamas, tik esant leidimui (papildomai informacijai), kuri vadinama
Sifro raktu. Paprastai Sifrai yra vertinama priklausomai nuo ju atsparumo desifravimui, o
tai vertinama ekonominiais kriterijais. Sifras yra geras (atsparus desifravimui), jei sifruota
informacija vertinama maziau, negu pastangos §ifrui iveikti (nulauzti).

Siame apzvalginiame skyrelyje nagrinésime tik dvejetainés abécélés sifrus.

Tarkime turime atsitiktiniu skaiciu generatoriu, kuris generuoja skaicius tokiu algo-
ritmu:

Tit1 := (a-T; 4+ b)mode,

T; yra atsitiktiniai skaiciai, a, b, c zinomos konstantos. Paprastai yra naudojama c = 2", n
priklauso nuo kompiuterio procesoriaus, b, nelyginis skaicius, 1 = amod4. Taip apibrézta
skaiciu seka turi periodiskuma c. Pseaudo atsitiktiniu skaiciu seka Ty, T%,...,7T), ... yra
vadinama sifro gama.

Sifravimo procesas apibréziamas tokiu budu. Sifruojamas pranesimas apibréziamas n
ilgio zodziu seka Sy, S1,S52,...,5,,..., kurie sudedami su pseaudo atsitiktiniais skaiciais
To, Ty, T5, ..., moduliu 2, t.y.

Ci=8+1.

Desifruojant, sifruota informacija dar karta sudedame su Sifro gama:
Sifro raktas yra pseudo atsitiktiniu skai¢iu sekos pirmasis elementas Tp, kuris turi biiti

zinomas tik siuntéjui ir gavéjui. Sifrus vadinsime simetriniais, jeigu informacijos Sifravimui
ir desifravimui yra naudojami tie patys raktai.
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Jeigu pseudo atsitiktiniu skai¢iu periodas ¢ yra pakankamai didelis, t.y. Sifro gama
ilgesné uz pranesima, tai deSifruoti informacija galima tik atspéjus rakta.

Panagrinékime kriptosistemos atsparumo problema. Auksciau pateiktas Sifravimo
metodas turi viena esmini trikuma: jei zinoma pranesimo pradiné dalis, tai visa pranesima
galima nesunkiai desifruoti. Tarkime, kad zinome zodi S;. Tada

T, :=C; + S;.

Taigi, galime atstatyti pseudo skaicius, o tuo paciu ir rakta. Simetriniu Sifravimo sistemu
atsparumui didinti yra naudojami ivairus budai. Sudétingu budu sudaromos §ifro gamos,
vietoje + operacijos yra naudojamos kitos operacijos arba papildomai sukei¢iami pradinés
informacijos bitai. Siuo metu patikimiausia simetriné sistema yra DES (Data Encryption
Standart), kurioje naudoje keli desifravima ”apsunkinantys” budai.

Pastaruoju metu placiai naudojami atviro rakto Sifrai. Jie néra simetriniai. Informa-
cijos Sifravimui ir deSifravimui yra naudojami skirtingi raktai. Tuo tarpu Sifravimo raktas
yra visiems zinomas. Panagrinékime Sia kripto sistema.

6.9 Atviro rakto Sifrai

Atviro rakto sistemos sudaromos tokiu budu:

1. Gavus prane$ima yra generuojamas atviras raktas, skai¢iu (n,e) pora ir slaptasis
raktas d. Tai atliekamo tokiu budu:

1) parenkami du pirminiai skai¢iai p ir g;

2) sudaroma pirmoji atviro rakto dalis n = pq;

3) sudaroma antroji atviro rakto dalis- parenkamas mazas nelyginis skaicius e, kuris
nedalo sandaugos (p — 1)(¢ — 1) = ¢(n);

4) skaic¢iuojamas slaptasis raktas d = e *mod((p — 1)(q — 1));

5) perduodamas pranesimas.

2. Siuntéjas Sifruoja pranesima paprastai skaidydamas, jei reikia, i zodzius S;, kuriu
ilgis nedidesnis negu log, n :

C; == S;modn
ir §i praneSima pasiuncia gavéjui.

3. Gavéjas desifruoja pranesima turéedamas slaptaji rakta d :

P; = Cmodn.

Teorema Sifravimas atviru raktu yra korektiskas, t.y. P; = S;.

©
Nesunku suprasti, kad P; = Sfdmodn. Parodysime, kad VM < n, M* = Mmodn.

Pastebékime, kad d ir e yra vienas kitam atvirkstiniai skai¢iai moduliu (p —1)(q¢ — 1),
t.y. egzistuoja k € NV, kad
ed=1+k(p—1)(g—1).
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Jeigu M # Omodp, tai remiantis Ferma teorema gauname, kad:

Med = M(MP~D)ka=) = pr. 1@ = Mrmodp.

Jeigu M = Omodp, tai akivaizdu, kad M = Mmodp.
Tada,
VM € [0,n), M = Mmodp.

Samprotaudami analogiskai gauname, kad

VM € [0,n), M = Mmodgq.

Remdamiesi liekanu teorema gauname, kad

VM € [0,n), M = Mmodn.

Kadangi S; < n ir P; < n, tai gauname, kad visiems i, P; = S;.
5]

Panagrinékime elektroninio paraso problema. Atviro rakto Sifra galima naudoti ir
kitiems tikslams. Organizuojant slapta daugiakanalini informacijos keitimasi, pakanka
sugeneruoti raktu poras (slapto ir neslapto) ir visiems rysio dalyviams paskelbti atvira
rakta. Pastebeésime, kad sifravimo ir deSifravimo operacijos i§ esmés yra vienodos ir skiriasi
tik rodiklio laipsniu:

M = (M¢)*modn = (M*)modn = M*modn = (M®)%modn = M.

Panagrinékime dvieju obonentu X ir Y bendravimo schema. Siuntéjas X koduoja
pranesima S savo slaptu raktu C := M%modn ir gavéjui Y siunéia pora (S, C), kuri yra
vadinama elektroniniu parasu. Gaveéjas Y priémes §j pranesima koduoja pranesimo parasa
atviru raktu X, t.y. S’ = C°modn. Jeigu S = S’, tai reiskia, kad pradinis nekoduotas
pranesimas S i§ tiesu buvo siustas siuntéjo X. Jei S # S’, tai arba pranesimas buvo
iSkraipytas arba netikras.

Tokio pobtuidzio schemose egzistuoja ir kitu problemu. Tarkime, kad asmuo Z, turintis
blogu ketinimu, turi technines galimybes kontroliuoti visa korespondencija patenkancia i
jusu kompiuteri. Tada, perémes pranesima X, kuriame buvo atviras raktas e gali pakeisti
atvira rakta savo atviru raktu. Po to asmuo Z gali falsifikuoti visus pranesimus X,
pasiraSydamas savo asmeniniu parasu ir tuo paciu veikti kito vardu. Kitaip tariant, elek-
troninis parasas tik patvirtina, kad pranesimas S atéjo i$ to paties Saltinio, i§ kurio ir buvo
siystas raktas e.

Galima pasirasSineéti ir elektroninius pranesimus. Tai atliekama tokiu budu: siuntéjas
X i8 pradziu savo slaptu raktu koduoja pranesima S, ir gauna elektronini parasa C, o po
to koduoja gauta pora (S,C) atviru gavéjo Y raktu. Gaves §i pranesima, Y i§ pradziu
issifruoja ji savo slaptu raktu, o po to isitikina gauto pranesimo teisingumu, palygines
ji su rezultatu kuris buvo gautas taikant atvira rakta X parasui C. Deja ir §is metodas
negarantuoja, kad informacija nebus falsifikuota.
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Uzdaviniai
1. Ar pateikta abécélinio kodavimo schema yra i66ifruojama:

(@ — 0,b— 10,¢ — 011,d — 1011, e — 1111)?
2. Irodykite, kad funkcija

ds(#,3"):=2 min max( min |E%G,3" min |E®(B8", 3"
S8 8 =2 min max(_min | |E(8,8")], min (B8 8")

yra metrika nesimetriniu klaidu aibéje.

111



