
V. KOMBINATORIKA

5.1 Junginiai

Tarkime, kad U yra netuščia aibė, kurioje yra n elementu
‘
. Tokias aibes vadinsime n−

elementėmis (arba n) aibėmis. Jei baigtinėje aibėje yra n elementu
‘
, tai aibės U elementu

‘
skaičiu

‘
žymėsime |U | = n. Bet koki

‘
baigtinės aibės elementu

‘
rinkini

‘
vadinsime aibės

elementu
‘
junginiu. Pastebėsime, kad junginyje (be apribojimu

‘
) gali būti bet koks ir bet

kokiu
‘
, aibės elementu

‘
skaičius, t.y. rinkini

‘
galime sudaryti ir ǐs pasikartojančiu

‘
elementu

‘
.

Jungini
‘
vadinsime sutvarkytu, jeigu elementu

‘
padėtis junginyje yra svarbi. Kitu atveju,

junginiai bus vadinami nesutvarkytais. Jeigu pradinėje aibėje yra n elementu
‘
, o sudary-

tame šios aibės elementu
‘
junginyje yra k elementu

‘
, tai sakysime, kad junginys yra ’ǐs n

po k.’ Junginius vadinsime be pasikartojimu
‘
, jeigu visi junginio elementai yra skirtingi.

Priešingu atveju junginiai vadinami su pasikartojimais. Matematikos sritis, nagrinėjanti
aibės elementu

‘
junginiu

‘
sudarymo būdus ir šiu

‘
junginiu

‘
skaičiaus nustatymo metodus vad-

inama kombinatorika.
Tarkime, kad kokiam nors objektui X pasirinkti yra n galimybiu

‘
, o objektui Y

pasirinkti yra m galimybiu
‘
, tai pasirinkti objekta

‘
”X arba Y” yra m + n galimybiu

‘
.

Tarkime, kad viename krepšyje yra 5 obuoliai, o kitame krepšyje- 7 kriaušės. Tada
pasirinkti viena

‘
kuri

‘
nors vaisiu

‘
yra 12 galimybiu

‘
. Ši taisyklė vadinama junginiu

‘
sumavimo

taisykle.
Tarkime, kad objektui X parinkti yra n galimybiu

‘
, o objektui Y parinkti yra m

galimybiu
‘
. Tada parinkti šiu

‘
objektu

‘
pora

‘
yra nm galimybiu

‘
.

Pavyzdžiui, kiek galime sudaryti 3−elemenčiu
‘
junginiu

‘
, jeigu pirmam elementui pasi-

rinkti turime 3 galimybes, antram- 5 galimybes, trečiajam- 7 galimybes. Tada trielementi
‘

junginiu
‘
galime sudaryti 3 · 5 · 7 = 105 būdais.

Apibendrinkime aukščiau pateiktus pastebėjimus. Tarkime, kad aibėje X1 yra n1, X2

yra n2, ir t.t., aibėje Xk yra nk elementu
‘
. Tada galimybiu

‘
pasirinkti bent viena

‘
aibiu

‘
X1,

X2, . . . ,Xn elementu
‘
yra n1 + n2 + . . . + nk galimybiu

‘
. Tai junginiu

‘
sumavimo taisyklės

apibendrinimas.
Sudarykime k−elemeti

‘
jungini

‘
, kuriame būtu

‘
pirmosios aibės elementas, kitas junginio

elementas ǐs aibės X2 ir t.t. k− asis junginio elementas ǐs aibės Xk. Tokiu būdu sudarytu
‘

junginiu
‘
skaičius bus lygus: n1 ·n2 ·. . .·nk. Ši junginiu

‘
sudarymo taisyklė vadinama junginiu

‘
daugybos taisykle. Pastaroji taisyklė taikoma ypatingai dažnai.

Tarkime, kad duota aibė X, kurioje yra n elementu
‘
. Sudarykime junginius ǐs n po k

elementu
‘
. Sutvarkytus junginius vadinsime gretiniais, o nesutvarkytus- deriniais.

Gretiniu be pasikartojimu
‘
, ǐs n elementu

‘
po k, vadinsime bet koki

‘
sutvarkyta

‘
be

pasikartojimu
‘
aibės X poaibi

‘
, kuriame yra k elementu

‘
. Taigi, du gretiniai yra skirtingi,

jeigu jie skiriasi bent vienu elementu arba elementu
‘
tarpusavio padėtimi.

1 Teorema Tarkime, kad aibėje yra n elementu
‘
. Tada ǐs šios aibės elementu

‘
galima

sudaryti toki
‘

skirtingu
‘

k− mačiu
‘

gretiniu
‘

skaičiu
‘
:

Ak
n = n(n− 1) . . . (n− k + 1) =

n!
(n− k)!

.

Pastebėsime, kad šiuo atveju k ≤ n.
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Šia
‘

formule
‘

i
‘
rodykime naudodami matematinės indukcijos metoda

‘
. Tikriname šios

formulės teisinguma
‘
, kai k = 1. Viena vertus, gretiniu

‘
ǐs n po 1 yra lygiai n. Antra vertus,

i
‘
formulės dešine

‘
puse

‘
i
‘
raše

‘
k = 1 gauname, kad

n!
(n− 1)!

=
(n− 1)!n
(n− 1)!

= n.

Taigi, pirma
‘
jam indukciniam žingsniui formulė yra teisinga. Tarkime, kad kažkokiam

žingsniui k = l formulė yra teisinga, t.y.

Al
n = n(n− 1) . . . (n− l + 1) =

n!
(n− l)!

.

Parodykime, kad ir sekančiam žingsniui k = l + 1 formulė yra teisinga, t.y.

Al+1
n = n(n− 1) . . . (n− l) =

n!
(n− l − 1)!

.

Tarkime, kad turime koki
‘
nors l elementi

‘
fiksuota

‘
gretini

‘
. Sudarykime l + 1 elementi

‘
gretini

‘
, prirašydami ǐs dešinės prie l elemenčio gretinio viena

‘
elementa

‘
. Pradinėje aibėje,

kai l elementis gretinys fiksuotas, šiam gretiniui nepriklausančiu
‘
elementu

‘
yra like

‘
n − l.

Taigi, kai l elementis gretinys fiksuotas, galime sudaryti n−l nauju
‘
skirtingu

‘
l+1 elemenčiu

‘
gretiniu

‘
. Tokiu būdu visus l + 1 elemenčius gretinius, naudodamiesi junginiu

‘
daugybos

savybe, gausime sudaugine
‘
l elemenčiu

‘
gretiniu

‘
skaičiu

‘
ǐs l+1 elemenčiu

‘
gretiniu

‘
skaičiaus,

kai l elementis gretinys fiksuotas:

Al+1
n =

n!
(n− l)!

(n− l) =
n!

(n− l − 1)!
.

Parodėme, kad jei formulė teisinga skaičiui l, tai ji teisinga ir skaičiui l + 1. Naudodamiesi
indukcijos aksioma darome ǐsvada

‘
, kad formulė teisinga bet kokiam natūralia

‘
jam skaičiui.

Formulė i
‘
rodyta.

	

Gretini
‘
be pasikartojimu

‘
ǐs n elementu

‘
po n vadinsime kėliniu. Kėliniu

‘
skaičiu

‘
žymė-

sime simboliu Pn. Šiu
‘
junginiu

‘
skaičius yra lygus

Pn = An
n = n!.

Gretiniu su pasikartojimais ǐs n elementu
‘

po k, vadinsime k− elementi
‘

gretini
‘
, su-

daryta
‘
ǐs bet kokiu

‘
(ir tu

‘
pačiu

‘
) šios aibės elementu

‘
. Gretiniu

‘
su pasikartojimu skaičiu

‘

žymėsime simboliu A
k

n. Šiu
‘
junginiu

‘
skaičius yra toks:

2 Teorema Gretiniu
‘

ǐs n po k su pasikartojimais skaičius yra

A
k

n = nk.
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Tegu A = {1, 2, . . . , n}.
Sudarykime k−elemeti

‘
jungini

‘
ǐs aibės A elementu

‘
, kuriame pirmoje pozicijoje būtu

‘
aibės X1 = A elementas , antroje- X2 = A elementas ir t.t. k− oje pozicijoje aibės Xk = A
elementas. Naudodamiesi junginiu

‘
daugybos taisykle gauname, kad tokiu

‘
junginiu

‘
skaičius

yra n1 · n2 . . . nk = nk.
⊕

Pastebėsime, kad gretiniu
‘
su pasikartojimais skaičius, apibrėžiamas Dekarto sandauga:

A
k

n = |A×A× . . .×A| = Ak.

Tarkime, kad turime k rūšiu
‘
skirtingu

‘
objektu

‘
. Tegu n1+n2+. . .+nk = n. T.y. pirmos

rūšies objektu
‘
skaičius yra n1, antros n2 ir t.t. k− os rūšies yra nk objektu

‘
. Tada gretini

‘
ǐs n elementu

‘
po n, kai elementai gretinyje kartojasi, vadinsime kėliniu su pasikartojimais.

Šiu
‘
kėliniu

‘
skaičiu

‘
žymėsime simboliu P (n1, . . . , nk).

3 Teorema Kėliniu
‘
su pasikartojimais skaičius yra lygus

Pn(n1, ..., nk) =
n!

n1! . . . nk!
.

	

I
‘
rodymas. Jei visi elementai būtu

‘
skirtingi, tai skirtingu

‘
junginiu

‘
būtu

‘
n!. Nesunku

suprasti, kad jei kai kurie elementai sutampa, tai juo keičiant tarpusavyje vietomis, o kitu
‘

junginio elementu
‘
nekeičiant, naujo junginio negausime. Tarkime, kad junginyje pirmieji n1

elementai sutampa. Fiksave
‘
likusius n−n1 junginio elementus, o su pirmuosius n1 keisdami

vietomis mes gausime ta
‘
pati

‘
jungini

‘
. Kadangi sutampantys elementai užima n1 pozicija

‘
junginyje, tai atlike

‘
n1! keitimu

‘
mes turėsime ta

‘
pati

‘
jungini

‘
. Vadinasi, jei junginyje yra n1

vienodi elementai, tai skirtingu
‘
junginiu

‘
skaičius bus n!

n1!
. Visǐskai analogǐskai, jei junginyje

yra sutampančios n2 elementu
‘
ir t.t. nk elementu

‘
grupės, tai skirtingu

‘
gretiniu

‘
skaičius

bus lygus:

Pn(n1, ..., nk) =
n!

n1! . . . nk!
.

⊕
Deriniu be pasikartojimu

‘
ǐs n elementu

‘
po k vadinsime bet koki

‘
aibės, turinčios n

elementu
‘
poaibi

‘
, kuriame yra k elementu

‘
. Kitaip tariant, minėtas derinys yra k− elementis,

nesutvarkytas junginys. Deriniu
‘
ǐs n elementu

‘
po k skaičiu

‘
žymėsime simboliu Ck

n.
4 Teorema Jeigu aibėje n elementu

‘
, tai deriniu

‘
ǐs n elementu

‘
po k yra toks skaičius:

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!
k!(n− k)!

.

	

Pastebėsime, kad gretiniu
‘
ir deriniu

‘
sudarymo principas ǐs n po k yra panašus, tik

sudarant derinius reikėtu
‘
atkreipti dėmesi

‘
, kad derinyje elementu

‘
tvarka nesvarbi. Taigi,
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skaičiuodami deriniu
‘
skaičiu

‘
elgsimės tokiu būdu: raskime visus gretinius ǐs n po k ir kaip

ir kėliniu
‘
su pasikartojimais atveju, pašalinkime visus atvejus, kurie gaunami tuos pačius

elementus keičiant vietomis. Kitaip tariant deriniu
‘
ǐs n po k skaičius yra k! kartu

‘
mažesnis

negu gretiniu
‘
ǐs n po k. Vadinasi

Ck
n =

Ak
n

k!
.

⊕
Deriniai su pasikartojimais. Nagrinėsime junginius, kuriuose tvarka nesvarbi, bet

elementai gali kartotis, t.y. kartotini
‘
derini

‘
sudaro elementai ir šiu

‘
elementu

‘
kartotinumai.

Tiksliau kalbant, tarkime, kad rinkinyje elementas a1 kartojasi n1 karta
‘
, elementas a2

kartojasi n2 kartus ir t.t. elementas ak kartojasi nk kartu
‘
, beje n1 + n2 + . . . nk = n. Tada

ši
‘
jungini

‘
, kai tvarka nesvarbi, vadinsime deriniu su pasikartojimais ǐs n po k.

5 Teorema Deriniu
‘

su pasikartojimais ǐs n po k skaičius yra toks:

C
k

n = Ck
n+k−1.

	

Tarkime, kad n = n1 + n2 + . . . + nk, t.y. nagrinėjama
‘
rinkini

‘
sudaro k grupiu

‘
, kai

kiekvienoje yra nk pasikartojimu
‘
, 0 ≤ nk ≤ n. Užkoduokime koki

‘
nors sudaryta

‘
derini

‘
su pasikartojimais tokiu būdu: jei i− oje grupėje yra pasirinkta ni > 0 elementu

‘
, tai

visus šiuos elementus koduojame vienetu, jei j− osios grupės elementai nebuvo pasirinkti
i
‘
derini

‘
, tai ši grupė bus koduojama nuliu. Skirtingu

‘
grupiu

‘
elementai skiriami viena nuo

kitos nuliu. Jei seka prasideda nuliu tai reǐskia, kad pirmosios grupės elementu
‘
sekoje nėra,

o jei seka baigiasi nuliu reǐskia, kad paskutiniosios grupės elementai nepatenka i
‘
derini

‘
.

Pateikime pavyzdi
‘
. Tarkime, kad pašto skyriuje yra triju

‘
rūšiu

‘
atvirukai. Mergaitė

nori nusipirkti 7 atvirukus. Keliais būdais ji gali tai padaryti? Žinoma, pasirinkimo
galimybiu

‘
yra daug. Ka

‘
reǐskia pateikti užkoduoti pasirinkimai: 011110111, 110011111,

111011011. Pirmoji seka reǐskia, kad pirmosios rūšies atviruku
‘
nebuvo pasirinkta, antrosios

rūšies buvo pasirinkta keturi ir trečiosios- trys; antroje sekoje užkoduotas toks pasirinki-
mas- buvo pasirinkti du pirmosios rūšies atvirukai, antrosios rūšies atviruku

‘
pasirinkta

nebuvo, o trečiosios rūšies- penki atvirukai; trečioje sekoje užkoduotas toks pasirinkimas-
buvo pasirinkti trys pirmosios rūšies atvirukai, du antrosios rūšies atvirukai, o trečiosios
rūšies irgi du atvirukai;

Te
‘
skime i

‘
rodyma

‘
. Pasirinktu būdu koduodami derini

‘
mes sudarome seka

‘
, kurioje

yra n vienetu
‘
(kiek pasirinkimu

‘
buvo atlikta) ir k − 1 nulis, kurie atskiria skirtingas gru-

pes. Tad gauname vienetu
‘
ir nuliu

‘
seka

‘
, kuri atitinka

‘
derini

‘
su pasikartojimais. Belieka

nustatyti keliais būdais galima ǐsdėstyti junginyje n vienetu
‘

ir k − 1 nuli
‘
. Bet tai jau

nagrinėtas uždavinys, t.y. reikia nustatyti kėliniu
‘

skaičiu
‘

ǐs dvieju
‘

elementu
‘
, kai vieno

elemento kartotinumas n, o kito kartotinumas k − 1. Tokiu
‘
kėliniu

‘
yra

Pn+k−1(n, k − 1) =
(n + k − 1)!
n!(k − 1)!

.
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Bet šis skaičius tuo pačiu ir gretiniu
‘
su pasikartojimais ǐs n po k skaičius. Taigi

C
k

n =
(n + k − 1)!
n!(k − 1)!

.

⊕
Tarkime, kad sporto salėje yra 5 rūšiu

‘
kamuoliai (kiekvienos rūšies po daug). Be to

yra 8- ios mokiniu
‘
komandos. Keliais skirtingais būdais galima paskirstyti kamuolius šioms

komandoms? Kadangi tai gretinys su pasikartojimais ”ǐs 5 po 8” tai galimybiu
‘
skaičius

yra toks
C

8

5 = C8
8+5−1.

5.2 Binominiai ir polinominiai koeficientai

6 Teorema (Niutono- Binomo formulė) Visiems n ∈ N ir a, b ∈ R teisinga lygybė:

(a + b)n = C0
nan + C1

nan−1b + C2
nan−2b2 + . . . + C1

nabn−1 + bn. (1)

	
I
‘
rodykime pastara

‘
ja

‘
formule

‘
, naudodami indukcijos metoda

‘
. Pradžioje i

‘
rodykime

Paskalio lygybe
‘
:

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1, (2)

kadangi

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(n− k + 1)!(k − 1)!
+

n!
(n− k)!k!

=
n!( + 1)

(n + 1− k)!k!
= Ck

n+1.

Visu
‘
pirma parodysime, kad aibė M, kuriems ši formulė teisinga, sutampa su natū-

raliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe (prisiminkime natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės aksiomatika

‘
). Tikriname ar ši

formulė teisinga, kai n = 1. šiuo atveju turime toki
‘
sa

‘
ryši

‘
:

(a + b)1 = C0
1a + C1

1b.

Kadangi C0
1 = C1

1 = 1, tai lygybė teisinga, kai n = 1.
Darome prielaida

‘
, kad nagrinėjama lygybė (2) yra teisinga kažkokiam skaičiui n = s.

Parodykime, kad ji teisinga ir sekančiam skaičiui.
Turime, kad

(a + b)s = C0
s as + C1

s as−1b + C2
s as−2b2 + . . . + C1

s abs−1 + bs.

Parodykime, kad lygybė teisinga ir sekančiam žingsniui, t.y. kai n = s + 1. Tada

(a + b)s+1 = (a + b)
s∑

k=0

Ck
s akbs−k =

s∑
k=0

Ck
s asbs−k+1 +

s∑
k=0

Ck
s as+1bs−k.
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Pakeite
‘
paskutiniose sumose indeksu

‘
žymėjimus: pirmoje sumoje k := l, o antroje sumoje

k := l − 1 gausime toki
‘
reǐskini

‘
:

(a + b)s+1 = as+1 +
s∑

l=1

Cl
sa

lbs−l+1 +
s+1∑
l=1

Cl−1
s albs−l+1 =

as+1 +
s∑

l=1

(Cl
s + Cl−1

s )albs−l+1 + bs+1.

Pasinaudoje
‘
(2) lygybe gauname

(a + b)s+1 = as+1 +
s∑

l=1

Cl
s+1a

lbs−l+1 + bs+1 =
s+1∑
l=0

Cl
s+1a

lbs−l+1.

Teiginys i
‘
rodytas ir sekančiam žingsniui, taigi jis teisingas ir visiems natūraliems skaičiams.

⊕
Jei šioje formulėje parinksime a = b = 1, tai gausime toki

‘
sa

‘
ryši

‘
:

1. 2n = C0
n + C1

n + C2
n + . . . + Cn

n ;

parinke
‘
a = 1, b = −1 gauname, kad

2. C0
n − C1

n + C2
n − . . . (−1)nCn

n = 0.

Tarkime, kad A kokia nors aibė ir |A| = n. Kiek galime sudaryti skirtingu
‘
šios aibės

poaibiu
‘
? Visu

‘
pirma sutarkime, kad ∅ yra visu

‘
aibiu

‘
poaibis, be to laikysime, kad tuščiu

‘
poaibiu

‘
aibėje A yra C0

n = 1. Kiekvienas šios aibės elementas yra 1− elementis šios aibės
poaibis. Taigi, vienaelemenčiu

‘
poaibiu

‘
yra tiek, kiek galima pasirinkti ǐs n− elementės

aibės po viena
‘

elementa
‘
, t.y. C1

n. Nesunku suprasti, kad dvielemenčiu
‘

aibiu
‘

ǐs viso yra
C2

n, t.y. tiek, kiek galima sudaryti junginiu
‘
, kai tvarka nesvarbi, ǐs n po 2. Analogǐskai

samprotaujant gauname, kad k− elemenčiu
‘

aibiu
‘

ǐs viso yra Ck
n, t.y. tiek, kiek galima

sudaryti junginiu
‘
, kai tvarka nesvarbi, ǐs n po k. Poaibiu

‘
, kuriuose yra n elementu

‘
gali

būti tik vienas- Cn
n . Sudėje

‘
visus šiuos skaičius gauname, kad visu

‘
aibės A, kurioje yra n−

elementu
‘
, poaibiu

‘
skaičiu

‘
, t.y.

C0
n + C1

n + C2
n + . . . + C1

n + Cn
n = 2n.

7 Teorema Teisinga lygybė

(x1 + x2 + . . . + xm)n =
∑

n1+n2+...+nm=n

n!
n1!n2! . . . nm!

xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m .

Po sumos ženklu esančios lygybės prasmė tokia: skaičiai n1, n2, . . . , nm nepriklausomai
viens nuo kito i

‘
gyja tokias sveika

‘
sias neneigiamas reikšmes, kad būtu

‘
tenkinama po sumos

ženklu esanti lygybė.
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Kairia
‘
ja

‘
teoremos formuluotės lygybės puse

‘
perrašykime tokiu būdu:

(x1 + x2 + . . . + xm)n = (x1 + x2 + . . . + xm) . . . (x1 + x2 + . . . + xm)

dauginami skliaustai n kartu
‘
. Atskliaude

‘
dešiniosios pusės narius gausime tokius dėmenis:

xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m , (3)

be to visu
‘
rodikliu

‘
suma turi būti lygi n, kadangi kiekvienas dėmuo, kurio pavidala

‘
esame

užraše
‘
, yra sudarytas ǐs n daugikliu

‘
, i

‘
skaitant ir pasikartojančius. Nesunku suprasti, kad

dėmenys, kuriuose yra tie patys skirtingi nežinomieji su vienodais laipsniais nagrinėjamoje
sumoje pasirodo ne viena

‘
karta

‘
, o jei dėmuo sudarytas ǐs vieno nežinomojo, tai jis bus

sutinkamas tik karta
‘
. Tad kiek kartu

‘
sutiksime dėmeni

‘
kuriame yra bent du skirtingi

nežinomieji su kokiu nors fiksuotu laipsniu. Dėmeni
‘
perrašykime tokiu būdu

xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m = x1 . . . x1x2 . . . x2 . . . xm . . . xm,

paskutinėje lygybėje daugiklis x1 kartojasi n1 karta
‘
, x2 kartojasi n2 kartus ir t.t. xm kar-

tojasi nm kartus. Bet kaip sukeite
‘
vietomis paskutiniosios lygybės dešinės pusės daugiklius

vietomis, gausime kita
‘
nagrinėjamos lygybės dėmeni

‘
, tačiau jis bus analogǐskas nagrinėtam.

Kiek tokiu
‘
sutampačiu

‘
dėmenu

‘
yra? Tiek, keliais būdais galime sukeisti vietomis rinkinio,

kuriame yra lygiai n elementu
‘
, kai pirmasis elementas kartojasi n1 karta

‘
, antrasis elemen-

tas kartojasi n2 kartus ir t.t., m− asis elementas kartojasi nm kartu
‘
. Bet tai yra kėliniu

‘
su pasikartojimais skaičius, t.y.

Pn(n1, n2, . . . , nm) =
n!

n1!n2! . . . nm!
.

Bet pastarasis skaičius nurodo (3) dėmens kai fiksuotas rinkinys n1, . . . , nm pasikartojimu
‘

skaičiu
‘
sumoje. Tai ir reikėjo i

‘
rodyti.

⊕

5.3 Binominiu
‘
koeficientu

‘
savybės

Trikampe
‘
skaičiu

‘
lentele

‘

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
vadinsime Paskalio trikampiu.
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I
‘
raše

‘
konkrečias deriniu

‘
reikšmes gausime tokia

‘
lentele

‘
:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Pastebėsime, kad naudota Paskalio lygybė galioja šiame trikampyje.
Be jau minėtu

‘
5.2 skyrelyje 1. 2. binominiu

‘
koeficientu

‘
savybiu

‘
paminėsime dar kelias,

dažniausiai naudojamas savybes:
3. Cn−k

n = Ck
n.

4. Ck
n−1 + Ck−1

n−1 = Ck
n. (Paskalio lygybė)

5. Ck
k + Ck

k+1 + . . . + Ck
k+m−1 = Ck+1

m+k.

Pirmoji lygybė ǐsplaukia ǐs deriniu
‘
skaičiaus Ck

n apibrėžimo. 2. lygybė buvo i
‘
rodyta

6. teoremoje. Trečiosios lygybės apibrėžimas ǐsplaukia ǐs tokiu
‘
rekurentiniu

‘
sa

‘
ryšiu

‘
:

Ck
k = Ck+1

k+1 , Ck
k+1 + Ck+1

k+1 = Ck+1
k+2 , Ck

k+2 + Ck+1
k+2 = Ck+1

k+3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ck
k+m−1 + Ck+1

k+m−1 = Ck+1
k+m.

6. Ci
nCm

i = Cm
n Ci−m

n−m.

Paskutiniosios lygybės teisinguma
‘
gauname ǐs tokiu

‘
sa

‘
ryšiu

‘
:

Ci
nCm

i =
n!

i!(n− i)!
i!

m!(i−m)!
=

n!
m!(i−m)!(n− i)!

=

n!(n−m)!
m!(i−m)!(n− i)!(n−m)!

=
n!

m!(n−m)!
(n−m)!

(i−m)!(n− i)!
= Cm

n Ci−m
n−m.

7.
m∑

n=0

nCn
m = m2m−1.

8. Ck
m+n =

k∑
i=0

Ci
mCk−i

n .

I
‘
rodykime 7. lygybe

‘
. Tarkime, kad duota skaičiu

‘
aibė {1, 2, 3, . . . ,m}. Iš šios aibės

sudarykime visus i
‘
manomus poaibius. Aukščiau esame ǐssiaǐskine

‘
, kad ǐs šios aibės ele-

mentu
‘
galima sudaryti Cn

m, n− mačiu
‘
poaibiu

‘
. Visuose šiuose poaibiuose bendrai paėmus

yra
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m∑
n=0

nCn
m

skaičiu
‘
. Suskaičiuokime kitaip poaibiuose esančiu

‘
elementu

‘
skaičiu

‘
. Žinome, kad jei |A| =

m,tai ǐs viso yra 2m skirtingu
‘

aibės poaibiu
‘
. Kiekvienas fiksuotas skaičius, tarkime 1

patenka ne i
‘
visus poaibius. Kadangi eliminavus viena

‘
elementa

‘
ǐs likusiu

‘
galima sudaryti

2m−1 poaibiu
‘
, tai prie šiu

‘
poaibiu

‘
prijunge

‘
1 gausime visus poaibius, kuriuose yra pašalintas

elementas, šiuo atveju 1. Pastebėkime, kad visi elementai lygiaverčiai. Taigi, padaugine
‘

visu
‘
elementu

‘
skaičiu

‘
ǐs poaibiu

‘
, kuriose šis elementas yra, skaičiaus gausime, kad visuose

poaibiuose yra m2m−1 elementu
‘
.

7. sa
‘
ryšis i

‘
rodytas.

I
‘
rodykime 8. lygybe

‘
. Pastebėsime, kad binominis koeficientas Ck

n+m− reǐskia galimy-
biu

‘
, pasirinkti k elementu

‘
ǐs m+n, skaičiu

‘
. Šiuos pasirinkimus realizuokime kiek kitu būdu:

visu
‘
pirma pasirinkime i elementu

‘
ǐs pirmu

‘
ju

‘
m, o po to trūkstamus k − i pasirinkime ǐs

likusiu
‘
n elementu

‘
. Sudėje

‘
visas šias pasirinkimu

‘
galimybes gausime ieškomosios lygybės

i
‘
rodyma

‘
.

8. sa
‘
ryšis i

‘
rodytas.

5.4 Rėčio metodas

Sakykime, kad X objektams yra būdingos savybės: a1, . . . , an. Kiekvienas ǐs šiu
‘

X objektu
‘

gali turėti bent viena
‘

ǐs nurodytu
‘

savybiu
‘

arba ne. Simboliu X(a1, . . . , an)
žymėsime šiu

‘
X objektu

‘
, turinčiu

‘
savybes nurodytas skliaustuose, skaičiu

‘
. Jei objektas

neturi kurios nors ǐs savybiu
‘
, tarkime a1, tai objektu

‘
skaičiu

‘
, be šios savybės žymėsime

taip: X(a′1, a
′
2 . . . a′n).

8 Teorema (Rėčio metodas) Objektu
‘
, kurie neturi visu

‘
ǐsvardintu

‘
savybiu

‘
, skaičius

yra toks:

X(a′1, . . . , a
′
n) = X −

n∑
i=1

X(ai) +
n−1∑
i1=1,
i1<i2

n∑
i2=2

X(ai1 , ai2)−
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2,
i2<i3

n∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3)+

. . . + (−1)nX(a1, a2, . . . , an). (4)

Šioje sumoje nurodytos visos galimos savybiu
‘
galimybės. Dešinės pusės dėmuo neigia-

mas, jei savybiu
‘
skaičius nelyginis ir teigiamas- priešingu atveju.

I
‘
rodymas. Taikysime indukcijos metoda

‘
, savybiu

‘
skaičiaus atžvilgiu.

Tarkime, kad nagrinėjami objektai turi viena
‘
savybe

‘
, t.y. tegu n = 1. Tada ǐs viso

objektu
‘

skaičiaus atėme
‘

objektu
‘
, kurie turi šia

‘
savybe

‘
, skaičiu

‘
gausime objektu

‘
, kurie

neturi šios savybės, skaičiu
‘
, t.y.

X(a′1) = X −X(a1).

Taigi, pirmam indukciniam žingsniui formulė yra teisinga.
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Darome indukcine
‘
prielaida

‘
, kad formulė yra teisinga, kai nagrinėjami objektai turi

n− 1 savybe
‘
. Taigi, laikome kad lygybė

X(a′1, . . . a
′
n−1) = X −

n−1∑
i=1

X(ai) +
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2

X(ai1 , ai2)−
n−3∑
i1=1,
i1<i2

n−2∑
i2=2,
i2<i3

n−1∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3)+

. . . + (−1)n−1X(a1, a2, . . . , an−1). (5)

teisinga. Parodykime, kad ji teisinga ir sekančiam žingsniui t.y., kad prijungus papildoma
‘

savybe
‘

formulė, kuria remiantis skaičiuojame objektu
‘
, neturinčiu

‘
savybiu

‘
a1, a2, . . . , an

skaičiu
‘
, yra analogǐska.

Pastebėkime, kad (5) formulės kairioji pusė reǐskia objektu
‘
, kurie turi savybe

‘
an, bet

neturi savybiu
‘
a1, . . . , an−1, skaičiu

‘
. Bet tada (5) lygybės kairėje ir dešinėje pusėje prie

kiekvienos funkcijos X(. . .) skaičiuojančios objektu
‘

skaičiu
‘
, turinčiu

‘
tam tikras savybes

argumentu
‘
pridedame papildoma

‘
savybe

‘
an. Gauname, kad

X(a′1, . . . a
′
n−1, an) = X(an)−

n−1∑
i=1

X(ai, an) +
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2

X(ai1 , ai2 , an)

−
n−3∑
i1=1,
i1<i2

n−2∑
i2=2,
i2<i3

n−1∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3 , an)+

. . . + (−1)n−1X(a1, a2, . . . , an−1, an). (6)

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad jei ǐs objektu

‘
, neturinčiu

‘
pirmu

‘
ju

‘
n − 1 savybiu

‘
, atmete

‘
tuos objektus, kurie turi savybe

‘
an gausime skaičiu

‘
objektu

‘
, kurie neturi visu

‘
a1, . . . , an

savybiu
‘
, formaliai:

X(a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) = X(a′1, a

′
2, . . . , a

′
n−1)−X(a′1, a

′
2, . . . , a

′
n−1, an).

Atėme
‘
(5) ir (6) lygybiu

‘
kairia

‘
sias ir dešinia

‘
sias puses (naudojame indukcine

‘
prielaida

‘
)

bei pasinaudoje
‘
paskutinia

‘
ja lygybe gauname, kad

X(a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) = X(a′1, a

′
2, . . . , a

′
n−1)−X(a′1, a

′
2, . . . , a

′
n−1, an) =

X −
n−1∑
i=1

X(ai) +
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2

X(ai1 , ai2)−
n−3∑
i1=1,
i1<i2

n−2∑
i2=2,
i2<i3

n−1∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3) + . . .

+(−1)n−1X(a1, a2, . . . , an−1)−
(
X(an)−

n−1∑
i=1

X(ai, an) +
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2

X(ai1 , ai2 , an)
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−
n−3∑
i1=1,
i1<i2

n−2∑
i2=2,
i2<i3

n−1∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3 , an) + . . . + (−1)n−1X(a1, a2, . . . , an−1, an)
)

=

X −
n∑

i=1

X(ai) +
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n∑
i2=2

X(ai1 , ai2)−
n−2∑
i1=1,
i1<i2

n−1∑
i2=2,
i2<i3

n∑
i3=3

X(ai1 , ai2 , ai3) + . . .

+(−1)nX(a1, a2, . . . , an).

⊕

Pateiksime keleta
‘
šio metodo taikymo pavyzdžiu

‘
.

1. Tarkime, kad elementu
‘
su nurodytomis savybėmis skaičius X(a1, a2, . . . , an) prik-

lauso ne nuo pačiu
‘
savybiu

‘
, o tik nuo ju

‘
skaičiaus, t.y.

X(a1) = . . . = X(an) = X1, X(ai1 , ai2) = X2, . . . , X(ai1 , . . . , ain
) = Xn,

1 ≤ i1 < i2 ≤ n.

Pastebėsime, kad šiuo atveju
n∑

i=1

Xai = C1
nX1 ir

n−1∑
i1=1,
i1<i2

n∑
i2=2

X(ai1 , ai2) = X2C
2
n

ir t.t..
Tada rėčio formule

‘
galime perrašyti tokiu būdu:

X(a′i1 , . . . , a
′
in

) = X − C1
nX1 + C2

nX2 − . . . + (−1)nXn. (7)

2. Tarkime, kad Pn yra kėliniu
‘
, kurie sudaromi ǐs pradinės aibės {1, 2, 3, . . . , } ele-

mentu
‘
skaičius (Pn = n!). Pažymėkime simboliu Dn, n− elemenčiu

‘
kėliniu

‘
, kuriuose nė

vienas elementas nelieka pradinėje padėtyje, skaičiu
‘
. Pavyzdžiui, tarkime, kad pradinė

aibė {1, 2, 3}. Tada P3 = 3! = 6 ir D3 = 2 (patikrinkite). Apibrėžkime savybe
‘
ai− tokiu

būdu: elementas i lieka savo vietoje. Tada X(ai) yra kėliniu
‘
, kuriuose i− asis elementas

lieka vietoje skaičius, o X(ai1 , ai2 , . . . aik
), 1 ≤ i1 < i2 < . . . ik ≤ n yra kėliniu

‘
, kuriuose

elementai i1, i2, . . . , ik pasilieka savo vietoje, skaičius.
Nesunku suprasti, kad tuomet

X(ai1 , ai2 , . . . aik
) = Pn−k, 1 ≤ i1 < i2 < . . . ik ≤ n.

Taikydami (7) formule
‘
gauname, kad

Dn = X(a′i1 , . . . , a
′
in

) = Pn − C1
nPn−1 + C2

nPn−2 − . . . + (−1)nP0 =
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n!
(
1− 1

1!
+

1
2!
− 1

3!
+ . . . + (−1)n 1

n!
)
.

Skaičiai Dn yra vadinami subfaktorialais.
3. Tarkime, kad A1, A2, . . . , An yra aibės A poaibiu

‘
sistema. Pažymėkime S(i) = |Ai|

ir S(i1, . . . , ik) = |Ai1 ∩ . . . ∩Aik
|, 1 ≤ k ≤ n. Be to

S1 =
n∑

i=1

S(i); Sk =
∑
(k)

S(i1, . . . , ik).

Simbolis
∑
(k)

. . . reǐskia, kad sumuojama pagal visus skirtingus indeksu
‘

aibės {1, . . . , n}

poaibius {i1, . . . , ik}. Beje, tokiu
‘
dėmenu

‘
skaičius yra lygus Ck

n.
Teisingos lygybė:

|A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An| = |A| − S1 + S2 − S3 + . . . + (−1)nSn; (8)

Pastaroji lygybė- rėčio teoremos ǐsvada.

5.5 Stirlingo skaičiai

1. Tarkime, kad yra n skirtingu
‘

objektu
‘
, kuriuos reikia patalpinti i

‘
m dėžiu

‘
tokiu

būdu, kad paskirstymas tenkintu
‘
papildomus reikalavimus. Kiek tokiu

‘
ǐsdėstymu

‘
ǐs viso

galėtu
‘
būti? Tokio pobūdžio uždaviniai vadinami urnu

‘
uždaviniais.

2. Sakykime, kad X, Y dvi baigtinės aibės. |X| = n, |Y | = m, f : X → Y.
Pastebėsime, kad jei aibė baigtinė, tai ši aibė ekvivalenti natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalui.

Vadinasi baigtinė aibė gali būti sunumeruota ir tuo pačiu metu sutvarkyta. Taigi, bijekcijos
tikslumu, visas baigtines aibes galime sutapatinti su natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalu. Tad

nemažindami bendrumo galime laikyti, kad

X = {1, 2, . . . , n}, Y = {1, 2, . . . ,m}, f(X) = {f(1), . . . , f(n)},

1 ≤ f(i) ≤ m, D(f) = X. (9)

Kiek yra totaliu
‘
funkciju

‘
, kurios tenkina šiuos reikalavimus?

Kiek yra būdu
‘

paskirstyti n objektu
‘

i
‘

m dėžes? Pastara
‘
ja

‘
problema

‘
, naudodami

funkcijos terminologija
‘

galime aprašyti tokiu būdu: f(i) = k, i ∈ X, k ∈ Y. Taigi,
funkcija yra taisyklė, kuri aprašo aibės X elementu

‘
ǐsdėstymo i

‘
dėžes 1, . . . ,m principa

‘
.

Kitaip tariant, kiekvienam elementui priskiriame dėže
‘
tuo pačiu sudarome n− elemenčius

junginius.
Pastebėsime, kad atsakymas i

‘
pirma

‘
ji
‘

klausima
‘

jau buvo pateiktas, t.y. jei norime
sudaryti n− elemenčius junginius ǐs m− elementės aibės elementu

‘
(kurie gali ir kartotis).

Taigi, ieškomas skirtingu
‘
gretiniu

‘
su pasikartojimais ǐs m po n skaičius yra

A
m

n = mn.
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Matome, kad skirtingu
‘
funkciju

‘
yra tiek, kiek yra n ilgio žodžiu

‘
, kai abėcėlėje yra m

simboliu
‘
. Beje, tai atsakymas ir i

‘
antra

‘
ji
‘
klausima

‘
. Skaičius skirtingu

‘
funkciju

‘
f : X → Y,

jei D(f) = X yra toks pat.
Panagrinėkime, kiek yra skirtingu

‘
siurjekciju

‘
, kai f : X → Y, D(f) = X, E(f) = Y.

Beje, jei šis atvaizdis yra funkcija, tai m ≤ n. Pasinaudokime rėčio metodu. Pažymėkime
simboliu A1 aibe

‘
, kuria

‘
sudaro tie atvaizdžiai f : X → Y, kurie nei

‘
gyja 1. Tokiu

‘
atvaizdžiu

‘
yra (m− 1)n. Pažymėkime simboliu Ai ∩Aj atvaizdžiu

‘
aibe

‘
, kurie nei

‘
gyja reikšmiu

‘
i ir j.

Tada,
|Ai ∩Aj | = (m− 2)n.

Ir pagaliau, sankirta
‘
Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik

sudaro tie atvaizdžiai, kurie nei
‘
gyja reikšmiu

‘
i1, i2, . . . , ik. Tada

|Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik
| = (m− k)n.

Nagrinėjamoji siurjektyviu
‘
funkciju

‘
aibe

‘
aprašome tokiu būdu:

A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An = A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An.

Naudodamiesi (8) gauname, kad siurjekciju
‘
skaičius yra lygus:

S = |A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An| = mn − S1 + S2 − S3 + . . . + (−1)nSn.

Pastebėje
‘
, kad Si = (m− i)nCi

m gauname, kad

Q(n, m) =
m∑

k=0

(−1)k(m− k)nCk
m. (10)

Taigi, paskutinioji suma yra ieškomasis siurjekciju
‘

skaičius. Šis skaičius vadinamas
pirmos rūšies Stirlingo skaičiumi.

9 Teorema Tarkime, kad funkcijos apibrėžtos (9) sa
‘
ryšiais. Tada griežtai monotoni-

niu
‘
funkciju

‘
skaičius yra lygus Cn

m, o monotoniniu
‘
funkciju

‘
skaičius yra lygus Cn

m+n−1.

Sakykime, kad baigtinėje aibėje A yra n elementu
‘
. Nemažindami bendrumo galime

laikyti, kad A = {1, 2, . . . , n}. Aibės A netuščiu
‘

poaibiu
‘

sistema
‘

Ai, i ∈ {i1, . . . , ik}
vadinsime aibės A skaidiniu k-blokais, jei Ai ∩Aj = ∅, i 6= j ir

A = Aj1 ∪ . . . ∪Ajk
, 1 ≤ k ≤ n.

Pažymėkime simboliu S(n, k) visu
‘
aibės A skaidiniu

‘
k− blokais skaičiu

‘
. Šis skaičius

yra vadinamas antros rūšies Stirlingo skaičiumi .
Paprastai laikoma, kad S(0, 0) = 1. Be to

S(n, 0) = 0, m > 0; S(n, n) = 1, S(n, m) = 0, m > n.

10 Teorema Teisinga lygybė:

S(n, m) = S(n− 1,m− 1) + mS(n− 1,m).
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Sakykime, kad B yra visu
‘
aibės A, |A| = n skaidiniu

‘
m blokais aibė. Apibrėžkime du

šios aibės poaibius tokiu būdu:

B1 := {X ∈ B;∃B ∈ X, B = {n}},B2 := {X ∈ B;∃B ∈ X, B = {n}}.

Iš šiu
‘

poaibiu
‘

apibrėžimo ǐsplaukia, kad pirma
‘
jam poaibiui priklauso skaidiniai, kuriu-

ose vienas skaidinys būtinai sudarytas tik ǐs elemento n. Skaidiniui B2 priklauso visi kiti
skaidiniai. Aǐsku, kad B = B1 ∪ B2 ir B1 ∩ B2 = ∅.

Suskaičiuokime šiu
‘
poaibiu

‘
elementu

‘
skaičiu

‘
. Pirma

‘
ji
‘
poaibi

‘
t.y. B1 sudarantys m−

skaidiniai turi ta
‘
pati

‘
skaidinio elementa

‘
{n}. Vadinasi, visus šio poaibio elementus (skai-

dinius) gausime sudarydami aibės {1, 2, . . . , n − 1},m − 1 elemenčius bloku
‘

skaidinius.
Vadinasi

|B1| = S(n− 1,m− 1).

Visi poaibio B2 skaidiniai gaunami tokiu būdu: sudarome visus aibės {1, 2, . . . , n − 1}
m-blokus ir paeiliui i

‘
kiekviena

‘
bloka

‘
patalpiname elementa

‘
n. Taigi

|B2| = mS(n− 1,m).

Pastebėje
‘
, kad

S(n, m) = |B1|+ |B2|,

gauname teoremos i
‘
rodyma

‘
.

⊕

Rasime formule
‘

skaičiams S(n, k) skaičiuoti. Tarkime, kad siurjektyvios funkcijos
f : A → {1, 2, 3, . . . , k},D(f) = A. Naudodamiesi (10) lygybe turime, kad siurjektyviu

‘
funkciju

‘
skaičius yra

Q(n, k) =
k∑

i=0

(−1)i(k − i)nCi
k.

Fiksave
‘

funkcija
‘
, suskaidykime funkcijos apibrėžimu

‘
sriti

‘
nesikertančiomis aibėmis

tokiu būdu:
Ai = f−1(i), i = 1, . . . , k. (11)

Gauname funkcijos apibrėžimo srities k− bloku
‘

skaidini
‘
:A = A1 ∪ . . . ∪ Ak. Aǐsku, kad

kiekviena siurjekcija apibrėžia vieninteli
‘

aibės A, k− bloku
‘

skaidini
‘
. Antra vertus, fik-

savus bet koki
‘
aibės A k− bloku

‘
skaidini

‘
, su šiuo skaidiniu galime susieti k! siurjekciju

‘
.

Vadinasi skirtingu
‘
siurjekciju

‘
, tenkinančiu

‘
(11) yra tiek, kiek skirtingu

‘
aibės {1, 2, . . . , k}

kėliniu
‘
. Tada siurjekciju

‘
skaičiu

‘
(pirmos rūšies Stirlingo skaičiu

‘
) galime ǐsreikšti antros

rūšies Sirlingo skaičiumi tokiu būdu:

Q(n, k) = S(n, k)k!.
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Tada ieškomasis antros rūšies Stirlingo skaičius yra toks:

S(n, k) =
1
k!

Q(n, k) =
1
k!

k∑
i=0

(−1)i(k − i)nCi
k.

Belo skaičiumi B(n) vadinsime aibės A = {1, . . . , n} k− bloku
‘
skaidiniu

‘
k = 1, . . . , n

suma
‘
,t.y.

B(n) =
n∑

k=1

S(n, k).

Laikoma, kad B(0) := 1.
Be rodymo pateiksime viena

‘
rezultata

‘
.

Teorema Teisinga lygybė:

B(n + 1) =
n∑

i=0

Ci
nB(i).

5.6 Junginiu
‘
kombinatorika

Šiame skyrelyje nagrinėsime i
‘
vairius, junginiu

‘
sudarymo principus, bei skaičiuosime

junginiu
‘
skaičiu

‘
.

1. Tarkime, kad yra n skirtingu
‘
objektu

‘
, bei k dėžiu

‘
. Laikykime, kad pirmoje dėžėje

turi būti patalpintas n1 objektas, it t.t. k− oje dėžėje turi būti patalpinta nk objektu
‘
,

kai n1 + . . . + nk = n. Keliais būdais po šias k dėžes galima paskirstyti po nurodyta
‘

elementu
‘
skaičiu

‘
? Pastebėsime, kad i

‘
pirma

‘
ja

‘
dėže

‘
galime parinkti Cn1

n elementu
‘
ir t.t. i

‘
paskutinia

‘
ja

‘
dėže

‘
- Cnk

n elementu
‘
. Naudodamiesi daugybos taisykle gauname, kad ǐs viso

tokiu
‘
suskirstymu

‘
i
‘
dėžes yra toks skaičius:

Cn1
n Cn2

n . . . Cnk
n .

Pastebėsime, kad šis skaičius yra lygus Pn(n1, . . . , nk). Naudodamiesi kėliniu
‘
su pasi-

kartojimais formule pastara
‘
ji
‘

uždavini
‘

galime suformuluoti tokiu būdu: yra ǐs viso n
objektu

‘
, kuriuos suskirstome i

‘
k skirtingas rūšis, kai kiekvienos rūšies objektu

‘
yra n1,

n2, . . . , nk, t.y. n1 + . . . + nk = n. Tada ǐs šiu
‘
objektu

‘
galima sudaryti Pn(n1, . . . , nk)

skirtingu
‘
kėliniu

‘
. Matome, kad šie du uždaviniai siejasi, kadangi kiekviena

‘
kėlini

‘
galime

skirtyti i
‘

k klasiu
‘
, kai i

‘
pirma

‘
ja

‘
klase

‘
patenka numeriai vietu

‘
, kurias užima pirmo tipo

objektai ir t.t. i
‘
k− a

‘
ja

‘
klase

‘
patenka numeriai vietu

‘
, kurias užima k− ojo tipo objektai.

2. Sakykime, kad yra n1 pirmosios rūšies objektas, n2− antrosios rūšies objektai ir
t.t. nk− k-osios rūšies objektai. Tada skaičius būdu

‘
, paskirstyti šiuos objektus i

‘
dvi dėžes

lygus

(n1 + 1)(n2 + 1) . . . (nk + 1).

Jei pareikalausime, kad kiekvienoje dėžėje būtu
‘

ne mažiau negu si, i− osios rūšies
objektu

‘
, tai analogǐskas skaičius bus lygus
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(n1 − 2s1 + 1)(n2 − 2s2 + 1) . . . (nk − 2sk + 1).

3. Sakykime, kad i
‘
k dėžiu

‘
reikia paskirstyti n vienodu

‘
objektu

‘
. Kiek yra skirtingu

‘
būdu

‘
atlikti šiuos paskirstymus. Spre

‘
skime ši

‘
uždavini

‘
tokiu būdu: ǐsdėste

‘
šiuos objektus i

‘
eile

‘
, k−1 tarpu suskirstykime šiuos objektus i

‘
k grupiu

‘
. Tai ir bus vienas ǐs mums tinkamu

‘
suskirstymu

‘
. Kadangi tarpu

‘
padėtis objektu

‘
atžvilgiu svarbi (nuo to priklauso elementu

‘
skaičius dėžėje), tai turėsime kėlini

‘
su pasikartojimais ǐs n + k − 1 elemento, kai yra dvi

skirtingu
‘

elementu
‘

grupės, kuriose yra n ir k − 1 elementu
‘
. Taigi, šiuo atveju junginiu

‘
skaičius bus lygus

Pn+k−1(n, k − 1) =
(n + k − 1)!
(k − 1)!n!

= Ck−1
n+k−1.

Tarkime, kad pirmosios rūšies objektu
‘
skaičius yra lygus n1, antrosios- n2 ir t.t. k−

osios nk. Keliais skirtingais būdais galima ǐsskirstyti šiuos objektus i
‘
s dėžiu

‘
. Remdamiesi

aukščiau nagrinėta problema gauname, kad pirmosios rūšies objektus galima ǐsskirstyti po
s dėžiu

‘
Cn1

n1+s−1 ir t.t. k− osios rūšies objektus galima ǐsskirstyti po s dėžiu
‘

Cnk
nk+s−1.

Tada bendras ǐsskirstymu
‘
po dėžes skaičius yra lygus:

Cn1
n1+s−1 . . . Cnk

nk+s−1.

Panagrinėkime situacija
‘
, kai kiekvienoje ǐs dėžiu

‘
bus bent po viena

‘
objekta

‘
. Pasielkime

tokiu būdu: ǐsdėstome objektus i
‘
eile

‘
. Tarp šiu

‘
objektu

‘
bus n− 1 tarpas. Tarp šiu

‘
n− 1

tarpo, pasirinke
‘
k − 1 tarpa

‘
, mes tuo pačiu nepasirinktus tarpus pašaline

‘
gauname viena

‘
elementu

‘
ǐsdėstyma

‘
i
‘
dėžes. Taigi, tokiu

‘
ǐsdėstymu

‘
skaičius lygus

Ck−1
n−1.

Aptarkime analogǐska
‘
situacija

‘
papildomai tardami, kad objektai yra skirtingi be to

yra svarbi objektu
‘
ǐssidėstymo tvarka pasirinktose dėžėse. Laikome, kad visi n objektai

yra skirtingi. Žinome, kad skirtingu
‘

kėliniu
‘

ǐs n objektu
‘

galima sudaryti n!. Auksčiau
nagrinėjome, kad paskirstyti n vienodu

‘
objektu

‘
po k dėžiu

‘
skaičius yra lygus Ck−1

n+k−1. Tada
nagrinėjamas paskirstymu

‘
skaičius, remiantis daugybos taisykle, yra lygus n!Ck−1

n+k−1 =
Ak−1

n+k−1. Visǐskai analogǐskai sprendžiame uždavini
‘
, kai kiekvienoje dėžėje bus bent po

viena
‘
objekta

‘
. Tada skirtingu

‘
paskirstymu

‘
po dėžes skaičius yra n!Ck−1

n−1 = Ak−1
n−1.

Panagrinėkime bendresni
‘
uždavini

‘
t.y. apskaičiuokime kiek skirtingu

‘
paskirstymu

‘
po

dėžes galime sudaryti, kai yra n skirtingu
‘

objektu
‘
, kurie yra skirstomi po k dėžiu

‘
, kai

nebūtinai visi objektai yra pasirenkami.
Suskirstykime šiuos paskirstymus priklausomai nuo to, kiek objektu

‘
yra pasirinkta. Jei

buvo pasirinkta s objektu
‘
, tai ǐs šiu

‘
pasirinktu

‘
objektu

‘
galima sudaryti As

s+k−1 paskirstymu
‘

po k dėžes. Kita vertus pasirinkti s ǐs n yra Cs
n galimybiu

‘
, tai skirtingu

‘
paskirstymu

‘
,

kuriuose yra s objektu
‘
skaičius lygus Cs

nAs
s+k−1. Tada visu

‘
paskirstymu

‘
skaičius yra toks:

n∑
s=0

Cs
nAs

s+k−1.
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Jei pareikalausime, kad kiekvienoje dėžėje būtu
‘

bent vienas objektas, tai tokiu
‘

pa-
skirstymu

‘
skaičius bus lygus

n∑
s=k

Cs
nCk−1

s−1 s!.

4. Panagrinėkime natūralaus skaičiaus skirstymo i
‘
dėmenis problema

‘
. Tarkime, kad

nagrinėjame skirtingus skaičius n1, . . . , nk, n1 + . . . + nk = N. Keliais būdais galime
sudaryti suma

‘
n1+. . .+nk = N, jei dėmenu

‘
ǐssidėstymo tvarka yra svarbi, t.y. laikysime du

užrašymo būdus skirtingais, jei bent du elementai sumoje yra skirtingose vietose. Simboliu
f(N) pažymėkime skaičiu

‘
būdu

‘
, kuriais galime sudaryti minėta

‘
suma

‘
ǐs skaičiu

‘
n1, . . . , nk,

kai dėmenu
‘
tvarka yra svarbi. Fiksuokime viena

‘
skaičiaus N užrašyma

‘
dėmenimis laiky-

dami, kad paskutinysis dėmuo yra ni. Aǐsku, kad be šio dėmens likusi suma lygi N − ni.
Bet tada, skaičius būdu

‘
, kuriais užrašome skaičiu

‘
N, kai paskutinysis dėmuo yra ni yra

lygus f(N − ni). Pakartoje
‘
šiuos samprotavimus, kai fiksuojame visus i ∈ {1, . . . , k} bei

taikydami junginiu
‘
sumavimo taisykle

‘
gauname, kad

(12) f(N) =
n∑

i=1

f(N − ni).

Laikysime, kad f(N) = 0 kai N < 0 ir f(0) = 1.
Tarkime, kad n1 = 1, . . . , nk = k. Nagrinėsime skaičiaus N ǐsskaidymus dėmenimis,

kai dėmenu
‘
tvarka svarbi. Remdamiesi aukščiau užrašytu sa

‘
ryšiu turime, kad

φ(N − 1) =
n∑

i=1

φ(N − 1− i).

Tada
φ(N − 1) = 2φ(N − 1)− φ(N − k − 1).

Jei dėmenu
‘
skaičius lygus s, tai gauname, kad skaičiu

‘
N galime ǐsskaidyta s dėmenu

‘
suma

Cs−1
N−1. Tada

φ(N) = C0
N−1 + C1

N−1 + . . . + CN−1
N−1 = 2N−1.

Taigi, natūrini
‘
skaičiu

‘
N dėmenimis (kai atsižvelgiama i

‘
dėmenu

‘
ǐsdėstymo tvarka

‘
) galima

ǐsskaidyti 2N−1 būdais.
5. Tarkime, kad siunčiamas pranešimas, kuris koduojamas keliu

‘
tipu

‘
signalais. Tegu

pirmojo tipo signalo perdavimo trukmė lygi t1 vienetu
‘
skaičiui, antrojo tipo-t2 laiko vienetu

‘
skaičiui ir t.t. k− ojo tipo -tk vienetu

‘
skaičiui. Kiek skirtingu

‘
pranešimu

‘
galima perduoti

šiais signalais per T laiko vienetu
‘
? Laikome, kad sudarant pranešima

‘
nebegalima pa-

pildomai prijungti signalo, nepereikvojant laiko T. Simboliu f(T ) pažymėkime pranešimu
‘
,

kuriu
‘
siuntimo trukmė T, skaičiu

‘
. Naudodamiesi (x1) formule gauname, kad šiu

‘
pranešimu

‘
skaičius lygus

f(T ) = f(T − t1) + . . . + f(T − tk); f(T ) = 0, T < 0; f(0) = 1.
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6. Panagrinėkime dar viena
‘
skaičiaus užrašymo dėmenimis problema

‘
. Pažymėkime

simboliu f(m,N) skaičiaus N suskirstymo i
‘
m dėmenu

‘
galimybiu

‘
skaičiu

‘
, t.y. keliais būdais

galima užrašyti duota
‘
skaičiu

‘
m dėmenimis, jei dėmenis galima pasirinkti ǐs skaičiu

‘
aibės

{n1, n2, . . . , nk}. Skaitytojui siūlome i
‘
sitikinti, kad

f(m,N) = f(m− 1, N − n1) + . . . + f(m− 1, N − nk).

Tada, kai ni = i gauname skaičiaus N užrašymo m dėmenimis nagrinėtos problemos
atskira

‘
atveji

‘
, kai paskutinėje formulėje ni = i.

7. Skaičiaus užrašymas dėmenimis, kai dėmenu
‘
tvarka nesvarbi. Tegu f(n1, . . . nk, N)

žymi skaičiaus N ǐsskaidyma
‘
aibės {n1, . . . , nk}, kuriu

‘
nors nesikartojančiu

‘
elementu

‘
suma,

būdu
‘
skaičiu

‘
.

Visus skaičiaus N suskaidymus dėmenimis suskirstykime i
‘
dvi klases- tas, kuriose yra

elementas nk ir tas, kuriose nėra elemento nk. Tada bendra
‘

ǐsskaidymu
‘

skaičiu
‘

galime
užrašyti tokiu būdu:

f(n1, . . . , nk;N) = f(n1, . . . , nk−1;N − nk) + . . . + f(n1, . . . , nk−1;N).

Te
‘
sdami ši

‘
procesa

‘
gausime formule

‘
, kurioje reikės ǐsspre

‘
sti nulinės sumos ǐsskaidymo

uždavini
‘

arba vieno skaičiaus užrašymo tuo pačiu skaičiumi uždavini
‘
. Šie paskutinieji

uždaviniai ǐssprendžiami vienareikšmǐskai, be to gana dažnai tenka daug dėmenu
‘
praleisti,

kadangi jei n1 + . . .+nk < N, tai f(n1, . . . , nk) = f(n1, . . . , nk;N) = 0, nes suma mažesnė
negu N, o jei nk > N, tai

f(n1, . . . , nk;N) = f(n1, . . . , nk−1;N).

Sakykime, kad skaičiu
‘
N užrašysime skaičiu

‘
1, 2, . . . , n skirtingais dėmenimis (dėmenu

‘
tvarka nėra svarbi). Pažymėkime šiu

‘
skirtingu

‘
ǐsraǐsku

‘
skaičiu

‘
simboliu Φn

N . Remiantis
ankščiau pateiktais samprotavimais gauname, kad

Φn
N = Φn−1

N + Φn−1
N−m, Φn

0 = 1.

Panagrinėkime bendresni
‘
atveji

‘
, t.y. tarkime, kad dėmenys gali kartotis. Tegu Ψn

N žymi
skaičiu

‘
visu

‘
galimu

‘
skaičiaus N ǐsraǐsku

‘
skaičiu

‘
, kurie yra tarp skaičiu

‘
1, 2, . . . , n. Tada

Ψn
N = Ψn−1

N + Ψn
N−m.

Pastebėsime, kad ǐs viso, skaičiu
‘

N suskirstyti dėmenimis yra ΨN
N galimybiu

‘
, o su-

skirstyti skirtingais dėmenimis yra ΦN
N galimybiu

‘
.

5.7 Rekursija. Katalano skaičiai

Spre
‘
sdami junginiu

‘
sudarymo bei ju

‘
skaičiaus nustatymo uždavinius dažnai pradini

‘
uždavini

‘
keisdavome kombinatoriniu uždaviniu, kuriame tekdavo nagrinėti objektus su

mažesniu objektu
‘
skaičiumi. Pradinio uždavinio keitima

‘
analogǐskais uždaviniais, kuriuose

nagrinėjamu
‘
objektu

‘
skaičius mažesnis vadinsime rekursijos metodu. Paprastai naudojant

rekursijos sa
‘
ryši

‘
, spre

‘
sdami uždavini

‘
, kuriame yra n objektu

‘
, keičiame uždaviniu, kuriame
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yra n − 1 objektas, o pastara
‘
ji
‘

keičiame uždaviniu kuriame yra n − 2 objektai ir t.t.
Tokiu būdu mes arba supaprastiname pradinio uždavinio sprendima

‘
ar gauname formule

‘
,

kurios dėka galime skaičiuoti n− ojo žingsnio sa
‘
ryšius, naudodamiesi fiksuotais dydžiais bei

sa
‘
ryšiais, kuriuose figūruoja žingsnis n. Pavyzdžiui, skaitytojui gerai žinoma aritmetinės

progresijos n− ojo nario formulė: an = a1 +d(n−1) arba aritmetinės progresijos n− nariu
‘

sumos formulė: Sn = 2a1+d(n−1)
2 · n− yra rekursijos pavyzdžiai.

Naudodamiesi rekursija (bei kitomis kombinatorinėmis taisyklėmis) galime i
‘
rodyti

daug kombinatoriniu
‘

formuliu
‘
. Pateikime pavyzdi

‘
. Tarkime kad aibėje yra n skirtingu

‘
skaičiu

‘
{1, 2, . . . , n}. Žinome, kad ǐs šios aibės elementu

‘
galima sudaryti n! skirtingu

‘
kėliniu

‘
.

I
‘
rodykime šia

‘
kėliniu

‘
skaičiavimo formule

‘
naudodami rekursija

‘
. Simboliu Pn pažymėkime

pradinės aibės skirtingu
‘
kėliniu

‘
skaičiu

‘
. Pastebėsime, kad jei fiksuosime kuri

‘
nors elementa

‘
,

tarkime n, tai su bet kuriuo n − 1 elemenčiu kėliniu kombinuodami ši
‘
elementa

‘
gausime

n skirtingu
‘
n elemenčiu

‘
kėliniu

‘
. Taigi, Pn = nPn−1. Toliau analogǐsku būdu nagrinėdami

n−1 elemente
‘
aibe

‘
gauname, kad Pn−1 = (n−1)Pn−2. Taigi Pn = n(n−1)Pn−2. Nesunku

suprasti, kad Pn = n(n− 1) . . . 2P1. Bet P1 = 1. Gauname, kad Pn = n!
Panagrinėsime viena

‘
klasikini

‘
uždavini

‘
, kuris susije

‘
s su rekursijos metodu. Italu

‘
ma

‘
stytojas Fibonači 1202 metais pasiūlė toki

‘
uždavini

‘
:

Triušiu
‘
pora kas mėnesi

‘
susilaukia dvieju

‘
palikuoniu

‘
(patinėlio ir patelės), o pastaroji

jaunikliu
‘
pora po dvieju

‘
mėnesiu

‘
taip pat susilaukia analogǐsko prieauglio kaip ir ankstesnė.

Kokia triušiu
‘

banda bus po metu
‘
, jei metu

‘
pradžioje turėjome viena

‘
triušiu

‘
pora

‘
?

Pradinė pora po mėnesio susilaukia poros jaunikliu
‘
, todėl po mėnesio turėsime dvi

poras, po dvieju
‘
- tris poras po keturiu

‘
penkias poras ir t.t. Formalizuokime ši

‘
uždavini

‘
.

Tarkime, kad po n mėnesiu
‘
turėsime F (n) triušiu

‘
poru

‘
. Tada po n + 1 mėnesio turėsime

tas pačias F (n) poras bei papildomas F (n− 1) poras, kurias atsivedė vyresni negu mėnuo
triušiai. Taigi

F (n + 1) = F (n) + F (n− 1), kai F (0) = 1, F (1) = 2.

Matome, kad naudodamiesi šia rekursine formule galime rasti (nuosekliai skaičiuoda-
mi) triušiu

‘
skaičiu

‘
po bet kokio laikotarpio. Skaičiai F (n) vadinami Fibonačio skaičiais.

Išreikškime šiuos skaičius binominiais koeficientais. Sudarykime vienetu
‘
-nuliu

‘
sekas, ku-

rios koduotu
‘
vienos triušiu

‘
poros palikuonius. Tiksliau kalbant, priskirkime seka

‘
triušiu

‘
porai remdamiesi taisykle: vienetus priskiriame tiems mėnesiams, kuomet gimė protėviu

‘
pora, o nuliai reǐskia genealoginio medžio pertrūki

‘
. Pavyzdžiui seka 0010010100010 ko-

duoja toki
‘
genealogini

‘
medi

‘
: pradinė pora trečio mėnesio pabaigoje pagimdė pora

‘
, kuri

yra tėvai poros, gimusios šeštojo mėnesio pabaigoje, o pastrieji yra tėvai poros, gimusios
aštunto mėnesio pabaigoje, kurie yra tėvai dvyliktojo mėnesio pabaigoje gimusiai porai.
Tiksliau kalbant, šis kodas yra poros, gimusios dvylikto mėnesio pabaigoje genealoginis
medis. Pastebėsime, kad šioje sekoje du vienetai niekada nebus šaliai, kadangi gimusi pora
viena

‘
mėnesi

‘
palikuoniu

‘
nesusilaukia. Pradinė triušiu

‘
pora yra koduojama nuline seka

0000000000 · · · 0. Fiksuokime n. Tada visu
‘
n ilgio seku

‘
, kai du vienetai nėra šalia skaičius

yra lygus F (n). Parodykime, kad

(13) F (n) = C0
n+1 + C1

n + C2
n−1 + . . . + Cp

n−p+1, p =
{

n+1
2 , n = 2k + 1

n
2 , n = 2k,

k ∈ N .
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Tegu k ∈ N , 0 ≤ k ≤ [n+1/2]. Panagrinėkime n ilgio sekas, kuriose k vienetu
‘
ir n−k nuliu

‘
,

be to du vienetai nėra greta. Tokio pobūdžio rinkinius esame nagrinėje
‘
. Fiksuotam n ir k

tokiu
‘
seku

‘
skaičius yra Ck

n−k+1. Taikydami junginiu
‘
sudėties taisykle

‘
, kai 0 ≤ k ≤ [n+1/2]

gauname formule
‘
(13).

Tarkime, kad aibėje yra n elementu
‘
ir be to ši aibė tiesǐskai sutvarkyta. Nemažindami

bendrumo galime laikyti, kad šia
‘

aibe
‘

sudaro elementai A = {1, 2, . . . , n}. Padalykime
aibe

‘
A elementu m i

‘
du nesikertančius poaibius B1

1 , B2
1 laikydami, kad m ∈ B1

1 , ir B2
1 =

{m + 1, . . . , n} Antrame žingsnyje, kiekviena
‘
poaibi

‘
Bi

1 skaidome du poaibius analogǐsku
būdu, laisvai pasirinkdami elementus poaibiuose. Jei poaibyje yra vienas elementas, tai
šis poaibis nebeskaidomas. Ir ši

‘
skaidymo procesa

‘
baigsime, kai visi aibės A nesikertantys

poaibiai turės po viena
‘
elementa

‘
. Kyla natūralus klausimas: Kiek galima sudaryti skirtingu

‘
dalinimu

‘
i
‘
poaibius procesu

‘
, jei du dalinimo procesai laikomi skirtingais, kai bent viename

žingsnyje gauname skirtingi rezultatai . Žinoma, galutinis rezultatas visada toks pat! Tad
kiek skirtingu

‘
dalinimo i

‘
poaibius nurodytu būdu procesu

‘
yra?

Tarkime, kad aibėje A yra n + 1 elementas. Simboliu Bn, n ∈ N0 pažymėkime šios
aibės, skirtingu

‘
dalinimu

‘
i
‘
poaibius procesu

‘
skaičiu

‘
. Pirmame žingsnyje egzistuoja lygiai n

aibės A padalinimu
‘
i
‘
du nesikertančius poaibius. Jei pirmame poaibyje yra i elementu

‘
, tai

antrame poaibyje bus n+1−i elementu
‘
, i = 1, 2, . . . , n. Suskirstykime skaidymo procesus i

‘
klases priklausomai nuo pirma

‘
jame skaidymo žingsnyje pirmame poaibyje esančiu

‘
elementu

‘
skaičiaus. Kadangi pirmame poaibyje gali būti 1, 2, . . . , n elementu

‘
, todėl turėsime ǐs viso

n skirtingu
‘
skaidymo procesu

‘
klasiu

‘
. Taigi, s− a

‘
jai klasei priklauso tie skaidymo procesai,

kuriu
‘
pirmasis poaibis B1

1 turi lygiai s elementu
‘
. Tad kiek skaidymo procesu

‘
priklauso s−

a
‘
jai klasei? Fiksuokime s. Kadangi pirma

‘
jame žingsnyje |B1

1 | = s, tai skaidydami ši
‘
poaibi

‘
toliau gauname, Bs−1 skirtingu

‘
skaidymo procesu

‘
. Pastebėkime, kad antroje dalyje yra

n− s + 1 elementu
‘
, todėl šiam poaibiui skirstyti yra Bn−s skaidymo procesu

‘
. Remdamiesi

junginiu
‘

daugybos taisykle gauname, kad s− a
‘
jai klasei priklauso Bs−1Bn−s skirtingu

‘
skaidymo procesu

‘
. Remdamiesi junginiu

‘
sudėties taisykle gauname, kad visu

‘
skaidymo

procesu
‘
klasiu

‘
skaičius yra:

Bn = B0Bn−1 + B1Bn−2 + . . . + Bn−1B0.

Taigi, skirtingu
‘
skaidymo procesu

‘
skaičiui rasti gavome rekursini

‘
sa

‘
ryši

‘
. Pastebėsime, kad

Bn = S(n, 2). Be i
‘
rodymo pateiksime toki

‘
rezultata

‘
: Bn = 1

n+1Cn
2n.

Panagrinėkime viena
‘
pavyzdi

‘
, kuris susije

‘
s su paskutiniuoju uždaviniu. Tarkime, kad

i
‘

apskritima
‘

i
‘
brėžtas taisyklingas 2n− kampis. Kiek yra būdu

‘
sujungti šio daugiakampio

viršūnes nesikertančiomis atkarpomis? Simboliu F (n) pažymėsime būdu
‘
skaičiu

‘
sujungti

daugiakampio viršūnes nesikertančiomis atkarpomis. Jei n = 0, tai laikysime, kad F (0) =
1. Kai n = 1, tai turėsime atkarpa

‘
, kuria

‘
vadinsime taisyklingu dvikampiu, šiuo atveju

F (1) = 1. Kai n = 2, tai turėsime kvadrata
‘
. Šiuo atveju F (2) = 2. Sudarykime rekurentini

‘
sa

‘
ryši

‘
, kuri

‘
tenkina F (n). Tegu duotas 2n− kampis. Fiksuokime šio daugiakampio viršūne

‘
,

tarkime A1 ir sujunkime su kita viršūne, tarkime Ai. Atkarpa jungianti šias dvi viršūnes
dalija daugiakampi

‘
i
‘
dvi dalis (du viršūniu

‘
poaibius). Jei vienoje dalyje yra 2s viršūniu

‘
, tai

kitoje dalyje- 2(n−s−1) viršūnė. Tokiu būdu daugiakampis yra padalijamas i
‘
2s− kampi

‘
ir

2(n−s−1)− kampi
‘
. 2s− kampyje galima nubrėžti F (s) galimybiu

‘
nesikertančias atkarpas,

o kitame daugiakampyje -F (n− s− 1) galimybiu
‘
. Naudodami junginiu

‘
daugybos taisykle

‘
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gauname, kad visas galimybiu
‘
skaičius fiksuotam s yra lygus F (s)F (n − s − 1), visiems

0 ≤ s ≤ n − 1. Naudodami junginiu
‘

sudėties taisykle
‘

gauname, kad bendras galimybiu
‘

skaičius yra lygus

F (n) = F (0)F (n− 1) + F (1)F (n− 2) + . . . + F (n− 1)F (0).

Bet tai tas pat sa
‘
ryšis kuri

‘
tenkina skaičiai Bn. Pastebėje

‘
, kad B0 = F (0) = 1 bei B1 =

F (1) = 1 gauname, kad

F (n) =
1

n + 1
Cn

2n.

Tarkime duota skaičiu
‘

aibė A = {1, 2, . . . , n}. Keliais būdais galima sudauginti n
skaičiu

‘
, surašytu

‘
nurodyta tvarka? Remiantis skaičiu

‘
sandaugos asociatyvumo dėsniu,

visu
‘
šiu

‘
skaičiu

‘
sandauga

‘
, nekeičiant dauginamu

‘
ju

‘
, galime užrašyti i

‘
vairias būdais, (nepa-

mirškime, kad dauginame tik po du elementus). Pavyzdžiui, keturiu
‘
elementu

‘
sandauga

‘
galime gauti atlikdami veiksmus vienu ǐs nurodytu

‘
būdu

‘
:

(ab)(cd) = (a(bc))d) = ((ab)c)d = a(b(cd)) = (a((bc)d).

Tačiau šis uždavinys jau buvo nagrinėtas, t.y. šis skaičius lygus n elementės aibės skaidymo
procesu

‘
klasiu

‘
skaičiui. Šis skaičius yra jau žinomas ir jis lygus Bn−1 = 1

nCn−1
2n−2 = Kn. Šis

skaičius yra vadinamas Katalano skaičiumi.

Uždaviniai
1. Reikia ǐsnešioti 6 laǐskus. Kelias būdais tai galima padaryti, jeigu laǐskams ǐsnešioti

yra 3 kurjeriai ir kiekviena
‘
laǐska

‘
galima patikėti bet kuriam ǐs ju

‘
.

2. Susirinkime turi kalbėti 5 pranešėjai, tarkime A,B, C, D, E. Kelias būdais galima
tai padaryti, kad B nekalbėtu

‘
anksčiau už A?

3. Kelias būdais galima susodinti 5 vyrus ir penkias moteris apie stala
‘
, kad vienos

lyties atstovas nesėdėtu
‘
greta? 2 · (5!)2

4. Traukinio vagono kupe yra du priešpriešiniai suolai, kuriose yra po penkias vietas.
Žinoma, kad keturi keleiviai nori sėdėti veidu i

‘
garveži

‘
, trys - nugara i

‘
garveži

‘
, o likusiems

trims nesvarbu kaip sėdėti. Keliais būdais galima parduoti bilietus i
‘
vietas taip, kad visi

būtu
‘
patenkinti.

5. Mama turi 2 obuolius ir 3 kriaušes. Kasdien duoda po viena
‘
vaisiu

‘
. Kelias būdais

galima ǐsdalyti šiuos vaisius?
6. Analogǐskas uždavinys, kai yra m obuoliu

‘
ir n kriaušiu

‘
?

7. Tėvas turi penkis apelsinus, kuriuos gali ǐsdalyti aštuoniems vaikams. Kiekvienam
duoda apelsina

‘
arba ne. Kelias būdais gali ǐsdalyti šiuos apelsinus?

8. Pašto skyriuje parduodama 10 rūšiu
‘
atviručiu

‘
. Keliais būdais galima nusipirkti 12

atviručiu
‘
, jei renkamės atsitiktinai? Keliais būdais galima nusipirkti 8 atvirutes? Keliais

būdais galima nusipirkti 8 skirtingas atvirutes, jei jūs paprašote pardavėjos tai padaryti?
9. Iš 7 vyru

‘
ir 4 moteru

‘
reikia sudaryti 6 asmenu

‘
grupe

‘
, kurioje būtu

‘
bent dvi moterys.

Keliais būdais tai galima padaryti.
10. Traukinys, kuriame važiuoja 100 keleiviu

‘
, sustoja 20 kartu

‘
. Keliais būdais gali

ǐslipti keleiviai? Tas pat uždavinys, tik dabar atsižvelgiame i
‘
tai, kiek keleiviu

‘
ǐslipa stotyje

(nesvarbu kokie).
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11. Knygu
‘
lentynoje yra 20 knygu

‘
. Keliais būdais galima pasirinkti 6 knygas, kad

nepaimtume dvieju
‘
knygu

‘
esančiu

‘
greta.

12. Knygu
‘
lentynoje yra 15 juodais ir 10 rudais viršeliais knygu

‘
. Kelias būdais gal-

ima sustatyti lentynoje knygas taip, kad juodosios knygos stovėtu
‘
viena šalia kitos eilės

pradžioje? Kiek bus ǐsdėstymu
‘
, jei pareikalausime, kad juodosios knygos būtu

‘
viena šalia

kitos, bet kokioje vietoje?
13. Keliais būdais ǐs 15 asmenu

‘
galima sudaryti darbo grupe

‘
? Laikome, kad darbo

grupe
‘
gali sudaryti bet koks asmenu

‘
skaičius.

14. Sakykime, kad m = pα1
1 . . . pαn

n , yra skaičiaus m kanoninis skaidinys. Kiek dalikliu
‘

turi šis skaičius?
15. Kiek skaičiu

‘
, mažesniu

‘
už milijona

‘
, galima sudaryti ǐs skaičiu

‘
a) 9, 8; b) 9, 8, 0.

a)2 + 22 + . . . + 26; b)2(1 + 3 + 32 + . . . + 35).
16. Kiek žodžiu

‘
galima sudaryti ǐs 9 priebalsiu

‘
ir 7 balsiu

‘
, jei kiekviename žodyje

turi būti 4 skirtingos priebalsės ir 3 skirtingos balsės? Kiek šitaip sudarytu
‘
žodžiu

‘
neturi

dvieju
‘
greta stovinčiu

‘
priebalsiu

‘
?

17. Iškyloje dalyvauja 92 žmonės. Sumuštiniu
‘
su dešra pasiėmė 47 žmonės, su sūriu

38 žmonės, su kumpiu 42 žmonės, su dešra ir sūriu 28 žmonės, su dešra ir kumpiu 31
žmogus, su sūriu ir kumpiu 26 žmonės. Visu

‘
triju

‘
rūšiu

‘
sumuštiniu

‘
pasiėmė 25 žmonės.

Keletas žmoniu
‘
pasiėmė tik po vyno buteli

‘
. Kiek žmoniu

‘
paėmė vyna

‘
?

18. Sudaromi visi neneigiami skaičiai mažesni už milijona
‘
. Kiek skaičiu

‘
bus parašyta

naudojant tik šiuos skaitmenis?
19. 30 žmoniu

‘
balsuoja už 5 pasiūlymus. Kiekvienas asmuo gali balsuoti tik už viena

‘
pasiūlyma

‘
, be to atsižvelgiama tik i

‘
tai, kiek balsu

‘
gauna pasiūlymas. Keliais būdais gali

pasiskirstyti balsai?
20. Apie apvalu

‘
stala

‘
susodinama 20 asmenu

‘
. Keliais būdais ǐs šiu

‘
asmenu

‘
galima

parinkti 8 asmenis taip, kad i
‘
pasirintu

‘
tarpa

‘
nepatektu

‘
nė viena kaimynu

‘
pora?

21. 10 kareiviu
‘
grupė buvo sustatyta i

‘
kolona

‘
. Keliais būdais būtu

‘
galime perstatyti

šia
‘
kolona

‘
, kad prieš kiekviena

‘
asmeni

‘
būtu

‘
vis kitoks asmuo, negu buvo ǐs pradžiu

‘
?

22. Kelias būdas galima surikiuoti 20 skirtingo ūgio asmenu
‘
i
‘
dvi gretas po 10 asmenu

‘
taip, kad kiekvienoje gretoje jie stovėtu

‘
pagal ūgi

‘
, be to, kiekvienas pirmosios eilės asmuo

būtu
‘
didesnis už asmeni

‘
stovinti

‘
prieš ji

‘
antroje eilėje?

23. 6 asmenys dalijasi 48 paveikslus po lygiai. Kiek yra tokiu
‘
pasidalijimu

‘
?

24. Kiek skirtingu
‘
dalikliu

‘
turi skaičius 4826?

25. Keturi asmenys dalijasi 20 vienodu
‘
objektu

‘
. Kelias būdais tai jie gali atlikti.

26. Kelias būdais keturi asmenys gali pasidalyti 10 obuoliu
‘
12 kriaušiu

‘
ir 7 apelsinus?

27. Yra 10 skirtingu
‘

objektu
‘

ir 7 skirtingas dėžės. Keliais būdais galima ǐsdėstyti
šiuos objektus po 7 dėžes? (Laikome, kad tuščiu

‘
dėžiu

‘
neturi būti).
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