V. KOMBINATORIKA
5.1 Junginiai

Tarkime, kad U yra netuscia aibé, kurioje yra n elementu. Tokias aibes vadinsime n—
elementémis (arba n) aibémis. Jei baigtinéje aibéje yra n elementu, tai aibés U elementu
skaic¢iu zymeésime |U| = n. Bet koki baigtinés aibés elementy rinkinj vadinsime aibés
elementu junginiu. Pastebésime, kad junginyje (be apribojimu) gali buti bet koks ir bet
kokiu, aibés elementu skaicius, t.y. rinkini galime sudaryti ir iS pasikartojanciu elementu.
Jungini vadinsime sutvarkytu, jeigu elementu padétis junginyje yra svarbi. Kitu atveju,
junginiai bus vadinami nesutvarkytais. Jeigu pradinéje aibéje yra n elementu, o sudary-
tame Sios aibés elementu junginyje yra k£ elementu, tai sakysime, kad junginys yra ’is n
po k. Junginius vadinsime be pasikartojimuy, jeigu visi junginio elementai yra skirtingi.
Priesingu atveju junginiai vadinami su pasikartojimais. Matematikos sritis, nagrinéjanti
aibés elementu junginiu sudarymo budus ir Siu junginiu skaic¢iaus nustatymo metodus vad-
inama kombinatorika.

Tarkime, kad kokiam nors objektui X pasirinkti yra n galimybiu, o objektui Y
pasirinkti yra m galimybiu, tai pasirinkti objekta "X arba Y” yra m + n galimybiu.
Tarkime, kad viename krepSyje yra 5 obuoliai, o kitame krepSyje- 7 kriausés. Tada
pasirinkti viena kuri nors vaisiu yra 12 galimybiu. Si taisyklé vadinama junginiu sumavimo
taisykle.

Tarkime, kad objektui X parinkti yra n galimybiu, o objektui Y parinkti yra m
galimybiu. Tada parinkti Siu objektu pora yra nm galimybiu.

Pavyzdziui, kiek galime sudaryti 3—elemenciu junginiu, jeigu pirmam elementui pasi-
rinkti turime 3 galimybes, antram- 5 galimybes, treciajam- 7 galimybes. Tada trielementi
junginiu galime sudaryti 3 -5 -7 = 105 budais.

Apibendrinkime auksc¢iau pateiktus pastebéjimus. Tarkime, kad aibéje X7 yra ni, Xs
yra nsg, ir t.t., aibéje Xj yra nj elementu. Tada galimybiu pasirinkti bent viena aibiu X1,
Xo, ..., X, elementu yra ny + no + ... + ni galimybiu. Tai junginiu sumavimo taisykles
apibendrinimas.

Sudarykime k—elemeti jungini, kuriame butu pirmosios aibés elementas, kitas junginio
elementas is aibés X5 ir t.t. k— asis junginio elementas i§ aibés Xj. Tokiu btidu sudarytu
junginiu skai¢ius bus lygus: ni-ns-. ..-ng. Si junginiu sudarymo taisyklé vadinama junginiuy
daugybos taisykle. Pastaroji taisyklé taikoma ypatingai daznai.

Tarkime, kad duota aibé X, kurioje yra n elementu. Sudarykime junginius iS n po k
elementu. Sutvarkytus junginius vadinsime gretiniais, o nesutvarkytus- deriniais.

Gretiniu be pasikartojimu, i§ n elementu po k, vadinsime bet koki sutvarkyta be
pasikartojimu aibés X poaibi, kuriame yra k elementy. Taigi, du gretiniai yra skirtingi,
jeigu jie skiriasi bent vienu elementu arba elementu tarpusavio padétimi.

1 Teorema Tarkime, kad aibéje yra n elementy. Tada is Sios aibés elementy galima
sudaryti tokj skirtingu k— maciuy gretiniuy skaiciy:

A

r n(n—l)...(n—k+1):n—!.
(n—k)!

n =
Pastebésime, kad Siuo atveju k < n.

S
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Sia formule irodykime naudodami matematinés indukcijos metoda. Tikriname Sios
formulés teisinguma, kai k = 1. Viena vertus, gretiniu iS n po 1 yra lygiai n. Antra vertus,
i formulés deSine puse irase k = 1 gauname, kad

n! n—1)n
_( ) =n.

(n—1)!  (n—1)

Taigi, pirmajam indukciniam Zingsniui formulé yra teisinga. Tarkime, kad kazkokiam
zingsniui k = [ formulé yra teisinga, t.y.

A =nn—1)...(n—1+1) =

(n—101
Parodykime, kad ir sekanciam zingsniui £ = [ 4 1 formulé yra teisinga, t.y.

|
Al —pn—-1)...(n—1) = ﬁ
Tarkime, kad turime koki nors [ elementi fiksuota gretini. Sudarykime [ + 1 elementi
gretini, priraSydami i§ desSinés prie [ elemencio gretinio viena elementa. Pradinéje aibéje,
kai [ elementis gretinys fiksuotas, Siam gretiniui nepriklausanciu elementu yra like n — [.
Taigi, kai [ elementis gretinys fiksuotas, galime sudaryti n—I[ nauju skirtingu [+ 1 elemenciu
gretiniu. Tokiu biidu visus [ 4+ 1 elemencius gretinius, naudodamiesi junginiu daugybos
savybe, gausime sudaugine [ elemenciu gretiniu skaiciu is [+ 1 elemenciu gretiniu skaiciaus,
kai [ elementis gretinys fiksuotas:

n! n!
TR e L

Parodéme, kad jei formulé teisinga skaiciui [, tai ji teisinga ir skai¢iui [ + 1. Naudodamiesi
indukcijos aksioma darome isvada, kad formulé teisinga bet kokiam natturaliajam skaiciui.
Formulé irodyta.
S/

I+1 _
AT =

Gretini be pasikartojimu is n elementu po n vadinsime kéliniu. Kéliniy skai¢iu zyme-
sime simboliu P,. Siu junginiu skaicius yra lygus

P, = A" = nl.

Gretiniu su pasikartojimais iS n elementu po k, vadinsime k— elementi gretini, su-
daryta i$ bet kokiu (ir tu paciu) sios aibés elementu. Gretiniu su pasikartojimu skaic¢iu

Zymésime simboliu A, . Siu junginiu skai¢ius yra toks:
2 Teorema Gretiniy is n po k su pasikartojimais skai¢ius yra
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Tegu A ={1,2,...,n}.

Sudarykime k—elemeti jungini i§ aibés A elementu, kuriame pirmoje pozicijoje bttu
aibés X7 = A elementas , antroje- Xo = A elementas ir t.t. k— oje pozicijoje aibés X = A
elementas. N audodam1e81 junginiu daugybos taisykle gauname, kad tokiu junginiu skaicius

_ ok
yrani - ng...np = nv.

2]

Pastebeésime, kad gretiniu su pasikartojimais skaicius, apibréziamas Dekarto sandauga:

=|AxAXx...xA|l=

Tarkime, kad turime k rusiu skirtingu objektu. Tegu ni+ns+...4+n; = n. T.y. pirmos
rusies objektu skaic¢ius yra nq, antros no ir t.t. k— os rusies yra ni objektu. Tada gretinj
i n elementu po n, kai elementai gretinyje kartojasi, vadinsime kéliniu su pasikartojimais.
Siu kéliniu skai¢iu Zymeésime simboliu P (n1,...,nk).

3 Teorema Kéliniu su pasikartojimais skaicius yra lygus

n!
Pn(nl, ,’nk> = m

S

Irodymas. Jei visi elementai butu skirtingi, tai skirtingu junginiu butu n!. Nesunku
suprasti, kad jei kai kurie elementai sutampa, tai juo keiciant tarpusavyje vietomis, o kitu
junginio elementu nekeic¢iant, naujo junginio negausime. Tarkime, kad junginyje pirmieji nq
elementai sutampa. Fiksave likusius n—n4 junginio elementus, o su pirmuosius n; keisdami
vietomis mes gausime ta pati jungini. Kadangi sutampantys elementai uzima n; pozicija
junginyje, tai atlike nq! keitimu mes turésime ta pati jungini. Vadinasi, jei junginyje yra nq
vienodi elementai, tai skirtingu junginiu skaicius bus —1' Visiskai analogiskai, jei junginyje
yra sutampancios no elementu ir t.t. nj elementu grupés, tai skirtingu gretiniu skaicius
bus lygus:

n!

Pn(nl, ,nk) =

nil...ng!’

S

Deriniu be pasikartojimu iS n elementu po k vadinsime bet koki aibés, turincios n
elementu poaibi, kuriame yra k elementu. Kitaip tariant, minétas derinys yra k— elementis,
nesutvarkytas junginys. Deriniu i$ n elementu po k skai¢iu zymésime simboliu C¥.

4 Teorema Jeigu aibé¢je n elementuy, tai deriniu iS n elementu po k yra toks skaicius:

S

Pastebesime, kad gretiniu ir deriniu sudarymo principas i§ n po k yra panasus, tik
sudarant derinius reikétu atkreipti démesi, kad derinyje elementu tvarka nesvarbi. Taigi,
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skaiciuodami deriniu skaiciu elgsimeés tokiu buidu: raskime visus gretinius i§ n po k ir kaip
ir kéliniu su pasikartojimais atveju, pasalinkime visus atvejus, kurie gaunami tuos pacius
elementus keiciant vietomis. Kitaip tariant deriniu i§ n po k skaicius yra k! kartu mazesnis
negu gretiniu i§ n po k. Vadinasi
Ak:
ck="n,
R
S
Deriniai su pasikartojimais. Nagrinésime junginius, kuriuose tvarka nesvarbi, bet
elementai gali kartotis, t.y. kartotini derini sudaro elementai ir Siu elementu kartotinumai.
Tiksliau kalbant, tarkime, kad rinkinyje elementas a; kartojasi m; karta, elementas ao
kartojasi no kartus ir t.t. elementas a; kartojasi n, kartu, beje ny +no +...nx = n. Tada
Si jungini, kai tvarka nesvarbi, vadinsime deriniu su pasikartojimais is n po k.
5 Teorema Deriniy su pasikartojimais is n po k skaicius yra toks:

—k k
Cn - CnJrkfl :

S

Tarkime, kad n = ny + ny + ... + ng, t.y. nagrinéjama rinkini sudaro k grupiu, kai
kiekvienoje yra nj pasikartojimu, 0 < ni < n. Uzkoduokime koki nors sudaryta derini
su pasikartojimais tokiu budu: jei i— oje grupéje yra pasirinkta n; > 0 elementu, tai
visus Siuos elementus koduojame vienetu, jei j— osios grupeés elementai nebuvo pasirinkti
i derini, tai §i grupé bus koduojama nuliu. Skirtingu grupiu elementai skiriami viena nuo
kitos nuliu. Jei seka prasideda nuliu tai reiskia, kad pirmosios grupés elementu sekoje néra,
o jei seka baigiasi nuliu reiskia, kad paskutiniosios grupés elementai nepatenka i derini.

Pateikime pavyzdi. Tarkime, kad pasto skyriuje yra triju rusiu atvirukai. Mergaite
nori nusipirkti 7 atvirukus. Keliais budais ji gali tai padaryti? Zinoma, pasirinkimo
galimybiu yra daug. Ka reiskia pateikti uzkoduoti pasirinkimai: 011110111, 110011111,
111011011. Pirmoji seka reiskia, kad pirmosios rusies atviruku nebuvo pasirinkta, antrosios
rusies buvo pasirinkta keturi ir treciosios- trys; antroje sekoje uzkoduotas toks pasirinki-
mas- buvo pasirinkti du pirmosios rusies atvirukai, antrosios rusies atviruku pasirinkta
nebuvo, o treciosios rusSies- penki atvirukai; trecioje sekoje uzkoduotas toks pasirinkimas-
buvo pasirinkti trys pirmosios ruisies atvirukai, du antrosios rusies atvirukai, o treciosios
rusies irgi du atvirukai;

Teskime irodyma. Pasirinktu btidu koduodami derini mes sudarome seka, kurioje
yra n vienetu (kiek pasirinkimu buvo atlikta) ir £ — 1 nulis, kurie atskiria skirtingas gru-
pes. Tad gauname vienetu ir nuliu seka, kuri atitinka derini su pasikartojimais. Belieka
nustatyti keliais budais galima isdéstyti junginyje n vienetu ir £ — 1 nuli. Bet tai jau
nagrinéetas uzdavinys, t.y. reikia nustatyti kéliniu skaiciu iS dvieju elementu, kai vieno
elemento kartotinumas n, o kito kartotinumas k£ — 1. Tokiu kéliniu yra

(n+k—1)!

Pria(n b —1) = nl(k—1)!
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Bet §is skaicius tuo paciu ir gretiniu su pasikartojimais is n po k skaic¢ius. Taigi

—k  (n+k—-1)!

mopl(k—1)!

S
Tarkime, kad sporto saléje yra 5 rusiu kamuoliai (kiekvienos rusies po daug). Be to
yra 8- ios mokiniu komandos. Keliais skirtingais biidais galima paskirstyti kamuolius Sioms
komandoms? Kadangi tai gretinys su pasikartojimais ”is 5 po 8” tai galimybiu skaicius
yra toks
Cs5 = Cgys-1-

5.2 Binominiai ir polinominiai koeficientai
6 Teorema (Niutono- Binomo formulé) Visiems n € N ir a,b € R teisinga lygybé:
(a+b)"=C%" +CLla" b+ C2a"2p* + ... + Clab" ™ +b". (1)

S/
Irodykime pastaraja formule, naudodami indukcijos metoda. Pradzioje irodykime
Paskalio lygybe:

Cht+Ch = Chuy, (2)
kadangi

n! n! o onl(+1)
(n—k+1)Y(k—-1)! * (n—k)k!  (n+1—k)k

Ch=1 4 Ok = = Oy

Visu pirma parodysime, kad aibé M, kuriems §i formulé teisinga, sutampa su natu-
raliuju skaic¢iu aibe (prisiminkime naturaliyju skai¢iu aibés aksiomatika). Tikriname ar $i
formulé teisinga, kai n = 1. Siuo atveju turime toki sarysi:

(a+b)' = Ca+ Cib.
Kadangi CY = O} = 1, tai lygybé teisinga, kai n = 1.
Darome prielaida, kad nagrinéjama lygybé (2) yra teisinga kazkokiam skai¢iui n = s.
Parodykime, kad ji teisinga ir sekanc¢iam skaiciui.
Turime, kad
(a+b)* =C%°* + Cla* o+ C2a* 2b* + ...+ Clab*~* +b°.

Parodykime, kad lygybé teisinga ir sekan¢iam zingsniui, t.y. kai n = s + 1. Tada

(40" = (a+b)Y ClaFp™F =" Cla*p ™+ + Y " Clatp*F,
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Pakeite paskutiniose sumose indeksu zymeéjimus: pirmoje sumoje k := [, o antroje sumoje
k :=1— 1 gausime toki reiskinij:

s+1
(a+b)s+l s—|—1_|_zclalbs l+1+20l lalbs l—|—1
=1 =1

5+1+Z Cl Cl 1 bs—l—f-l_'_bs—i—l.

Pasinaudoje (2) lygybe gauname

s+1
(a+ b)”l a*tt 4 Z o110 ps=iH1 4 pstl — Z 10 bps—i+1,

Teiginys irodytas ir sekan¢iam zingsniui, taigi jis teisingas ir visiems naturaliems skai¢iams.
S
Jei Sioje formuléje parinksime a = b = 1, tai gausime toki sarysi:

L. 2"=Co+Chr+Coit...+C

parinke a = 1, b = —1 gauname, kad
2. CV-Cl+C?— ... (-D)"C" =0

Tarkime, kad A kokia nors aibé ir |A| = n. Kiek galime sudaryti skirtingu $ios aibés
poaibiu? Visu pirma sutarkime, kad () yra visu aibiu poaibis, be to laikysime, kad tusciu
poaibiu aibéje A yra CO = 1. Kiekvienas §ios aibés elementas yra 1— elementis Sios aibés
poaibis. Taigi, vienaelemenciu poaibiu yra tiek, kiek galima pasirinkti i n— elementeés
aibés po viena elementa, t.y. C!. Nesunku suprasti, kad dvielemenciu aibiu i§ viso yra
C2, t.y. tiek, kiek galima sudaryti junginiu, kai tvarka nesvarbi, is n po 2. Analogiskai
samprotaujant gauname, kad k— elemenéiu aibiu i§ viso yra CF, t.y. tiek, kiek galima
sudaryti junginiu, kai tvarka nesvarbi, i§ n po k. Poaibiu, kuriuose yra n elementu gali
buti tik vienas- C)'. Sudéje visus Siuos skaicius gauname, kad visy aibés A, kurioje yra n—
elementu, poaibiu skaiciu, t.y.

clyrclyc?+. . 4C O =2"

7 Teorema Teisinga lygybé

n! e n
(Ty+ 20 +... 2" = E ﬁxlle...mz{”.
n1:Ma:...Mm:
ni+ns+...4+nm=n
Po sumos zenklu esancios lygybes prasmeé tokia: skaiciai ni,ns, ..., n,, nepriklausomai

viens nuo kito igyja tokias sveikasias neneigiamas reikSmes, kad buitu tenkinama po sumos
zenklu esanti lygybé.
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Kairiaja teoremos formuluotés lygybés puse perrasykime tokiu budu:

(x1 4+ 224 ... txn)" =@ +22+ ...+ xpm) ... (x1 + 22+ ...+ Tpp)

dauginami skliaustai n kartu. Atskliaude deSiniosios pusés narius gausime tokius démenis:

N AN (3)

be to visu rodikliu suma turi biti lygi n, kadangi kiekvienas démuo, kurio pavidala esame
uzrase, yra sudarytas iS n daugikliu, iskaitant ir pasikartojancius. Nesunku suprasti, kad
démenys, kuriuose yra tie patys skirtingi nezinomieji su vienodais laipsniais nagrinéjamoje
sumoje pasirodo ne viena karta, o jei démuo sudarytas iS vieno nezinomojo, tai jis bus
sutinkamas tik karta. Tad kiek kartu sutiksime démeni kuriame yra bent du skirtingi
nezinomieji su kokiu nors fiksuotu laipsniu. Démeni perrasykime tokiu budu

niy N

YTy Tt =T . TX . X2 Ty e T

paskutinéje lygybéje daugiklis 1 kartojasi ni karta, xo kartojasi no kartus ir t.t. x,, kar-
tojasi n,, kartus. Bet kaip sukeite vietomis paskutiniosios lygybés desinés pusés daugiklius
vietomis, gausime kita nagrinéjamos lygybés démeni, taciau jis bus analogiskas nagrinétam.
Kiek tokiu sutampaciu démenu yra? Tiek, keliais budais galime sukeisti vietomis rinkinio,
kuriame yra lygiai n elementuy, kai pirmasis elementas kartojasi n; karta, antrasis elemen-
tas kartojasi no kartus ir t.t., m— asis elementas kartojasi n,, kartu. Bet tai yra kéliniu
su pasikartojimais skaicius, t.y.

n!
P,(ni,ng,...,np) = —————.
n(n1, 12 m) nilng! .. ngy,!
Bet pastarasis skai¢ius nurodo (3) démens kai fiksuotas rinkinys ni, ..., n,, pasikartojimu
skaic¢iu sumoje. Tai ir reikéjo irodyti.

&)
5.3 Binominiu koeficientu savybés

Trikampe skaiciu lentele

Co
Y G
c3 C; C3

Cy C3 C3 C3
cy Ciy Cf CF

vadinsime Paskalio trikampiu.
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Irase konkrecias deriniu reikSmes gausime tokia lentele:

Pastebésime, kad naudota Paskalio lygybé galioja Siame trikampyje.

Be jau minétu 5.2 skyrelyje 1. 2. binominiu koeficientu savybiu paminésime dar kelias,
dazniausiai naudojamas savybes:

3. Cn—k = Ck.

4. CF | +CF1 = CF. (Paskalio lygybé)

5. CE4+CF  +...+CF , _=CEtL.

Pirmoji lygybé isplaukia i§ deriniu skai¢iaus C¥ apibrézimo. 2. lygybé buvo irodyta
6. teoremoje. Treciosios lygybes apibrézimas iSplaukia is tokiu rekurentiniu sarysiu:

k vktl k k41 k4l ok K+l okl
Cr =Crirs O + O = Cplss Oy + Ol =03,

k k1 vkl
Crtm—11tC¢ 1 =Crim:

6. Cicm=Cmeim.

Paskutiniosios lygybés teisinguma gauname is tokiu sarysiu:

, n! 1! n!
Cnli" = n—i)lmli—m)!  mli—m)n—i)!
nl(n —m)! B n! (n—m)! _ mpiem
m!(i —m)!(n —i)l(n —m)!  ml(in—m)! (i—m)(n—:i) Cn'Cnim

7. i”: nCr =m2m 1.

n=0
k
8. Ck.,=) CLCh .
1=0

Irodykime 7. lygybe. Tarkime, kad duota skaiciu aibé {1,2,3,...,m}. Is Sios aibés
sudarykime visus imanomus poaibius. Auksciau esame iSsiaiskine, kad i$ Sios aibés ele-
menty galima sudaryti C7!, n— maciu poaibiu. Visuose Siuose poaibiuose bendrai paémus
yra
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m

Z nC;

n=0

skai¢iu. SuskaiG¢iuokime kitaip poaibiuose esanciu elementu skai¢iu. Zinome, kad jei |A| =
m,tai iS viso yra 2" skirtingu aibés poaibiu. Kiekvienas fiksuotas skaic¢ius, tarkime 1
patenka ne i visus poaibius. Kadangi eliminavus viena elementa i$ likusiu galima sudaryti
2m~1 poaibiu, tai prie §iu poaibiu prijunge 1 gausime visus poaibius, kuriuose yra pasalintas
elementas, Siuo atveju 1. Pastebékime, kad visi elementai lygiaverciai. Taigi, padaugine
visu elementy skaiciu i§ poaibiu, kuriose Sis elementas yra, skaiciaus gausime, kad visuose
poaibiuose yra m2™ ! elementu.

7. sarysis irodytas.

Irodykime 8. lygybe. Pastebésime, kad binominis koeficientas C* tm
biu, pasirinkti k elementu i§ m+n, skai¢iu. Siuos pasirinkimus realizuokime kiek kitu btidu:
visu pirma pasirinkime ¢ elementu iS pirmuju m, o po to trikstamus k — ¢ pasirinkime is
likusiu n elementu. Sudéje visas Sias pasirinkimu galimybes gausime ieskomosios lygybés
irodyma.

8. sarysis irodytas.

— reiskia galimy-

5.4 Récio metodas

Sakykime, kad X objektams yra budingos savybés: ai,...,a,. Kiekvienas i§ Siu
X objektu gali turéti bent viena i§ nurodytu savybiu arba ne. Simboliu X (aq,...,a,)
zymeésime Siu X objektu, turin¢iu savybes nurodytas skliaustuose, skaic¢iu. Jei objektas
neturi kurios nors is§ savybiu, tarkime aq, tai objektu skaiciu, be Sios savybés Zymeésime
taip: X (aj,ah...al).

8 Teorema (Récio metodas) Objektu, kurie neturi visu iSvardintu savybiu, skaicius
yra toks:

n n—1 n n—2 n—1 n
X(allw"aa;l):X_ZX(ai)—i_ Z ZX(aiuaiz)_ Z Z ZX<ai17ai27ai3)+
i=1 i1=1, jp=2 i1=1, i3=2, j3=3
11 <t 11 <ig 19<i3
A (=1)"X(a,a2,...,a,). (4)

Sioje sumoje nurodytos visos galimos savybiu galimybés. Degineés pusés démuo neigia-
mas, jei savybiu skaiCius nelyginis ir teigiamas- priesingu atveju.

Irodymas. Taikysime indukcijos metoda, savybiu skaiciaus atzvilgiu.

Tarkime, kad nagrinéjami objektai turi viena savybe, t.y. tegu n = 1. Tada i$ viso
objektu skaiciaus atéme objektu, kurie turi Sia savybe, skai¢iu gausime objektu, kurie
neturi Sios savybeés, skaiciu, t.y.

X(a})) =X — X(aq).
Taigi, pirmam indukciniam zingsniui formulé yra teisinga.
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Darome indukcine prielaida, kad formulé yra teisinga, kai nagrinéjami objektai turi
n — 1 savybe. Taigi, laikome kad lygybé

n—1 n—2 n—1 n—3 n—2 n-—1
X(da},...a, {)=X — ZX(ai) + Z Z X(a;,,ai,) — Z Z Z X(ai,, aiy,a;,)+
i=1 i1=1, §o=2 i1=1, i2=2, 43=3
i1 <io i1 <ig ig<ig
..+(—1)n_1X(a1,a2,...,an_l). (5)

teisinga. Parodykime, kad ji teisinga ir sekanc¢iam zingsniui t.y., kad prijungus papildoma
savybe formulé, kuria remiantis skai¢iuojame objektu, neturinc¢iu savybiu aq,ao,...,an
skaiciu, yra analogiska.

Pastebékime, kad (5) formulés kairioji puse reiskia objektu, kurie turi savybe a,,, bet
neturi savybiu aq,...,a,—1, skaiciu. Bet tada (5) lygybés kairéje ir desinéje puséje prie
kiekvienos funkcijos X(...) skai¢iuojancios objektu skai¢iu, turin¢iu tam tikras savybes
argumentu pridedame papildoma savybe a,,. Gauname, kad

n—1 n—2 n—1
X(ay,...a,_1,a,) = X(an) — ZX(ai,an) + Z Z X(ai,,ai,,a,)
i=1 =L ip=2
i1 <ig

n—3 n—2 n—1

o Z Z ZX(ai17aigvai37an)+

i1=1, iz=2, j3=3
i1 <ig i9<i3

A (=D)" X (a1, a0, G, G). (6)

Atkreipsime démesi, kad jei i objektu, neturin¢iu pirmuju n — 1 savybiu, atmete
tuos objektus, kurie turi savybe a,, gausime skai¢iu objektu, kurie neturi visu ay,...,a,
savybiu, formaliai:

X(a’l,a'z, .. ,a'n) = X(a’l,a'z, .. ,a%_l) — X(a'l,alz, . ,a%_l,an).

Atéme (5) ir (6) lygybiu kairiasias ir desiniasias puses (naudojame indukcine prielaida)
bei pasinaudoje paskutiniaja lygybe gauname, kad

X(a),ah,...,a)) = X(ay,ay,...,a,_1) — X(a},ab,....ah_1,a,) =
n—1 n—2 n—1 n—3 n—2 n—1
X — ZX(CLJ—F Z ZX(ail,aiQ) — Z Z ZX(ail,aiz,ai3)+...
i=1 i1=1, j9=2 i1=1, i2=2, 43=3
zl<z2 ’Ll<12 12<23
n—1 n—2 n—1
(1) X (a1, az, . ., an_1) — <X(an) 3 Xana)+ SN X(ai,ai,,a0)
i=1 ?1:% io=2
i1 <ig
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n—3 n—2 n—1

— Z Z X(aj,, @iy, Qig,an) + ...+ (—1)”_1X(a1,a2, . ,an_l,an)) =

i1=1, ip=2, j3=3
i1 <ig i9<i3

n n—2 n-—1 n

X—ZX(&Z)-F z_: ZX(ail,aiQ)— Z Z ZX(ail,aiZ,ais)—l—...

=1 i1=1, 99=2 i1=1, i2=2, 43=3
i1 <ig i1 <ig ig9<ig

+(=1)"X(ay,az2,...,a,).
@D

Pateiksime keleta Sio metodo taikymo pavyzdziu.
1. Tarkime, kad elementu su nurodytomis savybémis skaic¢ius X (a1, as,...,a,) prik-
lauso ne nuo paciu savybiu, o tik nuo ju skaiciaus, t.y.

X(a1)=...=X(an) = X1, X(aiy,ai,) = Xoy ..., X(4iy,...,05,) = X,

1 <1 <19 <n.

n
Pastebésime, kad §iuo atveju Y. Xa; = CLX; ir
i=1

n—1 n
Z Z X(ail,aiQ) = XQCZ

i1=1, i2:2
i1 <ig

ir t.t..

Tada récio formule galime perrasyti tokiu budu:

X(a),,...,a, ) =X —-CpX1+C2Xo— ...+ (-1)"X,. (7)

2. Tarkime, kad P,, yra kéliniu, kurie sudaromi i§ pradinés aibés {1,2,3,...,} ele-
mentu skaicius (P, = n!). Pazymékime simboliu D,,, n— elemenciu kéliniu, kuriuose né
vienas elementas nelieka pradinéje padétyje, skaic¢iu. Pavyzdziui, tarkime, kad pradiné
aibé {1,2,3}. Tada P3; = 3! = 6 ir D3 = 2 (patikrinkite). Apibrézkime savybe a;— tokiu
budu: elementas i lieka savo vietoje. Tada X (a;) yra kéliniu, kuriuose i— asis elementas
lieka vietoje skai¢ius, o X (a;,, @iy, ... a5, ), 1 < i1 < iy < ...ix < n yra kéliniu, kuriuose
elementai i1, 19, ..., pasilieka savo vietoje, skaicius.

Nesunku suprasti, kad tuomet

X(ail,ab,...aik) =Pk, 1 <1 <ig<...0p <n.

Taikydami (7) formule gauname, kad

D, =X(a;,....,a; ) =P, —CrPy1+CiPyo— ...+ (-1)"Py =

’i17
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1 1 1 1
| - R 1\ =
n!(1 TR R n!).
Skaiciai D,, yra vadinami subfaktorialais.
3. Tarkime, kad Ay, Ao, ..., A, yra aibés A poaibiu sistema. Pazymékime S(i) = |4;]
ir S(’Ll,,Zk) = |A11 ﬂ...ﬂA¢k|, 1 S kén Be to

i1 ®

Simbolis ... reiskia, kad sumuojama pagal visus skirtingus indeksu aibés {1,...,n}
(k)
poaibius {iy,...,ix}. Beje, tokiu démenu skai¢ius yra lygus CF.
Teisingos lygybe:

AN AN NA, | =[A] =81+ 83— S3+ ...+ (=1)"Sy; (8)

Pastaroji lygybe- récio teoremos isvada.

5.5 Stirlingo skaiciai

1. Tarkime, kad yra n skirtingu objektu, kuriuos reikia patalpinti i m déziu tokiu
buidu, kad paskirstymas tenkintu papildomus reikalavimus. Kiek tokiu iSdéstymu iS viso
galétu buti? Tokio pobudzio uzdaviniai vadinami urnu uzdaviniais.

2. Sakykime, kad X,Y dvi baigtinés aibés. |X| =mn, |[Y|=m, f:X — Y.
Pastebésime, kad jei aibé baigtiné, tai §i aibé ekvivalenti naturaliuju skaic¢iu intervalui.
Vadinasi baigtine aibé gali biti sunumeruota ir tuo paciu metu sutvarkyta. Taigi, bijekcijos
tikslumu, visas baigtines aibes galime sutapatinti su naturaliyju skaiciu intervalu. Tad
nemazindami bendrumo galime laikyti, kad

X=A{L2,....,n}, Y={1,2,....m}, f(X)={f(1),...,f(n)},
1< f() <m, D(f)=X. )

Kiek yra totaliu funkciju, kurios tenkina Siuos reikalavimus?

Kiek yra budu paskirstyti n objektu i m dézes? Pastaraja problema, naudodami
funkcijos terminologija galime aprasyti tokiu budu: f(i) = k, i € X, k € Y. Taigi,
funkcija yra taisyklé, kuri apraso aibés X elementu isdéstymo i dézes 1,...,m principa.
Kitaip tariant, kiekvienam elementui priskiriame déze tuo paciu sudarome n— elemencius
junginius.

Pastebesime, kad atsakymas i pirmaji klausima jau buvo pateiktas, t.y. jei norime
sudaryti n— elemencius junginius i§ m— elementés aibés elementu (kurie gali ir kartotis).
Taigi, ieskomas skirtingu gretiniu su pasikartojimais i§ m po n skaic¢ius yra



Matome, kad skirtingu funkciju yra tiek, kiek yra n ilgio zodziu, kai abécéléje yra m
simboliu. Beje, tai atsakymas ir i antraji klausima. Skai¢ius skirtingu funkciju f : X — Y,
jei D(f) = X yra toks pat.

Panagrinékime, kiek yra skirtingu siurjekciju, kai f: X — Y, D(f) =X, E(f) =Y.
Beje, jei §is atvaizdis yra funkcija, tai m < n. Pasinaudokime réc¢io metodu. Pazymékime
simboliu A; aibe, kuria sudaro tie atvaizdziai f : X — Y, kurie neigyja 1. Tokiu atvaizdziu
yra (m — 1)". Pazymékime simboliu A; N A; atvaizdziu aibe, kurie neigyja reiksmiu ¢ ir j.
Tada,

|AZ N AJ| == (m - 2)”

Ir pagaliau, sankirta A;, N A;, N...N A;, sudaro tie atvaizdziai, kurie neigyja reikSmiu
il,iQ, ce ,ik. Tada
’Ail ﬂArLé N... ﬂAlk| = (m— ]{I)n

Nagrinéjamoji siurjektyviu funkciju aibe aprasome tokiu budu:

AlUAU...UA, =A NAyN...NA,.

Naudodamiesi (8) gauname, kad siurjekciju skaicius yra lygus:

S = ‘Zl ﬂZgﬂ...ﬂZn‘ :m”—Sl+S2—534-"'4-(_1)”8”'
Pastebéje, kad S; = (m — 4)"C!, gauname, kad

m

Qn,m) = 3 (=1 (m — k)"CE,. (10)

k=0

Taigi, paskutinioji suma yra ieskomasis siurjekciju skai¢ius. Sis skai¢ius vadinamas
pirmos riisies Stirlingo skaic¢iumi.
9 Teorema Tarkime, kad funkcijos apibréztos (9) sarysiais. Tada grieztai monotoni-

niu funkciju skaicius yra lygus C7),, o monotoniniu funkciju skaicius yra lygus C}), ;.

Sakykime, kad baigtinéje aibéje A yra n elementu. Nemazindami bendrumo galime
laikyti, kad A = {1,2,...,n}. Aibés A netus¢iu poaibiu sistema A;, i € {i1,... ik}
vadinsime aibés A skaidiniu k-blokais, jei A; N A; =0,i # j ir

A:Ajlu...UAjk, 1§k3§n

Pazymékime simboliu S(n, k) visu aibés A skaidiniu k— blokais skai¢iu. Sis skai¢ius

yra vadinamas antros rusies Stirlingo skai¢iumi .

Paprastai laikoma, kad S(0,0) = 1. Be to

S(n,0) =0, m>0; S(n,n)=1, Sn,m)=0, m>n.

10 Teorema Teisinga lygybé:
S(n,m)=Sn—-1,m—1)+mS(n—1,m).
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S

Sakykime, kad B yra visu aibés A, |A| = n skaidiniu m blokais aibé. Apibrézkime du
Sios aibeés poaibius tokiu budu:

B :={XeB;3B€ X,B={n}},By:={X €B;3IB€ X,B = {n}}.

Is siu poaibiu apibrézimo isplaukia, kad pirmajam poaibiui priklauso skaidiniai, kuriu-
ose vienas skaidinys butinai sudarytas tik iS elemento n. Skaidiniui By priklauso visi kiti
skaidiniai. Aisku, kad B = By U By ir B; N By = 0.

Suskaiciuokime $iu poaibiu elementu skai¢iu. Pirmaji poaibi t.y. B; sudarantys m—
skaidiniai turi ta pati skaidinio elementa {n}. Vadinasi, visus §io poaibio elementus (skai-
dinius) gausime sudarydami aibés {1,2,...,n — 1},m — 1 elemencius bloku skaidinius.
Vadinasi

|B1|=S(n—1,m—1).

Visi poaibio By skaidiniai gaunami tokiu budu: sudarome visus aibés {1,2,...,n — 1}
m-blokus ir paeiliui i kiekviena bloka patalpiname elementa n. Taigi

|B2| = mS(n—1,m).
Pastebéje, kad

S(n7m) = |Bl| + |82’7

gauname teoremos irodyma.
2]

Rasime formule skai¢iams S(n, k) skaic¢iuoti. Tarkime, kad siurjektyvios funkcijos
f:+A—{1,23,...,k},D(f) = A. Naudodamiesi (10) lygybe turime, kad siurjektyviu
funkciju skaicius yra

k
Qn k) =Y (=1)'(k —i)"C}.
i=0
Fiksave funkcija, suskaidykime funkcijos apibrézimu sriti nesikertanciomis aibémis
tokiu budu:
Ay =fr4), i=1,... k. (11)

Gauname funkcijos apibrézimo srities k— bloku skaidini:A = A; U... U A. Aisku, kad
kiekviena siurjekcija apibrézia vieninteli aibés A, k— bloku skaidini. Antra vertus, fik-
savus bet koki aibés A k— bloku skaidini, su Siuo skaidiniu galime susieti k! siurjekciju.
Vadinasi skirtingu siurjekciju, tenkinanciu (11) yra tiek, kiek skirtingu aibés {1,2,...,k}
kéliniu. Tada siurjekciju skai¢iu (pirmos rusies Stirlingo skai¢iu) galime isreiksti antros
rusies Sirlingo skai¢iumi tokiu budu:

Q(n, k) = S(n, k)k!.
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Tada ieskomasis antros rusies Stirlingo skaicius yra toks:

1 1<
S(n,k) = —k—; k—i)"Cy.

Belo skai¢iumi B(n) vadinsime aibés A = {1,...,n} k— bloku skaidiniu k = 1,...,n
suma,t.y.
= Z S(n, k).
k=1

Laikoma, kad B(0) := 1.
Be rodymo pateiksime viena rezultata.
Teorema Teisinga lygybé:

B(n+1) =Y CiB().

5.6 Junginiuy kombinatorika

Siame skyrelyje nagrinésime ivairius, junginiy sudarymo principus, bei skai¢iuosime
junginiu skaiciu.

1. Tarkime, kad yra n skirtingu objektu, bei k£ déziu. Laikykime, kad pirmoje dézéje
turi buti patalpintas n, objektas, it t.t. k— oje dézéje turi buti patalpinta ng objektu,
kai n1 + ... + nr = n. Keliais buidais po Sias k£ dézes galima paskirstyti po nurodyta
elementy skaiciuy? Pastebésime, kad | pirmaja déze galime parinkti C]'* elementy ir t.t. i
paskutiniaja déze- C)'* elementy. Naudodamiesi daugybos taisykle gauname, kad i§ viso
tokiu suskirstymu i dézes yra toks skaicius:

nine N
cmene | O,

Pastebésime, kad $is skai¢ius yra lygus P, (n1,...,n). Naudodamiesi kéliniu su pasi-
kartojimais formule pastaraji uzdavini galime suformuluoti tokiu budu: yra i viso n
objektu, kuriuos suskirstome | k skirtingas riisis, kai kiekvienos ruSies objektu yra nq,
ng, ..., Nk, t.y. ni + ...+ nx = n. Tada i$ siu objektu galima sudaryti P,(ni,...,nk)
skirtingu kéliniu. Matome, kad Sie du uzdaviniai siejasi, kadangi kiekviena keélini galime
skirtyti i k£ klasiu, kai i pirmaja klase patenka numeriai vietu, kurias uzima pirmo tipo
objektai ir t.t. i k— aja klase patenka numeriai vietu, kurias uzima k— ojo tipo objektai.

2. Sakykime, kad yra m; pirmosios risies objektas, no— antrosios risies objektai ir
t.t. nx— k-osios rusies objektai. Tada skaic¢ius biidu, paskirstyti Siuos objektus i dvi dézes
lygus

(n1+1)(na+1)...(ng +1).

Jei pareikalausime, kad kiekvienoje dézéje butu ne maziau negu s;, i— osios rusies
objektu, tai analogiskas skaic¢ius bus lygus
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(ng1 —2s1+1)(ng —2s9 +1)...(nk — 28, + 1).

3. Sakykime, kad i k déziu reikia paskirstyti n vienodu objektu. Kiek yra skirtingu
budu atlikti Siuos paskirstymus. Spreskime §i uzdavini tokiu budu: iSdéste Siuos objektus i
eile, k—1 tarpu suskirstykime Siuos objektus i £ grupiu. Tai ir bus vienas i§ mums tinkamu
suskirstymu. Kadangi tarpu padétis objektu atzvilgiu svarbi (nuo to priklauso elementu
skai¢ius dézéje), tai turésime keélini su pasikartojimais i§ n + k£ — 1 elemento, kai yra dvi
skirtingu elementu grupés, kuriose yra n ir k — 1 elementu. Taigi, Siuo atveju junginiu
skaicius bus lygus
(n+k—1)!

Ppyp-1(nk—1) = RUEL

= Cfili_l-

Tarkime, kad pirmosios rtsies objektu skaicius yra lygus nq, antrosios- no ir t.t. k—
osios ny. Keliais skirtingais buidais galima isskirstyti siuos objektus i s déziu. Remdamiesi
auksciau nagrinéta problema gauname, kad pirmosios riisies objektus galima isskirstyti po
s déziu C)' | ir t.t. k— osios rusies objektus galima isskirstyti po s déziu C;*, . ;.
Tada bendras isskirstymu po dézes skaicius yra lygus:

ni Nk
CnlJrsfl e an+5,1~

Panagrinékime situacija, kai kiekvienoje i§ déziu bus bent po viena objekta. Pasielkime
tokiu budu: isdéstome objektus i eile. Tarp Siu objektu bus n — 1 tarpas. Tarp Siun — 1
tarpo, pasirinke k£ — 1 tarpa, mes tuo paciu nepasirinktus tarpus pasaline gauname viena
elementu isdéstyma i dézes. Taigi, tokiu iSdéstymu skaicius lygus

chl

Aptarkime analogiska situacija papildomai tardami, kad objektai yra skirtingi be to
yra svarbi objektu issidéstymo tvarka pasirinktose dézése. Laikome, kad visi n objektai
yra skirtingi. Zinome, kad skirtingy kéliniu i§ n objektu galima sudaryti n!. Auksciau
nagrinéjome, kad paskirstyti n vienodu objektu po k déziu skaicius yra lygus C’S;,ﬁ_l. Tada
nagrinéjamas paskirstymu skaicius, remiantis daugybos taisykle, yra lygus n!C’SIi_l =
A’:Ljri_l. Visiskai analogiskai sprendziame uzdavini, kai kiekvienoje dézéje bus bent po
viena objekta. Tada skirtingu paskirstymu po dézes skaicius yra n!C’ﬁj = Aﬁj.

Panagrinékime bendresni uzdavini t.y. apskaic¢iuokime kiek skirtingu paskirstymu po
dézes galime sudaryti, kai yra n skirtinguy objektu, kurie yra skirstomi po k déziu, kai
nebutinai visi objektai yra pasirenkami.

Suskirstykime Siuos paskirstymus priklausomai nuo to, kiek objektu yra pasirinkta. Jei
buvo pasirinkta s objektu, tai is 8iu pasirinktu objektu galima sudaryti A3, _; paskirstymu
po k dézes. Kita vertus pasirinkti s i§ n yra C; galimybiy, tai skirtingu paskirstymuy,
kuriuose yra s objektu skaicius lygus C; A7, . Tada visu paskirstymu skaicius yra toks:

n
E S AS
CnAs—i—k—l :
s=0
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Jei pareikalausime, kad kiekvienoje dézéje buitu bent vienas objektas, tai tokiu pa-
skirstymu skaicius bus lygus

ZC’S —lsl.

4. Panagrinékime natiiralaus skaiciaus skirstymo i démenis problema. Tarkime, kad
nagrinejame skirtingus skaicius ni,...,ng, n1 + ...+ nx = N. Keliais buidais galime
sudaryti suma ni+...4+ng = N, jei démenu iSsidéstymo tvarka yra svarbi, t.y. laikysime du
uzraSymo budus skirtingais, jei bent du elementai sumoje yra skirtingose vietose. Simboliu
f(N) pazymékime skai¢iu budu, kuriais galime sudaryti minéta suma i$ skai¢iu nq, . . ., ng,
kai démenu tvarka yra svarbi. Fiksuokime viena skaiciaus N uzrasyma démenimis laiky-
dami, kad paskutinysis démuo yra n;. Aisku, kad be Sio démens likusi suma lygi N — n;.
Bet tada, skaic¢ius budu, kuriais uzrasome skaic¢iu N, kai paskutinysis démuo yra n; yra
lygus f(N — n;). Pakartoje Siuos samprotavimus, kai fiksuojame visus i € {1,...,k} bei
taikydami junginiu sumavimo taisykle gauname, kad

(12) Zf —ny).

Laikysime, kad f(N) =0kai N <0ir f(0) =
Tarkime, kad ny = 1,...,n, = k. Nagrinésime skaic¢iaus N iSskaidymus démenimis,
kai démenu tvarka svarbi. Remdamiesi auks¢iau uzraSytu sarysiu turime, kad

Zgb —1—1).

Tada
d(N —1)=2¢p(N —1)—¢(N —k —1).

Jei démenu skaicius lygus s, tai gauname, kad skaic¢iu N galime isskaidyta s démenu suma
O35, Tada
GIN)=CX_, +Ch 1 +...+CNZL =N~

Taigi, naturini skai¢iu N démenimis (kai atsizvelgiama i démenu isdéstymo tvarka) galima
isskaidyti 2V ! budais.

5. Tarkime, kad siun¢iamas pranesimas, kuris koduojamas keliu tipu signalais. Tegu
pirmojo tipo signalo perdavimo trukme lygi ¢; vienetu skaiciui, antrojo tipo-t, laiko vienetu
skaiciui ir t.t. k— ojo tipo -tx vienetu skaic¢iui. Kiek skirtingu pranesimu galima perduoti
Siais signalais per T laiko vienety? Laikome, kad sudarant pranesima nebegalima pa-
pildomai prijungti signalo, nepereikvojant laiko 7. Simboliu f(7") pazymékime pranesimu,
kuriu siuntimo trukmé T, skai¢iu. Naudodamiesi (z1) formule gauname, kad $iu pranesimu
skaicius lygus

JO)=fT—t)+...+ f(T—t); f(T)=0,T<0; f(0)=
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6. Panagrinékime dar viena skaic¢iaus uzraSymo démenimis problema. Pazymékime
simboliu f(m, N) skai¢iaus N suskirstymo i m démenu galimybiu skai¢iu, t.y. keliais budais
galima uzraSyti duota skaic¢iu m démenimis, jei démenis galima pasirinkti i§ skaiciu aibés
{ni1,mna,...,ni}. Skaitytojui siulome isitikinti, kad

fm,N)=f(m—1,N —ny)+...+ f(m—1,N —nyg).

Tada, kai n; = ¢ gauname skaiciaus N uzraSymo m démenimis nagrinétos problemos
atskira atveji, kai paskutinéje formuléje n; = .

7. Skai¢iaus uzraSymas démenimis, kai démenu tvarka nesvarbi. Tegu f(nq,...ng, V)
zymi skaic¢iaus N isskaidyma aibés {ni, ..., ny}, kuriu nors nesikartojanciu elementu suma,
buduy skaiciu.

Visus skaiciaus /N suskaidymus démenimis suskirstykime i dvi klases- tas, kuriose yra
elementas nj ir tas, kuriose néra elemento ni. Tada bendra isskaidymu skaiciu galime
uzraSyti tokiu budu:

f(ny,...,ng; N) = f(n1,...,np—1; N —ng) + ...+ f(ny,...,ng—1; N).

Tesdami §i procesa gausime formule, kurioje reikés iSspresti nulinés sumos isskaidymo
uzdavini arba vieno skaiGiaus uzrasymo tuo paciu skai¢iumi uzdavini. Sie paskutinieji
uzdaviniai iSsprendziami vienareikSmiskai, be to gana daznai tenka daug démenu praleisti,
kadangi jei ny +...+ng < N, tai f(ny,...,ng) = f(n1,...,nk; N) = 0, nes suma mazesné
negu N, o jei np > N, tai

f(nla"‘vnk;fv):: f(nla"'ank—l;pJ»

Sakykime, kad skai¢iu N uzrasysime skaiciu 1,2, ..., n skirtingais démenimis (démenu
tvarka néra svarbi). Pazymeékime §iu skirtingu israisku skai¢iu simboliu ®%;. Remiantis
anksciau pateiktais samprotavimais gauname, kad

n—1 n—1
N=0y  + Py, =1
Panagrinékime bendresni atveji, t.y. tarkime, kad démenys gali kartotis. Tegu W% Zymi
skaiciu visu galimu skaic¢iaus N israisku skaiciu, kurie yra tarp skaiciu 1,2,...,n. Tada
n—1
RTZZWN' +Jyx—m‘

Pastebésime, kad i§ viso, skai¢iu N suskirstyti démenimis yra ¥4 galimybiu, o su-
skirstyti skirtingais démenimis yra ®% galimybiu.

5.7 Rekursija. Katalano skaiciai

Spresdami junginiu sudarymo bei ju skai¢iaus nustatymo uzdavinius daznai pradini
uzdavini keisdavome kombinatoriniu uzdaviniu, kuriame tekdavo nagrinéti objektus su
mazesniu objektu skai¢iumi. Pradinio uzdavinio keitima analogiskais uzdaviniais, kuriuose
nagrinejamu objektu skaicius mazesnis vadinsime rekursijos metodu. Paprastai naudojant
rekursijos sarysi, spresdami uzdavini, kuriame yra n objektu, keiciame uzdaviniu, kuriame
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yra n — 1 objektas, o pastaraji keiciame uzdaviniu kuriame yra n — 2 objektai ir t.t.
Tokiu budu mes arba supaprastiname pradinio uzdavinio sprendima ar gauname formule,
kurios déka galime skaic¢iuoti n— ojo zingsnio sarysius, naudodamiesi fiksuotais dydziais bei
sary$iais, kuriuose figiruoja zingsnis n. Pavyzdziui, skaitytojui gerai zinoma aritmetinés
progresijos n— ojo nario formulé: a,, = a3 +d(n —1) arba aritmetinés progresijos n— nariu
sumos formulé: S, = %("_1) -n— yra rekursijos pavyzdziai.

Naudodamiesi rekursija (bei kitomis kombinatorinémis taisyklémis) galime irodyti
daug kombinatoriniu formuliu. Pateikime pavyzdi. Tarkime kad aibéje yra n skirtingu
skaic¢iu {1,2,...,n}. Zinome, kad i3 sios aibés elementy galima sudaryti n! skirtingu kéliniu.
Irodykime Sia kéliniu skai¢iavimo formule naudodami rekursija. Simboliu P,, pazymékime
pradinés aibés skirtingu kéliniu skaiciu. Pastebésime, kad jei fiksuosime kuri nors elementa,
tarkime n, tai su bet kuriuo n — 1 elemenciu kéliniu kombinuodami §i elementa gausime
n skirtingu n elemenciu keéliniu. Taigi, P, = nP,_1. Toliau analogisku budu nagrinéedami
n — 1 elemente aibe gauname, kad P,_1 = (n—1)P,_s. Taigi P, = n(n—1)P,_5. Nesunku
suprasti, kad P, =n(n—1)...2P;. Bet P, = 1. Gauname, kad P,, = n!

Panagrinésime viena klasikini uzdavini, kuris susijes su rekursijos metodu. Italu
mastytojas Fibonaci 1202 metais pasitilé toki uzdavini:

Triusiu pora kas ménesj susilaukia dvieju palikuoniu (patinélio ir patelés), o pastaroji
jaunikliy pora po dvieju ménesiy taip pat susilaukia analogisko prieauglio kaip ir ankstesné.
Kokia triusiu banda bus po metu, jei metu pradzioje turéjome viena triusiu pora?

Pradiné pora po ménesio susilaukia poros jaunikliu, todél po ménesio turésime dvi
poras, po dvieju- tris poras po keturiu penkias poras ir t.t. Formalizuokime §i uzdavinj.
Tarkime, kad po n ménesiu turésime F'(n) triusiu poru. Tada po n + 1 ménesio turésime
tas pacias F'(n) poras bei papildomas F'(n — 1) poras, kurias atsivedé vyresni negu ménuo
triusiai. Taigi

Fn+1)=Fn)+ F(n—-1), kai F(0)=1, F(1)=2.

Matome, kad naudodamiesi §ia rekursine formule galime rasti (nuosekliai skai¢iuoda-
mi) triusiu skai¢iu po bet kokio laikotarpio. Skai¢iai F'(n) vadinami Fibonacio skaiciais.
Isreikskime Siuos skai¢ius binominiais koeficientais. Sudarykime vienetu-nuliu sekas, ku-
rios koduotu vienos triusiu poros palikuonius. Tiksliau kalbant, priskirkime seka triusiu
porai remdamiesi taisykle: vienetus priskiriame tiems ménesiams, kuomet gimeé proteviu
pora, o nuliai reiSkia genealoginio medzio pertruki. Pavyzdziui seka 0010010100010 ko-
duoja toki genealogini medi: pradiné pora trecio ménesio pabaigoje pagimdé pora, kuri
yra tévai poros, gimusios SeStojo meénesio pabaigoje, o pastrieji yra tévai poros, gimusios
astunto meénesio pabaigoje, kurie yra tévai dvyliktojo ménesio pabaigoje gimusiai porai.
Tiksliau kalbant, Sis kodas yra poros, gimusios dvylikto ménesio pabaigoje genealoginis
medis. Pastebésime, kad Sioje sekoje du vienetai niekada nebus saliai, kadangi gimusi pora
viena meénesi palikuoniu nesusilaukia. Pradiné triusiu pora yra koduojama nuline seka
0000000000 - - - 0. Fiksuokime n. Tada visu n ilgio sekuy, kai du vienetai néra Salia skaicius
yra lygus F'(n). Parodykime, kad

n+l -
13) ()=l Cha Gyt ot Clpn p= {2 "2 ke
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Teguk € N, 0 <k < [n+1/2]. Panagrinékime n ilgio sekas, kuriose k vienetu ir n—k nuliy,
be to du vienetai néra greta. Tokio pobudzio rinkinius esame nagrinéje. Fiksuotam n ir k
tokiu seku skaicius yra C’fj_ p+1- Taikydami junginiu sudéties taisykle, kai 0 < k < [n+1/2]
gauname formule (13).

Tarkime, kad aibéje yra n elementuy ir be to §i aibé tiesiskai sutvarkyta. Nemazindami
bendrumo galime laikyti, kad 8ia aibe sudaro elementai A = {1,2,...,n}. Padalykime
aibe A elementu m i du nesikertancius poaibius Bi, B? laikydami, kad m € By, ir B} =
{m +1,...,n} Antrame Zingsnyje, kiekviena poaibj B! skaidome du poaibius analogigku
budu, laisvai pasirinkdami elementus poaibiuose. Jei poaibyje yra vienas elementas, tai
Sis poaibis nebeskaidomas. Ir §i skaidymo procesa baigsime, kai visi aibés A nesikertantys
poaibiai turés po viena elementa. Kyla nattiralus klausimas: Kiek galima sudaryti skirtingu
dalinimuy | poaibius procesu, jei du dalinimo procesai laikomi skirtingais, kai bent viename
Zingsnyje gauname skirtingi rezultatai . Zinoma, galutinis rezultatas visada toks pat! Tad
kiek skirtingu dalinimo i poaibius nurodytu budu procesu yra?

Tarkime, kad aibéje A yra n + 1 elementas. Simboliu B,,, n € Ny pazymékime Sios
aibés, skirtingu dalinimu i poaibius procesu skai¢iu. Pirmame Zingsnyje egzistuoja lygiai n
aibés A padalinimu i du nesikertanc¢ius poaibius. Jei pirmame poaibyje yra i elementu, tai

antrame poaibyje bus n+1—i elementu, ¢ = 1,2, ..., n. Suskirstykime skaidymo procesus i
klases priklausomai nuo pirmajame skaidymo zingsnyje pirmame poaibyje esanc¢iu elementu
skaiciaus. Kadangi pirmame poaibyje gali buti 1, 2, ..., n elementu, todél turésime is viso

n skirtingu skaidymo procesu klasiu. Taigi, s— ajai klasei priklauso tie skaidymo procesai,
kuriu pirmasis poaibis B turi lygiai s elementu. Tad kiek skaidymo procesu priklauso s—
ajai klasei? Fiksuokime s. Kadangi pirmajame Zingsnyje |Bi| = s, tai skaidydami §i poaibi
toliau gauname, B;_1 skirtingu skaidymo procesu. Pastebékime, kad antroje dalyje yra
n — s+ 1 elementu, todél Siam poaibiui skirstyti yra B, _s skaidymo procesu. Remdamiesi
junginiu daugybos taisykle gauname, kad s— ajai klasei priklauso B;_1B,_s skirtingu
skaidymo procesu. Remdamiesi junginiu sudéties taisykle gauname, kad visu skaidymo
procesu klasiu skaicius yra:

B, = BoB,_1+ B1By_o+ ...+ B,_1Bo.

Taigi, skirtingu skaidymo procesu skaiciui rasti gavome rekursinj sarysi. Pastebésime, kad
B,, = 5(n,2). Be irodymo pateiksime toki rezultata: B,, = %HCQR.

Panagrinékime viena pavyzdi, kuris susijes su paskutiniuoju uzdaviniu. Tarkime, kad
i apskritima jbréztas taisyklingas 2n— kampis. Kiek yra budu sujungti sio daugiakampio
virsunes nesikertanciomis atkarpomis? Simboliu F(n) pazymésime budu skai¢iu sujungti
daugiakampio virsunes nesikertanc¢iomis atkarpomis. Jei n = 0, tai laikysime, kad F'(0) =
1. Kai n = 1, tai turésime atkarpa, kuria vadinsime taisyklingu dvikampiu, Siuo atveju
F(1) = 1. Kai n = 2, tai turésime kvadrata. Siuo atveju F(2) = 2. Sudarykime rekurentini
sarysi, kuri tenkina F'(n). Tegu duotas 2n— kampis. Fiksuokime $io daugiakampio virsune,
tarkime A; ir sujunkime su kita virsune, tarkime A;. Atkarpa jungianti Sias dvi virsunes
dalija daugiakampi i dvi dalis (du vir§tuniu poaibius). Jei vienoje dalyje yra 2s virsuniu, tai
kitoje dalyje- 2(n—s—1) virsuné. Tokiu budu daugiakampis yra padalijamas i 2s— kampi ir
2(n—s—1)— kampi. 2s— kampyje galima nubrézti F'(s) galimybiu nesikertancias atkarpas,
o kitame daugiakampyje -F'(n — s — 1) galimybiu. Naudodami junginiu daugybos taisykle

89



gauname, kad visas galimybiu skaic¢ius fiksuotam s yra lygus F(s)F(n —s — 1), visiems
0 < s < n— 1. Naudodami junginiu sudéties taisykle gauname, kad bendras galimybiu
skaicius yra lygus

F(n) = F(O)F(n— 1)+ F()F(n —2) + ...+ F(n — 1)F(0).

Bet tai tas pat sarysis kuri tenkina skaiciai B,,. Pastebéje, kad By = F(0) = 1 bei B; =
F(1) =1 gauname, kad
1
F(n) = cs .

Tarkime duota skaic¢iu aibée A = {1,2,...,n}. Keliais budais galima sudauginti n
skaiciy, surasytu nurodyta tvarka? Remiantis skai¢iu sandaugos asociatyvumo désniu,
visu §iu skai¢iu sandauga, nekeic¢iant dauginamuju, galime uzrasyti ivairias budais, (nepa-
mirskime, kad dauginame tik po du elementus). Pavyzdziui, keturiu elementu sandauga
galime gauti atlikdami veiksmus vienu i§ nurodytu budu:

(ab)(ed) = (a(be))d) = ((ab)e)d = a(b(ed)) = (al (be)d).

Taciau sis uzdavinys jau buvo nagrinétas, t.y. §is skaicius lygus n elementés albes skaidymo
procesu klasiu skai¢iui. Sis skai¢ius yra jau zinomas ir jis lygus B, = + C’Qn 5 = K. Sis
skaicius yra vadinamas Katalano skaiciumi.

Uzdaviniai

1. Reikia iSnesioti 6 laiskus. Kelias budais tai galima padaryti, jeigu laiskams iSneSioti
yra 3 kurjeriai ir kiekviena laiska galima patikéti bet kuriam i$ ju.

2. Susirinkime turi kalbéti 5 praneséjai, tarkime A, B, C, D, E. Kelias budais galima
tai padaryti, kad B nekalbétu anksciau uz A?

3. Kelias budais galima susodinti 5 vyrus ir penkias moteris apie stala, kad vienos
lyties atstovas nesédétu greta? 2 - (5!)2

4. Traukinio vagono kupe yra du prieSprieSiniai suolai, kuriose yra po penkias vietas.
Zinoma, kad keturi keleiviai nori sedéti veidu i garvezi, trys - nugara i garvezi, o likusiems
trims nesvarbu kaip sédéti. Keliais buidais galima parduoti bilietus i vietas taip, kad visi
biutu patenkinti.

5. Mama turi 2 obuolius ir 3 kriauses. Kasdien duoda po viena vaisiu. Kelias budais
galima iSdalyti Siuos vaisius?

6. Analogiskas uzdavinys, kai yra m obuoliu ir n kriausiu?

7. Tévas turi penkis apelsinus, kuriuos gali iSdalyti astuoniems vaikams. Kiekvienam
duoda apelsina arba ne. Kelias buidais gali iSdalyti Siuos apelsinus?

8. Pasto skyriuje parduodama 10 rasiu atviruciu. Keliais biidais galima nusipirkti 12
atviruciuy, jei renkames atsitiktinai? Keliais budais galima nusipirkti 8 atvirutes? Keliais
budais galima nusipirkti 8 skirtingas atvirutes, jei jus paprasote pardavéjos tai padaryti?

9. I§ 7 vyru ir 4 moteru reikia sudaryti 6 asmenu grupe, kurioje btitu bent dvi moterys.
Keliais budais tai galima padaryti.

10. Traukinys, kuriame vaziuoja 100 keleiviu, sustoja 20 kartu. Keliais budais gali
islipti keleiviai? Tas pat uzdavinys, tik dabar atsizvelgiame i tai, kiek keleiviu islipa stotyje
(nesvarbu kokie).
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11. Knygu lentynoje yra 20 knygu. Keliais budais galima pasirinkti 6 knygas, kad
nepaimtume dvieju knygu esanciu greta.

12. Knygu lentynoje yra 15 juodais ir 10 rudais virSeliais knygu. Kelias budais gal-
ima sustatyti lentynoje knygas taip, kad juodosios knygos stovetu viena Salia kitos eilés
pradzioje? Kiek bus iSdéstymu, jei pareikalausime, kad juodosios knygos biitu viena salia
kitos, bet kokioje vietoje?

13. Keliais budais i 15 asmenu galima sudaryti darbo grupe? Laikome, kad darbo
grupe gali sudaryti bet koks asmenu skaicius.

14. Sakykime, kad m = p{* ...p%", yra skai¢iaus m kanoninis skaidinys. Kiek dalikliy
turi Sis skaicius?

15. Kiek skai¢iu, mazesniu uz milijona, galima sudaryti i§ skai¢iu a) 9,8; b) 9,8, 0.
a)2+224+...+250)2(1+3+3%+... +3%).

16. Kiek zodziu galima sudaryti is 9 priebalsiu ir 7 balsiu, jei kiekviename zodyje
turi buti 4 skirtingos priebalsés ir 3 skirtingos balses? Kiek Sitaip sudarytu zodziu neturi
dvieju greta stovinciu priebalsiu?

17. Iskyloje dalyvauja 92 zmoneés. Sumustiniu su desra pasiémé 47 zmoneés, su suriu
38 Zzmones, su kumpiu 42 Zmoneés, su deSra ir sturiu 28 Zzmonés, su desra ir kumpiu 31
zmogus, su suriu ir kumpiu 26 zmonés. Visu triju rusiu sumustiniu pasiémé 25 zmones.
Keletas zmoniu pasiéme tik po vyno buteli. Kiek zmoniu paémé vyna?

18. Sudaromi visi neneigiami skaiciai mazesni uz milijona. Kiek skai¢iu bus parasyta
naudojant tik Siuos skaitmenis?

19. 30 Zmoniu balsuoja uz 5 pasiulymus. Kiekvienas asmuo gali balsuoti tik uz viena
pasitulyma, be to atsizvelgiama tik i tai, kiek balsu gauna pasiulymas. Keliais budais gali
pasiskirstyti balsai?

20. Apie apvalu stala susodinama 20 asmenu. Keliais budais i§ §iu asmenu galima
parinkti 8 asmenis taip, kad i pasirintu tarpa nepatektu né viena kaimynu pora?

21. 10 kareiviu grupé buvo sustatyta i kolona. Keliais budais butu galime perstatyti
Sia kolona, kad pries kiekviena asmeni butu vis kitoks asmuo, negu buvo i§ pradziu?

22. Kelias buidas galima surikiuoti 20 skirtingo tigio asmenu i dvi gretas po 10 asmenu
taip, kad kiekvienoje gretoje jie stovétu pagal tigi, be to, kiekvienas pirmosios eilés asmuo
butu didesnis uz asmeni stovinti pries ji antroje eiléje?

23. 6 asmenys dalijasi 48 paveikslus po lygiai. Kiek yra tokiu pasidalijimu?

24. Kiek skirtingu dalikliu turi skaic¢ius 48267

25. Keturi asmenys dalijasi 20 vienodu objektu. Kelias budais tai jie gali atlikti.

26. Kelias budais keturi asmenys gali pasidalyti 10 obuoliu 12 kriausiu ir 7 apelsinus?

27. Yra 10 skirtingu objektu ir 7 skirtingas dézés. Keliais budais galima isdéstyti
Siuos objektus po 7 dézes? (Laikome, kad tusciu déziu neturi buti).
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