IV. SKAICIAVIMO SISTEMOS

Nagrinédami naturaliuosius skaicius mes visiskai nenaudojome skaic¢iaus aprasymo
budo (apart pavyzdziu). Tiesa, aibés Ny pirmaji elementa (kuris neina po jokio) pazyme-
jome simboliu 0, o aibés N pirmaji elementa pazyméjome 1. Beje, 0’ = 1. Nesunku suprasti,
kad lygiai taip pat sekmingai minétuosius elementus galéjome zZymeéti ir kitais simboliais. Ir
akivaizdu, kad nuo to visiskai nepriklauso naturaliuju skaic¢iu savybés. Naturaliuju skaiciu
aibéje apibréze sarysius <, >, <, > mes nesunkiai galime isitikinti, kad Siu tvarkos sarysiu
atzvilgiu aibe galime tiesiskai sutvarkyti. Kaip ir anksciau sutarkime, kad jei a eina tiesiog
po b, (b < a) tai tada b’ = a. Naudodamiesi siuo zyméjimu, naturaliuosius skai¢ius, galime
zymeti eilés tvarka (sarySio < atzvilgiu ) tokiu budu:

L=< Y < (1)) < ()Y < (Y)Y

Natturaliuju skaiciu aibe N, = 1,1, (1")’, ..., 1 (a bruksneliu) arba naudojant ipras-
tus arabiskus simbolius 1,2,...,a (nuo pirmojo naturaliojo skaiciaus iki a) vadinsime a
ilgio naturaliuju skaiciuy atkarpa.

Bijekcija, kuria aibés A elementams priskiriame natiiraliuju skaiciu intervala N, vadin-
sime aibés A elementu skaiciavimu. Siuo atveju sakysime, kad aibéje A yra a elementu.
Nesunku suprasti, kad priskirti aibés A elementams nattraliuosius skaic¢ius galime ne vien-
inteliu budu. (Siulome skaitytojui pac¢iam tuo isitikinti.) Atkreipsime démesi i dar viena
savybe, kuria igyja aibés A elementai, kai juos skai¢iuojame. Skai¢iuodami aibés A ele-
mentus, mes kiekvienam elementui priskiriame po vieninteli naturaluji skaiciu, lyg ir juos
sutapatindami. Bet toks sutapatinimas leidzia tiesiSkai sutvarkyti ir aibés A elementus,
priskiriant jiems tokia elementu tvarka, kuria turi nattralieji skaiciai. Si tvarkos sarysi
vadinsime numeravimu, o naturaliuosius skai¢ius, kuriais numeruojame aibés elementus
vadinsime kelintiniais, t.y. pirmas, antras ir t.t. .

4.1* Nepozicinés skai¢iavimo sistemos

Skaic¢iuy uzraSymo bei skaitymo biidas vadinamas skai¢iavimo sistema. Skai¢iavimo sis-
temos skirstomos i pozicines ir nepozicines. Skaic¢iavimo sistema, kurioje kiekvieno simbo-
lio sudarancio skaiciu padeétis skaic¢iaus struktiroje yra svarbi priklauso vadinama pozicine
skaic¢iavimo sistema. Priesingu atveju skaiciavimo sistema vadinama nepozicine. Tikraja
Siu paaiskinimu prasme bus galima suprasti tada, kai panagrinésime Sias sistemas.

Skai¢iams, kaip ir zodziams sudaryti reikia tam tikru simboliu. Viena skai¢iu suda-
rymo galimybe esame pateike. Bet nurodytas skaic¢iu aprasymo biidas labai nepatogus ir
griozdiskas. Viena i§ labiausiai vykusiu senuju civilizaciju skai¢iavimo sistemu yra taip
vadinama Roméniskoji skaiciavimo sistema. Si sistema yra nepoziciné.

Roméniskoje skaiciavimo sistemoje skaiciai sudaromi naudojant septynis simboliu:
1,V. X, L,C, D, M, kurie reiskia tokiu vienetu skaiciu: 1,5, 10, 50, 100, 500, 1000, atitinka-
mai. Beje, Siuo atveju, supaprastindami situacija, vienetu skaiciu zymime mums iprastais
desimtainiais skaiciais.

Nurodysime keleta taisykliu, kuriomis remiantis yra sudaromi Sie skaiciai. Be to su-
tarkime, formuluociu trumpumo délei, sakyti ”simbolis a yra didesnis uz simboli b (atitinka-
mai mazesnis)” jei simbolio a atstovaujamas vienetu skai¢ius didesnis uz simbolio b vienetu
skaiciu. Pavyzdziui, V yra didesnis uz I arba L mazesnis uz C.
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1 taisyklé. Sudarant skaiciu paeiliui raSomi ne daugiau triju vienodu simboliu. Greta
esanciu vienodu simboliu skaitinés reikSmeés yra sudedamos.

Pavyzdziui, 11, X XX, CC. Sie simboliai atitinka tokius skai¢ius: 2,30, 200.

2 taisyklé. Jei pries didesni simboli paraSytas mazesnis, tai tuomet i didesniojo
simbolio skaitinés reikSmeés atimama mazesniojo simbolio skaitiné reikSmé. Beje, pries
didesni simboli rasoma ne daugiau vienas mazesnis simbolis.

Pavyzdziui, IV, XC,CM. Si simboliai atitinka tokius skai¢ius: 4, 90, 900.

3 taisyklé. Jei po didesnio simbolio parasSytas mazesnis, tai Siu simboliu skaitinés
reikSmeés yra sudedamos.

Pavyzdziui, VII, LX X X, DC. Atitinkami skai¢iai: 7,80, 600.

Beje, Si nepoziciné skaic¢iavimo sistema turi ir pozicinés skai¢iavimo sistemos bruozy,
butent, ji yra adityviné. Tai reiskia, kad skaiciaus ..., Simtai, deSimtys, vienetai raSomi ir
skaitomi iS kairés i desSine, o Siu skyriu reikSmeés yra sudedamos.

Visu pirma aptarsime, kaip Sioje skai¢iavimo sistemoje yra apibréziami vienetai. Taigi,
nuo 1 iki 9 skaiciai sudaromi tokiu budu:

LILIILIV,V,VI, VII,VIII, IX.
Desimtys nuo 10 iki 90 sudaromos analogisku budu:
X, XX, XXX, XL, L,LX,LXX,LXXX, XC.
Simtai nuo 100 iki 900 sudaromi taip:
c,cc,ccc,cb,D,DC, DCC,DCCC,CM.
Tukstanciai nuo 1000 iki 3000 sudaromi pagal tokias pat taisykles, t.y.
M, MM, MMDM.

Kiti tukstanciai sudaromi tokiu budu. Yra raSomas tikstanciu vienetu skaicius, o apacioje
nurodomas indeksas M. Pavyzdziui, 4000, 10000, 30000 ir t.t. Zymeésime taip IViys, Xas,
XXX

Jei norime sudaryti skaiciu, kuriame yra tukstanciu, Simtu, deSimciu ir vienetu skyriai,
mes rasome Siuos skyrius paeiliui i$ desinés i kaire. Skyriai, kuriu néra, tiesiog praleidziami.

Pavyzdziui, uzrasykime skaicius 45,89, 238, 784,2003, 12314, 78423, 156987 romeénis-
koje skaiciavimo sistemoje. Turime XLV, LXXXIX, CCXXXVIII, DCCLXXXIV,
MMIII, XII,,CCCXI1V, LXXVIII,CDXXIII, CLVI,,CMLXXXVII.

Manome, kad skaitytojas pastebéjo, jog gana patogu skaicius uzrasyti Sioje skai¢iavimo
sistemoje, bet Sioje sistemoje labai nepatogu atlikti veiksmus. Todél natiiralu, kad naudo-
jant Sia skaiciavimo sistema, tenka sudaryti veiksmu lenteles, be kuriu neimanoma atlikti
veiksmu, nebent juos visus zinotume mintinai.
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4.2 Pozicinés skai¢iavimo sistemos

Pozicinés skai¢iavimo sistemos nuo nepoziciniu skiriasi tuo, kad skaiciams sudaryti
naudojamu simboliu skaitinés reikSmes priklauso nuo padéties, kuria jis uzima skaiciuje.
Bet apie viska is eilés.

Sakysime, kad skai¢iavimo sistema yra n— ainé, jeigu skaic¢iams sudaryti yra naudo-
jama n skirtingu simboliu. Sie simboliai yra vadinami skaitmenimis. n yra vadinamas
skai¢iavimo sistemos pagrindu. Suprantama, simboliai kuriais zymime skaicius, gali buti
labai ivairtus, tac¢iau mes, prisilaikydami tradicijos, naudosime iprastus simbolius.

Dvejetaineje skaiciavimo sistemoje, skaiciams sudaryti, naudojami tokie skaitmenys

0,1.

Trejetainéje skaiciavimo sistemoje, skaiciams sudaryti, naudojami tokie skaitmenys

0,1,2.

Ketvirtainéje skaiciavimo sistemoje, skaiciams sudaryti, naudojami tokie skaitmenys

0,1,2,3, ir taip toliau. Zemiau pateiktoje lenteléje pirmame stulpelyje nurodome
skaic¢iavimo sistemos pagrinda, o antrame pateikiame Sioje sistemoje vartojamus skaitmenis
eilés tvarka.

Beje, visose Siose sistemose skaitmenys uzrasyti didéjimo tvarka.

Kalbédami apie jvairias skaic¢iavimo sistemas mes naudosime deSimtainés skaic¢iavimo
sistemos terminologija apibrézdami kitu skaic¢iavimo sistemu pagrinda sudaranciu vienetu
skaic¢iu. Pavyzdziui, sakydami kad sistema yra tryliktainé, mes naudojame savoka trylika
pabrézdami, kad Sioje sistemoje yra trylika vienazenkliu skaitmenu, jeigu juos numeruo-
tume desSimtaines skaic¢iavimo sistemos skaitmenimis.

Kokia bebutu skaic¢iavimo sistema, skaiciai sudaromi, skaitomi bei rasomi remiantis
tokiomis pat taisyklémis. Visu pirma aptarsime skaic¢iu sudarymo principus. Tarkime,
kad skaiciavimo sistemos pagrindas turi p deSimtainiu vienetu arba trumpai sakysime, kad
sistemos pagrindas p. Vadinasi skai¢iams sudaryti yra naudojama p skaitmenu, salyginai
tarkime, kad tai zinomi simboliai, prasidedantys O ir pasibaigiantys simboliu ¢. Kaip jau
esame minéje, Sie simboliai vadinami skaitmenimis, be to jie atlieka ir Sios skaiciavimo
sistemos vienazenkliu skaic¢iu funkcija. Skaiciu vadinsime n— Zenkliu, jeigu jo pirmasis
skaitmuo (is kairés i deSine) nelygus nuliui, o 8io skaiGiaus sudétyje yra n skaitmenu.
Taigi, p— ainéje skaiciavimo sistemoje yra p vienazenkliu skaic¢iu. Dvizenklius skaicius
sudarome, jungdami visus galimus skaitmenis i grupes po du, iSskyrus atveji, kai pirmoje
vietoje yra nulis. Skai¢iaus dydis priklauso nuo pirmojo (vyriausiojo) skaitmens dydumo.
Jei Sie skaitmenys lygiis, tada lyginame antruosius skaitmenis. Taigi, dvizenkliai skaiciai
prasideda maziausiu dvizenkliu skaic¢iumi 10. Toliau eilés tvarka 11,12,...1q. Kadangi ¢
yra didziausias skaitmuo, tai sekanti skaic¢iu gausime padidine pirmaji skaitmeni vienetu,
t.y 20,21,...,2q¢,30,31,..., ir taip toliau. Pats didziausias dvizenklis skai¢ius bus gqq.
Kadangi visos dvieju simboliu galimybés buvo isnaudotos, skaic¢ius sudaryti galime nau-
dodami triju skaitmenu kombinacijas. Jei lyginame du skaicius, tai didesnis tas, kurio
kairiau esantis skaitmuo yra didesnis. Taigi, pats maziausias trizenklis skaic¢ius yra 100,
o pats didziausias- gqqq. Vadinasi, sudarydami n—zenklius skaic¢ius mes naudojame visas
galimas n— simboliu kombinacijas, kaip jau min¢jome, iSskyrus atveji, kai 0 yra pirmoje
(kairiausioje) pozicijoje. Tad pats maziausias n— zenklis skai¢ius yra 100...0 (vienetas ir
n — 1 nulis ) o pats didziausias qqq. . .q (simboliai g kartojasi n kartu.)
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Pagrindas!skaitmenys

210, 1

310,1,2

410,1,2,3

510,1,2,3,4

6!0,1,2,3,5

710,1,2,3,4,5,6

810,1,2,3,4,5,6,7

910,1,2,3,4,5,6,7,8

1010,1,2,3,4,5,6,7,8,9

1110,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A

1210,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B

13!0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C

1410,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D

1510,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E

1610,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C,D,E, F

Pateiksime skaic¢iu sudarymo pavyzdziu.

p = 2. Tada skai¢iu seka yra tokia:

0,1,10,11,100,101,110,111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101,

1110,1111,10000,...,.

p = 6. Tada skai¢iu seka yra tokia:

0,1,2,3,4,5,10,11,12,13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 30, . . . , .

p = 13. Tada skaiciu seka yra tokia:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 1A,

1B,1C,20,...,.

Aptare, skai¢iu sudarymo principus, nurodysime Siu skai¢iu skaitymo taisykles. Dau-
giazenkliai skaiciai yra skirstomi i skyrius bei klases, suteikiant jiems pavadinimus. Apie
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tai kiek placiau.

Skyriai visose pozicinése skaiCiavimo sistemose numeruojami eilés tvarka is deSinés
i kaire. Trys skyriai sudaro viena klase. Pirmojo klasés skyriaus ir klasés pavadinimai
sutampa. Pirmasis skyrius yra vadinamas vienetuy skyriumi, antrasis- desimciy, treciasis-
Simty, (Sie trys skyriai sudaro vienetu klase),

ketvirtasis- tukstanciu, penktasis- desimciu tukstanciy, SeStasis- Simtu tiikstanciy,
(Sie trys skyriai sudaro tukstanciu klase),

septintasis- milijjony, astuntasis- desimciy milijonu, devintasis- Simtu milijonu, (Sie
trys skyriai sudaro milijonu klase),

desimtasis- milijardu, vienuoliktasis- desimc¢iu milijarduy dvyliktasis- simtuy milijardu,
(8ie trys skyriai sudaro milijardu klase).

Toliau isvardinsime tik klasiu pavadinimus, nes tikimés skaitytojas suprato, kokiu
biidu sudaromi skyriu vardai, kai zinomas klasés vardas. Taigi, po milijardu skyriaus,
eilées tvarka, yra trilijonu, kvadrilijonuy, kvintilijonu, sekstilijonu, septilijonu, oktalijonu,
nonalijonu, decilijonu, klaseés.

Zinoma, norint perskaityti daugiazenkli skaiciu, reikia ji iS desSinés i kaire suskirtyti i
grupes po tris ir skaitant skaic¢iu pradedame vardinti klase ir joje esanciu skyriu vienetus is
kairés i deSine. Pats kairiausias skaitmuo yra vadinamas auksciausiojo skyriaus vienetu, o
desiniausias- Zemiausiojo skyriaus vienetu. Skaitmuo, esantis skyriuje, pazymi to skyriaus
vienetu skaiciu. Jei skyriuje paraSytas nulis, tai skaiCiuje néra to skyriaus vienetu ir Sis
skyrius neskaitomas.

Pavyzdziui, perskaitykime skaiciu:

2.401.357.842.356.899.541.021.204.357.

Taskais mes suskirstéme skaiciu i skyrius. Skaitome skaic¢iu vardindami skyrius: du sep-
tilijonai, keturi Simtai vienas sekstilijonas, astuoni Simtai keturiasdesimt kvintilijonu, trys
Simtai penkiasdesimt Sesi kvadrilijonai, astuoni Simtai devyniasdesimt devyni trilijonai,
penki Simtai keturiasdesimt vienas milijardas, dvideSimt vienas milijonas, du Simtai keturi
tikstanciai, trys Simtai penkiasdeSimt SeSi.

4.3 Skai¢iaus standartiné forma

n—zenklio sveikojo neneigiamo skaiciaus israiska p— ainéje skaiciavimo sistemoje vad-
iname simbolj

(anan-1 .. .agalao)p =

(an10™ 4+ ap_110" " + ...+ @210 + a1 10 + ag),, (1)
da a, # 0, a;,1 = 0,1,...,n— p— ainés skai¢iavimo sistemos skaitmenys, o démenys
ag,a110,...,a,-110"" 1, @,10" vadinami skyriu vienetai. Labai svarbu, kad skaitytojas

suprastu, kad Siuo atveju 10 yra p— taineés skaic¢iavimo sistemos deSimtis, t.y. kiekybiskai
ji reiskia p— vienetu (o p kad ir kaip nenorétume turime omenyje desimtaini skaic¢iu).
Beje, tai dera su jau nagrinétais skaic¢iu sudarymo principais. Briksnys raSomas tam, kad
skaitmenu nepainiotume su skaiciu ao, ..., a, sandauga. Kai skaicius rasome konkreciais
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skaitmenimis, tai briksnio virSuje neraSome. IS p— ainio skaic¢iaus apibrézimo
iSplaukia, kad kiekvieno skyriaus vienetas 10 kartu didesnis uz pries ji esanc¢io skyriaus
vieneta. Ateityje, jei atskirai nebus paminéta laikysime, kad nagrinéjame skaic¢iu uzrasyta
p—ainéje skai¢iavimo sistemoje. Be to kaip ir anksciau. Pastebésime, kad pirmojo skyriaus
vienetas yra lygus 10 = 1. Akivaizdu, kad

psk.

1+1+---+1=1-10, = 10,,

psk.
10, + 10, + - - - + 10, = 10, - 10, = 102,
psk.

2 2 2 _ 2 _ 103
102 + 102 + -+ + 102 = 10, - 102 = 103,....
psk.

~ n—1 n—1 n—T_ n—1 __ n
10071+ 1007+ 4+ 10071 =10, - 1007 =107,

Simboliu (psk ) trumpiname fraze: p skaitmenu.
Skaiciu uzrasyta (1) formule vadinsime sisteminiu skai¢iumi, o (1) formule, standartine
skaiciaus forma.

Tarkime, kad sistemos pagrindas yra p ir ateityje mes nagrinéesime skaiciu veiksmus,
kai sistemos pagrindas yra laisvai pasirinktas, bet fiksuotas. Todél skai¢iavimo pagrindo
nenurodysime , jei nekils neaiskumu.

1 Teorema Bet kurio skyriaus vienetas yra didesnis uz kiekviena skaiciu, sudaryta
iS Zemesniu skyriu vienety, t.y.

10" > ap_110""t 4+ ...+ a110 + aq. (2)

Skaic¢ius nagrinéjamas p—ainéje skaiciavimo sistemoje.

S)
Nesunku suprasti, kad

10=(10—-1)+1, 10*=10-10 = (10 — 1)10 + 10, ---
10571 = (10 — 1)10*72 + 10572, 10% = (10 — 1)10*~! 4 10%~1
Sudéje paskutiniasias lygybes panariui ir sutrauke panasiuosius narius gauname:
10F = (10 — 1)10~* + (10 — 1)10* 72 4+ -+ - 4+ (10 — 1)10 + (10 — 1) + 1.

Is paskutiniosios lygybeés, ir sarysio daugiau, isplaukia (2) lygybeé.
S

2 Teorema Tarkime, kad skaiciai a ir b uzrasyti standartine forma. Tada didesnis
tas skaicius, kurio skaitmenu skaicius didesnis.
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S)
Tarkime, kad

a=(ap10™ + a,_110" " 4+ ... + ag10® + a110 + ag),,

b= (b 10™ + by 11071 . 4 52107 + 5110 + bg) .
Tarkime, kad n > m. Vadinasi, naudodamiesi 1 Teorema galime tvirtinti, kad
a = (ap10™ 4+ ap_110" "1 4+ .. 4 ap10% + 4110 4 ag) > 10™T > b.

2]

3 Teorema Tarkime, kad du skai¢iai a,b turi vienoda skaitmenu skaic¢iu. Tada
didesnis yra tas skaicius, kurio didesnis auksc¢iausiojo nesutampancio skyriaus skaitmuo.

S,
Tarkime, kad a = @, ...aza1ap ir b = b, ...bab1by. Be to sakykime, kad a, =
bn...ar—1 = bg_1, ir ax > bi. Tada, remdamiesi 1 Teorema gauname, kad

apl0® + ...+ a110 4+ ag > bp10% + ... 4+ b110 + by.
Antra vertus, remiantis prielaida gauname, kad
anl0™ + ... 4 ap110F7 = 5,10" + ... + by 107+,
Pridéje paskutiniaja lygybe prie (4) nelygybés gausime, kad
a =@y ... aza1a9 > b= by, ... bab1by.
S
4 Teorema Kiekvienas natuiralusis skaicius a vieninteliu biidu uzrasomas skaiciavimo
sistemoje, kurios pagrindas p > 1 tokiu budu:
a= (a,10" 4+ ap 110" + ...+ @210 + a1 10 + ag)y,

¢ia a;,t = 0,1,...,n sveiki neneigiami skaiciai, mazesni uz 10,.

©

Tarkime, kad aibei A priklauso visi tie skaiciai a, kurie gali buti uzrasyti (1) formule.
Irodysime $§i teigini naudodami matematines indukcijos metoda.

Parodykime, kad pirmajam natiiraliajam skaic¢iui a = 1 lygybé teisinga. Matome, kad
1 =107 1. Taigi, 1 € A. Tarkime, kad 1 < b € A. Parodysime, kad ir sekan¢iam skai¢iui
b+ 1 §i formulé teisinga. Remdamiesi prielaida turime, kad

b= (an10™ + a, 110" 4+ ... + a210% + a110 + ag),.
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Tada
b+1==(an10" +ap_110""" + ... +a210% + a;10 + ag), + 1.

Panagrinékime paskutiniaja lygybe. Visu pirma tarkime, kad ag+ 1 < 10. Tuomet is karto
gauname, kad b+ 1 € A. Jei ag + 1 = 10, tai skaicius

b+1=(an10" + - + (a1 + 1)10 4 0),.

Taigi, gauname kad ir Siuo atveju b € A. Vadinasi, aibé A = N.
Parodysime, kad §i iSraiSka yra vienintelé. Tarkime prieSingai, t.y. egzistuoja dvi
skaiciaus a kanonines iSraiskos:

a == (an10™ + a,_ 110" 4 ...+ a910? + a110 + ag),

a= (bmlom + bmfllomil + -4 b2102 + 5110 + bo)p.

Visu pirma pastebésime, kad m = n, kadangi prieSingu atveju, naudodamiesi 1 Teo-
rema gautume, kad a # a. Taigi, m = n. Remdamiesi prielaida, kad skai¢iai néra lygus
gauname, kad egzistuoja skyrius, kurio skaitmenys nesutampa, tarkime, kad tai k— asis
skyrius. Vadinasi siu skyriu skaitmenys ap # bx. Nemazindami bendrumo galime laikyti,
kad ap > bi. Bet tuomet remdamiesi 1 Teorema vélgi gauname, kad a # a. Gauname
priestaravima. Vadinasi musu prielaida buvo klaidinga, iSplaukia, kad egzistuoja vienin-
telé skaiciaus standartiné forma p— ainéje skaiciavimo sistemoje.

S

4.4 Veiksmai p— tainéje skaic¢iavimo sistemoje.

Sudétis.

Mes nagrinesime skaic¢iu sudéti p— aineje skaic¢iavimo sistemoje. Vadinasi, bet kokio
skaic¢iaus a = @, ...a1ap skaitmenys yra p— ainéje skaiciavimo sistemos naudojami sim-
boliai, turintys savybe a; < 10. Pastebésime, kad sudédami du Sios sistemos vienazenklius
skaicius mes gausime: arba kita tos sistemos vienazenkli skaiciu, arba dvizenkli Sios siste-
mos skai¢iuy mazesni uz 20.

Tarkime a ir b du sisteminiai skaiciai:

a=(a,10" + a,_110"" " + ...+ a210® + a;10 + ag),,

b= (010" + b, 110" 4 ...+ 53102 + 5110 + b)),

Raskime Siu skaiciu suma. Naudodamiesi sudéties asociatyvumo bei komutatyvumo
ir daugybos distributyvumo (sudéties atzvilgiu) désniais, galime §iu skai¢iu suma perrasyti
taip:

a+b=((an+b,)10" + ...+ (a1 + b1)10 + ag + bo) - (3)

Ankséiau jau esame padare pastaba, kad a; +b; = ¢; < 10 arba 10 < a; +b; = 1¢; = 10+¢;
yra dvizenklis skaicius.
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Jeigu a; + b; = ¢; < 10, tai (3) reiskinio skliautuose esan¢ius démenis kei¢iame dydziu
¢;, 0 jei suma dvizenklis skai¢ius, tai ties 10° skyriumi ragome skaitmeni ¢;, o likusia degimti
daugindami i§ 10° gausime 10°*!, o tai reigkia, kad aukstesniojo skyriaus vieneto skaitmenj
padidiname vienetu, kitaip tariant, tai kas buvo mintyje, pridedame prie kaimyninio skyr-
iaus. Taigi, norint sudéti du sisteminius skaicius, mums tereikia mokéti sudeéti skaitme-
nis prie atitinkamu skyriu. Tai gerai zinomas skaitytojui sudeéties stulpeliu algoritmas.
Aprasykime §j algoritma.

Norédami sudéti du sisteminius skaicius bet kokioje skai¢iavimo sistemoje, mes rasome
du skaicius taip, kad to paties skyriaus vienetai sutaptu. Beje, jei vienas skaicius turi
daugiau skaitmenu negu kitas, tai tuomet mazesniojo skaiciaus aukstesniuosius skyrius
papildome nuliais.

Sudétj pradedame nuo maziausiojo skyriaus. Jei sudéty skaitmeny suma mazesné uz
10, tai ja rasome po briiksniu, vienety skyriuje ir pereiname prie sekanciy skyriu skaitmenu
SUMmOos.

Jeigu skaitmeny suma didesné arba lygi 10, tai tuomet sudare dvizenklj skaiciu 10 +
¢; = a; + b; po briiksniu rasome skaitmenj c; vienety skyriuje, o prie sekancio aukstesniojo
skyriaus skaitmeny sumos pridedame vieneta, a;+1-+b;+1+1. Su paskutiniaja suma elgiamés
visiSkai analogiSkai. Veiksmus atliekame tol, kol sudedame visus skaitmenis iki paties
auksciausio skyriaus.

Pavyzdziui, sudékime skaicius tryliktainéje skaiciavimo sistemoje, jei a = A525, b =
B5B9. Turime, kad

A525 + B5B9 = 18B11.

Atimtis.

Tarkime, kad duoti du skaiciai skaic¢iavimo sistemoje, kurios pagrindas yra p:
a=(a,10" + a,_ 110" + ... 4+ a310% + a110 + ao)p;
ir
b= (b, 10" + b, 110" + ... + 5107 + 5110 + by,
be to pareikalaukime, kad
(4) Qn > by, Qp_1 > bp_1, ...ag9 > by.

(Kaip ir anksciau, skai¢iavimo pagrinda praleisime.) Tada skai¢iu a ir b skirtumu vadinsime
naturaluji skaiciu ¢, kuris skai¢iuojamas tokiu budu:

(5) c=a—b=(a, —b,)10" + ...+ (a1 — b1)10 + ag — bo.

Suskaic¢iave vienazenkliu skai¢iu skirtumus randame skaiéiy c.
Tarkime, kad (4) salyga néra tenkinama, t.y. egzistuoja skaitmuo, tarkime su in-
deksu k, toks kad aj < bg. Taigi Siuo atveju skirtumas sveikuju neneigiamu skaic¢iu aibéje
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neapibréztas, nes turinys mazesnis uz atémini. Tada is auksStesniojo k + 2 skyriaus vienas
vienetas yra perkeliamas i k + 1—aji skyriu (kitaip tariant mes ”pasiskoliname”) ir nau-
dodami sudéties lentéle apskaic¢iuojame skirtuma ay + p — bi. Jeigu k + 2—antrojo skyr-
iaus skaitmuo yra lygus nuliui, tai Siuo atveju ”skoliame ” is sekancio k + 3 skyriaus, o
vienas Sio skyriaus vienetas perkeliamas i k 4+ 2 skyriu. Tada turime, kad ar + 10 > by ir
cr = ap + 10 — by.. Suformuluokime skaiciu

a=(an10™ +a, 110" + ... + a910% + a110 + ag),

ir
b= (b 10™ + by 110™ 7+ 4+ 52107 + 5110 + bg),,
atimties algoritma.

1. Atéminj rasome po turiniu taip, kad atitinkamu skyriu vienetai butuy vienas po
kitu, is kairés pusés prirasSydami ”-” Zenkla, o po atéminiu bréziame briksnj.

2. Jeigu turinio vienetu skaitmuo ne mazesnis uz atéminio vienety skaitmenj, tai ju
skirtuma rasome atitinkamu vienety skyriuje.

3. Jeigu atéminio vienety skaitmuo didesnis uz turinio vienetu skaitmenj, t.y. ag < by,
oay # 0, tai skaitmenj a1 maziname vienetu, o ta vieneta pridéje prie ag, gauname dvizenklj
skaiciuy 10+aqg > by, is kurio atimame skaiciu by. Gauta skirtuma rasome atitinkame vienetuy
skyriuje po briiksniu ir skai¢iuojame sekanciu, i kaire, skyriuy vienety skirtuma.

4. Jei atéminio vienety skaitmuo yra didesnis uz turinio vienety skaitmenj, o turinio
keliu is eilés aukstesniu skyriy vienetu skaicius lygus nuliui, tai imame, iS kairés, pirmaji
skyriu kurio vienetu skaicius nelygus nuliui ir sumaziname ji vienetu, o visus Zemesnius
skyrius, kuriy vienety skai¢ius buvo lygus nuliui, padidiname (10 — 1),, vienetu. Turinio
skyriaus vieneta, is kurio atimame, padidine 10 vienety gauname dvizenklj skaiciy 10+ ag,
is kurio atéme by, rezultata uzrasome po briiksniu vienetu skyriuje. Toliau skaiciuojame
gretimo, iS kairés, skyriaus vienetu skirtuma, samprotaudami analogiskai.

5. Atimties operacija baigiama, kai apskaiCiuojamas auksciausio skyriaus vienetu
skirtumas.

Pastaba. Atimtis, kaip paprastai tikrinama sudéties pagalba. (Kaip?). Dar karta
pabréziama, sudéties operacija atliekama p— ainéje skaic¢iavimo sistemoje, tad naudojamas
simbolis 10— yra p— ainés skai¢iavimo sistemos desimtis, kuri nieko bendro neturi su mums
iprasta deSimtimi, nebent kai p— yra mums iprasta desimtaine sistema.

Pavyzdziui 238, — 164g = 515, AC00415 — 9732615 = 4BDD;s.

Daugyba.

1. Dvieju vienazenkliu skaiciu sandauga skaic¢iuojama naudojantis daugybos lentelé-
mis.

2. Dauginti skaiciy iS skyriaus vieneto, reikia prirasyti prie dauginio is desinés tiek
nuliu, kiek ju yra daugiklyje (skyriaus vienete).

Tarkime, kad duoti skaiciai

a = (a,10" + ap_110" "1 + ... 4 a310% 4+ @110 + ap),

ir
b= 10"
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sistemoje, kurios pagrindas yra p. Tada

—
ab = (anan_1...a90...0)

*

Pavyzdziui, 1ACS86 - 103 = 1AC86000.

3. Dauginant du skaicius, kuriy visy skyriu, iSskyrus auksciausius, vienetuy skaiciai
lygiis nuliui, reikia sudauginti auksciausiu skyriu vienetus ir prie gautos sandaugos prirasyti
iS desinés tiek nuliy, kiek ju yra dauginyje ir daugiklyje kartu.

Tarkime, kad

a=a,10"+0---10""1+ ... 40---10+0

b="0b,10"+0---10"'4+...+0---10 + 0.

Tada
a-b=1c0...0,

¢ia ¢ = a,, - by ir nuliu skaicius skaiciu a ir b sandaugoje lygus n + k.

Aptarsime, kaip reikia dauginti daugiazenkli skai¢iu i§ vienazenklio.

4. Daugiazenklio ir vienazenklio skai¢iu daugyba yra pagrista démeny sumos ir daug-
inamojo vienazenklio skaiciaus daugybos taisykle.

Tarkime, kad

a=(a,10" + a,_110" 1 + ...+ a310% + @110 + ag); b= by.

Tada
a-b=(a,10" +a,_1-10"" "+ ... 4+ a;-10+ap)by =
(2) = (anbo)l()” -+ (an,lbo) : 10“71 + ...+ (alb()) -10 + (agbo).
Sandaugas apby, (k = 0,1,...,n) randame naudodami daugybos lenteles. Sios san-

daugos yra vienazenkliai arba dvizenkliai skaiciai. Jei sandauga, tarkime aipby = ¢ yra
vienazenklis skaicius, tai (2) reiskinyje 10¥ skyriuje bus ¢, vienetu, o jeigu dvizenklis, tai

(arbo)10% = (dip110 + t)10% = djy 1107 4 ¢, 10",

Beje, paskutinioji lygybé apima ir pirmaji atveji, kuris gaunamas, kai dy+; = 0. Taigi,
paciu bendriausiu atveju turime

(CLobo) = dl 10 + to

(a1b9)10 = dp10% + ¢, 10

(an_1b9)10" "t = d,10™ + t,,_1 10",
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(anbo)10™ = dpy 10" 4 ¢,10™.
Irase sias lygybes i (2) reiskini gauname

a-by = dpy110" 4 (dpy +1,)10" + ... 4 (dy +t1)10 + (to).

Pazyméje co = tg, Cnt+1 = dpy1,6 = dj+1t;; 1 = 1...n, ir apskaiCiave Sias sumas gauname,
kad

a-b=(cptiCn...c100).

5. Daugiazenkliu skaiciu daugyba yra pagrista skaiciaus iS keliy démenu sumos tai-
sykle.
Tarkime, kad

a=(a,10" + a,_ 110" + ...+ a210® + a;10 + ag),,

b= (b 10™ + by 1107 4 4 59107 + 5110 + bg) .

Tada
a-b=(anbm)10" ™ 4 (apby_1 + an — 1b,,)10" ™14

e+ (a1b0 + aobl>10 + (aobo).

Apskaiciave skliaustuose esancias sumu sandaugas (skai¢iavimo sistemoje, kurios pagrindas
p,) gausime ieskomaja sandauga.

Aptarsime daugybos algoritma.

Tarkime, kad skaiciai duoti (3) lygybémis.

1. Daugiklj rasome po dauginiu, iS kairés pusés prirasome ” X
bréziame briiksnj.

2. Dauginio ir daugiklio vieneto by sandauga rasome po briksniu.

3. Dauginio ir daugiklio aukstesniojo skyriaus vieneto b; sandauga rasome po pirmaja
sandauga aby perkéle ja per viena skyriuy i kaire

4. Toliau is eilés dauginame dauginio ir daugiklio sekanciu skyriu vienetus ir rezultatus
rasome po, pries tai buvusia sandauga, perkeldami ja per viena skyriy i kaire.

5. Kai atliekame paskutiniaja sandauga a - b,,, gautasias visas m + 1 sandaugas
sudedame.

Pavyzdziui, 234¢ - 432¢ = 155212.

2

zenkla ir po daugikliu

Dalyba.

Kaip paprastai laikome, kad skai¢iavimo sistemos pagrindas yra p. Tarkime, kad
skaiciai a ir b yra vienazenkliai, be to skai¢ius b dalo skai¢iu a. Vadinasi 3k € {0,1,...,q},
(¢ = 10, — 1) toks, kad teisinga lygybé a = kb arba a : b = k. Kitaip tariant, skaicius b
dalo skaic¢iu a be liekanos. Dalybos teisinguma tikriname naudodami daugybos operacija.
k, kaip jau zinome, yra vadinamas dalmeniu. Taigi, daliklio ir dalmens sandauga turi buti
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lygi daliniui. Vienazenkliu skaic¢iu dalyba kartais vadinama lenteline dalyba, kadangi Siai
operacijai atlikti pakanka zinoti daugybos lentele.

Tarkime, kad dalinys yra dvizenklis, o daliklis vienazenklis, skaiciai. Tada, dalmuo
gali buti vienazenklis arba dvizenklis skaicius.

Tarkime, kad a = a110 + ag, o daliklis yra b ir a; < b. Tada dalindami skaic¢iu ajaq iS
skaiciaus b mes ieskome pacios didziausios sandaugos kb, nevirsijancios skaiciaus a, t.y.

a = kb.
Siuo atveju dalmuo k yra vienazenklis skai¢ius nedidesnis uz skaiciu b.(Kodél?) Jeigu
dalinio antrojo skyriaus skaitmuo didesnis uz dalikli, tai rezultatas bus dvizenklis skaicius.
Tarkime, kad a = a110 + ag ir b tokie, kad a; > b. Daugybos lenteléje randame skaiciu k1,
kuriam teisingas sarysis a; = bk1+1r1, 0 < ry; < b. Liekana r; dauginame is 10 ir pridedame
prie skaitmens ay. Tada gauta skaic¢iu r110+4ag vél dalijame is skaiciaus b. Gauname lygybe

r1 + 10 = bkg + 19, 0 < rg < b. Surase Siuos sarysius i pradine lygybe gauname:

a=a1104ag = (bkl +r1)10+a0 =bk110 + k110 + ag = bk110 + bkg + 19 =

b(k:110 —+ /{?0) + To.
Taigi, a = bk +1r, + <r <b, k= kiko.
Tarkime, kad skaic¢ius a yra daugiazenklis, o daliklis vienazenklis. Be to sakykime,
kad a,, > bg. Dalome skai¢iu a,, i8 by su liekana:
an = kn,bg + 1y, 0 <1, <b,.
Tada teisinga lygybé:

a = (knbo +7r0)10" + @, 110" 1+ ...+ 0110 + ag

arba
a — (knbo)10™ = r, 10" + a,, 110"~ + ... + @110 + ap.

Kadangi r,, < by, tai dalindami dvizenkli skaic¢iu r,10 + a,,—1 iS by gauname
rpl0 4+ ap_1 = kn_1bo +71n_1, 0 <7rp_1 <bg, 0 < k,_1 <10.
Todél teisinga lygybeé
a — (kpbo)10™ — kp_1bp10" 1 =7, 110" + @, 210" 2 + ... + @110 + ao.
Tesdami §i procesa gausime, kad
a —bo(kp10™ + kp_ 110" + . 4 k110 + ko) = 70.
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Tada
a = bo(k,10™ 4+ k110" + ...+ k110 + ko) + 0.

Pazymeje skliaustuose esancia sandaugu suma raide k gauname daugiazenklio skaiciaus
dalybos i§ vienazenklio, su liekana, taisykle. Siuo atveju

a = kbg + rg.

Jeigu a,, < by, tai dalyba pradedame i§ karto nuo dvizenklio skai¢iaus a,,10 + a,,—1. Tada
dalmenyje bus vienu skaitmeniu maziau.

Aukséiau atlikta tyrima apibendrinkime tokia

Isvada  Dalmens skaitmenu skaicius lygus dalinio ir daliklio skaitmenu skaic¢iaus
skirtumui arba vienetu uz ji didesnis.

Sitilome tai irodyti skaitytojui.

Aptarsime dalybos procedura bendru atveju, suformuluodami dalybos algoritma.

Tarkime, kad

a=(a,10" + a,—110" " + ...+ az10% + a1 10 + ap),

b= (b, 10™ + by 110™ 7 + . 4+ 52107 + 5110 + bg) .

1. Tegu a > b ir abu skaiciai yra vienazenkliai. Tada dalmuo k yra randamas naudojantis
daugybos lentele.

2. Sakykime, kad a > b ir n;jm. Siuo atveju bréziame dalybos kampu Zenkla, kurio
kairéje puséje rasome dalinj, o desinéje dalikli. Po to ieskome dalmens ir liekanos. Tai
realiuojame tokiu biidu.

3. Dalinyje is kairés pusés atskiriame tiek skaitmenu, kiek ju yra daliklyje, jeigu dalinio
atskirtyju skaitmenu sudarytas skaicius yra ne mazesnis uz daliklj ir atskiriame vienu skait-
meniu daugiau negu daliklyje kitu atveju. Daugindami daliklj b is skai¢iu 1,2,...p—1, ran-
dame didziausia skaic¢iaus b kartotinj k,, € {1,...,p— 1} toki, kad k,b nevirsytu atskirtuju
skaitmenu sudaryto skai¢iaus, dalinyje. Si skaic¢iy rasome po briksniu, esané¢iu po skaiciumi
b. Tuo tarpu sandauga k,b rasome po daliniu a taip, kad skaiciaus k,b Zzemiausiojo skyriaus
vienetai biity uzrasSyti po iSskirtojo skaiciaus, dalinyje, zemiausiojo skyriaus vienetais. Po
skaiciumi k,, - b bréziame briiksnj ir po juo rasome isskirtojo skaiciaus ir k,, - b skirtuma r,,
(dalybos liekana,).

4. Prie gautojo skirtumo, is desinés, prirasome dalinio skaitmenj a,, _,_1. Gauta skaiciu
lyginame su dalikliu b. Jeigu gautasis skaicius ne mazesnis uz b, tai kartojame 3. dalies
algoritma. Jeigu gautas skai¢ius mazesnis negu b, tai prie jau esamo skai¢iaus prirasome
sekant] (zemesnio skyriaus) dalinio skaitmenj ir griZztame prie 3. algoritmo pradzios, o
kitu atveju kartojame 4. algoritma. Tarkime, kad buvo nukelta s skaitmenu, kol turéjome
kartoti 3. algoritma. Tada prie skaitmens k,, yra priraSomas s — 1 nulis.

5. Dalyba baigiame, kai nukéle dalinio Zemiausiojo skyriaus vieneta gauname skaiciy,
mazesnj uz b. Dar karta pakartoje 3. algoritma gauname paskutinj kartotinuma kg, bei Si
kartotinuma atitinkancia liekana rqy. Tada,

a:b-(knkin_l...k’lk?o)p-i-T’o:b'k-i-T’o.
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Tada skaiciu a ir b dalmuo lygus k, o dalybos liekana yra rq.

4.5 Skaiciavimo sistemos pagrindo keitimas.

Tarkime, kad duotas skaicius

a=(a,10" + an-110""1 4+ . 4+ a910® + a;10 + ap)p-

Kaip atrodys §is skai¢ius skai¢iavimo sistemoje, kurios pagrindas yra ¢. Aptarsime algorit-
mus, kuriais naudodamiesi, galésime atsakyti i i klausima.

Sakykime, kad pradinis ir ieSkomasis pagrindai susieti lygybe p < ¢. Bet tada visi
skaiciaus a skaitmenys tiek pirmoje skaic¢iavimo sistemoje, tiek ieskomoje turi ta pacia
prasme, t.y. reiskia ta pati vienetu skaic¢iu. Be to 10, yra vienazenklis skaicius, tarkime
qo, skaic¢iavimo sistemoje kurios pagrindas yra ¢. Pradini skaiciu perrasykime taip:

a=(a,10" + a, 110" + ...+ a210% + a1 10 + ap),

= (anql +an—1q)" " + ... +aiqo +ag)y

Atlike aritmetinius veiksmus, paskutiniajame reiskinyje, gausime skai¢iu skaic¢iavimo siste-
moje, kurios pagrindas q. Pavyzdziui, skaiciu uzrasSyta penketainéje skai¢iavimo sistemoje
p = 5, perraSykime skaiciavimo sistemoje gy = 8. Tada

2345 = (2-10° +3-10+4)s = (2-5° +3-5+4)g =

(2-31+ 17+ 4)5 = (62 4 23)s = (105)s.

Tada, kai ¢ < p mes elgiamés panasiai, t.y. visu pirma uzsiraSome skaic¢iaus a
standartine forma, o po to visus skaiCiaus a skaitmenis, bei pagrindo vienetu skaic¢iu
perrasome naujosios skaiciavimo sistemos skaitmenimis. Pavyzdziui, skai¢iu uzrasyta vien-
uoliktaineéje skaiciavimo sistemoje perrasykime septynetainéje skaic¢iavimo sistemoje:

2411 =(2-104+ A)11 = (2-13 4+ 14)7 = (26 + 14)7 = (43)7.

Pateiksime ir kita btida, kuri galima naudoti kei¢iant skaic¢iavimo sistemos pagrinda.

Norint skaiciu a , uzrasyta g—ainéje skaiciavimo sistemoje, perrasyti p—ainéje skaicia-
vimo sistemoje, reikia q—ainéje skaiciavimo sistemoje uzrasyta skaiciaus israiska, dalinti is
p— ainés skaiciavimo sistemos pagrindo, perrasyto q— aines skaic¢iavimo sistemos skaic¢iumi,
tokiu buidu: visu pirma dalijame a i$ p, perrasyto ¢— ainéje skaiciavimo sistemoje;

a:k0p+7°070 <o Sp;ko <a.

Tarkime, kad ky > p. Tada dalijame kg iS p :

k0:k1p+7‘1,0§7“1 <p,/€1 <k30.
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Jeigu k1 > p, tai toliau dalijame iS p :
ki =kop+12,0 <1y <p,ky < k.

Ir taip toliau. Sis procesas yra baigtinis, kadangi seka a, k1, ko, . . . grieztai mazéja, vadinasi
egzistuoja dalmuo k,, kad k, < p. Taigi
kn—2=kn-1p+rn-1,0 <7pn1 <pkn_1 > p;
kn—1=knp+rn,0<r, <pk, <p.
Is paskutiniyju lygybiu isplaukia
a=kpp" T+ 1 p" H 1" 4 rap? 4 Tip + 7o

Pastebésime, kad visi r;, (i = 1,...,n) ir k, yra mazesni uz p, taigi jie yra p— ainés
skaic¢iavimo sistemos skaitmenys. Paskutinéje lygybéje vietoje p parase 10, gausime pra-
dinio skaic¢iaus kanonine iSraiska p— ainéje skaiciavimo sistemoje. Pavyzdziui, deSimtaini
skaiciu 5406 perrasykime asStuonetainéje skaiciavimo sistemoje. Remdamiesi auksciau
aprasSytu dalybos algoritmu gauname tokia lygybiu seka

5406 =675-8+6, 675 =84-8+3, 84 =10-8 + 4,
10=1-8+2.
Tada 540619 = 124365.
Uzdaviniai
1. Pateiktus skai¢ius uzrasykite roméniskoje skaic¢iavimo sistemoje:
56, 249, 785, 982, 3487, 48736, 875941.
Kaip atrodo pateiktieji skaic¢iai deSimtainéje skaic¢iavimo sistemoje:
CCXXIV, DVI, CMXLVII, XXXII),DCCXCIII,

CXLVIIIyLXVI, CMyXCIX.

2. Atlikite veiksmus 9—ainéje, 11— ainéje bei 15— ainéje skaiCiavimo sistemose,
atitinkamai:

(245 + 658) - 67 — 42789.
3. Padalinkite su liekana skaicius nurodytose skaic¢iavimo sistemose:
45896 : 4215, 10110011 : 1195 2013223 : 124, A9F8C'D4 : BAss.

4. Raskite skai¢iu BD4 ir 98 A bendra didziausia dalikli ir bendra maziausia kartotinj
14— ainéje ir 15— ainéje skaic¢iavimo sistemose.
5. Atlikite veiksmus:

((548976 — 48927) - 423) : 24
12— ainéje ir 13— ainéje skaic¢iavimo sistemose.
6. Pakeiskite nurodytu skaiciu skaiciavimo sistemos pagrinda.

CL) (268)9 — ( . .)12 — ( . .)2 — ( . .)6.
b) (DC)15 — ( . .)7 — ( . .)10.
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