III. SVEIKI NENEIGIAMI SKAICIAI

3.1 Indukcijos aksioma

Naturaliuju skaic¢iu aibés savoka viena svarbiausiu matematikoje. Nors naturalaus
skaiciaus savoka labai sena, bet Sio skaiciaus 'buveinés’ savoka buvo suformuluota tik 19
am. pabaigoje G. Peano bei R. Dedekindo pastangomis.

Paruosiamuosius darbus jau esame atlike ankstesniuose skyreliuose, todél dabar is
karto ir pateiksime naturaliuju skaiciu aibés apibrézima.

Netuscia aibe N vadinsime natiiraliyju skaic¢iy aibe, jeigu joje apibréZtas binarinis
sarysis ’eina tiesiog po’ siejantis kai kuriuos Sios aibés elementus, tenkinantis savybes:

al. Yra sioje aibéje elementas, pazymékime ji ’1’, neinantis po jokio elemento;

a2. Po kiekvieno elemento eina vienas ir tik vienas elementas;

a3d. Kiekvienas elementas eina ne daugiau kaip po vieno elemento;

a4. Bet kuris aibés N poaibis M, sutampa su aibe N, jei:

1)1e M,
2) jei elementas m € M, tai ir elementas einantis tiesiog po jo priklauso aibei M.

Sios aibés elementus vadinsime natiiraliaisiais skai¢iais. Naudojant Sias aksiomas
galime ’surédyti’, visus naturaliuosius skaicius tam tikra tvarka. Einanti tiesiog po 1
pazymesime 2, einanti tiesiog po 2 pazymeésime 3 ir t. t., mums iprastu budu. Pastebésime,
kad naturaliuosius skaic¢ius galime zymeti labai ivairiai. Kiek veéliau susipazinsime ir su
kitokiais skai¢iu uzraSymo budais. Tokiu budu mes gauname naturaliuju skaic¢iu aibe
nusakancius elementus. Dar daugiau, kadangi Sioje aibéje apibréztas tvarkos sarysis, tai
Sios aibés elementus galime sutvarkyti Sio sarysio atzvilgiu.

Pagindziant matematinius teiginius labai svarbi a4. aksioma, kuri dar vadinama
matematines indukcijos aksioma. Kuo matematiné indukcija skiriasi nuo ’kitokios’ in-
dukcijos. Apskritai kalbant, indukcija yra metodas, leidziantis remiantis daliniais teig-
iniais daryti iSvadas apie bendrus teiginius. Bet ’sveikas protas ’ sako mums, kad kazin
ar atlikus tik baigtini kokio tai proceso tikrinima galime neabejodami tvirtinti, kad ir
neribotai tesdami §i procesa gausime ta pati rezultata? Dar daugiau, mokslo istorijoje
daug pavyzdziu, kurie patvirtina, kad ne visada galime apibendrinti rezultatus remdamiesi
tik baigtine indukcija. Pvz. P. Ferma patikrines, jog skai¢ius 22" + 1 yra pirminis, kai
n = 0,1,2,3,4, padaré prielaida, kad Sis skaicius kai n = 5 taip pat pirminis. Bet jo
prielaida nepasitvirtino. Zinoma, pilnosios indukcijos metodu yra gaunamos patikimos
zinios, tac¢iau ji imanoma tik tuo atveju, kai nagrinéjama aibé baigtiné. Tad kyla klausimas,
o kuo gi geresnis matematinés indukcijos metodas? Tarkime, kad mums reikia patikrinti,
jog tam tikras reiskinys teisingas begaliniam skai¢iavimo, vertinimo ir t.t. zingsniu skaiciui.
Jeigu parodysime, kad Sis zingsniu skaicius sutampa su natiiraliuju skaic¢iu aibe, tai misu
teiginys bus irodytas. Tad kaip mes elgiamés. Visu pirma sutapatinkime miisu nagrinéjamo
proceso zingsniu skaiciaus aibe su aibe M, kuri figuiravo a4. aksiomoje. Visu pirma reikia
patikrinti, ar pirmajam zingsniui nagrinéjamas reiskinys tenkina keliamus reikalavimus,
t.y. 1 € M. Tarkime, kad pradinis reikalavimas yra patenkintas, t.y 1 € M. Taigi, aibé
M netuscéia. Pasirinkime, bet kurj zingsni k£ € M kuriam nagrinéjamas reiskinys tenk-
ina reikalavimus (darome indukcine prielaida). Jei parodysime, kad tuos pat reikalavimus
reiskinys tenkina ir sekanc¢iame zingsnyje (po k tiesiog einantis elementas irgi priklauso
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aibei M ), taigi naudodamiesi a4. aksioma galime tvirtinti, kad zingsniu skai¢ius, kuriems
nagrinéjamas reiskinys tenkina keliamus reikalavimus, sutampa su natiiraliuju skaiciu aibe.
3.2* Sveiku, neneigiamu skaiciy aibés elementu veiksmai

Siame skyrelyje parodysime, kaip naudojant indukcijos aksioma yra apibréziami veiks-
mai naturaliuju skaic¢iu aibéje, irodomos veiksmu savybeés bei apibréziamas tvarkos sarysis.

Tegu a € N. Tada elementa einanti tiesiog po a Zymésime simboliu a’. I naturaliuju
skaiciu aibés aksiomu isplaukia, kad jei ' = ¥, tai tada ir a = b. Be to, jei a # b, tai ir
a #Vb.

Papildykime natturaliuju skaiciu aibe vienu elementu. Pazymékime
No={0}UN =/{0,1,2,...}.
Aibé Ny nuo natiiraliuju skaiciu aibés skiriasi tik tuo, kad elementas, neinantis po jokio
yra 0. Be to 0’ = 1. Sios aibés elementus vadinsime sveikais neneigiamais skaiciais.

Funkcija f : No x Ny — N vadinsime sudéties operacija, apibrézta natiiraliyju skaiciuy
aibéje, jei V(a,b) € N¢ funkcija tenkina reikalavimus:

1) f(a,0) =a,

2) f(a,b') = (f(a,b))".
Ateityje zymeésime: f(a,b) = a + b. Tuomet apibrézime naudojamas lygybes galime

perrasyti taip:
a+0=ua,ir a+b = (a+0).

Naturaluji skai¢iu f(a,b) vadinsime skai¢iu a ir b suma, skaic¢iai a ir b vadinami démenimis.

1 Teorema Va € N teisingas lygybe

a+1=ad.

S)
Nesunku matyti, kad remdamiesi sarySio ”eina tiesiog po ” apibrézimu bei sudéties
apibrézimu (paeiliui du kartus) gauname

at+l=a+0=(a+0)=d.

S
Sudéties savybés

Sudéties asociatyvumo savybé. Visiems a, b, c € N teisinga lygybeé:
(a+b)+c=a+ (b+c).
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S/

Parodysime, kad kei¢iant trecia démeni, kai a,b € Ny yra bet kokie fiksuoti skaiciai,
Si lygybé yra teisinga. Apibrézkime naturaliuju skaiciu aibe:

M = {n € Ny, kuriems lygybé (a+b)+n=a+ (b+n) teisinga}

Parodykime, kad pirmasis aibés N elementas priklauso $iai aibei, t.y. teoremos for-
muluotéje esanti lygybé teisinga, kai a = 0 ir a,b € Ny yra bet kokie fiksuoti skaiciai.
Remdamiesi sudéties apibrézimo 1) lygybe gauname, kad

(a+b)+0=a+b=a+ (b+0).

Matome,kad pirmajam elementui §i lygybé yra teisinga, taigi 0 € M. Taigi, aibe M
netuscia. Bet jei netuscia, tai pasirinkime koki nors Sios aibeés elementa, tarkime k. Vadinasi
Siam elementui lygybe teisinga:

(a+b)+k=a+(b+k), ke M. (1)

Pastaroji lygybé paprastai vadinama indukcine prielaida (zr. a4. aksioma

1). Jeigu sugebésime parodyti, kad i§ pastarosios prielaidos ir zinomu teiginiu isplau-
kia, kad ir sekanciam po k skaic¢iui k' = k+1 §i lygybeé teisinga, tai remdamiesi matematinés
indukcijos aksioma a4. galésime tvirtinti, kad nagrinéjamoji lygybé teisinga visiems n €
Ny, kadangi M = Nj. Taigi

(a+b) + k' (remdamiesi 2)) = ((a + b) + k)" (remdamiesi prielaida (1)) =

(a+ (b+k)) (remdamiesi 2) ) = a + (b+ k)" (remdamiesi 2)) =a+ (b+ k).

Gavome, kad esant (1) prielaidai, teoremos tvirtinimas teisingas ir sekan¢iam zingsniui.
Turime, kad jei k € M, taiir k+ 1 € M. Vadinasi M = Ny, kitaip tariant, lygybé teisinga
visiems natiiraliesiems skaiciams.
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Skaitytojui siulome irodyti Sios lygybés teisinguma, kai fiksuota kuri nors kita skaiciu
pora.

Komutatyvumo savybé. Suma nepriklauso nuo démenu tarpusavio padéties, t.y.
visiems a, b € Ny teisinga lygybeé:

a+b=>b+a.

S/

Patikrinkime, ar teisinga lygybé 0 4+ b = b + 0. Siuo atveju

M = {n € Ny, kuriems lygybé 0 +n =n+0 teisinga }

Visu pirma ar Si lygybe teisinga pirmajam neneigiamam skaiciui b = 0, t.y. ar b € M.

Turime, kad 0 + 0 = 0 + 0 yra akivaizdi lygybé. Taigi, aibé M netuscia. Sakykime,
kad k € M, (darome indukcine prielaida) t. y.

O+k=k+0.
Parodysime, kad $i lygybeé teisinga ir sekanc¢iam skai¢iui k&’ = k + 1. Turime, kad
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0 + &’ (remiantis 2) ) = (0 + k)’ (remiantis 1 Teorema) (0 + k) + 1

(remiantis indukcine prielaida) = (k+0) + 1 (remiantis 1)) =k +1 =k 4+ 0. Tad
jei k € M, tai ir k¥’ € M. Vadinasi, lygybé 04+ b = b+ 0 yra teisinga visiems b € Ny. Norint
baigti Sios teoremos irodyma, mums tektu irodyti, kad

1+b=>b+ 1. Po to parodyti, kad a+b=10b+ a.

Tikimés, tai mielai atliks skaitytojas.

S

2 Teorema Visiems a € N, b € Ny teisinga nelygybé: a+ b # b.
Kitaip tariant, suma nusakoma vieninteliu budu.

S/

Tarkime, kad a laisvai parinktas naturalusis skai¢ius, o aibe M sudaro tie aibés Ny
elementai, kuriems teisinga teoremos nelygybé. Nesunku suprasti, kad 0 € M, kadangi
remdamiesi 1) aksioma gauname, kad a + 0 # 0. Tarkime, kad k € M (toks k egzistuoja!).
Taigi, remiantis padaryta prielaida a + k # k. Ar k" irgi priklauso aibei M? Jei taip, tai
M = Njy. Tikriname: a + k' = (a + k)" (pagal prielaida) # k’. Taigi gavome, kad k' € M.
Tada, kaip jau esame minéje, M = N.

¥

Funkcija g : Ny — N vadinsime daugybos operacija, apibrézta sveiku neneigiamu
skai¢iu aibéje, jei V(a,b) € N§ funkcija g tenkina reikalavimus:

3) 9(a,0) =0,
4) 9(a, ") = (g9(a,d)) +a.
Zymesime: g(a,b) = a - b, nors taska, jei nekils neaiSkumu, paprastai praleisime.

Tuomet apibrézime naudojamas lygybes galime perrasyti taip:
a-0=0,ir a-b =ab+a.

Naturaluji skai¢iu g(a,b) vadinsime skai¢iu a ir b sandauga, o skai¢ius a ir b vadinsime
dauginamaisiais.
3 Teorema Sveiku neneigiamu skaiciy aibéje teisinga lygybé:

a-1=a.

S

Turime, a-1 (remiantis sarysiu ”eina tiesiog po”) = a-0’ (4) daugybos savybé)= a-0+a
( 3) daugybos savybé) = 0 + a (sumos komutatyvumo savybe ir 1) ) = a.

@

Distributyvumo savybé sudaro prielaidas atskliausti, kai dauginame skaiciu i§ kitu
dvieju skaic¢iu sumos. Taciau, norint atskliausti, mes visu pirma turime iSsiaiskinti, ar néra
svarbu i§ kurios pusés rasysime daugikli pries skliaustuose esancia suma. Deja, to iS karto
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atlikti negalime, todel Sia problema spresime atskirais etapais. Visu pirma parodysime,
kad jei daugiklis parasytas pries skliaustus is kairés pusés, tai Siuo atveju atskliausti galime.
Kairioji distributyvumo savybé. Bet kokiems a,b,c € Ny teisinga lygybé

a(b+ ¢) = ab+ ac.

©

Tarkime, kad skaiciai a, b yra laisvai pasirinkti, bet fiksuoti. Parodysime, kad tuomet
visiems ¢ € Ny lygybé teisinga. Tarkime, kad parinkome a = 7,0 = 45. Tada turétume
parodyti, kad 7(45+¢) =7-45+7-c. Zinoma, galime fiksuoti ir kitus du skai¢ius, tarkime
a,c, o tada b butu bet koks. Visu pirma parodysime, kad lygybé teisinga, kai ¢ = 0. Taigi

alb+0)=ab=ab+0=ab+a-0.

Irodydami paskutiniaja lygybe naudojome 1) ir 3) savybes. Taigi, kai ¢ = 0, tai §i lygybeé
teisinga. Padarome prielaida, kad si lygybé teisinga kokiam nors skaiciui k, t.y.

a(b+ k) = ab+ ak, k € Np.

Parodysime, kad ji teisinga ir sekanc¢iam skaic¢iui k. Naudodami 2), 4), indukcine prielaida,
sudéties asociatyvuma ir 4), eilés tvarka, gauname, kad

alb+k)=alb+k) =alb+k)+a=(ab+ak)+a=ab+ (ak +a) = ab+ ak’.

Taigi, jei lygybe teisinga kokiam nors skaiciui k, tai ji teisinga ir sekanciam. Remdamiesi
matematinés indukcijos aksioma gauname, kad §i lygybé teisinga visiems natturaliesiems
skaiciams, kuriuos raSytume c vietoje.

S
Desinioji distributyvumo savybé. Visiems sveikiesiems neneigiamiems skaiciams tei-
singa lygybé:
(a+0b)-c=ac+be.
Sio tvirtinimo jrodyma paliekame skaitytojui.

Daugybos komutatyvumo savybé. Sukeitus dauginamuosius vietomis sandauga nepa-
sikeis:
ab = ba, a,b € Nj.

S/
Visu pirma parodysime, kad Vb € N teisinga lygybe:

0-b=10-0.

Akivaizdu, kad kai b = 0 §i lygybé yra teisinga. Tarkime, kad §i lygybe yra teisinga
ir tuo atveju, kai b = k. Parodysime, kad ji teisinga ir sekanc¢iam naturaliajam skaiciui.
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Remdamiesi 4), indukcine prielaida, 3) ir deSiniaja distributyvumo savybe, atitinkamai,
gauname
0-¥=0-k+0=k-0+0=k-0+1-0=(k+1)-0.

Taigi, 0- b = b-0. Analogiskai irodoma ir lygybé 1-b=15-1.

Irodysime, kad pasirinke b € Nj, bet kokiam a € Ny teisinga lygybé ab = ba. Visu
pirma parodysime, kad §i lygybé teisinga pirmajam sveikajam neneigiamam skaic¢iui a = 0.
Bet lygybe 0 -b = b -0 jau esame irode. Taigi, padare indukcine prielaida, kad lygybe
kb = bk yra teisinga kokiam nors sveikajam neneigiamam skaic¢iui parodykime, kad ji
teisinga ir sekanciam skaic¢iui £’. Remdamiesi desiniaja distributyvumo savybe, indukcine
prielaida, lygybe 1-b =1b- 1, bei kairiaja distributyvumo savybe, paeiliui, gauname, kad

K-b=k-b+1-b=k-k+b-1=0K.

Taigi, remdamiesi indukcijos aksioma galime tvirtinti, kad lygybé teisinga visiems nenei-
giamiems sveikiesiems skaic¢iams.
¥

Asociatyvumo savybeé.
Bet kokiems sveikiesiems neneigiamiems skaiciams teisinga lygybé:

a(b-c)=(a-b)c

o

Tarkime, kad a,b yra bet kokie, laisvai parinkti (bet fiksuoti) sveikieji neneigiami
skaiciai. Parodysime, kad lygybeé teisinga Ve € Ny.

Kaip paprastai, visu pirma parodysime, kad si lygybé teisinga kai ¢ = 0. Remdamiesi 3)
turime, kad a(b-0) = a-0 = 0 = (ab)-0. Matome, kad $iuo atveju lygybé teisinga. Padarome
prielaida, kad 8i lygybé teisinga, kokiam tai skaic¢iui ¢ = k. Tad turime, kad (ab)k =
a(bk). Parodome, kad §i lygybé teisinga ir sekanc¢iam skaiciui. Filés tvarka, remdamiesi 4),
indukcine prielaida, kairiaja distributyvumo savybe ir 4) gauname tokias lygybes:

(ab)k’ = (ab)k + ab = a(bk) + ab = a(bk + b) = a(bk').

2]

Parodysime, kad aibé Ny yra tiesiskai sutvarkyta. Sakysime, kad skaic¢ius a yra
mazesnis uz skai¢iu b, (Zymésime simboliu 7 < ) jeigu egzistuoja naturalusis skaic¢ius
¢, toks kad teisinga lygybé:

a+c=hb.

Zymésime a < b. Sakysime, kad skai¢ius b yra didesnis uz skaiciy a, (Zymésime simboliu
b > a” jeigu skaic¢ius a yra mazesnis uz skaic¢iu b. Taigi, Siuo atveju savoka ”didesnis”
apibréziama remiantis savokos "mazesnis.” Zymeésime b > a.

Kitaip tariant, naturaliuju skai¢iu aibéje apibréziame sarysi ” maziau”.
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4 Teorema Sarysis” < ”yra tranzityvus ir asimetriskas, t.y. jei a < bAb < c, tai
a < cira<b, arbaa > b.

S
Visu pirma parodysime, kad sarysis yra tranzityvus. Tarkime, kad a < b A b < c.
Tuomet remdamiesi sarySio apibrézimu gauname, kad egzistuoja skaiciai k,m € N tokie,
kad
b=a+k, c=b+m.

Is pastaruju lygybiu iSplaukia, kad
c=(a+k)+m=a+ (k+m).

Kadangi k + m € Ny, tai iSplaukia i§ apibrézimo, kad a < c.

Irodysime, kad Sis sarysis turi asimetriSkumo savybe. Tarkime priesingai, t.y. a <
b Ab < a. Remdamiesi Sio sarySio tranzityvumu gauname, kad a < a. IS apibrézimo
iSplaukia, kad egzistuoja toks naturalusis skaicius k, kad teisinga lygybé: a + k = a.
Bet tokia lygybé neimanoma, jei k € N. Taigi, gavome prieStaravima. Vadinasi pradine
prielaida, kad a < b A b < a yra klaidinga, tad belieka atvejis a > bV b > a.

S

Galima nesunkiai parodyti, kad bet kokiai naturaliuju skaiciu porai galioja bent vienas
iS sarysiu:

a<b, a>b, a=hb.

5 Teorema Tarkime, kad a,b € Ny ir a < b. Tada visiems n € Ny a +n < b+ n.

S)
Tarkime, kad a < b. Tada 3k € N toks, kad b = a + k. Pridéje prie abieju lygybeés
pusiu po ta pati skai¢iu n gauname.

b+n=(a+k)+n=a+(k+n)=a+(n+k)=(a+n)+k.

Is pastaruju lygybiu isplaukia, kad a +n < b+ n.
S

6 Teorema Tegu k,a,b € N. Jei a < b, tai ac < bc.

Paskutiniaja teorema sitilome irodyti skaitytojui.

Sveikuju neneigiamu skai¢iu a ir b skirtumu vadinsime naturaluji skai¢iu ¢ toki, kad
b+ c = a, jei skaic¢ius ¢ € Ny egzistuoja. Tokiu budu apibrézta sarysi sveikuju neneigiamu
skaiciu aibéje vadinsime atimties operacija, kuria zZymeésime

a—b=c.
Skaicius ¢ vadinamas skirtumu, a— turiniu, b— atéminiu.
Is apibrézimo iSplaukia, kad atimties operacija yra apibrézta ne visiems natiiraliesiems

skai¢iams.
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7 Teorema Sveikuju neneigiamu skaiciu a ir b skirtumas egzistuoja tik tada, jei
skaicius b yra ne didesnis uz skai¢iu a (b < a.) Be to jei skirtumas egzistuoja, tai jis yra
vienintelis.

S

Tarkime, kad a — b = ¢. Remdamiesi skirtumo apibrézimu gauname, kad a = b + c.
Matome, kad jei ¢ > 0, tai a > b, t.y. turinys didesnis uz atémini. Jeigu ¢ = 0, tai a = b,
taigi Siuo atveju skirtumas lygus nuliui. IS pastaruju samprotavimu gauname, kad turinys
ne mazesnis uz atémini, kitaip tariant a > b.

Tarkime, kad yra du skaiciu skirtumai, t.y.

a—b=c, a—b=co.

Tarkime, kad co; < ¢;. Tada atéme pirmaja lygybe i antrosios gauname, kad ¢; — co = 0.
Bet tuomet ¢; = c5. IS paskutiniosios lygybés gauname teoremos irodyma.
S/

3.3 Dalumo sarysis sveikuyju neneigiamuy skaic¢iy aibéje. Dalumo pozymiai

Sakysime, kad sveikas neneigiamas skaicius b dalo sveika neneigiama skai¢iu a, (zyme-
sime bla ) jeigu egzistuoja vienintelis sveikas neneigiamas skaicius k toks, kad a = bk. Si
sarysi, apibrézta sveikuju neneigiamu skaiciu aibéje, vadinsime dalybos operacija. Skaiciu
b vadinsime skaiciaus a dalikliu, o skai¢iu a— skaic¢iaus b daliniu. Skaicius k vadinamas
dalmeniu.

Nesunku suprasti, kad jei sveikas neneigiamas skaicius b dalo sveika neneigiama skaiciu
a, tai b < a. Be to skai¢iu 0 dalo bet koks naturalusis skai¢ius. Antra vertus, 0 nedalo né
vieno naturaliojo skaic¢iaus a. Beje, laikome, kad 0 nedalo 0, kadangi Siuo atveju negalime
nurodyti vienintelio k& € Ny tokio, kad butu teisinga lygybé: 0 = 0k. Taigi, dalyba is nulio
yra neapibrézta.

Panagrinékime dalumo savybes sveikuju neneigiamu skaic¢iu aibéje.

8 Teorema Dalumo sarysis yra

1) refleksyvus, t.y. ala

2) tranzityvus, t.y. jei alb, b|c, tai alc

3) antisimetriskas, t.y. jei a|b ir bla, tai a = b.

S/

Tai, kad dalumo sarysis yra refleksyvus, akivaizdu.

Irodysime, kad sary$is yra tranzityvus. Turime, kad b = ak ir ¢ = bl, k € Ny. IS
pastaruju lygybiu iSplaukia, lygybé ¢ = a(kl). Kadangi kl € Ny, tai gauname, kad alc.

Turime, kad a = bk ir b = al. IS §iu lygybiu iSplaukia, kad kI = 1. Bet pastaroji lygybe
galima tik tuo atveju, kai £ = = 1. Taigi, a = b. Vadinasi sarysis antisimetrinis.

Tuo baigiame teoremos irodyma.

S

9 Teorema Jei skaicius ¢ dalo skaicius a ir b, tai skaicius c¢ dalo ir suma a + b. Be to,
jei a > b tai ¢ dalo ir skirtuma a — b.

S
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Is dalybos operacijos apibrézimo isplaukia, kad a = ¢l ir a = ck. Bet tada, a + b =
al +ck = c(l+ k), ¢ia l+ k € Np. Is paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad c|a + b. Skirtumo
dalumas irodomas visisSkai analogiskai.

&5,
10 Teorema Jei skaicius ¢ dalo skirtuma a — b (suma a+ b ) ir be to dalo bent viena
is skai¢iu, tarkime a, tai tada c dalo ir antraji skirtumo (sumos) nari b.

11 Teorema Jei skaicius ¢ dalo a ir nedalo b, tai tada c nedalo ir skirtumo a — b
(sumos a+b )

12 Teorema Jeigu sandauga bc|ac, tai skaicius b|a.
Sias teoremas sifilome irodyti skaitytojui.
13 Teorema Jei c|la arba c|b, tai tada c|(ab).

S/

Tarkime, kad c|a. Tuomet a = ck, k € Ny. Padaugine abi Sios lygybés puses i3 skaic¢ius
b gauname, ab = (ck)b = (cb)k. I$ paskutiniosios lygybés isplaukia, kad c|(ab).

S¥

14 Teorema Jeigu skaicius k|a, o skaicius [|b, tai (kl)|(ab).

S)
Turime, kad a = kcq ir b = lcs. IS Siu lygybiu iSplaukia, kad

ab = (kl)(clcg), Cc1C2 € N().

Tuo ir baigiame teoremos irodyma.

S

15 Teorema (Dalybos su liekana teorema.) Bet kokiai skaic¢iu porai a € Ny, b €
N, egzistuoja vienintelé sveiku neneigiamuy skaiciy pora k,r tokia, kad

a=kb+r 0<r<hb. (1)

©

Visu pirma jsitikinsime, kad i$ tiesu bet kokiai porai a, b galime nurodyti skai¢iu pora
k,r, kad butu teisinga (1) lygybé. Irodydami §i sarysi, naudosimés matematinés indukcijos
metodu, skaiCiaus a atzvilgiu, t.y. tarsime, kad b yra bet koks fiksuotas, laisvai pasirinktas
naturalusis skaicius.

Taigi, patikrinkime ar (1) lygybé teisinga pirmajam N elementui. Taigi, kai a = 0,
tai 0 = b0 4+ 0. Matome, kad (1) lygybé teisinga su r =0 < b.

Vadinasi, pagristai galime daryti indukcine prielaida: tarkime, kad kokiam nors skai-
¢iui a = n teisinga lygybe

n=bk+r 0<r<hb. (2)

Parodysime, kad (1) lygybeé teisinga ir sekan¢iam skaic¢iui n + 1. Pridékime prie abieju (2)
lygybés pusiu 1. Gausime

n+1=>bk+(k+1),0<r+1<b.
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Jei r +1 < b, tai i karto gauname teoremos irodyma, o jei » + 1 = b, tai paskutinioji
lygybé tampa tokia
n+1=0bk+1)+0, 0=r<b.

Gavome, kad lygybé teisinga ir sekanc¢iam naturaliajam skaic¢iui. Vadinasi i lygybeé teisinga
ir visiems a € N.

Isitikinsime, kad pora a,b atitinka vienintelé pora k,r, Siu poru salygos nurodytos
teoremos formuluotéje. Tarkime prieSingai, t.y. egzistuoja bent dvi skirtingos poros k, r ir
k1,71 atitinkancios pora a,b. Tuomet teisingos lygybeés

a=0bk+r, a=0bki+ry, 0<r,r <b. (3)
Parodysime, kad r = r1. Tarkime priesingai, t.y. » > r1. Tada i$ (3) lygybiu gauname, kad
O<r—r; <b (4)

ir
r—ry=blk— k). (5)

Kadangi » —r; > 0, tai ir kK — k1 > 1. Bet tada r — r; > b. Bet paskutinioji nelygybe
priestarauja gautajai (4) nelygybei. Visiskai analogiskai gautume, jei nagrinétume atveji,
kai r < ry. Taigi r = rq. Irase gautaji rezultata i (5) lygybe gauname, kad b(k — k1) = 0.
Kadangi b > 0, tai k = k.

5]

Taigi, bla tada ir tik tada, kad (1) formuléje, lickana r = 0.

Panagrinékime dalumo i$ kai kuriu skai¢iu pozymius. Dalumo pozymius nustatysime
naudodamiesi standartine skaiciaus forma. Turime, kad

a=anan_1... a0 = anl0™ +a,_110" "1 + ... 4+ a110 + ao10°, (6)

be to 10 = (2-5)%, k=0,1,...n.
16 Teorema 2|a tada ir tik tada, kai a yra lyginis.

o

Kadangi a lyginis natuiralusis skaicius, tai jo paskutinis skaitmuo ag yra lyginis skai-
¢ius. Taigi, 2|ag ir be to 2|10, Taigi, 2 dalo visus (1) sumos démenis, o tuo pagiu ir suma
a.

S

17 Teorema Skaicius 5|a tada ir tik tada, kai 5|ag

Paskutinioji teorema irodoma analogiskai kaip ir 16 Teorema. Beje, Sia teorema galime
perfrazuoti kiek kitaip. T.y. 5|a jeigu paskutinis skai¢iaus a skaitmuo yra 0 arba 5.

18 Teorema Skaicius 3|a tada ir tik tada, kai 3 dalo Sio skaiciaus skaitmenuy suma.

S
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Naudodamiesi gerai zinoma tapatybe

10" —1=(10—1)(10™ + 10" 2+ ... +10+1) =

10" —1=9(10""1 + 10" 2 +... + 10+ 1), (7)

kai n > 1, matome, kad (7) reiskini dalo skaic¢ius 3. Perrasykime (6) lygybe tokiu budu
a=a,((10" = 1)+ 1)) +an_1 (10" " =1)+ 1)) +...

+a2((10° = 1) + 1)) + a1 (10 — 1) + 1)) + ap =
an (10" = 1) 4+ ap—1 (10" 1) + ...
+az(10* = 1) 4 a1 (10 — 1)+
an + Qp_1+...+a1 +ag.

Remdamiesi (7) tapatybe darome isvada, kad 3|a dalo tada ir tik tada, kai 3|(a, +
ap-1+ ...+ a1+ ap), t.y. dalo 8io skaiciaus skaitmenu suma.

S

Isvada Skaicius 9|a tada ir tik tada, kai 9 dalo sio skai¢iaus skaitmenu suma.

19 Teorema Skaicius 4|a tada ir tik tada, kai skaiGiaus a paskutiniai du skaitmenys
sudaro skaiciu, kurj dalo skaicius 4.

©

Skai¢ius 4/10%, kai k > 2. Taigi, skai¢iaus a dalumas i§ 4 priklauso nuo to ar 4 dalo
likusia kanoninés formos dali, t.y. £ = a110 + ag. Bet paskutinysis reiskinys yra dvizenklis
skaicius, kuris sudarytas i§ skai¢iaus a paskutiniuju skaitmenu. Tad jei 4|k, tai 4|a ir
atvirksciai.

S

Analogisku budu (tai paliekame skaitytojui) galima irodyti, kad skai¢iu a dalo skaicius
25 tada ir tik tada, kai paskutiniai skaitmenys sudaro skaiciu, kurj dalo skaicius 25.

3.4 Didziausias bendras daliklis. Euklido algoritmas

Tarkime, kad skai¢iai nq,ns,...,n, € N. Siu skai¢iu bendru dalikliu vadinsime bet
koki skaiciu, dalijanti nurodytus skaicius. Pati didziausia iS Siu dalikliu vadinsime Siu
skai¢iu bendru didziausiu dalikliu (toliau d.b.d.) ir zymésime simboliu (nq,ns,...,nk).

Nesunku suprasti, kad bendras didziausias daliklis egzistuoja, kadangi bendru dalikliu
skaiCius yra baigtinis. Jeigu teisinga lygybe:

(nl,ng,...,nk) = 1,

tai sakysime, kad skaiciai ni,...,ng yra tarpusavyje pirminiai. Jeigu be to ir bet kuri
skai¢iu pora (n;,n;) = 14,5 = 1...k,i # j, tai sakysime, kad skai¢iu rinkinyje skaiciai
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poromis pirminiai. Aisku, kad jei skaiCiai yra poromis pirminiai, tai jie ir tarpusavyje
pirminiai. Taciau atvirkscias teiginys néra teisingas.

20 Teorema Jeigu skaicius bla, tai skai¢iu a ir b bendru dalikliy aibé sutampa su
skai¢iaus b bendru dalikliy aibe. Dar daugiau (a,b) = b.

S/

Turime, kad bet koks skai¢iu a ir b bendras daliklis tuo paciu yra ir skaiciaus b daliklis.

Atvirksciai. Jeigu b yra skaiciaus a dalikis, tai bet koks skaic¢iaus b daliklis yra ir
skaiciaus a daliklis, taigi, jis yra skaic¢iu a ir b bendras daliklis. Darome iSvada, kad skaiciu
a ir b bendru dalikliu aibé sutampa su skaiciaus b dalikliu aibe.

S

21 Teorema Jeigu
a=bqg+c

tai skaiciu a ir b dalikliu aibé yra lygi skaiciu b ir ¢ dalikliu aibei. Be to (a,b) = (b, c).

S/

Nesunku suprasti, kad skai¢iu a,b d.b.d. dalo ir skaic¢iu ¢ (kodél?), taigi, (a,b) = (b, ¢).

Atvirksciai. IS tos pat lygybés gauname, kad bet koks skaic¢iu (b, c¢) bendras daliklis
dalo ir skai¢iu a, taigi, Sis daliklis yra ir skai¢iu a, b bendras daliklis. Vadinasi skai¢iu a, b
ir b, ¢ dalikliu aibés sutampa. Todél (a,b) = (b, ¢).

Aptarsime dvieju skaic¢iu d.b.d. ieskojima, naudojant Euklido algoritma.

Tarkime, kad turime du naturaliuosius skaicius a, b ir be to a > b. Tada naudodamiesi
dalybos su liekana teorema gauname, kad

a=bgqg +1r1, 0<r <b

b=rigs+1re, 0<1ry <ry;

r1 =19q3+ 13, 0<1r3<ro;

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0< Tn < Tp—1;

n—1 = T"ndn+1-

Paskutinioji lygybiu seka baigiasi, kai 7,41 = 0, kadangi skai¢iai b > r; > r9 > ... yra
neneigiami ir mazéjantys. Beje, Sioje sekoje bus ne daugiau b teigiamu skaic¢iu. Paskutinysis
dalybos su liekana algoritmas vadinamas Fuklido algoritmu.

Panagrinékime Euklido algoritma. Visu pirma pastebékime, kad skai¢iu a,b bendri
dalikliai sutampa su skaic¢iu b, r; bendrais dalikliai, o pastarieji su skaic¢iu rq,r2 bendrais
dalikliais ir taip toliau, su skaiciu r,_1, 7, bendrais dalikliais, o i§ paskutiniosios lygybeés
iSplaukia, kad skaic¢iu a,b bendru dalikliu aibé sutampa su skaic¢iaus r, dalikliu aibe. Be
to teisingos lygybeés (zr. 21 ir 20 teoremas)

43



(a,b) = (b,r1) = ... = (rp_1,mn) = Tp.

Isvada. Skaiciu a,b d.b.d. yra lygus Euklido algoritmo, paskutinei nelygiai nuliui,
liekanai. T.y. (a,b) = 7.

22 Teorema Tarkime, kad m € N, o § bet koks skaiciu a,b bendras daliklis. Tada
teisingos lygybés

a b (a,b)
bm) = (a,b)m; b) (=,=) = .
@) (am,bm) = (a,b)ym; ) (5,7) =
Be to,
a b
=1
() @)

S

Irodysime a) dali. Pastebésime, kad Euklido algoritme visas lygybes padaugine is
m gausime, kad lygybeése vietoje skaiciu a, b, r1,...,r, yra skaic¢iai am,bm,rym, ..., r,m,
atitinkamai. Todél (am,bm) = r,m.

Irodydami b) dali remsimeés a) dalimi. Turime

a_.b a b
b) = (=<0,=0) = (=, =)0.
(@)= (%.25) = (&.2)

S

23 Teorema Jei (a,b) = 1, tai (ac,b) = (¢, b).

S

Pastebésime, kad (ac,b) dalo skaicius ac ir b. Bet tada (kodél?) (ac,b)|b ir tuo paciu
(ac, )|(c, b).

Atvirkséiai. (c,b) dalo ac ir b, todél (¢, b) dalo (ac, b). Be tada skaiciai (ac,b) ir (c,b)
dalo viens kita, o tai reiskia, kad jie yra lygis.

@

24 Teorema Jeigu (a,b) =1 ir acl|b, tai c|b.

S

Kadangi (a,b) = 1, tai i§ 22 Teoremos isplaukia, kad (ac,b) = (c,b). Bet blac, tada
isplaukia, kad (ac,b) = b. Taigi (¢,b) = b arba b|(c, b).

@
25 Teorema Jei kiekvienas is skaiciu aq,...,a,, yra tarpusavyje pirminis su bet
kuriuo rinkinio by, ...,b, skai¢iumi, tai
(a1a2 N ) b1b2 . bn) = 1.
S
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Remdamiesi 23 Teorema gauname, kad
(a1 ...am,br) = (az...am,bg) = ... = (am,br) = 1.
Pazyméje a = a; ... a, ir samprotaudami analogiskai gauname
(b1...bp,a) =(b2...by,a) =...= (by,a) =1.

&5,
Tarkime, kad mums reikia rasti skaic¢iu aq, aq,...a, b.d.d. Sudarykime tokia seka:

(ala 0,2) = d17 (dla a3) — d27 ceey (dn—Q; an) — dn—l-
Tada
(CLl, ag, ..., an) = dnfl.
Sitlome skaitytojui paciam isitikinti paskutiniojo tvirtinimo teisingumu.
3.5 Maziausias bendras kartotinis.

Tarkime, kad duotas skaiciu rinkinys ai, ..., a,,. Skai¢iu a vadinsime duoto skaic¢iu
rinkinio bendru kartotiniu, jeigu bet koks rinkinio skaic¢ius dalo skaiciu a. Pati maziausia
i§ Siu kartotiniu vadinsime duotojo rinkinio maziausiu bendru kartotiniu ir zZymeésime

M =lay, a9, ..., a,)].

Pazymékime M = (a,b).
26 Teorema Skaiciy, a,b, maziausia bendra kartotinj galime uzraSyti tokiu budu:

ab
b] = . 1
0= 7o (1)
S/
Teoremos formuluote, naudodami ankstesnius zyméjimus, galime perrasyti taip: M =
m(ab).

Turime, kad a = aym,b = bym. Bet tada, (a;,b;) = 1. Tarkime, kad M — koks nors
skaic¢iu a, b kartotinis. Tada egzistuoja k € N, kad M = ak. Be to M yra ir b kartotinis.
Taigi,

ak  aik

b
yra sveikas skaic¢ius. Dar daugiau, b|k. Paskutinysis sarysis reiskia, kad egzistuoja k € N
toks, kad k = byt = (b/d)t. Taigi, turime

ab
M = Et' (2)
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Atvirksciai. Jeigu skaicius uzrasytas (1) lygybe, tai koki beparinktume naturaluji k,
skaic¢ius M bus a ir b kartotinis. Tad darome isvada, kad (2) lygybé apibrézia visus skaic¢iu
a, b kartotinius. Akivaizdu, kad maziausia kartotini gausime, jeigu parinksime ¢ = 1. Tada
is (1) lygybés isplaukia formulé skai¢iu a ir b maziausiam bendram kartotiniam rasti:

@
Isvada. Skaiciu a,b bendruy kartotiniuy aibé sutampa su Siu skaic¢iy m.b.k. kartotiniu
aibe. Kartotiniy aibé yra begaliné.

Aptarsime buda, kaip rasti daugiau negu dvieju skai¢iu m.b.k.
27 Teorema Tarkime, duotas skai¢iu ay,as, ..., a, rinkinys. Apskai¢iuokime

[a17a2] = mi, [m17a3] =ma, ..., [mn717a/n] = Mp,.

Tada skaicius m,, yra pradinio skaic¢iy rinkinio b.m.k..

S
Remdamiesi paskutiniaja iSvada turime, kad skaic¢iu a1, a2 bendri kartotiniai sutampa
su skaic¢iaus m; bendru kartotiniu. Toliau, skai¢iu a1, as, a3 bendri kartotiniai sutampa su
skai¢iu mo ir ag bendru kartotiniu, t.y. skai¢iumi mg ir t.t. skaic¢iu aq,as,...a, bendri
kartotiniai sutampa su skai¢iumi m,. Kadangi skaiciaus m,, b.m.k. yra Sis skaicius m,,,
tad ir gauname, kad
[al,ag, “ue an] = M.

S

Isvada. Jeigu rinkinyje skai¢iai yra poromis tarpusavyje pirminiai, tai Sio rinkinio
b.m.k. yra lygus Siu skaic¢iu sandaugai. T.y., jei (ai,...,a,) = 1, tai [a1,...,a,] =
ajy...Qp.

3.6 Pirminiai skaiciai. Pagrindiné aritmetikos teorema

Bet koks natturalusis skai¢ius, didesnis uz 1, turi ne maziau negu du daliklius, t.y. bent
jau vieneta ir save pati.

Apibrézimas Naturaluji skaiciy vadinsime pirminiu, jeigu jis turi tik du daliklius.
Jeigu skaicius turi daugiau negu du dalikliu, tokj skai¢iu vadinsime sudétiniu.

28 Teorema Jei natiiraliojo skaiciaus a pats maziausias daliklis ¢ # 1 ir q # a, tai
6is daliklis yra pirminis skaic¢ius. Be to $is pirminis turi savybe: ¢ < +/a.

©

Tarkime, kad ¢ # 1 pats maziausias skaic¢iaus a daliklis. Jeigu ¢ sudétinis, tai egzis-
tuoja skaicius 1 < k < ¢, toks kad k|q. Bet tai priestarauja pradinei prielaidai, kad g yra
maziausias daliklis. Vadinasi teisingas prieSingas teiginys- ¢ yra pirminis.

Irodysime antraja teoremos dali. Turime, kad egistuoja k € N, toks kad a = kq, be
to k > ¢. Be tada teisinga nelygybé a > ¢* arba q < \/a.

5]
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Isvada Jei pirminis skaic¢ius p dalo skaiciu a, ir p # a, tai p < y/a.
29 Teorema Pirminiy skaic¢iu aibé- begaliné.

S/
Tarkime priesingai, t.y. pirminiu skai¢iu aibé yra baigtiné, kuria sudaro tokie skirtingi
pirminiai pq, pa, ..., pr. Tada skaiciaus

p1-p2-...pkp+1 (3)

nedalo né vienas i§ nurodytu pirminiu, kadangi dalydamas §i skaiciu, jis be to dalo ir
sandauga py - ps ... pg, taigi, jis turetu dalyti ir 1, bet taip biuiti negali. Taigi, prielaida
buvo klaidinga. Darome iSvada, kad pirminiu skai¢iu aibé begaliné.

S

Aptarsime klasikini metoda, kuriuo remiantis galime sudaryti pirmuju, naturaliuju
skaiciu sekos, pirminiu aibe. Sis metodas vadinamas Erastoteno réciu.

Tarkime, duota naturaliuju skaic¢iu seka

1,2,...,N. (4)

Aisku, kad pirmasis pirminis yra skaic¢ius 2. Isbraukime is (4) sekos visus skaicius, kurie
yra skaiciaus 2 kartotiniai, iSskyrus ji pati. Pirmasis neisbrauktas skaic¢ius po 2, yra 3.
Nesunku patikrinti, kad tai irgi pirminis skai¢ius. Isbraukime (1) sekoje visus skai¢iaus 3
kartotinius, iSskyrus 3. Sekantis neisbrauktas skaicius yra 5. Jis irgi pirminis, nes priesingu
atveju jis butu iSbrauktas, kadangi ji dalytu arba 2 arba 3. Ir taip toliau.

Kuomet nurodytu budu isbraukti visi skaiciai, kurie kartotiniai pirminiams, mazes-
niems uz koki nors p, tai visi neisbraukti skaiciai tarp p ir p? yra pirminiai. I§ tiesu, bet
koks sudétinis skai¢ius a, mazesnis uz p?, turi biiti jau isbrauktas, kadangi jis yra kokio
nors jo maziausio pirminio kartotinis, kuriam teisinga nelygybé: /a < p.

Apibendrinkime aukséiau aptarta metoda.

1. Pries pradedant isbraukti pirminio p kartotinius, reikia pradéti nuo p?.

2. Pirminiu skaiciu lentelé (1) sekoje bus baigta, kai tik iSbrauksime visus sudétinius
skai¢ius, kurie yra pirminiu, nedidesniu uz v/N, kartotiniai.

30 Teorema Tarkime, kad a be koks nattuiralus, o p pirminis, skaic¢iai. Tada a arba
tarpusavyje pirminis su p arba pla.

©

Skaicius (a, p)|p, todél sis skaicius yra arba lygus 1 arba p. Pirmuoju atveju (a,p) =1,
o antruoju p|a.

S

31 Teorema Jeigu keliy skaiciy sandauga dalo pirminis skai¢ius p, tai bent viena
Sios sandaugos daugiklj dalo p.

Sios teoremos irodyma palickame skaitytojui.
32 Pagrindiné aritmetikos teorema Bet kokj naturaluji skaiciu, didesnj uz vieneta,
vieninteliu biidu galima uzraSyti pirminiu skaiciuy laipsniu sandauga.

S
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Pastebeésime, kad teiginys vieninteliu biidu suprantamas, kad dauginamuju uzrasymo
tvarka skaidinyje, néra svarbi.

Tarkime, kad a € N, a > 0. Pazymékime skai¢iaus a maziausia pirmini p;. Tada
a = praq. Jeigu a; > 1, tai pazymeéje po maziausia skaiciaus a; pirmini dalikli gauname,
kad a; = agps. Jeigu as > 1, tai pazymeje ps maziausia ae pirmini dalikli gauname, kad
as = psas. Ir t.t. Kadangi a > ay > as ... > tai egzistuoja numeris n toks, kad a,, = 1.
Tada a,,_1 = p,. Daugindami gautus kartotinius gauname, kad

a=pips...Pn. (5)

Parodykime, kad sis skaiciaus iSskaidymas yra ne vienintelis. T.y. egzistuoja skaidinys
kitais pirminiais. Bet tada turi biuti teisinga lygybé:

P1P2 - -Pn = G142 - - - ¢m- (6)

Paskutiniosios lygybés desiniaja puse dalo pirminis ¢;. Bet tada ir bent viena kairiosios
lygybeés pusés daugikli dalo $is pirminis. Tarkime, kad ¢1|p;. Tada p; = ¢1. Dalindami abi
lygybés puses i§ p; gauname

P2...-Pn=4q2...9m.

Ir t.t.. Sakykime, kad m > n. Pakartoje §i procesa n kartu gautume lygybe:

1l =qnt1---qm-
Bet pastaroji lygybé galima tik tuo atveju, kai ¢,4+1 = ... = ¢, = 1. Taigi gauname, kad
P1=q1;-..Pn = qpn. Kitaip tariant, (5) lygybé uzrasoma vieninteliu budu.

SY
Pastebésime, kad jei (5) lygybéje pasikartojanc¢ius pirminius sudaugintume, tai gau-
tume tokia lygybe
a=pitps* ... pa. (8)

Paskutinioji lygybé yra vadinama skaiciaus a kanoniniu skaidiniu.
Pastaba. Jeigu skaiCius a uzrasytas (8) lygybe, tai tada visus a daliklius gauname i3

lygybiu

9) d:pf1p§2...pg”,0§ﬁi§ai, i=1;...,n.

Tarkime, kad duoti du skaiciai a ir b. Pastebésime, kad nemazindami bendrumo galime
pasiekti, kad abiejuose skaic¢iu kanoniniuose skaidiniuose butu tie patys pirminiai, Zinoma,
gali buti, kad kai kurie pirminiai bus su nuliniais laipsniais.

a=p"ps?...pp", b :p’flpg2 pPn

Tokias skai¢iu kanonines formas vadinsime suvienodintomis kanoninémis formomis.
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Pazymékime
0; = min (e, G;), v =max (g, 0:); 1=1,...,n.

Tarkime, kad nagrinéjamu skaic¢iu kanoniniai skaidiniai yra zinomi. Tada teisinga
tokia

33 Teorema Skaiciy d.b.d yra lygus sandaugai visu bendry pirminiy dauginamuju,
paimty su maziausiais laipsnio rodikliais ju kanoniniuose skaidiniuose. Skaic¢iu maziausio
bendro kartotinio kanoninis skaidinys yra lygus sandaugai visy Siu skaic¢iy pirminiy dalikliy,
paimtuy su didziausiais laipsnio rodikliais, sandaugai.

S/

Teorema irodysime dviems skaic¢iams. Tarkime, kad skai¢iu a, b kanoninés formos yra
suvienodintos.

Tada skaicius

s
d=p{"... p;i"

yra skai¢iu a ir b bendras daliklis. Dar daugiau, (a,b)|d. Tada, skai¢iaus (a,b) bendro
didziausio daliklio kanonini skaidini galime uzrasyti taip:

(CL,b) _ pt151+/)1 ...pin"_pn, pi > 0.

Parodykime, kad p;, =0, i =1,...n.

Tarkime priesSingai, t.y. po > 0. Bet tada vienas i$ skai¢iu a arba b, kurio pirmasis
daugiklis p; turi laipsnio rodikli d1, nesidalys i$ (a,b), kadangi §; < &1 + p;. Bet tai
priestarauja prielaidai, kad (a,b)|a Ab. Taigi, p; = 0. Analogiskai samprotaudami gausime,
kad ir like rodikliai p; = 0, i = 2,...,n. Taigi skaicius d = (a, b).

Irodysime antraja teoremos dali. Pazymékime

— 1 7Y
m=p{ ...p.".

Tada a|m, ir bjm. Taigi, skai¢ius m yra skai¢iu a ir b bendras kartotinis. Zinome, kad bet
koki kartotini dalo bendras maziausias kartotinis. Aisku, kad [a, b] suvienodintos kanoninés

formos laipsniai ne didesni uz atitinkamu skaic¢iaus m pirminiu laipsnius v;, ¢ = 1; ...n.
Uzrasykime skaiciaus [a, b] atitinkamu pirminiu laipsnius Sitaip: v; —p;, ..., p; >;> 0. Tada
01— 5n_ n
[a,b] = p]* " ...ponTPm,

Kaip ir pirmoje teoremos dalyje parodysime, kad p; = 0.

Tarkime priesingai, t.y. p; > 0. Bet tada a arba b nedalo skai¢iaus [a, b], kadangi vieno
i$ minétu skai¢iu pirminio laipsnis, kanoniniame skaidinyje, d; yra didesnis uz skaiciaus [a, b|
pirmojo pirminio laipsni §; — p;. Taigi, prielaida klaidinga, vadinasi p; = 0.

Samprotaudami visiskai analogiskai galime parodyti, kad visi rodikliai p; = 0, 7 =
2,...,n. Tada [a,b] = m.

S

Skaiytojui pateiksime dar viena skaic¢iu skaidymo dviem daugikliais algoritma, kuris
vadinamas Ferma algoritmu.
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Iv: n > 0— faktorizuojamas skai¢ius
ISv: n pirminis arban =k - [.

r:=n

for ¢ from 1 to ,/"T’S do
a:=(r+1i)?

Jji=+va—n

ifj € Zthen

ki=ya—+j
l:=Va++7j
n:==rk-I
gotoend

end if

end for

n— pirminis

end

3.7 Multiplikatyviosos funkcijos. Liekanu klasés

Sakykime, kad a € R. Tada funkcija f(a) = [a] = n, jei n < a < n+ 1 yra vadinama
skaiciaus a sveikaja dalimi, o funkcija {a} = a — [a]— trupmenine skai¢iaus a dalimi.
Priminsime, kad n! =1-2-3---n.

34 Teorema Sakykime, kad pirminis skaicius p dalo skaic¢iy n!. Tada laipsnis «, su
kuriuo pirminis p yra skaiciaus n! skaidinyje yra toks:

o= [%H[Z%H---Hi]v

m yra maziausias naturalusis skaiCius, su kuriuo teisinga nelygybeé plm < 1.

S/

Skaicius p|n!, vadinasi skaiciai 2p, 3p,lp dalo n!, kai [ toks, kad Ip < n < (I + 1)p.
Aigku, kad [ = [n/p]. Samprotaudami analogiskai nustatome, kad daugikliu, sudaranciu
skai¢iu n!, kartotiniu p? yra lygus n/p? ir t.t. Siu skai¢iy suma ir bus ieskomasis pirminio
skaic¢iaus, su kuriuo jis ieina i skaic¢iaus n! kanonini skaidini laipsnis.

S

Funkcija, apibrézta natiraliyju skaic¢iu aibéje ir igyjancia realias reiksmes f : N — R
vadinsime aritmetine funkcija. Aritmetine funkcija f vadinsime multiplikatyvia, jeigu:

1. Ja e N, kad f(a) # 0;

2. bet kokiai tarpusavyje pirminiu skai¢iu porai (a,b) = 1 teisinga lygybé, f(ab) =
f(@)f ).

Jei funkcija f(a) = y yra multiplikatyvi, tai f(1) = 1. (Irodykite!)

35 Teorema Jei funkcija f : N' — R yra multiplikatyvi, ir skai¢iaus a kanoninis
skaidinys yra

a1, Q2 a
a4 = P1 Do ...pn",
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tal

DA =0+ fp) + fED + o+ FET)) - (L4 (o) + F02) + -+ F(OR™)-

dla

S/
Panagrinékime skaiciaus a daliklius. Prisiminkime, kad skaiciaus a visus daliklius
galima uzraSyti tokiu budu:

d=plpd  pP 0< i <ay, i=1;...,n.

Atskliaude desiniaja teoremos formuluotéje pateiktos lygybés puse ir naudodamiesi
funkcijos multiplikatyvumo savybe gausime tokiu daugikliu suma:

FOPY ) . f(i) = P52 .. p2), 0< B <ai, i=1;...,n.

Susumave gauname:

oo el ) =) f(d).
dla

0<pB1,...n<an

S
Sakykime, kad n € N. Tada natturaliuju skaic¢iu, nevirsijanc¢iu n ir tarpusavyje pir-
miniy su n skai¢iu zZymeésime simboliu ¢(n) = |1 < m < n, (m,n) = 1|. Si funkcija yra

vadinama Oilerio funkcija. Tokiu budu apibrézta aritmetiné funkcija yra multiplikatyvi,
t.y. jei (m,n) =1, tai ¢p(nm) = ¢(n)p(m). Nesunku suprasti, kad ¢(p) =p — 1 ir ¢(p®) =
p® —p®~1. Remiantis Oilerio funkcijos multiplikatyvumo savybe, bei auks¢iau padarytomis
pastabomis gauname, kad

kai

n=pi'ps*...ppk.
Sakysime, kad skaiCius a lygsta skaic¢iui b moduliu m, zymésime a = bmodm, jei
skaicius m|a — b. Kitaip tariant, egzistuoja skaicius I € N, kad a = b + Im.
Skaitytojui sitilome jrodyti pateiktas lyginiu savybes.
1. Jei a = bmodm ir b = emodm, tai a = ecmodm.

2. Jei a = bmodm ir d = cmodm, tai a + d = ¢ 4+ bmodm.

3. Jei a = bmodm ir d = cmodm, tai ad = cbmodm.

4. Jei d € Ny, ir a = bmodm, tai ad = dbmodm arba ad = dbmoddm.
5. Sakykime, kad d|a, d|b, (d,m) = 1. Jei a = bmodm, tai § = CElmodm.
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6. Sakykime, kad d|a, d|b, d|m. Jei a = bmodm, tai
7. Sakykime, kad d|m. Jei a = bmodm, tai a = bmodd.

Tarkime, kad skaiciai a, b yra nemazesni negu m, ir skaic¢ius a = bmodm. Tada, dalijant
skaic¢iu a i§ m ir b iS m gausime ta pacia liekana. Todél, jei a = bmodm tai sakysime, kad
skaiciai a ir b priklauso tai paciai liekanu klasei. Tarkime, kad modulis m fiksuotas. Tada
naudojantis dalybos su liekana teorema galime teigti, kad dalijant naturaliuosius skaicius
is m gausime liekanas 0 < r < m — 1. Taigi, i$ viso yra lygiai m skirtingu liekany klasiu.

36 Teorema Sakykime, kad (a,m) = 1. Jei = igyja visas naturaliuju skai¢iu intervalo
[0, m — 1] reiksmes, tai tiesiné funkcija f(z) = ax + b taip pat igyja visas §io intervalo
reikdmes, E(f) ={0,1,...,m — 1}, Vb e N.

S/

Pakanka parodyti, kad skirtingiems skai¢iams x1, xo iS nurodyto intervalo, funkcijos
reikdmeés f(xq1) ir f(z2) priklauso skirtingoms liekanu klaséms moduliu m.

Tarkime priesingai, t.y. kad ax; 4+ b = axs 4+ bmodm. IS pastarosios lygybes gauname,
kad axi = axomodm. Naudodamiesi 5. savybe gauname priestaravima, t.y. x1 = xomodm.

S

Sakykime, kad nagrinéjame lickanu klases moduliu m. Tada visos liekany klasés, kurios
tarpusavyje pirminés su moduliu, sudaro liekanu aibés poaibi, moduliu m, kuri vadinsime
redukuota liekanu klase moduliu m. Nesunku suprasti, kad redukuotoje liekanu klaséje
yra tiek elementu, kiek yra skai¢iu aibéje {0,1,...,m — 1}, kurie tarpusavyje pirminiai su
skai¢iumi m. Bet jau zinome, kad §is skaicius yra lygus Oilerio funkcijos reiksmei ¢(m).

Irodysime Oilerio teorema.

37 Teorema Tarkime, kad m > 1 ir (a,m) = 1. Tada

a®(™) = 1modm.

S)
Tarkime, kad 1, ..., g(m) yra redukuota liekanu sistema. Tada, naudodamiesi 3 teo-
rema gauname, kad ir skaiciai azy = rymodm, . .., aZ(m) = 7¢(m)modm sudaro redukuota

liekany sistema.
Naudodamiesi 3. savybe gauname, kad
aAT1AT2 - . . AT () = T1T2 - - - T(m)ymodm.

Kadangi @1 ...%g(m) = 1 ...T¢(m), tai padalije paskutiniosios modulinés lygybés abi
puses i§ sandaugu gausime teoremos irodyma.

@
Isvados
1. Tarkime, kad m > 1ir (a,m) = 1. Tada

a?~ ' = 1modm.
2. Tarkime, kad m > 1. Tada

a? = amodm.
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Tarkime, kad m > 1 yra fiksuotas modulis. Sakysime, kad skaic¢ius r yra atvirkstinis
skaic¢iui ¢ moduliu m, jei r¢q = 1lmodm. Remiantis 4 teorema galime tvirtinti, kad jei
(a,m) = 1, tai elemento a atvirkstinis moduliu m yra lygus a®(™~1,

Uzdaviniai
1. Naudodami matematinés indukcijos metoda irodykite, kad

n(n+1)

) 1+2+3+..+n=——"

2) 14+3+5+...4+(2n—1)=n?
3) (1+p)">1+kp

4) 2" >n?.

2. Naudodami indukcijos metoda irodykite, kad koks bebuitu naturalusis skaicius n,
teisingi dalumo sarysiai:

6|14n> +9n? +n; 133|11"72 412271 13|33 — 36 + 3% — ... — 30",

3. Nurodykite aibés N poaibius A, B, kurie turi savybes:
A~B~N, N\A~N,

be to aibé N\ B yra baigtiné.
4. Nustatykite kuriuos i§ pateiktuju skaic¢iu dalo skaiciai 3,4,5, 9,12,15:

245862,69512,495315, 364212, 9875415, 4567824.

5. Parodykite, kad SeSiazenklis skaicius abcabc yra dalus is 7, 11.
6. Naudodami Euklido algoritma, raskite pateiktu skaic¢iu poru d.b.d.:

425,2135; 12516,9459; 1224,4224, 3553, 527.

7. Raskite skaiciu poru 1245, 545; ir 3456, 981 bendrus maziausius kartotinius. Be to
raskite d.b.d. (7245,5445,145,9135) ir m.b.k.  [7245,5445,145,9135].

8. Raskite skaiciu 16245, 591445, 243145,972135 kanoninius skaidinius. Remdamiesi
Siais skaidiniais raskite pateiktu skai¢iu m.b.k. ir d.b.d..

9. Naudodami Ferma algoritma, faktorizuokite skaicius:

2881, 135337, 236273, 438359, 2091589.

10. Irodykite liekanu klasiu 1-7 savybes.
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