2. LOGIKOS PRADMENYS

2.1x Ivadinés pastabos

Matematika, kaip ir bet kuri kita mokslo sritis, visu pirma yra tam tikra kalba. Tik §i
mokslo sritis i§ kitu iSsiskiria tuo, kad naudojama kalba yra formalizuota ir dar daugiau,
vartojami sakiniai tenkina tam tikras salygas, apie kurias kalbésime Zemiau.

Mokslinés veiklos medziaga yra patirties iSbandyti ir mastymo apibendrinti produktai,
kuriuos vadiname savokomis. Savokos iStakos yra terminai, kuriuos mes, bendru sutarimu,
suvokiama vienodai. Savokos struktura sudaro- turinys ir apimtis. Savokos turini su-
daro visuma pozymiu, kuriais pasizymi suvokiamas objektas. Savokos apimtis- tai visuma
objekty, pasizyminciu savybémis, isvardytomis savokos turinyje. Jei iSpleciame savokos
apimti, tai sumaziname jos turini ir atvirksciai. Pavyzdziui, savoka ”trikampis” iSpléskime
tokiais pozymiais - ”kurio visos krastinés lygios”. Gauname nauja, lygiakrascio trikam-
pio savoka. Suprantama, kad trikampio savokos turini sudaro daugiau objektu, negu ly-
giakrascio trikampio savokos turini.

Matematinéje kalboje yra naudojamos savokos, kurios skirstomos i pirmines (neapi-
bréziamas) ir iSvestines (apibréziamas). Su Siomis savokomis esame susidure jau mokyk-
loje. Prisiminkime kelias i$ ju- aibé, tiesé, taskas, plokStuma, atstumas ir t.t.. Savokos,
kurios nusakomos naudojant kitas savokas yra vadinamos isvestinémis savokomis (apibre-
ziamomis). Savokos (apibréziamos ar pirminés ) nusakomas tam tikrais pozymiais, kuriais
pasizymi nagrinéjamasis objektas arba appriori laikome, kad savokos pozymiai zinomi
ir ju vardinti nereikia. Tai budinga neapibréziamoms savokoms. Pavyzdziui, mes aibés
savokos neapibréziame. Tuo tarpu kvadrato savoka yra apibréziama. Apibréziamos savokos
apimti sudaro objektai, kurie turi savybes iSvardintas savokos turinyje. Pastebésime, kad
keic¢iantis savokos turiniui kinta ir savokos apimtis ir atvirksciai. (Pateikite pavyzdziu!)
Apibréziamos savokos butinai nusakomos remiantis jau apibréztomis savokomis. Supran-
tama, kad pirminiu savoku apibrézti negalime, nes norédami jas apibrézti turétume naudoti
apibréztas savokas ir taip toliau. Tad neisvengiamai susiduriame su problema- turi egzis-
tuoti savokos, kurios i§ anksto (pagal susitarima) turi buti pirminés t.y. neapibréziamos.
Apibrézdami savokas daznai naudojame jvairias tekstines bei grafines priemones, kurios su
pacia savoka susije tik tiek, kad jos padeda suvokti ir isisavinti naujos savokos turini.

Placiau pakalbésime apie apibréziamas savokas. Apibrézdami savokas, mes jas itrau-
kiame i tam tikra savoku grupe, kuria vadiname giminine savoka arba formuojame nauja
savoku grupe, jau esancios gimininés savokos sudétyje, kuria vadiname ruasiniu skirtumu.
Gimininé savoka, tai salyginis pavadinimas, priklausantis nuo miusu tikslo. Toks savoku
skirstymas ir taikomas matematikoje. Apibrézdami savokas, paprastai mes nurodome
didesnés apimties, daugiausia sutampanciu pozymiu turinc¢ia giminine savoka, kuri nurodo
apibréziamosios savokos apimti. Kitame apibrézimo zingsnyje turi biiti nurodomi pozy-
miai, kuriais mes nauja savoka isskiriame i kitu, gimininés savokos turinyje esanciu,
savoku. Kitaip tariant nurodome rusini skirtuma.

Pavyzdziui, jei norime apibrézti figuira, kuri turi tris vienodas krastines, mes visu
pirma nurodome tokios figtiros giminine savoka ”trikampis”, o po to nurodysime rusini
skirtuma, t.y. nurodome pozymius, kuriais apibréziama trikampi iSskiriame is kitu, t.y.
"lygios krastinés”, ir pabaigoje, trikampi, turinti lygias krastines pavadiname, lygiakrasciu

19



trikampiu . Gauname nauja, lygiakrascio trikampio, savoka.

2.2 Teiginiy veiksmai. Loginés formos

Matematine kalba sudarantys sakiniai yra arba klaidingi arba teisingi. Tokio pobudzio
sakiniai vadinami teiginiais. Pastebésime, kad Snekamoje kalboje ne tiek jau daug yra
teiginiu. Visi klausiamieji, atkreipiantys démesi, Saukiamieji ir kt. néra teiginiai. Pateik-
sime teiginio apibrézima, paaiskindami savokas ’teisingas’ ir ’klaidingas’.

Pazymékime raide S aibe, kuria sudaro visi sakiniai. Tarkime, kad funkcija 7 kokiems
nors aibés S elementams priskiria aibés {0, 1} elementus, trumpai 7 :S — {0,1}. Aibés
D(7) elementus vadinsime teiginiais, funkcija 7 vadinsime teisingumo funkcija, o skaic¢ius
{0,1} teisingumo reikSmémis, kurios priesingos viena kitai. Pazymékime teiginiu aibe
raide T = D(7). Jeigu sakiniui s € T, priskiriamas 0, t.y., (7(s) = 0) tai sakysime,
kad sakinys klaidingas, kitu atveju (7 (s) = 1) - teisingas. Vadinasi, sios funkcijos pagalba
visus sakinius galime suskirstyti i dvi aibes- teiginiu aibe ir sakiniu, kurie neutralis taisykles
atzvilgiu, aibes. Trumpai tariant, teiginys yra sakinys, kuris arba klaidingas arba teisingas.
Aibéje T apibrézkime operacijas (jungtis), kuriu atzvilgiu §i aibé butu uzdara. Kitaip
tariant, atlikdami teiginiu veiksmus, vel gausime teigini.

Teiginiu aibéje naudojamos tokios teiginiu jungtys (operaciju zenklai): 'ne’, ’arba’, ’ir’,

Y

jei.. ., tai’, 'tada ir tik tada’ , o matematiniai $iu jungéiu zymenys yra (...), V, A, =

, <. Apibrézkime operacijas teiginiu aibéje.

1. Neigimo operacija. Tegu p € T. Tuomet sakini 'ne p’ (Zymésime p) vadinsime
duotojo teiginio p neiginiu. Jo teisingumo reiksmé priesinga teiginio p teisingumo reiksSmes.
Pavyzdziui paneige teigini "2 > 0” gausime teigini "2 < 0”.

2. Teiginiu disjunkcija. Sakini *p arba q * vadinsime teiginiy p, q disjunkcija,
(Zymésime p V q). Sis sakinys laikomas Klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q yra
klaidingi. Taigi, likusiais atvejais teiginys bus teisingas. Tada teiginys 'visi Zzmoneés gai-
lestingi’ arba ’yra negailestingu Zzmoniu’ yra teisingas, kadangi abu teiginiai kartu biti
neteisingi negali. Sis veiksmas kartais vadinamas logine sudétimi.

P | q pVygq P | g PAgq
1|1 1 1|1 1
110 |1 110 |0
0 1 1 0 1 0
0|0 |0 010 [0

3. Teiginiu konjunkcija. Sakini 'p ir ¢ ~vadinsime teiginiu konjunkcija (Zymésime
pAq ). Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q teisingi. Vadinasi
teiginys 'duotojo trikampio kampu suma ne didesné uz 180 laipsniu’ ir "duotojo trikampio
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kampu suma didesné uz 180 laipsniu’- neteisingas. Sis veiksmas kartais dar vadinamas
logine daugyba.

4. Teiginiu implikacija. Sakini jei p, tai q ° vadinsime Siy teiginiy implikacija
(Zymésime p = q ). Sis sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p teisingas, o
q klaidingas. Vadinasi teiginys, jei ’lygiakrasc¢io trikampio krastinés nelygios,” tai ’ly-
giakrascio trikampio kampai nelygus’ yra teisingas, nes abu teiginiai klaidingi. Teiginys p’
yra vadinamas prielaida, o 'q’ iSvada.

b | q P=4q b | g pP<=q
1 1 1 1 1 1
110 0 1 0 0
0 1 1 0] 1 0
010 1 00 1

5. Teiginiu ekvivalencija. Sakin; p tada ir tik tada kai q ° vadinsime Siy teiginiy
ekvivalencija. Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abieju teiginiy teisingumo
reitksmés sutampa. Sia operacija Zymésime p < ¢. Kartais §is teiginys dar vadina-
mas logine lygybe. Pateiksime pavyzdi. Sakykime, kad teiginys ¢ yra sakinys ’trikampis
yra status’, o teiginys p nusakomas sakiniu 'trikampio izambinés kvadratas lygus statiniu
kvadraty sumai’. Tuomet teiginys 'p < g— ’ skaitytojui gerai zinoma Pitagoro teorema.

Naudojant Sias logines operacijas, galime sudaryti sudétinius teiginius.

Sakinius, sudarytus baigting skaiciy karty atlikus teiginiy logines operacijas, nurody-
dant jy atlikimo tvarka skliaustais, vadinsime sudétiniais teiginiais arba daZniau- loginémis
formomis.

Elementariuosius teiginius, sudarancius logine forma vadinsime propoziciniais kin-
tamaisiais. Tada, kai propoziciniams kintamiesiems priskiriamos konkrecios teisingumo
reikSmes, tai gauname loginés formos interpretacija.

Auksciau apibréztos dvieju teiginiu loginés operacijos vadinamos paprasciausiomis lo-
ginémis formomis.

Teiginys

ap,q,r) = ((p=q¢ ANPVr))

yra loginé forma priklausanti nuo elementariuju teiginiu p,q,r. Simboli I(-) :=b, b € T
naudosime tuo atveju, kai logine forma b uzrasome trumpai, nurodydami skliaustuose
teiginius, kurie sudaro logine forma b, o Siai formai suteikiame varda [. Tai néra lygybeés
zenklas, t.y. dvieju objektu sutapatinimas, o tik desinéje puséje esancios formos trumpinys.
Sudarykime Sios loginés formos teisingumo lentele, bet pries tai pazymékime

pLi=p=q, p2:=pVr, p3:=p1 Aps, L:=ps.
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Tada

Tarkime, kad p € T yra teiginys. Sakykime, kad jis teisingas. Tada §i teigini patogu zyméti
p! = p. Jeigu teiginys p yra klaidingas, tai Zymésime §i teigini p° := p. Taigi, visas loginés
formos interpretacijas galime uzrasyti tokiu budu:

alpb phe o pk), ke {0,1},i=1,...,n.

Matome, kad jei loginé forma priklauso nuo n elementariuyju teiginiu, tai si forma turi 2"
interpretaciju. IS paskutiniosios lentelés matyti, kad nagrinéjamos loginés formos inter-
pretacija a(p°, ¢',r!) yra klaidingas teiginys.

Dvi logines formas «(p1,...pn) ir B(p1,...pn), kuriu teisingumo reiksmeés sutampa,
esant bet kokiam teiginiu pi, ..., p, teisingumo reik§miu rinkiniui, vadinsime logiskai ek-
vivalenc¢iomis ir Zymeésime

a(ply .- ,pn) = B(D1s- - Dn)-

Kitaip tariant, koki bepasirinktume teiginiu rinkinj su zinomomis teisingumo reikSmeémis,
abieju loginiu formu interpretacijos turés ta pacia teisingumo reikSme.

Logine forma, kurios bet kokios interpretacijos teisingumo reiksme lygi 1, vadinsime
tautologija. Paprastai tautologija zymima raide I(...). Jeigu loginés formos teisingumo
reiksmé visuomet lygi nuliui, tai §i forma vadinama loginiu nuliu. Ja zZymime raide O.

Tautologija yra vadinama logikos désniu. Pateiksime keleta logikos désniu.

1. Dvigubo neigimo désnis: (p < p) = I(p);

2. Negalimo treciojo désnis: (p vV p) = I(p);

3. Nepriestaravimo désnis: (p Ap < O) = I(p);
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4. Kontrapozicijos désnis: ((p = q) < (¢=Dp)) = 1(p,q);
5. Silogizmo désnis: ((p=q¢)A(g=71))= (p=71)) =
6. de Morgano désniai:

I(p,q,r);

(pVaepAg =I1p,q), @®AqeDVY =I1(pq);

7. Teisingos iSvados désnis: jei zinoma, kad teiginys p = ¢ ir prielaida p yra teisingi
teiginiai, tai tada iSvada teisingas teiginys;

8. Klaidingos prielaidos désnis: jeigu teiginys p = ¢ yra teisingas, o jos iSvada q yra
klaidingas teiginys, tai salyga p yra klaidingas teiginys;

9. Implikacijos neigimo désnis: (p=q¢ < pAq) = I(p,q);

10. Ekvivalencijos neigimo désniS' ( (]Wq) P& q)) =7 (p, q);

mos i§ tiesu yra tautologijos, t.y. visos 1nterpretacuos yra teisingi teiginiai.

2.3 Sakiniai su kintamaisiais (predikatai)

Apibrézimas Sakinj, kuriame yra neapibréztos savokos (kintamieji) ir kuris tampa
teiginiu Sias savokas (kintamuosius) apibrézus, vadinsime predikatu. Jei sakinyje yra n
nezinomuju, tai Sis predikatas vadinamas n— vieciu.

Paprastumo délei laikykime, kad predikatas vienvietis. Pastebésime, kad kitu atveju,
visos savokos butu analogiskos, tik zZymeéjimai taptu sudétingesni. Pavyzdziui, sakinys
x < 2 yra predikatas, o sakinys 3 < 2 jau yra teiginys, beje neteisingas. Sakinys 'naturalusis
skaicius = dalo skaic¢iu 7’yra predikatas, kadangi x nezinomas. Taciau sakinys ’egzistuoja
x naturaliuju skaic¢iu aibéje, kuris dalo skai¢iu 7’ jau yra teiginys, beje teisingas. Arba
'visi naturalieji skaic¢iai x, dalo skaic¢iu 7’. Tai irgi teiginys, be to neteisingas. Sakinius
" egzistuoja aibéje A elementas x, turintis savybe S” ir ” visi aibés A elementai x turi savybe
S” vadinsime sakiniais su egzistavimo ir visuotinumo kvantoriais. Siuos sakinius trumpai
raSysime, atitinkamai, (3x € A,S), (Vx € A,S). Simboliai 3 ir V vadinami egzistavimo ir
visuotinumo kvantoriais. Taigi, kvantoriu pagalba galime predikatus paversti teiginiais.

Pavyzdziui, teigini "aibéje A = [—2,5] yra skaic¢ius, kurio modulis didesnis uz 4”
formalizuosime tokiu budu: Ja € A,|a| > 4. Paneige paskutini teigini gausime ’aibéje
[2, 5] negalime nurodyti skai¢iaus, kurio modulis butu didesnis uz 4’ arba ’visi aibés a € A
elementai, nutole nuo nulio atstumu ne didesniu uz 4’(trumpai Ya € A, |a| < 4.)

Panagrinékime teiginiu, apibréztu kvantoriais neigimo problema. Paneikime toki
teigini: ”Netiesa, kad visiems aibés X elementams, predikatas P(x) yra teisingas teiginys.”
Uzrase formaliai turime,

(Vz € X, P(2)).

Pastaraji teigini galime perrasyti tokiu budu: ”ne visiems x € X, predikatas P(z)” yra
teisingas teiginys arba ”egzistuoja aibéje X elementas, su kuriuo predikatas P(x) klaidingas
teiginys”. Perrase formaliai turime

(Vo € X,P(z)) = 3z € X, P(x))

arba

(Ve € X,P(z)) = (3z € X, P(z)).
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Pastaroji lygybé vadinama visuotinumo kvantoriaus neigimo taisykle (désniu).

Samprotaudami visiSkai analogiskai, paneikime teigini su egzistavimo kvantoriumi.
Teigini "netiesa, kad aibéje X yra elementas = toks, kad P(x) yra teisingas teiginys-"
formaliai uzraSe turime:

(Jz € X, P(x)).

Auksciau uzraSyta teigini galime perraSyti tokiu budu: "néra aibéje X elemento z, su
kuriuo predikatas P(x) butu teisingas teiginys” arba ”visiems aibés X elementams =z,
predikatas P(z) neteisingas teiginys.” Paskutini teigini laikysime teiginio su egzistavimo
kvantoriumi neiginiu, taigi:

(Jx € X, P(x)) = (Vx € X, P(x)).

Remdamiesi uzrasytomis taisyklémis paneikime keleta teiginiu:

(Vo e [-1,2],2 <0) = (3x € [-1,2],z > 0),

arba

Gre[-L2,z—1>1) = Vze[-1,2, ]z -1 <1).

Kintamuju reiksmiu aibe, su kuriomis predikatas tampa teiginiu, vadinsime predikato
apibrézimo aibe. Predikato apibrézimo srities elementai, su kuriais predikatas tampa
teisingu teiginiu, vadinami predikato teisingumo aibe.

Predikato apibrézimo aibe zymésime simboliu Dp(z1,...,z,), o teisingumo aibe- sim-
boliu Tp(x1,...x,). Pavyzdziui predikato 'naturalusis skai¢ius x yra skai¢iaus 2 kartotinis’
apibrézimo sriti sudaro visi naturalieji skai¢iai, o teisingumo aibe- visi lyginiai. Predikata,
kurio apibrézimo sritis sutampa su jo teisingumo aibe vadinsime absoliuciai teisingu pre-
dikatu, o jei teisingumo aibé tusc¢ia- absoliuciai klaidingu.

Sakykime, kad X yra predikatu A(x) ir B(x) apibrézimo aibé, o T4(z) ir T(x) yra
Siu teiginiu teisingumo aibés. Apibrézkime Siu teisingumo sric¢iu veiksmus bei sudétiniu
predikatu, apibréztu Siose srityse, operaciju teisingumo reiksmes. Pastebésime, kad kiek-
vienas predikatas A(x), x € X apibrézimo aibe suskaido i du poaibius, Ta(z) U Ta(x) =
X. Antra vertus, jei turime du predikatus, apibréztus aibéje X, tai $iu predikatu déka
apibrézimo aibe galime suskaidyti i tokius poaibius:

X = (Ta(x) \ Tp(x)) U (Tp(x) \ Ta(x)) U (Ta(z) N Tp(x)) U (Ta(z) UTpE(z)).

Nustatysime predikatu loginiu operaciju teisingumo aibes. Panagrinékime predikatu
disjunkcijos problema. Sudarome teisingumo lentele visiems auksciau apibrézimo aibés
poaibiams. Turime
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X A@) | B@) | A@) v B@)
Ta()\ Ts(z) | 1 0 ]
Ta(z) N Ta(z) | 1 1 1
To(z)\ Ta(z) | 0 1 1
Ta(x)UTg(x) | O 0 0

Taigi

Ta(z)vB(z) = Talz) UTR(z).

Nustatome predikatu konjunkcijos teisingumo reikSmes bei teisingumo aibe:

X A@) | B@) | A@) A B@)
Ta(zx)\Tp(z) | 1 0 0
Ta(z) N Tp(z) | 1 1 1
Ty(@) \ Ta(z) | 0 1 0
Ta(z) UTp(@) | 0 0 0

Remdamiesi paskutiniaja lentele gauname, kad predikatu konjunkcijos teisingumo aibe
sudaro nagrinéjamu predikatu teisingumo aibiu sankirta. Taigi

Ta()aB(z) = Talz) NTp(x).

Nustatysime predikatu ekvivalencijos teisingumo aibe. Turime
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X A(z) | B(z) | A(x) < B(x)

Remdamiesi paskutiniaja lentele gauname, kad ekvivalencijos teisingumo aibé yra
tokiu aibiu sajunga:

Ta(e)eB@) = (Ta(z) NTp(x)) U (Ta(z) NTr(x)).

Aptarsime predikatu, apibréztu aibéje X loginés isvados problema. Nesunku suprasti,
kad visuomet predikatu disjunkcija A(x) V B(x) logiskai isplaukia i§ predikato A(x). Ir jei
predikatu konjunkcija A(z) A B(x) yra teisinga, tai predikatas A(x) Vz € TA(z)ABx) YTa
teisingas teiginys. Taigi, i§ predikatu A(z), B(x) konjunkcijos visuomet isplaukia A(z).
Vadinasi, predikatas B(z) logiskai iSplaukia i§ predikato A(z) tada ir tik tada, kai im-
plikacija A(z) = B(z) yra teisinga Vo € Ta(x). Siuo atveju teisingumo aibéms teisingi
sarySiai: Ty(xz) C Tg(z). Be to, jei A(x) yra predikato B(x) pakankama salyga, tai imp-
likacija A(z) = B(x) yra teisinga Vz € X.

Sakysime, kad predikatas A(z) yra ekvivalentus predikatui B(x), jei Ta(z) = Tg(z).
Zymésime A(x) = B(x). L

Parodykime, kad teiginiai A(z) = B(z) ir A(x) V B(x) yra ekvivalentus. Pakanka
panagrineéti lentele, kurioje butu aptarti visi galimi atvejai. Turime:

X A(z) | B(z) | A(z)= B(z) | A(z)V B(x)
Ta(z)\ Ts(z) | 1 0 0 0
Ta(z)NTg(z) | 1 1 1 1
Tp(z)\ Ta(z) | 0O 1 1 1
Ta(z) UTp(z) | O 0 1 1

Remdamiesi paskutiniaja lentele galime tvirtinti, kad minétieji predikatai yra ekvivalentus.
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Labai daznai teoremos yra formuluojamos predikatu logine isvada A(x) = B(x).
Predikatas A(x) yra predikato B(x) pakankama salyga, o predikatas B(z) yra predikato
A(z) butina salyga tik tada, kai Ty (z) C Tg(z), kitaip tariant implikacija A(z) = B(z)
teisinga Vo € Ta(z).

Sakysime, kad predikatai A(z) ir B(x) yra butinos ir pakankamos salygos, jei teisingos
implikacijos: A(z) = B(x) ir B(z) = A(z). Siuo atveju T4 (z) = Tg(z). Formuluojant
teiginius su butinomis ir pakankamomis salygomis naudosime loginés ekvivalencijos simboli
A(z) < B(z). Patj teigini su butinomis ir pakankamomis salygomis formuluosime tokiais
zodziais ” A(z) tada ir tik tada, kai B(x)” arba ” A(x) tik tada, kai B(x).”

Pavyzdziui, skai¢ius n dalinasi i§ 3 tada ir tik tada, kai skai¢iaus n skaitmenu suma
dalina skaicius 3.

2.4 Teoremos. Isvaduy darymo taisyklés

Astuoniolikto amziaus pabaigoje, kai buvo susirtpinta matematinés teorijos pagrindi-
mu buvo sukurta ir iSvystyta formalioji logikos teorija, bei irodymu teorija. Logikos bei
irodymu teorijos tikslas, kalbant supaprastintai, sukurti teisingu samprotavimu teorija,
kuri véliau galétu biiti taikoma jvairiose teorinése bei praktinése srityse, pavyzdziui algo-
ritmu teorijoje ir t.t.

Tad ka vadiname formalia teorija, kitaip tariant, kas sudaro mokslinés kalbos forma.

Apibrézimas Sakysime, kad 7 yra formali teorija, jei Sia struktura sudaro:

1) simboliu aibé (abécélé) A;

2) loginiu formu (sudétiniu teiginiu) aibé F;

3) aksiomu (pirminiu teiginiu) aibé B;

4) sarysiu aibé R tokia, kad visiems sarysiams R € R, R C F". Nurodyti sarysiai R
vadinami iSvadu darymo taisyklémis.

Detalizuokime, ka vadiname iSvadu darymo taisyklémis. Tarkime, kad F},... F,,G €
F ir egzistuoja sarysis R € R toks, kad (F},...F,,G) € R =: % tai sakysime, kad
formulé G yra formuliu Fi, ..., F}, iSvada. Formulés F; yra vadinamos prielaidomis, o G—
isvada.

Taigi, kiekviena formali teorija privalo turéti Siuos keturis atributus. Kiek placiau
pakalbékime apie matematine teorija.

Jau esame minéje, kad vienus teiginius mes laikysime apriori teisingais, juos vadinsime
aksiomomis, o teiginius, kuriu teisinguma nustatysime samprotaudami, naudodami logikos
désnius bei aksiomas, vadinsime teoremomis. Aksiomos, tai pirminiai teiginiai, kuriu pa-
grindu kuriama matematiné teorija. Dar karta pabréziame, kad dél aksiomuy teisingumo yra
susitariama, skirtingose teorijose ta pati aksioma gali turéti skirtingas teisingumo reikSmes.

Teorema vadinsime implikacija”p = ¢q”. Jei teorema formuluojama predikatine forma,
tai teorema galima uzraSyti tokiu budu:

Vr € X, P(x) = Q(z).

Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, kad predikatai apibrézti realiuju skaic¢iu aibéje;
A(z) : "f(x) # 0”7, By(x) : 7f(x) > 0" B_(x) : 7" f(z) < 0”. Formuluojame teorema.
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Jei Vo € [0,1], f(z) # 0, tai Jz € [0,1],(f(z) > 0 arba f(z) < 0.) Naudojant simbolius:
Vo € [0,1], A(z) = Jx € [0,1], (By(x) V B_(x)).

Tarkime, kad duota teorema p = ¢. Pradine teorema paprastai vadiname tiesiogine.
Teoremos teisingumas nustatomas ja irodant (apie tai kiek véliau). Tuomet teorema g = p
vadinsime atvirksStine pradinei. Teorema p = g— priesinga pradinei teoremai, o teorema
q = p— priesinga atvirkstinei teoremai. Pasirodo, kad kai kurios i§ Siu teoremu yra
ekvivalencios. Pavyzdziui teisinga tokia

1 Teorema Tiesiogine ir prieSinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalencios, t.y.

(p=a)=(@=p)
Atkreipsime skaitytojo démesi, kad tai yra kontrapozicijos désnis!

2 Teorema  Atvirkstiné ir priesinga teoremos yra ekvivalencios.

Tuo atveju, kai tiesioginé teorema ir jai atvirkstiné yra teisingi teiginiai, tai sujunge
Siuos teiginius ekvivalencijos operacija (p < ¢) gausime teorema, kuria vadinsime teorema
su butinomis ir pakankamomis salygomis.

Siuy teoremu jrodyma paliekame skaitytojui. Irodymui naudokite teisingumo lenteles.

Pagalbiniai teiginiai, kurie naudojami kitu teiginiu irodymui daznai vadinami lemomis.
Pastebésime, kad lema tuo paciu metu ir teoremal

Taigi, kas yra irodymas? [rodymu vadinsime mastymo procesa, kurio metu, naudojant
argumentus (teiginius kurie yra teisingi), nustatomas teiginio teisingumas. Yra skiriami
du irodymo metodai- indukcinis, kai nuo atskiru teiginiu, juos apibendrinant naudojan-
tis logikos taisyklémis gauname bendrus teiginius ir dedukcinis, kai iS bendru teiginiu,
naudojant iSvadu darymo taisykles darome teisingas iSvadas apie kazkoki atskira teigini.

Pilnosios indukcijos taisyklé:

/\?leiaFl = G,...,Fn =G
G
Naudojant pilnosios indukcijos metoda visada gaunama teisinga isvada, kadangi yra
nagrinéjami visi galimi atvejai.
Dedukcijos metodas, tai isvadu darymo budas. Aptarkime kiek detaliau $i metoda.
Dedukcijos metoda, siejanti taisykles ir logikos désnius patogu zZymeéti tokiu budu:

P, Fy, ... F,
G )
cia Fy, Fo, ..., F,— Sios taisyklés prielaidos, G— taisyklés isvada.
Teoremoms irodyti dazniausiai naudojamos tokios iSvadu darymo taisyklés:
1) isvados taisykle:

Fl/\FQ/\.../\Fn:>G:Z

F1 = FQ,Fl )
Fy ’

2) neigimo taisyklé:
Fl = F27 E
?1 ’
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3) silogizmo taisykleé:

F1 :>F2,F1 :>F2‘
F1:>F3 ’

4) kontrapozicijos taisyklé:
F, = F. 2.
F=F
5) ispléstinés kontrapozicijos taisyklé:

(Fl/\FQ) =G (Fl/\F2> =G
(Fl/\@):>E (FQ/\E)#E

Aptarkime kiekviena samprotavimo taisykle atskirai.

Tegu teiginys F;— "keturkampis yra lygiagretainis”, Fo— ”istrizainés viena kita dalo
pusiau”. Tada suformuluokime iSvados taisykle: Jei keturkampis yra lygiagretainis, tai
jo istrizaines viena kita dalo pusiau ir zinome, kad duotas keturkampis yra lygiagretainis-
darome isvada, kad jo istrizainés viena kita dalo pusiau.

Panagrinékime neigimo taisykle. Jei skaicius a yra lyginis, tai skaicius 2 dalo §i skaic¢iu.
Tarkime, kad 2 nedalo skaiciaus a, tada darome isvada, kad a néra lyginis.

Sakykime a, b teigiami skaiciai didesni uz vieneta. Jei a > b, tai a +1 > b+ 1 ir jei
a+1>b+1taia?+1 > b+ 1. Remiantis silogizmo taisykle darome isvada, kad jei a > b,
taia?+1>0b%+1.

Aptarkime ispléstinés kontrapozicijos taisykle pagrisdami tuo paciu dalumo i§ 15
taisykle. Teiginys F)— skaicius n dalijasi i§ 3, Fb— skaic¢ius n dalosi i§ 5, o G— skaicius
dalosi i§ 15. Tada is teiginio F} A F» = G— jei skaicius dalijasi i§ 3 ir 5 tai jis dalosi
i 15 remiantis iSpléstines kontrapozicijos principu darome isvada, kad yra teisingi tokie
teiginiai: jei skaic¢ius n dalosi i§ 3 ir nesidalo i§ 15, tai jis nesidalo i§ 5 ir jei skaic¢ius dalosi
i§ 5 ir nesidalo i§ 15, tai jis nesidalo i 3.

Teoremos yra irodomos dviem biudais: tiesioginiu ir netiesioginiu. Tiesioginio irodymo
metu, naudojant argumentus parodoma, irodoma, kad prielaidos p pakanka tam, kad
irodyti q. Teoremos irodyma vadinsime netiesioginiu, jei teiginio p = ¢, teisingumas nus-
tatomas remiantis jvairiais désniais. Prisiminkime, kad tiesioginé ir atvirkstiné prieSingai
yra ekvivalencios teoremos. Irodymo metu dazniausiai yra naudojami tokie argumentai
(désniai): klaidingos prielaidos, teisingos isvados, silogizmo, kontrapozicijos ir tre¢iojo ne-
galimo.

Pateiksime viena tokio samprotavimo pavyzdi.

3 Teorema Skaicius \/2 néra racionalus.

S/
Naudosime netiesiogini irodymo metoda. Pastebésime, kad teiginys p - 'yra duotas
skai¢ius v/2 7, o teiginys ¢g— 'duotas skai¢ius néra racionalus’. Tarkime priesingai, t.y.

\/5227

m
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¢ia m, m neturi bendru dalikliu (mes tvirtiname, kad p = §). Pastebésime, kad jei paro-
dysime, kad Sis teiginys yra neteisingas tai, remdamiesi neprieStaravimo désniu, gausime,
kad pradinis teiginys yra teisingas.

Zinome, kad nelyginio skai¢iaus kvadratas yra nelyginis, o lyginio skai¢iaus kvadratas
lyginis (remiameés jau mokykloje irodytu teiginiu), tai i§ prielaidos (n/m)? =2 =
n? = 2m?. Remdamiesi teisingos isvados désniu gaunme, kad n yra lyginis. Taigi, gal-
ime rasti skai¢iu (lyginio skai¢iaus apibrézimas) p, n = 2p. Bet tada m = 2p?, taigi, m
yra lyginis (lyginio skai¢iaus apibrézimas). Vadinasi, trupmenos n/m skaitiklis ir vardiklis
yra lyginiai. Bet tada trupmena yra suprastinama. Taigi, gavome prieStaravima pradinei
prielaidai, kad trupmena n/m yra nesuprastinama. Tada (klaidingos iSvados désnis ),
pradiné prielaida, kad /2 yra racionalus yra klaidinga. Remdamiesi nepriestaravimo
désniu gauname teoremos irodyma.

Uzdaviniai
1. Sudarykite nurodytu teiginiu neiginius, bei nustatykite tiesioginio teiginio, bei jo

neiginio teisingumo reikSmes:
1) Londonas didziausias Lietuvos miestas;

)
) egzistuoja lygties 22 + 1 = 0 Saknis;

) jei 2 > 4, tai ir 22 > 42;

) bet kokio staciakampio istrizainés yra statmenos;
) skaicius 5 dalo skaiciu 425;

)

)

9) jei trikampis status ir lygiasonis, tai Sio trikampio aukstinés yra lygios;
10) keturkampis yra staciakampis tada ir tik tada, kai jo istrizainés yra lygios arba
statmenos.

2. Sudarykite nurodytu loginiu formu teisingumo lenteles:
1

3. Patikrinkite, ar pateiktos loginés formos L, ir Ly yra ekvivalencios:

Li:=p=7r, Ly:=p=T,; 1)

Li:=(pAr)=s, Ly:=(pVT)=3. 2)

4. Duota teorema: Tegu a,b € N. Tada jei a < b, tai a + ¢ < b+ c. Uzrasykite Siai
teoremai atvirkstine, priesinga, priesinga atvirkstinei. Paneikite Sia teorema.
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5. Tegu f(x), g(x) yra tolydzios funkcijos. Tada:

"Jei Jz € (a,b); f(x) + g(z) = 0, tai 3z € [a,b]; f(z) = Oirg(x) = 0 arba f(x) =
—g(x);”

a) suformuluokite §iai teoremai priesinga, atvirkstine, priesinga atvirkstinei teoremas,
paneikite Sia teorema;

b) sudarykite Sios teoremos (loginés formos) teisingumo lentele ir nurodykite teiginiu
teisingumo reikSmiu rinkinius, kada teorema yra teisingas teiginys.

6. Irodykite, kad tiesioginé bei prieSinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalentus teig-
iniai.

7. Paneikite teiginius:

a)

(3z € A, P(x) AVy,z € A, P(z,y)) = ((2>5) V (3z € 4,Q(x)));

b) jei Siandien atliksime darbus ir laiku sugrisime namo, tai arba ziurésime futbolo
rungtynes arba ruosimeés rytdienos kontroliniam darbui;
c)

L(p,q,r8) = ((p & s) = (aVr) Alp=q)-

8. Naudodami kontra-pavyzdi irodykite, kad suformuluota teorema yra neteisinga:

"Tarkime, kad f,g : [0,1] — [0,1] dvi tolydzios funkcijos. Jei f(z) + g(z) = 0, tai
flz) =g(z) =0.7

9. Tarkime, kad naturaliuju skai¢iu aibéje apibrézti du teiginiai: A(n) : ”skaiius
n lyginis” ir B(n) : 7 skai¢ius n? lyginis”. Teorema A(n) = B(n) irodykite naudodami

a) isvados metoda;

b) kontrapozicijos metoda.

10. Raskite dviviec¢iu predikatu P;(z,y) ir Pe(x,y) apibrézimo bei teisingumo aibes,
jeigu

3z + 4y < 12, Cotdy <8,

Pl(xay) = {x—yZ—la PZ('Tay) ::{
> 0.
x> 9. r+y >0

Raskite siu predikatu konjunkcijos, disjunkcijos bei ekvivalencijos teisingumo aibes.
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