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I. AIBES. SARYSIAI

1.1 Aibiy algebros pradmenys.

Aibe vadinsime bet koki objektu rinkini. Objektus sudaranc¢ius aibe vadinsime aibés elementais. Aibes
zymésime didziosiomis lotyniSkosios abécélés raidémis, o elementus- mazosiomis. Priskiriant aibei elemen-
tus naudosime lygybeés zenkla, elementus nurodydami tarp riestiniu skliaustu. Pavyzdziui, jei aibe sudaro
elementai s,m,a,b, tai §ia priklausomybe zymésime: A = {s,m,a,b}. Simboliu A = {x; P(z)} Zymésime
aibe, kuria sudaro elementai, tenkinantys savybe P(x). Jeigu elementas a yra aibéje A, tai simboliskai $ia
priklausomybe zZymésime a € A ir jei elemento b néra aibéje B, tai zymésime b ¢ B. Simboliniu sakiniu
Vr € A... trumpinsime toki sakini: ”visi aibés A elementai tenkina savybe nurodyta daugtaskio vietoje”, o
simbolinis sakinys 9z € A ... — yra sakinio ”yra aibéje A bent vienas elementas tenkinantis savybe nurodyta
daugtaskio vietoje”, trumpinys. Jei aibés A elementai a ir b yra identiski, tik Zymimi kitaip, tai norédami
pabrézti §j fakta raSysime a = b. Be to, jei elementai sutampa, tai i aibés A elementu sarasa itrauksime
tik viena i$ ju. Prisiminkime skai¢iu aibiu Zyméjimus. Simboliu N Zymime natiiraliuju skaic¢iu aibe, Ny—
sveikuju neneigiamu skaic¢iu aibe, Z— sveikuju skaic¢iu aibe, Q— racionaliuju skaic¢iu aibe, Z— iracionaliuju
skaiciu aibe ir R— realiuju skaic¢iu aibe.

Naudodamiesi auks¢iau pateiktais zyméjimais aibe galime uzrasyti tokiu budu: A = {z;z € A}
Pavyzdziui aibé {z;|z| < 1} yra intervalas (—1,1). Arba {2n—1;n € N'} yra teigiamu nelyginiu skai¢iu aibeé.
Aibe turin¢ia viena elementa, tarkime a, galime apibrézti taip: A = {a}. Aibe {z € A;x # z} vadinsime
tuscia. Kitaip tariant aibe vadinsime tuscia, jei ji neturi elementu. Ja Zymésime simboliu (). Pavyzdziui aibé
{z € R;|z| < 0} yra tuscia, kadangi néra tokiu realiuju skaiciu, kurie tenkinty nurodyta salyga.

Sakysime, kad aibé A yra aibés B poaibis (Zymésime A C B), jeigu Va € A turime, kad « € B. Tarkime,
kad A = {1,2,a,¢,0}, o B = {a,0}. Tada aibé B C A. Aisku, kad aibé A yra aibés A poaibis. Sutarsime
laikyti, kad tuscia aibé yra bet kokios aibés poaibis. Tarkime, kad aibé A yra fiksuota. Tada aibe A ir ) yra
vadinamos netiesioginiais aibés A poaibiais. Jeigu aibéje yra n elementu, tai i§ Sios aibés elementu galime
sudaryti 2™ Sios aibés poaibiu. (Pasvarstykite kodél?)

Sakysime, kad aibés A, B lygios (A = B ), jeigu A C B ir B C A. Pavyzdziui, aibés A = {1} ir
B = {x;2 — 1 = 0} yra lygios, nes ju elementai sutampa. Taigi, aibiu lygybé priklauso ne nuo aibés
uzrasymo budo, bet nuo elementu, sudaranciu Sias aibes.

Aibes patogu vaizduoti plok§tumos sritimis kartais nurodant Siose srityse aibés elementus. Toks aibiu
vaizdavimo budas yra vadinamas Veno diagramomis

Aibiu A ir B sankirta (zymésime A N B) vadinsime aibe {z,x € Airz € B}. Kitaip tariant, dvieju
aibiu sankirta yra aibé, kuriai priklauso $iu aibiu bendri elementai. Pavyzdziui, aibiu A = {1,2,3,4,5,6} ir
B={z;z >5, A, B C N} sankirta yra aibé {6}. Sakysime, kad aibés nesikerta, jeigu ju sankirta sutampa
su tuscia aibe.

Veno diagramomis (1 pav.) iliustruojame aibiu sankirtos veiksma. a) ir b) atvejais sankirta iliustruojama
juoda sritimi. ¢) atveju turime nesikertancias aibes, taigi rezultatas tuscia aibe.

) s

1 pav.

Aibe D = {z;x € A arba x € B} vadinsime aibiu sajunga, kuria zymésime AU B. Iliustruojame sajungos
veiksma Veno diagramomis 2 pav.

Pavyzdziui ,aibiu Z U Q = R. Tarkime, kad A = {1,2,3,4,5,6} ir B = {z;2 > 5, A, B CN} . Tada
AUB=N.
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2 pav.
Apibendrinkime siuos veiksmus, bet kokiam aibiy skai¢iui. Tarkime, kad I C N kokia nors indeksu aibé
ir be to, bet kokiam 4 galima nurodyti aibe A;. Tada Siu visu aibiu sajunga ir sankirta galime apibrézti tokiu

budu:

Udi={zidieLac A}, (Ai={xViclzecA}
el iel

nB

e

OB '
B, = E

3 pav.

Aibiu A ir B skirtumu (Zymésime A \ B), vadinsime aibe A\ B = {z;2 € A ir ¢ ¢ B}. 3 pav.
iliustruojame skirtumo operacija (rezultatas juoda sritis) naudodami Veno diagramas:

Tarkime, kad visos nagrinéjamos aibés yra kokios nors vienos aibés poaibiai. Sia aibe vadinsime univer-
salia, ir zymésime U. Pavyzdziui, nagrinedami realiuosius skai¢ius universaliaja aibe galime laikyti aibe R
arba nagrinéjant tik natiuiraliuosius skaic¢ius universaliaja aibe kartais patogu laikyti nattiraliuju skai¢iu aibe
nors §iuo atveju universaliaja aibe galime laikyti ir realiuju skaic¢iu aibe. Paprastai, nagrinéjant aibes yra
nurodoma, universalioji aibé. Pastebésime, kad universaliosios aibés apibrézimas yra salyginis, ir parenka-
mas priklausomai nuo situacijos. Beje, néra universalios aibés, kuriai priklausytu visos aibés. Sprendziant
praktinius uzdavinius, paprastai universaliosios aibés biina baigtinés.

Aibés A papildiniu, kuri zymésime A, vadinsime aibe A = {x € U,z ¢ A}. Kalbant apie aibés papildini,
svarbu zinoti universaliaja aibe, kuriai priklauso nagrinéjamoji aibé, kadangi aibés papildinys yra univer-
saliosios aibés elementu visuma, neturinti bendru elementu su pradine aibe.

Aptarsime, kaip praktiskai butu galima isreiksti (aprasyti) nagrinéjamas aibes bei aibiu veiksmus.
Tarkime, kad U = {uq, ..., u,}— kokia nors universali aibé. Mes laikysime, kad universali aibé yra baigtineé.
Tada A C U galime aprasyti tokiu kodu:

. 1, jeiu; € A,
C[z] B {07 jeiaui ¢ Aa

Ci]— i— tasis dvejetainio kodo simbolis (kartais vadinamas i— uoju kodo kraviu).
Tarkime, kad universalia aibe sudaro astuoni sunumeruoti elementai, elementu prigimtis nesvarbi. Sia
universalia aibe koduojame tokiu zodziu:
11111111.

Tada kodas 10001101 reprezentuoja poaibi, kuriam priklauso universaliosios aibés pirmasis, penktasis, Sestasisfi
ir aStuntasis elementai.



Aibiu A ir B sankirtos kodas C' apibréziamas tokiu budu:

Cli] = { 1; jeiu; € Ay irAy,

0; kitu atveju.

Aibiu A ir B sajungos kodas C' apibréziamas tokiu budu:

2 J1; jeiu; € A; arba Ay,
Cll = {0; kitu atveju.

Aibés A papildinio kodas apibréziamas tokiu budu:

a1 jeiu; ¢ A,
Clil = {0; jei, u; € A,

C[i]— i— tasis kodo C elementas.
Pateiksime binarini Gréjaus koda, kuriuo remdamiesi generuosime n— elementés aibés visu poaibiu aibe.
Iv: n > 0— aibés galia
ISv: visu poaibiu kodu seka
B:array [1...n] of 0...1 (bitu mastelis)
for ¢« from 1 to n do
Bli] := 0 (valoma kodu aibé)
end for
yield B (tuscia aibé)
for i from 1 to 2" —1do
p := Q[i] (apibréziamas elementas, kuris bus prijungiamas arba pasalinamas)
B[p] := 1 — Blp] (prijungiamas arba pasalinamas elementas)
yield B (eilinis poaibis)
end for
proc Q(i)
q:=1;7:=1
while j lyginis do
Ji=3%q:=q+1
end while
return ¢
end proc

Aptarkime §j algoritma. Kain = 1, tai kodu seka sudaryta is 0, 1. Pazymeékime ieSkoma seka Bi, ..., Bax,
kai n = k. Tada kodu seka B10,...,Bs:0, Box1,... B11 reprezentuoja aibe, turin¢ia n = k + 1 elementa.
Aigku, kad paskutinéje kodu sekoje yra 25t! elementas, be to visi sie elementai yra skirtingi ir du gretimi
skiriasi lygiai vienu simboliu. Biutent $i konstrukcija ir realizuojama Gréjaus algoritme. Beje, nuliniame
zingsnyje B = (). Tegu buvo realizuota 2¥ — 1 zingsnis ir buvo gauta aibé B. Taigi, §iuo atveju Blk + 1] =
Blk+2] = ... B[n] = 0. 2* zingsnyje kruvis B[k + 1] kei¢iamas i§ 0 — 1 ir po §io veiksmo kartojama reik§miu
keitimo seka B[1...k] atvirkséia tvarka, kadangi Q(2* + m) = Q(2% — m) visiems m € [0,2F — 1].

Tarkime, kad A, B, C bet kokios aibés. Teisingos tokios aibiu veiksmu savybeés:

. B\ (B\A4)=AnB;

A=A

.ANB=BNAir AUB = BUA;
.AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANnB)NC;
.AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
.AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC);

ANB=AUB;

.AUB=ANB&E;

. A\B=ANB.

Paskutiniosios dvi formulés vadinamos de Morgano désniais.
Patikrinkite Sias aibiy savybes naudodami Veno diagramas.
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Pastebésime, kad daznai literaturoje aibés A papildinys zymimas simboliu A°€.
Realiuju skaiciu atviru intervalu vadinsime aibe

{r € R,a < x < b},
realtis skai¢iai a, b vadinami intervalo galais. Realiuju skai¢iu uzdaru intervalu vadinsime aibe
{r eR,a <z <b}.
Realiuju skai¢iu pusiau atviru (pusiau uzdaru) intervalu vadinsime aibes
{reRa<xz<b}, {x€R,a<z<b}),

atitinkamai. Tarkime, kad co ir —oo yra simboliai, kuriems teisinga nelygybé: Vo € R;—oc0 < x < 0.
Pabréziame, kad simboliai +00 néra realus skaiciai. Tada visus neneigiamus realiuosius skai¢ius aprasome
tokiu intervalu: [0, 00) o realiuosius neigiamus - (—oo, 0). Visiskai analogiskai apibréziami ir aibiu N, 2,7, Q
intervalai.
Tarkime, kad intervalai:
A=1[-5,7, B=][0,10], C = [8,15]

yra universaliosios aibés I = [—10,20] C R, poaibiai. Tada 8§iuos intervalus galime zyméti skai¢iu tieséje.
Atlikime veiksmus su nurodytomis aibémis. Pavyzdziui

A =[-10,-5)U(7,20; ANB =1[0,7); B\ C =0,8).

Tegu
D ={a,0,d,7}U[7,9].

Raskime AN D, DN C ir BU D. Visu pirma AN D = {0, 7}. Aisku, kad

DNC ={0,7}ir BUD = BU{a,d}.

1.2 Dekarto sandauga. Atitiktis. Funkcija

Apibrésime aibiu Dekarto sandauga.

Simbolinj reigkini (a,as,as,...,a,) vadinsime n ilgio rinkiniu. Simboliai ai,...,a, yra vadinami
rinkinio elementais. Du vienodo ilgio rinkinius (aq,...,a,) ir (b1,...,b,) vadinsime lygiais, jeigu atitinkami
rinkiniuy elementai sutampa, t.y. a; = by,as = ba, ..., a, = b,. Remdamiesi pastaruoju lygybés apibrézimu

galime tvirtinti, kad elemento padétis rinkinyje yra svarbi, kai tuo tarpu aibés elementy isdéstymas, apibréziantii
aibe, néra svarbus. Pavyzdziui aibés A = {a,b,2} ir B{2,a,b} yra lygios, o tuo tarpu rinkiniai (a,b,2) ir
(2,a,b) yra skirtingi.

Aibiu A ir B Dekarto sandauga vadinsime tokia poru aibe:

Ax B={(a,b);a € Abe B}.

Kitaip tariant, aibiu A ir B Dekarto sandauga vadiname visus dvielemenc¢ius rinkinius, kuriuos galime
sudaryti i§ nurodytu aibiy elementu, kai pirmoje vietoje raSome bet kuri, pirmojo dauginamojo elementa, o
antroje, bet kuri antrojo dauginamojo elementa. Tuo atveju kai dauginamieji vienodi, tai sandauga A x A =
A? vadiname Dekarto kvadratu. Jei bent vienas dauginamasis yra tuséia aibé, tai sandauga taip pat tuséia.
Tarkime, kad A = [1,2], B =[2,4] U {5}. Tada

Ax B={(z,y), € A, ye€ B}.
Pavaizduokime $ia sandauga grafiSskai naudodami Dekarto koordinaciu, Oz aSyje atidéje aibés A ele-

mentus, o Oy asyje aibés B elementus. 4 pav. aibe A x B Zymi tamsus staciakampis ir atkarpa vir§ io
sta¢iakampio.



4 pav.
Pastebésime, kad Dekarto sandauga galime apibrézti ir tarp bet kokio aibiu skaiciaus. Mes apibrésime
baigtinio skai¢iaus aibiu Dekarto sandauga. Tarkime, kad duotos aibés A1, As, ..., A,. Tada siu aibiu Dekarto
sandauga vadinsime tokia, n elemenciy rinkiniy, aibe:

Ay x Ag x ... x Ap = {(a1,a2,...ay);a1 € Aj,a0 € Ag,...a, €, A}

Pastebésime, kad bendrai paémus, A x B # B x A. Naudokite kontra pavyzdi.
Nurodysime aibiuy Dekarto sandaugos savybes:

1. (AUB)x C = (Ax C)U (B x C);
2. C x (AUB) = (C x A)U (C x B);
3. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC);
1. (BNC)x A= (B x A)N(Cx A);
5. (Ax B)N(C x D)= (ANB) x (B x D).

Taisykle, kuria apibréziame sasajas tarp aibiu elementu, vadinsime atitiktimi. Siejamos aibés gali buti
skirtingos, bet gali ir sutapti. Pavyzdziui, studenta laikysime aukstu, jeigu jo tgis ne mazesnis negu 180cm.
Kitu atveju studentas bus laikomas Zemu. Tarkime aibe A sudaro auditorijoje esantys studentai, o aibe B
du zodziai- { aukstas, zemas}. Taigi mes apibrézéme atitikti tarp aibiu A ir B elementu. Arba, nattiraligjam
skai¢iui n priskirsime skai¢iu m, jeigu n dalo skai¢iu m. Tada apibréztoji atitiktis, bet kokiam skai¢iui n,
priskiria labai daug naturaliuju skaic¢iu. SkaiCiui 1 pasiseka labiausiai, jam Sia taisykle priskiriame visus
natiiraliuosius skaicius.

Tarkime, kad duotos aibés A ir B. Sakinj- ”atitiktis f sieja aibés A elementus su aibés B elementais ”
trumpai zymésime " f : A — B.” Aibe A vadinsime atitikties f apibrézimo aibe, o aibe B— §ios atitikties
reiksmiu aibe. Jei atitikties f apibrézimo aibé yra A, o reikSmiu aibé B, tai sakysime, kad atitiktis apibrézta
aibéje A ir jgyja reiksmes aibéje B. Pastebésime, kad jei atitiktis nusakyta tarp aibiu, tai nebtutinai visi tu
aibiy elementai turi buti siejami atitiktimi. Jeigu atitiktis f sieja a € A su b € B, tai zymésime f(a) = b
(daznai yra zymima afb). Siuo atveju elementa b € B vadinsime elemento a vaizdu, o elementa a vadinsime
elemento b pirmvaizdziu atitikties f atzvilgiu. Atitikties f apibrézimo aibés A elementu visuma, kurie turi
vaizdus, vadinsime atitikties f apibrézimo sritimi ir zymeésime D(f), o reikdmiu aibés B elementus, kurie turi
pirmvaizdzius, vadinsime atitikties reikdmiu aibe ir Zymeésime E(f). Pastebésime, kad jei atitiktis apibrézta
aibéje A, tai nebitinai visi atitikties apibrézimo aibés elementai turi vaizdus ir nebutinai visi reiksmiu aibés
elementai turi pirmvaizdzius. Tarkime, kad

A=1{2,3,5}, B={4,6,7}.
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Tarkime, kad atitiktis f nusakyta taip: “aibés A elementas dalo aibés B elementa.” Turime, kad f(2) =
4, f(2) =6, f(3) = 6. Matome, kad elementas 5 neturi vaizdo, o elementas 7 € B neturi pirmvaizdzio aibéje
A sios atitikties atzvilgiu. Taigi D(f) = {2,3}, E(f) = {6,4}.

a) b

RN S
{

5 pav.

Tarkime, kad atitiktis apibrézta aibéje A ir igyja reikdmes aibéje B. Tada poru aibe

Gy =A{(z,y);z € D(f),y € E(f), f(x) = y}

vadinsime atitikties f grafiku. Aisku, kad atitikties grafikas yra Dekarto sandaugos A x B poaibis. Tarkime,
kad aibés A taskai iSdéstyti kokioje nors plokstumos dalyje, o B— kitoje. Be to laikykime, kad apibrézta
aititiktis f : A — B. Sujunkime aibés A elementus su aibés B elementais. Gautasis atitikties grafinis
vaizdas vadinamas atitikties grafu. 5 pav. iliustruojame atitiktis grafais: a) "aibés A elementas dalo aibés
B elementa” ir b) ”aibés A elementas mazZesnis negu aibés B elementas”.

Atitikties grafa galime sudaryti ir kitu budu. Tarkime, kad plokSumoje apibrézta Dekarto koordinac¢iu
sistema. Oz aSyje pazymékime atitikties apibrézimo aibe, o aSyje Oy, 8ios atitikties reikSmiu aibe. Tada
atitikties grafa sudarys visi plokstumos taskai, kuriu koordinatés (z,y); = € A,y € B.

Tarkime, kad duota atitiktis f. Tada atitikti g : B — A, kurios apibrézimo sritis D(g) = E(f), o
E(g) = D(f) vadinsime atitikéiai f atvirkstine atitiktimi, kuria Zymeésime g := f~1, jei f~1(b) = a tik tada,
kai f(a) = b. Taigi:

F7Hb) = {a € A; f(a) = b}

Tarkime, kad duota atitiktis f, kurios grafikas yra G ¢. Tada atitikti f_; vadinsime atitikéiai f priesinga
atitiktimi, jeigu atitikties f_; grafika sudaro taskai

Gy, = (A X B)\Gf'

Tarkime, kad A = {0,3,7}, B = {2,9}, o atitiktis f apibrézta taip: aibés A elementai didesni uz aibés B
elementus. Tada turime, kad atitikties f grafikas yra toks:

Gf = {(332)7 (77 2)}7 Gf—1 = {(072)7 (079)7 (379)’ (77 9)}

Nesunku suprasti, kad atvirkstinés atitikties grafika gausime, pradinés atitikties grafiko taskus sukeite vi-
etomis. Taigi, aukséiau pateiktosios atitikties f, atvirkstinés atitikties grafikas yra

C;f*1 = {(27 3)a (27 7)}

6 pav. a) atveju pavaizduotas atitikties ”taisyklé priskiria skai¢iams raides, priklausomai nuo to, kokia
raidés eilé abécéléje ” grafas. b) atveju vaiduojamas atvirkstines atitikties grafas, o ¢)- priesSingos atitikties
grafas.



6 pav.



Atitiktis tai taisyklé, kuriai nekeliami jokie apribojimai, priskiriant vienos aibés elementus kitos aibés
elementams.

Tarkime, kad A, B C U yra bet kokios aibés. Funkcija f, apibrézta aibéje A ir igyjancia reikSmes aibéje B
(f : A — B) vadinsime taisykle, kuria aibés A elementams priskiriama tik po viena aibés B elementa. Aibés
D(f) elementai vadinami funkcijos f argumentais, o aibés E(f) elementai vadinami funkcijos f reikSmémis.

Tarkime, kad f : A — B. Sakysime, kad funkcija yra totali, jei D(f) = A. Tarkime, kad M C D(f).
Tada funkcija g : M — B, D(g9) = M ir f(a) = g(a), Ya € M vadinsime funkcijos f siauriniu aibéje M.

Tegu f : A—DB. Sakysime, kad funkcija f yra injektyvi (injekcija), jei Vo # y teisinga nelygybeé:
f(x) # f(y). Sakysime, kad funkcija f yra siurjektyvi (siurjekcija), jei funkcija totali ir be to E(f) = B.
Siurjektyvia funkcija f : A — B patogu zyméti tokiu budu: f(A) = B.

Sakysime, kad funkcija f : A — B yra bijektyvi (bijekcija), jeigu §i funkcija yra siurjektyvi ir injektyvi
kartu, simboligkai: f(A) = B ir bet kokiems a1 # ag, a1,a2 € A turime, kad f(a1) # f(az).

Pastebésime, kad jei funkcija néra bijekcija, tai kartais galima 8ia funkcija susiaurinti (nurodyti Sios
funkcijos siaurinj kokiame nors poaibyje M C A) taip, kad siaurinys butu bijekcija (zr. 7 pav. a)). Tuo

tarpu 7 pav. b) atitiktis néra funkcija.

1 Teorema Jei funkcija f : A — B yra totali bijekcija f(A) = B, tai atvirkstiné funkcija egzistuoja,
kuri taip pat yra totali bijekcija.

Skaitytojui sitilome jrodyti §i teigini.

7 pav.
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Dvi aibes A, B vadinsime ekvivalenciomis, jei egzistuoja totali bijekcija f : A — B, tenkinanti savybe
f(A) =B.

Aibes ekvivalencias naturaliyju skaic¢iu aibei vadinsime skaiciomis. Aibes vadinsime begalinémis, jei
egzistuoja Sios aibés poaibis (nesutampatis su pacia aibe) kuris ekvivalentus visai aibei. Aibé yra vadinama
kontinumo galios, jei §i aibé ekvivalenti realiyju skai¢iu aibei.

Pateiksime viena pavyzdi.

Fiksuokime N pirmuju naturaliuju skai¢iu. Sudarykime begalines sekas

T =T, iy, Tigs ooy Ty, €{0,1,..., N}

Siu begaliniu seku aibe Zzymésime simboliu Xy .
Sia aibe vadinsime Koduy aibe apibrézta N— ainéje skai¢iavimo sistemoje.

2 Teorema Koduy aibé ¥ yra neskaiti.

S]
Pateiksime konstruktyvu sios teoremos irodyma. Tarkime, kad kodu aibé apibrézta dvejetainéje skai¢iavimoll
sistemoje, naudojant simbolius 0 ir 1. Apibrézkime funkcija f : {0,1}—{0, 1} tokiu budu: f(0) =1, f(1) =
0. Be to, tarkime priesingai, t.y., kad $i aibé skaiti. Vadinasi egzistuoja bijekcija g : N —3X. Apibrézkime
o € X tailp: 0 = 010203..., ir ¢ia, o, = f((g(n))n), ¢ia g(n), reiskia n— aji g(n) simboli. Pastebékime, kad
g yra "numeruojanti”, aibés ¥ elementus, funkcija. Koki numeri i funkcija priskiria taskui o? Pasirodo, kad
né vienam n € N, g(n) # 0. Pavyzdzziui, g(3) # o, kadangi siu seku tretieji simboliai skirtingi.

2]

Tarkime, kad funkcija f : A — B, |A| = n. Paprastai funkcija yra aprasoma masyvu: array[A] of B, ¢ia
A— duomenys, kurie reprezentuoja aibés A elementus, B yra duomenys, reprezentuojantys reik§miu srities
elementus. Jei nagrinéjami masyvai tik su naturaliaisiais indeksais, tai aibés A elementai yra numeruojami
A ={ay,...,a,} ir funkcija aprasoma tokiu badu: array[l...n|of B

Jei aibé A yra didelé arba begaliné, tai tokiu funkeiju apragymui naudoti masyvus yra neefektyvu. Siuo
atveju funkcijoms apibrézti yra naudojamos specialios procediros.

1.3 Sarysiai. Tvarkos sarysSiai

Atitikti f : A — A vadinsime dvinariu sarysiu (binariniu sary$iu.) Dvinario sarySio grafiko taskai
sudaro aibés A x A poaibi. Beje, sarysiui f, atvirkstinio sarysio grafikas taip pat yra aibés A2 poaibis.
Toliau mes kalbésime apie binarinius sarysius, todél ateityje juos vadinsime tiesiog sarySiais.

Sarysi f vadinsime refleksyviu, jei bet kuris aibés A elementas susietas §iuo sarysiu, t.y f(a) = a.
Pavyzdziui tiesiu lygiagretumo sarysis yra refleksyvus, bet tiesiu statmenumo sarysis néra refleksyvus.

Sarysi f vadinsime antirefleksyviu aibéje A, jei bet koks aibés A elementas néra susietas pats su savimi
Siuo sarysiu. Sia savybe turi tiesiu statmenumo sarysis. Arba sarysSis "daugiau” realiuju skaiciu aibéje taip
pat yra antirefleksyvus.

Sakysime, kad sarysis f yra simetrinis aibéje A, jei bet kokiems §ios aibés elementams a,b € A, tokiems,
kad f(a) = b iSplaukia, kad f(b) = a. Sia savybe turi skaiciu lygybes, tiesiu lygiagretumo, figiiru panasumo
sarySiai.

Sarysi f, aibéje A, vadinsime asimetriniu, jeigu bet kokiai Sios aibés elementu porai Va,b € A, f(a) = b
isplaukia, kad f(b) # a. Nesunku suprasti, kad realiuju skaic¢iu aibéje sarysiai "daugiau”, "maziau” yra
asimetriniai.

Sarysi f aibéje A vadinsime antisimetriniu, jei i$ to, kad f(a) = b ir f(b) = a isplaukia, kad a = b. Sia
savybe realiuju skaic¢iu aibéje tenkina sarysis 7 < 7.

Sarysi f aibéje A vadinsime tranzityviu, jei bet kokiems aibés A elementams a, b, ¢ turintiems savybe: jei
f(a) =bir f(b) = c isplaukia, kad ir f(a) = c. Sia savybe skaiciu aibéje tenkina sarysiai ” <7,” > 7.7 =",
lygiagretumo sarysis tiesiu aibéje. Statmenumo sarysis tiesiu aibéje néra tranzityvus.

Sarysi f, aibéje A, vadinsime ekvivalentumo sarysiu, jeigu jis 1) simetrinis, 2) tranzityvus ir 3) re-
fleksyvus.
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Pavyzdziui, tiesiu lygiagretumo sarysis yra ekvivalentumo sarysis visu tiesiu aibéje.
Tarkime, kad © = {E;c;} yra aibés M poaibiu Seima, I kokia nors indeksu aibé. Poaibiu Seima ©
vadinsime aibés M denginiu, jeigu bet koks aibés M elementas priklauso kokiai nors Seimos © aibei, t.y.

M C U E;.
el

Jeigu aibés M dengini sudarancios aibés poromis nesikerta, i # j, tai E; N E; = 0, tai §i dengini
vadinsime aibés M skaidiniu. Siuo atveju, kiekvienas aibés elementas priklauso tik vienai aibei E;. Pasirodo,
kad teisingas toks tvirtinimas:

3 Teorema Kiekvienas ekvivalentumo sarysis aibéje M apibrézia Sios aibés skaidinj, neturintj tuscéiu
elementu ir atvirksciai, kiekvienas aibés M skaidinys, neturintis tusc¢iuy elementu, yra ekvivalentumo sarysis
aibéje M.

Sio teiginio nejrodysime, tik pateiksime algoritma, kurio déka turint ekvivaletumo sarysi, apibrézta
aibéje M, galima gauti aibés M skaidini, neturinti tus¢iu elementu.

Iv: aibé M ir ekvivalentumo sarysis Sioje aibéje.

ISv: aibés M skaidinys ©.

U:=M;0:=1

while U # () do

select a € U (imame bet koki aibé aibés M elementa)
A := Eq(a, M,=) (konstruojame ekvivalentumo klase)
U :=U\ A (pasaliname klas¢ i§ aibés )

O := © U{A} (aibe prijungiame prie skaidinio)

end while

Funkcija Fq konstruoja ekvivalentumo klase.

Iv: elementas a i§ aibés M ir ekvivalentumo sarysis Sioje aibéje.
ISv: elementu Seima, sudaranti ekvivalentumo klase A.

for b € M do

if b = a then

yield b

end if

end for

return A.

Tarkime, kad f : A — B yra funkcija. Visiems b € E(f) apibrézkime

Dy ={a € D(f); f(a) = b}

Nesunku suprasti, kad Dy, N Dy, = 0 ir Upegr)Ds = D(f). Be to, Vb € E(f), Dy # (). Taigi, aibiu Seima
Dy, b € E(f) yra funkcijos f apibrézimo srities skaidinys, kuriame néra tusciu aibiu. Vadinasi, remdamiesi
paskutiniaja 2 Teorema galime teigti, kad Sis skaidinys apibrézia ekvivalentumo sarysi aibéje D(f).

Tarkime, kad f : A — A yra binarinis sarysis. Jei sarysis f sieja elementus a ir b, t.y. f(a) = b, tai
sakysime, kad elementas b "eina po ” elemento a. Tegu aibés A elementas ¢ eina po elemento a, o elementas b
eina po elemento c. Tada sakysime, kad elementas ¢ yra tarp elementu a ir b. Sakysime, kad aibés A elementas
b eina ”tiesiog po” elemento b jei tarp Siu elementu negalime nurodyti treciojo, Sios aibés elemento. Jeigu
bet kokiam aibés A elementui (iSskyrus pirmaji) galime nurodyti elementa, einanti ”tiesiog po”, tai sakysime,
kad aibéje A apibréztas sarysis ”eina tiesiog po.” Jei elementas b ”eina tiesiog po” elemento a, tai simboliskai
zZymeésime a < b. Elementus a ir b susietus sarySiu ”eina tiesiog po” vadinsime gretimais aibés A elementais.
Tarkime, kad A = {2, a, 3,b}. Tarkime, kad §i aibé tiesiskai sutvarkyta tokiu badu:

fla)=2,f3)=2,f(3) =a, f(2) =b,f(b) =a, f(3) =b.
Apibréztas sarysis yra grieztos tvarkos sarysis. Be to elementai 2, a; a,3; 3,b yra gretimi.
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Antisimetrinj ir tranzityvu sarysi f : A — A vadinsime tvarkos sarysiu aibéje A. Aibe, kurioje apibréztas
tvarkos sarysis, vadiname sutvarkyta. Pastebésime, kad tvarkos sarysio apibrézimo aibé nebutinai sutampa
su aibe, kurioje §is sarySis nagrinéjamas. Sutvarkytos aibés elementa, kuris neina po jokio kito aibés ele-
mento, tvarkos sarysio atzvilgiu, vadinsime pirmuoju aibés elementu. Antirefleksyvu tvarkos sarysi aibéje
A vadinsime grieztos tvarkos sarysiu, o refleksyvu tvarkos sarysi f aibéje A vadinsime negrieztos tvarkos
sarysiu.

Pavyzdziui, sarysis ”daugiau” (> ) realiuju skai¢iu aibéje yra grieztos tvarkos sarysis, o sarysis ”maziau
lygu (< )” yra negrieztos tvarkos sarysis toje pat aibéje.

Sakysime, kad aibé A yra tiesiskai sutvarkyta, jei Sioje aibéje apibréztas grieztos arba negrieztos tvarkos
sarysis turintys savybe: Va,b € A, f(a) = bV f(b) = a. Jei aibé sutvarkyta, bet ne tiesiskai sutvarkyta, tai si
aibé bus vadinama dalinai sutvarkyta (is dalies sutvarkyta) aibe.

Sakysime, kad elementas © € X yra minimalus Sios aibés elementas, sarysio f atzvilgiu, jeigu neegzis-
tuoja elemento y € X, y # x tenkinancio sarysi: yfx (pastebésime, kad §is sarySis nebiitinai yra tvarkos
rysis.)

Pavyzdziui skai¢ius 1 yra realiuju skai¢iu aibés X = [1,4] minimalus elementas sarysio < atzvilgiu. Tuo
tarpu aibé (2,9] minimalaus elemento neturi.

4 Teorema Kiekvienoje netuscioje ir baigtinéje is dalies sutvarkytoje aibéje M egzistuoja minimalus
elementas.

©
Sioje teoremoje simboliu f Zymeésime tvarkos sarysi nagrinéjamoje aibéje. Tarkime priesingai, kad tokio
elemento néra. Tada
Vee M,3y e M,yfx.

Kitaip tariant, galima nurodyti aibés M skirtingu elementu seka {u;} tenkinancia sarysius Vi, w11 fu;.
Kadangi aibé M yra baigtine, tai egzistuoja indeksai ¢, j;¢ < j tokie, kad u; = u;. Remiantis tranzityvumo
savybe gauname, kad

uif oo fuipr fui, taigh uy = w;fuigr.

Vadinasi u;y1 fu;. Taigi, w11 = u;.

@

5 Teorema Bet kokia baigtiné aibé, kuri yra is dalies sutvarkyta, gali biiti pilnai sutvarkyta.

Sio teiginio nejrodysime.

Pateiksime algoritma, kuri realizavus i dalies sutvarkyta aibe galime paversti tiesiskai sutvarkyta aibe.

Iv: i§ dalies sutvarkyta aibé U.

ISv: tiesiskai sutvarkyta aibe W.

while U # ) do

m := M (U)(funkcija M grazina minimaly elementa)
yield m

U:=U\{m}

end while

Procediira, generuojanti objektus operatoriumi yield apibrézia tiesini sutvarkyma galutinéje aibéje.
Tiesinés tvarkos sarysiu gauname seka, kurioje objektai generuojami proceduros darbo metu.

1.4 Aibiy reiskimas sutvarkytais sarasais

Jei universali aibé labai didelé, o poaibis zZymiai mazesnis, tai reiksti elementus binariniais kodais néra
labai efektyvu (atminties atzvilgiu). Siuo atveju efektyviau aibéje apibrézti tvarkos sarysi, kitaip tariant,
elementus pateikti sutvarkytu sarasu. Siuo atveju, kiekvienas saraso elementas pateikiamas naudojant du
laukus: informacinj lauka bei nuoroda i elementa, tiksliau kalbant arba lauko pradzia, kartais pabaiga
nurodancius elementus. Visas sarasas pradedamas nuoroda i pirmaji elementa.

elem =record

i :info; (informacinis laukas)

n :1 elem (nuoroda i kita elementa)
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end record

Siuo atveju operacija € yra O(n) sudétingumo, o operacijos U, N, C yra O(mn) sudétingumo eilés, m, n
yra aibiu, tarp kuriu atliekami veiksmai elementu skaicius. Jeigu saraSuose visi elementai yra isdéstyti lauko
didéjimo kryptimi, tai Siuo atveju visu operaciju sudétingumo eilés vienodo ir lygios O(n). Aibiu veiksmams
atlikti naudosime sutvarkytus sarasus.

Pateiksime algoritma, kuriuo remiantis nustatoma ar viena aibé yra kitos aibés poaibis.

Iv: aibés A, B kurios pateikiamos nuorodomis a, b atitinkamai.

Isv: 1, jei A C B ir 0 kitu atveju.

pa:=a;pb:=b

while pa # nil ir pb # nil do

if pa.i < pb.i then

return 0 (aibés A elemento néra aibéje B

else if pa.i > pb.i then

pb := pb.n (aibés A elementas galbiit yra aibéje B)

else

pa := pa.n (¢ia pa.i = pb.i)

pb := pb.n (aibés A elementas yra aibéje B)

end if

end while

return pa = nil

Aptarkime §i algoritma. Kiekviename zingsnyje galima viena i$ triju situaciju: nagrinéjamas aibés A
elementas yra mazesnis, lygus arba didesnis negu aibés B nagrinéjamas elementas. Pirmu atveju, aibés A
elementas nepriklauso B elementui, taigi algoritma galime baigti. Antru atveju, tikriname aibés B elementus,
tikédamiesi, kad rasime sutampanti elementa. Tre¢iuoju atveju randami sutampatis elementai. Baigiant
pagrindinj cikla galimi du atvejai: pa = nil arba pa #nil. Pirmuoju atveju gauname, kad visiems aibés A
elementams radome sutampancius elementus aibéje B. Antru atveju- aibé B baigési anks¢iau, t.y. ne visiems
aibés A elementams radome lygius atitikmenis.

Aptarsime aibiu, pateiktu sutvarkytais sarasai, sajungos skaic¢iavimo algoritma.

Iv: aibés A, B, kurios pateikiamos nuorodomis a, b atitinkamai.

Isv: sajunga C' = AU B su nuoroda c.

pa := a;pb := b; c :=nil, e :=nil.

while pa # nil ir pb # nildo

if pa.i < pb.ithen

d := pa.i;pa := pa.n (prijungiamas aibés A elementas)

else if pa.i > pb.i then

d := pb.i; pb := pb.n (prijungiamas aibés B elementas)

else

d := pa.i (¢ia pa.i := pb.i (galima imti bet kuri elementa)

pa := pa.n; pb := pb.n

end if

Append(a, e, d) (prijungiamas elementas d saraso ¢ pabaigoje)

end while

p :=nil

ifpa :#nil then

p := pa (prie rezultato reikia prijungti visus A elementus)

end if

ifpb :#nil then

p := pb (prie rezultato reikia prijungti visus B elementus)

end if

while p #nil do

Append(c, e, p.i)

p:i=p.n

end while
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Funkcija (procediira) Append(c, e, d) prie saraso ¢ pabaigos e prijungia elementa d.
ApraSykime §ia funkcija.

Iv: nuoroda ¢ nurodantis saraso pirmaji elementa, nuoroda e— saraSo paskutiniji elementa, pridedamas
elementas d.

ISv: nuoroda ¢, nuoroda e— paskutinis saraso elementas
q :=new(elem); q.i := d; ¢.n :=nil (naujas saraso elementas)

ifc = nil then

Aptarkime §i algoritma.

Pradzioje iskviete funkcija Append turi c, e iSvalytus laukus. Po pirmojo zZingsnio nuoroda ¢ nurodo
pirmaji saraso elementa, o rodiklis e— i paskutiniji (Sis elementas po pirmojo zingsnio lygus pirmajam). Jei
nuorodos ¢ ir e néra tuscios ir nurodo i saraso pradzia ir pabaiga, tai po eilinio zingsnio (iSkvietimo) Sias
reikSmes iSsaugo.

Aptarsime dvieju aibiu, pateiktu sutvarkytais saraSais, sankirtos algoritma.

Iv: aibés A, B, kurios pateikiamos nuorodomis a, b atitinkamai.

Isv: sajunga C = AN B su nuoroda c.

pa := a;pb := b;c :=nil, e :=nil.

while pa # nil ir pb #;

if pa.i < pb.ithen

pa := pa.n ( aibés A elementas nepriklauso sankirtai)

else if pa.i > pb.i then

pb := pb.n (aibés B elementas nepriklauso sankirtai)

else

(Cia pa.i := pb.i (elementas priklauso sankirtai)

Append(c, e, pa.i) pa = pa.n; pb:= pb.n

end if

end while
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Uzdaviniai

1. Tarkime, kad universali aibé I = [—30,30]— yra realiuju skai¢iu intervalas. Sak-k-me, kad A =
{-5,2,6,15}, B = (—5,15)— realiuju skaiciu intervalas, C = {2,3,6} Vv (7, 11].

a) Raskite siu aibiu papildinius.

b) Nurodykite aibiy elementus: (AN B)¢, (C°UB)\ A, AnC.

2. Raskite aibés {a, b, 1,2} visus poaibius. Tarkime, kad aibéje yra 20 elementu. Kiek skirtingu poaibiu
galima sudaryti iS minétos aibés elementu?

3. Uzrasykite nelygybiu

2?2 —9<0,|x| -2>0,2% - 3|z| +2 >0

sprendiniu aibiu sankirta, sajunga, pirmosios ir treciosiosios nelygybiu sprendiniu aibiu skirtuma . Kaip
atrodo treciosios nelygybés sprendiniu aibés papildinys?

4. Ar teisingi teiginiai: Jei A\ B=0tai AC B. Jei A\ B= A tai B = 0.

5. Irodykite, kad |[AU B| = |A| 4+ |B| — |AN B|.

6. Irodykite, kad AUB = (ANB)U(ANB)U (AN B).

7. Raskite aibiu A = {1,2,a,3} ir B = {2,b, 3,0} Dekarto sandauga A x B ir B x A. Raskite aibes
(Ax B)\ (B x A).

8. Trodykite aibiu veiksmu savybes 1-9.

9. Tarkime, kad sarysis f : A — B apibréztas tokiu biidu: aibés A = {2,8,10} elementas mazesnis
uz aibés B = {7,9,11} elementa. Raskite Sios atitikties apibrézimo bei reiksmiy aibes. Nurodykite Sios
atitikties grafiko taskus. Raskite priesingaja bei atvirkstine atitiktis. Iliustruokite Sias atitiktis grafais.

10. Tarkime, kad atitiktis apibrézta grafiku:

GR = {(174)’ (2a 5)? (3’4)7 (37 6)(1’ 3)}

Raskite $iai atitikciai atvirkstine bei prieSingaja atitiktis.

11. Irodykite Dekarto sandaugos savybes 1- 5.

12. Parodykite, kad natturaliuju skai¢iu aibé ir naturaliuju lyginiu skai¢iu aibés yra ekvivalencios.
Nurodykite bijekcija, siejanciu Siu aibiu elementus.

13. Kodu vadiname bet kokia vienetu ir nuliu seka (kiek norimai ilga). Parodykite, kad §i seku aibé
néra ekvivalenti naturaliyju skai¢iy aibei.

14. Kurios i$ pateiktu funkciju y = f(x) yra: siurjekcija, injekcija, bijekcija?

1) y=sinz,x € R,y € [-1,1] 2) y=sinz,z € [O,gLy € [-1,1]

. -T
3) y=sinz,xz € [—, =],y € [-1,1]
272
4) y=sinz,z € [-1,1],y € [-1,1].
15. Nustatykite, kurie i§ pateiktu binariniu sarysiu apibréztu realiuju skaic¢iu aibéje yra simetriniai,
tranzityvus, refleksyvis:
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