ITI. Dinaminés sistemos
3.1 Diskreciosios dinaminés sistemos

Apibrézimas Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdvé, o f : X — X — transformacija.
Tada dinamine sistema vadinsime pora {X; f}. Seka {f"(x),n € N} vadinsime tasko
x € X orbita.

Taska z € X vadinsime transformacijos nejudamu tasku, jei f(z) = z.

Sakykime, kad (X, f)— dinaminé sistema. Sakysime, kad erdveés taskas = yra periodi-
nis, transformacijos f atzvilgiu, jeigu egzistuoja naturalusis skaicius n toks, kad f™(x) = =.
Maziausia naturaluji skai¢iu n, kuriam teisinga lygybé f(z) = z, vadinsime tasko peri-
odu. Periodinio tasko orbita vadinsime transformacijos f ciklu tame taske. Minimalus
ciklo periodas yra skirtingu tasku skaicius, kuris priklauso Siam periodui. Ciklo elementu
skaic¢iu vadinsime Sio ciklo eile. Beje, jei x yra periodinis taskas, kurio periodas n, tai Sio
tasko ciklo tagkai sudaro tokia aibe:

{z, f(x), f(2), ..., f* ()}

Tasko a orbita vadinsime periodine, jeigu egzistuoja teigiamas skaicius p toks, kad
f™*P(a) = f"(a), Vn € N. Pati maziausia teigiama skai¢iu p € N, tenkinanti §j sarysi,
vadiname tasko periodu. Tuo tarpu, jei seka { f(x)} tampa periodine, tik tada, kai n > ny,
tai sakysime, kad seka beveik periodiné. 1 pav. yra pateikiama beveik periodinio tasko
orbitos grafiné realizacija.

1 pav.

Nurodysime algoritma, kuriuo naudodamiesi galésime grafiskai vaizduoti tasku or-
bitas. Tarkime, kad duota dinaminé sistema {R; f(z)}. Ieskosime tasko xzy € R orbitos,
{z, = f"(xo),n = 1,...}. Paprastumo délei tarkime, kad f : [0,1]—[0, 1]. Nubrézkime
kvadrata {(z,y);0 < z,y < 1}, funkcijos y = f(x) grafika, bei tiese y = z. Fiksave
plokstumos taska (xg, o), sujunkime ji atkarpa su tasku (zg,x1 = f(z0)). Toliau elgsimeés
analogiskai. Sujungsime pastaraji taska su tasku (x1, 1), o paskutiniji su tasku (z1,z2 =
f(x1)) ir taip toliau. Atlike Sia konstrukcija, gauname tiesés tasku seka {(x,,y,)}, kuri
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konverguoja i nejudama transformacijos taska. 2 pav. pateikiamas grafinés iteracijos
pavyzdys.

2 pav.

Chaotiné dinamika paprastai atsiranda netiesinése dinaminése sistemose, t.y. di-
namineése sistemose, kurios apibréziamos ne tiesine transformacija.

Tarkime, kad Gy yra transformacijos f grafikas. Jeigu taSkas z; yra nejudamas,
dinaminés sistemos (X, f) taskas, tai (zf,z5) € Gy.

Tarkime, kad z; yra dinamineés sistemos (X, f) nejudamas taskas.

Apibrézimas Taska x; vadinsime pritraukianc¢iu dinaminés sistemos tasku, jeigu
egzistuoja € > 0 toks, kad transformacija f rutuli B(zy,e€) atvaizduoja i ji pati ir f yra
suspaudziantis atvaizdis Siame rutulyje

B(xy,e) ={y € X;p(zs,y) < e}

Kitaip tariant, nejudamas taskas yra pritraukiantis, jei egzistuoja Sio tasko aplinka, kurios
tasku iteracinés sekos konverguoja prie Sio nejudamo tasko.

Apibrézimas Nejudama taska zy vadinsime atstumianciu, dinaminés sistemos
tasku, jeigu egzistuoja € > 0 ir ¢ > 1 tokie, kad

p(f(zy), f(y) > co(xy,x), y € By, €).

Kitaip tariant, taskas yra atstumiantis, jei galima nurodyti pakankamai maza aplinka,
kurioje visos tasku orbitos tolsta nuo Sio tasko.

Kaip butu galima geometriskai atskirti ar nejudamas taskas yra atstumiantis ar pri-
traukiantis? Pasirodo, kad jei taske x ¢, transformacijos grafiko liestinés krypties koeficiento
absoliuti reikSme yra didesné uz 1, tai Sis nejudamas taskas yra atstumiantis, o jei absoliuti
reikSmé mazesné uz vieneta, tai pritraukiantis. 3 pav. yra pavaizduoti keli dinamineés sis-
temos grafinés iteracijos nariai, kai iteruojami taskai "netoli” pritraukianc¢iojo (virSutinéje
3 pav. dalyje) ir atstumianciojo tasku (apatinéje 3 pav. dalyje).
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3 pav.

Taigi, taskas z; yra pritraukiantis nejudamas taskas, jei |f'(zs)| < 1 ir taskas z; yra
atstumiantis, jei |f'(x¢)| > 1. Beje, atstumiantys nejudami taskai daznai dar vadinami
nestabiliais fiksuotais taskais. Nejudamas taskas vadinamas neutraliu, jei |f'(zf)| = 1.

Transformacijos y = f(z) pritraukianti nejudama taska z; vadinsime superpritrau-
kianc¢iu arba superstabiliu, jeigu f'(xzy) = 0.

Pritraukiantieji ir atstumiantieji dinaminés sistemos taskai (realiuju skaiciu aibéje) yra
skirstomi i klases priklausomai nuo to, ar grafiné iteracija yra ”laiptuota” ar ”spiraliné”.
Pastarosios galimybés taip pat vaizduojamos 3 pav.. Pasirodo, kad iteracija yra ”laip-
tuota”, jeigu krypties koeficientas yra teigiamas f'(zy) > 0, ir "spiraline,” jeigu neigiamas
(f'(xs) < 0).

Tarkime, kad taskas x; yra n— os eilés periodinis transformacijos taskas. Tada Sis
taskas yra transformacijos f" nejudamas taskas. Sakysime, kad n— os eilés periodo ciklas
yra pritraukiantis transformacijos f ciklas, jeigu cikle yra transformacijos f n— os eilés
pritraukianciy, periodiniu tasku. n— os eilés periodinis taskas yra atstumiantysis, jeigu
jis yra nejudamas, atstumiantysis, transformacijos f" taskas. Kitaip tariant, ciklas yra
pritraukiantis (atstumiantis), jeigu egzistuoja bent vienas taskas

z€{my, flag), f2(xg). .. [P Hayp)}

toks, kad f"(z) = z ir [(f")'(2)| <1, ([(f")'(z)| > 1).
Ir analogiskai, ciklas yra superpritraukiantis (atstumiantis), jei egzistuoja

2 € {xy, flag), P xg) .. f"7 ()}
toks, kad f'(z) = (f")'(z) = 0.

Dinaminé sistema {[0,1]; 2z(1 — x)} turi pritraukiantj nejudama taska xzy = 0.5.
Nesunku matyti, kad 0 taip pat nejudamas transformacijos taskas. Panagrinékime nulio
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aplinka. IS pradziu pastebékime, kad jeigu x — 0 tai dydis 1 — x — 1. Taigi, kai x — 0,
tai f(x) ~ 2z. Kadangi visiems x > 0 turime

p(2z,0) = 2p(z,0) > p(z,0)

tai nulis yra atstumiantis nejudamas taskas. Pavyzdziui, paimkime ¢ = 0.1. Tada

p(0, f(z)) = 1.8p(0, z),

bet kokiam x € B.(0).

Panagrinékime transformacija f : R — R, f(x) = 2? — 1. Si transformacija turi du
nejudamus taskus: = = (1 +1/5/2). Abu §ie tagkai yra atstumiantys (kodél?). Atkreip-
sime skaitytojo démesi i dar viena faktoriu, kuris svarbus nagrinéjant dinamines sistemas-
kiekvienas transformacijos f?(z) nejudamas taskas tuo pac¢iu yra funkcijos y = f(x)
antrojo periodiskumo nejudamas taskas. Nagrinéjamos funkcijos antroji iteracija yra lygi
f(z) = 2* — 222. Sios funkcijos nejudami taskai yra keturi- du funkcijos f(z) jau minéti
nejudami taskai ir taskai 0, —1, — pastarieji yra funkcijos f(x) antrojo periodiskumo taskai.

Nagrinétoji antrojo laipsnio transformacija yra transformacijos f.(z) = 2% + ¢ atski-
ras atvejis, ¢ia x ir ¢ gali buti ir kompleksiniai skai¢iai. Pastaroji transformacija na-
grinéjama labai placiai, kadangi Sios transformacijos elgsena pana$i i vienos klasés (Sia
klase apibrésime zemiau), transformaciju elgesi.

Panagrinékime Sia transformacija placiau, laikydami, kad f : R — R. leskodami
transformacijos nejudamu tasku sprendziame lygti: 22 + ¢ = 2. Gauname, kad nejudami
taskai priklauso nuo transformacijos parametro c :

¢ 1++v1-—14c 1—-+v1—4c
- y N = .
2 2

Taigi, Sie nejudami taskai bus realts skaiciai, jei 1 — 4¢ > 0. Nesunku matyti, kad jei
¢ <0.25, tai =€ < n < €. Be to f(—&) = £. Pastebésime, kad tuo tarpu, kai |z| > &, tai §iu
tasku orbitos yra neapréztos. Tad naturalu, kad ateityje laikysime, jog ¢ < 0.25 ir |z| < €.
Esant sioms salygoms gauname, kad f(x) < & ir jeigu —2 < ¢, tai =€ < f(x).

Tarkime, kad I koks nors uzdaras intervalas I C [—¢,&]. Tuo atveju, kai zo € I, tai
f(xg) € I ir visa sio tasko orbita priklauso aibei I. Jeigu ¢ < —2 ir zy € I, tai galimi du
atvejai: arba Sio tasko orbita pasilieka intervale I arba yra neaprézta.

Pasirodo, kad tuo atveju, kai —3/4 < ¢ < 1/4, nejudamas taskas x( yra pritraukiantis,
kadangi

| fo(zo)] < 1

ir visos tasku, kurie priklauso aibei I, orbitos konverguoja prie xy. Tuo tarpu, jei ¢ mazéja
ir tampa mazesné uz —3/4, tai atitinkamai dydis |f(z¢)| didéja ir tampa didesnis uz 1,
taigi, §is taskas yra atstumiantis. Tuo tarpu funkcija f?(x) generuoja pora papildomu
pritraukian¢iu nejudamu tasku, kurie yra pradinés funkcijos antrojo periodiskumo taskai.
Taigi, jei parametras ¢ pereina reiksme —3/4, tai sakysime, kad transformacija patiria pe-
riodo padvigubéjima (bifurkacija). Kita bifurkacija pasirodo, kai ¢ = —5/4. Kai ¢ reiksmés
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tampa mazesnés negu mineétasis skaicius, tai orbitos turincios ketvirtojo periodiskumo cik-
lus yra pritraukiancios. Mazéjant c reikSmei paeiliui ima rastis 8—ojo, 16—ojo ir t.t 2" —
ojo periodas pritraukiantys ciklai. Dvigubinant perioda mes pereiname i chaotine biisena,
t.y. iteruojant vena taska, jo orbita ”"aplanko” visus aibés I taskus.

Tada, kai ¢ = —2, tai transformacijos nejudamas taskas yra 2. Be to, bet kokio tasko
x € I € [-2,2] orbitai priklauso intervalas I, o grafiko taskai uzpildo visa kvadrata I x I.
Kitaip tariant, neegzistuoja mazesnio kvadrato, kurio krastinés butu lygiagrecios koordi-
natinéms asims ir kurio poaibis biitu iteruojamo tasko orbita. Pastebékime, kad iteracinés
sekos nario f"(z) = y grafikas lygiai 2" kartu kerta tiese y = x kvadrate I x I. Kiekvienas
susikirtimo taskas nurodo funkcijos y = f"(x) nejudama taska, o tuo paciu ir pradinés
funkcijos periodini, n— ojo periodiskumo taska. Taigi, galime daryti iSvada, kad jei ¢ = —2
tai egzistuoja funkcijos f orbitos, kuriu periodiskumas yra 2,3,4,....

Panagrinékime, orbitu diagramas, kurias galime modeliuoti naudodami kompiuterine
grafika. Sias diagramas sudarome tokiu budu: Oy aSyje atidedame parametro ¢ reikime, o
horizantalioje ties¢je y = ¢ Zymime transformacijos 22+ c taskus, pritraukianéius periodines
orbitas. Apsiribokime intervalu (—2,0.25). Pasirenkame taska x¢ = 0, kuri iteruosime.

Nagrinésime transformacija, apibrézta (2) formule. Pazymeékime:

r(¢) = max{|e,2}, De={ lim [f(z]] = oc}

Teisinga tokia
1 Teorema Kompleksinés plokstumos taskai, turintys savybe:

2| = r(c)

priklauso aibei D,.

© Remdamiesi teoremos prielaidomis, gauname, kad |zs |c| ir |z| > 2. Vadinasi, egzis-
tuoja € > 0 toks, kad |z| = 2 + €. Tada

2% < |2° + | + |e].
Be to,
2% + ¢ 2 [2%] = |e] = (1 +€)l2].
Naudodamiesi Siomis nelygybémis gauname, kad
|21] = (1 + €)]z0].
Taigi, bet kokiam k € N turime, kad
2] > (1+ €)"|20].

Is paskutiniosios nelygybeés iSplaukia, kad tasko orbita yra aprézta.

%)
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Naudodamiesi paskutiniaja teorema galime tvirtinti, kad norint nustatyti konvergav-
imo aibe, mums pakanka pradinius iteracinés sekos elementus rinkti is aibés

Qc = {205 20| < 7(c)}.

Prateskime algoritmo analize. Skai¢iuojame funkcijos f(z) = 22 + c orbita taske
x = 0. Praktiskai pakanka suskaiciuoti 200 orbitos taskus. Paprastai pirmieji 50 at-
metami. Like 150 tasku sudaro orbitos aproksimacija. Kiekvienam n = 51,52,...200,
diagramoje atidedame taska (z,,c). Pakankamai reprezentatyvi diagrama bus gauta, jei
parametro kitimo srityje § parametra keisime zingsniu 0,00625. Zinoma, norint pasiekti
geresni tiksluma, reiktu skaiciuoti ilgesnes orbitas, o parametra c keisti mazesniu zingsniu.

Zemiau pateiktuose 4 pav. ir 5 pav. yra iliustruojama dinaminés sistemos, skirtingoms
parametro c reikSméms, tasku orbitu grafinés realizacijos.

4 pav.

5 pav.

3.2 Freigenbaumo universalumo pricipas

Neprognozuojamumo principas mus lygi kiekviename zingsnyje. Procesai, kurie pra-
sideda "tvarkingai”, beégant laikui daznai tampa neprognozuojamais, chaotiskais. Freigen-
baumas nagrinéjo dinamine sistema y = cx(l — x) ir stebéjo sistemos tasku elgesi in-
tervaluose tarp gretimu bifurkacijos tasku. Pastebésime, kad Sios dinaminés sistemos
orbitu diagrama labai panagi i jau nagrinétos sistemos y = x? + ¢ diagrama. Pagrin-
dinis Freigenbaumo studijos pasiekimas yra tai, kad jis nustaté sistemos universalumo
principa. Jis aprasé mechanizma, kaip gaunamas chaosas dvigubinant perioda tam tikros
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klasés funkciju pagrindu, sudarytoms dinaminéms sistemoms. Sios klasés funkcijos turi
savybe: jos apibréztos intervale (0,1) ir igyja maksimalia reikdme taske z); € (0,1) su
salyga, kad f'(zp;) = 0 ir be to Sios funkcijos yra monotoniskos intervaluose (0,xy) ir
(zr,1), o Svarcianas (Svarco isvesting)

) 3" (=)
S = ——( ><0, Vo € |0,1].
0= 2w el
Grizkime prie jau nagrinétos funkcijos f(x) = 2% + c. Pazymékime Sios funkcijos
bifurkacijos taskus raidémis ¢;, ¢ = 1,.... Kitaip tariant iteruojant sia funkcija, nurody-

tuose taskuose keiciasi 2" periodo pritraukianti orbita i 2! periodo pritraukiancia orbita.
Lenteléje pateikiame parametru seka c, ir Sia seka atitinkanciu dvieju gretimu intervalu
santyki:

n Cn (cn — cn_1)/(cns1 — cn)
0 —0.75 4.2337382
1 —1.25 4.5515069
2 —1.36809893 4.6458074
3 —1.39404615 4.6458074
4 —1.39963123 4.6639381
5 —1.40082874 4.6681036
6 —1.40108527 4.6689669
7 —1.4011402146 4.6691474

Jau auksciau esame pastebéje, kad tuo atveju, kai ¢ < 0.25, tai §i transformacija
neturi realiu nejudamu tasku. Tada, kai ¢ € (0.25, —0.75), tai egzistuoja pritraukianti 1—
ojo periodo orbita. Jei ¢ € (—0.75,—1.25), tai egzistuoja 2— ojo periodo pritraukianti
orbita, kuri tampa 4— ojo periodiskumo pritraukianc¢iu nejudamu tasku, kai ¢ reiksmeé
tampa lygi skai¢iui —5/4. Taigi, remdamiesi Siais samprotavimais gauname, kad ¢cg = —3/
4 ir ¢ = —5/4. Didéjant n bifurkacijos taskus nustatyti tampa vis sudétingiau, todél
tam yra pasitelkiami kompiuteriai. Lenteléje pateikti skaiciai yra gauti pasitelkus dirbtini
intelekta. Beje, stebéedami paskutiniosios lentelés duomenis galime daryti prielaida, kad
seka c,, konverguoja. Irodyta, kad §i seka turi riba, kuri lygi:

Coo = lim ¢, = —1.401155....

n—oo
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Konstanta c., vadinama Freigenbaumo tasku arba dinaminés sistemos chaoso tasku.
Freigenbaumo taskas priklauso ir nuo §j taska generuojancios dinaminés sistemos. Intervale
(0.25, o) iteruojama dinaminé sistema, kei¢iant konstanta ¢, generuoja pritraukiancius
taskus, kurie turi dvigubai didesni periodiskuma negu pries tai buve taskai. Tuo tarpu,
kai ¢ > ¢, tai gauname visai kitokio pobudzio tasku sriti, kuri vadinama chaoso sritimi.
Diagramoje matyti Sviesi sritis, kuri reprezentuoja tasku, turinc¢iu treciaji periodiskuma
orbitas, kai ¢ = —1.7548777. Zemiau pateiktoje diagramoje yra pateikiamos periodiniu
tasku orbitos, kai parametro reikSmeés kinta nuo 0 iki —2.

-2

6 pav.

Pastebésime, kad dydzius ¢,, galime rasti naudodami Niutono metoda lygciai:

271,71

2 (wo) =z0, kai f.(z)=2*+c,0

xg yra funkcijos f.(x) kritinis taskas.
Pasirodo, kad seka

d = (Cn - Cn—l)

" (Cn—|—1 - Cn)
turi riba d = 4.669162..., kuri yra universali tam tikrai dinaminiu sistemu klasei. Sis
skaic¢ius yra vadinamas Freigenbaumo konstanta. Konstanta d yra vadinama chaoso

konstanta, kadangi jos pagalba galima suskaiciuoti ir chaoso skaic¢iu, kuris kaip jau ir
minéjome yra priklausomas nuo dinamine sistema apibréziancios transformacijos.
Pazymeékime
Ap =Cp —Cp_1, n=12,....
Taigi, is d apibrézimo iSplaukia, kad
An

d =
)\n—|—1

+o(1), n— oo.
Tada,
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- dn—l
Is pastaruju ribiniu sarysiu iSplaukia, kad

An

+o(1), n— oc.

A1 1 1

Cn = o1+ g +o(1) = Caa + (o + )M+ o(l) =

1 1
:CO+(3+---+W)>\1+O(1), n — oQ.

Gauname, kad

li 4 dh
im ¢, =c¢ )
n—00 R

Taigi gauname, kad intervalo (¢, ¢ ) ilgis apytiksliai lygus

dX;
d—1

Norint teoriskai nustatyti bifurkacinius taskus, konkreciai dinaminei sistemai, tenka
gana kruopsciai analizuoti Frengenbaumo konstanta, apibrézta dvieju seku santykiu. Kiek
veliau buvo pasitilytas kitas, paprastesnis Siu tasku nustatymo metodas.

Pasirodo, kad tarp bet kokiu dvieju gretimu bifurkacijos tasku ¢, ir ¢,41 egzistuoja
taskas cj, kuriuo apibrézta dinaminé sistema turi 2" periodo pritraukiancia orbita. Siai
parametro reiksmei transformacija f.- (z) kritiniame taske x¢ tenkina salyga: f2(zo) = xo.

Turime, kad Freigenbaumo konstanta tenkina sarysi:

. Cn — Cp—1
d= lim .
n—00 Cp41 — Cp
Tada,
* *
ct —c
. -1
d= lim —"—. (1)
nse Oy = O

Pastebésime, kad ¢, galima rasti naudojant artutinius metodus, pavyzdziui Niutono me-
toda. Priminsime, kad Niutono metodo esme- sudaryti iteracine formule lygties ¢(z) = 0
Saknims rasti, kai pasirenkamas pirmas iteracinés sekos narys rq, o kiti sekos, aproksimuo-
jancios Sakni nariai randami tokiu budu:

(b(rn—l)

Tm = Tpn—1— —F—~-

¢/(Tn—1)

Aisku, kad jei rg yra artimas lygties Sakniai, tai seka r, konverguoja prie Saknies r.
Detaliau panagrinékime Niutono metodo taikyma apytikslei bifurkaciniu tasku paies-
kai.
Taigi, taikome Niutono metoda funkcijai
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n—1
¢(c) = f2
¢ia ¢ yra funkcijos f. kritinis taskas. Aisku, kad Siuo atveju taskas x( yra transformacijos
fe— 2" 1—ojo periodiskumo taskas. Funkcijos ¢(c) reikimé yra apskai¢iuojama nagriné-
jant seka x, = f.(xr_1). Beje, isvestine ¢'(c) taip pat skai¢iuojama iteruojant.

Tada cxr1 = N(cg), N(c)=c— (f,(—(cc)), isvestiné skai¢iuojama c atzvilgiu.

(-TO) — o, fC(I) = ‘,EQ +c,

Taigi, Siuo atveju rekursyviai apibréziame funkcija zy(c) :

:EO(C) = To, .’El(C) = l’g +c... ,l’k+1(C) = fc(xk)7

be to
zy(c) = fo(zr-1) = 2w 12}, (c) + 1,

¢ia i§vestine skaic¢iuojama kintamojo c atzvilgiu. Taigi, tegu N = 2"~ !. Tada

¢(c) = xn —xo, ¢'(c) =z (0).

Be to kiekviename iteraciniame zingsnyje ¢ ir ¢’ skai¢iuojame remdamiesi tokia iteracine
schema:

Tp+1 = T) + ¢, To(c) = To;

Thi1 = 2zpxy(c) + 1, zo(c) =0, k=0,...N —1.

Naudodami Niutono metoda sekanciai ¢ reikSmei mes iteratyviai skai¢iuojame ¢ ir ¢’.
Tarkime, kad tokiu budu apskaic¢iavome cj,...c}, ....
Apibrézkime dydi

Tinkama pradine sekos ¢}, iteracine reikSme zy gausime paskutiniame sarySyje, dy
pakeite dydziu d;, tada

% *
C — C
* n—1 n—2
d”:—c* = , n=23,....
n~ “n—1

Siuo atveju kyla pradiniu reiksmiu problema, t.y. kai n = 1,2, kuri iSsprendziama
parinkus dj = d5 = 4.
Pastebésime, kad ¢, = —1.401155.. ..
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Reikia atsakyti dar i viena klausima: kada reikia nutraukti iteracini procesa? Papras-

tai skai¢iuojame tol, kol
Tp — Tp—-1
TS <,
Tn

t.y. kol santykiné paklaida tampa mazesné uz kompiuterio nuli. (Kompiuterio nulis yra
toks maziausias teigiamas skaicius €, kad 1+ ¢ > 1.)

Detaliau panagrinékime logistine transformacija

fe(x) = cx(1 — x).
Visu pirma pastebésime, kad jei = ¢ [0, 1], tai

lim f'(z) = oc.

n—oo

Kaip ir auksciau nagrinétu atveju, norint rasti transformacijos nejudamus taskus
sprendziame lygti: © = f.(x). I8sprende randame du nejudamus taskus: z* = 0ir xg = %
Pastebésime, kad

fe(z) = (1 — 22).

Vadinasi, taskas x* yra asimptotiskai stabilus, t.y. f’ artéja prie nulio, kai ¢ — —oo ir
nestabilus, kai ¢ ¢ [0,1]. Tuo atveju, kai ¢ € (1,3), tai z* yra nestabilus, o taskas xg
yra asimptotiSkai stabilus. Tada, kai ¢ = 3, tai f/(3) = —1. Dar daugiau, f2(3) = 2 ir

3,
(fc)é(%) = 1. Be to
de “37 7 02237 7 Ocox -7 Oa3
Taigi, parametro ¢ > 3 reikSmei, taskas zo = 7";1
Spresdami lygti
filz) ==

be jau zinomu transformacijos nejudamu tasku z*,xy randame dar du nejudamus
taskus, kurie yra pradinés transformacijos antrojo periodiskumo taskai. T.y.

1
T1o = 2—(c+ 1++vc2—2¢—3), ¢>3.
c
Ciklo stabilumo sriti, tarp siu tasku, randame spresdami nelygybe

Ofe Ofe
| ox (1) - ox

3 £2
O fe <§> — 108,

tampa nestabiliu.

(z2)] < 1.

Is paskutiniosios nelygybés iSplaukia 2-os eilés ciklo asimptotinio stabilumo sritis: 3 < ¢ <
14++/6. Jei ¢ > 1+ /6, tai sistema yra neaprézta. Pastebésime, kad transformacija f2 turi
tris ekstremumus z*, 1, 2, Siuose taskuose antroji iteracija lygi nuliui. Zemiau pateiktame
pav. virSuje pateikiama pirmoji iteracija ir jos nejudamas taskas x*, o apatiniame grafike
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pateikiamas f? grafikas, bei nejudami taskai x*,z;,zo. Beje, taskai z; ir x5 yra stabilis
antros iteracijos taskai, o x* — nestabilus taskas.

R |
|
E?
i
| i r(l,
b
I '_
0 5 B =
BEW B
B | 1: P=1y
| BE
]
]
> &
il
il r
R E
i I
I '
1 1 =
: T e
5 pav.

Aigku, kad jei taskas x* yra transformacijos nejudamas taskas, tai jis yra ir neju-
damas taskas bet kokios eilés iteracinés sekos nariui. Ir analogiskai, jei taskas kokiai nors
parametro reikSmei tampa nestabilus, tai jis yra nestabilus ir visoms aukstesnes eilés it-
eracijoms, kai parametro reikSme fiksuota. Tai iSplaukia is to, kad nestabilaus tasko atveju
)] > 1.

Pastebésime, kad jei r < 3, tai x* buvo stabilus transformacijos taskas, tuo tarpu
kai r > 3, tai §is taskas tampa transformacijos f? (ir aukstesnés eilés iteraciniams nari-
ams) nestabiliu tasku. Tuo tarpu transformacijos f2 stabiliis nejudami taskai yra antrojo
periodiskumo tagkai, kurie kartais dar vadinami transformacijos f? atraktoriaus tagkais.
Suprantama, kad f(x1) = z2, f(z2) = x;. Jeigu toliau didinsime parametra r, tai rasime
reik§me 7o tokia, kad jei r > 7o, tai tai transformacijos f? nejudami taskai z; ir o taps
nestabiliais taskais kartu, kadangi

(f2) (z1) = (f2) (z2).

Ir t.t.
Tarkime, kad {c, k € N'} yra bifurkaciniu tasku seka. Si seka yra tokia, kad 2 tagku
ciklas {xy 1,..., %) o1 } yra stabilus, jei parametras ¢ € (¢, cpy1). Taigi

k
2 (xri) = Tha

Dar daugiau, visiems i = 1,2,...,2"

ofz ofz
k) =1 gt e =
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Beje, xi,; = z1,i(c).
Tuo atveju, kai r,_; < r < r,, tai egzistuoja transformacijos f,., 2"~ ! stabilus ciklas
x¥0,x%1,...,x%9n-1_1, kuris charakterizuojamas tokiu budu:

n—1

fr(I*i) = 96*i+1, ff (ﬂﬁ*z) = 1'*17

Y @) = [Ty <1

Tada, kai r = r,,, tai atvaizdis

n n—1 n—1
=g ot
"bifurkuoja”, t.y. kai r > r, atsiranda naujas dvigubai didesnis ciklas, kuris yra stabilus,
o tuo tarpu buvusio ciklo taskai tampa nestabiliais, ir taip toliau.

Cikla vadinsime superstabiliu, jei Sio ciklo iSvestinés reiksmé pradiniame ciklo taske
lygi nuliui. Kitaip tariant

(f7,) @) = ][ fr, (x"3) = 0.

Taigi, 2" eilés supercikla charakterizuosime parametru R,,. Grizkime prie logistinés trans-
formacijos. Nesunku pastebéti‘z*y = 0.5 yra vienintelis taskas kuriame iSvestine lygi nuliui.
Kitaip tariant R,, yra transformacijos parametro reiksmeé, kuriam priklauso transformaci-
jos lokalinio ekstremumo taskas (20 pav.). Simboliu d,, pazymékime atstuma tarp ciklo

tagku, 2% ir x; = fg:l t.y

n—1
dn = (f, (o) — "0
Nagrinéjamu atveju turime, kad z*¢ = 0.5. Atlike koordinaciu keitima taip, kad koor-
dinaciu pradzios taskas sutaptu su z*¢ gauname, kad

2nfl

Beje, nagrinéjant transformacija f.(z) = 22 + ¢ to daryti nereikétu, kadangi Siuo atveju

ekstremumo taskas yra koordinaciu pradzios taske.

Pastebéje, kad
dn

dn—|—1

=-—a+ 0<1),

kai n — oo gauname, kad
lim (—Oz)ndn_|_1 = d1
arba
lim (—a)"f2" (0) =d;.

n—oo Ryq1

Naturaliai kyla klausimas- ar galima apibendrinti paskutiniaja lygybe - t.y. gal galima
rasti funkcija g1 (z) tenkinancia sarysi
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n o™ ( T

lim (—a)"fz,,, (—a)”) = g1(z),

n—oo
kuri butu universali visoms, tam tikros klases, funkcijoms?
Apibrézkime funkciju Seima tokiu budu:

T

lim (—a)" f3 () =t gile), i =0,1,2,....

n— o0 (—O_/)n
Visos §ios funkcijos susietos ”dvigubinimo” operatoriumi 7' tokiu budu:

gi—1(x) = (—a)g; <gz(

T

(=)

))ETgi(a?), i=0,1,2,....

Tai iSplaukia is tokiu sarysiu:

. n 2" T

lim (—a)(-a)" J%Z:E:t((_a)(fa)n—l) =

lim (~a)(—a)™ %’LH(%(—a)m P o)

n—oo a/)m

—ag; (gi(_§)>-

Tada ribiné funkcija
g9(z) = lim g;(z)

11— 00

yra auksciau apibrézto operatoriaus 1" nejudamas taskas, t.y.

g(a) = Tg(x) = —ag(9(~>)) (x).

Formaliai zitrint, i$ Sios lygybeés galime gauti konstantos a reikSme:

9(0) = —ag(9(0))).

Pastebékime, kad ir funkcija &k kg(f), taip pat yra operatoriaus 7' nejudamas taskas,
bet kokiai konstantai k, tai k galime fiksuoti lygybe ¢(0) = 1.

Operatorinés lygties (x) sresti nemokame, taciau $iuo atveju kai kuriuos lygties apytik-
slius sprendinius galima atspéti, pavyzdziui parenkant

g(z) =1+ cz?.

Naudodamiesi (x) lygybe gauname, kad

2

2= _ (P, 4
1+bz"=—a(l+0b) <a>:c + O(z%).
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Is pastarojo sarysio iSplaukia, kad

(~2- V12)

b= 1

~ —1.366, o = [2b] ~2.73.

Freigenbaumo nustatyta ribiné funkcija yra

g(x) =1 —1.527632% + 0.104815z* — 0.02670572° + ..., a = 2.502807876.

Detaliau panagrinékime kvadratinés funkcijos superciklus.
Taigi, jei x* yra funkcijos fé: nejudamas taskas, tai

0= () (a") — 2.

Nagrinéjamu atveju turime, kad z*¢ = 0.5. Atlike koordinaciu keitima taip, kad koor-
dinaciu pradzios taskas sutaptu su z*¢ gauname, kad

0= f& (0) (1).

Si lygtis turi begalo daug sprendiniu, kadaqngi §ia lygti tenkina superciklai, kurie pasirodo
Freigenbaumo atraktoriaus chaoso lange. Tam, kad nustatyti superciklus generuojancias
transformacijas fg; mes turime spresti lygtis (x1) pradedant nuo n = 0. Tokiu budu
sudarysime seka

r1 < Ry <mry <R2<7"3...<T’n<Rn<7‘n+1 < ....
Skaic¢iai R, parodo, kaip greitai yra artéjama prie chaoso konstantos ¢ = lim,, R,, =

lim,, r,,. Pazymékime §i artéjimo greiti

1
R, — Ry = —.
5n

Uzrasykime funkcijos fr(z), kintamojo R atzvilgiu, skleidinj taske R :

Ofr(x)

F(@) = fr () + (R~ Roe) 05

Taikome operatoriu T' funkcijos fr skleidiniui. Gauname, kad

Tfr=Tfre + (R = Reo)Lyp,,

Ofr(x Ofr(x 2
B + o (. )Y).

x .\ Ofp(—% 0 -z
Lfaf;}(% )|Roo = —Oé(f'(f( - a)>—f%(R <) R + —fR(gl(Q o‘))lRm>-
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Matome, kad L priklauso tik nuo funkcijos f. Atlike n iteraciju gauname, kad

Ofr()

| Ofr(x)
OR 'f

20 n)?) W)

T}LR = TnfRoo + (R - ROO)LTn—lfROC [ LfRoo _|_ O((

Pastebésime, kad seka T'fr  konverguoja prie nejudamo tasko:

T () = SR () == o), nz 1,

ir (u), kai n — oo tampa tokiu reigkiniu:

T}, (2) = (o) + (B~ Roo) Ly 220N

Pastaraji reiskini galima supaprastinti, jei iSskleisime reiskini

am@M
OR 'Fe

n > 1.

operatoriaus L, tikrinémis funkcijomis:

Lgpn, 05 =Y Cnpn, n > no,

n

AL SR (@

m

ir tarsime, kad bent viena i tikriniu reikSmiu yra didesné uz vieneta: A1 > 1, |A\,| <
1, m # 1. Tada reiskinys (v) asimptotiskai priklausys tik nuo pirmosios tikrinés reiksmeés
A1

Kitaip tariant, kai n > ng, tai

1%, (z) = g(z) + (R — Rxo)0™ah(z), n > no, (uq)

¢ia ¢ = a,p1 = h, A1 = delta. Beje, siuo atveju tikriné reiksSmé sutampa su Freigenbaumo
konstanta, kadangi paéme z = 0 ir R = R,, i$ (u1) gauname, kad

1%, (0) = g(0) + (Rn — Reo)d"ah(0), n > n, (uz)

o remiantis tuo, kad ekstremumo taskas yra nulis, o prarametrai R,, tokie, kad Sis taskas
priklauso superciklui gauname, kad

T}, (0) = (—a)" f#.(0) = 0.

Vadinasi, remdamiesi tuo, kad g(x) = 1 gauname, kad

lim (R — Raoo)d" =
A ( 10" = )
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Paskutinj ribini sarysi galima apibendrinti. Apibrézkime
pe= () @ o) = [T £l
i

ir charakterizuokime r naudodamiesi pora (n, i), kaip ir parodyta pav (26)
Tada remiantis (u2) gauname, kad

1 m n - o0 - 1 AN
n—>l 00 ( )0 ah(0)

¢ia g(x) yra universali funkcija priklausanti nuo p, apibrézta tokiu budu:
e mg2m x
gou(x) = nh—>Holo( @) Rn,u<(_a)n>'

Bifurkaciniuose taskuose r,, u = 1. (pav 26) Vadinasi atstumas gretimu bifurkaciniu
tasku r, taip pat nusakomas Freigenbaumo konstanta ¢ kaip ir superstabiliu ciklu parame-
trai R,, (beje), juose u = 0. Vadinasi

Ty —Too ~ 0 .
Antra vertus, remiantis tuo, kad
Tn < Rn,u < Tn41
ir tuo, kad r,, — rp,41 — 0, n — oo, tai gauname, kad

lim n,mu = Ry = Teo-
n—oo

Parodysime, kaip galima rasti Freigenbaumo konstanta, sprendziant funkcionaline
lygti:

Lgh(z) = —a<g’ (g( - g))h(—gH
h(g(~=)) = oh(a).

Norédami supaprastinti skai¢iavimus palikime funkcijos h(x) skleidinyje pirmaji nari h(0).
Tada paskutinioji lygybé tampa tokia:

—a(g'(9(0)) +1) = 4. (%)

Pastebésime, kad funkcijos, kuri turi maksimuma, kurio antroji iSvestiné nelygi nuliui
(¢"(0) # 0) reiksme ¢’(g(0)) = 1 gali buti suskaic¢iuota, jei du kartus diferencijuosime
nejudamo tasko lygti (x). Gauname

9" (x) = —(g” (9( - §>) (9’(—2))2 + ég’ (9( - g)) (g”(—f))'

«

81



Is ¢ia gauname, kad
/
g (1) =—a

Vadinasi, (y) lygti galima perrasyti tokiu budu:
§ = o — . Pastebésime, kad jei funkcijos maksimumo eilé yra 2k, tai galime gauti

Irase gauta reikSme «2.73 gauneme, kad § ~ 4.72

Apibendrinkime tai, kas buvo pasakyta auksciau, naudodami kiek kitus argumentus.
Butent, Freigenbaumas nustaté, kad sekos {c, } nariu santykis yra universalus, tam tikra
prasme. Tiksliau kalbant, jei nagrinésime iteracine seka

Try1 = fe(xp)

ir stebésime su Sia seka susijusia bifurkaciniu tasku seka, tai bifurkaciniu tasku seka taip
pat turi riba, be to transformacija f. yra unimoduliari, t.y. yra tolydi, turi vieninteli
maksimumo taska x. ir tenkina sarysi

fo(ze) — fo(z) ~ (0 — )2,
Pastebésime, kad jei maksimumo eile yra kita, tai ir santykis yra kitas.
Panagrinékime transformacija:

ge(x,a) =1—ax® c>1.

Jau esame nagrinéje, kad tuo atveju, kai ¢ = 2, tai logistiné transformacija fo ir transfor-
macija ga(x,a) yra ekvivalencios, beje sias transformacijas siejanti transformacija yra I(z)
yra apibrézta tokiu budu:

[(x) = (0.25r — 0.5)x + 0.5,

o parametrai a ir ¢ tenkina lygti:
r? —2r —4a = 0.

Pastebésime, kad Siuo atveju parametro c ir Freigenbaumo konstantos § rysys apibréztas
tokia lentele:

o 4.665 7.284 9.296 10.948

3.3 Sarkovskio periodiskumas
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Lema Tarkime, kad (Y,d) kokia nors metriné erdvé. Tegu X C Y kompaktiska
ir netuscia aibé. Be to, tarkime, kad f : X — Y yra tolydus atvaizdis, turintis savybe
f(X) D X. Apibrézkime

g(A) = f71(A), A€ H(X).

Tada g yra erdvés (X, p) transformacija, t.y. g : X — X.
Transformacijos g nejudamas taskas A C X, apibréziamas tokiu budu:

A=) fX) = lim g"(X).

n—oo

S

Visu pirma parodysime, kad g yra fraktalu erdves (X, p) atvaizdis i save pacia. Tarki-
me, kad B C X. Kadangi f(X) D X, tai f~1(B) C X, be to, f~1(B) yra netus¢ia. B yra
kompaktiska, taigi ir uzdara metrinés erdves (X, d) aibé. Kadangi atvaizdis f yra tolydus,
taiir f~1(B) taip pat uzdara. Remdamiesi prielaidomis turime, kad f~1(B) C X. Kadangi
f~Y(B) yra metrinés erdvés (X,d) uzdara aibé, o X kompaktiska, tai aibé f~1(B) taip
pat kompaktiska. Taigi parodéme, kad apibréztoji transformacija atvaizduoja erdve i save
pacia.

Parodysime, kad Sios transformacijos nejudamas taskas apibréziamas teoremoje nu-
rodytu biidu. Pastebésime, kad i§ sarysio f(X) D X isplaukia X D f~!(X). Nesunku
suprasti, kad

Xof ' X)of?X)o...o0f™X)D....

Taigi, {f~"(X)} yra Kosi seka erdvéje (X, p). Kadangi erdvé pilna, tai Sios sekos ribinis
taskas A € X. Taigi,

A=) fMX) = lim ¢"(X).
n=0
Mums liko parodyti, kad A yra transformacijos W nejudamas taskas. Kitaip tariant
isitikinsime, kad
FHAn) =) An.

cia A, = f"(X),n=1,....
Remdamiesi atvaizdzio f tolydumu gauname, kad

f_l(ﬂAn) = ﬂf_l(An) = ﬂAn—H = ﬂAn-
n n n n
@
2 Teorema Tarkime, kad I C R, o atvaizdis f : I — I yra tolydus. Jeigu Si
transformacija turi treciojo periodiskumo taska, tai ji turi ir bet kokios eilés periodiskumo

taskuy.

83



Tarkime, kad n = 2. Tada pastebésime, kad egzistuoja intervalas J C [a, b] toks, kad
F(J) = [b, ). Todél

F2(7) 2 f([b,d]) > [a, ]

ir remiantis paskutiniaja lema gauname, kad f? turi nejudama taska intervale J. Be to §is
taskas yra periodinis, o jo periodas lygus 2.

Tarkime, kad n > 3. Tarkime, kad tasko orbita lygi 3, o ja sudarantis ciklas yra
{a,b,c,a,b,...}. Tegu a < b ir a < c¢. Galimi du atvejai: a < b < carba b < a < c.
Panagrinékime atveji, kai a < b < c. Pastebésime, kad Siuo atveju

fla, b)) D [b,c], ir f([b,c]) D [a,b].

Panagrinékime intervalu seka: Iy, I, ... tokia, kad

fh) =1[b.e), f(I2) =T, f(In) = In—1,

be to intervalas I,,_; C [a,b], o visi kiti intervalai I; C [b,c], i=1,...,n,i #n — 1.

Jei tokia intervalu seka pavyktu sukonstruoti, tai tada turétume, kad f"(I,) = [b, ¢].
Remiantis paskutiniaja lema gauname, kad egzistuoja transformacijos f™ nejudamas taskas
p € I, C [b,c]. Pastebésime, kad f(p) € [a,b], o iteraciniai Sios transformacijos nariai
priklauso intervalui [b, ¢|. Bet tada, taskas p yra transformacijos f, n— ojo periodo taskas.
Bet tai ir reikéjo irodyti. Visa problema- sukonstruoti minéta intervalu seka.

Konstruojame 8ia seka. Turime, kad f[b,c] D [b,c]. Vadinasi, egzistuoja intervalas
I, C [b, ] toks, kad f(I;) = [b, c]. Analogisku budu konstruojame ir intervala I, C I; toki,
kad f(Iz) = I;. Tesdami 8ia procedura, mes sudarome intervaluy idétu intervalu seka

I, oC...CI CI[bd.

Kadangi f([a,b]) D [b,c] D I,,—2, tai egzistuoja intervalas I,,_1 C [a,b] toks, kad f(I,—1) =
I,,—5. Be to f([b,c]) D [a,b] D I,—1 tai egzistuoja intervalas I,, C [b,c| toks, kad f(I},)
I, 1.

Teoremos irodyma baigiame pastebéje, kad kai n = 1, tai teoremos prielaida isplaukia
i§ paskutiniosios lemos.

Zemiau pateikta teorema apibendrina §i rezultata.

Sutvarkykime naturaliuju skaiciu aibe tokiu budu:

3<5<7<...2-3<2-5<2-7<...

<22.3<22.5<22.7<...<2", <2n"lo <2<,

3 Teorema (Sarkovskio)Tarkime, kad I C R yra intervalas. Tegu transformacija
f I — I yra tolydi. Jeigu egzistuoja transformacijos f taskas, kurio periodas yra n, tai
egzistuoja Sios transformacijos k—ojo periodiskumo taskai, Vk, n<k.

Remiantis Sia teorema galime tvirtinti, kad funkcijos f tasku orbitos yra baigtinio
periodiskumo tik tuo atveju, kai Sios transformacijos periodai yra dvejeto laipsniai, t.y. jei
egzistuoja n, toks, kad periodai yra 27,271, ... 2 1.
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Pastebésime, kad Sarkovskio teorema galioja tik realaus argumento realiu reikdmiy
funkcijoms.

3.4 Jungtiniai atvaizdziai
Apibrézimas Sakykime, kad f : X — X, ¢g:Y — Y irbetoh: X — Y

siurjektyvus atvaizdis. Sakysime, kad transformacija h sieja transformacijas f ir g (f,g
yra jungtiniai atvaizdziai h atzvilgiu) jeigu:

hofoh™t=yg
arba
hof=goh.
Pastebésime, kad jei
g=hofoh!,

tai

gn:hofnoh—l‘
Apibrézkime transformacija 7" : [0, 1] — [0, 1] tokiu budu:

2, x €0,0.5,
T(x) = { —2x +2, x € [0.5,1].

Pasirodo, kad transformacijas T"ir f4(z) = 4z(1 —x), fa1:[0,1] — [0,1] sieja transforma-
cija

h(z) = sin2(7r2—x); Lyoh=hoT.

Irodykime §j sarysi.

Pazymékime 6 = 5F. Remdamiesi sinuso apibrézimu tvirtiname, kad h(x) didéja, kai x
kinta nuo 0 iki 1. Be to Siame intervale funkcija tolydi, o kadangi ir grieztai monotoniska,
tai turi ir atvirkstine. Kadangi h'(0) = A'(1) = 0, tai atvirkstine funkcija h=! néra
diferencijuojama taskuose 0 ir 1.

Turime, kad

Ly(h(z)) = 4(sin? 0)(1 — sin® §) = sin*(20) = sin? (7).
Tada, kai x € [0,0.5] turime, kad

La(h(z)) = h(2z) = W(T (z)).
Tada, kai x € [0.5, 1], tai

h(T(z)) = h(2 — 2z) = sin®(7 — 7x) = sin?(20 = Ly(h(x))).
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Jei atvaizdis h yra bijektyvus, turintis tolydu atvirkstini atvaizdi (homeomorfizmas), tai
laikydami, kad p yra transformacijos f n— ojo periodiskumo taskas (f"(p) = p—)gauname,
kad

g"(h(p)) = ho f"(p) = h(p) jei, ho f=goh.

Tarkime, kad f, g yra tolydus, grieztai monotoniniai siurjektyvis atvaizdziai, apibrézti
intervale [0, 1]. Pasirodo, kad jei 8iu atvaizdziu grafikai (kartu) arba virs y = z tiesés arba
po Sia tiese intervale [0, 1], tai Sie atvaizdziai yra jungtiniai.

4 Teorema Tarkime, kad f, g yra tolydzios, grieztai monotoninés funkcijos, apibréz-
tos intervale [0, 1] tenkinancios salygas:

o
Tarkime, kad (zo,y0) € K, K ={(z,y), z,y € (0,1)}.
Jeigu (zo,y0) € G, t.y. priklauso funkcijos h grafikui, tai i§ sarysio ho f = goh
isplaukia, kad
(z1,91) € Gh, ®1 = f(®0), y1 = g(¥o)-

Naudodamiesi indukcija nesunkiai gauname, kad

(xmyn) € Gn, Tp = fn('ro)v Yn = gn(yo)'

Remdamiesi prielaida (funkcijos grieztai didéjancios) gauname, kad
Top>T1 > ...> Ty

Kadangi lygtis f(x) = « sprendiniu neturi, intervale [0, 1], tai akivaizdu, kad lim z, =
n—oo

0. Visiskai analogiskai samprotaudami gauname, kad lim y,, = 0. Vadinasi
n—oo

lim (z,,y,) = (0,0).

n—oo

Pasirinkime bet kokia, grieztai monotoniska funkcija y = h(z), apibrézta intervale x €
[z1, x0], tenkinancia sarysius:

h(z1) = y1, h(ro) = yo.

Intervale [z9, z1] $ia funkcija apibrézkime sarysiu:



Beje,

h(@1) = g(h(f~ (1)) = g(h(x0)) = g(y0) = y1.

Funkcijos f, g yra monotoniskos ir tolydzios be to funkcijo h(x) taip pat monotoniska in-
tervale [z1, o], tai darome iSvada, kad funkcija h taip pat monotoniska ir intervale [z2, x1].
Dar daugiau, ji monotoniska ir tolydi intervale [zo,xo]. Teskime funkcijos h konstrukcija
analogisku budu iki intervalo [z,41,Z,],n > 0 funkcijai

hz) = g" (h(f ™" (2))).

Pazymeéje h(0) = 0 mes sukonstruojame didéjancia funkcija, apibrézta intervale [0, ).
Pratese sia funkcija intervale [zq, 1] gauname teoremos irodyma.
>

Isvada Tarkime, kad f,g yra tolydzios, didéjancios funkcijos, apibréztos tasko 0
aplinkoje, tenkinancios salygas:

f(0)=9(0) =0, [f(@)] <lz|, [9(z)| <|z|, = #0.

Tada egzistuoja homeomorfizmas h, apibrézta 0 aplinkoje (ji egzistuoja) tenkinantis saly-
gas:
h(0) =0, hof=goh.

5 Teorema Sakykime, kad f,g yra dvi diferencijuojamos funkcijos, tenkinancios
salygas: f(0) = g(0) =0 ir be to

0< f(0)<1, 0<g4'(0)<1. (2)

Tada egzistuoja tasko 0 aplinka, kurioje galima apibrézti homeomorfizma h, siejanti funkci-
jas f ir g, tenkinanti salyga h(0) = 0.
Sio teiginio grieztai neirodinésime, tik pateiksime kai kuriuos pastebéjimius.
Pastebésime, kad jei pakeistume salygas (2) salygomis

0 < f(0),0<g¢'(0); —1< f'(0)<0,-1<g'(0)<0; =1> f'(0),—1> ¢'(0),

tal teoremos iSvados butu tos pacios.

Atkreipsime démesi, kad jei f'(0) # ¢’(0) tai h budamas homeomorfizmu nebus difeo-
morfizmu, t.y. atvirkstiné nebus diferencijuojama.

Diferencijuodami lygybe h o f = g o h taske 0 gauname

h'(0)f(0) = ¢'(0)A(0),

ir jei A'(0) # 0 gauname, kad f'(0) = ¢’(0). Jeigu pastaroji lygybé teisinga, ir |f'(0)| # 1,
tai mes galime rasti diferencijuojama funkcija h, kurios atvirkstiné yra diferencijuojama,
be to kuri sieja funkcijas f ir g.
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3.5 Chaosas

Siame skyrelyje nagrinésime determinuotu dinaminiu sistemu, priklausanc¢iu nuo pa-
rametro, tam tikras savybes, kuriomis pasireiskia sistemos, kai imame nagrineéti Siu sistemu
iteracijas.

Gana detaliai esame nagrinéje logistinés transformacijos
fe=cx(l—x), x€]0,1]

iteruojamu tasku elgsena. Priminsime, kad priklausomai nuo parametro c reikSmes prik-
lauso ir iteruojamu tasku asimtotinis elgesys. Kitaip tariant, egzistuoja parametro reikSmiu
seka {cx} tokia, kad sudarant transformacija i parametro reik§miu, kurias skiria vienas
sekos narys, gausime transformacijas, kuriu periodiniu tasku skaicius skirsis dvigubai. Be
to 2¥— periodinio tagko ciklas yra stabilus, jeigu parametras ¢ € (cx, cry1). Dar daugiau

klim cr = 3.599692. . ..

Nattraliai kyla klausimas- kas atsitinka su transformacijos iteruojamu tasku orbito-
mis, kai ¢ > cqo.

Aptarsime §ji fenomena. Zemiau pateiktame grafe matome, kaip vieno tasko orbita,
kai ¢ > ¢, aplanko beveik visus intervalo taskus (zr. 7 pav. )

7 pav.
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Apibrézimas Sakysime, kad aibé P yra tirsta aibéje I, jei Ve > 0, B(y,€) NP # ().

Remiantis Siuo bréziniu galime daryti prielaida, kad jei ¢ > c~, tai logistinés trans-
formacijos periodiniu tasku aibé yra tirsta intervale [0, 1].

6 Teorema Tegu h : X — Y yra tolydus siurjektyvus atvaizdis. Jeigu D yra tirsta
aibéje X, tai h(D) yra tirsta aibéje Y.

o

Tarkime, kad I C Y yra atvira, netuscia aibé. Tada h=1(I) yra atvira netuscia aibé.
Tarkime, kad K C h=Y(I) ir y € K N D. Tagkas y egzistuoja, kadangi D yra tirsta. Bet
tada f(y) € f(D)N 1.

@ Transformacijos f periodiniu tasku aibe Zymésime simboliu P(f). Pastebésime, kad
jei funkcijos f, g yra jungtinés, o h jas siejanti funkcija, tai is sarysio f™(p) = p iSplaukia
sarysis

g"(h(p)) = h(f"(p)) = h(p).
Vadinasi

h(P(f)) € P(9)-

Viena svarbiausiu chaotinés sistemos savybiu-jos priklausomybé nuo pradiniu salygu
bei "maisSymo” savybiu. Pateiksime matematinius apibrézimus savoku, kuriomis charak-
terizuosime chaotines dinamines sistemas.

Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdve.

Apibrézimas Dinamine sistema (X, f) vadinsime tranzityvia, jeigu bet kokiai atviru
aibiy porai A ir B galime nurodyti tokj numeri ng, kad visiems n > ng, f™(A) N B # 0.

7 Teorema Tarkime, kad h yra tolydi ir siurjektyvi ir be to f tranzityvi. Jeigu f ir
g yra jungtiniai atvaizdziai, tai tai tada ir g tranzityvi.

S

Tarkime, kad I,J dvi atviros netuscios aibés. Raskime n > 1 ir x € [ tokius, kad
g"(x) € J. Jei h tolydus homeomorfizmas, tai h=!(J) taip pat atvira aibé be to netuséia,
kadangi h siurjekcija. Vadinasi egzistuoja atvira aibé L C h™!(J). Analogiskai, h=1(I)—
atvira aibé, taigi egzistuoja atvira aibé K C h~!(I). Remiantis funkcijos f tranzityvumu
galime teigti, kad egzistuoja skaic¢iai m ir y € K tokie, kad f"(y) € L. Tegu x = h(y).
Tada x € I ir

9" (x) = g"(h(y)) = (" (y)) € h(L) C J.

2

Remdamiesi §iuo tvirtinimu galime teigti, kad jei funkcijos f ir g yra jungtinés, tai
viena i§ funkciju, tarkime f, yra tranzityvi tik tada, kai funkcija g yra tranzityvi.
Apibrézimas Tegu x € X ir ¢ > 0 pasirinktas skaicius. Sakysime, kad dinaminé
sistema yra jautri pradiniu salygu atzvilgiu, jei egzistuoja 6 > 0 ir naturalusis skai¢ius
n e N, kad
p(f™(x), [ (y)) >0,

jei tik y € B(z,¢).
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Kitaip tariant, jei orbitos startuoja is ”artimu” tasku, tai augant iteraciju skaiciui,
atstumas tarp orbitu auga. Pastarosios transformacijos vaizda pateikiame 8 pav.

8 pav.

Sis jautrumo fenomenas praktiniuse uzdaviniuose labai svarbus. E. Lorencas (Lorenz)
1960 metais modeliuodamas ilgalaikes oro prognozes susiduré su Sia problema iS esmeés.
Mineétaji fenomena jis pavadino ”drugelio efektu,” kuri suformulavo tokiu budu- ar gali
drugelio sparnelu plazdenimas Brazilijos dziunglése sukelti uragana Amerikoje. I$ pirmo
zvilgsnio atrodytu, Svelniai tariant, keistas klausimas, bet tik iS pradziu. Pastebésime,
kad jei dinaminé sistema yra jautri, kitaip tariant lengvai pazeidziama, tai ir labai mazi
pokyciai, pavyzdziui apytikslis pradiniu duomenu parinkimas, gali sukelti didziulius neati-
tikimus. T.y. rezultatai bus tolimi nuo prognozuojamu. Kad ir kaip tiksliai skaiciuotu
kompiuteriai, vis tik skai¢iavimams yra naudojamos realiuju skaiciu iteracijos, taigi, skaiciu
paklaidos. Kas garantuoja, kad skai¢iavimo rezultatais galima pasikliauti? Butent su Sia
problema ir susidire E. Lorencas. Jis, labai nedaug keisdamas pradinius duomenis ir
iteruodamas labai panasiomis funkcijomis, gaudavo visiskai skirtingus rezultatus.

Apibrézimas (Devaney) Dinamine sistema (f, X) vadinsime chaotine erdvéje X,
jeigu pastaroji yra:

1) ji trazityvi;

2) jautri pradiniu duomenu atzvilgiu;

3) transformacijos f, periodiniu tasku aibé tirsta metrinéje erdvéje X.

Chaotinés dinaminés sistemos jautrumas pasireiskia tuo, kad iteruodami ”artimus”
pradinius taskus, gauname orbitas, tolstancias viena nuo kitos. Tranzityvumo déka, bet
koks mazas intervalas yra ”uztempiamas” ant visos erdvés. Trecioji savybe reiskia, kad
periodiniu tasku aibé yra tirsta, neperiodiniu tasku aibéje, kitaip tariant, bet kokio tasko,
bet kokioje aplinkoje egzistuoja periodinis taskas.

Tai klasikinis chaotinés dinamineés sistemos apibrézimas. Irodysime, kad jautrumo
pradiniu salygu atzvilgiu salyga isplaukia i$ tranzityvumo bei aibés P(f) tirstumo. Tuo
paciu modifikuosime ir chaotiskumo savoka.
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8 Teorema Tarkime, kad dinaminé sistema (f, X) yra tranzityvi ir transformacijos f,
periodiniuy tasku aibé tirsta metrinéje erdvéje X. Tada dinaminé sistema yra jautri pradiniu
salygu atzvilgiu.

Priminsime, kad dinaminés sistemos jautrumas reiskia, kad egzistuoja skaicius § > 0
toks, kad visiems x € X ir bet kokiai jo aplinkai J, egzistuoja Sioje aplinkoje taskas y € J
ir iteracijos numeris n tokie, kad teisinga nelygybé:

p(f™(x), f™(y)) > 0.

Tarkime, kad teoremos salygos tenkinamos. Irodysime pagalbini teigini:

Lema Egzistuoja skaicius ¢ > 0 toks, kad visiems x € X galima nurodyti periodinj
taska p € X toki, kad

p(p, f*(x)) > ¢, VEkeN.

S
Tarkime, kad r, s yra periodiniai taskai, turintys skirtingas orbitas, t.y.

p(fF(r), f1(s)) > 0

visiems k,l € N. Pazymékime d = ming; p(f*(r), f'(s)). Parinkime c taip, kad ¢ < 0.5d.
Tada visiems k, [ bus teisinga nelygybé:

2¢ < p(f*(r), f1(5)) < p(f*(r) — ) + p(f'(s), 2).

I§ paskutiniosios nelygybés isplaukia, kad jei p(z, f¥(r)) < c tai atstumas tarp z ir
tasko s visu ciklo tasku privalo buti didesnis negu ¢, t.y. p(x, f'(s)) > c.

S¥

S

Irodysime teorema. Tegu d = 0.25c. Tarkime, kad z € X laisvai pasirinktas taskas,
o J := J, yra $io tasko bet kokia aplinka (atvira aibé, kuriai priklauso $is taskas). Remi-
antis teoremos prielaidomis turime, kad P(f) yra tirsta aibéje X. Tada, egzistuoja n— ojo
periodiskumo periodinis taskas ¢ € P(f), kuris priklauso atvirai aibei

U=JnNB(x,d).

Tarkime, kad p € P(f) yra kitas periodinis taskas, be po parenkame ji taip, kad atstumas
nuo Sio tasko orbitos iki tasko x butu didesnis negu 4d. Pazymékime

Wi = B(f'(p),d) N X.
Matome, kad f*(p) € W; arba p € f~1(W;). Tada atvira aibé
V=F"tWw)n...nf"(w,) #0.
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Parinkime 7 € N taip, kad k < nj arba 1 < nj — k < n. Be to tegu U,V C X dvi
atviros aibés ir z € U, o f¥(z) € V. Toks parinkimas galimas, nes dinaminé sistema yra
tranzityvi.

Tada

fM(z) = fH7F (R (=) € 7RV,
Bet

FrTRW) = IR W) N0 W) € TR (g — k) (Wag—k)) = Wik
Kitaip tariant

p(f™(2), f7 75 (p)) < d.
Be to f™(q) = q. Taigi

p(f(q), f™ (2)) = pla, f™ (2))
> p(z, f7F(p) = p(f " (p), [ (2))
—p(q,sc) >4d —d — 2d.

Is paskutiniuju sarysiu isplaukia, kad

p(f (), f(2)) > d

arba

p(f™ (), ™ (q)) > d.

Taigi, viena iS Siu nelygybiu biitinai teisinga, kadangi prieSingu atveju gautume, kad

p(£77(0), f1(2)) < p(£77(q), f1(x)) + p(f™ (2), ™ () < 2d.

Bet §i nelygybé priestarauja irodytai nelygybei. Pazyméje raide y viena i$ z arba ¢ (kuriai
paskutinioji nelygybé teisinga) bei m = nj gauname teoremos jirodyma.
S

Apibrézimas Dinamine sistema (f, X) vadinsime chaotine dinamine sistema, jeigu
transformacija yra tranzityvi erdvéje X bei periodiniuy tasku aibé yra tirsta erdvéje X.

Atkreipsime démesi, kad Siame chaoso apibrézime néra jautrumo savokos. Kitame
skyrelyje charakterizuojant chaosa naudosime ir jautrumo savoka, kuri gana subtiliai klasi-
fikuoja chaosa.
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3.6 Postumio transformacija

Tarkime, kad X = [0, 1].
Transformacija 7, : X — R :

ar, x < 0.5,
Ta(z) = { —ax +a, x>0.5.

vadinsime T- transformacija. Pastebésime, kad §i transformacija intervala X tempia ir
sulenkia. Tiksliau kalbant, pirmoji intervalo pusé yra iStempiama, o antroji intervalo dalis
iStempiama ir sulenkiama.

Apibrézkime transformacija S : X — R tokiu budu:

2z, x < 0.5,
S(x)_{2q:—1, x> 0.5.

Sia transformacija vadinsime S- transformacija.
Tarkime, kad x € R. Apibrézkime

Frac(z) =z — k,

kai z € [k,k+ 1), k € Z. Pasirodo, kad visiems = € [0,1) teisingas sarysis: S(z) =
Frac(2x).

Pastebésime, kad 1 yra ypatingas taskas, kadangi jis yra nejudamas transformacijos
S(z) taskas.

Panagrinékime funkcijos, apibréztos argumento trupmenine dalimi, savybes. Tegu
m € Z. Tada,

1. Frac(x +m) = Frac(x);

2. Frac(mx) = Frac(mFrac(x)).

Pirmoji lygybé iSplaukia i§ trupmeninés dalies apibrézimo. Irodykime antraja lygybe.
Turime, kad Frac(x) = x — k. Tada

Frac(mFrac(x)) = Frac(m(z — k)) = Frac(mx — mk) = Frac(mz).

Pazymékime
xp = Frac(zi—1).

9 Teorema Tegu z( € [0,1). Tada :
zp = Frac(2Fz.)

o
Irodysime $§ia lygybe naudodamiesi indukcijos metodu.
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Matome, kad pirmam indukciniam zingsniui §i lygybé yra teisinga, kadangi i§ apibre-
zimo iSplaukia, kad

x1 = Frac(2zy).

Tarkime, kad lygybé teisinga k — 1— ajam zingsniui, t.y.

zr = Frac(2Fz).

Tada, remdamiesi indukcine prielaida ir antraja operatoriaus savybe gauname, kad

Try1 = Frac(2zy) = Frac(2Frac(2¥zy)) = Frac(2" ' azy) = Frac(2¥ ' 2y).

Taigi, Si lygybé teisinga visiems naturaliesiems skaiciams.
S

Pastaroji teorema labai svarbi teoriniams samprotavimams, kai yra pagrindziamas
dinaminiy sistemu chaotiskumas.

Tarkime, kad x( yra pradinis iteracijos taskas. Panagrinékime T — transformacijos
iteracijas. Pastebékime, kad

y =S¥ (xo) = Frac(2*1zg)

ir taikykime transformacija 7' Siam taskui. Turime, kad

- _J 2y, y<0.5,
e =T(y) = { —2y+2, x>0.5.

Kitaip tariant, uzuot iterave k kartu, mes skai¢iuojame dvejeto laipsni po to atliekame
daugybos ir sudéties operacijas.

Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, kad x¢ = 8/25 yra periodinis taskas. Parodysime,
kad jo eilé 10. Tai iSplaukia is tokiu skaic¢iavimu:
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k x| 2Fzg Frac(2*zy)

0 | = | = 8=0-25+38

I . 16 =0-25+16

2 | % | 2 32=1-25+7

3| 2| & 64=2-25+14

4 | & | 2B 128=5-25+3

5 | 5 | 28 256 =10- 25+ 6

6 | 2 | 32 512 =20 - 25 + 12
7| & | B | 1024=40-25+24
8 | 2 | 2B | 2048=81-25+23
9 | 2L | 4% | 4096 = 16325+ 21
10 | 4T | 8192 | 8192 =1327-25+17

Turédami tai omeny gauname, kad

8 21
y = S%(xg) = Frac(2? - %) = Frac(40096/25) = Frac(163 + 21/25) = R

Pastebésime, kad y = 21/25 > 0.5. Taigi

42 8
210 (y) Y+ 95 + 5%

Matome, kad x19 = xo.

Sio skyrelio pabaigoje pastebésime, kad transformacija S(z) yra tempimo-dalinimo i
dalis- kopijavimo (stretch-cut-paste) funkcijos matematinis modelis. Tuo tarpu transfor-
macija T'(z) yra tempimo-lenkimo (stretch- fold) funkcijos matematinis modelis.

10 Teorema Teisinga lygybé:

T (x) = To(S ... S(x)) = TS" ().

n—1
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S
Pastarasis tvirtinimas iSplaukia is to, kad funkcijas 7" := T3 ir S siejanti funkcija yra
T, t.y.

ToT=TolS,
kadangi

(T(T(2)) =T2z) =4z, 0<z <0.25
T(S(x)) = T(2x) =4z, 0<xz<0.25
T(T(x)) =T2x) =—-4x+2, 0.25 <z < 0.5
T(S(x))=T(2x) =—-4x+2, 0<x<0.5;
T(T(z)) = T(~22 +2) =4z — 2, 0.5 <z < 0.75;
T(S(z)) = T(~22 — 1) =4z — 2, 0.5 <z < 0.75;
T(T(x))=T(—2z+2)=—4x+4, 0.75<x<1;

T (S(z))=T(—2x—1)=—-4x+4, 0.75<z<1.

Matome, kad teoremos prielaida yra teisinga.
S

3.7 Chaotiniu transformaciju teoriné analizé

Visu pirma irodysime svarbu teigini, kuriuo remiantis bus galima supaprastinti dina-
miniu sistemu chaotinio elgesio tyrimus.

11 TeoremaTarkime, kad transformacija h : X — Y yra tolydi ir siurjektyvi.
Tarkime, kad si transformacija sieja transformacijas f, g. Jeigu transformacija f : X — X
yra chaotiné, tai ir transformacija g : Y — Y yra chaotiné.

S/

Turime, kad ho f = goh.

Tranzityvumas. Tarkime, kad I, J C X yra dvi atviros aibés. Kadangi transformacija
h yra tolydi, tai aibés Iy = h(I), Jy = h(J) taip pat atviros erdvés Y aibés. Pastebésime,
kad transformacija f yra tranzityvi. Tad egzistuoja numeris k toks, kad f*(I) N .J # 0.
Kadangi transformacijos jungtinés, tai

g"=hof"oh™!, n>0.

I pastarojo sarysio isplaukia, kad ¢g*(I;) N Jy # 0.

Periodiniy tasku tirstumas. Pastebésime, kad jei taskas p yra transformacijos f n— ojo
periodiskumo taskas, tai taskas h(p) yra transformacijos g to paties periodiskumo taskas
ir atvirksciai. Kadangi tranformacija f yra chaotiné, tai aibé P(f) yra tirSta erdvéje X.
Laisvai pasirinkdami z € X mes pasirenkame ir taska y = h(z).. Be to tarkime, kad {p, }
yra periodiniu tasku seka 1i7ILIl pn = x. Tokia visada egzistuoja! Kadangi transformacija

tolydi, tai
lim h(pn) = y.
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Jau esame pastebéje, kad {h(p,)} yra transformacijos g periodiniu tasku seka aproksimuo-
janti taska y. Transformacija h yra siurjektyvi, vadinasi tokia periodiniu tasku seka galime
nurodyti bet kokiam y € Y.

S
Pastebésime, kad jei transformacija h yra homeomorfizmas, tai tada ir g chaotiskumas
implikuotu f chaotiskuma.

12 Teorema Dinaminé sistema (Ts, [0, 1]) yra chaotiné.

o

Tranzityvumas. Panagrinékime detaliau Sia transformacija. Pastebésime, kad mineé-
toji transformacija yra intervalo [0,0.5] siurjekcija i [0, 1] ir intervalo [0.5,1] siurjekcija i
[0,1]. Dar daugiau, T2 yra intervalu

[0,0.25],[0.25,0.5], [0.5,0.75], [0.75, 1]

siurjekcija i intervala [0, 1]. Aisku, kad atvaizdis T" yra intervalu

E ok+1
n’ 9n

jk,n::[ ]70§k§2n_]—7

siurjekcija i intervala [0, 1]. Tad kokia bebutu atvira aibé A, egzistuoja intervalas ji ,, C A
toks, kad T (A)N B # 0.

Tirstumas. Nagrinédami transformacijos tranzityvumo savybe pastebéjome, kad tran-
sformacija 75" yra intervalo

kE k+1
[Q_n’ 2?’L ]
siurjektyvus atvaizdis i intervala [0, 1]. Dar daugiau, egzistuoja taskas x € [2%, k;;}] toks,

kuris atvaizduojamas i save pati. Kitaip tariant, Sis taskas yra pradinés transformacijos
n— ojo periodiskumo taskas. Antra vertus koks bebutu atviras intervalas J, egzistuoja

numeris m toks, kad
[ kE k+ 1]
2n’  9n

D J

Taigi, periodiniu tasku aibé tirsta intervale [0, 1].
>

Transformacija S = Frac(2z) intervale [0, 1] yra chaotiné.

Panagrinékime transformacija S = Frac(2x) intervale [0, 1].

Visu pirma prisiminkime kaip yra isreisSkiamas skai¢ius dvejetainéje skaic¢iavimo siste-
moje. Jei skai¢ius uzrasytas x = 0.ajaqas ..., ¢ia a; € {0,1}, tai

_n, %, 43
P00 T2 T T

Tarkime, kad skai¢iai z,y € [0,1] yra uzrasyti dvejetainéje skai¢iavimo sistemoje.
Tada, jei a; = b;, 1 =1,...,k, tai
1

oyl < —
@ =yl < 108
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arba naudojant desimtainés skaic¢iavimo sistemos simbolika:

1
lz—y| < ok
Pastebésime, kad S transformacija atlieka skaic¢iaus postumi, tiksliau kalbant, jei z =
0.a1azas3 ..., tai S(x) = 0.a2asza4.... Dél Sios priezasties, transformacija S, vadinama

postumio transformacija, jei nagrinéjame skaic¢ius reprezentacijas dvejetainés skaic¢iavimo
sistemos skaitmenimis. Beje, kaip ir deSimtainéje skaiciavimo sistemoje, labai svarbu,
isvengiant dviprasmybiu susitarti, kad tarp periodiniu skai¢iu periodu nebiity periodo 1.

Nesunku suprasti, kad postumio transformacijomis galétume vadinti transformacija
Su(z) = Frac(ax), jei skaic¢ius uzrasSytume a— ainés skaic¢iavimo sistemos skaitmenimis.

Aptarsime algoritma, kaip iS bet kokio sveiko arba racionalaus deSimtainio skaiciaus
gauti jo dvejetaine iSraiska. Pasirodo, kad tai sékmingai atlieka transformacija S. Pana-
grinékime §i fenomena detaliau.

Tarkime, kad zy € [0, 1]. Sudarykime seka

Tpe1 = Frac(2z,), n=0,1,....

Tada gauname skaiciaus dvejetaine reprezentacija = 0.agajas . .., kai binarinis skaitmuo
ar yra su k— aja iteracija yra susijes tokiu budu:

_ Oa T < %a
ap = . .
1, kituatveju.

Naudodami $ia transformacija skaic¢iui zg = 0.75 gauname tokia seka: zg = 0.11000....
Tuo tarpu skai¢iaus 1/7 dvejetainé reprezentacija yra tokia: 0.001001001 ... = 0.001.

13 Teorema Transformacija S = Frac(2z) intervale [0, 1] yra chaotiné.

S
Pastarasis tvirtinimas isplaukia i$ sarysio:

TQ oS = T2 e} T2.
S
Fiksuokime N pirmuju naturaliuju skai¢iu. Sudarykime begalines sekas

T =Ti, Tigs ooy Tigs -y Ty, €{0,1,..., N}

Siu sekuy aibe zymeésime simboliu Y. Pastaroje aibéje apibrézkime metrika tokiu budu:

) pele) =3 (h

¢ia z,y € Y. Tada (X, px) yra metriné erdve. Sia metrine erdve vadinsime Kody erdve.
Jeigu kodu aibeés elementams sudaryti yra naudojami N simboliu, tai sakysime, kad kodu
aibé apibrézta N— ainéje skaiciavimo sistemoje.
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14 Teorema Koduy aibé ¥ yra neskaiti.

S

Tarkime, kad kodu aibé apibrézta dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje, naudojant sim-
bolius 0 ir 1. Apibrézkime funkcija f : {0,1}—{0,1} tokiu budu: f(0) = 1, f(1) = 0.
Be to, tarkime priesingai, t.y., kad §i aibé skaiti. Vadinasi egzistuoja bijekcija g : N —3.
Apibrézkime o € ¥ taip: 0 = 010203..., ir ¢a, o, = f((9(n))n), ¢ia g(n), reiskia n—
aji g(n) simbolj. Pastebékime, kad g yra "numeruojanti’, aibés ¥ elementus, funkcija.
Koki numerj §i funkcija priskiria taskui o? Pasirodo, kad né vienam n € N,g(n) # o.
Pavyzdziui, g(3) # o, kadangi $iu seku tretieji simboliai skirtingi.

%)

15 Teorema Erdvé (X, px) metriskai ekvivalenti Kantoro aibei

Kitaip tariant, kodu metriné erdvé yra kompaktiska ir visiskai nesusijusi.

Priminsime, kad dvi metrikos p; ir p yra ekvivalencios jei egzistuoja teigiamos kon-
stantos k1,29 tokios, kad k1p1 < pa < kop;.

S

Metrinés erdvés X elementus galime uzrasyti tokiu budu:

T o Tk
X ={zr= L
{z Ny Tyttt v r

o, me{l,2,.. N}

Kitaip tariant erdvés X elementus uzrasome skai¢iavimo sistemoje, kurios pagrindas N +1,
Susiekime erdvés X elementa © = 0.z1x223 ... su kodu ervés elementu o = s(z) =
T1ToX3 ... € D .
Matome, kad funkcija s : X — > yra abipus vienareiksmiska. Tam, kad irodyti, kad
erdvés (X, pxn) ir (K, | - |) yra metriskai ekvivalencios, mums reikia nurodyti konstantas

k1, ko tokias, kad

k1po(s(x),s(y)) < |o =yl < kapo(s(x),s(y), 2,y € X.

Visu pirma randame konstanta k,. Visiems x,y € X gauname, kad
o0 x. — y'
z =y = pu(z,y) =D ~—|

Zg

< ool = 3 (i = P65

Taigi, ko = 1.
Parinkime C' = 1/19. Be to tarkime, kad kokiam nors

k€ {1a27"'}7 1 =Yt Te—1 = Yk—-1, Tk %yk
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Tuomet

— Ti—Yi o =yl o~ |z — il
r—yl = | > — = s
&=yl |i:k(N+1)2|_(N+1)k i:;l(NH)z—
ok — oyl i N -1 :<|x _y|_N—1> 1
(N+1)F 2= (N+1) TN (N
Pastebéje, kad lleg|xy — yr| < N gauname
N -1 1 N -1
ok =yl = —— 2 wa (lee =l + —%—)

1 N -1 1 1 [ |xk — yil - |z; — yil
oyl > = _ > (=R IR e
v=vl2 33 (’x’“ vl + =5 )(N+1)k = N2 <(N+1)" +@-—Zk;1 (N + 1)k

Taigi, k1 = -

Parodysime, kad transformacija Sy(z) = Frac(Nx), jei skaicius uzraSytume N + 1
aines skaic¢iavimo sistemos skaitmenimis, iSskyrus nulj.

16 Teorema Transformacija Dinaminé sistema (S,, Y ) yra chaotiné.

S
Trazityvumas . Tarkime, kad U,V C >, UNV =(. Tegu a € U, ir 7 = tytats... € V.
Parenkame n toki, kad B(o,1/2") C U, B(r,1/2™) C V. Tokiu budu parinktam n, taskas
Q/)Zalaz...antltz...tn...,E U.

Antra vertus, S"(¢) = tity... =717 € V.

Priminsime, kad tranzityvumas ekvivalentus tam, kad egzistuoja taskas, kurio orbita
yra tirSta metrinéje erdvéje (taskas ergodinis). Tuo tarpu, kai kodas yra dvejetainés siste-
mos elementas, tai i taskas gali buiti uzrasytas tokiu budu:

v = 0[1/11100100|111110...,
Pastebésime, kad bet kokiam kodui o = ajasas . .. egzistuoja kodo 9 ilgio n blokas tarp

vertikaliu briksniu, kad kodo 1 minimas blokas sutampa su pirmaisiais kodo a simboliais.
Tarkime, kad kodo v blokas prasideda nuo k 4+ 1—ojo simbolio. Tada

S(k) (Qb) =a... antn+k+1 ceey
vadinasi d(S™) (v),0) < 1/(N 4 1)". Taigi, 1 orbita yra tirsta.
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Periodiskumas. Parodysime, kad periodiniu tasku aibé yra tirsta kodu erdvéje arba,
kad kiekvienas kodas gali buiti aproksimuotas periodiniu tasku seka.
Tarkime, kad kodas ¢ = ajasas . ... Tada zemiau nurodyta seka konverguoja prie kodo
o:
a1ay, a10201G2, (102030410203, . ...

%)

17 Teorema Tarkime, kad f: X — X ir S, : 0 — 0. Jeigu jeigu Sios transformacijos
yra jungtinés, o f ir S, siejanti transformacija h yra homeomorfizmas, tai dinaminé sistema
(f, X) yra chaotiné.

o

Turime, kad ho f = S, o h.

Tranzityvumas. Tarkime, kad I,J C X yra dvi atviros aibés. Remiantis teoremos
prielaidomis aibés I1 = h(I), J; = h(J) taip pat atviri erdvés Y poaibiai. Pastebésime,
kad transformacija S, yra tranzityvi. Tad egzistuoja numeris k toks, kad S¥(I;) N J; # 0.
Kadangi transformacijos jungtinés, tai iplaukia, kad f*(I) N .J # 0.

Periodiniy tasku tirstumas. Pastebésime, kad jei taskas h(p) yra transformacijos S,
n— ojo periodiskumo taskas, tai taskas p yra transformacijos f to paties periodiskumo
taskas. Kadangi tranformacija S, yra chaotiné, tai aibé P(S,) yra tirsta erdvéje > .
Laisvai pasirinkime =z € X. Be to tarkime, kad {p,} € >  yra periodiniu tasku seka
ligbn pn = h(x). Tokia visada egzistuoja! Kadangi transformacija tolydi, tai

lim h(p,) = limz, = x.

D
Panagrinékime funkcija

3r, x<0.5

72%2{3—333, x> 0.5

Panagrinékime Sios transformacijos dinamika, ja iteruojant. Tegu xo— yra pradinis
taskas ir
Tn = T"(x0).
Apibrézkime aibe F' = {zg € R, lim |7"(xo)| < oo}. Nesunku suprasti, kad jei z < 0
n—oo
arba x > 1, tai ¢ F. Taigi, f C [0,1]. I aibés F apibrézimo iSplaukia, kad 8iai aibei

nepriklauso ir taskai, kuriu n— osios iteracijos didesnes uz vieneta, kai n = 1,2, .... Taigi,
kai n = 1, tai (3,2) ¢ F, kai n = 2, tai (£,3) ¢ F, ir t.t. Matome, kad i§ aibés F yra

iSmetami tokie pat intervalai, kokie buvo iSmetami ir konstruojant Kantoro aibe. Taigi,
F C C. Tam, kad irodyti, jog F' = C parodysime, kad f(C) C C. Tarkime, kad = € C.
Kantoro aibés elementa galime iSreiksti tokiu budu:



kai z; € {0,2}. Jeigu 1 =0, tai f(z) =3z=2+%3 +...€C.
Jeigu x1 = 2, tai

f(a:)zS—B:czS—(%—I—%—i—...):

(§+%+)_(l‘2 I3 _(2—$2)+(2—$3)+

§+3—2+...) 3 32

Pastebesime, kad kiekvienas paskutiniosios sumos démens skaitiklis yra lygus nuliui
arba dvejetui, tai gauname, kad f(z) € C.

18 Teorema Transformacija ZT3yra chaotiné klasikinéje Kantoro aibéje .

S

Parodysime, kad §i transformacija tenkina visas chaoso salygas, t.y. tranzityvumo ir
periodiniu tasku tirstumo salygas.

Panagrinékime tranzityvumo problema. Naudosime panaSius argumentus kaip ir pir-
moje dalyje. Pastebésime, kad bet kokiam n, intervalas I,, tenkina savybe: 7"([,) =
[0, 1]. Taigi, bet kokiai atvirai aibei U, I,, C U ir bet kokiam Kantoro aibés poaibiui V,
TMU)NV £ 0.

Aptarkime periodiskumo problema. Aisku, kad funkcijos y = 7" (x) ir funkcijos y = =
grafikai kertasi 2" taskuose. Taigi, funkcija 7™ turi 2" nejudamu tasku. Matome, kad kai
n — 00, tai Siu tasku aibé tam ekvivalenti nattiraliyju skaiciu aibei. Taigi, aibé tirsta
aibéje C.

@

3.8 Chaotiniu sistemu charakterizavimas

Siame skyrelyje nagrinésime dinaminiu sistemu, priklausanéiu nuo parametro, cha-
otiskos egseno tam tikras charakteristikas.

Viena svarbiausiu chaotinés sistemos savybiu-jos priklausomybé nuo pradiniu salygu
bei tranzytivumas. Pateiksime matematinius apibrézimus savoku, kuriomis charakterizu-
osime chaotines dinamines sistemas.

Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdve.

Apibrézimas Tegu x € X ir ¢ > 0 pasirinktas skaicius. Sakysime, kad dinaminé
sistema yra jautri pradiniy salygu atzvilgiu, jei egzistuoja 6 > 0 ir naturalusis skaicius
n € N, kad

p(f" (), f"(y)) >0,

jei tik y € B(z,€).
Kitaip tariant, jei orbitos startuoja is ”"artimu” tasku, tai augant iteraciju skaiciui,
atstumas tarp orbitu auga. Pastarosios transformacijos vaizda pateikiame 5.4 pav.
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Viena i§ svarbiausiu chaosa charakterizuojanciu savybiu yra jautrumas pradiniu salygu
atzvilgiu. Ji butina, bet nepakankama chaoso egzistavimo salyga. Pavyzdziui transforma-
cija f(x) = ez, ¢ > 1 yra jautri pradiniu salygu atzvilgiu, kadangi f"(z) = ¢"x. Pana-
grinekime, kaip yra ”iskreipiama” nedidelé tasko x aplinka. Pazymeékime u = x + €. Tada,
atlike n iteraciju gauname tokia paklaida:

E,=u,—x,=c"(x+€)—c"z=C"e

Matome, kad n— osios iteracijos paklaida padidéja c™e kartu, jei ¢ > 1. Kitaip tariant,
pradéjus iteruoti tasko x aplinkos taskus gauname, kad ju iteracijos tolsta nuo tasko x
iteraciju.

Panagrinékime dinaminiu sistemu, kurios jautrios pradiniu salygu atzvilgiu, paklaidu
elgsena, kai n — oo. Pradzioje panagrinékime jau minétos tiesinés sistemos santykine
paklaida, t.y. paklaidos atlikus n— aja iteracija ir pradinio tasko n— os iteracijos santyki:

E, c"e €

T c"xg oy

Matome, kad sis santykis pastovus. Vadinasi Sios jautrios dinamines sistemos paklaida
auga tokiu pat greiciu kaip ir iteruojamas taskas.
Visos chaotinés sistemos turi priklausomybes nuo pradiniu salygu fenomena. Daznai
literaturoje yra pazymima, kad §i caoso savybé yra viena i§ svarbiausiu.
Panagrinékime, kaip nuo dinaminiy sistemu pobtidzio priklauso paklaidu elgsena.
Paprasciausios tiesinés dinamineés sistemos atveju paklaidu santykio asimptotika su-
tampa su koeficiento laipsniu, t.y.
E,
5

Matome, kad jei 0 < ¢ < 1, tai riba lygi nuliui, jei ¢ > 1— seka neaprézta.

Bet pastaraji paklaidu santyki mes galime naudoti ne tik tiesiniu dinaminiu sistemu
paklaidu augimui charakterizuoti. Logaritmuokime paskutiniosios lygybés abi puses gau-
name, kad

| =c".

E
In|—*| =nlne.
5
Pastaraja lygybe isreiske ¢ atzvilgiu gauname,
E, 1y En
Inc=—In|—|, arba c= en I EG |,
n EO

Tokiu budu, jei nagrinéjame nezinoma dinamine sistema, jautria pradiniu salygu atzvilgiu,
galime nustatyti Sios sistemos paklaidos augimo dydi c.

Pavyzdziui, buvo nagrinéta dinaminé sistema f(z) = 4x(1 — z) ir buvo nustatyta, kad
§8i konstanta ¢ ~ 2. Vidutinés augimo paklaidos skai¢iavima kiek detalizuokime. Tarkime,
kad Fy = € yra pakankamai maza pradinée paklaida. UzraSykime vidutine paklaida tokiu

budu:
En En—l

[P
En—l En—2 EO .

)2
Ey'
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Logaritmuodami paskutiniaja lygybe gauname, kad

n

1 E, 1 By
—In|—|=— .
n |E()| nkz::1|Ek_1|

Panagrinékime santyki | E]f*il |. Sis santykis charakterizuoja, kokia yra k— osios iteraci-
jos santykine paklaida. Pastebésime, kad iteruojant seka, jos klaidos santykiné paklaida
nepriklauso nuo to, kokio dydzio paklaida Ej paimsime. Pagriskime tai. Pazymékime
T = €ir T = xf + €. Tegu f(x) = 4x(1 — z). Tada iteracinés sekos nario xy41 paklaida
Ej 1 yra tokia:

Epir = f(@r)—flar) = Zppr — o1 = dzp+e(l—xp—e)) —day (1—xp) = 4e(1—2x;) — 4>
Padaline pastaraji reiskini i§ Ej gauname, kad

Byt
By,

Vadinasi, jei € mazas, tai Sis santykis nuo paklaidos beveik nepriklauso.

Taigi, fiksuokime koki nors € > 0. Ir panagrinékime, kaip esant Siai paklaidai € plétojasi
santykis \E]f’il |, jei i santyki pakeisime dydziu E’“jl, Ery1 = flzg +¢) — f(a1), da
f(z) =4z(1 — x).

Tada riba

— 4(1 — 2a,) — 4de.

1 n _fn
AMxp) = lim lim —1n|f (zo +€) — f" (o)
n—oo e—0 n

B (1)

vadinsime Liapunovo eksponente.

Kitaip tariant, bet kokios transformacijos Liapunovo transformacija yra apibréziama
(1) lygybe.

Aigku, kad jei € yra paklaida taske xg, tai

1™ (2o + €) — f™(x0)| = eem @0,

Pasirodo, kad Liapunovo eksponenté gerai charakterizuoja chaotiska elgsena. Jei Si
eksponenteé teigiama ir didelé, tai dinaminé sistema labai jautri pradiniu salygu atzvilgiu.
Be to remiantis Sia eksponente galima palyginti ivairiu dinaminiu sistemu jautruma, tame
pat taske, bei naudoti $ia eksponente jautrumui charakterizuoti. Ypatingai, jei A(zg) > 0
yra didelé, tai ir sistemos jautrumas taske didelis.

3.9 Liapunovo eksponenté ir glodziosios transformacijos

Siame skyrelyje panagrinékime diferencijuojamas transformacijas.
Atlikus n iteraciju, paklaidos augimo greiti galime perrasyti taip:

En En En—l El

E_O_En—lEn—Z.“fo
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Logaritmuodami abi lygybeés puses gauname,

n

1. E, 1 Ey,
S | i R N | .
nn’E0| Znn|Ek,1|

Naudodamiesi paklaidos apibrézimu gauname, kad

Ey  f(xr—1+ Ex—1) — f(zr_1)
Bk Bk '

Peréje prie ribos, kai EFy — 0 turésime

E
lim — = f'(z5_1).

Eqg—0 Ek,1
Taigi
1 & Ey 1 &
lim — In = — In|f'(xr_1)|.
dim, 2 Yl = 5 ol ()

Peréje prie ribos, kai n — o0, gauname diferencijuojamos transformacijos Liapunovo
exponente:

N
Azg) = nh_)ngo - Z In|f (zg_1)]|-
k=1

Pastebésime, kad kai kuriais atvejais Liapunovo eksponente galime suskaiciuoti tiksliai.
Raskime periodinio tasko Liapunovo eksponente. Tarkime, kad taskas xy yra m— ojo
periodiskumo taskas, t.y x,, = f""(z¢). Antra vertus,

1 m
A = — "(2r—1)].
(20) = — Y |/ (zi 1)
k=1
Taigi, jei x¢ yra nejudamas taskas, tai

Awo) = In|f'(20)]-

Atkreipsime démesi, kad remiantis sia formule galime charakterizuoti Liapunovo (ateityje
L) eksponente priklausomai nuo tasko pobudzio. Matome, kad jei taskas neutralus neju-
damas taskas, tai jo L eksponenté lygi nuliui. Jeigu taskas nestabilus ( |f'(xo)| > 1), tai
Sio tasko L eksponenté teigiama, jei stabilus- neigiama.

Jei g yra antrojo periodiskumo taskas, tai Siuo atveju turime, kad

Awo) = M) = 5 (n|f (o) + In | ()]
Jei f(z) = az(l — z), tai
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Azo) = lim Zln|a—2awk 1| =

Ina+ lim —Zln]l — 2.

n— 00 n

Pastebékime, kad x = 0 yra logistines transformacuos nejudamas taskas, taigi A(0) =
Ina ir tuo pac¢iu A\(1) = Ina. Tada, kai a = 4, §i reiksmé apytiksliai lygi 1.39. Tokia reiksme
nurodo, kad Sie taskai néra stabiliis. Pastebésime, kad visu tasku, kurie yra pritraukiami
prie nejudamo tasko 0, Liapunovo eksponenté yra lygi In 4. Siu tasku aibé yra tirsta inter-
vale [0,1]. Antra vertus, "beveik visu” kitu tasku, intervale [0, 1], Liapunovo eksponenté
yra lygi In2. Zemiau pateiktame 9 pav. yra pateikiamas logistinés dinaminés sistemos
y = fe(x) Freigenbaumo medis, o aukséiau pateikiamas Sios sistemos periodiniu tasku
Liapunovo eksponenteés grafikas:

9 pav.
Pabaigai paminésime, kad jei h yra homeomorfizmas, siejantis transformacijas f ir
g, be to abi transformacijos yra diferencijuojamos, tada abieju transformaciju Liapunovo
eksponenté sutampa.

3.10 Tranzityvumas ir periodiniai taskai

Kiek placiau nanagrinékime ir kvadratinés iteracijos tranzityvumo savybe. Naturalu
tikétis, kad jei transformacija yra tranzityvi, tai pradini intervala suskaide i smulkesnes
dalis ir iteracijas startave iS bet kokio minétosios smulkesnés intervalo tasko, gausime, kad
iteracinés sekos nariai ”aplankys ” visus kitus skaidinio intervalus.

Kaip jau minéjome, panagrinékime §i fenomena detaliau, nagrinédami chaotine trans-
formacija f(z) = 4z(1 —z). Tarkime, kad intervalas X = [0, 1] yra suskaidytas i 10 vienodu
intervalu, t.y. intervalo X skaidinys X = UL | I}, kai

k—1 k
—,—], k=1,...,10.
10 10]
Kiek detaliau panagrinékime Sia tranzityvumo savybe. Nagrinéjant chaotines di-
namines sistemas kyla ivairiu sistemu palyginimo problema. Jau esame kalbéje apie Lia-

punomo eksponente. Dabar aptarkime dar viena tranzityvumo palyginimo mata.

k=
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Tarkime, kad [ ir J du mazi, atviri intervalai. Pasirinke intervalo I taska, iteruo-
dami bandysime pasiekti antrojo intervalo taskus. Aisku, kad vienos tasku orbitos pasieks
Si intervala greiciau negu kitos, o kai kuriu tasku orbitos i§ vis nepasieks Sio intervalo.
Panagrinékime Sia ”sveciavimosi” savybe, pasitelke statistinius metodus. Buvo atliktas
bandymas, pasirinkus 10000 tasku pradiniame intervale, ir buvo stebimos §iu tasku or-
bitos, iki taskai pasiekdavo intervala J. Orbitas, kurios atlikus fiksuota iteraciju skaiciu
nepalikdavo intervalo I, pavadinsime ”islikusiomis orbitomis” nurodydami atliktu iteraciju
skaic¢iu. Kyla klausimas, ar galima kokiu nors budu (formule) susieti ”isliekan¢iu ” orbitu
skai¢iu su atliekamu iteraciju skai¢iumi. Zinoma, atsakymas priklauso ir nuo intervaly
I ir J ilgio. Intervalus galima taip parinkti, kad jau po pirmos iteracijos orbitos pateks
i intervala J. Paprastai intervalai parenkami gana mazi, kad po gana didelio iteraciniu
zingsniu skaiciaus tasku i§ I orbitos pasiekia intervala J. Pavyzdziui parinkime

1=1002,02+—=], J=1[0.68,0.69].

Atlikus 36 iteracijas, né viena is 10000 tasku (parinktu tolygiai intervale I') orbitu nepasieké
intervalo J. Toliau didinant iteraciju skaiciu, pasirodo tasku orbitos, kurios pasiekia §i
intervala. Atlikus eksperimenta pasirodé, kad 37- oje itercijoje 63 taskai pakliuvo i intervala
J. Didinant iteraciju skaiciu §is isliekanc¢iu (nepasiekusiu intervalo J) tasku skai¢ius mazéja.
Eksperimentiskai buvo nustatyta, kad Siu iSlekanciu tasku skaic¢ius apytiksliai yra lygus

S(n) ~e”

Parametras 7 gali biiti iterpretuojamas tokiu budu: tai skaicius iteraciju, kurias reikia
atlikti, kad islikusiu tasku skaic¢ius, lyginant su pradiniais sumazétu 1/e kartu. T.y.
kad islikusiu tasku skaic¢ius sumazétu mazdaug 37 procentais lyginant su pradiniu tasku
skaiciumi. Parametras 7 vadinamas vidutiniu orbituy stabilumo parametru.  Nesunku
suprasti, kad tai dar vienas dinaminés sistemos chaotiskumo charakterizavimas. Kuo di-
naminé sistema chaotiskesné, tuo 7 mazesnis ir atvirksciai. Zinoma lyginti dvi dinamines
sistemas galime tik tuo atveju, jei startinés dinaminiu sistemu pozicijos yra vienodos.

Skaiciaus S(n) eksponentine prigimti patvirtina ir tas faktas, kad InS(n) mazéja
tiesiskai, kai n auga. Remiantis Siais rezultatais buvo nustatyta, kad 7 ~ 138. Taigi,
tam kad iSlikusiu iteraciju skaicius sudarytu % dali pradinio tasku skaiciaus reikia at-
likti apie 138 iteracijas. Kaip jau ir minéjome, fiksavus transformacija, bendrai paémus
”pabégimo” greitis priklauso ir nuo intervalu dydzio bei jo parinkimo.

Kitas idomus faktas, charakterizuojantis chaotines sistemas, tai intervalo ”tempimo”
problema. Nagrinédami Sia, kaip ir ankstesnes problemas ilistracijoms pasirinksime logis-
tine dinamine sistema

falc) = 4z(1 — z).

Fiksuokime koki nors uzdara intervala I C [0, 1]. Kiek reikia atlikti maziausiai iteraciju
tam, kad dinamine sistema f,(I) = [0, 1]?

Tai viena problemos formuluoté. Daznai uzdavinys formuluojamas tokiu budu: su-
skaidykime intervala [0, 1] nesikertanciais intervalais I, k = 1,...n, kuriu sajunga lygi
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intervalui [0, 1]. Raskime vidutini iteraciju skai¢iu, kuris reikalingas, kad f(I;) = [0,1], i =
1,...,n.

Zemiau pateikiame lentele kurioje nurodomas vienetinio intervalo skaidinio elementy
skaicius IV, bei vidutinis iteraciju skaicius k :

2 1 32 6.18 512 10.26 8192 14.29

4 251 | 64 7.23 1024 | 11.27 16384 | 15.26

8 4 128 | 8.25 2048 | 12.28 32768 | 16.28

16 | 5.12 | 256 | 9.26 4096 | 13.28 65536 | 17.28

Atkreipsime démesi i tai, kad Sis eksperimentas demonstruoja, kad jei padalinimu
skaic¢iu didiname dvigubai, tai kiekviename sekanciame zingsnyje, kai padalinimu skai¢ius
didelis, iteraciju skaiciu tereikia padidinti vienetu!

3.11 Ergodinés orbitos

Panagrinékime logistine dinamine sistema, kai a = 4. Si sistema yra chaotine. Jei
pasirinksime bet koki maza intervala I, tai iteruodami Sio intervalo kai kuriuos taskus
aplankysime ”beveik visus” intervalo [0,1] taskus. Kitaip tariant iteruojant kai kuriuos
taskus i§ I, gauname rezultata, kuris artimas rezultatui jei iteruosime visus intervalo
taskus. Taigi, egzistuoja skaiciu seka, {z,}, n € Ny, kurios orbitos, kai n — oo, yra
kiek norimai arti bet kurio kito, intervalo [0, 1], tasko. Kitaip tariant, bet kokiam z € [0, 1]
ir laisvai pasirinktam e > 0, egzistuoja ng € N tokie, kad |x,, — xx| < €. Orbitas, tenk-
inancias minétas savybes vadinsime ergodinémis orbitomis, o taskus, kurie turi tokias
orbitas- ergodiskumo taskais. Cia z; yra minétos sekos narys. Nesunku suprasti, kad
ne visi pasirinkto intervalo taskai yra ergodiskumo taskai. Pavyzdziui periodiniai arba
nejudami taskai tegali "aplankyti” tik baigtinio skai¢iaus taskus. Jei Sia problema imtume
spresti praktiskai, kiltu kai kuriu dviprasmybiu. Pavyzdziui, iteruodami logistinés sistemos
f1 periodiskuma taskus, po tam tikro iteraciju skaic¢iaus, dél apvalinimo paklaidu, iteruo-
jamo taSko orbitos pradeétu isklysti iS baigtinés orbitos ir periodinio tasko orbita taptu
ergodine.

Kaip jau minéjome, tasku ergodiskumo savybes patogu tirti naudojant PC. Zinoma,
rezultatas bus gautas su tam tikra paklaida. Pavyzdziui, pasirinkime koki nors taska xq ir
iteruoime 10° kartus. Realizuojant grafiskai pastebésime, kokius intervalo tagkus " aplanko”
Sio tasko orbita zq,x1, ..., T,,. Atlike tai suskaidykime intervala i NV lygiu daliu

E—1 k

Iy =|—,—), k=1,...,N.
k [NvN)7 ) )
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Nustatome, kiek orbitos tasku patenka i I — aji intervala. Tarkime §is skaicius yra lygus
ng. Mes tikimeés, kad §is skaic¢ius priklauso nuo orbitos parametro m. Kuo didesnis m, tuo
didesnis orbitos tasku skaiCius patenka i intervalus. Antra vertus naturalu tikétis, kad
tasku skaiciaus santykis pasirinktuose intervaluose turétu buti pastovus. Pastebésime, kad
orbitos tasku skaicius, itraukiant ir pradini taska yra lygus m + 1. Apibrézkime intervalo

mata tokiu budu:
ng

pue (L) = [0,1] = UL, I

Pastebésime, kad §is baigtinis matas yra tikimybinis (kodeél?).

Galime braizyti histograma, kurios horizantalioje tieséje atidétume intervalo [0, 1]
skaidini (intervalus Ij) o vertikalioje tieséje- dazni (mato reikSmes). Pateiktoje histogra-
moje yra pateikiamas orbitos elementy i$sidéstymas, kai m = 10® ir N = 600. Pastebésime,
kad dengiamos tamsios srities plotas yra lygus 1.

Atkreipsime démesi, kad mato puy skirstinys yra simetriskas tasko 0.5 atzvilgiu. Antra
vertus, iteruojant taskus tikimybeé, kad mes jo sekos nari sutiksime arciau nulio arba vieneto
yra zymiai didesné, negu centre. Pastebésime, kad jei iteruosime bet kuri kita intervalo
taska, histogramos vaizdas bus visiSskai analogiskas. Dar daugiau, jeigu ir padidinsime
padalinimu skai¢iu N bei orbitos eile m, grafiko vaizdas iS esmés nesikeis. Pastebésime,
kad nagrinéjamas grafikas yra artimas funkcijos

1

T/ z(l —x)

m+1’

v(z) =

grafikui.
Panagrinékime atsitiktini dydi X, kurio tankio funkcija yra
1
v(r) = ————.
my/x(l —x)

Pastebésime, kad ir atsitiktinio dydzio X funkcija f(X) = 4X (1 — X) taip pat turi ta pati
skirstini.

Panagrinekime tikimybe ivykio, kad atsitiktinis dydis priklausys nedideliam intervalui
Jy, kurio centras yra taske y = 42(1 — ), o intervalo ilgis yra Ay. Tada

P(Y € J) = v(y)Ay.

Tam, kad orbitos pasiektu intervala J jos turi buti pirmvaizdzio x arba 1 — x aplinkose
I, arba I, atitinkamai (pastebésime, kad nagrinéjamos parabolés reiksmé intervale [0, 1]
turi du pirmvaizdzius ). Siu intervalu dydziai priklauso nuo Ay dydzio ir nuo parabolés
nuolydzio taskuose x ir 1 —z. Kuo nuolydis didesnis, tuo orbitos yra artimesnés viena kitai.
Tiksliau kalbant, jei Iy = Axy ir I = Axo, tai

Ay~ |f'(z)|Azy, Ay~ |f'(1—z)|Azs. (z1)

Taigi, kitais zodZziais tariant, tikimybeé, kad taSkas pasirodys intervale .J, yra lygi
tikimybiu sumai, kad taskai bus pasirinkti i$ intervalu I; U I5. Tada

PYelJ)=P(XehuUl)~v(x)Az; +v(l — z)Ax,. (z2)

109



Naudodamiesi paskutiniaja lygybe, bei (z1) gauname, kad

v(z) v(l —x)

v(y) = + :
(@) 1A —=)|

Paskutinioji lygybé vadinama Frobenijau- Perono lygtimi.
Taikykime Sia lygti tuo atveju, kai

(z3)

Naudodamiesi tapatybe
1 —4z(1 —x) = (22 — 1)?
is (z3) kairiosios lygybés pusés gauname, kad

1
m/4z(1 — 2)(1 — 4z(1 — )

v(y) ==v(4z(l —x)) =

1
T on2e — 12l —a)
Pastebékime, kad v(1 —z) = v(z) ir f/(1 —x) = —f'(x). Taigi, |f'(1 —z)| = |f'(x)|.
Remdamiesi Siais sarysiais gauname, kad
v(z) N v(l—x) _ 2v(x)
|f@)] =) |f ()]

8

2
w2 — 1zl —2)

Gauname funkcionaline lygti kuria tenkina tankis v(x).Dar daugiau, galima parodyti, kad
toks tankis yra vienintelis. Taigi, deSinioji funkcionalinés lygties pusé gali biiti interpre-
tuojama kaip operatorius, kuris aibrézia nauja skirstinii ®(v) duotam tankiui v, tokiu
budu:

v(z)
W)y = Y, mran YEDI]
R

Pradéje nuo tikimybinio tankio 1y mes galime iteruoti Frobenijaus -Perono operatoriu ® :

Viy1 = (I)(l/k),k‘ = 1,2, cee
Taigi, gauname tikimybiniu matu seka, kuri konverguoja prie tikimybinio tankio

1

m/z(l—x)

Naudojant sia tankio funkcija mes galime jvertinti islikusiu orbitu parametra 7. Pana-
grinékime, bet koki rinkini pradiniu tasku ir ju orbitas. Atlike Siems taskams apie 36

v(r) =
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iteracijas jie iSsibarstys virs vienetinio intervalo mazdaug pagal arcsinuso désni. O kiek gi
tasku paklius i intervala J = [0.68,0.69]. Tai gali buti ivertinta naudojantis invariantinniu
arksinuso skirstiniu arti centro, padaugintu is intervalo ilgio:

v(0.685) _ ! ~ 0.0068525
100 1007+/0.685(1 — 0.685)

padaugintas i§ visu tasku skaiciaus. Arba

0.69 1 )
x
— = — ~ 0.0068527
/ my/r(l—xz) @

0.68

padaugintam is visu tasku skaiciaus. Jei pasirenkame kaip ir anksc¢iau 10000 taskuy, tai Sis
skaicius apytiksliai lygus 68.525, o tai gana neblogai aproksimuoja praktinius duomenis,
kuriais remiantis turéjome, kad patenkanciu tasku skaicius yra lygus 63. Tam, kad ivertinti
parametra 7, mums reikia i$ visu tasku pasalinti ”pabégusiu tasku” skaiciu, padauginus is
visu tasku skaic¢iaus ir & skirtuma prilyginti e=*, n = 1.

Taigi, iSsprende lygti:

1
(1 —0.0068525)" = —
e
gauname, kad 7 ~ 145.
Uzduotys
1. Nurodykite metoda, kaip butu galima suteikti adresus Sierpinskio trikampio ele-
mentams.
2. Raskite IAS {R;w;(z) = 0,w; = % + 3} periodinius taskus.

3. Kokias salygas turi tenkinti IAS atraktorius, kad jo neskaitus tasku poaibis turétu
nevienareikSmius adresus.

4. Taikydami grafin iteraciju metoda raskite tasku 0.5, 0.75, 1 orbitas, kai f(x) =
4z(1 — x).

5. Tarkime, kad f(x) = 2% + 0.35. Grafinés iteracijos budu raskite tasko 0.1 iteracija.
Jei egzistuoja, raskite Sios transformacijos atstumiancius ir pritraukianc¢ius taskus.

6. Raskite transformaciju

@ =547 wle) =242 @)=+
wi(x) ==+ -, wa(x) = -+ —, ws(x) = —+ =
1 4 4 y W2 4 4 ; W3 4 2 )
nejudamus taskus ir nustatykite ar jie pritraukiantys ar atstumiantys.

7. Tarkime, kad duota dinaminé sistema {[0,1]; $(1 — z).} Raskite Sios dinaminés
sistemos nejudamus taskus, bei nurodykite ju prigimti.

8. Tarkime, kad duota dinaminé sistema {[0,1];2x(1 — z).} Raskite Sios dinaminés
sistemos nejudamus taskus, bei nurodykite ju prigimti.
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9. Raskite pateiktu diskreciu dinaminiu sistemu nejudamus taskus bei nustatykite siu
tasku pobudi:

(c) f(z)=e""".
10. Raskite dinaminés sistemos

fe(x) = —cxlnx

bifurkacinius taskus, naudodami empyrinius metodus (parasykite programa).
11. Diskreti populiacijos reprodukcijos dinaminé sistema yra apibrézta tokiu budu:

f(z) = rat(1 - ),

¢ia x = x(t) yra populiacijos tankumas laiko momentu ¢, o 7, ¢ yra teigiamos konstantos.
Raskite §ios dinaminés sistemos nejudamus taskus ir juos charakterizuokite.
12. Rekurentiné seka

f(z) =rz*(1 — ) — cx,
yra rusies vaisingumo modelis. Konstanta c— rusSies characteristika. Panagrinékite sia

dinamine sistema, kai r yra didesné nei kritiné reikSme r..
13. Tarkime, kad

folz) = cz'l — ).
Irodykite, kad jei ¢ = 2 ir a yra lygties
x =0.5(1 —exp (a))
Saknis, tai seka xp = f¥(x) gali biiti pakeista seka

zr = 0.5(1 — exp (2%a)).

Tarkime, kad ¢ = 4 ir 0 < a < 1 yra lygties © = sin?(wa) Saknis. Tada logistinés
transformacijos seka galim buti pakeista tokia seka:

xy, = sin?(2¥ma).

Tarkime, kad a = 0.ayaza3 ... uzrasytas binarine forma. Parodykite, kad f; turi
nestabilia p periodo orbita, Vp € N, kuri yra tirsta intervale [0, 1].
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