
III. Dinaminės sistemos

3.1 Diskrečiosios dinaminės sistemos

Apibrėžimas Tarkime, kad (X, ρ) yra metrinė erdvė, o f : X−→X− transformacija.
Tada dinamine sistema vadinsime pora

‘
{X; f}. Seka

‘
{fn(x), n ∈ N} vadinsime taško

x ∈ X orbita.

Taška
‘
z ∈ X vadinsime transformacijos nejudamu tašku, jei f(z) = z.

Sakykime, kad (X, f)− dinaminė sistema. Sakysime, kad erdvės taškas x yra periodi-
nis, transformacijos f atžvilgiu, jeigu egzistuoja natūralusis skaičius n toks, kad fn(x) = x.
Mažiausia

‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
n, kuriam teisinga lygybė fn(x) = x, vadinsime taško peri-

odu. Periodinio taško orbita
‘

vadinsime transformacijos f ciklu tame taške. Minimalus
ciklo periodas yra skirtingu

‘
tašku

‘
skaičius, kuris priklauso šiam periodui. Ciklo elementu

‘
skaičiu

‘
vadinsime šio ciklo eile. Beje, jei x yra periodinis taškas, kurio periodas n, tai šio

taško ciklo taškai sudaro tokia
‘
aibe

‘
:

{x, f(x), f2(x), . . . , fn−1(x)}.

Taško a orbita
‘

vadinsime periodine, jeigu egzistuoja teigiamas skaičius p toks, kad
fn+p(a) = fn(a), ∀n ∈ N . Pati

‘
mažiausia

‘
teigiama

‘
skaičiu

‘
p ∈ N , tenkinanti

‘
ši
‘
saryši

‘
,

vadiname taško periodu. Tuo tarpu, jei seka {fn(x)} tampa periodine, tik tada, kai n > n0,
tai sakysime, kad seka beveik periodinė. 1 pav. yra pateikiama beveik periodinio taško
orbitos grafinė realizacija.

1 pav.
Nurodysime algoritma

‘
, kuriuo naudodamiesi galėsime grafiškai vaizduoti tašku

‘
or-

bitas. Tarkime, kad duota dinaminė sistema {R; f(x)}. Ieškosime taško x0 ∈ R orbitos,
{xn = fn(x0), n = 1, . . .}. Paprastumo dėlei tarkime, kad f : [0, 1]−→[0, 1]. Nubrėžkime
kvadrata

‘
{(x, y); 0 ≤ x, y ≤ 1}, funkcijos y = f(x) grafika

‘
, bei tiese

‘
y = x. Fiksave

‘
plokštumos taška

‘
(x0, x0), sujunkime ji

‘
atkarpa su tašku (x0, x1 = f(x0)). Toliau elgsimės

analogǐskai. Sujungsime pastara
‘
ji
‘
taška

‘
su tašku (x1, x1), o paskutini

‘
ji
‘
su tašku (x1, x2 =

f(x1)) ir taip toliau. Atlike
‘
šia

‘
konstrukcija

‘
, gauname tiesės tašku

‘
seka

‘
{(xn, yn)}, kuri
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konverguoja i
‘

nejudama
‘

transformacijos taška
‘
. 2 pav. pateikiamas grafinės iteracijos

pavyzdys.

2 pav.
Chaotinė dinamika paprastai atsiranda netiesinėse dinaminėse sistemose, t.y. di-

naminėse sistemose, kurios apibrėžiamos ne tiesine transformacija.
Tarkime, kad Gf yra transformacijos f grafikas. Jeigu taškas xf yra nejudamas,

dinaminės sistemos (X, f) taškas, tai (xf , xf ) ∈ Gf .
Tarkime, kad xf yra dinaminės sistemos (X, f) nejudamas taškas.
Apibrėžimas Taška

‘
xf vadinsime pritraukiančiu dinaminės sistemos tašku, jeigu

egzistuoja ε > 0 toks, kad transformacija f rutuli
‘
B(xf , ε) atvaizduoja i

‘
ji
‘
pati

‘
ir f yra

suspaudžiantis atvaizdis šiame rutulyje

B(xf , ε) = {y ∈ X; ρ(xf , y) ≤ ε}.

Kitaip tariant, nejudamas taškas yra pritraukiantis, jei egzistuoja šio taško aplinka, kurios
tašku

‘
iteracinės sekos konverguoja prie šio nejudamo taško.

Apibrėžimas Nejudama
‘

taška
‘
xf vadinsime atstumiančiu, dinaminės sistemos

tašku, jeigu egzistuoja ε > 0 ir c > 1 tokie, kad

ρ(f(xf ), f(y)) ≥ cρ(xf , x), y ∈ B(xf , ε).

Kitaip tariant, taškas yra atstumiantis, jei galima nurodyti pakankamai maža
‘

aplinka
‘
,

kurioje visos tašku
‘
orbitos tolsta nuo šio taško.

Kaip būtu
‘
galima geometrǐskai atskirti ar nejudamas taškas yra atstumiantis ar pri-

traukiantis? Pasirodo, kad jei taške xf , transformacijos grafiko liestinės krypties koeficiento
absoliuti reikšmė yra didesnė už 1, tai šis nejudamas taškas yra atstumiantis, o jei absoliuti
reikšmė mažesnė už vieneta

‘
, tai pritraukiantis. 3 pav. yra pavaizduoti keli dinaminės sis-

temos grafinės iteracijos nariai, kai iteruojami taškai ”netoli” pritraukiančiojo (viršutinėje
3 pav. dalyje) ir atstumiančiojo tašku

‘
(apatinėje 3 pav. dalyje).
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3 pav.

Taigi, taškas xf yra pritraukiantis nejudamas taškas, jei |f ′(xf )| < 1 ir taškas xf yra
atstumiantis, jei |f ′(xf )| > 1. Beje, atstumiantys nejudami taškai dažnai dar vadinami
nestabiliais fiksuotais taškais. Nejudamas taškas vadinamas neutraliu, jei |f ′(xf )| = 1.

Transformacijos y = f(x) pritraukianti
‘
nejudama

‘
taška

‘
xf vadinsime superpritrau-

kiančiu arba superstabiliu, jeigu f ′(xf ) = 0.
Pritraukiantieji ir atstumiantieji dinaminės sistemos taškai (realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje) yra

skirstomi i
‘
klases priklausomai nuo to, ar grafinė iteracija yra ”laiptuota” ar ”spiralinė”.

Pastarosios galimybės taip pat vaizduojamos 3 pav.. Pasirodo, kad iteracija yra ”laip-
tuota”, jeigu krypties koeficientas yra teigiamas f ′(xf ) > 0, ir ”spiralinė,” jeigu neigiamas
(f ′(xf ) < 0).

Tarkime, kad taškas xf yra n− os eilės periodinis transformacijos taškas. Tada šis
taškas yra transformacijos fn nejudamas taškas. Sakysime, kad n− os eilės periodo ciklas
yra pritraukiantis transformacijos f ciklas, jeigu cikle yra transformacijos f n− os eilės
pritraukiančiu

‘
, periodiniu

‘
tašku

‘
. n− os eilės periodinis taškas yra atstumiantysis, jeigu

jis yra nejudamas, atstumiantysis, transformacijos fn taškas. Kitaip tariant, ciklas yra
pritraukiantis (atstumiantis), jeigu egzistuoja bent vienas taškas

z ∈ {xf , f(xf ), f2(xf ) . . . fn−1(xf )}

toks, kad fn(z) = z ir |(fn)′(z)| < 1, (|(fn)′(z)| > 1).
Ir analogǐskai, ciklas yra superpritraukiantis (atstumiantis), jei egzistuoja

z ∈ {xf , f(xf ), f2(xf ) . . . fn−1(xf )}

toks, kad f ′(z) = (fn)′(z) = 0.
Dinaminė sistema {[0, 1]; 2x(1 − x)} turi pritraukianti

‘
nejudama

‘
taška

‘
xf = 0.5.

Nesunku matyti, kad 0 taip pat nejudamas transformacijos taškas. Panagrinėkime nulio
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aplinka
‘
. Iš pradžiu

‘
pastebėkime, kad jeigu x → 0 tai dydis 1 − x → 1. Taigi, kai x → 0,

tai f(x) ∼ 2x. Kadangi visiems x > 0 turime

ρ
(
2x, 0

)
= 2ρ

(
x, 0

)
> ρ

(
x, 0

)
tai nulis yra atstumiantis nejudamas taškas. Pavyzdžiui, paimkime ε = 0.1. Tada

ρ
(
0, f(x)

)
= 1.8ρ

(
0, x

)
,

bet kokiam x ∈ Bε(0).
Panagrinėkime transformacija

‘
f : R → R, f(x) = x2 − 1. Ši transformacija turi du

nejudamus taškus: x = (1 ±
√

5/2). Abu šie taškai yra atstumiantys (kodėl?). Atkreip-
sime skaitytojo dėmesi

‘
i
‘
dar viena

‘
faktoriu

‘
, kuris svarbus nagrinėjant dinamines sistemas-

kiekvienas transformacijos f2(x) nejudamas taškas tuo pačiu yra funkcijos y = f(x)
antrojo periodǐskumo nejudamas taškas. Nagrinėjamos funkcijos antroji iteracija yra lygi
f(x) = x4 − 2x2. Šios funkcijos nejudami taškai yra keturi- du funkcijos f(x) jau minėti
nejudami taškai ir taškai 0,−1,− pastarieji yra funkcijos f(x) antrojo periodǐskumo taškai.

Nagrinėtoji antrojo laipsnio transformacija yra transformacijos fc(x) = x2 + c atski-
ras atvejis, čia x ir c gali būti ir kompleksiniai skaičiai. Pastaroji transformacija na-
grinėjama labai plačiai, kadangi šios transformacijos elgsena panaši i

‘
vienos klasės (šia

‘
klase

‘
apibrėšime žemiau), transformaciju

‘
elgesi

‘
.

Panagrinėkime šia
‘

transformacija
‘

plačiau, laikydami, kad f : R → R. Ieškodami
transformacijos nejudamu

‘
tašku

‘
sprendžiame lygti

‘
: x2 + c = x. Gauname, kad nejudami

taškai priklauso nuo transformacijos parametro c :

ξ =
1 +

√
1− 4c
2

, η =
1−

√
1− 4c
2

.

Taigi, šie nejudami taškai bus realūs skaičiai, jei 1 − 4c ≥ 0. Nesunku matyti, kad jei
c ≤ 0.25, tai −ξ < η < ξ. Be to f(−ξ) = ξ. Pastebėsime, kad tuo tarpu, kai |x| > ξ, tai šiu

‘
tašku

‘
orbitos yra neaprėžtos. Tad natūralu, kad ateityje laikysime, jog c ≤ 0.25 ir |x| ≤ ξ.

Esant šioms salygoms gauname, kad f(x) ≤ ξ ir jeigu −2 ≤ c, tai −ξ ≤ f(x).
Tarkime, kad I koks nors uždaras intervalas I ⊂ [−ξ, ξ]. Tuo atveju, kai x0 ∈ I, tai

f(x0) ∈ I ir visa šio taško orbita priklauso aibei I. Jeigu c < −2 ir x0 ∈ I, tai galimi du
atvejai: arba šio taško orbita pasilieka intervale I arba yra neaprėžta.

Pasirodo, kad tuo atveju, kai −3/4 < c < 1/4, nejudamas taškas x0 yra pritraukiantis,
kadangi

|f ′c(x0)| < 1

ir visos tašku
‘
, kurie priklauso aibei I, orbitos konverguoja prie x0. Tuo tarpu, jei c mažėja

ir tampa mažesnė už −3/4, tai atitinkamai dydis |f(x0)| didėja ir tampa didesnis už 1,
taigi, šis taškas yra atstumiantis. Tuo tarpu funkcija f2(x) generuoja pora

‘
papildomu

‘
pritraukiančiu

‘
nejudamu

‘
tašku

‘
, kurie yra pradinės funkcijos antrojo periodǐskumo taškai.

Taigi, jei parametras c pereina reikšme
‘
−3/4, tai sakysime, kad transformacija patiria pe-

riodo padvigubėjima
‘
(bifurkacija

‘
). Kita bifurkacija pasirodo, kai c = −5/4. Kai c reikšmės
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tampa mažesnės negu minėtasis skaičius, tai orbitos turinčios ketvirtojo periodǐskumo cik-
lus yra pritraukiančios. Mažėjant c reikšmei paeiliui ima rastis 8−ojo, 16−ojo ir t.t 2n−
ojo periodas pritraukiantys ciklai. Dvigubinant perioda

‘
mes pereiname i

‘
chaotine

‘
būsena

‘
,

t.y. iteruojant vena
‘
taška

‘
, jo orbita ”aplanko” visus aibės I taškus.

Tada, kai c = −2, tai transformacijos nejudamas taškas yra 2. Be to, bet kokio taško
x ∈ I ∈ [−2, 2] orbitai priklauso intervalas I, o grafiko taškai užpildo visa

‘
kvadrata

‘
I × I.

Kitaip tariant, neegzistuoja mažesnio kvadrato, kurio kraštinės būtu
‘
lygiagrečios koordi-

natinėms ašims ir kurio poaibis būtu
‘
iteruojamo taško orbita. Pastebėkime, kad iteracinės

sekos nario fn(x) = y grafikas lygiai 2n kartu
‘
kerta tiese

‘
y = x kvadrate I × I. Kiekvienas

susikirtimo taškas nurodo funkcijos y = fn(x) nejudama
‘

taška
‘
, o tuo pačiu ir pradinės

funkcijos periodini
‘
, n− ojo periodǐskumo taška

‘
. Taigi, galime daryti ǐsvada

‘
, kad jei c = −2

tai egzistuoja funkcijos f orbitos, kuriu
‘
periodǐskumas yra 2, 3, 4, . . . .

Panagrinėkime, orbitu
‘
diagramas, kurias galime modeliuoti naudodami kompiuterine

‘
grafika

‘
. Šias diagramas sudarome tokiu būdu: Oy ašyje atidedame parametro c reikšme

‘
, o

horizantalioje tiesėje y = c žymime transformacijos x2+c taškus, pritraukiančius periodines
orbitas. Apsiribokime intervalu (−2, 0.25). Pasirenkame taška

‘
x0 = 0, kuri

‘
iteruosime.

Nagrinėsime transformacija
‘
, apibrėžta

‘
(2) formule. Pažymėkime:

r(c) = max{|c|, 2}, Dc = {z; lim
n→∞

|f(z)| = ∞}

Teisinga tokia
1 Teorema Kompleksinės plokštumos taškai, turintys savybe

‘
:

|z| ≥ r(c)

priklauso aibei Dc.

	 Remdamiesi teoremos prielaidomis, gauname, kad |z>|c| ir |z| > 2. Vadinasi, egzis-
tuoja ε > 0 toks, kad |z| = 2 + ε. Tada

|z2| ≤ |z2 + c|+ |c|.

Be to,

|z2 + c| ≥ |z2| − |c| ≥ (1 + ε)|z|.

Naudodamiesi šiomis nelygybėmis gauname, kad

|z1| ≥ (1 + ε)|z0|.

Taigi, bet kokiam k ∈ N turime, kad

|zk| ≥ (1 + ε)k|z0|.

Iš paskutiniosios nelygybės ǐsplaukia, kad taško orbita yra aprėžta.

⊕
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Naudodamiesi paskutinia
‘
ja teorema galime tvirtinti, kad norint nustatyti konvergav-

imo aibe
‘
, mums pakanka pradinius iteracinės sekos elementus rinkti ǐs aibės

Qc = {z0; |z0| ≤ r(c)}.

Prate
‘
skime algoritmo analize

‘
. Skaičiuojame funkcijos f(x) = x2 + c orbita

‘
taške

x = 0. Praktǐskai pakanka suskaičiuoti 200 orbitos taškus. Paprastai pirmieji 50 at-
metami. Like

‘
150 tašku

‘
sudaro orbitos aproksimacija

‘
. Kiekvienam n = 51, 52, . . . 200,

diagramoje atidedame taška
‘
(xn, c). Pakankamai reprezentatyvi diagrama bus gauta, jei

parametro kitimo srityje ši
‘
parametra

‘
keisime žingsniu 0, 00625. Žinoma, norint pasiekti

geresni
‘
tiksluma

‘
, reiktu

‘
skaičiuoti ilgesnes orbitas, o parametra

‘
c keisti mažesniu žingsniu.

Žemiau pateiktuose 4 pav. ir 5 pav. yra iliustruojama dinaminės sistemos, skirtingoms
parametro c reikšmėms, tašku

‘
orbitu

‘
grafinės realizacijos.

4 pav.

5 pav.

3.2 Freigenbaumo universalumo pricipas

Neprognozuojamumo principas mus lygi kiekviename žingsnyje. Procesai, kurie pra-
sideda ”tvarkingai”, bėgant laikui dažnai tampa neprognozuojamais, chaotǐskais. Freigen-
baumas nagrinėjo dinamine

‘
sistema

‘
y = cx(1 − x) ir stebėjo sistemos tašku

‘
elgesi

‘
in-

tervaluose tarp gretimu
‘

bifurkacijos tašku
‘
. Pastebėsime, kad šios dinaminės sistemos

orbitu
‘

diagrama labai panaši i
‘

jau nagrinėtos sistemos y = x2 + c diagrama
‘
. Pagrin-

dinis Freigenbaumo studijos pasiekimas yra tai, kad jis nustatė sistemos universalumo
principa

‘
. Jis aprašė mechanizma

‘
, kaip gaunamas chaosas dvigubinant perioda

‘
tam tikros
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klasės funkciju
‘

pagrindu, sudarytoms dinaminėms sistemoms. Šios klasės funkcijos turi
savybe

‘
: jos apibrėžtos intervale (0, 1) ir i

‘
gyja maksimalia

‘
reikšme

‘
taške xM ∈ (0, 1) su

sa
‘
lyga, kad f ′(xM ) = 0 ir be to šios funkcijos yra monotonǐskos intervaluose (0, xM ) ir

(xM , 1), o Švarcianas (Švarco ǐsvestinė)

Sf(x) =
f ′′′(x)
f ′′(x)

− 3
2

(f ′′(x)
f ′(x)

)
< 0, ∀x ∈ [0, 1].

Gri
‘
žkime prie jau nagrinėtos funkcijos f(x) = x2 + c. Pažymėkime šios funkcijos

bifurkacijos taškus raidėmis ci, i = 1, . . . . Kitaip tariant iteruojant šia
‘
funkcija

‘
, nurody-

tuose taškuose keičiasi 2n periodo pritraukianti orbita i
‘
2n+1 periodo pritraukiančia

‘
orbita

‘
.

Lentelėje pateikiame parametru
‘
seka

‘
cn ir šia

‘
seka

‘
atitinkančiu

‘
dvieju

‘
gretimu

‘
intervalu

‘
santyki

‘
:

n cn (cn − cn−1)/(cn+1 − cn)

0 −0.75 4.2337382

1 −1.25 4.5515069

2 −1.36809893 4.6458074

3 −1.39404615 4.6458074

4 −1.39963123 4.6639381

5 −1.40082874 4.6681036

6 −1.40108527 4.6689669

7 −1.4011402146 4.6691474

.

Jau aukščiau esame pastebėje
‘
, kad tuo atveju, kai c < 0.25, tai ši transformacija

neturi realiu
‘
nejudamu

‘
tašku

‘
. Tada, kai c ∈ (0.25,−0.75), tai egzistuoja pritraukianti 1−

ojo periodo orbita. Jei c ∈ (−0.75,−1.25), tai egzistuoja 2− ojo periodo pritraukianti
orbita, kuri tampa 4− ojo periodǐskumo pritraukiančiu nejudamu tašku, kai c reikšmė
tampa lygi skaičiui −5/4. Taigi, remdamiesi šiais samprotavimais gauname, kad c0 = −3/
4 ir c1 = −5/4. Didėjant n bifurkacijos taškus nustatyti tampa vis sudėtingiau, todėl
tam yra pasitelkiami kompiuteriai. Lentelėje pateikti skaičiai yra gauti pasitelkus dirbtini

‘
intelekta

‘
. Beje, stebėdami paskutiniosios lentelės duomenis galime daryti prielaida

‘
, kad

seka cn konverguoja. I
‘
rodyta, kad ši seka turi riba

‘
, kuri lygi:

c∞ = lim
n→∞

cn = −1.401155 . . . .
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Konstanta c∞ vadinama Freigenbaumo tašku arba dinaminės sistemos chaoso tašku.
Freigenbaumo taškas priklauso ir nuo ši

‘
taška

‘
generuojančios dinaminės sistemos. Intervale

(0.25, c∞) iteruojama dinaminė sistema, keičiant konstanta
‘
c, generuoja pritraukiančius

taškus, kurie turi dvigubai didesni
‘
periodǐskuma

‘
negu prieš tai buve

‘
taškai. Tuo tarpu,

kai c > c∞, tai gauname visai kitokio pobūdžio tašku
‘
sriti

‘
, kuri vadinama chaoso sritimi.

Diagramoje matyti šviesi sritis, kuri reprezentuoja tašku
‘
, turinčiu

‘
trečia

‘
ji
‘
periodǐskuma

‘
orbitas, kai c = −1.7548777. Žemiau pateiktoje diagramoje yra pateikiamos periodiniu

‘
tašku

‘
orbitos, kai parametro reikšmės kinta nuo 0 iki −2.

6 pav.

Pastebėsime, kad dydžius cn galime rasti naudodami Niutono metoda
‘
lygčiai:

f2n−1

c (x0) = x0, kai fc(x) = x2 + c, o

x0 yra funkcijos fc(x) kritinis taškas.
Pasirodo, kad seka

dn =
(cn − cn−1)
(cn+1 − cn)

turi riba
‘
d = 4.669162 . . . , kuri yra universali tam tikrai dinaminiu

‘
sistemu

‘
klasei. Šis

skaičius yra vadinamas Freigenbaumo konstanta. Konstanta d yra vadinama chaoso
konstanta, kadangi jos pagalba galima suskaičiuoti ir chaoso skaičiu

‘
, kuris kaip jau ir

minėjome yra priklausomas nuo dinamine
‘
sistema

‘
apibrėžiančios transformacijos.

Pažymėkime

λn = cn − cn−1, n = 1, 2, . . . .

Taigi, ǐs d apibrėžimo ǐsplaukia, kad

d =
λn

λn+1
+ o(1), n→∞.

Tada,
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λn =
λ1

dn−1
+ o(1), n→∞.

Iš pastaru
‘
ju

‘
ribiniu

‘
sa

‘
ryšiu

‘
ǐsplaukia, kad

cn = cn−1 +
λ1

dn−1
+ o(1) = cn−2 + (

1
dn−2

+
1

dn−1
)λ1 + o(1) = . . . ,

= c0 + (
1
d

+ . . .+
1

dn−1
)λ1 + o(1), n→∞.

Gauname, kad

lim
n→∞

cn = c0 +
dλ1

d− 1
.

Taigi gauname, kad intervalo (c0, c∞) ilgis apytiksliai lygus

dλ1

d− 1
.

Norint teorǐskai nustatyti bifurkacinius taškus, konkrečiai dinaminei sistemai, tenka
gana kruopščiai analizuoti Frengenbaumo konstanta

‘
, apibrėžta

‘
dvieju

‘
seku

‘
santykiu. Kiek

vėliau buvo pasiūlytas kitas, paprastesnis šiu
‘
tašku

‘
nustatymo metodas.

Pasirodo, kad tarp bet kokiu
‘
dvieju

‘
gretimu

‘
bifurkacijos tašku

‘
cn ir cn+1 egzistuoja

taškas c∗n, kuriuo apibrėžta dinaminė sistema turi 2n periodo pritraukiančia
‘
orbita

‘
. Šiai

parametro reikšmei transformacija fc∗(x) kritiniame taške x0 tenkina sa
‘
lyga

‘
: fn

c∗(x0) = x0.
Turime, kad Freigenbaumo konstanta tenkina sa

‘
ryši

‘
:

d = lim
n→∞

cn − cn−1

cn+1 − cn
.

Tada,

d = lim
n→∞

c∗n − c∗n−1

c∗n+1 − c∗n
. (1)

Pastebėsime, kad cn galima rasti naudojant artutinius metodus, pavyzdžiui Niutono me-
toda

‘
. Priminsime, kad Niutono metodo esme

‘
- sudaryti iteracine

‘
formule

‘
lygties φ(x) = 0

šaknims rasti, kai pasirenkamas pirmas iteracinės sekos narys r0, o kiti sekos, aproksimuo-
jančios šakni

‘
nariai randami tokiu būdu:

rn = rn−1 −
φ(rn−1)
φ′(rn−1)

.

Aǐsku, kad jei r0 yra artimas lygties šakniai, tai seka rn konverguoja prie šaknies r.
Detaliau panagrinėkime Niutono metodo taikyma

‘
apytikslei bifurkaciniu

‘
tašku

‘
paieš-

kai.
Taigi, taikome Niutono metoda

‘
funkcijai
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φ(c) = f2n−1

c (x0)− x0, fc(x) = x2 + c,

čia x0 yra funkcijos fc kritinis taškas. Aǐsku, kad šiuo atveju taškas x0 yra transformacijos
fc− 2n−1−ojo periodǐskumo taškas. Funkcijos φ(c) reikšmė yra apskaičiuojama nagrinė-
jant seka

‘
xk = fc(xk−1). Beje, ǐsvestinė φ′(c) taip pat skaičiuojama iteruojant.

Tada ck+1 = N(ck), N(c) = c− φ(c)
φ′(c) , ǐsvestinė skaičiuojama c atžvilgiu.

Taigi, šiuo atveju rekursyviai apibrėžiame funkcija
‘
xk(c) :

x0(c) = x0, x1(c) = x2
0 + c, . . . , xk+1(c) = fc(xk),

be to
x′k(c) = f ′c(xk−1) = 2xk−1x

′
k−1(c) + 1,

čia ǐsvestinė skaičiuojama kintamojo c atžvilgiu. Taigi, tegu N = 2n−1. Tada

φ(c) = xN − x0, φ′(c) = x′N (c).

Be to kiekviename iteraciniame žingsnyje φ ir φ′ skaičiuojame remdamiesi tokia iteracine
schema:

xk+1 = x2
k + c, x0(c) = x0;

x′k+1 = 2xkx
′
k(c) + 1, x0(c) = 0, k = 0, . . . N − 1.

Naudodami Niutono metoda
‘
sekančiai c reikšmei mes iteratyviai skaičiuojame φ ir φ′.

Tarkime, kad tokiu būdu apskaičiavome c∗1, . . . c
∗
n . . . .

Apibrėžkime dydi
‘

d∗n = c∗n−1 −
c∗n−2

c∗n − c∗n−1

, n ≥ 3.

Tuo atveju, kai c∗1, c
∗
2 yra žinomos, tai tada

c∗n ≈ c∗n−1 +
c∗n−1 − c∗n−2

dn
.

Tinkama
‘

pradine
‘

sekos c∗n iteracine
‘

reikšme
‘
x0 gausime paskutiniame sa

‘
ryšyje, dN

pakeite
‘
dydžiu d∗n, tada

d∗n =
c∗n−1 − c∗n−2

c∗n − c∗n−1

, n = 2, 3, . . . .

Šiuo atveju kyla pradiniu
‘

reikšmiu
‘

problema, t.y. kai n = 1, 2, kuri ǐssprendžiama
parinkus d∗1 = d∗2 = 4.

Pastebėsime, kad c∞ = −1.401155 . . . .
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Reikia atsakyti dar i
‘
viena

‘
klausima

‘
: kada reikia nutraukti iteracini

‘
procesa

‘
? Papras-

tai skaičiuojame tol, kol
xn − xn−1

xn
< ε,

t.y. kol santykinė paklaida tampa mažesnė už kompiuterio nuli
‘
. (Kompiuterio nulis yra

toks mažiausias teigiamas skaičius ε, kad 1 + ε > 1.)

Detaliau panagrinėkime logistine
‘
transformacija

‘

fc(x) = cx(1− x).

Visu
‘
pirma pastebėsime, kad jei x /∈ [0, 1], tai

lim
n→∞

fn
c (x) = ∞.

Kaip ir aukščiau nagrinėtu atveju, norint rasti transformacijos nejudamus taškus
spre

‘
ndžiame lygti

‘
: x = fc(x). Išsprende

‘
randame du nejudamus taškus: x∗ = 0 ir x0 = c−1

c .
Pastebėsime, kad

f ′c(x) = c(1− 2x).

Vadinasi, taškas x∗ yra asimptotǐskai stabilus, t.y. f ′ artėja prie nulio, kai c → −∞ ir
nestabilus, kai c /∈ [0, 1]. Tuo atveju, kai c ∈ (1, 3), tai x∗ yra nestabilus, o taškas x0

yra asimptotǐskai stabilus. Tada, kai c = 3, tai f ′c(
2
3 ) = −1. Dar daugiau, f2

c ( 2
3 ) = 2

3, ir
(fc)′c(

2
3 ) = 1. Be to

∂f2
c

∂c
(
2
3
) = 0,

∂2f2
c

∂x2
(
2
3
) = 0,

∂2f2
c

∂c∂x
(
2
3
) = 2,

∂3f2
c

∂x3
(
2
3
) = −108.

Taigi, parametro c ≥ 3 reikšmei, taškas x2 = r−1
r tampa nestabiliu.

Spre
‘
sdami lygti

‘
f2

c (x) = x

be jau žinomu
‘

transformacijos nejudamu
‘

tašku
‘
x∗, x0 randame dar du nejudamus

taškus, kurie yra pradinės transformacijos antrojo periodǐskumo taškai. T.y.

x1,2 =
1
2c

(c+ 1±
√
c2 − 2c− 3), c ≥ 3.

Ciklo stabilumo sriti
‘
, tarp šiu

‘
tašku

‘
, randame spre

‘
sdami nelygybe

‘

|∂fc

∂x
(x1) ·

∂fc

∂x
(x2)| < 1.

Iš paskutiniosios nelygybės ǐsplaukia 2-os eilės ciklo asimptotinio stabilumo sritis: 3 < c <
1+

√
6. Jei c > 1+

√
6, tai sistema yra neaprėžta. Pastebėsime, kad transformacija f2 turi

tris ekstremumus x∗, x1, x2, šiuose taškuose antroji iteracija lygi nuliui. Žemiau pateiktame
pav. viršuje pateikiama pirmoji iteracija ir jos nejudamas taškas x∗, o apatiniame grafike
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pateikiamas f2 grafikas, bei nejudami taškai x∗, x1, x2. Beje, taškai x1 ir x2 yra stabilūs
antros iteracijos taškai, o x∗− nestabilus taškas.

5 pav.

Aǐsku, kad jei taškas x∗ yra transformacijos nejudamas taškas, tai jis yra ir neju-
damas taškas bet kokios eilės iteracinės sekos nariui. Ir analogǐskai, jei taškas kokiai nors
parametro reikšmei tampa nestabilus, tai jis yra nestabilus ir visoms aukštesnės eilės it-
eracijoms, kai parametro reikšmė fiksuota. Tai ǐsplaukia ǐs to, kad nestabilaus taško atveju
|f ′(x∗)| > 1.

Pastebėsime, kad jei r < 3, tai x∗ buvo stabilus transformacijos taškas, tuo tarpu
kai r > 3, tai šis taškas tampa transformacijos f2

r (ir aukštesnės eilės iteraciniams nari-
ams) nestabiliu tašku. Tuo tarpu transformacijos f2

r stabilūs nejudami taškai yra antrojo
periodǐskumo taškai, kurie kartais dar vadinami transformacijos f2

r atraktoriaus taškais.
Suprantama, kad f(x1) = x2, f(x2) = x1. Jeigu toliau didinsime parametra

‘
r, tai rasime

reikšme
‘
r2 tokia

‘
, kad jei r > r2, tai tai transformacijos f2

r nejudami taškai x1 ir x2 taps
nestabiliais taškais kartu, kadangi

(f2
r )′(x1) = (f2

r )′(x2).

Ir t.t.
Tarkime, kad {ck, k ∈ N} yra bifurkaciniu

‘
tašku

‘
seka. Ši seka yra tokia, kad 2k tašku

‘
ciklas {xk,1, . . . , xk,2k} yra stabilus, jei parametras c ∈ (ck, ck+1). Taigi

f2k

c (xk,i) = xk,i.

Dar daugiau, visiems i = 1, 2, . . . , 2k

∂f2k

ck

∂x
(xk,i) = 1,

∂f2k

ck+1

∂x
(xk,i) = −1.
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Beje, xk,i = xk,i(c).
Tuo atveju, kai rn−1 < r < rn, tai egzistuoja transformacijos fr, 2n−1 stabilus ciklas

x∗0, x
∗
1, . . . , x

∗
2n−1−1, kuris charakterizuojamas tokiu būdu:

fr(x∗i) = x∗i+1, f2n−1

r (x∗i) = x∗i,

(f2n−1

r )′(x∗0) =
∏

i

|(fr(x∗i))′| < 1.

Tada, kai r = rn, tai atvaizdis

f2n

r = f2n−1

r ◦ f2n−1

r

”bifurkuoja”, t.y. kai r > rn atsiranda naujas dvigubai didesnis ciklas, kuris yra stabilus,
o tuo tarpu buvusio ciklo taškai tampa nestabiliais, ir taip toliau.

Cikla
‘
vadinsime superstabiliu, jei šio ciklo ǐsvestinės reikšmė pradiniame ciklo taške

lygi nuliui. Kitaip tariant

(f2n

Rn
)′(x∗0) =

∏
i

f ′Rn
(x∗i) = 0.

Taigi, 2n eilės supercikla
‘
charakterizuosime parametru Rn. Gri

‘
žkime prie logistinės trans-

formacijos. Nesunku pastebėti‘x∗0 = 0.5 yra vienintelis taškas kuriame ǐsvestinė lygi nuliui.
Kitaip tariant Rn yra transformacijos parametro reikšmė, kuriam priklauso transformaci-
jos lokalinio ekstremumo taškas (20 pav.). Simboliu dn pažymėkime atstuma

‘
tarp ciklo

tašku
‘
, x∗0 ir x1 = f2n−1

Rn
t.y

dn = (f2n−1

Rn
)(x∗0)− x∗0.

Nagrinėjamu atveju turime, kad x∗0 = 0.5. Atlike
‘

koordinačiu
‘

keitima
‘

taip, kad koor-
dinačiu

‘
pradžios taškas sutaptu

‘
su x∗0 gauname, kad

dn = f2n−1

Rn
(0).

Beje, nagrinėjant transformacija
‘
fc(x) = x2 + c to daryti nereikėtu

‘
, kadangi šiuo atveju

ekstremumo taškas yra koordinačiu
‘
pradžios taške.

Pastebėje
‘
, kad

dn

dn+1
= −α+ o(1),

kai n→∞ gauname, kad
lim

n→∞
(−α)ndn+1 = d1

arba

lim
n→∞

(−α)nf2n

Rn+1
(0) = d1.

Natūraliai kyla klausimas- ar galima apibendrinti paskutinia
‘
ja

‘
lygybe

‘
- t.y. gal galima

rasti funkcija
‘
g1(x) tenkinančia

‘
sa

‘
ryši

‘
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lim
n→∞

(−α)nf2n

Rn+1
(

x

(−α)n
) = g1(x),

kuri būtu
‘
universali visoms, tam tikros klasės, funkcijoms?

Apibrėžkime funkciju
‘
šeima

‘
tokiu

‘
būdu:

lim
n→∞

(−α)nf2n

Rn+i
(

x

(−α)n
) =: gi(x), i = 0, 1, 2, . . . .

Visos šios funkcijos susietos ”dvigubinimo” operatoriumi T tokiu būdu:

gi−1(x) = (−α)gi

(
gi(

x

(−α)
)
)
≡ Tgi(x), i = 0, 1, 2, . . . .

Tai ǐsplaukia ǐs tokiu
‘
sa

‘
ryšiu

‘
:

gi−1(x) = lim
n→∞

(−α)nf2n

Rn+i−1
(

x

(−α)n
) =

lim
n→∞

(−α)(−α)n−1f2n−1+1

Rn−1+i
(

x

(−α)(−α)n−1)
=:

lim
n→∞

(−α)(−α)mf2m

Rm+i

( 1
(−α)m

(−α)mf2m

Rm+i

x

(−α)(−α)m

)
−αgi

(
gi(−

x

α
)
)
.

Tada ribinė funkcija
g(x) = lim

i→∞
gi(x)

yra aukščiau apibrėžto operatoriaus T nejudamas taškas, t.y.

g(x) = Tg(x) = −αg
(
g(−x

α
)
)

(x).

Formaliai žiūrint, ǐs šios lygybės galime gauti konstantos α reikšme
‘
:

g(0) = −αg
(
g(0))

)
.

Pastebėkime, kad ir funkcija k kg(x
k ), taip pat yra operatoriaus T nejudamas taškas,

bet kokiai konstantai k, tai k galime fiksuoti lygybe g(0) = 1.
Operatorinės lygties (x) sre

‘
sti nemokame, tačiau šiuo atveju kai kuriuos lygties apytik-

slius sprendinius galima atspėti, pavyzdžiui parenkant
g(x) = 1 + cx2.
Naudodamiesi (x) lygybe gauname, kad

1 + bx2 = −α(1 + b)−
(2b2

α

)
x2 + O(x4).
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Iš pastarojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad

b =
(−2−

√
12)

4
≈ −1.366, α = |2b| ≈ 2.73.

Freigenbaumo nustatyta ribinė funkcija yra

g(x) = 1− 1.52763x2 + 0.104815x4 − 0.0267057x6 + . . . , α = 2.502807876.

Detaliau panagrinėkime kvadratinės funkcijos superciklus.
Taigi, jei x∗0 yra funkcijos f2n

Rn
nejudamas taškas, tai

0 = (f2n

Rn
)′(x∗0)− x∗0.

Nagrinėjamu atveju turime, kad x∗0 = 0.5. Atlike
‘

koordinačiu
‘

keitima
‘

taip, kad koor-
dinačiu

‘
pradžios taškas sutaptu

‘
su x∗0 gauname, kad

0 = f2n

Rn
(0) (x1).

Ši lygtis turi begalo daug sprendiniu
‘
, kadaqngi šia

‘
lygti

‘
tenkina superciklai, kurie pasirodo

Freigenbaumo atraktoriaus chaoso lange. Tam, kad nustatyti superciklus generuojančias
transformacijas f2n

Rn
mes turime spre

‘
sti lygtis (x1) pradedant nuo n = 0. Tokiu būdu

sudarysime seka
‘

r1 < R1 < r2 < R2 < r3 . . . < rn < Rn < rn+1 < . . . .

Skaičiai Rn parodo, kaip greitai yra artėjama prie chaoso konstantos c = limnRn =
limn rn. Pažymėkime ši

‘
artėjimo greiti

‘

Rn −R∞ =
1
δn
.

Užrašykime funkcijos fR(x), kintamojo R atžvilgiu, skleidini
‘
taške R∞ :

fR(x) = fR∞(x) + (R−R∞)
∂fR(x)
∂R

|R∞ .

Taikome operatoriu
‘
T funkcijos fR skleidiniui. Gauname, kad

TfR = TfR∞ + (R−R∞)LfR∞

∂fR(x)
∂R

|R∞ + O
((∂fR(x)

∂R
|R∞

)2
)
,

čia

Lf
∂fR(x)
∂R

|R∞ = −α
(
f ′

(
f
(
− x

α

))∂fR(− x
α )

∂R
|R∞ +

∂fR(f(− x
α ))

∂R
|R∞

)
.
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Matome, kad Lf priklauso tik nuo funkcijos f. Atlike
‘
n iteraciju

‘
gauname, kad

Tn
fR

= TnfR∞ + (R−R∞)LT n−1fR∞
. . . LfR∞

∂fR(x)
∂R

|R∞ + O((
∂fR(x)
∂R

|R∞)2). (u)

Pastebėsime, kad seka Tfn
R∞

konverguoja prie nejudamo taško:

Tfn
R∞(x) ≡ (−α)nf2n

R∞

( x

(−α)n

)
==: g(x), n ≥ 1,

ir (u), kai n→∞ tampa tokiu reǐskiniu:

Tn
fR

(x) ≡ g(x) + (R−R∞)Ln
g

∂fR(x)
∂R

|R∞ , n ≥ 1.

Pastara
‘
ji
‘
reǐskini

‘
galima supaprastinti, jei ǐsskleisime reǐskini

‘

∂fR(x)
∂R

|R∞

operatoriaus Lg tikrinėmis funkcijomis:

Lgϕn, δf =
∑

n

cnϕn, n ≥ n0,

Ln
g (
∂fR(x)
∂R

|R∞) =
∑
m

cmλ
n
mϕm, (v)

ir tarsime, kad bent viena ǐs tikriniu
‘
reikšmiu

‘
yra didesnė už vieneta

‘
: λ1 > 1, |λm| <

1, m 6= 1. Tada reǐskinys (v) asimptotǐskai priklausys tik nuo pirmosios tikrinės reikšmės
λ1.

Kitaip tariant, kai n ≥ n0, tai

Tn
fRn

(x) ≈ g(x) + (R−R∞)δnah(x), n ≥ n0, (u1)

čia c1 = a, ϕ1 = h, λ1 = delta. Beje, šiuo atveju tikrinė reikšmė sutampa su Freigenbaumo
konstanta, kadangi paėme

‘
x = 0 ir R = Rn ǐs (u1) gauname, kad

Tn
fRn

(0) = g(0) + (Rn −R∞)δnah(0), n ≥ n0, (u2)

o remiantis tuo, kad ekstremumo taškas yra nulis, o prarametrai Rn tokie, kad šis taškas
priklauso superciklui gauname, kad

Tn
fRn

(0) = (−α)nf2n

Rn
(0) = 0.

Vadinasi, remdamiesi tuo, kad g(x) = 1 gauname, kad

lim
n→∞

(Rn −R∞)δn =
−1
ah(0)

= c.
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Paskutini
‘
ribini

‘
sa

‘
ryši

‘
galima apibendrinti. Apibrėžkime

µ := (f2n

r )′(x∗0) =
∏

i

f ′r(x
∗
i)

ir charakterizuokime r naudodamiesi pora (n, µ), kaip ir parodyta pav (26)
Tada remiantis (u2) gauname, kad

lim
n→∞

(Rn −R∞)δn =
g0,µ − g(0)
ah(0)

,

čia g(x) yra universali funkcija priklausanti nuo µ, apibrėžta tokiu būdu:

g0,µ(x) = lim
n→∞

(−α)nf2n

Rn,µ

( x

(−α)n

)
.

Bifurkaciniuose taškuose rn, µ = 1. (pav 26) Vadinasi atstumas gretimu
‘
bifurkaciniu

‘
tašku

‘
rn taip pat nusakomas Freigenbaumo konstanta δ kaip ir superstabiliu

‘
ciklu

‘
parame-

trai Rn (beje), juose µ = 0. Vadinasi

rn − r∞ ∼ δ−n.

Antra vertus, remiantis tuo, kad

rn ≤ Rn,µ ≤ rn+1

ir tuo, kad rn − rn+1 → 0, n→∞, tai gauname, kad

lim
n→∞

n,mu = R∞ = r∞.

Parodysime, kaip galima rasti Freigenbaumo konstanta
‘
, sprendžiant funkcionaline

‘
lygti

‘
:

Lgh(x) = −α
(
g′

(
g
(
− x

α

))
h(−x

α
)+

h(g(−x
α

)) = δh(x).

Norėdami supaprastinti skaičiavimus palikime funkcijos h(x) skleidinyje pirma
‘
ji
‘
nari

‘
h(0).

Tada paskutinioji lygybė tampa tokia:

−α(g′(g(0)) + 1) = δ. (y)

Pastebėsime, kad funkcijos, kuri turi maksimuma
‘
, kurio antroji ǐsvestinė nelygi nuliui

(g′′(0) 6= 0) reikšme
‘
g′(g(0)) = 1 gali būti suskaičiuota, jei du kartus diferencijuosime

nejudamo taško lygti
‘
(x). Gauname

g′′(x) = −
(
g′′

(
g
(
− x

α

))(
g′(−x

α
)
)2

+
1
α
g′

(
g
(
− x

α

))(
g′′(−x

α
)
)
.
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Iš čia gauname, kad
g′(1) = −α.

Vadinasi, (y) lygti
‘
galima perrašyti tokiu būdu:

δ = α2 − α. Pastebėsime, kad jei funkcijos maksimumo eilė yra 2k, tai galime gauti

δ = α1+z − α.

I
‘
raše

‘
gauta

‘
reikšme

‘
α2.73 gauneme, kad δ ≈ 4.72

Apibendrinkime tai, kas buvo pasakyta aukščiau, naudodami kiek kitus argumentus.
Būtent, Freigenbaumas nustatė, kad sekos {cn} nariu

‘
santykis yra universalus, tam tikra

prasme. Tiksliau kalbant, jei nagrinėsime iteracine
‘
seka

‘

xk+1 = fc(xk)

ir stebėsime su šia seka susijusia
‘
bifurkaciniu

‘
tašku

‘
seka

‘
, tai bifurkaciniu

‘
tašku

‘
seka taip

pat turi riba
‘
, be to transformacija fc yra unimoduliari, t.y. yra tolydi, turi vieninteli

‘
maksimumo taška

‘
xc ir tenkina sa

‘
ryši

‘

fc(xc)− fc(x) ∼ (xc − x)2.

Pastebėsime, kad jei maksimumo eilė yra kita, tai ir santykis yra kitas.
Panagrinėkime transformacija

‘
:

gc(x, a) = 1− axc, c > 1.

Jau esame nagrinėje
‘
, kad tuo atveju, kai c = 2, tai logistinė transformacija f2 ir transfor-

macija g2(x, a) yra ekvivalenčios, beje šias transformacijas siejanti transformacija yra l(x)
yra apibrėžta tokiu būdu:

l(x) = (0.25r − 0.5)x+ 0.5,

o parametrai a ir c tenkina lygti
‘
:

r2 − 2r − 4a = 0.

Pastebėsime, kad šiuo atveju parametro c ir Freigenbaumo konstantos δ ryšys apibrėžtas
tokia lentele:

c 2 4 6 8

δ 4.665 7.284 9.296 10.948

3.3 Šarkovskio periodǐskumas

82



Lema Tarkime, kad (Y, d) kokia nors metrinė erdvė. Tegu X ⊂ Y kompaktǐska
ir netuščia aibė. Be to, tarkime, kad f : X → Y yra tolydus atvaizdis, turintis savybe

‘
f(X) ⊃ X. Apibrėžkime

g(A) = f−1(A), A ∈ H(X).

Tada g yra erdvės (X, ρ) transformacija, t.y. g : X → X.
Transformacijos g nejudamas taškas A ⊂ X, apibrėžiamas tokiu būdu:

A =
∞⋂

n=0

f−n(X) = lim
n→∞

gn(X).

	
Visu

‘
pirma parodysime, kad g yra fraktalu

‘
erdvės (X, ρ) atvaizdis i

‘
save pačia

‘
. Tarki-

me, kad B ⊂ X. Kadangi f(X) ⊃ X, tai f−1(B) ⊂ X, be to, f−1(B) yra netuščia. B yra
kompaktǐska, taigi ir uždara metrinės erdvės (X, d) aibė. Kadangi atvaizdis f yra tolydus,
tai ir f−1(B) taip pat uždara. Remdamiesi prielaidomis turime, kad f−1(B) ⊂ X. Kadangi
f−1(B) yra metrinės erdvės (X, d) uždara aibė, o X kompaktǐska, tai aibė f−1(B) taip
pat kompaktǐska. Taigi parodėme, kad apibrėžtoji transformacija atvaizduoja erdve

‘
i
‘
save

pačia
‘
.
Parodysime, kad šios transformacijos nejudamas taškas apibrėžiamas teoremoje nu-

rodytu būdu. Pastebėsime, kad ǐs sa
‘
ryšio f(X) ⊃ X ǐsplaukia X ⊃ f−1(X). Nesunku

suprasti, kad
X ⊃ f−1(X) ⊃ f−2(X) ⊃ . . . ⊃ f−n(X) ⊃ . . . .

Taigi, {f−n(X)} yra Koši seka erdvėje (X, ρ). Kadangi erdvė pilna, tai šios sekos ribinis
taškas A ∈ X. Taigi,

A =
∞⋂

n=0

f−n(X) = lim
n→∞

gn(X).

Mums liko parodyti, kad A yra transformacijos W nejudamas taškas. Kitaip tariant
i
‘
sitikinsime, kad

f−1(
⋂
n

An) =
⋂
n

An,

čia An = f−n(X), n = 1, . . . .
Remdamiesi atvaizdžio f tolydumu gauname, kad

f−1(
⋂
n

An) =
⋂
n

f−1(An) =
⋂
n

An+1 =
⋂
n

An.

⊕

2 Teorema Tarkime, kad I ⊂ R, o atvaizdis f : I → I yra tolydus. Jeigu ši
transformacija turi trečiojo periodǐskumo taška

‘
, tai ji turi ir bet kokios eilės periodǐskumo

tašku
‘
.
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Tarkime, kad n = 2. Tada pastebėsime, kad egzistuoja intervalas J ⊂ [a, b] toks, kad
f(J) = [b, c]. Todėl

f2(J) ⊃ f([b, c]) ⊃ [a, b]

ir remiantis paskutinia
‘
ja lema gauname, kad f2 turi nejudama

‘
taška

‘
intervale J. Be to šis

taškas yra periodinis, o jo periodas lygus 2.
Tarkime, kad n ≥ 3. Tarkime, kad taško orbita lygi 3, o ja

‘
sudarantis ciklas yra

{a, b, c, a, b, . . .}. Tegu a < b ir a < c. Galimi du atvejai: a < b < c arba b < a < c.
Panagrinėkime atveji

‘
, kai a < b < c. Pastebėsime, kad šiuo atveju

f([a, b]) ⊃ [b, c], ir f([b, c]) ⊃ [a, b].

Panagrinėkime intervalu
‘
seka

‘
: I1, I2, . . . tokia

‘
, kad

f(I1) = [b, c], f(I2) = I1, . . . , f(In) = In−1,

be to intervalas In−1 ⊂ [a, b], o visi kiti intervalai Ii ⊂ [b, c], i = 1, . . . , n, i 6= n− 1.
Jei tokia

‘
intervalu

‘
seka

‘
pavyktu

‘
sukonstruoti, tai tada turėtume, kad fn(In) = [b, c].

Remiantis paskutinia
‘
ja lema gauname, kad egzistuoja transformacijos fn nejudamas taškas

p ∈ In ⊂ [b, c]. Pastebėsime, kad f(p) ∈ [a, b], o iteraciniai šios transformacijos nariai
priklauso intervalui [b, c]. Bet tada, taškas p yra transformacijos f, n− ojo periodo taškas.
Bet tai ir reikėjo i

‘
rodyti. Visa problema- sukonstruoti minėta

‘
intervalu

‘
seka

‘
.

Konstruojame šia
‘

seka
‘
. Turime, kad f [b, c] ⊃ [b, c]. Vadinasi, egzistuoja intervalas

I1 ⊂ [b, c] toks, kad f(I1) = [b, c]. Analogǐsku būdu konstruojame ir intervala
‘
I2 ⊂ I1 toki

‘
,

kad f(I2) = I1. Te
‘
sdami šia

‘
procedūra

‘
, mes sudarome intervalu

‘
i
‘
dėtu

‘
intervalu

‘
seka

‘

In−2 ⊂ . . . ⊂ I1 ⊂ [b, c].

Kadangi f([a, b]) ⊃ [b, c] ⊃ In−2, tai egzistuoja intervalas In−1 ⊂ [a, b] toks, kad f(In−1) =
In−2. Be to f([b, c]) ⊃ [a, b] ⊃ In−1 tai egzistuoja intervalas In ⊂ [b, c] toks, kad f(In) =
In−1.

Teoremos i
‘
rodyma

‘
baigiame pastebėje

‘
, kad kai n = 1, tai teoremos prielaida ǐsplaukia

ǐs paskutiniosios lemos.
Žemiau pateikta teorema apibendrina ši

‘
rezultata

‘
.

Sutvarkykime natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
tokiu būdu:

3≺5≺7≺ . . . 2 · 3≺2 · 5≺2 · 7≺ . . .
≺22 · 3≺22 · 5≺22 · 7≺ . . .≺2n,≺2n−1≺ . . .≺2≺1.

3 Teorema (Šarkovskio)Tarkime, kad I ⊂ R yra intervalas. Tegu transformacija
f : I → I yra tolydi. Jeigu egzistuoja transformacijos f taškas, kurio periodas yra n, tai
egzistuoja šios transformacijos k−ojo periodǐskumo taškai, ∀k, n≺k.

Remiantis šia teorema galime tvirtinti, kad funkcijos f tašku
‘

orbitos yra baigtinio
periodǐskumo tik tuo atveju, kai šios transformacijos periodai yra dvejeto laipsniai, t.y. jei
egzistuoja n, toks, kad periodai yra 2n, 2n−1, . . . , 2, 1.
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Pastebėsime, kad Šarkovskio teorema galioja tik realaus argumento realiu
‘

reikšmiu
‘

funkcijoms.

3.4 Jungtiniai atvaizdžiai

Apibrėžimas Sakykime, kad f : X → X, g : Y → Y ir be to h : X → Y
siurjektyvus atvaizdis. Sakysime, kad transformacija h sieja transformacijas f ir g (f, g
yra jungtiniai atvaizdžiai h atžvilgiu) jeigu:

h ◦ f ◦ h−1 = g

arba
h ◦ f = g ◦ h.

Pastebėsime, kad jei
g = h ◦ f ◦ h−1,

tai

gn = h ◦ fn ◦ h−1.

Apibrėžkime transformacija
‘
T : [0, 1] → [0, 1] tokiu būdu:

T (x) =
{

2x, x ∈ 0, 0.5,
−2x+ 2, x ∈ [0.5, 1].

Pasirodo, kad transformacijas T ir f4(x) = 4x(1− x), f4 : [0, 1] → [0, 1] sieja transforma-
cija

h(x) = sin2(
πx

2
); L4 ◦ h = h ◦ T.

I
‘
rodykime ši

‘
sa

‘
ryši

‘
.

Pažymėkime θ = πx
2 . Remdamiesi sinuso apibrėžimu tvirtiname, kad h(x) didėja, kai x

kinta nuo 0 iki 1. Be to šiame intervale funkcija tolydi, o kadangi ir griežtai monotonǐska,
tai turi ir atvirkštine

‘
. Kadangi h′(0) = h′(1) = 0, tai atvirkštinė funkcija h−1 nėra

diferencijuojama taškuose 0 ir 1.
Turime, kad

L4(h(x)) = 4(sin2 θ)(1− sin2 θ) = sin2(2θ) = sin2(πx).

Tada, kai x ∈ [0, 0.5] turime, kad

L4(h(x)) = h(2x) = h(T (x)).

Tada, kai x ∈ [0.5, 1], tai

h(T (x)) = h(2− 2x) = sin2(π − πx) = sin2(2θ = L4(h(x))).
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Jei atvaizdis h yra bijektyvus, turintis tolydu
‘
atvirkštini

‘
atvaizdi

‘
(homeomorfizmas), tai

laikydami, kad p yra transformacijos f n− ojo periodǐskumo taškas (fn(p) = p−)gauname,
kad

gn(h(p)) = h ◦ fn(p) = h(p) jei, h ◦ f = g ◦ h.

Tarkime, kad f, g yra tolydūs, griežtai monotoniniai siurjektyvūs atvaizdžiai, apibrėžti
intervale [0, 1]. Pasirodo, kad jei šiu

‘
atvaizdžiu

‘
grafikai (kartu) arba virš y = x tiesės arba

po šia tiese intervale [0, 1], tai šie atvaizdžiai yra jungtiniai.
4 Teorema Tarkime, kad f, g yra tolydžios, griežtai monotoninės funkcijos, apibrėž-

tos intervale [0, 1] tenkinančios sa
‘
lygas:

f(0) = g(0) = 0, f(1) = g(1) = 1, f(x) < x, g(x) < x, x 6= 0, 1.

Tada egzistuoja tolydi, didėjanti funkcija h, apibrėžta intervale [0, 1], tenkinanti sa
‘
lygas:

h(0) = 0, h(1) = 1, h ◦ f = g ◦ h.

	
Tarkime, kad (x0, y0) ∈ K, K = {(x, y), x, y ∈ (0, 1)}.
Jeigu (x0, y0) ∈ Gh, t.y. priklauso funkcijos h grafikui, tai ǐs sa

‘
ryšio h ◦ f = g ◦ h

ǐsplaukia, kad
(x1, y1) ∈ Gh, x1 = f(x0), y1 = g(y0).

Naudodamiesi indukcija nesunkiai gauname, kad

(xn, yn) ∈ Gh, xn = fn(x0), yn = gn(y0).

Remdamiesi prielaida (funkcijos griežtai didėjančios) gauname, kad

x0 > x1 > . . . > xn.

Kadangi lygtis f(x) = x sprendiniu
‘
neturi, intervale [0, 1], tai akivaizdu, kad lim

n→∞
xn =

0. Visǐskai analogǐskai samprotaudami gauname, kad lim
n→∞

yn = 0. Vadinasi

lim
n→∞

(xn, yn) = (0, 0).

Pasirinkime bet kokia
‘
, griežtai monotonǐska

‘
funkcija

‘
y = h(x), apibrėžta

‘
intervale x ∈

[x1, x0], tenkinančia
‘
sa

‘
ryšius:

h(x1) = y1, h(x0) = y0.

Intervale [x2, x1] šia
‘
funkcija

‘
apibrėžkime sa

‘
ryšiu:

h(x) = g(h(f−1(x))).
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Beje,

h(x1) = g(h(f−1(x1))) = g(h(x0)) = g(y0) = y1.

Funkcijos f, g yra monotonǐskos ir tolydžios be to funkcijo h(x) taip pat monotonǐska in-
tervale [x1, x0], tai darome ǐsvada

‘
, kad funkcija h taip pat monotonǐska ir intervale [x2, x1].

Dar daugiau, ji monotonǐska ir tolydi intervale [x2, x0]. Te
‘
skime funkcijos h konstrukcija

‘
analogǐsku būdu iki intervalo [xn+1, xn], n ≥ 0 funkcijai

h(x) = gn(h(f−n(x))).

Pažymėje
‘
h(0) = 0 mes sukonstruojame didėjančia

‘
funkcija

‘
, apibrėžta

‘
intervale [0, x0].

Prate
‘
se

‘
šia

‘
funkcija

‘
intervale [x0, 1] gauname teoremos i

‘
rodyma

‘
.

⊕

Išvada Tarkime, kad f, g yra tolydžios, didėjančios funkcijos, apibrėžtos taško 0
aplinkoje, tenkinančios sa

‘
lygas:

f(0) = g(0) = 0, |f(x)| < |x|, |g(x)| < |x|, x 6= 0.

Tada egzistuoja homeomorfizmas h, apibrėžta 0 aplinkoje (ji egzistuoja) tenkinantis sa
‘
ly-

gas:
h(0) = 0, h ◦ f = g ◦ h.

5 Teorema Sakykime, kad f, g yra dvi diferencijuojamos funkcijos, tenkinančios
sa
‘
lygas: f(0) = g(0) = 0 ir be to

0 < f ′(0) < 1, 0 < g′(0) < 1. (2)

Tada egzistuoja taško 0 aplinka, kurioje galima apibrėžti homeomorfizma
‘
h, siejanti

‘
funkci-

jas f ir g, tenkinanti
‘
sa

‘
lyga

‘
h(0) = 0.

Šio teiginio griežtai nei
‘
rodinėsime, tik pateiksime kai kuriuos pastebėjimius.

Pastebėsime, kad jei pakeistume sa
‘
lygas (2) sa

‘
lygomis

0 < f ′(0), 0 < g′(0); −1 < f ′(0) < 0,−1 < g′(0) < 0; −1 > f ′(0),−1 > g′(0),

tai teoremos ǐsvados būtu
‘
tos pačios.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad jei f ′(0) 6= g′(0) tai h būdamas homeomorfizmu nebus difeo-

morfizmu, t.y. atvirkštinė nebus diferencijuojama.
Diferencijuodami lygybe

‘
h ◦ f = g ◦ h taške 0 gauname

h′(0)f ′(0) = g′(0)h′(0),

ir jei h′(0) 6= 0 gauname, kad f ′(0) = g′(0). Jeigu pastaroji lygybė teisinga, ir |f ′(0)| 6= 1,
tai mes galime rasti diferencijuojama

‘
funkcija

‘
h, kurios atvirkštinė yra diferencijuojama,

be to kuri sieja funkcijas f ir g.
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3.5 Chaosas

Šiame skyrelyje nagrinėsime determinuotu
‘
dinaminiu

‘
sistemu

‘
, priklausančiu

‘
nuo pa-

rametro, tam tikras savybes, kuriomis pasireǐskia sistemos, kai imame nagrinėti šiu
‘
sistemu

‘
iteracijas.

Gana detaliai esame nagrinėje
‘
logistinės transformacijos

fc = cx(1− x), x ∈ [0, 1]

iteruojamu
‘
tašku

‘
elgsena

‘
. Priminsime, kad priklausomai nuo parametro c reikšmės prik-

lauso ir iteruojamu
‘
tašku

‘
asimtotinis elgesys. Kitaip tariant, egzistuoja parametro reikšmiu

‘
seka {ck} tokia, kad sudarant transformacija

‘
ǐs parametro reikšmiu

‘
, kurias skiria vienas

sekos narys, gausime transformacijas, kuriu
‘
periodiniu

‘
tašku

‘
skaičius skirsis dvigubai. Be

to 2k− periodinio taško ciklas yra stabilus, jeigu parametras c ∈ (ck, ck+1). Dar daugiau

lim
k→∞

ck = 3.599692 . . . .

Natūraliai kyla klausimas- kas atsitinka su transformacijos iteruojamu
‘
tašku

‘
orbito-

mis, kai c > c∞.

Aptarsime ši
‘
fenomena

‘
. Žemiau pateiktame grafe matome, kaip vieno taško orbita,

kai c > c∞, aplanko beveik visus intervalo taškus (žr. 7 pav. )

7 pav.
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Apibrėžimas Sakysime, kad aibė P yra tiršta aibėje I, jei ∀ε > 0, B(y, ε) ∩ P 6= ∅.
Remiantis šiuo brėžiniu galime daryti prielaida

‘
, kad jei c > c∞, tai logistinės trans-

formacijos periodiniu
‘
tašku

‘
aibė yra tiršta intervale [0, 1].

6 Teorema Tegu h : X → Y yra tolydus siurjektyvus atvaizdis. Jeigu D yra tiršta
aibėje X, tai h(D) yra tiršta aibėje Y.

	
Tarkime, kad I ⊂ Y yra atvira, netuščia aibė. Tada h−1(I) yra atvira netuščia aibė.

Tarkime, kad K ⊂ h−1(I) ir y ∈ K ∩ D. Taškas y egzistuoja, kadangi D yra tiršta. Bet
tada f(y) ∈ f(D) ∩ I.

⊕ Transformacijos f periodiniu
‘
tašku

‘
aibe

‘
žymėsime simboliu P(f). Pastebėsime, kad

jei funkcijos f, g yra jungtinės, o h jas siejanti funkcija, tai ǐs sa
‘
ryšio fn(p) = p ǐsplaukia

sa
‘
ryšis

gn(h(p)) = h(fn(p)) = h(p).

Vadinasi
h(P(f)) ⊂ P(g).

Viena svarbiausiu
‘
chaotinės sistemos savybiu

‘
-jos priklausomybė nuo pradiniu

‘
salygu

‘
bei ”maǐsymo” savybiu

‘
. Pateiksime matematinius apibrėžimus savoku

‘
, kuriomis charak-

terizuosime chaotines dinamines sistemas.
Tarkime, kad (X, ρ) yra metrinė erdvė.
Apibrėžimas Dinamine

‘
sistema

‘
(X, f) vadinsime tranzityvia, jeigu bet kokiai atviru

‘
aibiu

‘
porai A ir B galime nurodyti toki

‘
numeri

‘
n0, kad visiems n > n0, f

n(A) ∩B 6= ∅.

7 Teorema Tarkime, kad h yra tolydi ir siurjektyvi ir be to f tranzityvi. Jeigu f ir
g yra jungtiniai atvaizdžiai, tai tai tada ir g tranzityvi.

	
Tarkime, kad I, J dvi atviros netuščios aibės. Raskime n ≥ 1 ir x ∈ I tokius, kad

gn(x) ∈ J. Jei h tolydus homeomorfizmas, tai h−1(J) taip pat atvira aibė be to netuščia,
kadangi h siurjekcija. Vadinasi egzistuoja atvira aibė L ⊂ h−1(J). Analogǐskai, h−1(I)−
atvira aibė, taigi egzistuoja atvira aibė K ⊂ h−1(I). Remiantis funkcijos f tranzityvumu
galime teigti, kad egzistuoja skaičiai m ir y ∈ K tokie, kad fn(y) ∈ L. Tegu x = h(y).
Tada x ∈ I ir

gn(x) = gn(h(y)) = h(fn(y)) ∈ h(L) ⊂ J.

⊕

Remdamiesi šiuo tvirtinimu galime teigti, kad jei funkcijos f ir g yra jungtinės, tai
viena ǐs funkciju

‘
, tarkime f, yra tranzityvi tik tada, kai funkcija g yra tranzityvi.

Apibrėžimas Tegu x ∈ X ir ε > 0 pasirinktas skaičius. Sakysime, kad dinaminė
sistema yra jautri pradiniu

‘
sa
‘
lygu

‘
atžvilgiu, jei egzistuoja δ > 0 ir natūralusis skaičius

n ∈ N , kad
ρ(fn(x), fn(y)) > δ,

jei tik y ∈ B(x, ε).
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Kitaip tariant, jei orbitos startuoja ǐs ”artimu
‘
” tašku

‘
, tai augant iteraciju

‘
skaičiui,

atstumas tarp orbitu
‘
auga. Pastarosios transformacijos vaizda

‘
pateikiame 8 pav.

8 pav.

Šis jautrumo fenomenas praktiniuse uždaviniuose labai svarbus. E. Lorencas (Lorenz)
1960 metais modeliuodamas ilgalaikes oro prognozes susidūrė su šia problema ǐs esmės.
Minėta

‘
ji
‘

fenomena
‘

jis pavadino ”drugelio efektu,” kuri
‘

suformulavo tokiu būdu- ar gali
drugelio sparnelu

‘
plazdenimas Brazilijos džiunglėse sukelti uragana

‘
Amerikoje. Iš pirmo

žvilgsnio atrodytu
‘
, švelniai tariant, keistas klausimas, bet tik ǐs pradžiu

‘
. Pastebėsime,

kad jei dinaminė sistema yra jautri, kitaip tariant lengvai pažeidžiama, tai ir labai maži
pokyčiai, pavyzdžiui apytikslis pradiniu

‘
duomenu

‘
parinkimas, gali sukelti didžiulius neati-

tikimus. T.y. rezultatai bus tolimi nuo prognozuojamu
‘
. Kad ir kaip tiksliai skaičiuotu

‘
kompiuteriai, vis tik skaičiavimams yra naudojamos realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
iteracijos, taigi, skaičiu

‘
paklaidos. Kas garantuoja, kad skaičiavimo rezultatais galima pasikliauti? Būtent su šia
problema ir susidūre E. Lorencas. Jis, labai nedaug keisdamas pradinius duomenis ir
iteruodamas labai panašiomis funkcijomis, gaudavo visǐskai skirtingus rezultatus.

Apibrėžimas (Devaney) Dinamine
‘

sistema
‘

(f,X) vadinsime chaotine erdvėje X,
jeigu pastaroji yra:

1) ji trazityvi;
2) jautri pradiniu

‘
duomenu

‘
atžvilgiu;

3) transformacijos f, periodiniu
‘

tašku
‘

aibė tiršta metrinėje erdvėje X.
Chaotinės dinaminės sistemos jautrumas pasireǐskia tuo, kad iteruodami ”artimus”

pradinius taškus, gauname orbitas, tolstančias viena
‘
nuo kitos. Tranzityvumo dėka, bet

koks mažas intervalas yra ”užtempiamas” ant visos erdvės. Trečioji savybė reǐskia, kad
periodiniu

‘
tašku

‘
aibė yra tiršta, neperiodiniu

‘
tašku

‘
aibėje, kitaip tariant, bet kokio taško,

bet kokioje aplinkoje egzistuoja periodinis taškas.
Tai klasikinis chaotinės dinaminės sistemos apibrėžimas. I

‘
rodysime, kad jautrumo

pradiniu
‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu sa

‘
lyga ǐsplaukia ǐs tranzityvumo bei aibės P(f) tirštumo. Tuo

pačiu modifikuosime ir chaotǐskumo sa
‘
voka

‘
.
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8 Teorema Tarkime, kad dinaminė sistema (f,X) yra tranzityvi ir transformacijos f,
periodiniu

‘
tašku

‘
aibė tiršta metrinėje erdvėje X. Tada dinaminė sistema yra jautri pradiniu

‘
sa
‘
lygu

‘
atžvilgiu.

Priminsime, kad dinaminės sistemos jautrumas reǐskia, kad egzistuoja skaičius δ > 0
toks, kad visiems x ∈ X ir bet kokiai jo aplinkai J, egzistuoja šioje aplinkoje taškas y ∈ J
ir iteracijos numeris n tokie, kad teisinga nelygybė:

ρ(fm(x), fm(y)) > δ.

Tarkime, kad teoremos sa
‘
lygos tenkinamos. I

‘
rodysime pagalbini

‘
teigini

‘
:

Lema Egzistuoja skaičius c > 0 toks, kad visiems x ∈ X galima nurodyti periodini
‘

taška
‘
p ∈ X toki

‘
, kad

ρ(p, fk(x)) > c, ∀k ∈ N .

	
Tarkime, kad r, s yra periodiniai taškai, turintys skirtingas orbitas, t.y.

ρ(fk(r), f l(s)) > 0

visiems k, l ∈ N . Pažymėkime d = mink,l ρ(fk(r), f l(s)). Parinkime c taip, kad c < 0.5d.
Tada visiems k, l bus teisinga nelygybė:

2c < ρ(fk(r), f l(s)) ≤ ρ(fk(r)− x) + ρ(f l(s), x).

Iš paskutiniosios nelygybės ǐsplaukia, kad jei ρ(x, fk(r)) < c tai atstumas tarp x ir
taško s visu

‘
ciklo tašku

‘
privalo būti didesnis negu c, t.y. ρ(x, f l(s)) > c.

⊕
	
I
‘
rodysime teorema

‘
. Tegu d = 0.25c. Tarkime, kad x ∈ X laisvai pasirinktas taškas,

o J := Jx yra šio taško bet kokia aplinka (atvira aibė, kuriai priklauso šis taškas). Remi-
antis teoremos prielaidomis turime, kad P(f) yra tiršta aibėje X. Tada, egzistuoja n− ojo
periodǐskumo periodinis taškas q ∈ P(f), kuris priklauso atvirai aibei

U = J ∩B(x, d).

Tarkime, kad p ∈ P (f) yra kitas periodinis taškas, be po parenkame ji
‘
taip, kad atstumas

nuo šio taško orbitos iki taško x būtu
‘
didesnis negu 4d. Pažymėkime

Wi = B(f i(p), d) ∩X.

Matome, kad f i(p) ∈Wi arba p ∈ f−1(Wi). Tada atvira aibė

V = f−1(W1) ∩ . . . ∩ f−n(Wn) 6= ∅.
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Parinkime j ∈ N taip, kad k < nj arba 1 ≤ nj − k ≤ n. Be to tegu U, V ⊂ X dvi
atviros aibės ir z ∈ U, o fk(z) ∈ V. Toks parinkimas galimas, nes dinaminė sistema yra
tranzityvi.

Tada

fnj(z) = fnj−k(fk(z)) ∈ fnj−k(V ).

Bet

fnj−k(V ) = fnj−k
(
f−1(W1) ∩ . . . ∩ f−n(Wn)

)
⊂ fnj−k

(
f−(nj − k)(Wnj−k)

)
= Wnj−k.

Kitaip tariant

ρ
(
fnj(z), fnj−k(p)

)
< d.

Be to fnj(q) = q. Taigi

ρ
(
fnj(q), fnj(z)

)
= ρ

(
q, fnj(z)

)
≥ ρ

(
x, fnj−k(p)

)
− ρ

(
fnj−k(p), fnj(z)

)
−ρ

(
q, x

)
≥ 4d− d− 2d.

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
sa

‘
ryšiu

‘
ǐsplaukia, kad

ρ
(
fnj(x), fnj(z)

)
> d

arba
ρ
(
fnj(x), fnj(q)

)
> d.

Taigi, viena ǐs šiu
‘
nelygybiu

‘
būtinai teisinga, kadangi priešingu atveju gautume, kad

ρ
(
fnj(q), fnj(z)

)
≤ ρ

(
fnj(q), fnj(x)

)
+ ρ

(
fnj(x), fnj(z)

)
< 2d.

Bet ši nelygybė prieštarauja i
‘
rodytai nelygybei. Pažymėje

‘
raide y viena

‘
ǐs z arba q (kuriai

paskutinioji nelygybė teisinga) bei m = nj gauname teoremos i
‘
rodyma

‘
.

⊕

Apibrėžimas Dinamine
‘

sistema
‘

(f,X) vadinsime chaotine dinamine sistema, jeigu
transformacija yra tranzityvi erdvėje X bei periodiniu

‘
tašku

‘
aibė yra tiršta erdvėje X.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad šiame chaoso apibrėžime nėra jautrumo sa

‘
vokos. Kitame

skyrelyje charakterizuojant chaosa
‘
naudosime ir jautrumo sa

‘
voka

‘
, kuri gana subtiliai klasi-

fikuoja chaosa
‘
.
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3.6 Postūmio transformacija

Tarkime, kad X = [0, 1].
Transformacija

‘
Ta : X → R :

Ta(x) =
{
ax, x < 0.5,
−ax+ a, x ≥ 0.5.

vadinsime T- transformacija. Pastebėsime, kad ši transformacija intervala
‘
X tempia ir

sulenkia. Tiksliau kalbant, pirmoji intervalo pusė yra ǐstempiama, o antroji intervalo dalis
ǐstempiama ir sulenkiama.

Apibrėžkime transformacija
‘
S : X → R tokiu būdu:

S(x) =
{

2x, x < 0.5,
2x− 1, x ≥ 0.5.

Šia
‘
transformacija

‘
vadinsime S- transformacija.

Tarkime, kad x ∈ R. Apibrėžkime

Frac(x) = x− k,

kai x ∈ [k, k + 1), k ∈ Z. Pasirodo, kad visiems x ∈ [0, 1) teisingas sa
‘
ryšis: S(x) =

Frac(2x).
Pastebėsime, kad 1 yra ypatingas taškas, kadangi jis yra nejudamas transformacijos

S(x) taškas.
Panagrinėkime funkcijos, apibrėžtos argumento trupmenine dalimi, savybes. Tegu

m ∈ Z. Tada,
1. Frac(x+m) = Frac(x);
2. Frac(mx) = Frac(mFrac(x)).
Pirmoji lygybė ǐsplaukia ǐs trupmeninės dalies apibrėžimo. I

‘
rodykime antra

‘
ja

‘
lygybe

‘
.

Turime, kad Frac(x) = x− k. Tada

Frac(mFrac(x)) = Frac(m(x− k)) = Frac(mx−mk) = Frac(mx).

Pažymėkime
xk = Frac(xk−1).

9 Teorema Tegu x0 ∈ [0, 1). Tada :

xk = Frac(2kx0.)

	
I
‘
rodysime šia

‘
lygybe

‘
naudodamiesi indukcijos metodu.
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Matome, kad pirmam indukciniam žingsniui ši lygybė yra teisinga, kadangi ǐs apibrė-
žimo ǐsplaukia, kad

x1 = Frac(2x0).

Tarkime, kad lygybė teisinga k − 1− a
‘
jam žingsniui, t.y.

xk = Frac(2kx0).

Tada, remdamiesi indukcine prielaida ir antra
‘
ja operatoriaus savybe gauname, kad

xk+1 = Frac(2xk) = Frac(2Frac(2kx0)) = Frac(2k+1x0) = Frac(2k+1x0).

Taigi, ši lygybė teisinga visiems natūraliesiems skaičiams.

⊕
Pastaroji teorema labai svarbi teoriniams samprotavimams, kai yra pagrindžiamas

dinaminiu
‘
sistemu

‘
chaotǐskumas.

Tarkime, kad x0 yra pradinis iteracijos taškas. Panagrinėkime T − transformacijos
iteracijas. Pastebėkime, kad

y = Sk−1(x0) = Frac(2k−1x0)

ir taikykime transformacija
‘
T šiam taškui. Turime, kad

xk = T (y) =
{

2y, y < 0.5,
−2y + 2, x ≥ 0.5.

Kitaip tariant, užuot iterave
‘
k kartu

‘
, mes skaičiuojame dvejeto laipsni

‘
po to atliekame

daugybos ir sudėties operacijas.

Panagrinėkime pavyzdi
‘
. Tarkime, kad x0 = 8/25 yra periodinis taškas. Parodysime,

kad jo eilė 10. Tai ǐsplaukia ǐs tokiu
‘
skaičiavimu

‘
:
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k xk 2kx0 Frac(2kx0)

0 8
25

8
25 8 = 0 · 25 + 8

1 16
25

16
25 16 = 0 · 25 + 16

2 7
25

32
25 32 = 1 · 25 + 7

3 14
25

64
25 64 = 2 · 25 + 14

4 3
25

128
25 128 = 5 · 25 + 3

5 6
25

256
25 256 = 10 · 25 + 6

6 12
25

512
25 512 = 20 · 25 + 12

7 24
25

1024
25 1024 = 40 · 25 + 24

8 23
25

2048
25 2048 = 81 · 25 + 23

9 21
25

4096
25 4096 = 163 · 25 + 21

10 17
25

8192
25 8192 = 327 · 25 + 17

Turėdami tai omeny gauname, kad

y = S9(x0) = Frac(29 · 8
25

) = Frac(40096/25) = Frac(163 + 21/25) =
21
25
.

Pastebėsime, kad y = 21/25 > 0.5. Taigi

x10 = T (y) = −2y + 2 = −42
25

+ 2 =
8
25
.

Matome, kad x10 = x0.
Šio skyrelio pabaigoje pastebėsime, kad transformacija S(x) yra tempimo-dalinimo i

‘
dalis- kopijavimo (stretch-cut-paste) funkcijos matematinis modelis. Tuo tarpu transfor-
macija T (x) yra tempimo-lenkimo (stretch- fold) funkcijos matematinis modelis.

10 Teorema Teisinga lygybė:

Tn
2 (x) = T2(S . . . S︸ ︷︷ ︸

n−1

(x)) = TSn−1(x).
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⊕
Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs to, kad funkcijas T := T2 ir S siejanti funkcija yra

T, t.y.

T ◦ T = T ◦ S,

kadangi 

T (T (x)) = T (2x) = 4x, 0 ≤ x ≤ 0.25;
T (S(x)) = T (2x) = 4x, 0 ≤ x ≤ 0.25;
T (T (x)) = T (2x) = −4x+ 2, 0.25 < x < 0.5;
T (S(x)) = T (2x) = −4x+ 2, 0 < x < 0.5;
T (T (x)) = T (−2x+ 2) = 4x− 2, 0.5 ≤ x ≤ 0.75;
T (S(x)) = T (−2x− 1) = 4x− 2, 0.5 ≤ x ≤ 0.75;
T (T (x)) = T (−2x+ 2) = −4x+ 4, 0.75 < x ≤ 1;
T (S(x)) = T (−2x− 1) = −4x+ 4, 0.75 < x ≤ 1.

Matome, kad teoremos prielaida yra teisinga.
⊕

3.7 Chaotiniu
‘
transformaciju

‘
teorinė analizė

Visu
‘
pirma i

‘
rodysime svarbu

‘
teigini

‘
, kuriuo remiantis bus galima supaprastinti dina-

miniu
‘
sistemu

‘
chaotinio elgesio tyrimus.

11 TeoremaTarkime, kad transformacija h : X → Y yra tolydi ir siurjektyvi.
Tarkime, kad ši transformacija sieja transformacijas f, g. Jeigu transformacija f : X → X
yra chaotinė, tai ir transformacija g : Y → Y yra chaotinė.

	
Turime, kad h ◦ f = g ◦ h.
Tranzityvumas. Tarkime, kad I, J ⊂ X yra dvi atviros aibės. Kadangi transformacija

h yra tolydi, tai aibės I1 = h(I), J1 = h(J) taip pat atviros erdvės Y aibės. Pastebėsime,
kad transformacija f yra tranzityvi. Tad egzistuoja numeris k toks, kad fk(I) ∩ J 6= ∅.
Kadangi transformacijos jungtinės, tai

gn = h ◦ fn ◦ h−1, n > 0.

Iš pastarojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad gk(I1) ∩ J1 6= ∅.

Periodiniu
‘
tašku

‘
tirštumas. Pastebėsime, kad jei taškas p yra transformacijos f n− ojo

periodǐskumo taškas, tai taškas h(p) yra transformacijos g to paties periodǐskumo taškas
ir atvirkščiai. Kadangi tranformacija f yra chaotinė, tai aibė P(f) yra tiršta erdvėje X.
Laisvai pasirinkdami x ∈ X mes pasirenkame ir taška

‘
y = h(x).. Be to tarkime, kad {pn}

yra periodiniu
‘

tašku
‘

seka lim
n
pn = x. Tokia visada egzistuoja! Kadangi transformacija

tolydi, tai
lim
n
h(pn) = y.
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Jau esame pastebėje
‘
, kad {h(pn)} yra transformacijos g periodiniu

‘
tašku

‘
seka aproksimuo-

janti taška
‘
y. Transformacija h yra siurjektyvi, vadinasi tokia

‘
periodiniu

‘
tašku

‘
seka

‘
galime

nurodyti bet kokiam y ∈ Y.
⊕
Pastebėsime, kad jei transformacija h yra homeomorfizmas, tai tada ir g chaotǐskumas

implikuotu
‘
f chaotǐskuma

‘
.

12 Teorema Dinaminė sistema (T2, [0, 1]) yra chaotinė.

	
Tranzityvumas. Panagrinėkime detaliau šia

‘
transformacija

‘
. Pastebėsime, kad minė-

toji transformacija yra intervalo [0, 0.5] siurjekcija i
‘
[0, 1] ir intervalo [0.5, 1] siurjekcija i

‘
[0, 1]. Dar daugiau, T 2 yra intervalu

‘

[0, 0.25], [0.25, 0.5], [0.5, 0.75], [0.75, 1]

siurjekcija i
‘
intervala

‘
[0, 1]. Aǐsku, kad atvaizdis Tn yra intervalu

‘

jk,n := [
k

2n
,
k + 1
2n

], 0 ≤ k ≤ 2n − 1,

siurjekcija i
‘
intervala

‘
[0, 1]. Tad kokia bebūtu

‘
atvira aibė A, egzistuoja intervalas jk,n ⊂ A

toks, kad Tn
jk,n

(A) ∩B 6= ∅.

Tirštumas. Nagrinėdami transformacijos tranzityvumo savybe
‘
pastebėjome, kad tran-

sformacija Tn
2 yra intervalo

[
k

2n
,
k + 1
2n

]

siurjektyvus atvaizdis i
‘
intervala

‘
[0, 1]. Dar daugiau, egzistuoja taškas x ∈ [ k

2n ,
k+1
2n ] toks,

kuris atvaizduojamas i
‘
save pati

‘
. Kitaip tariant, šis taškas yra pradinės transformacijos

n− ojo periodǐskumo taškas. Antra vertus koks bebūtu
‘

atviras intervalas J, egzistuoja
numeris m toks, kad

[
k

2n
,
k + 1
2n

] ⊃ J.

Taigi, periodiniu
‘
tašku

‘
aibė tiršta intervale [0, 1].

⊕

Transformacija S = Frac(2x) intervale [0, 1] yra chaotinė.
Panagrinėkime transformacija

‘
S = Frac(2x) intervale [0, 1].

Visu
‘
pirma prisiminkime kaip yra ǐsreǐskiamas skaičius dvejetainėje skaičiavimo siste-

moje. Jei skaičius užrašytas x = 0.a1a2a3 . . . , čia ai ∈ {0, 1}, tai

x =
a1

10
+

a2

102
+

a3

103
+ . . . .

Tarkime, kad skaičiai x, y ∈ [0, 1] yra užrašyti dvejetainėje skaičiavimo sistemoje.
Tada, jei ai = bi, i = 1, . . . , k, tai

|x− y| ≤ 1
10k

,
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arba naudojant dešimtainės skaičiavimo sistemos simbolika
‘
:

|x− y| ≤ 1
2k
.

Pastebėsime, kad S transformacija atlieka skaičiaus postūmi
‘
, tiksliau kalbant, jei x =

0.a1a2a3 . . . , tai S(x) = 0.a2a3a4 . . . . Dėl šios priežasties, transformacija S, vadinama
postūmio transformacija, jei nagrinėjame skaičius reprezentacijas dvejetainės skaičiavimo
sistemos skaitmenimis. Beje, kaip ir dešimtainėje skaičiavimo sistemoje, labai svarbu,
ǐsvengiant dviprasmybiu

‘
susitarti, kad tarp periodiniu

‘
skaičiu

‘
periodu

‘
nebūtu

‘
periodo 1.

Nesunku suprasti, kad postūmio transformacijomis galėtume vadinti transformacija
‘

Sa(x) = Frac(ax), jei skaičius užrašytume a− ainės skaičiavimo sistemos skaitmenimis.
Aptarsime algoritma

‘
, kaip ǐs bet kokio sveiko arba racionalaus dešimtainio skaičiaus

gauti jo dvejetaine
‘
ǐsraǐska

‘
. Pasirodo, kad tai sėkmingai atlieka transformacija S. Pana-

grinėkime ši
‘
fenomena

‘
detaliau.

Tarkime, kad x0 ∈ [0, 1]. Sudarykime seka
‘

xn+1 = Frac(2xn), n = 0, 1, . . . .

Tada gauname skaičiaus dvejetaine
‘
reprezentacija

‘
x = 0.a0a1a2 . . . , kai binarinis skaitmuo

ak yra su k− a
‘
ja iteracija yra susije

‘
s tokiu būdu:

ak =
{

0, xk <
1
2 ,

1, kitu atveju.

Naudodami šia
‘
transformacija

‘
skaičiui x0 = 0.75 gauname tokia

‘
seka

‘
: x0 = 0.11000 . . . .

Tuo tarpu skaičiaus 1/7 dvejetainė reprezentacija yra tokia: 0.001001001 . . . = 0.001.

13 Teorema Transformacija S = Frac(2x) intervale [0, 1] yra chaotinė.

	
Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs sa

‘
ryšio:

T2 ◦ S = T2 ◦ T2.

⊕

Fiksuokime N pirmu
‘
ju

‘
natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
. Sudarykime begalines sekas

x = xi1 , xi2 , . . . , xik
, . . . , xij

∈ {0, 1, . . . , N}.

Šiu
‘
seku

‘
aibe

‘
žymėsime simboliu ΣN . Pastaroje aibėje apibrėžkime metrika

‘
tokiu būdu:

(1) ρΣ(x, y) =
∞∑

i=1

|xi − yi|
(N + 1)i

,

čia x, y ∈ ΣN . Tada (ΣN , ρΣ) yra metrinė erdvė. Šia
‘
metrine

‘
erdve

‘
vadinsime Kodu

‘
erdve.

Jeigu kodu
‘
aibės elementams sudaryti yra naudojami N simboliu

‘
, tai sakysime, kad kodu

‘
aibė apibrėžta N− ainėje skaičiavimo sistemoje.
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14 Teorema Kodu
‘

aibė Σ yra neskaiti.

	
Tarkime, kad kodu

‘
aibė apibrėžta dvejetainėje skaičiavimo sistemoje, naudojant sim-

bolius 0 ir 1. Apibrėžkime funkcija
‘
f : {0, 1}−→{0, 1} tokiu būdu: f(0) = 1, f(1) = 0.

Be to, tarkime priešingai, t.y., kad ši aibė skaiti. Vadinasi egzistuoja bijekcija g : N−→Σ.
Apibrėžkime σ ∈ Σ taip: σ = σ1σ2σ3 . . . , ir čia, σn = f((g(n))n), čia g(n)n reǐskia n−
a
‘
ji
‘
g(n) simboli

‘
. Pastebėkime, kad g yra ”numeruojanti”, aibės Σ elementus, funkcija.

Koki
‘

numeri
‘

ši funkcija priskiria taškui σ? Pasirodo, kad nė vienam n ∈ N , g(n) 6= σ.
Pavyzdžiui, g(3) 6= σ, kadangi šiu

‘
seku

‘
tretieji simboliai skirtingi.

⊕

15 Teorema Erdvė (ΣN , ρΣ) metrǐskai ekvivalenti Kantoro aibei
Kitaip tariant, kodu

‘
metrinė erdvė yra kompaktǐska ir visǐskai nesusijusi.

Priminsime, kad dvi metrikos ρ1 ir ρ2 yra ekvivalenčios jei egzistuoja teigiamos kon-
stantos k1, 22 tokios, kad k1ρ1 ≤ ρ2 ≤ k2ρ1.

	
Metrinės erdvės X elementus galime užrašyti tokiu būdu:

X = {x =
x1

(N + 1)
+

x2

(N + 1)2
+ . . .+

xk

(N + 1)k
+ . . . , xi ∈ {1, 2, . . . N}}.

Kitaip tariant erdvės X elementus užrašome skaičiavimo sistemoje, kurios pagrindas N+1,
kai xi 6= 0.

Susiekime erdvės X elementa
‘
x = 0.x1x2x3 . . . su kodu

‘
ervės elementu σ = s(x) =

x1x2x3 . . . ∈
∑
.

Matome, kad funkcija s : X →
∑

yra abipus vienareikšmǐska. Tam, kad i
‘
rodyti, kad

erdvės (ΣN , ρΣ) ir (K, | · |) yra metrǐskai ekvivalenčios, mums reikia nurodyti konstantas
k1, k2 tokias, kad

k1ρσ(s(x), s(y)) ≤ |x− y| ≤ k2ρσ(s(x), s(y)), x, y ∈ X.

Visu
‘
pirma randame konstanta

‘
k2. Visiems x, y ∈ X gauname, kad

|x− y| = ρΣ(x, y) = |
∞∑

i=1

xi − yi

(N + 1)i
|

≤ ρΣ(x, y) =
∞∑

i=1

|xi − yi|
(N + 1)i

= ρΣ(s(x), s(y)).

Taigi, k2 = 1.
Parinkime C = 1/19. Be to tarkime, kad kokiam nors

k ∈ {1, 2, . . .}, x1 = y1, . . . , xk−1 = yk−1, xk 6= yk.
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Tuomet

|x− y| = |
∞∑

i=k

xi − yi

(N + 1)i
| ≥ |xk − yk|

(N + 1)k
−

∞∑
i=k+1

|xi − yi|
(N + 1)i

≥

|xk − yk|
(N + 1)k

−
∞∑

i=k+1

N − 1
(N + 1)i

=
(
|xk − yk| −

N − 1
N

)
1

(N + 1)k

Pastebėje
‘
, kad 1leq|xk − yk| ≤ N gauname

|xk − yk| −
N − 1
N

≥ 1
N2

(|xk − yk|+
N − 1
N

).

Tada,

|x− y| ≥ 1
N2

(
|xk − yk|+

N − 1
N

)
1

(N + 1)k
≥ 1
N2

(
|xk − yk|
(N + 1)n

+
∞∑

i=k+1

|xi − yi|
(N + 1)k

=
1
N2

∞∑
i=1

|xi − yi|
(N + 1)i

=
1
N2

ρΣ(s(x), s(y)).

Taigi, k1 = 1
N2 .

Parodysime, kad transformacija SN (x) = Frac(Nx), jei skaičius užrašytume N + 1
ainės skaičiavimo sistemos skaitmenimis, ǐsskyrus nuli

‘
.

16 Teorema Transformacija Dinaminė sistema (Sa,
∑

) yra chaotinė.

	
Trazityvumas . Tarkime, kad U, V ⊂

∑
, U ∩V = ∅. Tegu a ∈ U, ir τ = t1t2t3 . . . ∈ V.

Parenkame n toki
‘
, kad B(σ, 1/2n) ⊂ U, B(τ, 1/2n) ⊂ V. Tokiu būdu parinktam n, taškas

ψ = a1a2 . . . ant1t2 . . . tn . . . ,∈ U.

Antra vertus, Sn(ψ) = t1t2 . . . = τ ∈ V.
Priminsime, kad tranzityvumas ekvivalentus tam, kad egzistuoja taškas, kurio orbita

yra tiršta metrinėje erdvėje (taškas ergodinis). Tuo tarpu, kai kodas yra dvejetainės siste-
mos elementas, tai ši taškas gali būti užrašytas tokiu būdu:

ψ = 0|1|11100100|111110 . . . ,

Pastebėsime, kad bet kokiam kodui σ = a1a2a3 . . . egzistuoja kodo ψ ilgio n blokas tarp
vertikaliu

‘
brūkšniu

‘
, kad kodo ψ minimas blokas sutampa su pirmaisiais kodo a simboliais.

Tarkime, kad kodo ψ blokas prasideda nuo k + 1−ojo simbolio. Tada

S(k)(ψ) = a1 . . . antn+k+1 . . . ,

vadinasi d(S(k)(ψ), σ) ≤ 1/(N + 1)n. Taigi, ψ orbita yra tiršta.

100



Periodǐskumas. Parodysime, kad periodiniu
‘
tašku

‘
aibė yra tiršta kodu

‘
erdvėje arba,

kad kiekvienas kodas gali būti aproksimuotas periodiniu
‘
tašku

‘
seka.

Tarkime, kad kodas σ = a1a2a3 . . . . Tada žemiau nurodyta seka konverguoja prie kodo
σ :

a1a1, a1a2a1a2, a1a2a3a1a2a3, . . . .

⊕

17 Teorema Tarkime, kad f : X → X ir Sa : σ → σ. Jeigu jeigu šios transformacijos
yra jungtinės, o f ir Sa siejanti transformacija h yra homeomorfizmas, tai dinaminė sistema
(f,X) yra chaotinė.

	
Turime, kad h ◦ f = Sa ◦ h.
Tranzityvumas. Tarkime, kad I, J ⊂ X yra dvi atviros aibės. Remiantis teoremos

prielaidomis aibės I1 = h(I), J1 = h(J) taip pat atviri erdvės Y poaibiai. Pastebėsime,
kad transformacija Sa yra tranzityvi. Tad egzistuoja numeris k toks, kad Sk

a(I1)∩ J1 6= ∅.
Kadangi transformacijos jungtinės, tai ǐsplaukia, kad fk(I) ∩ J 6= ∅.

Periodiniu
‘

tašku
‘

tirštumas. Pastebėsime, kad jei taškas h(p) yra transformacijos Sa

n− ojo periodǐskumo taškas, tai taškas p yra transformacijos f to paties periodǐskumo
taškas. Kadangi tranformacija Sa yra chaotinė, tai aibė P(Sa) yra tiršta erdvėje

∑
.

Laisvai pasirinkime x ∈ X. Be to tarkime, kad {pn} ∈
∑

yra periodiniu
‘

tašku
‘

seka
lim
n
pn = h(x). Tokia visada egzistuoja! Kadangi transformacija tolydi, tai

lim
n
h(pn) = lim

n
xn = x.

⊕
Panagrinėkime funkcija

‘

T = T3 =
{

3x, x ≤ 0.5
3− 3x, x > 0.5

Panagrinėkime šios transformacijos dinamika
‘
, ja

‘
iteruojant. Tegu x0− yra pradinis

taškas ir
xn = T n(x0).

Apibrėžkime aibe
‘
F = {x0 ∈ R, lim

n→∞
|T n(x0)| < ∞}. Nesunku suprasti, kad jei x < 0

arba x > 1, tai x /∈ F. Taigi, f ⊂ [0, 1]. Iš aibės F apibrėžimo ǐsplaukia, kad šiai aibei
nepriklauso ir taškai, kuriu

‘
n− osios iteracijos didesnės už vieneta

‘
, kai n = 1, 2, . . . . Taigi,

kai n = 1, tai ( 1
3 ,

2
3 ) /∈ F, kai n = 2, tai ( 7

9 ,
8
9 ) /∈ F, ir t.t. Matome, kad ǐs aibės F yra

ǐsmetami tokie pat intervalai, kokie buvo ǐsmetami ir konstruojant Kantoro aibe
‘
. Taigi,

F ⊂ C. Tam, kad i
‘
rodyti, jog F = C parodysime, kad f(C) ⊂ C. Tarkime, kad x ∈ C.

Kantoro aibės elementa
‘
galime ǐsreikšti tokiu būdu:

x =
x1

3
+
x2

32
+
x3

33
+ . . . ,
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kai xi ∈ {0, 2}. Jeigu x1 = 0, tai f(x) = 3x = x2
3 + x3

32 + . . . ∈ C.
Jeigu x1 = 2, tai

f(x) = 3− 3x = 3− (
x2

3
+
x3

32
+ . . .) =

(
2
3

+
2
32

+ . . .)− (
x2

3
+
x3

32
+ . . .) =

(2− x2)
3

+
(2− x3)

32
+ . . . .

Pastebėsime, kad kiekvienas paskutiniosios sumos dėmens skaitiklis yra lygus nuliui
arba dvejetui, tai gauname, kad f(x) ∈ C.

18 Teorema Transformacija T3yra chaotinė klasikinėje Kantoro aibėje .

	
Parodysime, kad ši transformacija tenkina visas chaoso sa

‘
lygas, t.y. tranzityvumo ir

periodiniu
‘
tašku

‘
tirštumo sa

‘
lygas.

Panagrinėkime tranzityvumo problema
‘
. Naudosime panašius argumentus kaip ir pir-

moje dalyje. Pastebėsime, kad bet kokiam n, intervalas In tenkina savybe
‘
: T n(In) =

[0, 1]. Taigi, bet kokiai atvirai aibei U, In ⊂ U ir bet kokiam Kantoro aibės poaibiui V,
T n(U) ∩ V 6= ∅.

Aptarkime periodǐskumo problema
‘
. Aǐsku, kad funkcijos y = T n(x) ir funkcijos y = x

grafikai kertasi 2n taškuose. Taigi, funkcija T n turi 2n nejudamu
‘
tašku

‘
. Matome, kad kai

n → ∞, tai šiu
‘

tašku
‘

aibė tam ekvivalenti natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibei. Taigi, aibė tiršta

aibėje C.
⊕

3.8 Chaotiniu
‘
sistemu

‘
charakterizavimas

Šiame skyrelyje nagrinėsime dinaminiu
‘

sistemu
‘
, priklausančiu

‘
nuo parametro, cha-

otǐskos egseno tam tikras charakteristikas.
Viena svarbiausiu

‘
chaotinės sistemos savybiu

‘
-jos priklausomybė nuo pradiniu

‘
salygu

‘
bei tranzytivumas. Pateiksime matematinius apibrėžimus savoku

‘
, kuriomis charakterizu-

osime chaotines dinamines sistemas.
Tarkime, kad (X, ρ) yra metrinė erdvė.
Apibrėžimas Tegu x ∈ X ir ε > 0 pasirinktas skaičius. Sakysime, kad dinaminė

sistema yra jautri pradiniu
‘

sa
‘
lygu

‘
atžvilgiu, jei egzistuoja δ > 0 ir natūralusis skaičius

n ∈ N , kad

ρ(fn(x), fn(y)) > δ,

jei tik y ∈ B(x, ε).
Kitaip tariant, jei orbitos startuoja ǐs ”artimu

‘
” tašku

‘
, tai augant iteraciju

‘
skaičiui,

atstumas tarp orbitu
‘
auga. Pastarosios transformacijos vaizda

‘
pateikiame 5.4 pav.
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Viena ǐs svarbiausiu
‘
chaosa

‘
charakterizuojančiu

‘
savybiu

‘
yra jautrumas pradiniu

‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu. Ji būtina, bet nepakankama chaoso egzistavimo sa

‘
lyga. Pavyzdžiui transforma-

cija f(x) = cx, c > 1 yra jautri pradiniu
‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu, kadangi fn(x) = cnx. Pana-

grinėkime, kaip yra ”ǐskreipiama” nedidelė taško x aplinka. Pažymėkime u = x+ ε. Tada,
atlike

‘
n iteraciju

‘
gauname tokia

‘
paklaida

‘
:

En = un − xn = cn(x+ ε)− cnx = cnε.

Matome, kad n− osios iteracijos paklaida padidėja cnε kartu
‘
, jei c > 1. Kitaip tariant,

pradėjus iteruoti taško x aplinkos taškus gauname, kad ju
‘

iteracijos tolsta nuo taško x
iteraciju

‘
.

Panagrinėkime dinaminiu
‘
sistemu

‘
, kurios jautrios pradiniu

‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu, paklaidu

‘
elgsena

‘
, kai n → ∞. Pradžioje panagrinėkime jau minėtos tiesinės sistemos santykine

‘
paklaida

‘
, t.y. paklaidos atlikus n− a

‘
ja

‘
iteracija

‘
ir pradinio taško n− os iteracijos santyki

‘
:

|En

xn
| = cnε

cnx0
=

ε

x0
.

Matome, kad šis santykis pastovus. Vadinasi šios jautrios dinaminės sistemos paklaida
auga tokiu pat greičiu kaip ir iteruojamas taškas.

Visos chaotinės sistemos turi priklausomybės nuo pradiniu
‘
sa

‘
lygu

‘
fenomena

‘
. Dažnai

literatūroje yra pažymima, kad ši caoso savybė yra viena ǐs svarbiausiu
‘
.

Panagrinėkime, kaip nuo dinaminiu
‘
sistemu

‘
pobūdžio priklauso paklaidu

‘
elgsena.

Paprasčiausios tiesinės dinaminės sistemos atveju paklaidu
‘
santykio asimptotika

‘
su-

tampa su koeficiento laipsniu, t.y.

|En

E0
| = cn.

Matome, kad jei 0 < c < 1, tai riba lygi nuliui, jei c > 1− seka neaprėžta.
Bet pastara

‘
ji paklaidu

‘
santyki

‘
mes galime naudoti ne tik tiesiniu

‘
dinaminiu

‘
sistemu

‘
paklaidu

‘
augimui charakterizuoti. Logaritmuokime paskutiniosios lygybės abi puses gau-

name, kad

ln |En

E0
| = n ln c.

Pastara
‘
ja

‘
lygybe

‘
ǐsreǐske

‘
c atžvilgiu gauname,

ln c =
1
n

ln |En

E0
|, arba c = e

1
n ln |En

E0
|.

Tokiu būdu, jei nagrinėjame nežinoma
‘
dinamine

‘
sistema

‘
, jautria

‘
pradiniu

‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu,

galime nustatyti šios sistemos paklaidos augimo dydi
‘
c.

Pavyzdžiui, buvo nagrinėta dinaminė sistema f(x) = 4x(1−x) ir buvo nustatyta, kad
ši konstanta c ≈ 2. Vidutinės augimo paklaidos skaičiavima

‘
kiek detalizuokime. Tarkime,

kad E0 = ε yra pakankamai maža pradinė paklaida. Užrašykime vidutine
‘
paklaida

‘
tokiu

būdu:
|En

E0
| = | En

En−1
||En−1

En−2
| . . . |E1

E0
|.
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Logaritmuodami paskutinia
‘
ja

‘
lygybe

‘
gauname, kad

1
n

ln |En

E0
| = 1

n

n∑
k=1

| Ek

Ek−1
|.

Panagrinėkime santyki
‘
| En

En−1
|. Šis santykis charakterizuoja, kokia yra k− osios iteraci-

jos santykinė paklaida. Pastebėsime, kad iteruojant seka
‘
, jos klaidos santykinė paklaida

nepriklauso nuo to, kokio dydžio paklaida
‘
Ek paimsime. Pagri

‘
skime tai. Pažymėkime

x̃k = ε ir x̃k = xk + ε. Tegu f(x) = 4x(1 − x). Tada iteracinės sekos nario xk+1 paklaida
Ek+1 yra tokia:

Ek+1 = f(x̃k)−f(xk) = x̃k+1−xk+1 = 4(xk+ε(1−xk−ε))−4xk(1−xk) = 4ε(1−2xk)−4ε2.

Padaline
‘
pastara

‘
ji
‘
reǐskini

‘
ǐs Ek gauname, kad

Ek+1

Ek
= 4(1− 2xk)− 4ε.

Vadinasi, jei ε mažas, tai šis santykis nuo paklaidos beveik nepriklauso.
Taigi, fiksuokime koki

‘
nors ε > 0. Ir panagrinėkime, kaip esant šiai paklaidai ε plėtojasi

santykis | En

En−1
|, jei ši

‘
santyki

‘
pakeisime dydžiu

˜Ek+1
ε , Ẽk+1 = f(xk + ε) − f(xk), čia

f(x) = 4x(1− x).
Tada riba

‘

λ(x0) = lim
n→∞

lim
ε→0

1
n

ln |f
n(x0 + ε)− fn(x0)

ε
|. (1)

vadinsime Liapunovo eksponente.
Kitaip tariant, bet kokios transformacijos Liapunovo transformacija yra apibrėžiama

(1) lygybe.
Aǐsku, kad jei ε yra paklaida taške x0, tai

|fn(x0 + ε)− fn(x0)| ≈ εenλ(x0).

Pasirodo, kad Liapunovo eksponentė gerai charakterizuoja chaotǐska
‘
elgsena

‘
. Jei ši

eksponentė teigiama ir didelė, tai dinaminė sistema labai jautri pradiniu
‘
sa

‘
lygu

‘
atžvilgiu.

Be to remiantis šia eksponente galima palyginti i
‘
vairiu

‘
dinaminiu

‘
sistemu

‘
jautruma

‘
, tame

pat taške, bei naudoti šia
‘
eksponente

‘
jautrumui charakterizuoti. Ypatingai, jei λ(x0) > 0

yra didelė, tai ir sistemos jautrumas taške didelis.

3.9 Liapunovo eksponentė ir glodžiosios transformacijos

Šiame skyrelyje panagrinėkime diferencijuojamas transformacijas.
Atlikus n iteraciju

‘
, paklaidos augimo greiti

‘
galime perrašyti taip:

En

E0
=

En

En−1

En−1

En−2
. . .

E1

E0
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Logaritmuodami abi lygybės puses gauname,

1
n

ln |En

E0
| =

n∑
k=1

1
n

ln | Ek

Ek−1
|.

Naudodamiesi paklaidos apibrėžimu gauname, kad

Ek

Ek−1
=
f(xk−1 + Ek−1)− f(xk−1)

Ek−1
.

Perėje
‘
prie ribos, kai E0 → 0 turėsime

lim
E0→0

Ek

Ek−1
= f ′(xk−1).

Taigi

lim
E0→0

1
n

n∑
k=1

ln | Ek

Ek−1
| = 1

n

n∑
k=1

ln |f ′(xk−1)|.

Perėje
‘

prie ribos, kai n → ∞, gauname diferencijuojamos transformacijos Liapunovo
exponente

‘
:

λ(x0) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ln |f ′(xk−1)|.

Pastebėsime, kad kai kuriais atvejais Liapunovo eksponente
‘
galime suskaičiuoti tiksliai.

Raskime periodinio taško Liapunovo eksponente
‘
. Tarkime, kad taškas x0 yra m− ojo

periodǐskumo taškas, t.y xm = fm(x0). Antra vertus,

λ(x0) =
1
m

m∑
k=1

ln |f ′(xk−1)|.

Taigi, jei x0 yra nejudamas taškas, tai

λ(x0) = ln |f ′(x0)|.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad remiantis šia formule galime charakterizuoti Liapunovo (ateityje

L) eksponente
‘
priklausomai nuo taško pobūdžio. Matome, kad jei taškas neutralus neju-

damas taškas, tai jo L eksponentė lygi nuliui. Jeigu taškas nestabilus ( |f ′(x0)| > 1), tai
šio taško L eksponentė teigiama, jei stabilus- neigiama.

Jei x0 yra antrojo periodǐskumo taškas, tai šiuo atveju turime, kad

λ(x0) = λ(x1) =
1
2
(ln |f ′(x0)|+ ln |f ′(x1)|).

Jei f(x) = ax(1− x), tai
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λ(x0) = lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ln |a− 2axk−1| =

ln a+ lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

ln |1− 2xk|.

Pastebėkime, kad x = 0 yra logistinės transformacijos nejudamas taškas, taigi λ(0) =
ln a ir tuo pačiu λ(1) = ln a. Tada, kai a = 4, ši reikšmė apytiksliai lygi 1.39. Tokia reikšmė
nurodo, kad šie taškai nėra stabilūs. Pastebėsime, kad visu

‘
tašku

‘
, kurie yra pritraukiami

prie nejudamo taško 0, Liapunovo eksponentė yra lygi ln 4. Šiu
‘
tašku

‘
aibė yra tiršta inter-

vale [0, 1]. Antra vertus, ”beveik visu
‘
” kitu

‘
tašku

‘
, intervale [0, 1], Liapunovo eksponentė

yra lygi ln 2. Žemiau pateiktame 9 pav. yra pateikiamas logistinės dinaminės sistemos
y = fc(x) Freigenbaumo medis, o aukščiau pateikiamas šios sistemos periodiniu

‘
tašku

‘
Liapunovo eksponentės grafikas:

9 pav.
Pabaigai paminėsime, kad jei h yra homeomorfizmas, siejantis transformacijas f ir

g, be to abi transformacijos yra diferencijuojamos, tada abieju
‘
transformaciju

‘
Liapunovo

eksponentė sutampa.

3.10 Tranzityvumas ir periodiniai taškai

Kiek plačiau nanagrinėkime ir kvadratinės iteracijos tranzityvumo savybe
‘
. Natūralu

tikėtis, kad jei transformacija yra tranzityvi, tai pradini
‘

intervala
‘

suskaide
‘

i
‘

smulkesnes
dalis ir iteracijas startave

‘
ǐs bet kokio minėtosios smulkesnės intervalo taško, gausime, kad

iteracinės sekos nariai ”aplankys ” visus kitus skaidinio intervalus.
Kaip jau minėjome, panagrinėkime ši fenomena

‘
detaliau, nagrinėdami chaotine

‘
trans-

formacija
‘
f(x) = 4x(1−x). Tarkime, kad intervalas X = [0, 1] yra suskaidytas i

‘
10 vienodu

‘
intervalu

‘
, t.y. intervalo X skaidinys X = ∪10

k=1Ik, kai

Ik = [
k − 1
10

,
k

10
], k = 1, . . . , 10.

Kiek detaliau panagrinėkime šia
‘

tranzityvumo savybe
‘
. Nagrinėjant chaotines di-

namines sistemas kyla i
‘
vairiu

‘
sistemu

‘
palyginimo problema. Jau esame kalbėje

‘
apie Lia-

punomo eksponente
‘
. Dabar aptarkime dar viena

‘
tranzityvumo palyginimo mata

‘
.
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Tarkime, kad I ir J du maži, atviri intervalai. Pasirinke
‘

intervalo I taška
‘
, iteruo-

dami bandysime pasiekti antrojo intervalo taškus. Aǐsku, kad vienos tašku
‘
orbitos pasieks

ši
‘

intervala
‘

greičiau negu kitos, o kai kuriu
‘

tašku
‘

orbitos ǐs vis nepasieks šio intervalo.
Panagrinėkime šia

‘
”svečiavimosi” savybe

‘
, pasitelke

‘
statistinius metodus. Buvo atliktas

bandymas, pasirinkus 10000 tašku
‘

pradiniame intervale, ir buvo stebimos šiu
‘

tašku
‘

or-
bitos, iki taškai pasiekdavo intervala

‘
J. Orbitas, kurios atlikus fiksuota

‘
iteraciju

‘
skaičiu

‘
nepalikdavo intervalo I, pavadinsime ”ǐslikusiomis orbitomis” nurodydami atliktu

‘
iteraciju

‘
skaičiu

‘
. Kyla klausimas, ar galima kokiu nors būdu (formule) susieti ”ǐsliekančiu

‘
” orbitu

‘
skaičiu

‘
su atliekamu iteraciju

‘
skaičiumi. Žinoma, atsakymas priklauso ir nuo intervalu

‘
I ir J ilgio. Intervalus galima taip parinkti, kad jau po pirmos iteracijos orbitos pateks
i
‘

intervala
‘
J. Paprastai intervalai parenkami gana maži, kad po gana didelio iteraciniu

‘
žingsniu

‘
skaičiaus tašku

‘
ǐs I orbitos pasiekia intervala

‘
J. Pavyzdžiui parinkime

I = [0.2, 0.2 +
1

1011
], J = [0.68, 0.69].

Atlikus 36 iteracijas, nė viena ǐs 10000 tašku
‘
(parinktu

‘
tolygiai intervale I) orbitu

‘
nepasiekė

intervalo J. Toliau didinant iteraciju
‘

skaičiu
‘
, pasirodo tašku

‘
orbitos, kurios pasiekia ši

‘
intervala

‘
. Atlikus eksperimenta

‘
pasirodė, kad 37- oje itercijoje 63 taškai pakliuvo i

‘
intervala

‘
J. Didinant iteraciju

‘
skaičiu

‘
šis ǐsliekančiu

‘
(nepasiekusiu

‘
intervalo J) tašku

‘
skaičius mažėja.

Eksperimentǐskai buvo nustatyta, kad šiu
‘
ǐslekančiu

‘
tašku

‘
skaičius apytiksliai yra lygus

S(n) ≈ e−
n
τ .

Parametras τ gali būti iterpretuojamas tokiu būdu: tai skaičius iteraciju
‘
, kurias reikia

atlikti, kad ǐslikusiu
‘

tašku
‘

skaičius, lyginant su pradiniais sumažėtu 1/e kartu
‘
. T.y.

kad ǐslikusiu
‘
tašku

‘
skaičius sumažėtu

‘
maždaug 37 procentais lyginant su pradiniu tašku

‘
skaičiumi. Parametras τ vadinamas vidutiniu orbitu

‘
stabilumo parametru. Nesunku

suprasti, kad tai dar vienas dinaminės sistemos chaotǐskumo charakterizavimas. Kuo di-
naminė sistema chaotǐskesnė, tuo τ mažesnis ir atvirkščiai. Žinoma lyginti dvi dinamines
sistemas galime tik tuo atveju, jei startinės dinaminiu

‘
sistemu

‘
pozicijos yra vienodos.

Skaičiaus S(n) eksponentine
‘

prigimti
‘

patvirtina ir tas faktas, kad lnS(n) mažėja
tiesǐskai, kai n auga. Remiantis šiais rezultatais buvo nustatyta, kad τ ≈ 138. Taigi,
tam kad ǐslikusiu

‘
iteraciju

‘
skaičius sudarytu

‘
e−1

e dali
‘
pradinio tašku

‘
skaičiaus reikia at-

likti apie 138 iteracijas. Kaip jau ir minėjome, fiksavus transformacija
‘
, bendrai paėmus

”pabėgimo” greitis priklauso ir nuo intervalu
‘
dydžio bei jo parinkimo.

Kitas i
‘
domus faktas, charakterizuojantis chaotines sistemas, tai intervalo ”tempimo”

problema. Nagrinėdami šia
‘
, kaip ir ankstesnes problemas ilistracijoms pasirinksime logis-

tine
‘
dinamine

‘
sistema

‘
f4(c) = 4x(1− x).

Fiksuokime koki
‘
nors uždara

‘
intervala

‘
I ⊂ [0, 1]. Kiek reikia atlikti mažiausiai iteraciju

‘
tam, kad dinaminė sistema f4(I) = [0, 1]?

Tai viena problemos formuluotė. Dažnai uždavinys formuluojamas tokiu būdu: su-
skaidykime intervala

‘
[0, 1] nesikertančiais intervalais Ik, k = 1, . . . n, kuriu

‘
sa

‘
junga lygi
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intervalui [0, 1]. Raskime vidutini
‘
iteraciju

‘
skaičiu

‘
, kuris reikalingas, kad f(Ii) = [0, 1], i =

1, . . . , n.
Žemiau pateikiame lentele

‘
kurioje nurodomas vienetinio intervalo skaidinio elementu

‘
skaičius N, bei vidutinis iteraciju

‘
skaičius k :

N k N k N k N k

2 1 32 6.18 512 10.26 8192 14.29

4 2.51 64 7.23 1024 11.27 16384 15.26

8 4 128 8.25 2048 12.28 32768 16.28

16 5.12 256 9.26 4096 13.28 65536 17.28

Atkreipsime dėmesi
‘

i
‘

tai, kad šis eksperimentas demonstruoja, kad jei padalinimu
‘

skaičiu
‘
didiname dvigubai, tai kiekviename sekančiame žingsnyje, kai padalinimu

‘
skaičius

didelis, iteraciju
‘
skaičiu

‘
tereikia padidinti vienetu!

3.11 Ergodinės orbitos

Panagrinėkime logistine
‘

dinamine
‘

sistema
‘
, kai a = 4. Ši sistema yra chaotinė. Jei

pasirinksime bet koki
‘

maža
‘

intervala
‘
I, tai iteruodami šio intervalo kai kuriuos taškus

aplankysime ”beveik visus” intervalo [0, 1] taškus. Kitaip tariant iteruojant kai kuriuos
taškus ǐs I, gauname rezultata

‘
, kuris artimas rezultatui jei iteruosime visus intervalo

taškus. Taigi, egzistuoja skaičiu
‘

seka, {xn}, n ∈ N0, kurios orbitos, kai n → ∞, yra
kiek norimai arti bet kurio kito, intervalo [0, 1], taško. Kitaip tariant, bet kokiam x ∈ [0, 1]
ir laisvai pasirinktam ε > 0, egzistuoja n0 ∈ N tokie, kad |xn0 − xk| < ε. Orbitas, tenk-
inančias minėtas savybes vadinsime ergodinėmis orbitomis, o taškus, kurie turi tokias
orbitas- ergodǐskumo taškais. Čia xk yra minėtos sekos narys. Nesunku suprasti, kad
ne visi pasirinkto intervalo taškai yra ergodǐskumo taškai. Pavyzdžiui periodiniai arba
nejudami taškai tegali ”aplankyti” tik baigtinio skaičiaus taškus. Jei šia

‘
problema

‘
imtume

spre
‘
sti praktǐskai, kiltu

‘
kai kuriu

‘
dviprasmybiu

‘
. Pavyzdžiui, iteruodami logistinės sistemos

f4 periodǐskuma
‘
taškus, po tam tikro iteraciju

‘
skaičiaus, dėl apvalinimo paklaidu

‘
, iteruo-

jamo taško orbitos pradėtu
‘

ǐsklysti ǐs baigtinės orbitos ir periodinio taško orbita taptu
‘

ergodine.
Kaip jau minėjome, tašku

‘
ergodǐskumo savybes patogu tirti naudojant PC. Žinoma,

rezultatas bus gautas su tam tikra paklaida. Pavyzdžiui, pasirinkime koki
‘
nors taška

‘
x0 ir

iteruoime 106 kartus. Realizuojant grafiškai pastebėsime, kokius intervalo taškus ”aplanko”
šio taško orbita x0, x1, . . . , xm. Atlike

‘
tai suskaidykime intervala

‘
i
‘
N lygiu

‘
daliu

‘

Ik = [
k − 1
N

,
k

N
), k = 1, . . . , N.
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Nustatome, kiek orbitos tašku
‘
patenka i

‘
Ik− a

‘
ji
‘
intervala

‘
. Tarkime šis skaičius yra lygus

nk. Mes tikimės, kad šis skaičius priklauso nuo orbitos parametro m. Kuo didesnis m, tuo
didesnis orbitos tašku

‘
skaičius patenka i

‘
intervalus. Antra vertus natūralu tikėtis, kad

tašku
‘
skaičiaus santykis pasirinktuose intervaluose turėtu

‘
būti pastovus. Pastebėsime, kad

orbitos tašku
‘
skaičius, i

‘
traukiant ir pradini

‘
taška

‘
yra lygus m + 1. Apibrėžkime intervalo

mata
‘
tokiu būdu:

µk(Ik) =
nk

m+ 1
, [0, 1] = ∪N

i=1Ik.

Pastebėsime, kad šis baigtinis matas yra tikimybinis (kodėl?).
Galime braižyti histograma

‘
, kurios horizantalioje tiesėje atidėtume intervalo [0, 1]

skaidini
‘
(intervalus Ik) o vertikalioje tiesėje- dažni

‘
(mato reikšmes). Pateiktoje histogra-

moje yra pateikiamas orbitos elementu
‘
ǐssidėstymas, kai m = 106 ir N = 600. Pastebėsime,

kad dengiamos tamsios srities plotas yra lygus 1.
Atkreipsime dėmesi

‘
, kad mato µk skirstinys yra simetrǐskas taško 0.5 atžvilgiu. Antra

vertus, iteruojant taškus tikimybė, kad mes jo sekos nari
‘
sutiksime arčiau nulio arba vieneto

yra žymiai didesnė, negu centre. Pastebėsime, kad jei iteruosime bet kuri
‘
kita

‘
intervalo

taška
‘
, histogramos vaizdas bus visǐskai analogǐskas. Dar daugiau, jeigu ir padidinsime

padalinimu
‘
skaičiu

‘
N bei orbitos eile

‘
m, grafiko vaizdas ǐs esmės nesikeis. Pastebėsime,

kad nagrinėjamas grafikas yra artimas funkcijos

ν(x) =
1

π
√
x(1− x)

grafikui.
Panagrinėkime atsitiktini

‘
dydi

‘
X, kurio tankio funkcija yra

ν(x) =
1

π
√
x(1− x)

.

Pastebėsime, kad ir atsitiktinio dydžio X funkcija f(X) = 4X(1−X) taip pat turi ta
‘
pati

‘
skirstini

‘
.

Panagrinėkime tikimybe
‘
i
‘
vykio, kad atsitiktinis dydis priklausys nedideliam intervalui

Jy, kurio centras yra taške y = 4x(1− x), o intervalo ilgis yra ∆y. Tada

P (Y ∈ J) ≈ ν(y)∆y.

Tam, kad orbitos pasiektu
‘
intervala

‘
J jos turi būti pirmvaizdžio x arba 1 − x aplinkose

I1 arba I2 atitinkamai (pastebėsime, kad nagrinėjamos parabolės reikšmė intervale [0, 1]
turi du pirmvaizdžius ). Šiu

‘
intervalu

‘
dydžiai priklauso nuo ∆y dydžio ir nuo parabolės

nuolydžio taškuose x ir 1−x. Kuo nuolydis didesnis, tuo orbitos yra artimesnės viena kitai.
Tiksliau kalbant, jei I1 = ∆x1 ir I2 = ∆x2, tai

∆y ≈ |f ′(x)|∆x1, ∆y ≈ |f ′(1− x)|∆x2. (x1)

Taigi, kitais žodžiais tariant, tikimybė, kad taškas pasirodys intervale Jy yra lygi
tikimybiu

‘
sumai, kad taškai bus pasirinkti ǐs intervalu

‘
I1 ∪ I2. Tada

P (Y ∈ J) = P (X ∈ I1 ∪ I2) ≈ ν(x)∆x1 + ν(1− x)∆x2. (x2)
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Naudodamiesi paskutinia
‘
ja lygybe, bei (x1) gauname, kad

ν(y) =
ν(x)
|f ′(x)|

+
ν(1− x)
|f ′(1− x)|

. (x3)

Paskutinioji lygybė vadinama Frobenijau- Perono lygtimi.
Taikykime šia

‘
lygti

‘
tuo atveju, kai

ν(x) =
1

π
√
x(1− x)

.

Naudodamiesi tapatybe

1− 4x(1− x) = (2x− 1)2

ǐs (x3) kairiosios lygybės pusės gauname, kad

ν(y) == ν(4x(1− x)) =
1

π
√

4x(1− x)(1− 4x(1− x))

=
1

2π|2x− 1|
√
x(1− x)

.

Pastebėkime, kad ν(1− x) = ν(x) ir f ′(1− x) = −f ′(x). Taigi, |f ′(1− x)| = |f ′(x)|.
Remdamiesi šiais sa

‘
ryšiais gauname, kad

ν(x)
|f ′(x)|

+
ν(1− x)
|f ′(1− x)|

=
2ν(x)
|f ′(x)|

=
2

π4|2x− 1|
√
x(1− x)

.

Gauname funkcionaline
‘
lygti

‘
kuria

‘
tenkina tankis ν(x).Dar daugiau, galima parodyti, kad

toks tankis yra vienintelis. Taigi, dešinioji funkcionalinės lygties pusė gali būti interpre-
tuojama kaip operatorius, kuris aibrėžia nauja skirstinii

‘
Φ(ν) duotam tankiui ν, tokiu

būdu:

Φ(ν)(y) =
∑

x∈f−1(y)

ν(x)
|f ′(x)|

, y ∈ [0, 1].

Pradėje
‘
nuo tikimybinio tankio ν0 mes galime iteruoti Frobenijaus -Perono operatoriu

‘
Φ :

νk+1 = Φ(νk), k = 1, 2, . . . .

Taigi, gauname tikimybiniu
‘
matu

‘
seka

‘
, kuri konverguoja prie tikimybinio tankio

ν(x) =
1

π
√
x(1− x)

.

Naudojant šia
‘
tankio funkcija

‘
mes galime i

‘
vertinti ǐslikusiu

‘
orbitu

‘
parametra

‘
τ. Pana-

grinėkime, bet koki
‘

rinkini
‘

pradiniu
‘

tašku
‘

ir ju
‘

orbitas. Atlike
‘

šiems taškams apie 36
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iteracijas jie ǐssibarstys virš vienetinio intervalo maždaug pagal arcsinuso dėsni
‘
. O kiek gi

tašku
‘
paklius i

‘
intervala

‘
J = [0.68, 0.69]. Tai gali būti i

‘
vertinta naudojantis invariantinniu

arksinuso skirstiniu arti centro, padaugintu ǐs intervalo ilgio:

ν(0.685)
100

=
1

100π
√

0.685(1− 0.685)
≈ 0.0068525

padaugintas ǐs visu
‘
tašku

‘
skaičiaus. Arba

0.69∫
0.68

dx
π
√
x(1− x)

=
2
π
≈ 0.0068527

padaugintam ǐs visu
‘
tašku

‘
skaičiaus. Jei pasirenkame kaip ir anksčiau 10000 tašku

‘
, tai šis

skaičius apytiksliai lygus 68.525, o tai gana neblogai aproksimuoja praktinius duomenis,
kuriais remiantis turėjome, kad patenkančiu

‘
tašku

‘
skaičius yra lygus 63. Tam, kad i

‘
vertinti

parametra
‘
τ, mums reikia ǐs visu

‘
tašku

‘
pašalinti ”pabėgusiu

‘
tašku

‘
” skaičiu

‘
, padauginus ǐs

visu
‘
tašku

‘
skaičiaus ir ši

‘
skirtuma

‘
prilyginti e−

n
τ , n = 1.

Taigi, ǐssprende
‘
lygti

‘
:

(1− 0.0068525)τ =
1
e

gauname, kad τ ≈ 145.

Užduotys

1. Nurodykite metoda
‘
, kaip būtu

‘
galima suteikti adresus Sierpinskio trikampio ele-

mentams.

2. Raskite IAS {R;ω1(x) = 0, ω2 = x
2 + 1

2} periodinius taškus.

3. Kokias sa
‘
lygas turi tenkinti IAS atraktorius, kad jo neskaitus tašku

‘
poaibis turėtu

‘
nevienareikšmius adresus.

4. Taikydami grafini
‘
iteraciju

‘
metoda

‘
raskite tašku

‘
0.5, 0.75, 1 orbitas, kai f(x) =

4x(1− x).

5. Tarkime, kad f(x) = x2 + 0.35. Grafinės iteracijos būdu raskite taško 0.1 iteracija
‘
.

Jei egzistuoja, raskite šios transformacijos atstumiančius ir pritraukiančius taškus.

6. Raskite transformaciju
‘

ω1(x) =
x

4
+

1
4
, ω2(x) =

x

4
+

3
4
, ω3(x) =

x

4
+

1
2
,

nejudamus taškus ir nustatykite ar jie pritraukiantys ar atstumiantys.

7. Tarkime, kad duota dinaminė sistema {[0, 1]; x
2 (1 − x).} Raskite šios dinaminės

sistemos nejudamus taškus, bei nurodykite ju
‘
prigimti

‘
.

8. Tarkime, kad duota dinaminė sistema {[0, 1]; 2x(1 − x).} Raskite šios dinaminės
sistemos nejudamus taškus, bei nurodykite ju

‘
prigimti

‘
.
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9. Raskite pateiktu
‘
diskrečiu

‘
dinaminiu

‘
sistemu

‘
nejudamus taškus bei nustatykite šiu

‘
tašku

‘
pobūdi

‘
:

(a) f(x) = −x2 − x+ 0.25;

(b) f(x) = ex;

(c) f(x) = ecos x.

10. Raskite dinaminės sistemos

fc(x) = −cx lnx

bifurkacinius taškus, naudodami empyrinius metodus (parašykite programa
‘
).

11. Diskreti populiacijos reprodukcijos dinaminė sistema yra apibrėžta tokiu būdu:

f(x) = rxc(1− x),

čia x = x(t) yra populiacijos tankumas laiko momentu t, o r, c yra teigiamos konstantos.
Raskite šios dinaminės sistemos nejudamus taškus ir juos charakterizuokite.

12. Rekurentinė seka

f(x) = rx2(1− x)− cx,

yra rūšies vaisingumo modelis. Konstanta c− rūšies characteristika. Panagrinėkite šia
‘

dinamine
‘
sistema

‘
, kai r yra didesnė nei kritinė reikšmė rc.

13. Tarkime, kad

fc(x) = cx(1− x).

I
‘
rodykite, kad jei c = 2 ir a yra lygties

x = 0.5(1− exp (a))

šaknis, tai seka xk = fk
c (x) gali būti pakeista seka

xk = 0.5(1− exp (2ka)).

Tarkime, kad c = 4 ir 0 ≤ a < 1 yra lygties x = sin2(πa) šaknis. Tada logistinės
transformacijos seka galim būti pakeista tokia seka:

xk = sin2(2kπa).

Tarkime, kad a = 0.a1a2a3 . . . užrašytas binarine forma. Parodykite, kad f4 turi
nestabilia

‘
p periodo orbita

‘
, ∀p ∈ N , kuri yra tiršta intervale [0, 1].
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