I. IVADAS

1.1 Aibés. Aibiu veiksmai.

Aibe vadinsime, bet koki objektu rinkini. Objektai sudarantys minétaji rinkini vadi-
nami aibés elementais. Ateityje aibes zymésime didziosiomis lotyniskosios abécélés raidé-
mis, o jos elementus mazosiomis.

Sakysime, kad aibé A yra aibés B poaibis (Zymésime A C B), jeigu visiems x € A
isplaukia, kad = € B. Sakysime, kad aibé A yra lygi aibei B, jei A C B ir B C A.
Aibiu A ir B sankirta (zymeésime A N B) vadinsime aibe C' = {z,x € ANz € B}. Aibe
D ={z,xr € AV z € B} vadinsime aibiu sajunga, kuria zymésime A U B. Sakysime, kad
aibés nesikerta, jeigu ju sankirta sutampa su tuscéia aibe. Aibiu A ir B skirtumu, kuria
zymesime A\ B, vadinsime aibe A\ B = {z,z € AAx ¢ B}. Aibés A papildiniu, kuria
zymeésime A°, vadinsime aibe A¢ = {x,z ¢ A}. Tarkime, kad A kokia nors aibé. Bet kokia
aibiu Seima vadinsime klase (kodél ne aibe?) ir zymésime didziaja, rasytine, lotyniskosios
abéceélés raide, pavyzdziui, A.

Tarkime A — naturaliuju skaiciu aibé. Tada, bet koki Sios aibés poaibi A C N,
vadinsime indeksu aibe. Tarkime, kad apibrézta funkcija f : A — A. Tada aibe {X, €
A, X € A} vadinsime klasés A elementu seka, jeigu aibé A begaliné, ir elementu rinkiniu,
jeigu aibé A baigtiné.

Apibrézkime:

U X)) = {113‘,3)\ ceANT EX)\}
AEA

ir
() Xa={zVAeArz e X,}
AEA

Aibiy veiksmu savybés
B\ (B\A)=AnB.
AVB =(AUB)\ (ANB).
(A°)° = A.
ANB=BnNAir AUB=BUA.
AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNnC)=(AnB)NC.
AN(BUC)=(ANnB)U(ANnCQO).
LAU(BNC)=(AuB)N(Au().
Tarkime, kad A indeksu aibé ir VA € A, Dy C D, ¢ia D kokia nors aibés D poaibiu
klase. Teisingi tokie teiginiai:

Nt W

8. D\[)Dxr=|JD\Dx

AEA AEA
9. D\|JDr=[)D\Dx
AEA AEA

Sakykime, kad {A4,,} kokia nors klasés A elementu seka.
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Apibrézimas Elementu, kurie priklauso begaliniam aibiu A,, skaiciui, aibe vadin-
sime limit superior arba virsutine aibiu sekos { A,, } riba, kuria zZymésime lim sup A,,. Kitaip
tariant, egzistuoja aibé A C N tokia, kad visiems A € A,z € A,.

Sakysime, kad aibiu seka A,, yra monotoniskai mazéjanti, jei

A1 DAy D ...A, D ....
Analogiskai, sakysime, kad aibiu seka yra monotoniskai didéjanti, jei

A1 CAsC .. A, C....

Apibrézimas Tarkime A, B bet kokios aibés. Taisykle f, kuria remiantis aibés A
elementams priskiriami aibés B elementai vadinsime atvaizdziu, apibréztu aibéje A ir
igyjanciy reiksmes aibéje B. Zymésime f + A — B. Elementui a € A priskiriama
elementa b € B zymésime f(a) arba b = f(a). Sakysime, kad f(a) yra elemento a vaizdas,
o a yra elemento b = f(a) pirmvaizdis.

Atvaizdzio f pirmvaizdziu aibé paprastai zymima D(f) ir vadinama atvaizdzio api-
brézimo sritimi. Atvaizdzio reik8miu sritis F(f) yra aibés B poaibis, kurios visi elementai
turi pirmvaizdzius, E(f) = {f(x);z € A}. Mes zymeésime §ia aibe E(f).

Tarkime, kad atvaizdis f : A — B. Tada atvaizdi f~! : B — A vadinsime at-
vaizdziui f atvirkstiniu atvaizdziu, jeigu f~'(y) = z tada ir tik tada , kai f(z) = v.
Pastebésime, kad pirmojo skyrelio pradzioje pateiktas funkcijos apibrézimas téra atskiras
atvaizdzio atvejis. Aibe G(f) : ={(z,y);z € D(f);y € E(f)} vadinsime atvaizdzio grafiku.

Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra siurjekcija, jeigu D(f)=X ir E(f)=Y. Jeigu
f: X — Y yra siurjekcija, tai tada zymésime, f(X)=Y.

Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra injekcija, jeigu skirtingi pirmvaizdziai turi
skirtingus vaizdus ir atvirksciai. Sakome, kad atvaizdis f : X — Y yra bijekcija, jeigu jis
yra injekcija ir siurjekcija kartu. Pastarasis atvaizdis dar vadinamas abipus vienareikSme
atitiktimi.

Nesunku matyti, kad tarp atvaizdziu ir ju grafiku egzistuoja abipus vienareikSmé
atitiktis. T.y. skirtingi atvaizdziai apibrézia skirtingus grafikus ir atvirksciai. Deél Sios
priezasties, ateityje, Sias savokas daznai tapatinsime, jei tai nesudarys painiavos, kadangi
skaitytojas, manome, atkreipé démesi i tai, kad atvaizdis ir jo grafikas yra skirtingos
savokos.

Atvaizdziy savybés

1. f(AUB) = f(A)U f(B).

2. f(ANnB) C f(A)N f(B).

Jeigu atvaizdis yra bijekcija, tai

3. f(ANB) = F(A) N f(B).

4 f(Us Aa) = U, f(Aa).

1.2 Metrinés erdvés

Tarkime, kad E netuscia aibé. Jos elementus vadinsime taskais.
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Tarkime, kad R realiuju skaiciu aibé.
Apibrézimas Funkcija p : E X E — R, kuri su bet kokia pora (z,y) € E X E tenkina
reikalavimus

1) 0 < p(z,y) <
2) p(=, y)—0<—>w—y,
3) p(y,z) = p(z,y),

4) p(z,y) < p(z,2) + p(2,y), 2,9,z € X,
vadinsime metrika apibrézta aibéje E.
Véliau gana daznai teks naudoti nelygybe:

lp(z,2) — p(y, 2)| < p(x,y),

kurios irodyma paliekame skaitytojui.

Apibrézimas Tarkime, kad aibéje E apibrézta metrika p. Tada pora (F, p) vadinsime
metrine erdve. Metrikos reiksme, bet kokiai erdvés tasky porai, vadinsime atstumu tarp
erdvés tasky. Metrikos apibrézima, erdvéje, vadinsime erdvés metrizavimu.

Apibrézimas Sakykime, kad (E1, p1) ir (Fa, p2) dvi metrinés erdvés. Tuomet bijek-
cija f : By — Es, vadinsime erdviu izometrija (trumpumo délei tiesiog izometrija), jeigu
bet kokiai erdvés Ey elementu porai x,y teisinga lygybé:

pl(m7y) = p2(f(x)7 f(y))

Pastebékime, kad Siuo atveju atvirkstinis atvaizdis taip pat yra erdviu izometrija. Metrines
erdves, tarp kuriu galime apibrézti izometrija, vadinsime izometrinémis.

Taigi, jei erdves izometrinés, tai erdviu elementu metrinés savybeés nepriklauso nuo
erdvés, kurioje jas nagrinéjame (pradinéje ar jai izometrinégje). Dar daugiau, jeigu (E, p)
metriné erdve, o f : E — E’, tai mes galime ’pasigaminti’ erdve, izometrine pradinei,
apibréze atstuma tarp dvieju elementu erdvéje E’, tokiu buduw: p(z’,y") = p(z,y), ¢ia
a' = f(x),y = f(y).

1.3 Aplinkos

Mes nagrinéjame metriniu erdviu savybes, todél aplinkos, bei atviros aibés savokas
apibrésime remdamiesi metrikos apibrézimu.

Apibrézimas Metrinés erdvés E aibe B(a,r) = {x € E;p(a,z) < r} vadinsime
atviru rutuliu (ateityje tiesiog rutuliu), su centru taske a, o aibe B(a,r) = {z € E; p(a,z) <
r} - uzdaru rutuliu. Aibé S(a,r) = {z € E;p(a,x) = r} vadinama sfera, kurios centras
taske a. Bet kokj atvira rutulj, kuriam priklauso taskas xg, vadinsime Sio tasko aplinka.

Apibrézimas Taska a vadiname vidiniu aibés A tasku, jeigu egzistuoja atviras ru-
tulys B(a,r) C A, kuriam priklauso sis taskas.

Apibrézimas Aibe vadinsime atvira, jeigu visi jos taskai yra vidiniai. Aibés A vidiniu
tasku aibe, Zymésime A° ir vadinsime aibés vidumi. Aisku, kad A° C A. Be to, aibés
vidus yra didziausia atvira aibé, kuri yra duotosios aibés poaibis.

Aibe A’ C B vadinsime uzdara, jeigu jos papildinys, iki aibés B, yra atvira aibé.
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Pavyzdziui, bet koks uzdaras rutulys yra uzdara aibé. Intervalai [a, +00), (—00, a] yra
uzdaros aibés realiuju skaic¢iu aibéje. Beje, intervalas [a,b) yra nei uzdaras nei atviras
realiuju skaiciu aibéje.

Tarkime, kad (E, p) - metriné erdvé. Sakysime, kad aibé A C E yra aprézta, jeigu
egzistuoja rutulys B(a,r) toks, kad A C B(a,r). Netuscios aibés A skersmeniu vadinsime
aibés R elementa:

5(4) = sup ple,y).
T, y€A
Is skersmens apibrézimo isplaukia, kad 6(A) € [0, +o00]. Naudodami skersmens apibrézima
galime kiek kitaip charakterizuoti aibés apréztumo savoka. Taigi, jei aibés skersmuo baig-
tinis skaicius, tai aibé aprézta ir jei jos skersmens reikSme lygi 400, tai aibé neaprézta.
Apibrézimas Atstumu tarp aibés A C E ir tasko x € E vadiname skaiciu

d(z,4) = inf p(a.y).

Beje, jeigu taskas x & B(a,r), tai d(xz, B(a,r)) > p(a,z) — r.

Tarkime, kad A yra erdvés (E, p) aibé. Taska x € E vadinsime §ios aibés ribiniu tasku,
jeigu bet kokia Sio tasko aplinka kertasi su A. Kitaip tariant, $io tasko aplinkoje yra bent
vienas aibés A taskas (gal but ir jis pats). Visu aibés A ribiniu tasku aibé yra vadinama
jos uzdariniu ir zymima A%. Teigdami, kad x ¢ A% kartu tvirtiname, jog x € (E \ A)°.
Taigi, uzdarinys - uzdara aibé. Nesunku suprasti, kad A° C A“. Kokia bebiity aibé A,
A" yra maziausia uzdara aibé tenkinanti savybe: A C A“. Taigi, uzdaras aibes galime
charakterizuoti ir taip: aibé uzdara tada ir tik tada, kai A = A". Verta pastebéti ir

tokia, metrinés erdvés savybe - taskas x priklauso aibés A uzdariniui tada ir tik tada, kai
d(z,A) = 0.

1.4 Tolydieji atvaizdziai

Apibrézimas Aibiy seima {A;;l € L, A; € E}, vadinsime aibés A denginiu, jeigu
A C Uer Ay
Tarkime, kad aibé
A # 0.

Tada Sios aibés denginj, tenkinantj savybes: A; N A;0,i # j vadinsime aibés skaidiniu.

Tarkime, kad (E, p), ir (E’, p’) dvi metrinés erdveés.

Apibrézimas Atvaizd] f : E — E’ vadinsime tolydziu taske a € E, jeigu bet
kokiai tasko f(a) € E' aplinkai V}(,) galime nurodyti tasko a aplinka V, C E tokia, kad
f(va> - Vf(a)-

Sakoma, kad atvaizdis f tolydus aibéje A, jeigu jis tolydus, bet kokiame Sios aibés
taske, trumpai tai zymeésime f € C(A).

Zemiau pateiktoje teoremoje nurodomos butinos ir pakankamos salygos, metrikos ter-
minais, kad atvaizdis btitu tolydus taske.

1 Teorema Tam, kad atvaizdis f : E — E’ butu tolydus taske a € E, bitina ir
pakanka, kad visiems € > 0 egzistuotu 6 = d(a,€) > 0 toks, kad p'(f(a), f(z)) < €, kai
pla,z) < 0.



Sakykime, kad f : E—FE’. Tada tokie tvirtinimai yra lygiaverciai:

1) atvaizdis f tolydus aibéje F ;

2) bet kokiai atvirai aibei A’ C E, f~1(A’) yra atviras aibés E poaibis;

3) bet kokiai uzdarai aibei B C E, f~!(B) uzdaras aibés E poaibis;

4) bet kokiai aibei A C E, f(A™) C (f(A))™.

Pavyzdys. Funkcija f(z) = 1/x néra tolydi aibéje [0,1] C R, kadangi uzdaros aibés
[1,00) pirmvaizdis (0, 1] néra uzdara aibe.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei atvaizdis tolydus, tai atviros aibés vaizdas
nebiitinai atvira aibé. Panagrinékime gerai zinoma funkcija f(z) = 22. Yra zinoma, kad
pastaroji funkcija tolydi visoje realiuju skaic¢iu aibéje. Nesunku matyti, kad atviros aibés
(—1,1) vaizdas yra intervalas [0, 1) kuris nei atvira, nei uzdara realiuju skaic¢iu aibe.

Tarkime, kad E, F,G metrinés erdves, ir f : E—F, g : F—G. Jeigu f tolydus
taske a € E, o g tolydus taske f(a), tai atvaizdis h : E—G, kuris apibréziamas formule
h = g(f(x)) ir zymimas h = g o f, yra tolydus taske a. Atvaizdi h vadinsime atvaizdziu f
ir g kompozicija.

Atvaizdis yra funkcijos apibendrinimas, todél visos atvaizdziu savokos yra analogiskai
formuluojamos ir funkcijoms.

Atkreipsime démesi i tai, kad jei A C E yra netuséia, tai f(z)=d(z, A) yra tolydi
funkcija.

Tegu N - naturaliuju skaiciu aibé, (E, p) - metriné erdvé. Tada erdvés E elementy
seka vadinsime aibe {f(n),n € N'}, ¢ia f : N—FE yra funkcija. Kitaip tariant, bet kokia
sunumeruota metrinés erdvés elementu, begaline aibe, vadinsime seka. Naudosime iprasta
sekos Zyméjima: {x,}: ={x, € E;n € N'}.

Sakysime, kad a € F yra sekos {z,} riba, kai n neapréztai auga, jeigu, bet kokiam
€ > 0 galime nurodyti natiiraluji skai¢iu ng, kad kai tik n > ng, tai p(z,,a) < €. Zymésime,
lim x,=a.

n—oo
Beje, naudodami sekos ribos apibrézima taipogi galime tikrinti funkcijos tolyduma, t.y.

funkcija tolydi taske a, jeigu bet kokiai sekai lim z,=a gauname, kad lim f(z,)=f(a).

Elementu seka {z,} C E vadinsime Kogi seka, jei visiems ¢ > 0 galime nurodyti ny,
kad visiems m,n > ng teisinga nelygybé p(x,, ) < €.

Apibrézimas Metrine erdve F vadinsime pilna, jeigu bet kuri Sios erdvés Kosi seka
turi riba, priklausancia Siai erdvei.

Elementu seka {x,} C E vadinsime Kosi seka, jei visiems € > 0 galime nurodyti ng,
kad visiems m,n > ng teisinga nelygybé p(x,, ) < €.

Nesunku parodyti, kad bet kuri konverguojanti seka yra ir Kosi seka. Deja, atvirstinis
teiginys, bendrai paémus, neteisingas. Taciau paminésime ypa¢ mums svarbia aplinkybe,
t.y., jei seka yra Kosi seka ir be to papildomai zinome Sios sekos kokia nors ribine reiksme,
tai tada ir pradiné seka turi riba. Dar daugiau, sekos riba sutampa su minétuoju ribiniu
tasku.

Apibrézimas Metrine erdve F vadinsime pilna, jeigu bet kuri Sios erdvés Kosi seka
turi riba, priklausancia Siai erdvei.

Pavyzdys. Aibé R yra pilna metriné erdvé. Tai iSplaukia i§ Heinés - Borelio lemos.

Beje, racionaliuju skai¢iu aibé néra pilna. Kodél?
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Jei seka turi riba, tai ji vienintelé (jrodykite !). Taigi jei lim x,=a € F ir tartume,
n—oo

kad Kosi seka turi riba lim x,=b € F, tai remdamiesi ribos vienetinumu gauname, kad
n—oo

a=>b, o i§ pastarosios lygybés gauname, kad F=F = F uzdara aibé.
@

Kodél tokios svarbios pilnos metrinés erdves, kodél jas iSskiriame is kitu? IS auksciau
padarytu pastabu tikimés, skaitytojas pastebéjo, jog tam, kad irodytume sekos konver-
gavima metringje erdveje, pakanka irodyti kad nagrinéjama seka yra Kosi seka. Be to,
naudojant Kosi kriteriju nereikia i§ anksto zinoti ribinés reikSmeés, kuria paprastai bina
sunku nurodyti. Pilnumas Sios ribos egzistavima uztikrina. 1.3 pav. pateikta Kosi sekos,
konverguojancios i aibe A, astuoni nariai.

Jeigu metrinés erdvés ekvivalencios (metriskai ekv.), tai Siuo atveju pakanka seka
nagrinéti vienoje i§ erdviu, t.y., jei seka yra Kosi seka vienoje erdveéje, tai Sia savybe turi
ir antroje, kadangi konvergavimas yra metriné savybeé.

1.5 Pratesimo teorema. Kompaktai. Fraktaly metriné erdvé

2 Teorema Sakykime, kad f,g du tolydiis atvaizdziai apibrézti metrinéje erdvéje F
su reiksmémis metrinéje erdvéje (E', p’). Tada aibé A = {x € E; f(x) = g(x)} yra uzdara
erdvéje E.

S

Tarkime, kad f ir g du tolydus atvaizdziai, apibrézti aibéje E, igyjantys reikSmes
aibéje E’. Tuomet, jeigu f(z) = g(x), visiems z € A ir aibé A tirsta erdvéje E, tai f =g
erdvéje E. Pastarasis pastebéjimas isplaukia i$ to, kad {z; f(x) = g(x)} yra uzdara, taigi,
jos uzdarinys sutampa su visa erdve.

Pastebésime, kad jeigu f, g tolydus atvaizdziai, tai aibé {x € F; f(z) < g(x)} taipogi
uzdara.

Apibrézimas Metrine erdve E vadinsime kompaktu, jeigu iS bet kokio jos atviru
aibiu denginio {U,;,l € L} galime isskirti baigtinj poSeimj, kuris taip pat dengia erdve E.

Pastarasis apibrézimas remiasi topologinémis erdves savybémis. Pateiksime kita kom-

pakto apibrézima, naudodamiesi metrinémis erdvés savybémis. Sakykime (E, p) metriné
erdve.

Apibrézimas Sakysime, kad metrinés erdvés aibé S C E yra kompaktiska, jeigu is
bet kokios elementu sekos {x, C S} galime isskirti konverguojanti poseki {x,,} C {x,},
kurio riba priklauso aibei S.

Jeigu metriné erdve turi Sia savybe, tai minima erdve vadinsime kompaktu.

Apibrézimas Sakysime, kad metriné erdvé E visiskai aprézta, jeigu visiems € > 0
egzistuoja baigtiné aibé F' C E turinti savybe: d(x, F) < ¢,x € E. Baigtiné aibé F' turinti
minétaja savybe dar vadinama e- tinklu. Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad visiskai
aprézta pilna metriné erdvé yra kompaktiska ir atvirkscéiai (irodykite!). Beje, visiskas
apréztumas yra erdvés metriné savybeé.



1.6 Transformacijos

Apibrézimas Tarkime, kad (X, p) metriné erdvé. Tuomet funkcija f : X — X vadin-
sime erdvés transformacija | save pacia.

Erdveés transformacija f : X — X vadinsime tapaciaja, jeigu visiems = € X, f(x) =
x. Ateityje tapaciaja transformacija zymésime f°(z) = z.

Tarkime, kad f : X— X. Tada transformaciju seka

FOUz) =z, fD(2) = f(2), fP(2) = f(f(@)),.... [ () = F(f "V ()),...

vadinsime iteracine transformaciju seka. n— aja iteracija vadinsime n— uoju iteracijos
(sekos) nariu. Jeigu transformacija apverciama (kokios salygos turi buti ispildytos!), tai
tada atvirkstine transformaciju seka apibréziame tokiu budu:

f(_l)(a:) = f_l(a:),...f(_m)(x) = (f(m))_l(ac), m=1,2,....

Apibrézimas Staciakampe realiuju skaiciu lentele, kurioje m eiluciu bei n stulpeliu
vadinsime m X n eilés matrica ir Zymésime,

ail a12 e A1n

a a ce Qa
A= 21 22 2n

Am1 Am2 N Amn

Matrica vadinsime kvadratine, jeigu jos eiluciu ir stulpeliu skaic¢ius sutampa.

Sakysime, kad dvi matricos lygios, jeigu yra tos pat eilés ir atitinkami ju elementai
lygus. Matricas zymésime arba didziosiomis lotyniskosios abécélés raidémis, arba simboli-
ais A = (a;5),i=1,...,m,j =1,...,n. Beje, kai zinome kokios eilés matricas nagrinéjame,
arba kai eilé nesvarbi, tai indeksu ¢, 7 kitimo aibés nenurodysime.

Tos pat eilés matricu aibéje apibrésime daugybos i skaiciaus, bei sudéties operacijas.
Tarkime, kad r» € R. Tada skaiciaus ir matricos sandauga yra tokia matrica :

r(aij) = (rai;).
Matricu (a;;) ir (b;;) suma vadinsime matrica

(aij + bij).

Matrica O vadinsime nuline, jeigu visi jos elementai lygus nuliui.

Sakysime, kad transformacija neissigimusi, jeigu jos matricos determinantas nelygus
nuliui. Ateityje nagrinésime tik neiSsigimusias transformacijas.

Apibrézimas Transformacija f : R" — R" vadinsime afinine, jei

flxy,.ooyxn) = (Ugy ...y up)
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tada ir tik tada, kai egzistuoja kvadratiné n — os eilés matrica A tokia, kad

Paminésime kelias afininiuy transformaciju savybes. Visu pirma tai, kad bet kokia
afininé transformacija lygiagrecias tieses atvaizduoja i lygiagrecias tieses. Kitaip tariant
lygiagretaini atvaizduoja i lygiagretaini, nors bendru atveju ir kitoki. Tac¢iau afininé trans-
formacija islaiko atkarpu santyki. Taigi, bet koks triju tasku santykis nepriklauso nuo
afininés transformacijos. Si savybé labai svarbi, kadangi ji i§ esmés naudojama transfor-
macijai apibrézti. Transformacija nusakyta, jeigu trys vektoriai nesantys vienoje tieséje
atvaizduojami veél i tris vektorius nesancius vienoje ties¢je. Raskime transformacija, kuri
taskus A, B, C, nesancius vienoje tieséje, atvaizduoja i taskus A’, B’, C’. Vietoje kintamuju
irase tasku koordinates, gauname Sesias lygtis su SeSiais nezinomaisiais - a1, as, b1, b2, g, yo-
Issprende §ia lygciu sistema ir rasime transformacijos plokstumoje, kuri atvaizduoja taskus
A,B,C i taskus A’, B’,C’, matrica. IS pastarosios savybés galime padaryti isvada, kad
n—kampis taip pat atvaizduojamas i n—kampi. Jau esame minéje, kad lygiagretainis at-
vaizduojamas i lygiagretaini, bet to paties pasakyti apie staciakampi bendru atveju ne-
galime. Taigi, afininiu transformaciju kompozicija - afininé transformacija. Si savybé
budinga ir bendroms afininéns transformacijoms, zinoma neissigimusioms. Be to afininei
transformacijai atvirkstiné taip pat afininé.

Apibendrindami padarysime tokia iSvada: figuros afininé transformacija yra arba jos
judesys arba suspaudimas bei iStesimas arba §iu transformaciju kompozicija. Kiekviena
afinine transformacija galime suskirstyti i dvi transformacijas 1) kai ortogonalini reperi
transformuojame i kita ortogonalini reperi nekeisdami reperio vektoriu ilgiu - Siuo atveju
gauname judesi ir 2) kai transformuoto vektoriaus krypciu nekeiciame, o pakeiciame tik
ju ilgius, gauname suspaudima arba iStesima. Apie transformacijos spaudziamaji arba
tempiamaji pobudi galima spresti iS jos determinanto reikSmes. Jeigu determinanto ab-
soliutine skaitiné reikSmé didesné uz vieneta, tai vaizdo plotas didesnis uz pirmvaizdzio
plota, jeigu determinanto absoliutiné reikSmeé mazesné uz vieneta tai vaizdo plotas mazes-
nis. Vaizduojama figtra apverciama, jei determinanto reik§meé neigiama.

Erdvés afininés transformacijos turi analogiskas savybes kaip ir plokstumos, todél
atskirai ju nenagrinésime, palikdami tai skaitytojui, tik paminésime, kad afininé trans-
formacija apibrézta erdvéje, jeigu duotieji keturi taskai nesantys vienoje plokstumoje at-
vaizduojami i keturius taskus nesancius taip pat vienoje plokstumoje. T.y. Siuo atveju
transformacijos matricos determinantas bus nelygus nuliui.

Aptarkime dar viena afininés transformacijos atveji - homotetija. Homotetija vadi-
nama tokia plokstumos arba erdvés transformacija, kai vienas taskas (sakykime O) lieka
vietoje, o bet kuris kitas taskas A atvaizduojamas i taska A’ esanti tieséje O A tokiu budu,
kad OA4 = km; ¢ia k pastovus skaicius. Taskas O vadinamas homotetijos centru, k ho-
motetijos koeficientu. Jeigu k > 0 tai taskas A’ yra i$ tos pat pusés nuo tasko O, tokia
homotetija vadinama tiesiogine, kai k£ < 0 - tai priesingose pusés, ji vadinama atvirksciaja.

Atkreipsime démesi, kad homotetija, tiesé atvaizduojama i jai lygiagrecia tiese. Ho-
motetinés figiros paprastai vadinamos panasiomis.
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Kompiuterinei grafikai ypatingai svarbus yra ploksStumos atvejis tai pateiksime Sios
transformacijos matricine forma. Afininés transformacijos, plokstumoje, matrica visuomet
galima uzrasSyti taip:

rycoséy  rosinés x a1 + asy
Wiz,y) = <r1 sin & 7’200352) (y) o (blx—i—bgy) ’
kur (r1,&1) tasko (a1,b1) polinés koordinatés, o (r2,& + 5) tasko (az,bs2) polinés koor-
dinatés. Skaiciai r1, 7y vadinami saspudzio koeficientais, £1,&; postukio kampais. Zemiau
pateiktame paveikslélyje demonstruojamos afininés transformacijos W (x,y) galimybeés:

Siulome skaitytojui panagrinéti paskutiniaji reiskini ir nustatyti, kokias salygas turi
tenkinti dydziai rqi,7rs, &1, &2, kad transformacija butu judesys, homotetija, arba suspau-
dziancioji (iStempiancioji).

Norétume atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad jei transformacija, tris taskus ne-
sancius vienoje tieséje, atvaizduoja i taskus, kurie yra vienoje tieséje, tai si transformacija
yra iSsigimusi, t.y. jos determinantas lygus nuliui.

Tarkime, kad reikia rasti trasformacija, kuri tris plokstumos taskus

(z1,22), (Y1,2), (21, 22)

atvaizduotu i pasirinktus tris taskus (x),z5), (y1, y5), (21, 25)-
Sudarome sistemas, transformacijos koeficientams rasti

ary + bxy + e =z, cry + dxo + f = xb,
ayy + bys +e =y, cyr + dya + f = ys,
az, + bze + e = 21, cz1 + czo + f = 2.

Issprende Sias dvi sistemas randame transformacija, kuri atlieka nurodyta veiksma.

3 Teorema Tarkime kad afininé transformacija W atvaizduoja plokstumos sritj .S,
kurios plotas P; | sritj S’, kurios plotas Ps. Tada teisinga lygybé:

P, = |detW|P,.

Sio skyrelio pabaigoje atkreipsime démesi i tai, kad remdamiesi afininés transformaci-
jos determinanto reikSme galime nustatyti vaizdo santyki su pirmvaizdziu, biitent vaizdas
spaudziamas (plotas mazéja), jei determinanto reiksmé mazesné negu 1, pleciamas- jei
determinanto reikSmeé didesné negu 1. Jei determinantas neigiamas- vaizdas apverciamas.

1.7 Bendrosios koordinaciy keitimo formulés
Kuomet nagrinéjame laisvai pasirinkta metrine erdve, tai apie tasku padéti erdveéje
nelabai ka tegalime pasakyti. Tiesa, metrika sudaro galimybes nustatyti tasku tarpusavio

padeéti, taciau jei atstumas tarp kuriu nors tasku vienodas, faktiskai Sie skaic¢iai nieko
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nepasako apie tasku tarpusavio padéti. Sis trukumas pasalinamas apibrézus koordinaciu
sistema erdvéje.

Koordinaciu sistema erdvéje vadinsime bijektyvia erdves X transformacija 6 i kokia
nors erdve X, C RF, (0 : X—X}). Kitaip tariant, bet kokiam metrinés erdvés elementui
priskiriame k—matj vektoriu. Metrinés erdvés elemento koordinatémis vadiname jo vaizdo
koordinates. IS pastarojo apibrézimo iSplaukia, kad metriné erdvé X ir jos vaizdas X yra
homeomorfinés, todél sias erdves homeomorfizmo atzvilgiu galime sutapatinti.

Pavyzdziui erdvéje X = [0,1] bet kokio tasko koordinates galime nusakyti taip:
0(x) = x. Tuo tarpu kompleksiniu skai¢iu erdvéje galime naudoti jau mums zinoma Dekarto
koordinaéiu sistema. Auks¢iau esame nagrinéje erdve C. Sioje erdvéje galime naudoti sferos
tasku koordinates kurios, savo ruoztu, nusakomos tokiu budu:

y = rsin §cos «
Z =TCcosa.

{x = rcos [ cos«

Kadangi Rymano sfera ir iSpléstiné plokstuma homeomorfinés, tai suprantama, Rymano
sferos tasko koordinate galime laikyti ji atitinkancio iSpléstinés plokstumos tasko koordi-
nate auks¢iau uzragytoje sistemoje paéme r = 1. Taigi, §iuo atveju tasko oo € C koordinatés
yra lygios (0,0, 1).

Manome, kad skaitytojas supranta, kad toje pat erdvéje galima apibrézti ne viena
koordinaciu sistema. O kiek gi koordinaciu sistemu galime apibrézti fiksuotoje erdveéje?
Ar galime suformuluoti koordinaciu keitimo problema bendru atveju? Panagrinékime §i
klausima.

Tarkime, kad g : Xx— X kuri nors erdves, kurioje apibrézta koordinaciu sistema,
bijektyvi transformacija. Vadinasi, X, = ¢(Xj). Jeigu transformacija g netapacioji, tai
dz’ € g(Xi) kad o’ # . Tad §is atvejis netrivialus. Tarkime Xo— fiksuotas erdvés taskas.
Sakykime, kad z jo koordinaté pradinéje koordinaciy sistemoje, o z’ jo koordinaté naujoje
koordinaciu sistemoje, kitaip tariant 2’ = g(x). Sakykime, kad f : X — X — kita bijektyvi
erdvés transformacija i save. Tuomet §i transformacija naujoje bazéje bus zymima f/(z’).
Pastebésime, kad g(f(x)) = f'(«’). Taigi

fg(X)—g(X)

arba, g o f(z) = f/(2'). Bet 2’ = g(x), todél z = g~ !(2’). Tada taska z transformacija f
veikia tokiu budu:

flx)=fog (@)= go f(z) = f'(a/) =go fog™'(a).
Is pastaruju lygybiu iSplaukia tokios lygybeés:
flx)= (g7 o frog)(a), f'(z) = (g0 fog)(z).
Priminsime, kad g— koordinaciu sistemos transformacija.
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1.8 Specialiis tiesiniy transformaciju atvejai

Apibrézimas Transformacija f : R" — R"™ apibrézta sarysiu Y = AX, ¢ia A yra
kvadratiné n— os eilés matrica, X,Y yra vektorinés erdvés R"™ vektoriai stulpeliai, vadin-
sime tiesine transformacija. Matrica A bus vadinama tiesinés transformacijos matrica.

Transformacija A vadinsime nuline, jeigu Sios transformacijos matrica nuliné. Tapa-
¢iosios transformacijos matrica yra vienetiné. Sakysime, kad trasformacija yra iSsigimusi,
jeigu Sios transformacijos matricos determinantas yra lygus nuliui.

Panagrinékime trasformacijas dvimateéje bei trimatéje erdvese.

1. Atspindzio transformacijos

Apibrézimas Tiesine transformacija vadinsime atspindzio transformacija, jeigu bet
kokiam vektoriui §i transformacija priskiria vektoriu, simetriska tiesés arba plokstumos
atzvilgiu.

Tarkime, kad tiesinés transformacijos matrica yra tokia:

(Vo)

Tada §i matrica vaizduoja simetriskai tiesés y = = atzvilgiu. 3.5 skyrelyje esame apibreéze
transformaciju, kurios simetriskai atvaizduoja koordinatiniu asiu atzvilgiu, matricas.
Dabar nurodysime matricas, kurios vaizduoja simetriskai koordinatiniu plokstumu
atzvilgiu.
Atspindi xy plokstumos atzvilgiu atlieka trasformacija, kurios matrica

1 0 0
01 0 |;
0 0 -1

xz plokstumos atzvilgiu-
1 0 0
0 -1 0];
0 0 1

yz plokstumos atzvilgiu-
-1 0 O
0 1 0
0 0 1

2. Ortogonaliosios projekcijos

Apibrézimas Transformacija vadinsime ortogonaliaja, jeigu bet kokiam vektoriui si
trasformacija priskiria Sio vektoriaus ortogonaliaja projekcija tieséje arba plokstumoje.

Transformacijos, atliekanc¢ios ortogonaliaja projekcija i:

xy plokstuma matrica yra

1
0
0

S = O
o O O



xz plokstuma-

1 0 0
0 0 0];
0 0 1
yz plokstuma-
0 0 0
0 1 0
0 0 1

Nesunku suprasti, kad projektuojant i koordinatines asis Oz, Oy, Oz teks naudoti
transformacijas, kuriu matricos

1 00 0 0 O 0O 0 O
0 0 0], 0O 1 0]; 0O 0 0],
0O 0 0 0 0 O 0 0 1
atitinkamai.
3. Posukiai

Apibrézimas Postukiu plokstumoje xy, kampu 6, vadinsime tiesine transformacija fy,
kuri kiekviena vektoriu Sioje plokstumoje pasuka kampu 6, pries laikrodzio rodykle.
Taigi, transformacijos fy, matrica yra tokia:

cosf —sinf
(sin@ cos ) '

Apibrézimas Tarkime, kad [ yra tiesé trimatéje erdveéje, ir Siai tiesei priklauso taskas
(0,0,0). Tarkime, kad @ yra vektorius ties¢je [. Tada posukiu vektoriaus @ kryptimi
vadinsime posuki, kuris atlieckamas naudojant deSinés rankos taisykle( kuris atlieckamas
sukant bet koki vektoriu desinés rankos sulenktu pirstu kryptimi, kai nykstys nukreiptas
vektoriaus @ kryptimi).

Transformacijos, kurios atlieka posukius, kampu 6, apie koordinatines asis x,y, 2
apibréztos matricomis

1 0 0 cosff 0 sind cosf —sinf O

0 cosf —sinf |, 0 1 1 , sinf  cosf 0 |,

0 sinf cos@ —sinf 0 cosf 0 0 1
atitinkamai.

4. Spaudimas ir tempimas

Apibrézimas Tegu X € R" ir k > 0. Tada transformacija f(X) = kX vadinsime
suspaudimu, jeigu k < 1 ir iStempimu, jei k£ > 1.

Sios transformacijos matrica yra tokia:

k
0
0

o O
> O O



Auksciau isdéstyta medziaga sudaro prielaidas praktiniu uzdaviniu sprendimui. Spren-
dziant praktinius uzdavinius paprastai tenka nuosekliai taikyti viena po kitos transforma-
cijas, perkeliant objektus erdvéje.

Susipazinkime su transformaciju kompozicijos savoka.

Apibrézimas Tarkime, kad f ir g yra dvi transformacijos, apibréztos erdvéje R™
igyjancios reikSmes Sioje pat erdvéje. Tada transformacija

(fog)(X) = f(9(X))

vadinsime tiesiniy transformaciju f ir g kompozicija.

Pastebésime, kad jei transformacijos f matrica yra F), o transformacijos g matrica yra
G, tai kompozicijos f o g matrica yra F'G, o Sios matricos determinantas yra lygus Siu
matricu determinantu sandaugai.

Pateiksime algoritma, kaip galima rasti transformacijos, kuri atlicka erdveés R3 postiki,
kampu ¢ vektoriaus u = (a, b, ¢) kryptimi, matrica.

1. Papildome vektoriu u iki erdvés R3 bazés u, v, w;

2. Ortonormuojame Sia baze- nauja ortonormuota baze zymésime ug, vg, wo;

3. Sudarome matrica

C = (ug |vg |wg)

4. Randame ieskomosios transformacijos matrica A :

1 0 0
A=C |0 cos(—¢) sin(
0 —sin(—¢) cos(—

1.9 Kvarterionai. Kvarterionu aritmetika

Mes aptaréme, kokiu biidu kompleksiniu skaiciu algebra yra naudojama plokstumos
tasku transformacijoms. Analogiska problema galima spresti ir trimatéje erdvéje, naudo-
jant kvarterionus.

Tarkime, kad i, j, k yra objektai, turintys savybe; i? =j2 = k? = -1, jxk =i, kxj =
—i,kxi=jixk=—-jixj=k,jxi= —k. Be to, tarkime, kad a,b,c,d € R. Tada
simbolij

a+bi+cj+dk=:a+a=K.

vadinsime kvarterionu. Realius skaic¢ius a, b, ¢, d vadinsime kvarteriono komponentémis.
Komponenté a vadinama kvarteriono skaliarine dalimi, o vektorius «, kvarteriono vek-
torine dalimi. Sakysime, kad du kvartenionai yra lygus, jeigu atitinkamos kvartenionu
komponentés yra lygios.

Pazymékime:
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K, = an +ib, + jc, + kd,, == a, +a,, nenN,

an yra kvarteriono skaliariné dalis, o «,, = ib,, + jc,, + kd,, yra kvarteriono vektoriné dalis.
Kvarteriona, kurio skaliariné dalis lygi nuliui vadinsime grynuoju kvarterionu ir zymeésime
K?. Grynaji kvarterijona, kurio vektoriné dalis yra nulinis vektorius, Zymésime simboliu
O, o kvarterijona, kurio vektoriné dalis yra nulinis vektorius, o skaliariné dalis yra lygi 1,
vadinamas vienetu kvarterionu aibéje ir zymimas Z.

Apibrézkime kvarterionu aritmetinius veiksmus.

Tarkime, kad a yra realusis skai¢ius, o K1 kvarterionas. Tada kvarteriono ir realaus
skaiciaus sandauga vadinsime kvarteriona:

alkC1 = aay + iaby + jacy + kad;.

Tegu a,b € R. Pateiksime keleta svarbesniu Siu veiksmu savybiu. Si operacija tenkina
tokias savybes:
1. aK = Ka;
2. (a+b)K = ak + bK;
3. (]Cl + ’CQ)G = ICla + kQCL
Kvarterionuy IC; ir Iy suma vadinsime kvarteriona:
K=Ki+Ks:=a1+az+ (b1 +b2)i + (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

Kvarterionu Ky ir /o skirtumu vadinsime tokia Siu kvarterionu suma:

’Cl - ’CQ = ICl + (—1)’C2

Kvarterionu suma tenkina tokias savybes:

1. K14+ Ko =Ko+ Ky

2. (K1 4+ K2)+ K5 =K1+ (Ke + Ks)

Tegu «q ir as dvi kvarterionu vektorinés dalys. Tada simboliais aq o as bei ag X s
zymesime Siu vektoriu skaliarine ir vektorine sandaugas atitinkamai. Priminsime, kad

1009 = biby+cico+dide, ir ap Xag = (Cldg - d102)i+ (dlbg - b1d2)j + (blcg — Clbg).

Tada, kvarterionu KY ir £ sandauga vadinsime kvarteriona:

K=K)*K):=—KYo K+ K x K.
Bendruoju atveju sandauga apibréziama tokiu budu:
/C:’Cl*ICQ = Q109 — 1 O 2 + @12 + Q201 + A1 X (2.
Kvarterionu sandauga tenkina tokias savybes:
1. }Cl*ICQ #ICQ*IC:L,
2. Kx (K1 +K2) =K« Ky 4+ K Ko
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3. (K1)« Ko =K x(Kq % K2).

4. (a1 + lCl) * (CLQ + ]CQ) = aiag + a1/C2 + a2’C1 + ]Cl * ,CQ.

Kvarteriona K = a — o vadinsime kvarterionui K jungtiniu kvarterionu.
Pastebésime, kad

KxK=(a+a)(a—a)=a®+ax—aa+ (u,u) + O =

a® + 0%+ 2+ d>.

Kvarteriono ilgiu (moduliu) vadinsime toki skaiciu:

K| = VK+K =+vVa2+b +c+d?

Kvarteriona K~! vadinsime kvarterionui K = a + o atvirkstiniu kvarterionu, jei C *
K-t =1.
Apibrézkime kvarteriona tokiu budu:

— 1
KK

/

Pasirodo, kad K" yra kvarterionui K atvirkstinis kvarterionas. Skaitytojui siulome irodyti,
kad

K

K== —.
K*xK

1.10 Kvarterionai ir posiikiai trimatéeje erdvéje

Teorema Tarkime, kad o yra koks nors trimatés erdves vektorius, o K yra nenulinis
kvarterionas. Tada reiskinys

K tsxaxk
yra vektorius.

Kitaip tariant funkcija fic : R® — R?, f(a) = K™'xax K, K # 0, yra tiesiné
transformacija vektorinéje erdvéje R3.

Skaitytojui situlome isitikinti Sio teiginio teisingumu.

Pastebésime, kad Va, £ # 0, fic(a) = fac(a), a € R. Dél sios priezasties, galime
nagrinéti normuotus kvarterionus. Ateityje laikysime, kad |KC| = 1. Pasirodo, kad jei
K| = 1, tai tiesiné transformacija fx yra ortogonali. Ortogonaliosios transformacijos
nekeicia koordinaciu sistemos orientacijos. Taigi

=K 1%ixK; =K 1%j*K; K =K 'xkxK.

Skaitytojui sitlome parodyti, kad i’ x j/ = —j xi' = k', jJ xk' = -k' xj =

iV, K xi=—1xk =j.
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Kaip atrodys Sie veiksmai, jei operacijos zenkla x pakeisime zenklu *?

Sakysime, kad kvarterionas yra vienetinis (vienetinis kvarterionas literaturoje daznai
vadinamas unimoduliariniu.) Priminsime, kad X = a + «a. Kadangi kvarterionas K yra
unimoduliarinis, tai remdamiesi ilgio apibrézimu gauname, kad

A+ +E+E=1.

Bet |a| = Va2 + b2 + c2. Taigi, a? + |a|* = 1. Turime, kad dvieju skai¢iu kvadratu suma
lygi 1. Remdamiesi trigonometriniu funkciju apibrézimu darome isvada, kad egzistuoja
kampas 6 toks, kad sinf = |a] ir cos € = a.

Matome, kad K = cosf + ﬁ sin 6.

Pazymékime oy = ﬁ ir be to tegu By, bet koks vienetinis vektorius, statmenas
vektoriui ag. Apibrézkime vektoriu 79 = ag X [y. Pastebésime, kad vg = ag * [p.

Trimatéje erdvéje generuojame ortonormuota baze, kurios vektoriai ag, Gp, vo. Pana-
grinékime, kokiu budu veikia transformacija

fic(u) =Kt xux K
Siuos bazinius vektorius.
Skaic¢iuojame:
fic(ag) = K1 % ag # KK = (cos § — sin agh) * ag * (cos 6 + agsinf) = ag.

Taigi, vektorius ag yra nejudamas Sios transformacijos taskas.
Panagrinékime, kaip yra transformuojamas vektorius (3y. Skai¢iuojame

frc(Bo) = K 1% B+« K= (cos — sin apl) * By * (cos @ + ap sinf) = [y cos(20) — v sin(26).

Visiskai analogiskai

fic(y0) = K71 %49 % KL = (cos § — sin af) * 7o * (cos 6 4 g sin ) = g cos(26) + By sin(26).
Matome, kad Sios transformacijos matrica yra tokia:

1 0 0
0 cos268 sin26
0 —sin20 cos26

Taigi, si transformacija atlieka erdves posiiki kampu —26 apie vektoriu «yp.
Trumpai apibendrinkime gauta rezultata. Tarkime, kad erdvés vektoriu 4, suksime
kampu ¢ apie vektoriu a. Tai galime atlikti transformacija fic(§) = K1 * § * K;
Cia
K= Cos(—g) + — sin(—g).

Ir atvirksciai, jei turime unitaruji kvarterijona
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Ko = a+ bi+ ¢j + dk,

tai transformacija fic, () = Ko ' * 2 * Ko atlieka erdvés posiiki apie vektoriu o = (b, c, d)
kampu —¢ = 2arccos a.

1.11 Jungiosios erdvés ir jungiosios aibés

Apibrézimas Sakysime, kad metriné erdvé yra jungi, jeigu tik dvi Sios erdvés aibés
- pati erdvé ir tuscia aibé yra tuo pat metu atviros ir uzdaros aibés.

Perfrazuokime §j apibrézima kiek kitaip. Metriné erdvé yra jungi, jeigu Sioje erdvéje
neegzistuoja netusciu atviru aibiu tokia pora, A,BC F,A# E,B# FE, kad AUB = FE ir
ANB=0.

Jeigu erdveéje tik vienas elementas, tai tada erdvé jungi. Sakome, kad metriné erdve
E yra lokaliai jungi, jeigu visiems x € E egzistuoja fundamentali tasko z aplinku Seima
tokia, kad bet kuri Sios Seimos aibé yra jungi.

Sakysime, kad aibé D C E yra jungi, jeigu neegzistuoja netus¢iu atviru aibiu pora
nesutampanti su D tokia, kad AUB =D, ANB = 0.

Aibe S vadinsime visiSkai nejungia, jeigu jos jungus, netusti poaibiai yra tik pavieniai
taskai.

Tarkime, kad S C E koks nors metrinés erdvés poaibis. Sakysime, kad S yra tra-
jektorijomis jungi, jeigu egzistuoja tolydi funkcija f : [0,1]—S tokia, kad visiems x,y €
S, f(0) =z, f(y) = y. Kitaip tariant, bet kokius 8ios aibés taskus galime sujungti tolydzia
trajektorija. Auksciau esame minéje, kad tarp funkciju ir funkciju grafiku egzistuoja abipus
vienareikSmeé atitiktis, todél ateityje funkcija f tiesiog vadinsime trajektorija, jungiancia
aibés S taskus.

Tuo atveju, kai tokia funkcija neegzistuoja, tai sakysime, kad aibé néra trajektorijomis
jungi.

Sakoma, kad aibé S yra vienajunge, jeigu bet kokiems Sios aibés taskams ir bet kokioms
trajektorijoms jungiancioms Siuos taskus, galime nurodyti tolydzia funkcija, kuri apibrézta
vienos kreivés taskuose, o reikSmes igyja kitos kreivés taskuose. Tokia funkcija vadinsime
deformacija (tolydzia deformacija).

fyls)=a(s.0)

TN v=g1y

fi{s)=9(s.1)

1 pav.
Sakykime, kad z,y € S. Be to dvi tolydzios kreivés fo, f1 jungia Siuos taskus t.y.
fo(0) = f1(0) = x ir fo(1) = f1(1) = y. Tuomet tolydzia deformacija galime apibrézti taip:
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g=g(z,y); ¢g:[0,1] x [0,1]—S tokia, kad

9(s,0) = fo(s),s € [0,1];
9(871) = fl(S),S € [07 1];
9(0,t) = z,t € [0,1];
g(1,t) = y,t € [0,1].

Sakysime, kad du taskai x,y yra susije, jeigu nagrinéjamoje aibéje bet kokios dvi
trajektorijos fy ir f1, jungiancios minétuosius taskus, priklauso kokios nors deformacijos
g(s,t) reikdmiu aibei (zr. 1 pav.).

Nevienajungé aibé, yra vadinama daugiajunge aibe.

1.12 Niutono metodas

Siame skyrelyje skaitytojui priminsime metoda, kurio déka galima apytiksliai rasti
lygciu saknis.

Tarkime, kad y = f(x) yra realaus kintamojo funkcija ir bet to f(z) =0 ir f/(z) # 0.
Sakykime, kad © € (z — d,z 4 §). Tada

Dar daugiau,

f(z) 1 / / :
— — — ds. 2
(v= ) — 7= iy | U6 = £ @nas 2)
Sakykime, kad jei y € (2 — pu, 2z + p) tada | f'(y)| > p > 0.

Remdamiesi viduriniu reikSmiu teorema gauname, kad |f'(y1) — f(y2)| < plyr —
y2’7 p< g

(2) lygybéje pazyméje =5 := z bei

gauname, kad
|z, — 2] < 2%|:US — z|2. Bet |zs — 2| < p, taigi

_ H
|z, — 2] < 5"
Vadinasi
W@
f'(z)

yra korektiskai apibrézta. Dar daugiau, kiekviename zingsnyje atstumas nuo naujojo sekos
nario iki funkcijos nulio mazéja greic¢iau negu dvigubai. Tiesa, Sis metodas negarantuoja,
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kad bus konverguojama i artimiausia funkcijos nuli. Beje, jei funkcijos nulyje f/(z) = 0,
tai Niutono metodas netinka Saknies paieskai.

Si metoda galima apibendrinti vektorinio arba kompleksinio kintamojo argumenty
atveju.

Ateityje be lygties Saknu paieskos problemos mums teks susidurti ir su tasku, kurie
konverguoja i nustatyta Sakni, paieskos problema. Pasirodo, kaip jau ir esame minéje,
taskas konveguoja i viena ar kita Sakni nepriklausomai nuo atstumo.

Pateiksime keleta teiginiu kurie sudaro prielaidas apibrézti Saknu traukos sritis.

Pazymeékime

B = {x;|z| < 1}.

Be to y = f(x) yra realaus argumento funkcija tenkinanti salygas:

@) £0, 1f@)] 25 If @] <k zeB

3c

Sakykime, kad k > 207 ir ¢ = %lnk. Be to, f(0) < L irk<e¥ ir

ke 2

1
—_— < 1.
e=(5) -1 —

Tada Niutono iteraciné seka konverguoja prie tasko z, f(z) =0 ir

1
|33n - $n+1| < m-

Si teorema turi prasme, kai nulis z € B.

Kaip isvestiné skai¢iuojama apytiksliai? Skaic¢iuojant apytiksliai, paprastai iSvestiné
yra keiciama kirstine:
flze) = f(z-)

Te— T

fop =

Taigi, kiekviename Zingsnyje mes dvi argumento reikSmes susiejame susiejame su dviem
funkcijos reiksmémis. Pastebésime, kad jei f/(z) = 0 tai Niutono metodo nuliu paieskai
taikyti negalima.

Panagrinékime Niutono metodo taikyma vektorinio argumento funkcijos atveju. Tar-
kime, kad funkcijos nulis yra taskas z. Be to tarkime, kad = € B(z, p). Pazymékime v, =
z — x ir tegu

u(t) = f(z + tvy).

Beje, u(1) = f(z), ir 2(0) = f(«x). Diferencijuodami $ia funkcija ¢ atzvilgiu gauname, kad
2'(t) = fl(x + tvg)vg.
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Tada

~f@) = £:) = Fla) = [ o+ toa)uadt
0

Vadinasi
1
—f(x) — v f(x) = —f(z) — f(2)(z — @) / (x + tvg) — f(x))v.dt.
0
Laikydami, kad |f’(x)| # 0 gauname

(= | (2)] " f(2) — 2 = / (54 tos) — F(x))vadt.
0

Tarkime, kad [|(f/(z))|| < p and

£ (y1) — f' ()l < 6llyr — w2l

visiems y1,¥y2,y € B(z,9).
Tarkime, kad p < /0.
Pazymeéje
Tp = Tg — f(@)
n S f’(xs)

gauname, kad
1

) )
lon — 2] < = /tllvxllemlldt = —|lzs — 2%
w 24

Toliau naudojame tuos pacius argumentus kaip ir vieno kintamojo atveju.
1.13 Fraktaly metriné erdvé.
Sakykime, kad (F, p) pilna metriné erdvé. Pazymékime
H(E)={C C E,C #0,C — kompaktiska aibé}.
Kitaip tariant, H(E) yra metrinés erdvés netusciu, kompaktisku aibiu klase.

4 Teorema Jeigu X,Y € H(E), tai tadair X UY € H(E).

Pastebésime, kad jeigu X,Y € H(X), tai nebutinai X NY € H(FE). Pastarojo tvir-
tinimo teisingumas isplaukia i§ to, kad dvieju kompaktisku aibiu sankirta gali buti tuscia.
Bet tuscia aibé nepriklauso aibei H(F).
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Priminsime, kad atstumu tarp erdves elemento x € FE ir aibés A C E laikome toki
skaic¢iu

(1) d(z, A) = inf(p(z,y);y € A),

¢ia p yra erdves E metrika.

5 Teorema Atstumas, apibréztas (1) lygybe, yra tolydi funkcija aibéje E, jei aibé
A # 0.

Pastaraji teigini sitilome irodyti skaitytojui.

Tarkime, kad B € H(X). Kyla pagristas klausimas - ar §i apatiné riba yra pasiekiama?
Kitaip tariant ar aibéje H(FE) atstumas d korektiskai apibréztas. Pazymékime f(y) =
p(z,y), P = P(x) = inf{f(y);y € B,z € E}. Matome, kad f(y) > 0. Sakykim, kad
Yo € B ir p(x,yg) = P. Kadangi aibé B kompaktiska, tai egzistuoja realiuju skaiciu seka,
{yn;n € N'} C B tokia, kad | f(yn)—P| < 1/n, visiems n. Bet kompaktiskos aibés elementu
seka {y,} turi konverguojanti poseki {yn, }, kad klin;o Yn, = Yo € B. Naudodamiesi tuo,

kad f(y) tolydi gauname, f(yo) = lim f(y,). Taigi, tikslus apatinis rézis egzistuoja ir
n—oo

priklauso aibei B.
Sakykime, kad A, B C H(E). Tada aibiu funkcija

d(A, B) = max{p(x,B) : x € A},
vadinsime atstumu tarp aibiu A ir B. Atkreipsime démesi i tai, kad pastaroji aibiu funkcija
néra simetriska kintamuju atzvilgiu, t.y. d(A, B) # d(B, A). Jeigu B C C, tai d(X,C) <
d(X, B), bet kokiai aibei X C H(E). Pazymékime a A b = min{a, b} ir a V b = max{a, b}.

6 Teorema Jeigu A,B,C,C H(FE), taid(AUB,C) =d(A,C)Vvd(B,C).
S

Sakykime, kad A,B C H(E). Aibiu A ir B Hausdorfo atstumu vadinsime aibiu
funkcija h: H(E) x H(E)—R,

h(A,B) = d(A,B) Vv d(B,A).
Tarkime, kad (X, p) kokia nors metriné erdvé. Tada pora
(H(X),h)
vadinsime fraktaly metrine erdve.
1.14 Klasikiniai fraktalai
1.Kantoro aibé (Kantoro dulkeés )

Pazymékime Iy(a,b) = [a,b] € R. Tarkime, kad F' uzdaras, tiesiskai sutvarkytas aibés
Iy poaibis. Intervala Iy(a,b) vadinsime pagrindiniu aibés F' intervalu, jeigu jis maziausias
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uzdaras intervalas, kuriam priklauso aibé F. Taigi, Siuo atveju intervalo galai visuomet
priklauso aibei F. Priminsime skaitytojui, kad minimali aibiu klasé, kuriai priklauso visi
realiuju skaiciu intervalai bei kuri uzdara, bet kokio skaiciaus sankirtu, sajungu ir papil-
dinio operaciju atzvilgiu, vadinama Borelio sigma algebra. Mata apibrézta Sioje algebroje
vadinsime Borelio matu. Intervalo ilgis bei intervalo Borelio matas yra tas pat, todel daznai
jie tiesiog sutapatinami ir Borelio matas vadinamas ilgiu nors, bendrai paémus, tai ne tas
pat. Sakysime, kad aibé yra nulinio mato, jeigu jos Borelio matas lygus nuliui. Tarkime,
kad F' = [a,b]. Tuomet measF" = b — a. Tarkime, kad F' # |[a,b], tuomet uzdara aibe
gausime iS uzdaro intervalo iSmete baigtine arba skaic¢ia atviru aibiu sajunga, t.y.

(1) F = [a,b] \ UnCy,

¢ia {C,} C [0,1], yra kuri nors atviru aibiu Seima. Taigi, taip nusakyta aibé F' yra
uzdara. Nemazindami bendrumo galime sutarti, kad minétaja atviru aibiu Seima sudaro
nesikertancios aibés. Aibe F' vadinsime nulinio mato aibe, jeigu bet kokiam e > 0 galime
nurodyti tokia intervalu seima {U, }, kad

EcJu.ir Y L

Grizkime prie (1) aibés. Sios aibés matas yra toks:
measF = meas[a, b]—meas (|J,, Cy). Taigi, F' yra nulinio mato, jeigu

Z measC,, = b — a.

Sukonstruosime aibe F, kurios matas butu lygus 0.

Padalinkime intervala [0,1] taskais 0,1/3,2/3,1 i tris lygias dalis (zr. 1.5 pav.).
Ismeskime i3 intervalo Iy = [0,1] atvira aibe Cy = (1/3,2/3). Likusi aibé Fy = Iy \ C; =
Il U I? yra uzdara, be to intervalo ilgis |I{| = 1/3,j = 0, 1. Kitas Zingsnis analogiskas pir-
majam, t.y. neiSmestus intervalus I7, I? taskais dalijame i tris lygius intervalus, o vidurini-
uosius intervalus iSmetame. Po Sio veiksmo liks uzdara aibé

: . 2
=, i || = (1/3) Ci=1.. 4
Atlike n zingsniu gausime uzdara aibe

n—U ’I]’_<1>n7]:1a72n

Aibés F,, ilgis yra toks:

1 152 1\
Fnzl———2<—> —...—2”—1<—)
meas 3 3 3

Neapréztai didindami Siu operaciju skaic¢iu gauname, kad
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lim F,, = meas( lim {Ip \ UC”}) =1\C,

n—oo

¢ia C atvira aibé, nes skaiti atviru aibiu sajunga yra atvira. Be to,

o0 1 n
meas F =1 — 22”—1(§> —0.

n=1

Matome, kad ribinés aibés F' matas lygus nuliui ir be to §i aibé yra uzdara.

Siek tiek placiau panagrinékime $ia keista ir neiprasta aibe. IS pirmo Zvilgsnio at-
rodytu, kad aibé F' budama nulinio mato (ja dengianciu intervalu ilgiu sumos riba lygi
nuliui) tuo paciu yra diskreti ir tuo paciu skaiti. Bet Sis ispudis apgaulingas. Pasirodo,
kad $i aibé neturi izoliuotu tasku t.y. bet kokioje Sios aibés tasko aplinkoje yra begalo
daug aibés F tasku. Dar daugiau, §i aibé ir neskaiti. Si fenomena pailiustruosime tokiu
pavyzdziu. Tarkime, kad uzdaros aibés E pagrindinis intervalas yra aibée [y. ISmeskime
is 8io intervalo aibes (1/(n+1),1/n),n = 1,.... Tuomet likusi aibé E yra uzdara, be
to ja galime nusakyti taip: E = {0}J,{1/n}. Nesunku suprasti, kad taskai 1/n,n € N
yra izoliuoti, bet to paties negalime pasakyti apie taska 0. Taigi, Siuo atveju aibé E néra
diskreti. Auksciau nagrinétosios aibés kiekvienas taskas turi analogiska aplinka kaip ir
aibés F taskas 0. Tokius taskus vadinsime akumuliuojanciais. Aibés, neturincios izoliuotu
tasku, begalinés ir neskaicios yra vadinamos tobulomis.

2 pav. pateiktas ketvirtasis iteracinis zingsnis:

2 pav.

Mes gavome, kad aibés F' matas lygus nuliui, be to joks intervalas néra Sios aibeés
poaibis. Todél atrodytu kas gi ¢ia keisto, kad jei aibe sudaro ne intervalai, tai Sios aibeés
matas lygus nuliui. Ir vélgi akibrokstas. Pasirodo tam, kad aibés matas biitu teigiamas vi-
sai nebtitina, kad Sios aibés poaibiu biitu nors vienas intervalas. Tarkime duotas intervalas
0, 2]. Fiksuokime $io intervalo viduriniaji taska, siuo atveju 1 ir i§ Sio intervalo iSmeskime
intervala, kurio centrinis taskas yra 1 ir ilgis lygus 1/3. Sekan¢iame zingsnyje elgsimés
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analogiskai, i$ likusiu dvieju intervalu, kuriu ilgiai po 5/6 pasSalinkime centrinius inter-
valus, kuriy ilgiai (1/3)2. Pastebékime, kad intervalu pasalinimo algoritmas panasus i jau
nagrinétaji (aibés F konstrukcija). n- ajame zingsnyje gausime 2" nesikertanciu intervalu,
kuriu ilgiai lygiis (1/3)™, o i$ ju iSmetamu intervaly ilgiu eilé vienetu mazesné t.y. (1/3"*1).
Taigi
meas F' =2 — ZmeasC’n =2 22”_13_” =1.
n n

Taigi, likusios aibés matas lygus mes F' = 1, nors negalime nurodyti intervalo, kuris
butu aibés F' poaibis.

Is pateiktu pavyzdziu iSplaukia, kad realiuju skaiciu aibiu klasé zymiai ”turtingesne”
uz intervalu aibe. Taciau gal but skaitytojui liko neaisku, kur c¢ia slepiasi fraktalines
strukturos. I tai pabandysime atsakyti kitame pavyzdyje.

2.” Velnio laiptai”

Labai panasiai elgamiesi, kaip ir konstruodami Kantoro aibe, sudarykime dar viena
fraktaline stuktura, kuri, kartais néra laikoma fraktalu.

Imkime vienetini kvadrata, kurio viena virsuné yra koordinaciu pradzioje, o krastinés
Oz ir Oy aSyse. Elgsimeés tokiu budu: Oz aSyje konstruojame Kantoro aibe, tuo pat
metu, ties kiekvienu iSmetamu intervalu bréziame lygiagrecia atkarpa iSmetamam intervalui
y = 0.5. Sios atkarpos galus jungiame su taskais (0,0) ir (1,1).

1

Atlike antraji iteracini zingsni gauname tokia kreive

1

Ir taip toliau. Zemiau pateiktame paveikslélyje yra pateikiama 6- os iteracijos kreive.
Skaitytojui siulome rasti ribinés kreivés lanko ilgi bei koki plota §i kreive riboja su Ox
asimi.
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3. Binariniai medziai

Is praeitame skyrelyje nagrinétu pavyzdziu (aibés F ir E ) buvo galima susidaryti
toki vaizda: uzdaru aibiu, kurios lieka iSmetant, tam tikra tvarka atviras aibes, topolo-
ginés savybés priklauso nuo to kaip realizuojame ta iSmétyma. Pavyzdziui, aibés E
atveju gavome diskrecia aibe su vienu akumuliuojanciu tasku. Jeigu mes tarp dvieju
tasku iterpiame trecia, tuomet gauname tobula aibe. Atkreipsime skaitytojo démesi i
tokia smulkmena: - iSmetamu intervalu tvarka Cy,Cs ... irgi yra svarbi, kadangi nuo Sio
proceso priklauso likusios aibés topologinés savybés. Panagrinésime intervalu iSmetimo
tvarka. Kaip ir anksciau tarkime, kad Iy = [0,1]. Tegu I{ yra pirmasis iSmetamas in-
tervalas. Apatinis indeksas nurodo kelintame zingsnyje buvo iSmestas minimas intervalas,
o virSutinis nurodo to intervalo padeéti kitu intervalu atzvilgiu, kai skai¢iuoti pradedame
nuo nulio. Taigi, pirmajame Zingsnyje (apatinis indeksas vienas) mes iSmetame tik viena
intervala (jo numeris 0). Kitaip tariant §io i8metamo intervalo adresas (0,1). Sekanc¢iame
etape pasaliname dar du intervalus I3, I, taigi jiems priskiriame adresus (0,2),(1,2).
Treciajame tenka pasalinti keturis intervalus, ju adresai - (0,3), (1,3),(2,3), (3,3) ir taip
toliau. n- ajame zingsnyje paSalintiems intervalams analogisku budu suteikiame tok-
ius adresus: (0,n),(1,n),..., (2" ! n). Taigi, kiekvienas i¥metamas intervalas inicijuoja
dvieju intervalu sekanc¢iame zingsnyje, iSmetima. Jeigu fiksuosime koki nors adresa, tarkime
(0,3), tai nesunku suprasti, kad jis inicijuoja adresus (0,4) ir (1,4). Arba (m, k) - adresus
(2m,k+1),(2m+ 1,k +1), m < 281, Naudodamiesi $iais adresais galime nubrézti medi,
i§ kurio bet kokios virguneés (i, j) nubréztos dvi Sakos i Zemiau esancias dvi virgunes. Kar-
todami §i procesa neapréztail, gauname medj su virgune (0, 1) ir begaliniu Saku skai¢iumi.
Nesunku matyti (3 pav.), kad sis medis turi fraktaline struktura.

3 pav.
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4. Kocho kreivé.

Kreiveé, kuria nagrinésime siame skyrelyje (4 pav.), pavadinta svedu matematiko, kuris
ja pirmasis sukonstravo, vardu. Tikédamiesi suintriguoti skaitytoja, uzbégsime ivykiams i
prieki, paminédami keleta neiprastu Sios kreives savybiu. Visu pirma tai, kad jokiame Sios
kreivés taske negalime nubreézti liestinés, nors ji tolydi visoje apibrézimo srityje. Antra,
Sios kreives ilgis yra begalinis. Atrodytu kas gi ¢ia keisto, juk daug kreiviu ilgiai begaliniai,
bet idomu tai, kad §i kreivé yra, baigtinio ploto plokscios figtiros, konttiras. Pradziai gal
tiek. Dabar pateiksime Sios kreivés geometrine konstrukcija. Pradékime nuo tiesés atkar-
pos kaip ir konstruodami Kantoro aibe. Si atkarpa vadinama initiatoriumi. Padalinkime
Sia atkarpa, keturiais taskais, i tris lygias atkarpas. ISmeskime viduriniaja atkarpa, o
iSmestosios vietoje tustuma uzpildome kampu, kurio krastiniu ilgiai lygus iSmestos atkar-
pos ilgiui. Gauname kreive (a). Elgdamiesi tokiu pat budu su kiekviena i§ keturiy kreivés
daliu gauname kreive (b). Ir taip toliau. Atkarpos trumpéja, o kreivé tampa vis labiau
"spygliuota.” Kocho kreive yra vadinama ribiné kreive, kuri gaunama zingsniu skaiciu
neapréztai didinant. 1.7 pav. yra pateikti keturi Sios iteracijos nariai.

Panagrinékime Sios kreivés ribojamo ploto bei ilgio problema. Tarkime, kad pradinio
intervalo ilgis lygus 1. Atlike pirmaji konstrukcinés sekos zingsni gauname, kad plokscios
figuros ribojamas plotas lygus

1/1N\2
So = = <§> cos 30° = A.
Atlikus sekanti sekos zingsni Salia jau esancios trikampés srities atsirodo dar keturios vien-
odos trikampés sritys (po viena kiekvienai atkarpai), kuriu plotai lygus

1/1\2 1
Ay = —<—> cos 30° = - A.
AN 9

Tuomet visas, ribojamos srities plotas, lygus S; = %A + A ir taip toliau. Peréje
prie ribos, kai n — oo gausime, kad Sios kreivés ribojamos figuros plotas artéja prie tokio
skaiciaus:

4 14\2 1 V3
S=A(l+5+ (9) +...))_A{1_%}_ .

Taigi plotas, kuri riboja §i kreivé ir pradinis intervalas, yra baigtinis. To, beje, negal-
ime pasakyti apie Sios kreivés ilgi. Initiatoriaus ilgis kaip jau minéjome lygus 1. Nesunku
matyti, kad kreivés ilgis, atlikus pirmaji konstrukeini zingsni, lygus 4/3. Toliau, atlikus
antraji sekos Zingsni, naujai gautos kreivés ilgis lygus 4/3 + (4/3)? ir taip toliau, atlikus
k— ataji sekos zingsni gauname, kad sukonstruotos kreivés ilgis yra lygus

4 k
(5) -
Tuomet hipotetines kreives ilgis turétu buti toks:

li 4\
ool (§> - o
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Nesunku suprasti, kad §i seka neaprézta, taigi Kocho kreivés ilgis yra neapréztai didelis.
Paveiksle pateikiame ketvirtaji Sios iteracinés sekos nari:

lgis: 3.160493827160403
Flotas: 0.03510071983362306

5. Sierpinskio trikampis

Aibé, kuria apibrésime zemiau, yra ne ka maziau idomi uz jau paminétas.

Tarkime duotas lygiakrastis trikampis, kuris yra konstruojamos aibés initiatorius.
Trikampio virStniu taskai priklauso konstruojamai aibei. Pirmajame zingsnyje sujunge
trikampio krastiniu vidurio taskus atkarpomis, padalijame §i trikampi i keturis trikampius
ir pasaline vidini trikampij prie pradiniu triju tasku prijungiame dar tris Sio trikampio
vidurio krastiniu taskus. Taigi, po pirmojo zingsnio konstruojama aibe sudaro Sesi taskai.
Sekantys konstrukciniai zingsniai analogiski pirmajam, t.y. neiSmestu trikampiu krastiniu
vidurio taskus sujungiame atkarpomis, tokiu budu padalindami kiekviena trikampi i ke-
turis trikampius. PasSaline vidinius trikampius ir prie konstruojamos aibés prijunge gautuju
trikampiu virsuniu taskus (kiek ju yra!l) esame pasiruose zengti sekanti zingsni. Minétoji
aibé, kuri vadinama Sierpinskio trikampiu, sutampa su Sio proceso ribiniu atveju. Beje,
manome kad skaitytojas atkreipe démesi, kad metodo prasme Sis procesas nedaug kuo
skiriasi nuo Kantoro aibés konstrukcijos. Paminésime viena svarbia ribinés aibés savybe -
Sios aibés matas (plotas) lygus nuliui. Tarkime, kad nagrinéjamas trikampis lygiakrastis,
kurio plotas S. Suskai¢iuokime iSmetamu trikampiu plota. Nesudétingu skaiciavimu déka
gauname, kad Sis plotas toks:

S 3§ 328 3k§

4+4—2‘|‘ 43 +W .= 5.

Gauname, kad iSmestu trikampiu plotas lygus pradinio trikampio plotui, taigi Sier-
pinskio aibés "plotas” lygus nuliui.

Visi pateikti pavyzdziai sukelia keistu minc¢iu. Kokios ¢ia aibés, kuriu egzistavimui
pagristi reikalinga ribos savoka? O gal tai aibés fikcijos, kurios neegzistuoja. T.y. aibés ku-
rios neegzistuoja, o iteraciniu zingsniu seka, kuriais ”lipdome ” aibe, i ties niekur neveda?
Kitais zodziais tariant, seka nekonverguoja.

Pateikiame iteracinés tris narius:
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E E,

4 pav.

1.15 Fraktalinés dimensijos samprata.

Tarkime, kad duota atkarpa, kurios ilgis lygus 1. Padalykime Sia atkarpa i n lygiu
daliu. Akivaizdu, kad kiekvienos $ios dalies ilgis r:=1/n. Tuomet r - n = 1. Toliau,
tarkime, kad duotas kvadratas, kurio krastiné lygi 1. Padalykime §i kvadrata i n kopiju
tokiu biidu, kad n-r%2 = 1. Bet tuomet gauname, kad r = 1/ nt/2. Atlikime trimatés erdves
objekto, tiksliau kalbant kubo, dalijimo i n lygiu daliu, operacija. Bet kokio kubo tiris
lygus jo krastinés ilgiui treciuoju laipsniu. Taigi, krastinés ilgis bus lygus

T = m,
kadangi n -3 = 1.

Sia operacija apibendrinkime, bet kokio matavimo erdvés kubams. Tarkime, kad d—
mati kuba, kurio turis a (turiu vadiname $io objekto mata) dalijame i NV := N(d) vienodu
daliu ir kiekvienos dalies matas yra r—¢. Aisku, kad tuomet teisinga lygybé: aN - r¢ = a.
Kitaip tariant, figura isskaidéme i N vienodu daliu ir jomis uzdengéme nagrinéjama d—
mati kuba. ISsprende d atzvilgiu paskutiniaja lygybe gauname, kad

In N
(1) d= ™ % .

Pastebésime, kad 0 < r < 1, todél d > 0. Skai¢ius d vadinamas nagrinéjamo objekto
fraktaline dimensija. (Véliau pateiksime ir daugiau fraktalinés dimensijos apibrézimu).
Fraktaliné dimensija nusako rysi, tarp objekta dengianciu aibiu skai¢iaus ir Siuy aibiu di-
ametro. Akivaizdu, kad jau nagrinétu - tiesés, kvadrato, bei kubo fraktalinés dimensijos
sutampa su atitinkamomis ju topologinémis dimensijomis (tiesés arba jos dalies topologiné
dimensija lygi 1, plokstumos arba staciakampio - 2, erdvés arba kubo lygi 3.)

Nesunku suprasti, kad figuros dimensija parodo, kaip kei¢iasi objekto matas (ilgis,
plotas turis) tiriamo objekto sienos matmenis keiciant kokiu nors pastoviu dydziu. Kuo
didesné dimensija, tuo labiau pakinta objekto matas, kei¢iant sienos matmenis. Lygybe (1)
pateiktas faktalinés dimensijos apibrézimas yra vadinamas panasumo matu. Fraktalines
strukturos, kuriu dimensija galima nustatyti minétu budu yra vadinamos fraktalais, su
panasumo savybe.

Siame jzanginiame skyrelyje panagrinésime keleta praktiniu uzdaviniu, kurie stim-
uliavo fraktalu teorijos vystymasi. Kocho kreivés pavyzdys idomus tuo, kad baigtine
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plokstumos sriti ribojanti kreive gali buiti begalinio ilgio. Mes tikimes, kad skaitytojas zino
geografija ir isivaizduoja kaip atrodo Norvegijos arba Didziosios Britanijos pakrantés. Siu
valstybiu pakrantes labai raizytos, todél skaiciuoti ju sienu ilgi tiksliai néra taip paprasta,
o kas labai idomu, kartais ir neimanoma. Sakykime Ispanijos ir Portugalijos zinynuose
pateikiami skirtingi §iu valstybiu sienu ilgiai ir tai visai nesusije su Sovinizmu. Tiesiog
skaiciavimuose naudojami skirtingi metodai. Grizkime prie Norvegijos pakrantés. Kaip
galime skaic¢iuoti Sios valstybés siena? Tarkime, kad musu zingsnis yra pastovus, ir tegu
jo ilgis lygus 4. Be to, mums prireiké N := N(J) zingsniu $iai sienai iSmatuoti. Tuomet
apytikslis Sios sienos ilgis yra
L(0) =N -6.

Tikimeés, kad tikslus sienos ilgis bus gautas, kai zingsnio ilgi neapréztai mazinsime. Bet
pries pradédami Sios pakrantés ilgio analize grizkime prie (1) formulés. Tarkime, kad
kreives ilgis lygus a. Tuomet

N.-6%=a.

I pastarosios mes gauname apytiksle pakrantés ilgi reiskiancia formule:

Norvegijos pakrantés fraktaliné dimensija buvo suskaic¢iuota ir gauta, kad
d=~1.59....

Beje, D. Britanijos pakrantés fraktaliné dimensija lygi d =~ 1.3....
Mes norétume panagrinéti ir kiek kitokio pobudzio aibiu, tarkime Kantoro aibés, frak-
talines dimensijas. Bet pries tai prisiminkime kai kurias svarbias savokas.

1.16 Nulinio mato aibés. Aibiuy denginiai

Siame skyrelyje sutapatinsime mato, bei ilgio savokas, tieséje. Minétasis matas, tai
Borelio matas, apibréztas atviru (uzdaru ) intervalu generuotoje o— algebroje. Sakysime,
kad aibés F' ilgis L(F') = 0 jeigu jos Borelio matas m(F') = 0.

Sakysime, kad aibé E' C [0,1] yra nulinio mato, jeigu visiems ¢ > 0 galime nurodyti
tokia intervalu Seima {U;;i € N}, kad

E CUyUp, Y L(Uy) <e.

Tarkime, kad E = {z,,n € N} yra realiuju skaiciu seka. Si seka yra nulinio mato
aibeé, nes bet kokiam e > 0 §i aibé

Ec |J U,
neN
kur
. €
Un— [En—w,l‘n—f—w .
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Nesunku matyti, kad
oo o0 €
L(U,) = — = €.
2 MU =2 5 =

Matome, kad apibrézimo salygos tenkinamos, vadinasi, aibé E yra nulinio mato. Ne-
sunku suprasti, kad bet kokia aibeé, kuri ekvivalenti naturaliuju skaiciu aibei, yra nulinio
mato. Antra vertus aibés matas nenusako jos topologiniu savybiu, kadangi nulinio mato
aibémis mes galime aproksimuoti ne nulinio mato aibes. Pvz. racionaliuju bei realiuju
aibiu santykis.

Priminsime, kad aibé F' vadinama tobula, jeigu ji begaliné, uzdara, netuscia ir neturi
izoliuotu taskuy.

Bet kokiam metrinés erdvés elementui x priskirkime rutuli B.(z), su centru taske
x bei spinduliu €. Tuomet, bet kokio Sios erdves kiino P tiuri apytiksliai galime pakeisti
rutuliu, kuriais uzdengiame §i kiina, tiiriu suma. Peréje prie ribos, kai rutuliu spindulys
artéja i nuli (o tuo paciu rutuliy skai¢ius neapréztai auga) gauname, kad Sio kuno turis
lygus minétajai sumai, kai démenu skaicius neapréztai auga, jeigu $i sumu seka turi riba.
Si kiino P dengini

(4) Ac(P) = | Be(w),

rEP

vadinsime Minkovskio denginiu.
Pavyzdziui, bet kokio realiuju skai¢iu intervalo [a,b] Minkovskio dengini sudaro (4)
sajunga, kai B(x) = [z — €,z + €|. Beje, intervalo P(e) ilgis ne mazesnis uz 2e.
Tarkime, kad N(e) yra minimalus rutuliu, kuriu spindulys € reikalingu padengti aibe
A, skaicius. Tada skaicius
Ag(A) ~ N(e)e?

yra aibés A denginys. Laikydami, kad Ay(A) > 0, turime, kad egzistuoja ¢ > 0 toks, kad

N(e) =~

c
ed’
Logaritmuodami abi Sio sarysio puses gauname, kad
InN(e) =Inc—dlne,
arba

InN(e) Inc
— +
Ine Ine.

d =

Pastebéje, kad Ine — —o0, kai gauname

. log N(e)
Ag(A) = lim ——=.
a(4) = limy log €]

Aibés A Minkovskio fraktaline dimensija vadinsime riba
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A(A) = lim 8N
e—0 | log €|

jeigu pastaroji egzistuoja.

Iki siol kalbédami apie denginius mes nagrinéjome tik dengima rutuliais. Ar kas i§
esmés keistusi, jei denginius, kurie konstruojami rutulias, keistume denginiais, kurie su-
darome staciakampiu (kvadratu) kuriu krastinés lygiagrec¢ios koordinatinéms asims, pa-
grindu. Simboliu N¢ zymésime minimalu kubu skai¢iu, reikalinga objektui uzdengti.
Plokstumoje kiibo analogas bus kvadratas. Pastebésime, kad

N(e) < No(e) < 4N(e).
Pastebésime, kad Minkovskio fraktalinés dimensijos reikSmé bus ta pati, kadangi

log N (¢) < im log No(e)

Ag(A) =i

) =% Tiog e = 2% ioge]
lim log 4 + log N (e) _ AL(A).
e—0 | log €]

Skaiciuojant dimensija paprastai reikia moketi isskirti skai¢iaus No(e) bendraji narj,
kas paprastai biina sunku, kadangi i formulé turi tikti visiems €. O ar negalima Sio nyk-
stamo dydzio parinkti kaip nors paprasciau, specialiu btidu? Pasirodo taip.

Tolydu parametra ¢ — 0 pakeisti diskrecia nykstama seka is tiesu galima.

Lema Tarkime, kad {¢,} nykstama realiu skaic¢iu seka, kuri tenkina savybe:

log ey,
lim —8
n—oo log €,41

Tada aibés E C R fraktaline dimensija galime skaiciuoti taip:

A(E) = lim log N(en)
n—oo  |logéy|

S

Mums pakanka parodyti, kad bet kokiam ¢ > 0irn € N, €,11 < € < €,.

Bet kokiam fiksuotam e > 0 parinkime sekos numeri n taip, kad buitu teisingos nely-
gybeés:

N(en) <2-N(e), N(e) <2 - N(ept1)-
Taigi gauname, kad

log N(e,) — log2 < log N (e) < log N(€n41) + log 2
[logens1| 7 |logel T | log €n|
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ir

Ine, ,InN(ep,) In2 In N (e)

— ) <
Ine,1q° |Ine, [Ine,| | In €]
In€e,t1 InN(epiq) In2
Ine, * |lne,qq] |In€e,y1|’’

kai n — oo.
IS pirmosios nelygybés gauname, kad

. In N (e,
lim sup |ln—£|)

< A.

Is antrosios isplaukia
In N (e,
limn nf 2N ()
n |Ine,|

> A.

S
Remiantis Sia lema ir auksc¢iau padarytomis pastabomis mes galime nesunkiai skaic¢iuo-

ti kai kuriu klasikiniu fraktalu dimensijas. Apskai¢iuokime Sierpinskio trikampio dimensija.
Tarkime, kad nagriné¢jamas trikampis S yra lygiakrastis, o krastinés ilgis lygus 1. Pasirin-
kime seka €,, = 2% Tada:

1 1 1 k
NO(E) :37 N0(2—2) :9, ,N0(2—k) = 3%,
Tada
lnNo(Qik)

A(S) = lim

] ok = log, 3 ~ 1.565.
—00 n

Nagrinéjant analogiskai Kantoro aibe C' gauname, kad

. InNo(37F)
AlC) = Jim e =

k

. In2
kli)ngo 3k logs 2 ~ 0.6309.

7 Teorema Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra glodi intervale [a,b]. Tada Sios
funkcijos grafiko Minkovskio dimensija yra lygi 1.

S

Laikysime, kad [a,b] = [0,1]. Padalinkime § intervala n taskais i Az = 1 ilgio in-
tervalus. Tada santykis |Af|/|Az| gali buti laikomas funkcijos grafiko apytiksliu denginiu
intervale Az. Remiantis viduriniu reikSmiu teorema gauname, kad egzistuoja taskas 1,
f'(¥) = Af/Ax. Antra vertus, kadangi funkcija yra tolydi, tai egzistuoja M, |f'(x)| < M.
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Zinodami, kad i3 viso grafikui uzdengti reikia n = ﬁ intervalu gauname denginiu skaiciaus

iverti:

M
N(Az) < Mn = —.
(Az) " Aw
Remdamiesi lygybe
In &£
— i 2 =1
Azeo In A
gauname, kad
In &4
d= -

— lim
Az—0 In Az
Antra vertus, grafikui padengti reikia ne maziau, negu n = ﬁ rutuliu (staciakampiu)
kuriu spindulys Az, grafikui padengti. Taigi,
M
A

d>— li =
- Aalsnio In Az

@

Tarkime, kad nagrinéjama aibé yra tobula. Be to tarkime, kad w,, = w, (F') yra uzdaru
aibiu, kuriu ilgiai 27" ir kuriose yra bent vienas aibés F' elementas, skai¢ius. Tuomet Sios
aibés fraktaliné dimensija lygi

A(F) = lim 2enlF)
n—oo nln?2
Paminésime kelias savybes, kurias sitilome skaitytojui irodyti paciam. Laikysime, kad
nagrinéjamu aibiu matai baigtiniai.
1. Tarkime, kad E C F. Tada A(F) < A(F).
2. Tarkime, kad E yra aibés E uzdarinys. Tada A(E) = A(E).
3. VE, 0< AL
4. VE,FA(EF) = max{A(F),A(F)}
5. Tarkime, kad T'(E) kokia tai aibés E afininé transformacija. Tada teisinga lygybeé

Sakysime, kad aibé A turi panasumo savybe, jei egzistuoja transformacijos f; tokios,
kad

A= fi(A) U F2(A)U...U fu(A).

8 Teorema Tarkime, kad A yra fraktalas, turintis panasumo savybe, be to f;(A) N
[j(A) = 0,i # j. Tarkime, kad d yra lygties

rjl—i-rg—l—...rg:l
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sprendinys, kai r; yra transformaciju f; panasumo koeficientai. Tada A(A) = d.

S
Pasirinkime ¢q taip, kad

{fi(A) + e} N f5(A), i # 3

nesikirstu. Tegu N (A, ¢) yra minimalus rutuliu, reikalingu padengti aibei, skai¢ius. Tegu
€ < €g. Tada

3

N(4,€) = 3 N(fi(4), o).
k=1

Kadangi f; yra panasumo transformacija, kurios panasumo koeficientas yra r;, tai f; '

7
generuoja aibés f;(A) dengini su (%)e aplinkomis. Vadinasi

N(fz(A)7€) = N(A7 _)

T
Taigi,
n

N(A,€) = N(fi(4)

k=1

).

Tk

Naudodamiesi tuo, kad N (€) ~ 5 gauname, kad

c n
d —d
—:cg rée?.
ed k
k=1

Paskutiniaja lygybe padaline i§ ce~¢ gauname norima rezultata.
S¥

Isvada Jei visi panasumo koeficientai yra vienodi r =r; i =1...,n tai

nrt =1.
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1.17 Minkovskio dimensijos skaiciavimas

Naudojant kompiuterius, apytiksliams fraktalinés dimensijos suskaic¢iavimui, paprastai
yra naudojama formulé

InN(e) =Inec—dlne.

Matome, kad funkciné priklausomybé tarp In N(e) ir argumento € yra tiesiné, su kryp-
ties koeficientu d. Tam, kad rasti nezinomus parametrus d ir c reikia ivertinti denginio
elementu N (e) skai¢iu, priklausomai nuo e. Taigi, N(e) yra minimalus denginio elementu
skaicius, reikalingas fraktalui uzdengti, kai denginio gardelés krastines ilgis yra €. Ivertin-
sime parametrus c ir d reikalingus skaiciui N (e) jvertinti. Pastebésime, kad jei naudosime
dvi skirtingu dydziu gardeles, su krastinémis €1, €3, tai Siuos parametrus galima rasti
sprendziant sistema:
InN(e;) =Inc—dlne,
{ InN(ez) =Ilnc—dlney’

Tam, kad ijvertinti Sia sistema kuo tiksliau, reikétu naudoti daugiau skirtingu e reiks-
miu uzdengiant Sia aibe. Bet tuomet gausime tiesiniu lygciu sistema, kurioje bus nezino-
muju zymiai maziau negu lygciu ir paprastai tokiu atveju sistema biina nesuderinta. Tad
Siuo atveju Sia tiesine lygti tenka rasti naudojant maziausiu kvadratu metoda.

Skaitytojui pateiksime toki Sios problemos sprendimo buda:

Tarkime, kad reikia rasti plokstumos tasku aibe

(xlv yl)» (x27y2)7 R (xnvyn)
aproksimuojacia tiese, maziausiu kvadratu metodu. Taigi, rasime tiesinés funkcijos
y=kxr+b

koeficientus, sudare pagalbine dvieju kintamuju funkcija

Feb) =3 (i — ki — )2,

=1

Koeficientai bus randami optimaliai, kai §i funkcija igys optimalia reikSme t.y., kai dalinés
iSvestines bus lygios nuliui,
{wwwzo
Ok ’

of(k,b) _
a5 = 0.

UZra8e tai matricine forma gauname, kad tokia matricine lygti:

n n
n, o i > Vi
=1 _ 1=1
n n ) ( m ) - n
2w DL > Tiyi
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Sios sistemos sprendinys yra ieskoma pora k, b.

Panagrinékime maziausiu kvadratu metoda kiek kitu aspektu.
Tarkime, kad tiesiné lygciu sistema

AX =B
yra nesuderinta. Tada tiesiné lygciu sistema
ATAX = A"B

yra vadinama sistemos AX = B normaliaja sistema. Normaliosios sistemos sprendiniai
yra vadinami sistemos AX = B maziausiu kvadratu sprendiniais.

Gardeliy metodas. Sio metodo esmé yra tokia: Tarkime, kad fraktalinis objektas A
dvimatis. Suskaidome sriti, kurioje yra nagrinéjamas objektas, i kvadratu, € ilgio, sajunga.
Jei objektas trimatis, tai sriti skaidome kiibu sajunga, tiesiniu atveju- atkarpu sajunga.
Tada skai¢ius N (e, A) gali buti naudojamas fraktalinés dimensijos nustatymui. Tiesa, Sis
skaic¢ius N (e, A) néra pats geriausias (minimalus). Tada

In N(e, A)
d="00
11’12

Sis metodas geriausiai tinka panasumo | save savybe turintiems faktalams.

Taskinis metodas

Taskinis metodas yra susijes su auksc¢iau nagrinétu gardeliu metodu. Tarkime, kad
turime € — tinkla, kuriuo dengiame nagrinéjama fraktala. Tinkla sudaranciu kvadratu
vir§tines vadinsime lizdais. Paprastai laikome, kad §is tinklas, kuriuo dengiamas fraktalas
yra labai ”smulkus.” Si tinklo schema yra naudojama ir bet kokios geometrinés figiiros
grafiniam vaizdavimui monitoriuje, kai mazgais laikome pikselius.

Tarkime, kai jau apibréztas erdveéje € — tinklas nagrinéjama erdveés dali uzdenkime
kvadratiniu gardeliu aibe, kuriu krastinés ilgis [ sutaptu su tinklo mazgu skai¢iumi krasti-
néje. Paprastai parenkamas nelyginis ilgis [. Siuo atveju centrinis gardelés krastinés taskas
(tuo paciu € — tinklo mazgas) bus vienodai nutoles nuo gardelés virsuniu. Skai¢iuodami
fraktalo dimensija, mes realizuojame tokius zingsnius:

1) pasirinkdami paeiliui fraktalo taskus (tuo paciu etinklo taskus), fraktala paden-
giame minétu kvadratu sistema. Tarkime, kad fraktalui priklauso n etinklo tasku. Pazy-
meékime simboliu 7(m, 1) gardeliu, kuriose yra lygiai m tasku, m € {1,...,n} skai¢iu. Be
to tegu

Aisku, kad



Kaip ir aukséiau, tegu N (1) yra [ ilgio gardeliu skaicius, kuris reikalingas fraktalui padengti.
Naudodamiesi auksciau pateiktais apibrézimais gauname ,kad gradeliu, kuriose yra m tasku
skaicius yra lygus

n

—P(m,l) =r(m,l).

" P(n, 1) = r(m,1)

Tada gardeliu, kuriu reikia norint padengti fraktala skaiciaus ivertis yra toks:

k

N(l) ~ Z r(i,1) = nz %P(z’, ),

¢ia k yra gardeliu skaicius, reikalingas fraktalui padengti. Tada skaicius

=% %P(z’,l)

i=1
taip pat yra proporcingas dydziui [~¢ ir gali buti naudojamas fraktalinés dimensijos iver-
¢iul.
Pastebeésime, kad Sis metodas paprastai yra naudojamas objektas pazinti, tiksliau
vienoms objektu rusims isskirti i§ kitu. Pavyzdziui medziu siluetams is kalnu masyvu,
tamsesniy sriciu is Sviesesniu.

Uzduotys
1. Tarkime, kad metrinégje erdvéje X = (0, 1] apibréztos dvi metrikos

1 1
dl(aj?y) = ’x_y‘v dg(l',y) = ‘5 - ;l

Irodykite, kad Sios metrikos néra ekvivalencios.

2. Irodykite, kad jei metrinés erdvés yra metriskai ekvivalencios, tai egzistuoja Siu
erdviu homeomorfizmas.

3. Trodykite, kad R yra homeomorfiné intervalui [—1, 1].

4. Tarkime, kad S pilnos metrinés erdvés (X, p) poaibis. Tada (S, p) metriné erdvé.
Irodykite, kad erdvé (S, p) yra pilna, jei aibé S C X yra uzdara.

5. Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdvé, o f : X — X yra tolydus atvaizdis. Tegu
A C X yra kompaktiska ir netuscéia aibé. Irodykite, kad aibé f(A) yra kompaktiska ir
netuscia .

6. Tarkime, kad S yra kompaktiskos metrinés erdvés poaibis. Irodykite, kad aibés S
siena yra kompaktiska aibe.

7. Raskite ribinés aibés, kuri gaunama i§ intervalo (initiatoriaus) [0, 3] kiekviename
zingsnyje iSmetant 1/3™ ilgio viduriniuosius intervalus, mata.
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8. Tarkime, kad duota trikampiu seka plokStumoje. Naudodami stereografines trans-
formacija perkelkite Sia seka ant sferos ir pavaizduokite praktiskai. Kalba- java, demon-
stracija galima apletu.

9. Sudarykite R3 transformacija, naudodami matricas, kuri atliktu posiiki apie vek-
toriu (2, 1,1). Atlikite besusispaudziancio, o kai susispaus i taska- besiple¢iancio kubo apie

Sia tiese,judesi. Kodas- java kalba, demonstracija- apletas.

10. Sudarykite matriciniu transformaciju seka, kuri atliktu posuki apie tiese

r—1 y+2 =z
2 -3 3

Atlikite trikampio postiki apie Sia tiese, naudodami Sia transformacija. Kodas- java
kalba, demonstracija- apletas.

11. Nustatykite, apie kokia tiese atlieka postiki transformacija, sudaryta kvarterniono
K = (2,(1,0,—2)) pagrindu. Atlikite kubo, kurio viena krastiné yra Sioje tieséje
positiki apie Sia tiese.

12. Naudodami kvarternionus atlikite staciakampio, nuspalvinto dviem spalvom per
puse, posiki apie tiese

x
1
Staciakiampio centras turi buti tieséje.

13. Tarkime, kad aibés A fraktaliné dimensija yra di, o aibés B fraktaliné dimensija
lygi do. Kam lygios aibiu AN B ir AU B fraktalinés dimensijos, jei di > da?

14. Apytiksliai apskaic¢iuokite pateiktu aibiu fraktalines dimensijas:
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15. Tarkime, kad (x;,y;) yra plokstumos tasku aibé. Naudodami maziausiu kvadratu
metoda, raskite tiese y = ax + b, kuri aproksimuotu Siuos taskus:

(an); (27—1); (4’ 5); (678); (270)'

16. Tarkime, kad (x;,y;) yra plokstumos tasku aibé. Naudodami maziausiu kvadratu
metoda, raskite parabole y = az? + by + ¢, kuri aproksimuotu siuos taskus:

(0’0); (27_1); (4’ 5); (678); (270)'
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II. L- SISTEMOS

Siame skyriuje nagrinésime specialias ”atsinaujinancias” (rewriting) sistemas, $iu sis-
temu formalizavimo bei dinamikos vizualizavimo problematika.

2.1 JIvadines pastabos. Aksiomatika

Lindenmayer sistemos arba trumpai L-sistemos susiformavo kuriant augalu augimo
matematinius modelius. L— sistemu esmé yra reprodukcija (rewriting). Sio proceso metu
duotame formaliame sarase tuo pat metu yra keiciami simboliai remiantis taisyklémis,
kurias vadinsime reprodukcijos taisyklémis.

Tarkime, kad duota abécele, kurioje tik dvi raidés a,b. Kiekviena raidé atsinaujina
tokiu budu: a — ab ir b — a, t.y. nurodome kokiu budu reprodukcijos proceso metu
zodyje bus keiciamos raidés a ir b. Reprodukcijos procesas prasideda nuo tam tikro spe-
cialaus zodzio (saraSo), kuris bus vadinamas aksioma. Tarkime, kad nagrinéjamu atveju
aksioma sudaro simbolis b. Pirmame reprodukcijos zingsnyje aksioma b yra kei¢iama i a, t.y.
b — a. Antrame zingsnyje a — ab. Trec¢iame zingsnyje, taikydami reprodukcijos taisykle
kiekvienam simboliui gauname toki zodi: aba, ir taip toliau. 1 pav. pateikiame grafine Sios
sistemos interpretacija.

=
a =

Y W o
abaab

sl b R

abaoaobaba

1 pav.

Panagrinékime L— sistemos taikymo pavyzdi biologijoje. 1972 metais, atlikdami
eksperimentus su anabaena catenula lastelémis biologai pastebéjo, kad kas keturiolika
valanduy lastelé skyla i dvi dalis ne simetriskai, o priklausomai nuo to, kaip ji buvo susifor-
mavusi pries §i skilimo laikotarpi.

Formalizuokime Sios lastelés dalijimosi procesa. Tarkime, kad dalijimosi metu lastelé
skyla i dvi skirtingas dalis, kurias salyginai pavadinkime kairiaja k ir deSiniaja d lasteles
dalimis. Aprasykime lastelés skilimo taisykle: jei pasirinkta lastelé yra k buvusios lastelés

42



dalis, tai sekanciame skilimo procese Sios lastelés k dalis bus mazesné negu d dalis ir
analogiskai, jei lastelé yra d dalis, tai sekanciame skilimo zingsnyje, Sios lastelés naujoji
d dalis bus mazesné negu k dalis. Beje, skyla tik didesné lastelés dalis. Skylimo metu
mazesnio]ji lastelés dalis "tigteli” iki didesnés, kuri sekanciame zingsnyje skyla.

Formalizuokime §i skilimo procesa keisdami biologine terminologija formalia simboliu
kalba.

Tegu kk, zymi mazesne (kairiaja) lastelés dali, kuri gimé i$ pries tai buvosios kairiosios
dalies ir analogiskai, simboliu dd, Zymésime mazesne deSiniaja lastelés dali, kuri gime is
desiniosios lastelés. Simboliais dk ir kd zymésime kairiosios ir desiniosios lasteliu skilimo
didesniasias dalis. Sekanti skilimo proceso zingsni galime aprasyti tokiu budu:

kk — kkk, kd — kkd,dkd, dk — kdk,ddk, dd — ddd.

Pastaruosius sarysius pavadinkime reprodukcijos taisyklémis. Atkeipsime démesi i
kelis svarbius dalykus. Lastelé dalijasi tik tada, kai subresta dalijimuisi, t.y. uzauga iki
tam tikro dydzio zr. 2 pav.

Nesunku suprasti, kad jei skaitysime is deSinés i kaire, tai galésime nesunkiai nustatyti,
bet kurios lastelés pirmtakus. Beje, Sio skilimo proceso neitakoje tolimesné praeitis, rezul-
tatas priklauso tik nuo paskutiniuju dvieju biisenu. Pavyzdziui, jei paskutinioji didesnioji
lastelé turi koda k. . . *, tai zinoma, kad sekanciame iteraciniame zingsnyje, kai lastelé skils,
kairioji Sios lastelés dalis kk . .. x bus mazesné, o dalis dk ... * — didesné. Beje, jei du sim-
boliai, skaitant is kairés, yra vienodi, tai susidariusi lastelés dalis bus mazesné negu dalis
koduota dviem skirtingomis raidémis.

Remdamiesi Siomis taisyklémis nesunkiai galime generuoti reprodukcijos seka. Pa-
vyzdziui, tarkime, kad pradedame nuo sekos kk. Tada naudodamiesi reprodukcijos taisyk-
lémis gauname, kad po dvieju skilimu, susidarys tokia grandiné:

Kkkk, dkk,

¢ia kableliu atskiriame pradinés lastelés kairiaja ir desSiniaja lastelés dalis. Sekanciame
zingsnyje Sios dvi lastelés skils i

kkkk, dkkk; kdkk, ddkk,

¢ia kabletagkiu skiriame skirtingu lasteliu suskilusias dalis. Atkreipsime démesi, kad lastelé
skyla, kai ji uzauga iki tam tikros busenos. 2 pav. pateikiame Sios lastelés dauginimosi
proceso grafine iliustracija.

43



plonee

==

—

'—_‘ v}

el
===

= e e =

e e = ==

e e e e

e e I R )
e R R = B

ﬂ

F

2 pav.
Formalizuokime sia problema. Tegu
V= {al,...,an}

yra kokia nors simboliu aibé, kuria vadinsime abécéle.
Sudarykime Sios aibés visu galimu netusciu zodziu aibe:

V*:{ajl%...ajk, as;, eV, jZ'E{l,...,n}, kEN}

OL sistema vadinsime sutvarkyta trejeta G =< V,w, P >, ¢ia V yra sistemos abécélé,
w € V* Zodis, kuris bus vadinamas aksioma ir

P:V-V*

yra baigtiniy reiksmiy atvaizdis (reprodukcijos taisyklé arba tiesiog reprodukcija). Sis
atvaizdis elementui priskirianti zodj. Paprastai simbolis a € V yra vadinamas pirmtaku,
o P(a)— ipédiniu. Jei koks nors simbolis (a € V') nepriklauso atvaizdzio P apibrézimo
sriciai, tai $j simbolj priskirsime funkcijos apibrézimo sri¢iai apibrézdami: P(a) = a.

Sakysime 0L— sistema yra deterministiné (DOL), jei D(P) = V ir atvaizdis P yra
funkcija. T.y. kiekvienam a € V egzistuoja vienintelis xy € V* toks, kad P(a) = ¥.

Sakysime, kad OL yra cf sistema (context-free), jei kiekvienas iteracinis zingnis neprik-
lauso nuo aplinkos. Priesingu atveju OL vadinamos jautriomis (sensitive) sistemomis.

Sakysime, kad zodis v kildinamas i§ n ilgio sekos G , jei egzistuoja evoliucionuojanti
zodziu seka pg, p1, - - ., pp, tokia, kad po = w, b, =V ir pg — 1 — ... .
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Tarkime, kad 4 = a; ...a,, € V*. Tada sakysime, kad zodis v = by ... b,, yra generuo-
tas zodzio p (Zymeésime p — v ) tik tada, kai P(a;) — b;, i =1,2,...m.
Sakysime, kad nepriklausanti nuo aplinkos DOL yra parametrine, jei reprodukcijos

taisyklés veikimas salygotas parametro, t.y. reprodukcijos taisyklé (priklausanti nuo para-
metro) yra apibréziama tokiu budu:

pirmtakas: salyga — palikuonis

Tarkime, kad duota DOL grafine forma:

S5—1L L—A A—B B—C C—LS
S—1L L—A A—B B—C C—SL
Simboliai f, X, ... zymi busenos augima, kintant laikui.

Tada formalizave Sia L sistema turésime:
M(s) ts< 5—>M(s+1);

M(s): s=5— M(2)M(1);

M(s): s>0— M(s+1);

M(s) i s=5H— M(l)ﬁ@),

Formalizuokime nagrinéta lastelés dalijimosi procesa tradiciniu budu, kuris placiai
naudojamas literatiiroje. Pazymeékime lastelés dalijimosi abécéle tokiu budu:

V={T, 65, 7,5},

ia S zymi kairiaja mazesne lastelés dali, T zymi kairiaja didesne ir analogiskai K Zymi
—
desiniaja mazesne lastelés dali, L zZymi deSiniaja didesne lastelés dali.
3 pav. pateikiama grafiné Sio proceso iliustracija.
L— sistema: Anabaena
H

Aksioma: pug = L;
Reprodukuojanti funkcija:

Pl:fﬁfﬁ:
P2:<f—>§f>;
P3:§—>f;
P4:(§—><f.
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3 pav.

Beje, §i sistema taip pat yra parametriné (priklauso nuo laiko):
Aksioma M (5, d);

M(t,p):t<5— M(t+1,p);
M(t,p):t=5Ap=k— M(1,k)M(2,d);
M(t,p):t=5Ap=d— M(2,k)M(1,d).

2.2 L— sistemu grafinis vaizdavimas

d
d

Siame skyrelyje nagrinésime, kokiu bdu bitu galima grafiskai vaizduoti L— sistemose
? gimstanéius” objektus. Siam tikslui pasiekti pasitelksime metoda, kuris vadinamas ” turtle
graphics”, metodu, kuri ateityje trumpai vadinsime TG metodu. Tam, kad butu galima
valdyti struktiiros braizymo zingsnius, buitina apibrézti valdymo simbolius.

TG esmé, 2D atveju, nusakoma tokiu simboliu trejetu- (z,y, d), ¢ia (z,y) yra Dekarto
koordinatés nurodancios pradinio tasko padéti, o d— nurodo judéjimo krypti. Kampas
paprastai nurodomas asies Ox atzvilgiu.

F yra komandos ”brézti ilgio 1 atkarpa nuo nurodyto tasko” simbolis; jei atskirai
nepamineéta, tai laikysime, kad pradiniame taske judéjimo kryptis lygiagreti Ox asiai. Jei
judéjimo kryptis nusakyta vektoriumi, kuris su Ox asimi sudaro kampa «, o pradinés tasko
koordinatés yra (z,y), tai naujosios tasko koordinatés yra

' =x+lcosa, y =y +Isina.

f- komandos ”persikelti plokstumoje nuo fiksuoto tasko atkarpa, kurios ilgis 1, nebré-
ziant atkarpos ” simbolis; §i komanda apibréziama analogiskai auksciau apibréztai, tik kaip
ir buvo minéta, atkarpa néra bréziama.

+ pasisukti kampu §, teigiama kryptimi. Taigi, jei pradzioje judéjimo kryptis is
nurodyto tasko buvo (z,y, ), tai naujoji kryptis- (z,y, « + 9).

- pasisukti kampu 4, neigiama kryptimi. Siuo atveju, jei pradiné judéjimo kryptis i3
nurodyto tasko buvo (z,y, ), tai naujoji kryptis- (z,y,a — 9).
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Naudodami Siuos simbolius mes galime koduoti sistemos evoliucija.

Trumpai:

komanda (x,y, ) keitimas

F (x 4+ lcosd,y+Ilsind,d)
f (x +1lcosd,y +1sind, )
+ (9,0 — )

- (z,y,0 + )

Naudodami auks¢iau pateiktus simbolius mes apibrésime reprodukcijos funkcijas. Sias
reprodukcijos formules paprastai vadinsime TG kodu. 4 pav. a) parodyta, kaip bus supran-
tamos teigiamo ir neigiamo kampu postkio kryptys.

Jeigu duota seka v, kurios pradiné padétis (1,1,0) ir § = 90°, tai uzrase judéjimo
koda, pavyzdziui

+FFF - FF - F -~ F+F+FF — F — FFF,

sekos v TG interpretacija pateikiame 4 pav. b).

a) b)

F '
=

pradzia I I

FFF-FF-F-F+F+FF-F-FFF

4 pav.

Be siu baziniu simboliu yra naudojami ir iSvestiniai simboliai, kurie yra pagrindiniu
simboliu kompozicijos. Pateiksime keleta svarbiausiu simboliu kompoziciju, kai postikio
kampas 6 = 90°;
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komanda TG kodas

L +F —-F—F+

S FF+F+FF—F — FF
R —-F+F+F-

Z FF—-F—-FF+ F+FF

5 pav. a) pateikiami §iu kompoziciju TG (grafiné realizacija);
Pateiktame 5 pav. b) demonstruojama kodo

FLRF — S
TG realizacija, kai § = 90°.

5 pav.
Panagrinékime L-sistema, kurios reprodukcijos taisyklé apibrézta tokiu budu:
F—-F+F—-—-F+F,
be to kiekviename sekanciame zingsnyje zenklai yra iSlaikomi kokie ir buvo, t.y.
+ =+, —— -
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o bréziamos atkarpos ilgis sutrumpéja tris kartus I — /3.
Pateikiame 8ios L— sistemos, antrojo iteracinio zingsnio seka (zr 6 pav.):

F+F--F+F+F+F--F+F—--F+F— -F+F+F+F— -F+F.

6 pav. b) dalyje yra pateikta TG kodo: F + F + F — F — F, o ¢) dalyje kodo
FF+FF+F+F—-F—F+ F+ FF+ F, TG realizacija, kai kampai eilés tvarka yra tokie:
60°, 90°, 120°.

o — M

a) e

F+Ff-F -f+F+

b)

c)

AN

6 pav.

2.3 Erdve uzpildancios kreivés ir DOL-sistemu sintezé

Praktiniuose taikymuose placiai yra taikomos erdve uzpildancios kreivés. Kiek placiau
panagrinékime Siu kreiviu konstravimo algoritmus naudojant L-sistemas.
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Visu pirma panagrinekime klasikine Peano kreive.

Tarkime, kad I = [0,1], S = [0, 1] x [0, 1].

Suskaidykime kvadrata i 9 kvadratus, kaip parodyta 7 pav. Kvadratai sunumeruo-
ti eilés tvarka, apéjimo kryptimi. Tame pat 7 pav. yra pateikta pirmoji TG iteracija.
Sekanciose iteracijose atlickame ta pati apéjimo algoritma, kai i kiekviena kvadrata i¢jimas
nurodomas paskutiniame zingsnyje, t.y. suskaide, tarkime antraji kvadrata (1) i devynis
kvadratus gauname mazesnius devynis kvadratus, kuriuos koduojame

10,11, 12, 13,14, 15, 16,17, 18

zr. 8 pav. apacioje. Pastebésime, kad ”iéjus” i kvadrata iSlaikoma pradiné apéjimo kryptis.

7 pav.

]
17, z
1 14 p

8 pav.
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Taigi, Peano kreivé P(x) = (u,v), atvaizduoja intervalo I taskus i kvadrato S taskus
tokiu budu: taskui z = 0,x1z923 ..., uzraSytam devynetainéje skaiciavimo sistemoje yra
priskiriamas kvadrato taskas tokiu buidu: po pirmosios iteracijos taskui z yra priskiriamas
kvadrato taskas Pj(x), kurio numeris x1; po antrosios iteracijos taskui x yra priskiriamas
kvadrato, su numeriu x; x5, taskas Py(x) ir t.t.

Apibendrinkime Siuos empirinius pastebéjimus:

1 Teorema Peano atvaizdis yra tolydus atvaizdis, kuri intervala I atvaizduoja i
kvadrata. Dar daugiau, seka {P,(z)} konverguoja, visiems x € I.

© Tarkime, kad 0 < n < m. Sudarykime pradinio kvadrato S tinkla S,, tokiu budu

kol
{(3—n, 3—n), k,l € [0,3"]}.
Tarkime, kad N = 327 ir tagkai 0 < x; < ...zxy = 1 yra intervalo I skaidinys, kuri
intervala I suskaido i 32" vienodo ilgio intervalus. Pastebésime, kad sekos P, () tagkai yra
tinklo G, vieno i$ kvadratu istrizainés taskai ir kinta nuo z; iki z;4;. Kita vertus, P, ()
yra tame paciame kvadrate, jeigu m > n. Vadinasi,

p(Pofa), Palo) < 22
Kadangi tai galima taikyti visiems j € [0, N, tai 8is sarysis teisingas visiems = € I. Parinke
M toki, kad v/2/3M < ¢, jei m > n > M. Kadangi seka konverguoja tolygiai visiems x € I,
tai nagrinéjamoji ribiné funkcija yra tolydi.
D
Panagrinékime Hilberto kreive.

L

i
ke

H,

9 pav.
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9 pav. yra parodytas kvadratas, kuri uzdengsime kreive, kurios initiatorius Hy yra
issidéstes keturiose kvadrato dalyse ir kreive sudarancios trys lauztés jungiasi siu kvadratu
centruose. Tarkime, kad Siu atkarpu ilgiai yra lygts 1. Kiekviename sekanc¢iame zingsnyje
mes reprodukuosime visuose mazesniame kvadratuose analogiskas kreives, sutrumpintas
per puse ir be to apatiniuose kvadratuose viena kopija suksime 90° kampu teigiama kryp-
timi, o kita- neigiama tuo paciu kampu ir pabaigos taskus sujungsime atkarpomis i vientisa
uzdara kreive H;. Sekanciame zingsnyje mes maziname masteli per puse ir gautas suma-
zintas H; kopija talpiname i keturis kvadratus analogiskai sudéliodami ir sukdami kaip ir
buvo elgiamasi konstruojant H;. Gauname kreive Hy, kuri jungia kreivés Hy, 16 sumazintu
kopiju (9 pav.).

Naudodami L— sistemoje apibréztus simbolius L ir R sudarykime Hilberto kreivés L—
sistema (zr. 10 pav.). Visu pirma naudodami TG koduojame pradine kreive Hy. Turime,
kad Sios kreivés TG kodas yra +F — F — F+, o pirmojo zingsnio kreives H; TG kodas
yra +RF — LFL — FR + . Pastebésime, kad generuojant antra zingsni, t.y. kreive Hs
mums tenka perrasyti taisykle R, kuri yra veidrodinis L atspindys. L bréziama neigiama
kryptimi, R— teigiama kryptimi.

L L
i L
R R
L L
]
R R
Pav. 10

L— sistema: Hilberto kreivé;
Aksioma: L
Reprodukcijos taisyklés:

L — +RF — LFL — FR+, R— —LF+ RFR+FL—, F — F,

l
+ =+, ———, §=90° L= 5

Pateiksime dvieju iteraciju TG koda.
Pirmas zingsnis:

+RF — LFL — FR+;
Antras zingsnis:

+—LF+RFR+FL—F — +RF — LFL — FR + F+;,
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RF - LFL—-FR+ —F — LF + RFR+ FL — +.

Si skyreli pabaigsime pateikdami Peano S- kreive generuojanéia L— sistema. 11 pav.
yra pateiktos dvi kreiveés S ir Z, kurias komponuodami gausime kreive S.

Syl

Z Z
o> | I@SJZ—Ils
o g

& & <

I‘TIFZ—HT!

z] | Z |

I T

11 pav.

Konstruosime Peano kreive jungdami Sias abi kreives. Kampas, kuriuo atliksime
posiikius yra § = 90°. Pirmame zingsnyje, TG kodas yra S. Antrame zingsnyje kreivés
kodas yra toks:

SFZFS + F + ZFSFZ — F — SFZFS.

11 pav. yra pateikiami trys TG kodo iteraciniai zingsniai.
Sia kreive generuojanti L— sistema apibrézta tokiu badu:

Peano S kreivé;
Aksioma: S
Reprodukcijos taisykles:

S — SFZFS + F + ZFSFZ — F — SFZFS

Z — ZFSFZ — F — SFZFS + F + ZFZSFZ

l
F—F, +—+, ———, 6§=90" =3
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12 pav.

Modeliuojant erdves uzpildancias kreives yra naudojamas ir kiti metodai. Nagrinésime
krastines reprodukuojancias funkcijas. Visu pirma aptarkime krastines reprodukuojanti
metoda. Simboliais Fj ir F;. zZymésime krastines bréziancias funkcijas, kitaip tariant ko-
mandas, kurias realizuojant yra bréziama krastine. Skirtumas tik tas, kad bréziant atkarpa
F laikoma kad ribojama sritis yra i§ kairés, o antru atveju i§ desinés. Zemiau pateiktame
13 pav. atkarpos ribojama sritis pazymeéta trumpu briiksneliu. Beje, taip konstruojama
kreiviu seka turi savybe: ji aproksimuoja kreive, kuriai priklauso visi kvadrato taskai, o
kreive saves nekerta. Beje, konstruodami Sia kreiviu seka mes sriti skaidome i vienodas
dalis ir lauzté aplanko visas §ias dalis (kvadratus) i$ kairés arba desinés po viena karta.

13 pav. yra pateiktas Fj ir F;. keitimo kodas.

Fy—FF1+F +F-F, -F) +F +F. F, -F, -F, F; F +
Fl _Fr_Fl F 1 _Fr +FJ. Fr +F:|:+F1 _Fl _FrFr+

Fr_"' _Fl F.'I. +F:|.'+F:|:_Fl _Fl Fr _FJ. +F:|.'Fr+Fl +F:|:_
F1 Fr Fr+F1 +FrF'.I. _Fl _Fr+Fr +F1 _F]. _FrFr

13 Pav.
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Tokiu budu konstruojamos erdve uzpildancios kreivés yra vadinamos F'ASS (space-
filling, simple and self-similar) kreivémis. Nesunku suprasti, kad tokia F'ASS kreiviu kon-
strukcija tuo paciu apibrézia ir erdves dengini vienodais staciakampiais. Kalbant tiksliau,
Hilberto kreiveés krastinés Fj apytiksliai "uzpildo” kairiaji kvadrata, tuo tarpu kreives dalys
F,. ”uzpildo” desiniuosius kvadratus. Aisku, kad tokiu budu konstruodami plokstumos dali
dengiancias kreives mes gausime, kad kreivé bus paprasta, t.y. du kartus neis per ta pati
plokstumos taska.

2.4 L-sistemos trimatéje erdveje

L- sistemos gali biiti vizualizuotos naudojant TG ir trimatéje erdvéje. Sios inter-
pretacijos esmé- mokeéti aprasSyti judesius trimatéje erdveje. Judesius trimatéje erdvéje
apraSysime trimis vektoriais H- tieseeigis vektorius (head vector), - postikio i kaire
vektoriaus kryptis, [= aukstyn krypties vektorius. Laikome, kad Sie vektoriai vienetiniai,
vienas kitam statmeni. Vadinasi daugindami vektoriskai turime:

HxL=U, TxH=-T.

Posukiai trimatéje erdvéje apie koordinatines asis (8iuo atveju triju vektoriu sistema
galime laikyti koordinatiniu reperiu) yra atliekami transformacijomis, kuriu matricos yra
tokios:

1 0 0 cos@ 0 sinf
Ry(@) =10 cosf —sinf |, Rp(0)= 0 1 0 :
0 sinf cosf —sinf 0 cosf
cosf) —sinf O
Ry(0) = | sinf® cosf 0|,
0 0 1
ﬁ
U
—As
< i
H
\
— & !
L
Fa
14 pav.

Trimateéje erdvéje yra naudojami tokie TG simboliai:
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0— posukio kampas;

+ atlikti postuki kampu 6 apie vektoriu ﬁ;

— atlikti postuki kampu —6 apie vektoriu ﬁ;

& atlikti posuki kampu 6 apie vektoriu f);

A atlikti postki kampu —6 apie vektoriu f;

\ atlikti posuki kampu 6 apie vektoriu o

/ atlikti postuki kampu —6 apie vektoriu o,

| atlikti posiiki kampu 180° apie vektoriu U.

14 pav. yra pateikiama TG kontrolés grafiné interpretacija 3D atveju.

15 pav. yra pateikta Hilberto kreivés 3D TG realizacija. Spalvos atstovauja trimates
gardeles, kurios susietos su simboliais A— raudona spalva, B— mélyna spalva, C'— zalia
spalva ir D— geltona spalva.

n=2, 4=90°

4

4 — B-F+CFC+F-DEFAD-F+&8CFC+F+B//

B — A&FACFEBAFADAA-F-DA|FAB|FCAFALSS
¢ — |DA|FAB-F+CAF AASEFARF AC+F+BAFAD//
D — |CFB-F+E|FA&F /A&EFE-F+E|FC//

15 pav.
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2.5 L-medziai.

Mes nagrinéjome L— sistemas, kurios generavo nuoseklias strukttras. Dabar aptar-
sime, kokiu budu reikétu koduoti, kad analogiska problema galétume modeliuoti ir ”sako-
tas” struktiras.

Medis su Saknimi turi Sakas (krastines), kurios yra suzymétos ir orientuotos. Saku seka
pagrindine virsune (kartais vadinama Saknimi arba baze) jungia su galutinémis vir§unémis.

Aisku, kad mums teks apibrézti papildomus simbolius, kurie padétu atskirti kamieno
sakas nuo kitu Saku. Apibrézkime du papildomus simbolius ”[” ir ”]-” kairiji ir desini
skliaustus, kurie nurodys, kada Saka prasideda, o kada baigiasi.

Panagrinekime seka:

AXA[X X AA|[CCXX)AXAJAAX X]AX A

kuri reprezentuoja kamiena, nuo kurio atsiSakoja dvi gretimos sakos XX AA CCXX
ir kiek véliau Saka AAXX.

Techniskai realizuojant sia problema (skaitant koda) reikia turéti omenyje, kad nubre-
zus kokia nors Saka, reikia prisiminti padéti, nuo kurios buvo pradéta braizyti Saka arba
kelios Sakos, o baigus Saku braizyma grizti i ta pacia padéti, nuo kurios buvo pradétos
braizyti sakos. Saka galime isivaizduoti, kaip sekos poseki. Atidarantis skliaustas [ nurodo
padeéti, nuo kurios kamiene arba sakoje prasideda nauja Saka, o skliaustas | nurodo sakos
pabaiga. Beje, pasiekus Sakos pabaiga yra griztama prie padéties, kuri buvo pries atidaranti
skliausta [.

Naudodami L— sistema bei naujai apibréztus atsiSakojimo simbolius pabandykime
realizuoti paprasto medzio grafini vaizda. Paprasti medziai modeliuojami L-sistemomis
yra vadinami L-medziais arba OL sistemomis su skliaustais (bracketed OL-systems ).

Paprastas medis;
Aksioma: F
Reprodukcijos taisykleés:

l
F = FHFIF[-FF, 6 =257 1=,

16 pav. yra parodyta Sios iteracinés sekos penkiu zingsniu grafiné realizacija.
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16 pav.

Zemiau pateiktame paveiksle yra realizuotas paprasto kriimo grafinis vaizdas. Si
kriima modeliuojanti L— sistema yra tokia:
Paprastas krumas;

Aksioma: F
Reprodukcijos taisykleés:

l
FoFFAWF—F~Fl-[-F+F+F), §=25" n=41=.

17 pav.

Pateiksime skirtinga Sakojimasi realizuojancia L— sistema. Tegu Sakojimasi realizuo-
jantis posekis yra X. Apibrézkime
Medis;
Aksioma: X
Reprodukcijos taisykleés:
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l
F—FF, X = FHX|F[-X]+X, §=20", I=.

Sio medzio grafinis vaizdas, kai n = 5 pateiktas 18 pav.

18 pav.

19 pav. pateikiame jvairiu medziu vaizdus bei kodus.

o f
n=7,5§=25.7° n=5,6=22.5°
X X
¥—F[+X] [-X]1FX I—F-[[X]+X]+F [+FX]-X
F—FF F—FF
19 pav.

2.6 Trimaciuy medziuy modeliavimas

Analogiskai kaip ir dvimaciu atveju, modeliuojant trimates Sakotas strukturas yra
naudojamos skliaustu sistema. Aptarkime Sios sistemos aksiomatika. Norint modeliuoti

3D medi tenka naudoti tokio pobtudzio reprodukcijos funkcijas:
Saka sudaro briauna F lapas L ir virsuné A, kuri automatiskai pasiruosia komandai

kurti tris Sakas.
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p1 : kuria tris naujas Sakas nuo senosios briaunos vir§tuneés;

po ir p3 yra stiebo tarp atsiSakojimu augimo funkcija; besiplétodamas stiebas tampa
vis ilgesniu ir atsiranda poreikis naujam lapui.

Reprodukcijos funkcija py apibrézia lapa Sesiakampiu. Lapo krastai apibréziami skli-
austais {}.

Simboliai !, yra naudojami spalvoms parinkti.

20 pav. pateikiame 3D medi, apacioje nurodyta aksiomatika.

n=7, 4=22.5°

wo:o A

p1: A — [&FLIAY/////° [&FL'AL///////° (&FL!A]
pa: F—8////F

pa: & —=FL

Pa @ L — [7AA{-I+E+E-|-Lf+i+1}]

20 pav.

2.7 Atsitiktinés L-sistemos
Atsitiktine OL-sistema vadinsime sutvarkyta ketverta
Gr=<V,w,P,m>.
Cia V yra abécélé, w— aksioma, P yra reprodukcijos funkciju aibé ir 7 : P — (0,1]
vadinama tikimybiniu skirstiniu, apibréztu reprodukciju aibéje. Taigi, visu abécélées V

raidziu reprodukciju tikimybiu suma lygi vienam.
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Sakysime, kad u — v (v yra kildinamas i$ p atsitiktinai) aibéje G, jei kiekvienam
raidés a € p pasirinkimui tikimybé, kad §i raidé bus reprodukuojama taisykle p zodyje v

yra lygi 7(p).

Pateiksime tokios L— sistemos pavyzdi:
Atsitiktinis reguliarus medis;

Aksioma: F
Reprodukcijos taisykleés:
p1: F — F+F|F[-F|F, n(p
p2: F — F+F|F, n(p2) =
ps: F— F[-F|F, n(ps) =3, 6=257° 1= 1.

Sios sistemos grafinis vaizdas pateikiamas 21 pav.

):%7

Y

= Wl =

21 pav.

Pateiksime Kocho kreivés atsitiktine realizacija L— sistema (22 pav.)
Atsitiktiné Kocho kreivé;

Aksioma: F

Reprodukcijos taisykleés:

1 1
FoF-F44F-F, PF)=5, I>F+F--F+F P(F) =3, , 5 =60°..
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22 pav.
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Uzduotys

1. Sudarykite pateiktu L sistemu TG koda:

a)

b)

2. Parasykite koda, kurio déka butu galima gauti grafines, 1 uzduoties, L-sistemu
realizacijas.

3. Grafiskai realizuokite L- sistemas, jei Siu sistemu TG kodas yra:

a) n=4, §=090°,

Aksioma, F—F —F — F}

Reprodukcijos taisyklée F — FF — F —-F —F — F+ F+ F.

b) n=5, §=90",

Aksioma, F—F—F —F}
Reprodukcijos taisyklé FF — FF — F — F — F — F'F.

c) n=3, §=90°
Aksioma, F—F —F — F}
Reprodukcijos taisyklé F' — FF — F +F — F — FF.
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d) n=4, 6§ =90

Aksioma, F—F —F — F

Reprodukcijos taisyklé FF — FFF'— F — —F — F.

e) n=5, §=090°

Aksioma, F—F —F — F}

Reprodukcijos taisyklé FF — ' — FF — —F — F.

f) n=4, §=90°

Aksioma, F—F —F — F

Reprodukcijos taisyklé FF — FF — F +F — F — F.

4. Tarkime, kad x = 0.(4) yra devintainés skai¢iavimo sistemos periodiné trupmena.

a) Uzrasykite §i skai¢iu paprasta trupmena;

b) Tarkime, kad P : [0,1] — [0,1] x [0,1] yra Peano kreive atitinkantis atvaizdis.
Raskite tasko x padéti kvadrate (nurodykite tasko koordinates).

5. Sudarykite algoritma, bei parasykite programa, kurios déka butu galima skaicius,
uzrasSytus bet kokioje skaic¢iavimo sistemoje, perkoduoti i kitos skaiciavimo skaicius.

6. Sudarykime 12 pav. pateiktos Peano kreivés TG koda. Realizuokite uzdavini
grafiskai.

7. Tarkime Peano kreivé pateikta 11 pav. Nurodykite S taskus, kurie turi dvi
reprezentacijas. Kokie S taskai atvaizduojami vienareikSmiskai.

8. Apibrézkite funkcija f : [0,1] — [0, 1] x [0, 1] kurios grafikas yra Hilberto kreive.

9. Pateikite stochastinio Sierpinskio trikampio TG koda.
10. Parasyti TG koda stochastinei Kantoro aibés realizacijai (23 pav.).
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