VII. DAUGELIO KINTAMUJU FUNKCIJOS

7.1 Bendrosios savokos

Nagrinéjome funkcijas, apibréztas realiyju skai¢iu aibéje. Nagrinésime funkcijas, kurios
apibréztos realiuju skaic¢iu sutvarkytuose rinkiniuose. Tokios funkcijos bus vadinamos daugelio
kintamujuy funkcijomis.

Tarkime, kad z; € R,i = 1,...,n. Tada sutvarkyta realiuju skaiciu rinkini X = (z1,...,z,),
vadinsime n— maciu kintamuoju, priklausanciu aibei R", o skaiciai x; yra vadinami n— macio
kintamojo komponentémis arba nepriklausomai kintamaisiais. Primename, kad rinkini vadi-
name sutvarkytu, jei rinkinio koordinaciu padétis svarbi, t.y. (2,3,0) # (3,2,0).

Pastaba Paprastai sutvarkyto rinkinio elementus skirsime kabletaskiais, bet jei nekils neaiskumu
ir kableliais. Pavyzdziui (2;3;4;7), arba (z,v, 2).

Visu n— maciy rinkiniu aibe, kai koordinatés yra bet kokie realiis skaiciai, vadinsime n—
mate aibe (erdve) R™. n— matés erdvés elementus (rinkinius) patogu vadinti taskais. Zemiau
Siuos taskus zymesime didziosiomis raidémis, su indeksais arba be ju, pvz: M, X, Y, My, M, o
siu taskuy koordinates atitinkamomis mazosiomis raidémis.

Apibrézkime atstumo, tarp dvieju taskuy, n— mateéje erdvéje, savoka.

Apibrézimas Atstumu tarp dvieju tasku vadinsime toki neneigiama skaiciy:

pn(X> Y) = \/(xl - yl)2 +ot ($n - yn)Qa

cia X, Y eR*" neN.
Aibe R™, su joje apibrézta atstumo savoka vadinsime n— mate metrine erdve. Beje, kai
n =1, 2,3, tai Sias erdves vadinsime tiese, plokstuma bei trimate erdve, atitinkamai.
Pavyzdys Raskime atstuma tarp dvieju tasku X = (2,4,—1,0) ir Y = (1,3,0,1)
keturmateje erdvéje. Remdamiesi atstumo formule gauname, kad

pa(X,Y) =212+ (4 =32+ (-1-0)24+(0—-1)2=2.

Apibrézimas Taisykle, kuria realiuju skai¢iu rinkiniui (xy,...x,) priskiriame viena
realy skaiciu, vadinsime n— kintamuju funkcija, igyjancia realias reiksmes. Zymésime z =
f(z1,...,x,). Skaicius z vadinamas n— kintamuju funkcijos reikSme, o rinkinys (xy,...,2,)
vadinamas funkcijos f laisvaisiais kintamaisiais.

Funkcijos z = f(x1,za,...,2,) apibrézimo sritimi vadinsime erdvés R" tasku aibe D(f) =
{X € R", 3z € R, f(X) = z}. Realiuju skaiciu aibés poaibis E(f) = {z € R;IM =
(x1,...,2,) € D(f), f(M) = z} yra vadinamas funkcijos z = f(M) reikSmiu sritimi .

Pavyzdys Panagrinékime funkcija

fla,y) = Va? =y
Sios funkeijos reiksmiy sriti sudaro visi neneigiami realiis skaiciai, t.y. E(f) = [0, +00). Funkci-
jos apibrézimo sriti sudaro visi plokstumos taskai tenkinantys nelygybe:

(z—y)(x+y) >0.

Skaitytojui sitilome pazymeéti Sia sriti plokStumoje.
Apibrézimas  Sakysime, kad n-kintamujuy funkcija yra didéjanti kintamojo x; atzvilgiu,
jel
floy, . 20 ) — flzy,... 2l . 2,) >0, kai 20 > a).

Sakysime, kad n-kintamuyju funkcija yra mazéjanti kintamojo x; atzvilgiu, jeigu
floy, .. 28, ) — floy,... 2, .. 2,) <0, kai 2¥ > @),

Pateiksime daugelio kintamuju funkciju pavyzdziu. Sios funkcijos naudojamos ekonomikos
teorijoje.
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Pavyzdys Funkcija f:[0,00)" — R, n € N apibrézta tokiu budu:

FX) =]]=
=1

fiksuotiems «o; > 0, ¢ € {1,...,n} vadinsime Kobo-Duglo (Cobb-Douglas) funkcija.
Pavyzdys Funkcija f:[0,00)" — R, n € N apibrézta tokiu budu:

f(X) = min ﬂ,...,ﬁ ,
aq (07%
fiksuotiems «; > 0, i € {1,...,n} vadinsime Leontjevo (Leontief) funkcija.

Pavyzdys Funkcija f:[0,00)" = R, n € N apibrézta tokiu budu:

0= (Lata)’,

fiksuotiems «; > 0, i € {1,...,n}, ¢ <1, ¢ # 0 vadinsime CES funkcija.

Visos sios funkcijos yra didéjancios kintamuju x; atzvilgiu.

Bet koki vektorinés erdvés poaibi vadinsime sritimi. Aibés B C R" srities siena vadinsime
erdvés tasku aibe, kurios aplinkoje yra ir aibés B ir Sios aibés papildinio B¢ tasku. Visi B
taskai nepriklausantys srities sienai yra vadinami vidiniais srities taskais. Sritis bus vadinama
uzdara, jeigu jai priklauso visi sienos taskai. Kitu atveju sritis bus vadinama atvira.

Pavyzdys Aibe S = {X € R3 2%+ y? + 22 <2} sudaro visi trimateés erdves taskai,
priklausantys skrituliui, kurio spindulys lygus v/2. Sios aibés siena yra sfera, kurios spindulys
V2

.Tarkime AeR" r>0.Srit
B(A,r)={X e R" p(A, X) <1},
vadinsime atviru rutuliu (daznai atvira tasko A aplinka), o sriti
(B(A,r) = {X € R", p(A4, X) < 1})

r > 0, vadinsime uzdaru rutuliu.
Bet koki atvira rutuli, kuriam priklauso taskas X = (x1, ..., z,), vadinsime §io tasko aplinka.
Aibé A C R” vadinama aprézta, jei egzistuoja atviras rutulys su baigtiniu spinduliu, kuriam
priklauso sis aibé.

7.2 Funkcijos riba. Funkcijos tolydumas

Pazymeékime M = (myq,...,m,) it My = (m9,...,m0) ir My = (m%,...,mk), k€N,

Apibrézimas  Sakysime, kad seka {M;} € R" konverguoja erdvéje R™ i ribini taska
A € R", jei kiekvienam € > 0, egzistuoja numeris ng toks, kad visiems k > ng, atstumas tarp
ribinio tasko A ir sekos nariu My, kai k > ngy yra mazesnis negu €, t.y. p(My, A) < e.

Jei seka M), konverguoja i A, tai §i fakta trumpai Zzymésime ]}1_%10 M, = A.

Teisinga tokia teorema:

Teorema 1. Seka My, turi riba (m9, ..., m0) tada ir tik tada, kai kiekviena sekos My koordinaté
konverguoja 1 atitinkama tasko My koordinate, t.y

lim mf =m?, Vie{l,...,n}.
k—o0
Apibrézimas Realuji skaiciu A vadinsime funkcijos f(my,...,m,) riba taske My, jeigu
bet kokiai sekai { My} tokiai, kad
klim M, = My
— 00
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isplaukia, kad funkcijos reiksmiu seka

k—00
Trumpai,
i, S =4

Skaitytojui sitilome isitikinti, kad

2n
M" = <(T{)2n) — (g), kai n — oo.

Teorema 2. Sakykime, kad

lim f(M)=A, lim g(M)=B.

M— My M— Mo

Tada
Jm (g(M) £ f(M))=B=xA, lim (9(M) f(M))=B-A
Jei f(M)=AZ#0, tai
i M) _ B
MMy f(M) A

Beje, ribinio sarysio vietoje butu galima naudoti sarysi M — My < p(M, My) — 0.
Pavyzdys Sakysime, kad funkcija f(M) yra nykstama taske A, jei
lim f(M)=0.

M—A
(p(M,A)—0)

Nagrinédami vieno kintamojo funkcijas, noréedami irodyti, kad riba taske egzistuoja, turéjome
isitikinti, kad ribos i$ kairés ir deSinés egzistuoja ir be to jos sutampa. Daugelio kintamuju
atveju, turétume tikrinti ribas, kai artéjama prie tasko, bet kokia trajektorija. Pastaroji savybeé
daznai naudojama, kai norima parodyti, kad taske riba neegzistuoja. Kalbant konkreciai, norint
irodyti, kad riba neegzistuoja, pakanka nurodyti keleta trajektoriju, kuriomis artéedami prie rib-
inio tasko gauname skirtingas funkcijos ribines reikSmes.

Apibrézimas Funkcija z = f(M) yra tolydi taske My, jeigu:

im f(M) = f(Mo). (1)

Jeigu taske M salyga (1) néra tenkinama, tai tada taskas M, vadinamas funkcijos trikio
tasku.

Sakysime, kad funkcija z = f(M) yra tolydi srityje D, jeigu ji tolydi bet kokiame Sios
srities taske.

Taskas M; bus triukio taskas, jeigu:

1) funkcija z = f(M) yra apibrézta visuose tasko M; aplinkos taskuose, isskyrus taska Mi;

2) funkcija z = f(M) apibrézta visuose tasko M; aplinkos taskuose, bet riba

lim f(M)

M—>M1

neegzistuoja arba
Jim f(M) # f(M).
A)Ml

Auksciau paminéti pozymiai sudaro prielaidas trukio taskams rasti.
Pavyzdys Panagrinékime funkcija
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oy = {7 16 7 20
’ 0; jei 22+9y?>=0.
Pastebésime, kad f(0,0) = 0. Suskai¢iuokime riba, kai y artéja link 0 tiese y = 2z. Turime,

kad

) x2T 2
lim @——m—=-.
(z,22)—-(0,0) 2 + (2z)2 5
Matome, kad egzistuoja ribiné reik§me, kuri nesutampa su funkcijos reiksme siame taske. Taigi,
taske (0,0) nagrinéjama funkcija néra tolydi.

Nagrinésime n—kintamuju funkcija z = f(xy,...,,), kiekvienam i§ kintamuju suteikdami
pokyti. Su koordinate z; susiekime skai¢iu z; + Awx;, ¢ = 1,...,n; Az; € R. Siuo atveju
sakysime, kad koordinatei x; suteikiame pokyti Ax;.

Apibrézimas Funkcijos f daliniu pokyciu taske (x1,...x,), kintamojo x; atzvilgiu

(zymésime A, f), atitinkanc¢iu argumento pokyti Az;, vadinsime toki skirtuma:

Ay f=flay,. ooy, o+ Ay, oo x,) — f(og, .00 2p).

Suteikime visiems laisviesiems kintamiesiems x;, ¢ = 1,...n pokyCius Az;. Funkcijos z =
f(x1,...,x,) pilnuoju poky¢ciu taske (z1,...,x,) vadinsime toki skirtuma:

Af = f(LEl + ASL’l, e, Ty + Aﬂfn) — f(.CL’l,{ITQ, c. ,xn),

(1) lygybe, naudojant pilnojo poky¢io savoka, galime perrasyti ir taip:
Jim flxy 4+ Axy, ..o x + Axy) = f(x, ..., xp)
x1—0,
Az —0

arba

lim  (f(z1 4+ Az, ..., 2, + Azy) — f(z1,...2,)) = 0. (2)

Axzq—0,
 Axp—0

Pazymékime Ap = /(Az1)2+ - - + (Az,)?. Nesunku suprasti, kad ~ Ap — 0 tada ir tik
tada, kai visi Az; — 0, i=1,... n.
Remdamiesi $iais Zyméjimais, (2) lygybe galime perrasyti taip:
lim Af =0. 3
Aim Af (3)
Tolydzios daugelio kintamuju funkcijos turi panasias savybes kaip ir vieno kintamojo funkci-

jos. Be irodymo paminékime Sias savybes.
Tarkime, kad M € R".

1. Savybé Jeigu funkcija z = f(M) apibrézta ir tolydi uzdaroje ir apréztoje srityje D, tai
Sioje srityje egzistuoja taskai, tarkime M ir My, kuriuose funkcija igyja didziausia ir maziausia
reikSmes, atitinkamai, t.y.

max f(M)=A ir min f(M) = a.

MeD MeD

Kitaip tariant, A = f(My) ir a = f(M;) yra didziausia ir maziausia funkcijos f(M) reiksmeés
srityje D, atitinkamai.

2. Savybé Tarkime, kad a < p < A. Tarkime, kad funkcija z = f(M) yra tolydi uzdaroje
ir apréztoje srityje D. Tada egzistuoja srities D taskas M, toks, kad teisinga lygybé: f(Ms) = p.
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3. Savybé Tarkime, kad funkcija z = f(M) yra tolydi uzdaroje ir apréztoje srityje D.
Jeigu sioje srityje funkcija jgyja skirtingy reikSmiu zenklus, tai egzistuoja taskas Ny € D toks,
Tikimes, kad skaitytojas atkreipe démesi i tai, kad minétosios savybeés téra vieno kintamojo

funkciju savybiu apibendrinimas.
4. Savybé Jei funkcijos f(M), g(M) yra tolydzios taske My, tai Siame taske yra tolydi ir

siu funkciju suma, skirtumas ir sandauga. Jei funkcija g(My) # 0, tai Siame taske tolydus siu
funkciju santykis, t.y. f(M)/g(M) tolydi taske Mj.

1'2 €T 3 x .« . —1 - . .
Pavyzdys Funkcijos z = f(z,y) = ery_;xg VIRV g netolydumo (trukio) taskai priklauso

parabolei y = 2.
7.3 Dalinés iSvestinés

Apibrézimas Funkcijos z = f(x1, %3, ..., %,) daline iSvestine kintamojo x;, i = 1,...,n
atzvilgiu vadinsime tokia santykio riba:

,_9f _

Zﬂ?i = 8:61 =
hm f(:Cl, L1, TG + A.Z'i, Ti—1ye-- ,$n> — f(l'l, To, ... ,.fL'n)
Az;—0 Az, ’

jei si riba egzistuoja. Priesingu atveju sakysime, kad daliné iSvestine neegzistuoja.

Skaiciuodami dalines iSvestines, kurio nors kintamojo, tarkime x, atzvilgiu, mes laikome,
kad visi kiti laisvieji kintamieji yra konstantos ir skai¢iuojame isvestine Sio kintamojo atzvilgiu,
tardami, kad funkcija priklauso tik nuo vieno kintamojo x;.

Pavyzdys Naudodamiesi apibrézimu suskai¢iuokime daline iSvestine kintamojo y atzvilgiu,
jei z = f(z,y) = xy®> + .

Remiantis apibrézimu turime, kad

flx,y + Ay) — f(z,y) e+ Ay +(y+Ay) —x-y?—y

Alglglo Ay :Algl;glo Ay
2xy/A Ay)? + A
lim ZYAYF AW AY
Ay—0 Ay

Naudodamiesi iSvestiniu skaiciavimo taisyklémis apskaiciuokime iSvestine kintamojo x atzvilgiu:
folwy) = (zy® +y), =y* +0 =y,

Pavyzdys Raskime funkcijos z = 323y — 922y + xy? + 4y, daline iSvestine kintamojo
y atzvilgiu taske (1;0). Visu pirma randame daline iSvestine, bet kokiame taske M = (x,y).
Gauname
z,(r,y) = 923y* — 922 + 2y + 4.

Tada 2;,(1;0) = 5.
Sakykime, kad duota aibiuy sistema A; € R. Tada aibiuy A;, ¢ = 1,...,n tiesiogine sandauga
vadinsime tokia aibe

A:Al XAQ Xoee XAn:{(.Z'l,...,In); X; EAZ}
Tada vektorine erdve R™ galime apibrézti tokiu budu R* =R x --- x R.
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Teorema 3. Tarkime, kad A = A; X Ay x --- x A,, ir f:A—=R funkcija, turinti dalines
1Svestines visu kintamujy atzvilgiu, Y, T C R. Tarkime, kad

1) g : T — A;, A; C A wvisiems i € {1,2,...,n} diferencijuojamos funkcijos. Tada
funkcijos h :'T' =Y, apibréztos tokiu budu:

h(t) = flgr(t), . gn(t)), VEET,

1Svestiné yra lygi

D)= Pgpte), . gule) - Lo

2) Tarkime, kad g; : V — A;; 'V C R¥) wisiems i € {1,2,...,n}, yra funkcijos, turincios
dalines isvestines visu kintamuju atzvilgiv. Tada galime apibrézti funkcija h - R — Y, tokiu
budu:

h(tl, P ,tk) = f(gl(tla ce 7tk), e ;gn(tly P ,tk)), V(tl, e ,tk) € V

Be to, sios funkcijos isvestinés kintamuju t;, j=1,...,k atzvilgiu yra lygios
oh "L Of d9;
(g, ... ) = tyee k) gty oot ty e tn),
8tj( 1 k) = 2 o, (91 (ta k) gn(ta ) - at]( 1 )
(t1,...,tx) € RE,

Perrasykime $ia taisykle dvieju kintamuju atveju, t.y. z = f(x,y), = ==z(r,s), y = y(r,s).
Jei funkcijos f(z,y) turi tolydzias dalines iSvestines, tai
0: 0200 020y
or  dxdr  Oyor
ir
0z  0z0x 492 0z 0y
s Oz 0s dy Os

Pavyzdys  Tarkime, kad f(z1,79) = 22(22 + 1), ¢1(t) = sint, go(t) = t?. Apibrézki-
me funkcija h(t) = f(g1(t), g2(t)). Tada, naudodamiesi paskutine teorema gauname, kad Sios
funkcijos iSvestine kintamojo ¢ € R atzvilgiu yra lygi:

dh ) ) dgs
; / / g()

0 = 22 00.0:0) - L0 + 2L 010020 - 20 -

2sint(t? + 1) cost + sint - 2t.

Pavyzdys Tarkime, kad u = f(z,y,2) = xy2+\/_x Apskaiciuokime f; (1;0;2) ir f(1;0; 2).
Turime, kad f,(7,y,2) = 2zy ir fl(z,y,2) = 2\/{ ,(1;0;2) =0 ir f’(l 0;2) = Q\f

Pavyzdys Tarkime, kad u = f(x,y,2) = vy* + 2z ir v = s+ %, y = st, 2 = VI +s.
Apskaic¢iuokime
uy(t, s).

Tada

:/-.T/—F/'/—i- /'Z/: 2_'_ 2t+2 s+
fx t fy yt fz t (y \/_) y- 2\/— 2\/t—|——$
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Pavyzdys Tarkime, kad gamykla gamina filmavimo kameras ir fotoaparatus, ¢. ir g5 yra
siu produktu kiekiai. Zinoma, kad bendrieji kastai iSreiskiami tokia formule:

15
=309, + ——q. 900.
c q +1000q qr +q5 +

Filmavimo kamery ir fotoaparaty poreikiy funkcijos yra tokios:

9000

qf = 2000 — p. — 400py,

¢ia p. ir py yra atitinkamuy produkty vieneto kainos. Raskime bendryju kastu kitimo greiti
kamery kainos atzvilgiu, kai p. = 50, py = 2.
Randame daline isvestine
oc dc q. ~ Oc dqp —9000

- = (30 + 0, 015¢
apc 8QC apc an 8]70 ( f)(Pg\/P_f

) +(0,015¢. +1)(—1).

Naudodamiesi prielaidomis turime, kad p. = 50, py = 2, ¢. = 90v/2, qr = 1150.

0
 oso. A —123.
apc pyp=2

Pastaba Trumpai pakomentuosime gauta rezultata. Gautasis rezultatas reiskia, kad esant
filmavimo kameros kainai 50, o aparato kainai 2, padidinus kameros kaina vienu vienetu ju
gamybos kastai nukristu 123 piniginiais vienetais.

7.4 Funkcijos diferencialas. AuksStesniu eiliu diferencialai

Tarkime, kad funkcijos u = f(z1,...,2,) iSvestiné u), egzistuoja kokioje nors tasko M
aplinkoje. Taigi, Siuo atveju iSvestiné nurodyto kintamojo atzvilgiu yra funkcija, kintamuju
X1, ..., T, atzvilgiu. Jeigu §i funkcija turi isvestine tasko M aplinkoje kintamojo xj atzvilgiu,
tai Sia iSvestine vadinsime pradinés funkcijos antros eilés iSvestine kintamuju z;, xy atzvilgiu ir
Sia iSvestine zymeésime simboliu )

o f(M
%&Ek), arba wuy , .

Jei 1 # k, tai §i iSvestiné bus vadinama misriaja antros eilés daline iSvestine, kintamuju z;,
xy, atzvilgiu.

Visiskai analogiskai yra apibréziamos ir aukstesniu eiliu iSvestinés, taciau mes apie tai
placiau nekalbésime. Skaitytojas besidomintis Sia problema apie tai placiau galétu pasiskaityti
A. Kabailos Matematinés analizés vadoveéli, 2d.

Funkcijos z = f(x1, 29, ..., 2,) pilnaji pokyti taske (x1,zo,. .., z,), kai laisvuju kintamuju
pokyciai yra Az, ..., Ax, galime uzraSyti tokiu budu:

Af(l'l,xg, s 7-1'71) = f:ﬁ:lel +ee fq/;nAxn +061Al'1 + e+ OénAfEn-

Beje, paskutingje lygybéje pirmieji n démenuy yra tiesiniai, poky¢iu Az; atzvilgiu. Jeigu
dalinés iSvestinés 2/, yra nelygios nuliui, kokiame nors taske, tai Siame taske (7) lygybés pirmieji
n démenu sudaro pagrindine funkcijos pokycio dali, kadangi like démenys yra aukstesnés eilés
nykstami dydziai.

Apibrézimas Funkcijos z = f(x1, s, ..., x,) pilnojo pokycio taske tiesine dali, Axy, ..., Az,
atzvilgiu, vadinsime Sios funkcijos pilnuoju diferencialu ir zZymésime

dz = fi Axy + -+ f Aw,.
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Pavyzdys Raskime funkcijos z = 23y* + \/x + y diferencialo reiksme:
a) taske M = (1;2);

b) taske M = (1;2), kai argumeto pokyciai Az = 0,01, Ay = 0,02.
Visu pirma randame dalines iSvestines kintamuju atzvilgiu:

1
2T +y

2 =322y’ + 2, = 22%y +

1
2x +y’
Randame isvestiniu reikSmes nurodytame taske.
1 , 1

2(1;2) =124 ——, 2 (1;2) =4+ ——.
(1;2) W y(152) Wi

dz(z,y) = (12 + L)A:zr; + (4+

W )Ay.

1
2v/3
1 1 0,3
dz(1;2) =124+ —=)0,1+ (4 + —=)0,2 =2+ ——.
(12) = (124 3201+ (4 ) N
Matome, kad Az =~ dz, jei Az; yra mazi dydziai. Pastaroji lygybé daznai naudojama
apytiksliams skaiciavimams. Kalbant kiek konkreciau, perrasykime sia apytiksle lygybe tokiu
budu:

flxr+ Ay, + Azy) = f((21, 22,0, @) + [0, Az + -+ 41, Az,

Laisvuju kintamuju pokyti ateityje zymésime simboliais dx; = Ax;, ¢ = 1,...,n. Naudo-
dami Siuos zymeéjimus, funkcijos z pirmaji diferenciala perrasome taip:

dz = f, dxy 4+ -+ f, da,.
Taigi, jei funkcija z = f(z1,...,x,), tai funkcijos pirmasis diferencialas yra lygus

dz = f, dzy + fo,dzg + - + £, dz,.

7.5 Daliniu iSvestiniu taikymai

Tarkime, kad imoné gamina X ir Y rusSies produktus. Tegu x ir y yra Siy produkty
pagamintu vienetu skaiciai. Tegu siu produktu kastu funkcija ¢ = f(z,y). Tada c(c],) yra vad-
inama marginaliais (ribiniais) kastais produkto x atzvilgiu (produkto y atzvilgiu). Pavyzdziui,
jei turime, kad c¢;, = 2, tai tada produkto Y vieneto kastai, kai produkto X gamybos lygis
fiksuotas apytiksliai yra lygus 2 vienetams.

Apibendrindami galime teigti, kad jei imoné gamina n produktu, tai kasty funkcija bus n
kintamuju funkcija.

Pavyzdys Imoné gamina X ir Y rusiy kédes. Tarkime, kad bendra kastuy funkcija ¢ =
f(x,y) = 0,062% + 7z + 15y + 100, ¢ia ¢ kastu piniginé israiska, kai buvo pagaminta z ir y
produktu kiekiai atitinkamai. Raskime ribinius kastus, kai x = 100 ir y = 50.

Suskaitiave gauname, kad ¢, = 0,12z + 7 ir ¢, = 15. Tada

c,(100;50) = 19, ¢, (100;50) = 15.
Vadinasi, padidinus X rtsies kedziu gamyba nuo 100 iki 101, o rusies Y keédziu gamyba paliekant
ta pacia (y = 50) gausime, kad gamybos kastai padidés 19 piniginiu vienetu. Tuo tarpu didinant

Y rasies kédziu skaiciu vienu vienetu (iki 51) islaidos didéja 15 piniginiu vienetu.
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Gamybos apimtis priklauso nuo daugelio faktoriu. Tai gali buti darbo jéga, kapitalas,
irenginiai ir t.t.. Tarkime, kad P = f(l,k), ¢ia |— darbo vienetu skaic¢ius ir k— kapitalo
vienetu skaicus. Tada funkcija P bus vadinama gamybos funkcija. Tada P ir P, yra vadinami
ribine gamybos apimtimi darbo jégos ir kapitalo atzvilgiu, atitinkamai.

Pavyzdys Tarkime, kad Barbés ir Keno gamybos apimties funkcija yra tokia P = V/1k,
¢ia | yra zmogaus darbo valanduy skaic¢ius per savaite, o k— kapitalo investicijos per savaite
reikalingos P vienetu pagaminti. Nustatykime ribine gamybos apimti, kai [ = 400, o k = 16.

Skaic¢iuojame isvestines nurodytame taske. Gauname, kad

1 /k 1 /1

P/(400;16) = 0,1, P/(400;16) = 2, 5.

Tada

Vadinasi, darbo valandu skai¢iu padidinus vienu vienetu ir palikus tas pacias investicijas, gamy-
bos nurodytam darbo valandu skaiciui bei kapitalo investicijoms gauname, kad gamybos apimtis
padidéja desimtadaliu. Tuo tarpu jei padidinsime investicijas vienu vienetu, fiksavus darbo
valanduy skaiciy, tai gamybos apimtis padidés 2,5 karto.
Dazna ekonominé situacija, kai keli produktai (ju gamybos apimtis) yra tarpusavyje susije.
Pavyzziui, didéjant biodegaly gamybos apiméiai mazéja mineralinés naftos produktu poreikis.
Tarkime, kad dvieju produktu X ir Y paklausos funkcijos yra tokios:

dx = f(a?,y), qy = g(fE,y),

¢la z ir y atitinkamu produktu pardavimo kainos. Tada iSvestines 22x 9ux 94y 94y peigkig
1 1 oxr '’ Oy’ Oz’ Oy

ribine paklausa produkto X, priklausomai nuo kainos x, produkto X, priklausomai nuo kainos
y, produkto Y, priklausomai nuo kainos x, produkto Y, priklausomai nuo kainos y, atitinkamai.
Tarkime, kad produkto Y kaina yra fiksuota, o produkto X kaina didéja. Tada remiantis
ekonomine logika Bg—f < 0, kadangi augant kainai paklausa mazéja.
Panagrinékime dvi situacijas:
1)
0 0
IIX 0w 2 s,
Ay ox
Siuo atveju sakysime, kad produktai X ir YV yra vadinamas vienas kito pakaitalu (konku-
ruojantys produktai).
2)
0 0
IIX o 2 <,
dy ox
Siuo atveju sakysime, kad produktai X ir Y rinkoje yra komplektinés (naudojamos kartu)
prekes.

Pavyzdys Tarkime, kad dviejuy produkty X ir Y paklausos funkcijos yra tokios:
3
gx = %ﬂa

75x
qy = .
Y

w
N

Suskaiciave dalines iSvestines gauname, kad

ot
[y

dgx __ 50

oy ?ﬁ y2’
5
2

W

Oy _ 7
ox ~ 3

Matome, kad
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dqx . Ogy
YIS o S 5,
ay ~ " or

Taigi, Sie produktai yra konkuruojantys.

7.6 Antrasis diferencialas. Daugelio kintamuju funkcijos ekstremumai. Maziausiu
kvadratu metodas

Apibrézimas  Funkcijos z antros eilés diferencialu vadinsime pirmos eilés diferencialo,
diferenciala.

Visu pirma panagrinékime dvieju kintamuju funkcija z = f(z,y). Suskaic¢iuokime Sios
funkcijos antros eilés diferenciala. Turime, kad

*z = d(dz) = d(f dzy + - + f1 day,).

Pastebésime, kad z;,7 = 1,. .., n, yra laisvieji kintamieji, todeél (ml);J = 0,4 # j. Be to pokyciai

Az; yra fiksuoti, todeél (Ami)’zj =0,Vj € {1,2,...,n}, j#1 Tada
P2 = ()], By 4o+ (@), A, =

fr(Ax)? + o f (Axy)*+2 > fr, AxAx

1<i<j<n

dz = f da?+ f' dai+---+ f7  da’+

1,1 T2T2 ITnTn

n
§ : "
2 f;ﬂvdlﬁdmf
i,j=1
i#]

Nesunku suprasti, kad paskutiniji diferenciala galime perrasyti ir taip

n
d?z =" fr, drda;.
ij=1

Apibrézimas Funkcijos y = f(z1,...2,), k— os eilés diferencialas yra lygus k — 1 eilés
diferencialo, diferencialui.

Kitaip tariant, norint rasti aukstesnés eilés diferenciala, reikia mokéti skaiciuoti zemesnés
eiles diferencialus. Praktiskai susidursime tik su antros eilés diferencialais, todél apie aukstesnés
eilés diferencialus placiau nekalbésime.

Funkcijos z = f(z1,...,x,) lokalinio maksimumo ir minimumo taskus vadinsime sios funkeci-
jos ekstremumo taskais.

Sio skyriaus pradzioje pateiktus minimumo ir maksimumo apibrézimus siek tiek perfrazuokime.

Pazymékime, X = (z1 + Azy,..., 2, + Azy,), Xo = (29,...,29). Tad funkcijos f pilna
pokyti galime perrasyti taip:

F(X) — F(Xo) = AF(X).

Remdamiesi ekstremumo apibrézimu galime tvirtinti, kad:

1. Jei egzistuoja laisvuju kintamuju pokyciai, Ax;,i = 1,...,n tokie, kad Af(Xy) < 0, tai
taskas (Xo) yra lokalinio maksimumo taskas;

2. Jei egzistuoja laisvuju kintamuju poky¢iai, Ax;, i = 1,...,n tokie, kad Af(Xo) > 0, tai
taskas (Xj) yra lokalinio minimumo taskas.

Teorema 4. (Butina ekstremumo egzistavimo salyga dvieju kintamuju atveju ) Jeigu taskas
Xo € R" yra funkcijos z = f(X), X € R™ lokalinio ekstremumo taskas, tai bet kokia pirmos
eilés daliné isvestine siame taske arba lygi nuliui arba bent viena daliné isvestiné neegzistuoja.
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Sios teoremos irodymas panasus i vieno kintamojo funkcijos atveji, tereikia fiksuoti viena i3
laisvuju kintamujy. Tai atlikti paliekame skaitytojui.

Taskus, kuriuose dalinés isvestinés arba neegzistuoja arba yra lygios nuliui, vadinsime
funkcijos kritiniais taskais.

Pateiksime keleta be jrodymo teiginiy, kuriuose bus nurodytos pakankamos, ekstremumo
egzistavimo salygos.

Visy pirma suformuluokime teorema, kurios déka bus galima nustatyti dvieju kintamuju
funkcijos ekstremumo taskus bei ju pobudi.

Pazymékime A = 2/, (zo,%0), B = 2f,(z0,%), C = z,(x0,10), it D = AC — B

rx

Teorema 5. Tarkime, kad tasko (xo,yo) aplinkoje funkcija turi tolydzias dalines (iki trecios
eilés imtinai) isvestines. Be to tarkime, kad taskas (xo,y0) yra funkcijos z = f(x,y) kritinis
taskas. Tada Sis taskas yra funkcijos f(x,y)

1. lokalinio maksimumo taskas, jeigu D >0 ir A < 0;

2. lokalinio minimumo taskas, jeigu D >0 ir A > 0;

3. ekstremumo néra, jei D < 0;

4. situacija neapibrezta ir reikia testi nagrinéjima, jeigu D = 0.

Be jrodymo pateiksime daugelio kintamuju funkcijos ekstremumo egzistavimo bitinas ir
pakankamas salygas. Tegu z = f(z1,...,2,). Be to Ap = y/dz} + -+ + da2.

Teorema 6. (Funkcijos, turinéios dalines iSvestines, butinos ekstremumo egzista-
vimo salygos) Tarkime, kad funkcija z turi tolydzias, antros eilés dalines isvestines, kokioje
nors tasko My € R™ aplinkoje. Jei taskas My yra funkcijos maksimumo taskas, tai tada egzis-
tuoja tasko aplinka B(My,r), kad visiems Ap < r teisinga nelygybé: d?z < 0. Jei taskas M,
yra funkcijos minimumo taskas, tai tada egzistuoja tasko aplinka B(My,r) tokia, kad visiems
Ap < r teisinga tokia nelygybé d*z > 0.

(Pakankamos ekstremumo egzistavimo salygos). Tarkime, kad z = f(xq,...,2,)
turi tolydzias antros eilés dalines isvestines tasko My aplinkoje. Jeigu df (My) = 0 ir egzistuoja
tasko aplinka B(My, 1), kad visiems Ap <r, d*>f(M) < 0, tai taskas My yra funkcijos lokalaus
maksimumo taskas. Jeigu df(My) = 0 ir egzistuoja tasko aplinka B(My, ), kad visiems Ap < r,
d2f(My) > 0, tai taskas My yra funkcijos lokalaus minimumo taskas.

Pastebésime, kad pateiktas ekstremumo tasku radimo, bei ekstremumo pobtudzio nustaty-
mon metodas praktiskai taikant gana nepatogus.

Panagrinékime pakankamas ekstremumo egzistavimo salygas (6 Teorema) kiek kitu budu.
Apibrézkime keleta naujy savokuy.

Apibrézimas Funkcija h : R™ — R apibrézta lygybe:

h(z) = Z a;;jxit;, = (T1,...,2,)
1<i,j<n

vadinsime kvadratine forma. Kvadratine forma vadinsime teigiamai apibrézta, ( neigiamai
apibrézta), jei h(xz) > 0, (h(x) < 0) visiems z € R™.
Sios formos elementu matrica

a;; a2 ... Q1n

ao1 Q@22 ... Q2
A= ",

Ap1 Ap2 ... QApn

vadinsime kvadratinés formos matrica. Beje, §i matrica yra simetrine, t.y. a;; = aji, i,j €

{1,...n}. Matricos A pagrindiniais minorais vadinsime tokius determinantus:
a a 11 Aaiz2 i3
11 a12
A1=a117 Ay = Ag = |ag1 az ags|...
Q21 Q22

31 Aazz G33
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a;py a2 ... QA1n
as1 Q22 ... Q2
A, = "

Ap1 Ap2 ... QApn

Pasirodo, kad kvadratiné forma yra teigiamai apibrézta, jei paskutinés matricos visi pagrin-
diniai minorai A, k = 1,...,n yra teigiami. Kvadratiné forma yra neigiamai apibrézta, jei
pagrindiniy minory Zenklai iSsidéste tokia seka (—1)*A;, > 0, t.y. 4; <0, A3 >0, A3 <0,....
Kvadratine forma vadinsime neapibrézta, jei §i forma nei teigiamai, nei neigiamai néra apibrézta
bei néra lygi nuliui. Pazyméje

9 f(x)

Y 8%8%
matome, kad antrasis diferencialas yra kvadratiné forma, poky¢iu Ax; atzvilgiu. Beje, Sios
formos matrica yra simetriné. Nesunku pastebéti, kad daugelio kintamuju funkcijos antrasis
diferencialas taske xg, yra kvadratiné forma kintamuyju pokyc¢iu atzvilgiu.

Aisku, kad nustatant kritiniuy tasku pobudi galime naudotis Teorema 6. Taigi, kritinis
taskas bus lokalinio minimumo taskas, jei antrasis diferencialas (kvadratiné forma) siame taske
yra teigiamai apibrézta ir taskas bus lokalinio maksimumo taskas, jei kvadratiné forma Siame
taske bus neigiami apibrezta.

Tuo atveju, kai nagrinéjamame taske kvadratiné forma neapibrézta, tai nagrinéjamas taskas
néra ekstremumo taskas. Jei kvadratine forma taske lygi nuliui, tai Siuo atveju reikétu nagrinéti
funkcijos pokyti Siame taske ir nustatyti ar funkcijos pokytis islaiko pastovu zenkla‘ Sio tasko
aplinkoje ar ne. Jei egzistuoja tasko aplinka, kurioje funkcijos poky¢io zenklas nekinta, tai sis
taskas yra funkcijos ekstremumo taskas, prieSingu atveju- ne.

Pavyzdys Tarkime, kad maisto pramonés imoné gamina dvieju rusiu tarkime A ir B
pavadinimu varskés surelius. A rusies sureliy kintami kastai yra 70, o B— 80. Pazymékime
siu produktu kiekius g4 ir gp atitinkamai. Sakykime, kad Siu produktu pardavimai zZinoma ir
nustatomi tokiomis formulémis:

qa =240(pg —pa), gqp = 240(150 4+ ps — 2pp),

pa ir pp yra vieneto, atitinkamuy produktu, pardavimo kainos centais. Tarkime, kad P yra
imonés pelnas. Nustatykime produkty pardavimo kaina, kuri maksimizuoty gaunama imones
pelna. Pastebésime, kad produkto A pelnas pardavus vieneta yra p4 — 70, atitinkamai Bpelnas
Do — 80.

Turime, kad

P = (pa—T70)qa+ (pp — 80)qs = (pa — 70)(240(pp — pa)big) + (pp — 80)(240(150 + pa — 2pp)).

Rasime kritinius Sios funkcijos taskus. Tad skaic¢iuojame dalines iSvestines.

Opa

OF — (pa — 70)( —240) + (p5 — 80)(—2)240 + (150 + pa — 2pp)240 = 0.

dpp

{ O — (ps — 70)( — 240) + (pp — pa)240 + (pp — 80)240 = 0,

Pertvarke paskutiniaja sistema gauname

pB_pA_5207
—2pp+pa+120=0

Nesunkiai randame Sios sistemos sprendini: ps = 110, pp = 115.

Be to 82]3 62P 6213
T = 480, == = —960, ——— = 480.
op% o} OpA0ps
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Remdamiesi Teorema 5 tvirtiname, kad maksimalus pelnas bus gaunamas, jei pirmojo produkto
pardavimo kaina bus p4 = 110, o antrojo- pp = 115.

Pavyzdys Raskime funkcijos f(z,y) = 23 + y® — 2y ekstremumo taskus bei nustatykime
ju pobudi.

Randame kritinius taskus:

folz,y) = 32" —y =0,
fo(z,y) =3y> —x =0.
Issprende $§ia sistema randame du kritinius taskus M; = (0;0) ir M, = (%, %)
Randame antrasias iSvestines, kuriomis naudodamiesi nustatysime kritiniy tasky pobudi:

all(x7y> = g,ﬁ/z = 6z, a22<xuy) = gy = 6y7 a12(x,y) = :J/c/y = -1
Sudarome determinanta:

D(0;0) = 0—1 = —1. Vadinasi kritinis taskas M; néra ekstremumo taskas. Tuo tarpu D(M,) =
3 > 0. Be to ay1(M;) > 0, tad taskas M, yra lokalinio minimumo taskas.

1

FMy) = —o.

Maziausiy kvadratuy metodas glaudziai susijes su daugelio kintamuju funkcijos ekstremaliu
reik§miu paieskos uzdaviniais. Trumpai aptarsime maziausiu kvadratu metodo esme.

Sakykime, kad eksperimento metu reikia nustatyti dvieju dydziu, tarkime y ir x funkcini rysi
y = (). Laikykime, kad eksperimento metu atitinkamoms n argumento x reikSméms buvo
gauta n funkcijos y reikdmiu. Kitaip tariant ¢(z;) = v;, ¢ = 1,...,n. Gautasias tasku poras
atidedame Dekarto koordinaciu sistemoje. Gausime tam tikros atitikties grafika. Kyla klausi-
mas, kiek Sios atitikties grafikas skiriasi nuo teorinés funkcijos grafiko arba kiek eksperimentiné
funkcija skiriasi nuo teorinés funkcijos? Priklausomai nuo to, kaip iSsidéste eksperimentinio
grafiko taskai, mes parenkame Siuos taskus aproksimuojancia funkcija. Tarkime, kad parinkome
kokia nors funkcija y = ¢(z,aq,...,a,), priklausancia nuo m parametru. Miusu uzduotis
parinkti tuos parametrus taip, kad funkcija ¢ kuo tiksliau atspindétu praktinio eksperimento
rezultatus. Siai uzduociai atlikti daznai naudojamas maziausiy kvadraty metodas. Aptarsime
Sio metodo esme.

Sudarykime funkcija

n

S=S(ay,...,an) = Z (yl — oz, aq, ... ,am))Q.

=1

Minéto metodo esmé- minimizuoti funkcija S. Kitaip tariant reikia rasti parametru a?, . . . a2,

reikSmes taip, kad m— kintamuju funkcija S igytu minimalia reiksme.
Zinome, kad minimumo butina egzistavimo salyga yra tokia:

oS
da, =0, 1=1,...,m
arba .
0
Z’:z:l (yl Sp(xzv ay, 7am))6_;01 = Oa
Z (yz - So(xlv ai, Jam))g_:; = 07
=1 (4)




Turime m— lygciu su m nezinomaisiais. ISsprende Sia sistema rasime parametru a; reikSmes,
kurios yra funkcijos S = S(ay, ..., a,) galimo minimumo taskai. Tuo pac¢iu radome pasirinkto
pobudzio funkcija, kuri geriausiai aproksimuoja praktinius duomenis.

Pavyzdys Aproksimuokime (priartinkime) praktiniu duomenu funkcija tiesine funkcja
y = ax + b. Turime, kad

S(a,b) = Z (yi — (az; + b))

Sudarykime (4) sistema. Turésime
Sh=-2% (y; — (ax; + b))x; =0,

Sy = —2i (yi — (axﬁ—b)) =0.

Si sistema turi sprendini (kodél?). Beje, §is taskas yra minimumo taskas (kodél?).

7.7 Salyginiai ekstemumai. Lagranzo daugikliu metodas

Sprendziant taikomojo pobudzio uzdavinius daznai tenka susidurti su daugelio kintamuju
funkciju ekstremaliy reiksmiu paieska, kai funkcijos argumentai tenkina tam tikras papildomas
salygas, kurios paprastai vadinamos rysio lygtimis. Funkcijos ekstremalias reikSmes, kai funkci-
jos argumentai tenkina papildomas salygas, vadinsime salyginiu funkcijos ekstremumu. Siame
skyrelyje aptarsime Sia problema.

Suformuluokime ir aptarkime ekstremumo paieskos problema, kai rysio lygtyse galime isreiksti
vienus nezinomuosius kitais, o po to isreikstuosius nezinomuosius jrase i nagrinéja funkcija, mes
sprendziama problema transformuojame i daugelio kintamuju funkcijos besalyginio ekstremumo
radimo uzdavini.

Tarkime, kad reikia rasti n kintamuju funkcijos

u= f(xy,...,2,) (5)

ekstremalia reikSme, kai tenkinamos papildomos salygos, aprasytos tokiomis lygtimis:

T, m<n. (6)

Fo(xy,...,z,) =0,

Pazymeékime My = My(2Y, ..., 2°). Tegu funkcijos u = f(M) apibrézimo sritis yra G C R".
Tada (6) sistemos sprendiniu aibé zymeésime F, E C G.

Apibrézimas  Sakysime, kad funkcija (5) igyja lokaluji ekstremuma taske My € E, jeigu
egzistuoja sio tasko aplinka B(e, My) tokia, kad visiems taskams M € B(e, My) N E, M # My
ir tokiems, kad sie taskai M tenkina (10) rysio lygtis, o funkcijos reiksmés tenkina viena is
nelygybiu f(M) > f(Mo) arba f(M) < f(Mp).

Siame skyrelyje mes nenagrinésime teorinés problemos- kad galima m rysio lygtyse m kin-
tamuju isreiksti likusiais n kintamaisias. Apie tai skaitytojas placiau galétu rasti A. Kabailos
vadovélyje 'Matematiné analizé’ 11 d.

Tarkime, kad kokioje nors erdves dalyje (srityje) rysio lygtis galime pakeisti tokiu funkciju
sistema:

T = ¢1(£L’m+1,...,$n)
To = ¢2<xm+17 s 7‘rn)7 (7)
T = gbm(xm-‘rl?"';xn)
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Irase sias funkcijas i (5) gauname sudétine funkcija, priklausanéia nuo n — m kintamuju:

(s, .oy Tp) = f(me, e Ty D1 (Tna 1y o Ty ey O (T - - - ,xn)) (8)

Kitaip tariant, salyginio ekstremumo problema modifikuojame i besalyginio ekstremumo radi-
mo uzdavinj.

Panagrinékime keleta pavyzdziu.

Pavyzdys Raskime funkcijos 2 = 22 + y? ekstremalia reik§me, su papildoma salyga
r+y—1=0.

Nagrinéjama funkcija yra apibrézta visoje plokstumoje R2 Mes ieskosime ekstremalios
funkcijos reikSmés ne visoje plokstumoje, bet tik tieséje x + y — 1 = 0. Pastebésime, kad
paskutinéje lygtyje kintamieji y ir « siejami labai paprastu budu. ISreiske kintamaja, pavyzdziui,
y per x gauname, kad y = 1 — x ir iraSe pastaraja israiska i pradine lygti gauname, kad

2 =22 — 21+ 1.

Sios vieno kintamojo funkcijos ekstremumo reikime randame lengvai, biitent, taske x = 0,5
nagrinéjama funkcija igyja minimuma, kuris lygus z(0,5) = 0,5. Taigi, nagrinéjama funkcija
igyja salygini minimuma plokstumos taske (0, 5,0, 5).

Pavyzdys  Raskime funkcijos f(z,y,2) = 2? + 2y — 22 kritinius taskus, kai papildomos

salygos
20 —y =0,
y+2z2=0.

Kadangi paskutinéje sistemoje dvi lygtys ir trys nezinomieji, tad viena nezinomaji pasirin-
ke laisvuoju, kitus du galime iSreiksti per pasirinktaji. Pasirinkime laisvuoju nezinomuoju x.
Tada is sistemos gauname, kad y = 2z, z = —2x =: g(x). Irase gautasias nezinomuju israiskas i
funkcijos formule gauname vieno kintamojo funkcija f(z, 2z, —2z) = —3x? + 4. Sios funkcijos
igvestine lygi ¢'(x) = —6x + 4. Taigi, Sios funkcijos kritinis taskas yra 2. Vadinasi pradineés
funkcijos kritinis taskas bus (3,3, —3).

Pastebésime, kad ne visada taip paprasta rysio lygtyse isreiksti vienus nezinomuosius kitais,
kartais netgi nejmanoma, todél Siuo atveju pravercia kitas metodas, kuris vadinamas Lagranzo
neapibréztiniu daugikliu metodu.

Sio metodo esmeé- kintamuju simetrizavimas ”vienodas traktavimas.”

Tarkime, kad duota (5) lygtis su papildomomis salygomis (6). Sudarykime funkcija, siejancia
pradine funkcija ir rysio lygtis:

Sia funkcija vadinsime Lagranzo funkcija. Parinkime konstantas Aq, . .., A, taip, kad
oL oL 0
oxy 7 0xn,
Prie paskutiniy lygybiu prijunge rysio lygtis gauname n + m lygciy sistema
oL _ L _
53 =0,...,5-=0 (9)
F,=0,...,F,=0.

Taska (My, \g) vadinsime kritiniu Lagranzo funkcijos tasku, jeigu

’ Oxn,

T (Mo, Mo) = 0, Z= (Mo, Xo) = 0
Fl(Mo) - 0, ce ,Fm(Mo) =0.

Pastebésime, kad Sioje sistemoje yra vienodas lygciu ir nezinomuyju skaic¢ius. Taigi, spresdami
Sia sistema nustatome konstanty Aq, ..., A, reikSmes, bei randame kritinio tasko koordinates.
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Pakankamos ekstremumo radimo salygos. Tarkime, kad taskas M, tenkina (9)
sistema, t.y. minétasis taskas yra kritinis. Laikome, kad funkcijos f, F},..., F}, yra du kartus
tolydziai diferencijuojamos nagrinéjamoje srityje (pakanka tasko M, aplinkoje). Is Lagranzo
funkcijos konstrukcijos iSplaukia, kad Lagranzo funkcijos ir pradinés funkcijos f ekstremumo
tagkai sutampa. Vadinasi, jei prie sistemos (9) prijungsime kvadratinés formos d? L apibréztumo
salyga, galésime nustatyti tasko My pobtudi. Butent, jei d2L(My, Ao, . .., Ap) > 0, tai taske M
funkcija v igyja minimuma, o jei d2L(My, Ao, . . ., Ay) < 0— maksimuma.

Pastebésime, kad

0 0 0 0 2
PL= (oday oo g + o dby 4o 5 —ddy) Lt

8IE1 @xn 0¢1 a¢m
oL 0L
—— 42 ceo b ——d%0,,.
96, T T 95,0
Remdamiesi (9) sistema gauname, kad
0 0 0 0 2
d2L:(—d vt L, + LAy + -+ —2d m) L. 10
o T1 + +axnx+a¢1 ¢1 + +8¢m¢ (10)
Taigi, antraji diferenciala nagrinéjame lyg visi kintamieji xy,...,Z,, Y1, ...y, butu laisvi, o
nustatydami 8io diferencialo (kvadratinés formos) apibréztuma mes isreiksime dz, . . ., dz,, per

drmat, ..., de,.
Pastaba  Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei d2L(My, \?,...,A3)) > 0 visoje
erdveje R™, tai priklausomu nezinomujy -nepriklausomais, reiksti nereikes.
Pavyzdys Raskime funkcijos u = x — 2y + 2z ekstremalia reiksme sferoje 22 + 4%+ 22 = 1.
Sudarome Lagranzo funkcija:

L(x,y,z,)\) :x_2y+22—|—>\($2—|—y2—|—32 _ 1)
Suskaiciave iSvestines visu kintamuju atzvilgiu gauname sistema:

9L — 1 4+ 2\z = 0,

9L = —24+2)y =0,

9L =2+ 2X2 =0,

O =22 4?4+ 22— 1=0.

Isreiske i8 pirmuju triju sistemos lygciu nezinomuosius x, y, z— nezinomuoju A, bei iraSe pastarasias
reikSmes i paskutiniaja sistemos lygti gauname:

1\2 12 12
(2) +(5) +(5) —1=0
Is paskutiniosios lygties gauname:
>\1 :1757 )\2:_].,5.

Taigi, Lagranzo funkcija turi du kritinius taskus:

12 2 3) - (1 2 92 3)
212 230 o122 3
3’3 3’2 2737373 9

M, = (
Pastebéje, kad
d’L(M,) = 3(da? + dy?® + dz?) > 0, ir d*L(M,) = —3(d2? + dy* +dz?) < 0

visoje erdvéje R? nustatome, kad M; yra salyginio min. taskas, o My— max. taskas. Beje
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umin(Ml) = _37 umax(MZ) = 3.
Pavyzdys Raskime funkcijos

flr,y)=e", kai 2° +¢y* +2+y—4=0.

Sudarome Lagranzo funkcija:

L(z,y) =™ + ANa* +y* + v +y —4).

Rasime stacionarius (kritinius) taskus. Skaiciuojame isvestines:

9L = ye™ + A(32% + 1) =0,
OL — o + A3y +1) =0,

- +yd+r4+y—4=0

Pirmaja sistemos lygti padaugine i x, antraja is y ir atéme paeiliui gauname, kad

Az —y) (322 4+ 3y* + 3zy + 1) = 0.
Jei A = 0, tai gauname, kad x = y = 0. Taciau Sis taskas netenkina rysio lygciu.
Jei A # 0 tai nustatome, kad x = y. IS pastaruju gauname, kad z =y =1, A = —4—11e. Tad
kritinis taskas yra toks: (1;1; —Ze).
d(e)™ = (zdy + ydz)e™, ir d*(e)” = (xdy + ydx)?e™ + 2dxdye™.

Be to
d*(2® +y° + o +y —4) = 6zdr? + 6ydy”.

Tuomet Lagranzo funkcijos diferencialo reiksme taske (1,1, —1(e)

1
d*L(1; 1; —Ze) = e(dz + dy)* + 2dzdy — g(de +dy?)).

Matome, kad negalima teigti, kad visoje apibrézimo srityje antrasis diferencialas islaiko pastovu
zenkla, tad teks viena kintamajj iSreiksti kitu. Diferencijuodami rysio lygti taske z =y = 1
gauname, kad dz + dy = 0 arba dy = —dx. Irase tai i antrojo diferencialo iSraiska gauname,
kad

1
d*L(1; 1; _Ze) = —5edz?.

Matome, kad taskas (1;1) yra salyginio minimumo taskas. Beje, ekstremali funkcijos reiksmeé
Ymin = €.
Pavyzdys Raskime funkcijos

f(z,y,2) = zy + yz,
salyginio ekstremumo taskus, kai
2?4 y? =2
Y ’ x>0,y >0,2>0.
y+z=2,

Si uzdavini biity galima spresti Lagranzo daugikliu metodu, taciau tuo atveju, kai rysio
lygtyse nezinomuosius galime isreiksti vienus kitais (nagrinéjamu atveju yra dvi lygtys ir trys
nezinomieji, taigi laikydami viena nezinomaji ”laisvuoju” galime du nezinomuosius iSreiksti per

127



viena) zymiai supaprastiname uzdavinio sprendima. Taigi, laikydami ”laisvuoju” nezinomuoju
kintamaji y gauname, kad

z=2—-y, x:\/2—7y2.

Irase Sias nezinomuyju israiskas i pradine funkcijos formule gauname tokia vieno kintamojo

funkcija:
fl,y,2) =yvV2 =2 +y(2 —y) = g(y).

Ieskodami sios funkcijos kritiniu tasku skai¢iuojame Sios funkcijos iSvestine ir lyginame ja
nuliui. Gauname:

224 (2 2y)\/2 — P

/2 — 292

9'(y) = 0.

Is paskutiniosios lygybés gauname, kad

21 —y) (1 +y++v2—9%) =0

Kadangi y > 0, tai i paskutiniosios lygybés isplaukia, kad y = 1. Taigi, funkcija g(y) turi
kritini taska y = 1. Nagrinedami paskutiniaja lygybe nustatome, kad kairéje Sio tasko aplinkoje
funkcijos isvestiné teigiama, o desinéje- neigiama. Taigi, y = 1 yra funkcijos g(y) lokalinio
maksimumo taskas. Naudodamiesi Sia y reikSme ir rysio lygtimis, randame salygini maksimumo
taska nustatome M = (1;1;1). Beje, funkcijos reikdmeé siame taske f(M) = 2.

Pavyzdys Raskime funkcijos y = f(z,y, 2) = zyz, ekstremumo taskus, kai tenkinama
papildoma salyga:

zy+axz+yz=1, x,y,z > 0.

Sudarykime Lagranzo funkcija:
F(z,y,2,\) = zyz + ANzy + 2z +yz — 1).
Skaic¢iuojame Sios funkcijos dalines iSvestines visu kintamuju atzvilgiu ir lyginame nuliui:

Fl=yz4+ XNy+2)=0,
Fy=2z+ Nz +2) =0,
Fl=yz+XNy+z)=0,
Fl=yz4+zy+2zz—1=0.

Paskutiniosios sistemos pirmaja lygti padaugine is x, antraja i$ y, o treciaja is z ir sudéje visas
lygtis , bei turédami omenyje sistemos ketvirta lygti gauname, kad A = % [rase gauta
lygybe i sistemos pirmasias tris lygtis gauname:

yz(1-2(@y+2) =0
zz(1—2(z+2)) =0,
0

yr(l =2y + ) =

Is pirmuyjuy dvieju sistemos lygéiu gauname, kad z = y, o i§ antrosios ir treciosios- y = z. i$

pastaryju lygybiu ir pirmosios sistemos ketvirtos lygties gauname, kad v =y = z = %

Norint nustatyti sio tasko pobudi (min ar max,) naudojant formalius argumentus, tektu
atlikti gana sudétinga technini darba, t.y. nustatyti (17) kvadratinés formos apibréztuma.
Siuo konkre¢iu atveju mums to daryti nereikés, kadangi nagrinéjama funkcija yra staciakampio
gretasienio su matmenimis x,y, z turis. Taigi, nagrinéjamas taskas (1;1;1) yra salyginio mak-
simumo taskas. Beje, turio reikSme
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1 /1
1;1;1) = =1/ <.
1) = 54/

Pavyzdys Raskime funkcijos y = f(z,y,2) = zyz, zyz # 0, ekstremumo taskus, kai
tenkinama papildoma salyga:
x + 2y + 3z = 36.

Sudarykime Lagranzo funkcija:
F(z,y,2,\) = 2yz + M + 2y + 3z — 36).
Skaiciuojame Sios funkcijos dalines iSvestines visu kintamuju atzvilgiu ir lyginame nuliui:

Fl=yz—\=0,
F,=x2-2\=0,
F! =yx —3X=0,
Fy=242y+32—-36 =0.
Dalindami viena sistemos lygti i$ kitos ir kombinuodami Siomis lygtimis gauname, kad
A = 24, o kritinis taskas $iuo atveju yra M(12;6;4).
Randame funkcijos F'(z,v, z,24) antraji diferenciala. Turime, kad

" __ " __ " __
F' =0, ny =z, I, =y,
[/ " __ [/
Fyx =z, Fyy =0, Fyz =ux,
" " [/—
F. =y, Fzy =z, F,,=0.

IS rysio lygties gauname, kad dxr = —2dy — 3dz.
Tada

d*F(z,y, 2) = 2zdzdy + 2ydzdz + 2zdydz = 22(—2dy* — 3dzdy) +2y(—2dydz — 3d2?) + 2zdyd=.

Suskaic¢iave antrojo diferencialo reiksme taske M (12;6;4) gauname, kad

d*F(M) = — ((4dy + 6dz)* — 24dydz) < 0.

Vadinasi, kritinis taskas M yra lok max taskas.
Ekonomikoje Lagranzo metodas taikomas gana daznai. Pastebésime, kad Lagranzo daugik-
liai ekonomikoje reiskia gaminamos produkcijos kainas.

Teoriniai klausimai
Daugelio kintamuju funkcijos samprata. D(f) ir E(f).
Sekos riba aibéje R™. Funkcijos riba. Tolydumas
Dalinés isvestines. ISvestiniy skai¢iavimas remiantis apibrézimu bei taikant formules.
Misriuju iSvestiniu skaic¢iavimas.
Pirmos ir antros eilés dfiferencialy skai¢iavimas.
Daugelio kintamuju funkciju ekstremumu skaic¢iavimas. Silvestro kriterijaus taikymas.
Salyginiai ekstremumai. Lagranzo daugikliu metodas.

N Gt W

Uzdaviniai savarankiSskam darbui

1. Raskite bei pavaizduokite sritis, kuriose apibréztos pateiktos funkcijos:

@) floy) =VI=2+V/1=y% b) fle,y,2) =In(ey=); ) flv,y) = avesin-
Yy
2. Nustatykite ar egzistuoja riba:
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Txy

x—0, 2 2"
y—0 € +y

Ats: Neegzistuoja
3. Raskite funkcijos

fla,y) =ae
ribine reikSme tiese y = 2z, kai  — oo.
4. Parodykite, kad funkcijos

1 01
flz,y) = (z+y) sm;smg
kartotinés ribos

lim (lim f(z,9)) i lim (T (2, )
neegzistuoja, bet egzistuoja riba lim f(z,y) =0.

y—0

5. Raskite ribas

2
: 2 2\ —(z+y) . Y N\
) Jim @y o ()"

, r+y
a) lim ————;

Yy—o0 Yy—oo y—~4o00
. hl(l' + ey) . 1 xﬁ-y
d) lim ————=; e) lim (1+-) ;
x

e VAt o
Ats: a) 0. b) 0. ¢) 0 d) In2e) e
6. Patikrinkite ar funkcija

2y 2 2
flag) = {0l DA
’ 0; 22 +1y? =0
yra tolydi tiesés y = 3z taske (0,0).
7. Raskite funkcijos

. Tsu
g(r, s, t,u) = 21 s
dalines igvestines ¢., g;. Be to raskite ¢;(0,1,1,1).
Ats:
, ru(rt —s*)
%= o

8. Raskite funkcijos visas pirmos eilés dalines iSvestines, jei

g/0,1,1,1) = 0.

2% + 3zy + y?

/:31.3_|_yx2_|_y3

[, y) =

Ats: 5 ) 5
, Xty +3y°

Jo= (2% + 42)3 Sy (2% + 2)3 '
9. Raskite pateiktu funkciju pirmos ir antros eilés diferencialus.
T\ y .
W Jwy=(7)" 0 fay) =
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o) fly)=Iny/22+y% d) f(x,y)zarctgwry

1+ay

10. Raskite 9. uzduotyje pateiktu funkciju pirmo ir antros eilés diferencialu reikSmes taske
(1,1), (0,1), atitinkan¢ius pokycius Az = 0,1, Ay =0, 2.
11. Raskite pateikty funkciju kritinius taskus, bei nustatykite ju pobudi:

a) fr,y=2"+y* —5v+4y+ay, b f(z,y)=22°+y*+ 1.5y — 122 — 90y.

e) flo,y)=vy*—2* d) f(r,y,2)=22"+y* + 2y — z(z +y — 200) + 100.
Ats: a) (14/3; —13/3) — min., b) (2;5), (2;—6), (—=1;5),(—1; —6).

¢) (0;0) — kritinis, bet ne ekstremumo. d)kritinis, bet ne ekstremumo.
12. Raskite funkciju salyginio ekstremumo taskus, naudodami Lagranzo metoda:

a) f(z,y,2)=3r—y+6, kai 2°+y*=4.

b) f(z,y,2) =xyz, kai x4+ 2y*+ 3z =36.

¢) Imoné gaminanti 200 vienetu produkcijos nori Siu produktu gamyba paskirstyti A ir B
imonéms. Pazymeékime ¢ ir ¢ hipoteninius Siy imonniu gaminamos produkcijos kiekius. Be to
tarkime kad bendrieji kastai yra tokie:

c= f(q1,q) =24 + q1¢2 + ¢ + 200.

Nustatykite kaip reikéty paskirstyti gamyba, kad bendrieji kastai btity minimalts?
Ats:
a) kritiniai taskai: (
b) kritinis taskas: (12,6,4).
C) q1 = 50, qo = 150.
13. Raskite funkciju salyginio ekstremumo taskus, naudodami Lagranzo metoda:

3v10 _@).(_@ @)
5 7 5 /7 5 5 /°

a) flz,y,2) =zy+zy, kai 2°4+9y* =8, yz=28;
b) f(x,y,2)=zyz, kai x4+y+2=12, v +y—2z=0;
¢) flw,y 2)=a>+oy+2y°+ 2 kai z— 3y — 4z = 16;
d) f(z,y,z,u) = 22> + 2y* + 322 — 4u®, kai 4o — 8y + 62 + 16u = 6.

e) f(z,y) =2* +12zy + 2%, kai 42* +y* = 25.
f) flz,y,2)=2—2y+22 kai 2°+9°+2°=1.

a) kritiniai taskai: (2,2,4); (2,—2,—4); (=2,2,4); (—=2,—2,—4); b)
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14. Tmoné 200 vienetu produkcijos nori paskirtyti dviems dukterinéms imonéms I1 ir I2.
Tarkime, kad imoné I1 gamins ¢; produktu skaiciy, o imoneé 12- ¢,. Bendri gamybos kastai yra
nusakyti lygtimi ¢ = 2¢? + q1¢g2 + ¢5 + 200. Kaip turi buti paskirtyta gamyba, kad gamybos
kastai buty minimalus?

Ats: ¢, = 50; g2 = 150.

15. Tarkime, kad P = f(I,k) = 1.08/> — 0.03[*> + 1.68k* — 0.08k> yra firmos gamybiné
funkcija, ¢ia [, k yra dvieju rusiu zaliavu kiekiai, P— produkcijos kiekis. Raskite k,[, kurie
maksimizuoty gamybos apimtis.

Ats:k =24, | = 14.

16. Tarkime, kad firmos gamybiné funkcija yra tokia:
(LK) =120 + 20k — I — 2k*.

Be to duota biudzeto lygtis: 4]+ 8k = 88. Raskite maksimalia gamybos apimti esant nurodytai
biudzeto lygciai.
Ats: P =174.

17. Duota duomenu lentelé:

Naudodami maziausiu kvadraty metoda raskite ”geriausiai” aproksimuojancia Siuos duomenis
tiese.
Ats: y = 0.65 4 1.58z.

18. Zemiau pateiktoje lenteléje yra nurodytas rysys tarp produkto vieneto kainos ir parduotu,
per tam tikra laikotarpi, produktuy skaic¢iaus. Maziausiu kvadratu metodu raskite regresijos
tiese, kuri nurodytu priklausomybe ¢(p).

q| 70 | 68 | 63 | 50 | 46 | 32

Ats: ¢ =82.6—0.641p

19. Tegu ¢ yra vidutiniai kastai (tam tikra valiuta), o ¢ produkcijos kiekis Simtais vienetu:

ol
\]
©
\]
&
N\
ot
o
ot

Raskite regresijos lygti, kurioje buitu nurodyta vidutiniu kastu priklausomybé nuo pagamintos
produkcijos kiekio. Be to raskite kastus, jei produkcijos kiekis lygus 5.
Ats: ¢ = 8.51 — 0.365¢; ¢(5) ~ 6.685.
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Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Raskite bei pavaizduokite sritis, kuriose apibréztos pateiktos funkcijos:

Xz

@) f.) = VIT @4 VIE— 7, B fla.) = artg(zy); o) f(rg) =l

2. Raskite nurodyta riba, kai = ir y artéja link tasko (0,0) a) tiese y = —2z; b) parabole
y = 2z — 422

_ 2xy
lim 5 .
=y oty

3. Raskite f,(z,1), f,(1,1), remdamiesi dalinés isvestinés apibrézimu, kai

fla,y) = y*sin(z + y*).
4. Raskite f; (v, 1), f,(1,1), jeigu

T
Yy+x

).

f(z,y) = (z + (y — 1))arcsin(

5. Raskite funkcijos

T‘S+ur

g(r, s, t,u) = er?+s%
dalines i3vestines ¢., g;. Be to raskite dg(1,0,1,1).
6. Raskite funkcijos visas pirmos ir antros eilés dalines iSvestines, jei
f(x,y) = (2 + y° + wy?)e™ )

7. Tarkime, kad duota funkcija
P = Al°kP,

¢ia A € Rir a+ f = 1. Funkcija P yra Kobo — Duglo funkcijos atskiras atvejis. Irodykite, kad
[P/ + kP, = P.

8. Raskite pateiktu funkciju pirmos ir antros eilés diferencialus, bei suskaic¢iuokite diferencialu
reiksmes taske (1, 3), kai Az = 0,04 ir Ay = 0,03.

a) flo,y)=2"y+y'z+sin(z +4y°); ) fla,y) = (" +yharctg(ay);

r = s+ 4t,
c) f(z,y,2) =22 cosa® +y* + 2%y; kai y=6s—1Int , s=0,t=1.
z=t+s

9. Nustatykite ar produktai A ir B yra konkuruojantys, papildantys ar kitaip susije, jei
paklausa pateikta tokiais sarySiais:

100 100

qda = ) dqp = .
(P4 +4)\/p% + v +3 (ps +6)/p% +pp + 4

10. Raskite pateiktu funkciju kritinius taskus, bei nustatykite ju pobudi:

a) fry=(x—y)(y—3)(=+y—3), b) flz,y)=2"+y"+3y>—Ty+ Tz

12. Raskite funkciju salyginio ekstremumo taskus, naudodami Lagranzo metoda bei nus-
tatykite siy tasky pobudi:
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a) f(r,y,2)=azyz?, kai x—y+2z=20.

b) f(z,y,2) =xyz, kai z+y+2=12, o +y—2=0.

12. Raskite funkciju salyginio ekstremumo taskus, naudodami eliminavimo metoda bei
nustatykite siy tasky pobudi:

a) f(r,y,2)=2>+2y°+ 2% kai o — 3y — 4z = 10;

b) f(z,y,2,u) =2* +3y* +62% — 6u?, kai 22 — 3y +62+u=_8.

13. Firma valdanti du fabrikus A ir B, 1400 vienetu produkcijos norétu paskirstyti dviems
sioms imonéms. Tarkime, kad imoné A gamins ¢; produktu skai¢iy, o imoné B- ¢o. Bendri
gamybos kastai yra apibrézti lygtimi ¢ = 3¢% + q1q2 + 2qo. Kaip turi biiti paskirstyta gamyba,
kad gamybos kastai butuy minimalts?

14. Tarkime, kad P = f(I,k) = 1,081 — 0,03[3 + 1,68k* — 0,08k® yra firmos gamybiné
funkcija, ¢ia [, k yra dvieju rusiu zaliavu kiekiai, P— produkcijos kiekis. Raskite k£, [, kurie
maksimizuoty gamybos apimtis.

15. Tarkime, kad firmos gamybiné funkcija yra tokia:

f(l,k) = 60k + 300 — 2k* — 30°.
Be to duota biudzeto lygtis: 2k + 3l = 44. Raskite maksimalia gamybos apimti esant nurodytai
biudzeto lygciai.

16. Duota duomenu lentelé, kurioje nurodyti metai ir firmos paimta paskola nurodytais
metais:

metai 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
paskola | 15 22 21 27 26 34

Naudodami maziausiy kvadraty metoda raskite ” geriausiai” aproksimuojancia Siuos duomenis,
tiese. Pateikite prognoze, kokios islaidos bus 20127
17. Tegu ¢ yra vidutiniai kastai, o ¢ produkcijos kiekis:

ol
e
(@)
\]
[@))
(@

Raskite kvadratines regresijos lygti, kurioje biitu nurodyta vidutiniu kastu priklausomybé nuo
pagamintos produkcijos kiekio. Be to raskite kastus, jei produkcijos kiekis lygus 7.
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