VI. TOLYDZIU IR DIFERENCIJUOJAMU FUNKCIJU TEOREMOS

6.1 Teoremos apie tolydziu funkciju tarpines reikSmes

Skaitytojui priminsime, kad nagrinédami realiuju skaiciu savybes atkreipéme démesi i tokia
Sios aibés elementy savybe: kokie bebuity du realieji skaiciai, visuomet galima nurodyti trecia,
esanti tarp Siy skaiciy. Naturalu tikétis, kad ir tolydi funkcija, turi panasia savybe, t.y. jei
parinksime dvi tolydzios funkcijos reikSmes tai ir visi skai¢iai, esantys tarp Siu dvieju funkcijos
reikSmiy, yra tos pacios funkcijos reikSmeés.

Tarkime, kad o > 0. Primename, kad tasko xy delta aplinka vadinsime tokj atvira intervala:
Vs(xg) = (o — §,29 + &). Tasko x desiniaja delta aplinka vadinsime intervala V;'(z) =
(20,0 + 0). Tasko x( kairiaja delta aplinka vadinsime intervala V; (z¢) = (zo — 6, 20).

Teorema 1. Tarkime, kad funkcija yra tolydi taske xo ir f(xzo) # 0. Tada egzistuoja tasko x
aplinka Vs(zo) tokia, kad visiems x € Vi(xo) funkcijos reiksmés nelygios nuliui ir Sios funkcijos
reiksmés turi ta pati Zenkla kaip ir f(xq).

o
Funkcija yra tolydi taske zg, todél egzistuoja lim f(x) = b= f(x¢) # 0. Kitaip tariant, bet
Tr—x0
kokiam € > 0 egzistuoja 6 = d(e) > 0 tokie, kad
b—e< f(x) <b+e, jeitik x € Vi(xo). (1)

Pastebésime, kad € galime parinkti laisvai, todél nemazindami bendrumo galime laikyti, kad
€ < |b|. Taip parinkus e gauname, kad skai¢iai b — €,b + €, b bus vienodo zenklo, todél i§ (1)
nelygybiu isplaukia, kad f(x) reiksmés nurodytoje tasko aplinkoje bus tokio paties zenklo kaip
ir skaiciaus b = f(z).

S

Teorema 2. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi intervale |a,b] ir be to sgn f(a) #
sen f(b). Jei f(a) ir f(b) nelygios nuliui, tai egzistuoja intervale (a,b) taskas xzo toks, kad

S

Tarkime, kad f(a) < 0, o f(b) > 0. Pastebékime, kad aibé {x € [a,b]; f(x) < 0} netuséia ir
aprézta is virsaus. Taigi, egzistuoja Sios aibés tikslus virsutinis rézis, tarkime M,. Atkreipsime
démesi, kad My € (a,b). Kadangi funkcija f(z) yra tolydi intervale (a,b), tai iSplaukia, kad
egzistuoja tasko xq desinioji aplinka, kurioje f(x) < 0 ir tasko b kairioji aplinka, kurioje f(x) >
0. Tarkime, kad neegzistuoja tokio tasko v, kad f()) = 0. Bet tuomet remdamiesi 5.1 teorema
galime tvirtinti, kad egzistuoja tasko 1 delta aplinka, kurioje funkcijos f(z) reiksmés butu to
paties zenklo. Taciau tai neimanoma, kadangi is tikslaus virsutiniojo rézio apibrézimo isplaukia,
kad egzistuoja bent vienas intervalo (¢ — 0 < x < @) taskas xo, kuriam f(xy) < 0, o visiems
kitiems intervalo taskams x, f(x) > 0. Taigi gavome priestaravima. Vadinasi f(¢) = 0.

Teorema 3. Tarkime, kad f(x) yra tolydi intervale [a,b]. Tegu f(a) = A, f(b) = B. Tegu C
bet koks taskas, tenkinantis nelygybe: A < C' < B. Tada egzistuoja taskas ¢ € |a,b] toks, kad

fly)=cC.
S

Tarkime, kad A # B ir C' # A. Apibrézkime v(z) = f(x) — C. Si funkcija yra tolydi intervale
[a, b]. Be to §i funkcija intervalo galuose igyja skirtingu zenklu reiksmes:

gla)=A—-C <0 ir g(bj=B—-C>0.
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Remdamiesi 2 teorema gauname, kad egzistuoja ¢ € [a, b] toks, kad g(v) = 0. Taigi f())—C =0

ir f(y) =0.
©®

Teorema 4. Tolydi uZdarame intervale funkcija yra aprézta ir be to Sio intervalo taskuose igyja
savo didziausia ir mazZiausiq — reiksmes.

Apibrézimas Sakysime, kad funkcijay = f(x) didéja (mazéja) taske xq, jeigu egzistuoja
tasko x aplinka Vs(xq) tokia, kad visiems x < y;x,y € Vs(zo) f(z) < f(y)(f(z) > f(y)).
Sakysime, kad funkcijay = f(z) didéja (mazéja) intervale (a, b), jeigu si funkcija didéja (mazéja)
visuose sio intervalo taskuose.

Sakoma, kad funkcija f(x) nemazéja (nedidéja) intervale (a,b), jeigu visiems Sio intervalo
taskams tenkinantiems nelygybe x, < x5 gauname, kad atitinkamos funkcijos reiksmeés tenkina

nelygybe f(x1) < f(x2)(f(21) = f(x2)).
Teisinga tokia teorema:

Teorema 5. Jei funkcija f(z) diferencijuojama taske xo ir f'(xg) > 0 (f'(xo) < 0), tai $i
funkcija didéja (mazéja) taske x.

S/
Irodysime viena atveji, t.y. kai f'(z) < 0, kita atveji paliekame irodyti skaitytojui.
Naudodamiesi iSvestinés apibrézimu galime uzrasyti

f(x) — f(xo)

f/(xo) —e<
Tr — TIg

< f'(xo) + € kai 0<|z— x| <. (2)
Beje, kadangi € > 0 bet koks, laisvai pasirinktas mazas skaicius, tai parinkime € > 0 toki, kad
|f(x0)] > €. I8 (2) nelygybés isplaukia, kad

f(x) — f(xo)

<0, kai 0 < |z — x| <.
T — Zo

I$ paskutiniuju sarysiu isplaukia, kad funkcija f(z) mazéja taske x.

S

Pastebésime, kad salyga ’isvestiné yra teigiama (neigiama)’ yra pakankama funkcijos didéjimo
salyga, taciau nebiitina. Pavyzdziui, funkcija y = 2° yra didéjanti taske z = 0, taciau iSvestiné
Siame taske néra teigiama.

Apibrézimas  Sakysime, kad funkcija y = f(z) turi lokalini maksimuma (minimuma)
taske xg, jeigu egzistuoja tasko xo aplinka Vs(xo) tokia, kad f(xo) > f(x), (f(zo) < f(2)),
kai x € Vs(xo). Funkcijos lokalinio maksimumo ir minimumo taskai yra vadinami lokalinio
ekstremumo taskais.

Pasirodo, kad kai kada lokalinio ekstremumo taskus galime nustatyti naudodamiesi funkcijos
iSvestine. Suformuluosime biuitina diferencijuojamos funkcijos iSvestinés egistavimo salyga.

Teorema 6. Jei funkcija y = f(x) yra diferencijuojama taske xo ir tame taske turi lokaling
ekstremuma, tai Siame taske f'(xq¢) = 0.

S/

Sios teoremos irodymas yra susijes su 5 Teorema. Pastebésime, kad jeigu funkcija taske
turi lokalini ekstremuma, tai Siame taske funkcija nei didéja nei mazéja. Bet tuomet remian-
tis minétaja teorema gauname, kad funkcija negali buti Sio tasko aplinkoje nei teigiama nei
neigiama. Lieka vienintelé galimybé - f'(zq) = 0.

Interpretuokime $§i teigini grafiskai. Matome, kad ekstremumo taskuose, kuriuose isvestine
egzistuoja (grafiskai interpretuojant, taske isvestiné egzistuoja, jei Siame taske galima nubrézti
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vienintele liestine, o funkcijos grafiko taskas glodus, t.y. néra ”astrus” dvieju kreiviuy susidurimo
taskas. Pateiktame 1 pav. taske 1 liestiné egzistuoja, o taske 3- neegzistuoja (kodél)?

¥

1 pav.

N

t
<
N
~

N

2 pav.
S

Teorema 7. (Rolio) Tarkime, kad funkcija yra tolydi intervale |a,b] ir diferencijuojama inter-
vale (a,b). Jeigu f(a) = f(b), tai egzistuoja taskas xo € (a,b) toks, kad f'(xq) = 0.

o
Funkcija f(z) yra tolydi intervale [a, b], vadinasi Siame intervale ji igyja maziausia ir didziausia
reikdmes. Tarkime, kad M = max f(z) ir m = min f(x). Aptarkime galimus atvejus, t.y.

z€a,b] z€[a,b]
tarkime, kad 1) M = m ir 2) M > m. Jeigu ispildyta 1) salyga, tai nagrinéjamoji funkcija yra
pastovi. Zinome, kad konstantos isvestiné lygi nuliui, taigi §iuo atveju teorema yra teisinga.
Tarkime, kad M > m. Remdamiesi tuo, kad f(a) = f(b) gauname, kad bent viena i§ §iu
reikdmiu funkcija igyja intervalo [a, b] viduje. O tai reiskia, kad intervale (a,b) funkcija igyja
ekstremuma. Kadangi funkcija diferencijuojama, tai remdamiesi 6 Teorema gauname, kad
Siame ekstremumo taske iSvestinés reikSme lygi nuliui.

D

Teorema 8. Tarkime, kad funkcijos f(x) ir g(x) yra tolydzios intervale [a,b] ir diferencijuo-
jamos intervale (a,b). Be to ¢'(x) # 0 Siame intervale. Tada egzistuoja taskas xo € (a,b) toks,
kad

S

Pastaroji formulé yra vadinama Kosi baigtiniu poky¢iu formule.

Visu pirma, reikétu isitikinti, kad salyga ¢'(x) # 0 tuo paciu reiskia, kad g(a) # g¢(b).
Tarkime priesingai, t.y. ¢(a) = ¢(b). Bet tada funkcija g(z) tenkina visas Rolio teoremos
salygas. Vadinasi egzistuoja taskas zo € (a,b) toks, kad ¢'(xg) = 0. Bet tai priestarauja
pradinei teoremos prielaidai. Taigi, jei ¢'(z) # 0 intervale (a, b), tai g(a) # g(b).

Fe) = f(x) - f(a) - %{g@) ~g(a)).

Remdamiesi funkciju g(x) ir f(x) savybémis gauname, kad funkcija F'(z) yra tolydi (prisiminkite
tolydziu funkciju veiksmus). Be to funkcija F(z) taip pat diferencijuojama intervale (a,b).
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Pastebéekime, kad F'(a) = F(b) = 0. Taigi, funkcija F'(x) ispildo visas Rolio teoremos salygas.
Tad darome isvada, kad egzistuoja taskas x¢ € (a,b) toks, kad F'(zo) = 0. Arba

f(b) — f(a)
0= F'(x :f’x ——g/x,
( 0) ( 0) g(b) _g(a) ( 0)
Kadangi ¢'(z¢) # 0, tai i$ paskutiniosios lygybés ir gauname teoremos irodyma.

D

Tegu Kosi baigtiniuy pokyciy formuléje funkcija g(x) = x. Siuo atveju Kosi baigtiniy pokyéiu
formulé yra vadinama Lagranzo baigtiniu pokyc¢iu formule. T.y. Lagranzo baigtiniu pokyciu
formulé yra tokia:

f() = f(a) = f'(20)(b— a).
Pastebésime, kad daznai Lagranzo formule, diferencijuojamai intervale (a,b) funkcijai f(x)
patogu uzrasyti tokiu budu:

f(x) — f(zo) = f'(u)(x — xg), x,20 € (a,b), u € (x,x0).

Pastaroji lygybé galima, kadangi (z,z¢) C (a,b).
Lagranzo formulé turi nemazai taikymu. Apie tai ir kalbésime.

Teorema 9. (Funkcijos pastovumo pozymis) Tarkime, kad funkcija yra diferencijuojama in-
tervale (a,b) ir be to visiems x € (a,b), f'(x) = 0. Tada intervale (a,b) funkcija y = f(z) yra
pastovi.

S

Tarkime, kad zy < z, xo,z € (a,b) du intervalo taskai, tik pirmasis fiksuotas, o antrasis
bet koks, laisvai pasirenkamas. Tada (zg,z) C (a,b). Aisku, kad funkcija y = f(x) yra tolydi
intervale [xg, z]. Tad galime taikyti Lagranzo teorema, Siai funkcijai, intervale [z, z]. Gauname

f(z) = f(xo) = f/(u)(ﬂU —x0), ,79 € (a,b), u€ (z,20).

Bet f’(u) = 0. Tad gauname, kad f(z) = f(x). Pastaroji lygybé reiskia, kad funkcijos f(z)
reikdmeé, bet kokiame taske z (8is taskas laisvai pasirinktas), yra lygi tam paciam skaiciui. Taigi,
funkcija yra pastovi intervale (a, b).

@
6.2 Lopitalio taisykleé

Apibrézimas Sakome, kad dvieju funkciju santykis f(x)/g(x) , kai x — a, yra neapibréztumas
0/0(c0/00), jeigu

lim f(z) = lim g(x) = 0 (lim f(x) = lim g(z) = o)

Tr—a T—ra T—ra Tr—a

Teorema 10. (Lopitalio taisyklé)Tarkime, kad funkcijos f(x), g(x) yra diferencijuojamos kokioje
nors tasko xo aplinkoje Vs(xo), galbut isskyrus $i taska. Be to g'(x) # 0, kai x € Vj(z,). Tegu

lim f(z) = lim g(z) =0.

T—rT0 T—rx0
Jeigu egzistuoja riba

f'(x)

=0 g'(x)
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tai egzistuoja ir riba
lim _f(x)
=0 g(x)
Be to teisinga lygybé:
/
lim _f(x) = lim / (x)
A g(@) o (@)

Tarkime, kad {x,} C Vs(zo) kokia nors seka, kurios riba yra taskas xy. Turime, kad funkcijos
f(z) ir g(z) yra tolydzios intervaluose [zg,x,] (nemazindami bendrumo galime laikyti, kad
xo < x, ) ir diferencijuojamos siuose intervaluose. Be to Siuose intervaluose funkcija ¢'(x) # 0.
Taigi, intervaluose [z, x,], funkcijos g(z) ir f(z) i8pildo Teoremos 8 salygas. Gauname, kad
intervaluose [xo, 7, egzistuoja taskai u,, tokie, kad

f(xn) — f(20) _ f(un)
9(wn) — g(o) g (un)

Kadangi f(xo) = g(zo) = 0, tai paskutiniaja lygybe perrasome taip:

f(xn) _ f'(un)
g(wn) 9 (un)

Peréje prie ribos, kai n — oo gauname, kad lim u, = xg. IS teoremos prielaidu turime, kad
n— oo

desinioji lygybés pusé egzistuoja, kai n — oo, todél egzistuoja ir kairioji pusé. Teorema jrodyta.

@
Pastebeésime, kad tuo atveju, kai

lim f(z) = lim g(x) = oo

Tr—a Tr—a
tai Sia teorema taip pat galime taikyti, kadangi
f(@) 5]
lim ——= = lim g(lx).
T—T0 g(l‘) T—T0 m
Matome, kad paskutiniosios lygybés desinioji yra neapibréztumas 0/0.
Pavyzdys Naudodami Lopitalio taisykle apskaiciuokime ribas.

. 2*+5x—6

lim ———

rx—1 ,]}5 — 1
Matome, kad po ribos zenklu esanti funkcija taske 1 turi neapibréztuma 8. Tad galime taikyti
Lopitalio taisykle. Taigi, §i riba lygi iSvestiniu santykio ribai:

I 2e+5 7
so1 Bt 4
Pavyzdys
lim z ln z.
z—0

Po ribos zenklu esanti funkcija netenkina Lopitalio taisykles salygu, t.y. néra neapibréztumas 0/
0 arba co/oo. Pertvarkykime §j reiskini tokiu budu, kad jis tenkintu Sia neapibréztumo savybe:

1
Inz =
hmT = lim “1 = lim —x = 0.
x—0 P x—0 -2 z—0

Taigi, pradinés sekos riba lygi 0.
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Pavyzdys
lim z*.
z—0+
Si riba taip pat néra neapibréztumas, kuriam biitu galima taikyti Lopitalio taisykle. Pert-
varkykime $§i reiskinj tokiu budu:

xlg& exp (zInz).

Atkeipsime démesi i tai, kad po eksponentés zenklu esancio reiSkinio riba esame suskaiciave
auksciau. Remdamiesi eksponentés tolydumu gauname, kad

. _ . o 0 o
xli)r& exp(zInx) = exp (xlg&xln x)=¢e =1.

6.3 Teiloro formulé

Tarkime, kad f yra bet kokia n kartu diferencijuojama, taske xq, funkcija. Pazymékime

! To (2) Zo )
(@) = £@) — (o) + L0 ) ¢ L e gy
™) (5,
=)
Tada / @
F@) = o) + L0 gy ¢ L0 oy oy ®)
) (2,
! n(' )(x—xo)"+rn(x).

Paskutinioji lygybé yra vadinama funkcijos y = f(z) Teiloro eilute (formule) tasko z, aplinkoje.
Funkcija r,(z) yra vadinama (3) formulés lickamuoju nariu, o skaiciai f*)(z)/k! yra vadinami
funkcijos f Teiloro koeficientais, k = 0,1, . ...

(3) lygybeé yra- funkcijos f(x) reiskimas laipsniniu funkciju sumomis, o funkcija r,, (z) nurodo
Sio keitimo paklaida.

Teorema 11.  Jei funkcija f yra n + 1 karta diferencijuojama intervale (a,b), o taskai
T, xg, T > xo priklauso Siam intervalui, tai egzistuoja toks taskas n € (xg,x), kad

FD () (@ — o) Y
(n+1)! 7

() =
¢ia r,(x)— Teiloro formulés liekamasis narys.

S/
Pastebésime, kad tuo atveju, kai n = 0, tai Si teorema sutampa su Lagranzo viduriniu
reikSmiu teorema.
Tarkime, kad x > z. Apibrézkime pagalbine funkcija ¢ : [xo, 2] — R tokiu budu:
f't)

(1) = fl@) = f(B) = P =) =

¢ia x— bet koks pastovus skaicius, t € [zg,z]. Kadangi f yra n + 1 karta diferencijuojama
intervale (a,b), tai funkcijos f, f’,..., f™ yra tolydzios siame intervale, taigi ir funkcija v
yra tolydi intervale [zq,z]. Be to 8§io intervalo vidiniuose taskuose t € (xg,z) funkcija ¢ yra
diferencijuojama, ir

vty =) - L L0 T e Ty
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(n+1)
_%t(t)(x — t)” +

)

n!

(n+1)
n(x —t)" = —f—@)(x —t)".

n!

Tarkime, kad funkcija &, bet kokia tolydi intervale [z, x|, diferencijuojama intervale (z¢,x) ir
be to '(t) # 0. Tada remiantis Kosi viduriniuju reik8miu teorema gauname, kad egzistuoja
taskas n € (xg, )

U(@) — bla) _ ¥()
(x) —&(xo)  &'(n)
Pastebéje, kad ¢ (x) = 0, ¥(zg) = rn(z) ir

(n+1)
Wi =~ gy
is Kosi teoremos gauname, kad
ro(x) = f(”+1)(17) x—n)"(&(x L
ola) = T P =) (El) — €0

Parinke £(t) = (z — t)"T!, i§ paskutiniosios lygybés gauname teoremos irodyma.

S

Teoremos formuluotéje esantis liekamasis narys r, yra vadinamas Lagranzo formos lieka-
muoju nariu. Praktiskai yra naudojamos ir kitokios liekamojo nario formos. Apie jas placiau
skaitytojas galétu paskai- tyti, pvz. V. Kabailos '"Matematinés analizés’ vadovélyje.

Pateiksime kai kuriy funkciju Teiloro eilutes, taske xy = 0, kuriy teisingumu sitlome jsitikinti
patiems. Teiloro eilutés taske xy = 0 dar vadinamos Makloreno eilutémis.

2 "

. r oz
r 3 p2n—1
2 ing=—— "+ — — ... (1)
3) cosx =1— TR (—1) @)l + ront1(x),
z? "
4) (1+x)a:1—1—041:—1—04(04—1)5+...+a(a—1)...(a—n—1)ﬁ+rn(a:),
l’2 711'"
5) ln(1+x):x—§+...+(_1)n g‘f‘rn(iﬁ)-

Jeigu funkcija y = f(x) turi n+1 eilés iSvestine, kokiame nors atvirame intervale, tai galime
uzraSyti Sios funkcijos Teiloro eilute, bet kokiame Sio intervalo taske. Naturaliai kyla klausimas,
kokia sios eiluteés liekana? Suprantama, kad jei liekana neartéja i nulj, kai n — oo, tai tokia
Teiloro eiluté funkcijos neapibrézia. Panagrinékime funkcijos y = e” Teiloro eilutés lieckamayji
nari ir nustatykime sriti, kurioje §is liekamasis narys yra nykstamas dydzis, kai n — oo.

Zinome, kad (e%)(™ = . Tada Lagranzo formos lickamasis narys yra toks:

3
€
'xn—l-l;

"

¢ia 0 < € < x, jei x > 0. Beje, visais atvejais ef < el®l. Taigi gauname, kad
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i

(n+1)!
kai n — oo. T.y., bet kokiam fiksuotam = € R liekamasis narys artéja i nuli. Taigi, funkcijos
e” Teiloro eiluté konverguoja bet kokiame taske.

Po sio pavyzdzio reikéty atkreipti skaitytojo démesi, kad auksciau pateiktos penkiy funkciju
Teiloro formulés téra formalus uzrasas. Jis turi prasme tik tiems x, kuriems liekamieji nariai
yra nykstami dydziai, kai n — oo. Apie tai placiau galima pasiskaityti V.Kabailos vadovélyje
"Matematiné analize.” Beje skaitytojas, naudodamasis Kosi arba Dalambero konvergavimo
pozymiais, galéty nesunkiai rasti aukséiau pateikty eiluc¢iy konvergavimo intervalus.

Taigi, Teiloro formulé- tai dar vienas, funkcijos aprasymo budas. Tikimeés, kad atidesnis
skaitytojas pastebéjo, jog jei Teiloro eilutéje kintamaji x pakeisime skai¢iumi, tai gausime jau
nagrinéta skaitine eilute.

Ira(x)] <e — 0,

6.4 Ekstremumo tasku tyrimas. Didéjimo- mazéjimo intervalai

Teorema 12. Diferencijuojama intervale (a,b) funkcija nemazéja (nedidéja) Siame intervale
tada ir tik tada, kai visuose Sio intervalo taskuose funkcijos isvestiné yra neneigiama (neteigiama,).

S/

Visu pirma tarkime, kad visuose intervalo (a, b) taskuose f’(z) > 0. Tegu z1 < x9, bet kokie
sio intervalo vidiniai taskai. Kadangi [zq,x2] C (a,b), tai siame intervale, taikydami Lagranzo
teorema gauname,

f(@2) = f(z1) = fl(u)(z2 — 21), u € (21, 29).

Kadangi f'(u) > 0, o x93 — x; > 0, tai paskutiniosios lygybés deSinioji pusé yra neneigiama.
Taigi, funkcija f(z) yra nemazéjanti intervale (a, b), kadangi taskai x1, zo buvo bet kokie. Jeigu
f'(x) <0, tai irodymas analogiskas.

Irodysime atvirkscia teigini. Tarkime, kad funkcija f(x) nemazéja intervale (a, b). Kadangi
funkcija f(r) nemazéja Siame intervale, tai ji nemazéja ir kiekviename Sio intervalo taske.
Remdamiesi Lagranzo teorema gauname Sios teoremos irodyma.

%)

Teorema 13. Tarkime, kad funkcijos y = f(x) iSvestiné yra teigiama (neigiama) visuose
intervalo (a,b) taskuose. Tada visuose sio intervalo taskuose funkcija didéja.

Sios teoremos irodyma paliekame skaitytojui, tik pastebésime, kad jis analogiskas pries tai
irodytai teoremai.

Apibendrinkime auksc¢iau gautus rezultatus. Visu pirma tai: jei funkcija yra diferencijuo-
jama kokiame nors intervale ir Sio intervalo taske zq turi ekstremuma, tai Siame taske iSvestine
lygi nuliui. Taciau, jei funkcijos iSvestiné yra lygi nuliui, tai ne butinai Sis taskas yra funkcijos
ekstremumo taskas. Paprastai yra pateikiamas funkcijos y = 2% pavyzdys. Taske xo = 0 §ios
funkcijos iSvestiné yra lygi nuliui, taciau Sis taskas néra funkcijos ekstremumo taskas. Kalbant
placiau apie ekstremumo taskus reikia pastebéti, kad taskas xq gali buti ekstremumo tasku ir
tuo atveju, kai nagrinéjamame taske iSvestiné neegzistuoja. Apibendrinant reikia pasakyti, kad
funkcijos y = f(x) tolydumo taskas xo gali buti ekstremumo tasku, jeigu Siame taske isvestineé
neegzistuoja arba ji lygi nuliui. Ateityje tokius taskus vadinsime kritiniais. Aisku, kad ne visi
kritiniai taskai yra ekstremumo taskai. Taciau jeigu taskas xy yra ekstremumo taskas, tai tuo
paciu §is taskas yra ir kritinis. Tad trumpai aptarkime tolydzios funkcijos, ekstremumo tasku
ieskojimo algoritma.

1) Visu pirma randame tolydumo taskus, kuriuose isvestiné lygi nuliui arba neegzistuoja.
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2) Nustatome, kaip $iu tasku aplinkose elgiasi isvestiné, t.y. ar Sios iSvestinés zenklai kairi-
oje ir desinioje nagrinéjamo tasko aplinkoje yra skirtingi. Jei taip, tai Sis taskas yra ek-
stremumo taskas, priesingu atveju ne. Beje, taskas zy yra lokalinio minimumo taskas, jeigu
iSvestinés zenklas kairéje aplinkoje yra neigiamas, o deSin¢je aplinkoje teigiamas. Lokalinio
maksimumo taskui- prieSingai. Pastaroji iSvada isplaukia i§ 5 arba 11 teoremu ir ekstremumo
tasko apibrézimo. Zemiau pateiktame 3 pav. demostruojamas pavyzdys funkcijos, kuri igyja
lokalini maksimuma taske —1, o lokalini minimuma taskuose 2 ir 7. Pastebésime, kad taske 4,2
funkcija yra truki, sis taskas yra pirmos rusies trukio taskas, jei Siame taske funkcijos reik§me
apibrézta i§ vienos pusés. Jei taskas néra tolydumo taskas ir Sio tasko aplinkoje yra tenki-
namos visus ekstremumo savybeés, tai §i taip pat galéetume laikysime ekstremumo tasku. 3 pav.
taskas 4, 2 yra lokalinio maksimumo taskas, o funkcija yra tolydi tik iS deSinés Siame taske. Mes
nagrinésime tik tolydzias funkcijas, todél tokie atvejai nebus nagrinéjami.

/.

3 pav.

¥

Parodysime, kokias funkcijos grafiko charakteristikas ”slepia” antros eilés funkcijos iSvestiné.
Tarkime, kad f'(x;) = 0. Be to tarkime, kad taske z; antroji iSvestine egzistuoja ir yra
tolydi Sio tasko aplinkoje. Tada teisinga tokia teorema:

Teorema 14. Tarkime, kad taske x, egzistuoja antroji funkcijos isvestiné ir f”(x1) # 0. Tada
nagrinéjamas taskas yra maksimumo (minimumo) taskas, jeigu f”(x1) < 0 (f"(z1) > 0).

Sia teorema sitilome irodyti skaitytojui.

Aptarsime didziausios (maziausios), tolydzios funkcijos, reiksmés uzdarame intervale, radimo
algoritma. Visu pirma panagrinékime didziausios reiksmeés radimo uzdavini. 1) Randame Sios
funkcijos visus lokalinio maksimumo taskus. IS visy Siy taskuy isrenkame ta, kuriame funkcija
igyja pacia didziausia reikSme. Naudodamiesi 6.4 Teorema gauname, kad funkcija apibrézta
ir intervalo galiniuose taskuose. 2) Suskaiciuojame Sios funkcijos reiksmes galiniuose taskuose.
Palygine Sias reiksmes su reiksme gauta 1) dalyje iSrenkame i$ ju didziausia. Tai ir bus iesko-
moji, maksimali funkcijos reiksmeé, duotame intervale.

Minimali funkcijos reiksme, uzdarame intervale, randama visiskai analogiskai.

6.4 Funkcijos iskilumas. Perlinkio (vingio) taskai

Apibrézimas Sakysime, kad funkcijos grafikas yra iskila aukstyn (zemyn) intervale (a, b)
kreive, jeigu Siame intervale visi funkcijos grafiko taskai yra po liestine (virs liestinés).
[rodysime tokia teorema:

Teorema 15. Jeigu visuose intervalo (a,b) taskuose, funkcijos — f"(x) < 0 (f"(x) > 0), tai

ios funkcijos grafikas yra iskila aukstyn (Zemyn) kreivé.

© Panagrinékime pirmaji atveji, t.y. tarsime, kad f”(z) < 0 intervale (a,b). Pasirinkime
zo € (a,b) ir per §i taska nubrézkime funkcijos grafiko liestine. Parodysime, kad $iuo atveju
liestinés taskai yra ne zemiau negu funkcijos y = f(x) grafiko taskai.
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Jei nagrinéjame funkcija y = f(z), tai Sios funkcijos grafiko liestinés lygtis, taske zg, yra
tokia:
2(x) = f'(wo)(x — o) + f(x0)- (5)

Tada pradinés funkcijos ir liestinés ordinaciu skirtumas yra toks:

y— 2= f@) = fzo) = f'(zo)(w — m0).

Naudodami Lagranzo teorema, skirtumui f(x) — f(xo), paskutiniaja lygybe perrasome taip

y—z=(f(&) — f'(x0))(x — x0).

Dar karta taikydami Lagranzo teorema skirtumui f'(£) — f’(z¢) gauname

y—z=["(n)(E—x0)(x—m), 2o <n<E<w (6)

Turime, kad © — z¢p > 0 ir £ — g > 0, 0 be to f"(n) < 0. Tada is (6) lygybes isplaukia, kad
y(x) — z(xz) < 0, intervale (a,b). Taigi, funkcijos grafikas yra zemiau negu liestiné (lyginame
ordinates). Visiskai analogiskai samprotaujame, jeigu x < xy. Tik 8iuo atveju

r<é<n<wzy, rv—20<0,&—129<0.

Remdamiesi (6) lygybe, bei teoremos prielaida f”(z¢) < 0 gauname, kad y — z < 0. Taigi ir
siuo atveju funkcijos grafikas yra zemiau liestinés.

Antroji teoremos dalis irodoma samprotaujant visiskai analogiskai. Tai tikimeés atliks skaity-
tojas.

@

Apibrézimas Taskas, kurio deSinéje ir kairéje aplinkose yra skirtingas funkcijos grafiko
iskilumas, yra vadinamas grafiko perlinkio tasku.

Teorema 16. Tegu xo yra funkcijosy = f(x) tolydumo taskas. Tarkime, kad  f"(x¢) = 0 arba
taske xo antroji funkcijos iSvestiné neegzistuoja. Jeigu Sio tasko aplinkose Vi' (xo) ir Vi (xo)
yra skirtingas funkcijos grafiko iskilumas, tai taskas xo yra funkcijos grafiko perlinkio taskas.

o

Tarkime, kad f”(z) < 0, kai z € V5 (z0) ir f”(x) > 0, kai @ € V;" (). Taigi, jei x € V5 (z)
tai funkcijos grafikas iskilas aukstyn, o kai € V;"(z¢) tai grafikas iskilas zemyn. Vadinasi
taskas xq yra perlinkio taskas.

Tuo atveju, kai f”(x) > 0, kai z € V5 (x0) ir f"(x) < 0, kai x € V;"(x0), tai intervale
Vs (xo) funkcija iskila zemyn, o intervale Vi (z¢) iskila aukstyn. Taigi, siuo atveju taskas xq
taip pat perlinkio taskas.

%

4 pav. pateiktame funkcijos grafike matome, kad intervale (a,b) funkcija yra iskila zemyn,
o intervale (b, ¢) iskila aukstyn. Beje, taskas b yra perlinkio taskas.

¥

4 pav.
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6.5 Funkcijos grafiko asimptotés. Funkcijos tyrimo schema

Kartais tenka nagrinéti funkcijos grafikus, kai funkcijos grafiko ordinaté, argumento reiksmei
artéjant prie o (Sis taskas gali buti ir +00 ) arba neaprézta, arba turi kokia nors baigtine riba.
Apibrézimas Tiese y = z(x) vadinsime funkcijos y = f(x) grafiko asimptote (arba tiesiog
funkcijos asimptote), kai  — +o0, (z — z¢) jeigu atstumas tarp tiesés y = z(z) ir funkcijos
y = f(z) grafiko tasku artéja i nuli, kai = — o0, (x — x9).
Asimptote vadinsime vertikalia, jeigu ji statmena Ox aSiai, horizontalia, jeigu ji statmena
Oy asiai. Likusiais atvejais asimptote vadinsime pasviraja.
Turime, kad jei funkcijos grafikas turi vertikalia asimptote, tai bent viena lygybé yra teisinga:
lim f(z) = #00, lim f(z) = 400, lim f(x) = 4oc. Siuo atveju tiesé y = z¢ yra
rz—x0—0 r—x0+0 T—x0
vertikali asimptoteé.
Norint nustatyti vertikalia asimptote, reikia nustatyti funkcijos apibrézimo srities taskus,
kuriu aplinkoje funkcija yra neapréztai didéjanti (mazéjanti).
Tarkime, kad funkcija y = f(x) turi pasviraja asimptote, tegu z = kxz +b. Rasime §ios tieseés
koeficientus k, b.
Is asimptotés apibrézimo iSplaukia, kad turi biti teisinga asimptotiné lygybé:
lim (f(z) —kz —b) =0. (7)
T—00
Beje, simbolis oo reiskia bet kuri i$ simboliu +co0. Antra vertus, remiantis tuo paciu apibrézimu
galime tvirtinti, kad

lim (m—k—é):o.

T—00 €T X

Kadangi lim b/z = 0, tai

T—00

lim (@— ) =0.

T—r00 €T

Is paskutiniosios lygybes isplaukia, kad

k= lim M

r—o0 I

Gavome formule, pasvirosios asimptotés krypties koeficientui skaic¢iuoti. Zinodami k, i§ (7)
lygybés gauname, kad

b= lim (f(z) — zk).

T—00

Taigi, radome ir antraji pasvirosios asimptotés koeficienta.
5 pav. yra pateiktas funkcijos, kurios grafikas turi vertikaliaja asimptote x = 2 ir pasviraja
y = —ux, eskizas.

5 pav.
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6.6 Funkcijos grafiko braizymas

Braizant funkcijos grafika siulome laikytis tokios funkcijos tyrimo schemos:

1) randame funkcijos apibrézimo bei reiksmiu sritis bei nustatome funkcijos lygiskuma;

2) randame funkcijos grafiko taskus, kuriose grafikas kerta koordinatines asis, bei trukio
taskus;

3) funkcijos didéjimo bei mazéjimo intervalus;

4) funkcijos lokalinio minimumo ir maksimumo taskus, bei didziausias ir maziausias reiksmes
apibrézimo srityje, jeigu jos egzistuoja;

5) isgaubtumo intervalus, bei perlinkio taskus;

6) funkcijos grafiko asimptotes.

Remdamiesi siais duomenimis braizome funkcijos grafika.

Pavyzdys Remdamiesi pateikta schema istirkime funkcija

ZBZ

x2—1

fz) =

1. Matome, kad sios funkcijos apibrézimo sriti sudaro aibé D(f) = R \ {—1,1}. Ne-
sunku suprasti kad §i funkcija yra lyginé. Vadinasi grafikas simetriskas koordinatines asies
Oy atzvilgiu.

2. Jei x = 0, tai y = 0. Tad Sios funkcijos grafikui priklauso koordinaciu pradzios taskas.
Taskai x;1 = —1, x5 = 1 yra funkcijos antros rusies trukio taskai.

3. Sios funkcijos isvestiné
—2x
/ JR—
f (iL‘) - (UTQ . 1)2'

Matome, kad taske z3 = 0 iSvestine lygi nuliui. Be to Sio tasko aplinkoje iSvestiné keicia zenkla
i + — —. Tad taskas x3 yra lokalinio maksimumo taskas. Remiantis iSvestine nustatome, kad
funkcija didéja, kai x < 0 ir mazéja, kai x > 0.

4. Sios funkcijos antroji isvestine

622 + 2

f'(x) = o1

Matome, kad skaitiklis visada teigiamas, tad antroji iSvestiné nelygi nuliui. Todél perlinkio
tasku néra. Kita vertus, jei |z| < 1, tai antroji iSvestiné neigiama (Sioje srityje funkcija iskila
aukstyn) ir jei |z| > 1, tai f”(z) > 0, vadinasi Sioje srityje funkcija iskila zemyn.

5. Funkcija turi dvi vertikalias asimptotes taskuose —1 ir 1. Beje,

. z? . z?
lim = —o00, lim = 0
ool— 2 — 1 o1+ 2 — 1
ir
: 2 . z?
lim =00, lim = —00.
z—1— g2 — 1 z—1+ 2 — 1

Nustatykime ar funkcija turi pasviraja asimptote. Skaic¢iuojame riba:

2
i I g T
T—=00 T 00 x(;z;z — 1)

Tad pasvirosios asimptotes krypties koeficientas £ = 0. Skai¢iuojame laisvaji nari

2

b= lim f(x)—0x = lim =1

T—00 z—00 12 — 1

Vadinasi egzistuoja pasviroji asimptote y = 1.
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Remdamiesi turimais duomenimis braizome grafiko eskiza:

¥

S N

1

Teoriniai klausimai

1. Rolio, Kosi (Lagranzo), Lopitalio teoremos.

2. Skaic¢iuoti funkciju Teiloro eilutes, vertinti liekanas.

3. Pirmos ir antros eilés iSvestines (pirmos ir antros eilés diferencialo) taikymai tiriant
funkcijos bei jos grafiko ekstremumus bei iSgaubtumus.

4. Tirti funkcija bei breézti jos grafiko eskiza.

Uzdaviniai savarankiSkam darbui

1. Raskite nurodytu funkciju didéjimo ir mazéjimo intervalus:

2z ) T

1) V=1 2) y=ux+sinz; 3) y = cos—;
—z, 2 2 2 a?

4) y=e2% 5) y=o"—ln(@%); 6) y=
r? + 2x Inz r?—1

7oy T g LT gy .
)y x+1 Y NI ) r+1

Ats: 1) mazéja, kai x € (—oo, —1) U (1, 00); didéja, kai x € (—1,1);
2) funkcija didéja visoje aibéje R;
3) didéja aibéje (527, 2) U (=g —5ig)s k= 0,1,
mazéja aibéje (55, 307) U (=95 —3m5), F=0,1,..;
4) didéja aibéje x € (0,n); mazéja aibéje x € (n, 00);
5) mazéja, kai x € (—oo, —1) U (0,1); didéja, kai z € (—1,0) U (1, 00);
6) mazéja, kai € (—o0,0) U (25, 00); didéja, kai z € (0, 1%5).

2 2
In2’ ’ In2

2. Nustatykime pateiktu funkciju iskiluma bei perlinkio taskus:
1) y=32>—2% 2) y=x+sinz; 3) y=In(l+2%4) y:x—i-xg;

Ats:

1) grafikas iskila zemyn kreive, kai x € (—oo, —1), iskila aukstyn kreive- x € (1,00); . = 1—
perlinkio taskas;

2) grafikas iskila aukstyn kreivé, kai x € ((2k + 1), (2k + 2)7), k € Z; iskila zemyn kreive-
x € (2km, (2k 4+ 1)7), k € Z; x = kn— perlinkio taskai;

3) grafikas iskila aukstyn kreive, kai |z| < 1, iskila zemyn kreiveé- |z| > 1; x = £1— perlinkio
taskas;

4) grafikas iskila aukstyn kreive, kai x > 0, iskila zemyn kreive- x < 0; x = 0— perlinkio
taskai;
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3. Raskite nurodytu funkciju maziausias ir didziausias reikSmes nurodytuose intervaluose;
1
1) f(z)=a2+—, 2€]0.01,100] 2) f(z)=|z*>—3x+2|, z € [-10,10];
x

3)f(r) =+vxlnz, xc[le], 4) flr)=a2%" z¢c]l,2].

Ats:
1) 2, 100.01; 2)0, 132; 3)1, 3.
4. Raskite funkciju lokalinio ekstremumo taskus bei funkciju reikSmes Siuose taskuose:

2
1) y= 1o .2 _:;2; 2) y=+xlnz;, y=sinze®; 4) y=|z|e 7.

Ats:

1) f(=1) = —1, —1 lok min. taskas; f(1) = 1, 1 lok max. taskas; 2) f(e?) = &, e*—
lok min. taskas. 3) Taskai z) = —7F + 27k, kK € Z yra lok. minimumo taskai, f(x;) =
_\/Lie—%%rk, k € Z; taskai u, = —?’T” + 27k, k € Z yra lok. maksimumo taskai, f(uy) =
\%e%ﬂﬁ’m, k € Z. 4) x = —1, lok. maksimumo taskas,f(—1) = e?; z = 0, lok. minimumo
taskas,f(0) = 0; « =1, lok. maksimumo taskas,f(1) = 1.

5. Istirkite funkcijas ir nubraizykite ju grafikus;

x? —1 g+ Lsing (1+x>2 e” 1?42
= ——: y=sinx+ —sin3z; y= Doy = NTIES ;
M L it Ve ) Yy YT

y = x + 2arctgr; y = le® —1; f(z)

1+ 22 e
Al (IR N

6. Naudodami Lopitalio taisykle apskaic¢iuokite ribas:

tgr — tgr — 1 r—a® In(sin 2
1) lim T ‘ ’ 7 2) lim Teer T2 ;3) lim i ;4)  lim —n(s?n x);
=0 xr — sinx =0 12 rsa T —q 2—0 In(sin 4x)
5 lim(2—2)%%; 6) m {0 ) lm et 8) lim %;
z—1 x—0 T z—0+ z—7F 2sin“xr — 1
. sinz, L .2 1
9) glclir(l) ( " )=%;  10) glﬁlg% - (arccosz)®.

Ats:

)2 2) —1 3)a(lna—1); 4 1; 5)er; 6) % 7)1 8) L 9)es; 10) 2ex.

7. Kokioms q reiksméms elastingumo koeficientas 1 igyja maksimuma, ir kokioms minimuma,
jei:

p = 1000 — ¢*.

Ats: 5; 30.

8. Imones vadybininkas pastebéjo, kad pagamintos produkcijos kiekis priklauso nuo darbuotoju
skaiciaus tokiu budu:

g =80m? — 0, 1m™.

Nustatykite, koks darbuotoju skaic¢ius turetu dirbti imonéje, kad buity gaminamas maksimalus
produkecijos kiekis?

Ats: 20.

9. Monopolinés imoneés produkcijos poreikiu funkcija yra tokia: p = 400 — 2q, ¢ia p piniginé
(tarkime litais) israiska. Tarkime, kad ¢ produktu gamybos vidutiniai kastai yra ¢ = ¢ + 160 +
%. Koks imonés galimas maksimalus pelnas?

Ats: 2800
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Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Raskite nurodytu funkciju didéjimo ir mazéjimo intervalus bei ekstremumo taskus.
Nurodykite perlinkio taskus:

D y=1—— 2) y=¢@+4) 3) y=a+h@); 4) y= ”’”2—+
5) yz%; 6 yz%; 7) y:iz:;.
2. Istirkite funkcijas bei nubrézkite siy funkciju grafiky eskizus remdamiesi tyrimo medziaga:
1) y= IHT;E; 2) y=e 2% 3) y=a—In(a?).
1) y= %; 5) y= —ﬁgf; !

3. Tarkime, kad duotas [ ilgio vielos gabalélis. Kokiu matmenty turéty buti sta¢iakampis,
kad jo plotas butu didziausias.

4. Gamykla A nutolusi nuo gelezinkelio 300 kilometry, kuris driekiasi per B miesta. Be
to atstumas nuo A gamyklos iki miesto B yra 1000 kilometru. Kokiu kampu nuo gamyklos A
link gelezinkelio reikétu nutiesti kelia, kad kroviniy pristatymas i§ A i B butu pats pigiausias.
Zinoma, kad krovinio pervezimas magistrale 3 karty brangesnis negu gelezinkeliu.

5. Raskite trikampio A(0,0), B(1,0), C(0,1) vidaus taska, nuo kurio skai¢iuojama
atstumu iki virsuniy kvadraty suma butu maziausia.

6. I staciaja trapecija, kurios pagrindai 24 ir 8, o aukstine 12 ibréztas stac¢iakampis. Kokios
turi buti staciakampio krastinés, kad staciakampio plotas buty didziausias? Apskaic¢iuokite kiek
procenty trapecijos ploto sudaro Sio staciakampio plotas.

7. Imonés vadybininkas pastebéjo, kad pagamintos produkcijos kiekis priklauso nuo darbuotoju
skaiciaus tokiu budu:

g =80m? — 0, 1m™.

Nustatykite, koks darbuotoju skai¢ius turetu dirbti imonéje, kad biity gaminamas maksimalus
produkecijos kiekis?
8. Naudodami Lopitalio taisykle apskaic¢iuokite ribas:

8=

T 1 -
1)l (2—2)FF: 2) lim {40 €
r—1 z—0 X
tgx)'/3 —1 inz, 1
3) lim z% 4) lim %; 5) lim (SIHZL‘)H.
z—0+ z—% 2sin“z — 1 =0\ T

9. Reikia pagaminti staciakampio gretasienio formos dézute. Dézutés dugno plotas turi bti
lygus 10dm?, o $oninio pavirgiaus plotas- 40dm?. Kokie turi biiti dézutés matmenys, kad jos
visy briauny ilgiu suma buty maziausia?

10. Monopolinés imonés produkcijos poreikiy funkcija yra tokia: p = 400 — 2q, cia p
piniginé (tarkime litais) israiska. Tarkime, kad ¢ produktu gamybos vidutiniai kastai yra ¢ =
q + 1600 + %. Koks imonés galimas maksimalus pelnas?

11. Uzrasykite pateiktu funkciju Teiloro eilutes iki ° laipsnio (tasko 0 aplinkoje) imtinai:

x2+2x+3‘

a) f(x) = pb) fl@) =M o) fla) = xln(z +1).

rz—1
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