V. DIFERENCIALINIS SKAICIAVIMAS
5.1 ISvestiné.

Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra apibrézta kokiame nors intervale [a, b]. Kaip paprastai,
A f(x) vadinsime funkcijos pokyciu taske z, atitinkan¢iu argumento pokyti Axz. Laikysime, kad
argumento pokytis Ax # 0.

Apibrézimas  Funkcijos y = f(x) isvestine taske x (Zymésime f'(x)), vadinsime tokia
santykio riba:
. flz+Az) — f(x)
/ —
@) = Alirgo Ax ’

jeigu §i riba egzistuoja.

Sakysime, kad funkcija turi iSvestine intervale (a;b) jei bet kokiame 8io intervalo taske
iSvestine egzistuoja.

Atkreipsime démesi, kad jei funkcija turi iSvestine, bet kokiame intervalo (a,b) taske, tai
iSvestiné bus kintamojo x funkcija.

Pastaba Jei funkcija turi isvestine taske x, tai i funkcija yra tolydi siame taske (kodél?).

[svestinés samprata istoriskai susiformavo ieskant rysio tarp materialaus tasko nueito kelio
ir greicio. Tarkime, kad materialus taskas juda pagal toki désni:

s(t) =+ 2t,

¢ia t yra laikas. Tuomet santykis As(t)/At reiskia vidutini tasko greiti, per laiko momenta
At. Peréje prie ribos, kai At — 0, gauname materialaus tasko greiti, laiko momentu t. Kitaip
tariant, tasko judéjimo funkcijos iSvestiné nusako greicio, bet kuriuo laiko momentu, formule.
Pateiksime keleta ekonominiu interpretaciju.
Tarkime, kad funkcija y = R(q) reiskia pajamas, kurias gauna gamintojas, pagamines pro-
dukcijos kieki g. Paprastai $i funkcija vadinama pajamu (revenue) funkcija. Santykis

AR(q)  R(q+ Aq) — R(q)

Aq Aq

yra vidutinis naudingumo kitimo greitis, atitinkantis gamybos prieaugi Ag. Ribinémis pa-
jamomis (marginal revenue) vadinsime tokia santykio riba:

;v ... Rlg+Aq) —R(q)
lg) = AI}IIEO Aq '

Ribinés pajamos nurodo kokios papildomos pajamos, esant gamybos apimciai ¢, bus gautos
pagaminus viena papildoma produkta.

Tarkime, kad = reiskia nacionalines pajamas. Funkcija v = h(z) siejancia nacionalines
pajamas x su bendru vidaus vartojimu v, vadinsime vartojimo funkcija. Tada ribiniu vartojimu
(the marginal propensity to consume) vadinsime tokia santykio riba:

p . hlz+ Ax) — h(x
() = fim, S

Ribinis vartojimas nurodo kaip pasikeis (keliais vienetais) nacionalinés pajamos, esant var-
tojimo lygiui v, jei vartojimas padidés vienu salyginiu vienetu.

Skirtuma s = x — v, s vadinsime kaupimo funkcija. Tada ribiniu kaupimu vadinsime tokia
funkcija

s =1-"n'(z).
Pastarosios funkcijos déka galime nustatyti, kaip keiciasi kaupimas, priklausomai nuo vartojimo
lygio.
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Skaitytojui siulome isitikinti, kad funkcijos y = f(x) iSvestine, taske zy, yra lygi tieses,
lieciancios funkcijos y = f(z) grafika taske (zo, f(x¢)), krypties koeficientui. Taigi, jei zinome
funkcijos iSvestine, tai galime nurodyti liestinés, bet kokiame taske, lygti. Tieses lygtis, kai
zinomas taskas ir krypties koeficientas yra tokia:

y — f(zo) = f'(z0)(x — 70).
Analogigkai, kaip ir apibrézéme funkcijos ribas i§ desinés ir kairés, apibrésime funkcijos
iSvestines i$ kairés ir desineés.
Tarkime, kad ¢ = f(q) yra gamintojo bendruju kastu (islaidu) funkcija, ¢ia ¢— pagamintos
produkcijos kiekis. Zemiau pateiktame 1 pav. iliustruojama bendruju kastu (islaidu) kreive.

1 pav.

Tarkime, kad gamybos apimti padidinome dydziu Ag, t.y. iki lygio g + Aq. Tuomet islaidos
padidéja dydziu f(q¢ + A) — f(q). Pazyméje bendra kastu pokyti dydziu Ac gauname, kad
vidutiniai kastai, produkcijos apimti padidinus dydziu Agq, sudaro toki dydi:

Ac _ fla+Aq) — fla)

Aq Aq
Beje sis santykis yra vadinamas vidutiniu kastu (islaidu) kitimo greiciu ¢ atzvilgiu intervale
9,9 + Aqg].
Tada
. Ac ,
lim — =¢

yra vadinama ribiniais kastais esant gamybos apimciai q. Tad ribiniai kastai, esant gamybos
lygiui ¢, reiskia papildomo produkto vieneto gamybines islaidas, kai gamyba didinama esant
gamybos apimciai q.

Apibrézimas  Funkcijos y = f(z) desiniaja iSvestine, taske x, vadinsime santykio riba:

PR (CRC o 0)

Az—0+ Az ’

jei Si riba egzistuoja.
Apibrézimas  Funkcijos y = f(z) kairiaja iSvestine, taske z, vadinsime santykio riba:

f(x+ Ax) — f(x)

= lim
Az—0— Az

Y
jeigu si riba egzistuoja.
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Kadangi isvestiné apibréziama ribos terminais, tai funkcijos y = f(z) iSvestiné taske z
egzistuoja tada ir tik tada, kai f’ (z) = f’ ().

Pavyzdys Raskime funkcijos y = |sinz| iSvestine taske 0. Pasirodo, kad §i iSvestiné
minéetame taske neegzistuoja, kadangi

sin(0 4+ Az) —sin0 |

i . .

1 (0) = Aglclg(lwr Arx ’
Coy g sin(0+Az) —sin0

P = i S

Pavyzdys Raskime funkcijos

2z, T <1,
flz)=Xa?+1, 1<z<2,
2272 4 4, 1> 2,

isvestine visoje realiuju skai¢iu tieséje. Sios funkcijos grafiko eskizas pateiktas pav 2.
AN

2 pav.
Suskaiciave funkcijos iSvestine kiekviename intervale atskirai, iSskyrus intervalu galus gau-
name:

2, T <1,
flz) =<2z, 1<z<2,
22102, x> 2.

Raskime isvestinés reikSme tolydumo taskuose x; = 1 ir zo = 2. SuskaiCiave gauname, kad
fL(1) =2 = f (1) = 2. Taigi, taske x i5vestiné egzistuoja. Tuo tarpu f’ (2) =4 # f1(2) =In2
gauname, kad iSvestiné taske xy neegzistuoja.

Teorema 1. Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi tasko xo aplinkoje ir be to grieztai
monotoniné tasko xo aplinkoje. Jei funkcija y = f(x) turi iSvestine Sio tasko aplinkoje, su
salyga f'(x) # 0, tai tasko yo = f(xo) aplinkoje egzistuoja funkcija f~(y), turinti isvestine
taske yo, kuria galime skaiciuoti tokiu budu:

1

(f_ ) (yO) = f,(xo)’

S/

Funkcija y = f(x) yra tolydi ir grieztai monotoniné tasko x, aplinkoje, taigi funkcija yra
bijekcija Sioje aplinkoje todél, remdamiesi 4 skyriaus 4 Teorema gauname, kad egzistuoja funkci-
jos y = f(x) atvirkstine, kuri tolydi tasko yo = f(xo) aplinkoje. Suteikime taskui y, argumento
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pokyti Ay. Si pokyti atitinka atvirkstinés funkcijos pokytis Az # 0, nes funkcija grieztai mono-
toniska, be to pokytis Ax — 0, kai Ay — 0, kadangi funkcija 2 = f~!(y) yra tolydi. Tada
gauname, kad

N . Ax(yo) , 1 1

1\/ _ 0) _ _

U 0) = fimy =R~ = i 5 = Py
(Yo

%)

Teorema 2. Tarkime, kad egzistuoja funkcijos v = 1(t) isvestiné taske to ir funkcijos y = f(z)
isvestiné taske xo = ¥ (ty). Tada egzistuoja ir sudétinés funkcijos f(1(t)) isvestiné taske to, kuri
skaiciuojama taip:

(F@) = F/lwo) - 4/(t0).

o

Argumentui ¢ suteikime pokyti At # 0. Ji atitinkantis argumento pokytis Az = A (tp).
Antra vertus, pokytis Az indukuoja funkcijos pokyti Ay = Af(zg). Funkcijos isvestiné taske
xo egzistuoja, todeél teisingas sarysis

Ay = f'(z9)Az + Aza(Azx), a — 0, kai Az — 0.

Padalije panariui sia lygybe is At gauname

Y Flao) ot o 0

Tarkime, kad At — 0, o kadangi funkcija x = ¥ (t) tolydi nagrinéjamame taske, tai tada ir
Az — 0. Bet tuomet ir a — 0, kai At — 0. Tada

A ar V)

I$ (1) ir paskutiniojo sarysio iSplaukia teoremos tvirtinimas.
S

5.2 ISvestinés skaiciavimo taisyklés

Teorema 3. Tarkime, kad egzistuoja funkciju f(z) ir g(x) isvestinés taske x. Tada egzistuoja
ir Sy funkciju sumos, skirtumos, sandaugos ir dalmens (jei daliklis nelygus nuliui) isvestinés.
Be to sias isvestines galime skaiciuoti tokiu budu:

[f() £g(@)]' = f'(x) £ ¢'(2), [f()g(x)] = f'(x)g(z) + f(x)g'(x)

i

o
1. Trodykime pirmaja, iSvestinés skaiciavimo formule. Pazymeékime h(z) = f(x) + g(z).

o h(z + Ax) — h(x) B
MO A

. J@+ Az) +g(z+ Az) — (f(z) + g(z))
AI;IEIEO( A.T) B
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2. Suskai¢iuokime dvieju funkciju sandaugos isvestine. Pazymeékime v(z) = f(z)g(x). Tada

it An) - glo+ Ar) — F() - g()
V(@)= Jim ( ~ )=
(e A — f@)g(e) | (gla + Ax) — g@)f (@)

Jim ( ~ + M ) =

f'(x) - g(x) + f(z) - g ().
3. Rasime funkciju santykio isvestines skaic¢iavimo formule. Pazymeékime u(z) = f(z)/g(z).
Tada

flx+Ax) . M
<g<x+m> g(w>>

’LL/(.CE) - Alggo Az -
i, (UL 20— Jote) _ o +20) pte)))
Az—0 Azg(x + Az)g(z) Azxg(z)g(x + Ax)
f'(x) -g(x) = f(x) - ¢'(x)
g*(x) '

5.3 Elementariuju funkciju iSvestineés

Naudodamiesi iSvestinés apibrézimu suskaic¢iuosime elementariyju funkciju iSvestines.
Visu pirma pastebésime, kad konstantos iSvestiné yra lygi nuliui. Turime, y = ¢. Skai¢iuokime

lim 2Y _ lim c=c_ lim

— =0.
Az—0 Ax  Az—0 Ax A0 Ax
Apskaic¢iuokime funkcijos y = sin x iSvestine.
. Ay sin(z + Azx) —sinz
lim — = lim =
Az—0 Ax  Az—0 Ax
. Az sin £
Jim cos(z + 7)@ = cos .
2
Skaitytojui sitlome irodyti, kad (cosz) = —sinx. Beje, irodymas analogiskas paskutinia-

jam.
Panagrinékime funkcija y = tgx = sinx/ cos z. Sios funkcijos iSvestine (apibrézimo srityje)
skaiciuosime remdamiesi funkciju santykio isvestinés formule. Turime:

(sinx)’ cosx — (cosx)'sinz 1

tor) = =
(tg7) cos? x cos? z.

Visigkai analogigkai skai¢iuojant nesunku parodyti, kad (ctgr)’ = 1/(—sin® ).
Nagrinésime funkcija y = log, x. Turime, kad

5 _ log,(r + Ax) —log, x y %10ga (1 + %)
Arso Az Arso Az = Ao %
—log, (1+ _x) - log, e.
x x x

Tuo atveju, kai a = e gauname, kad (Inz) = 1/z.
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Rasime funkciju arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg ¢ ir a” iSvestines, remdamiesi Teorema 1.
Apskai¢iuokime funkeijos y = arccosz isvestine. Si funkcija apibrézta intervale [—1,1] ir Siame
intervale ji turi atvirkstine funkcija @ = siny. Intervale (—7n/2,7/2) funkcija siny tenkina
visas 1 teoremos salygas, todél jos atvirkstiné funkcija y = arccos x taip pat turi iSvestine, bet
kokiame intervalo (—1, 1) taske, kuri skai¢iuojama taip:

1 1 1 1
(arcsinzx) = =

(siny)  cosy /1 —sin?y V1o

Skaitytojas, samprotaudamas analogiskai, nesunkiai irodys, kad

-1
V1—22
Apskaiciuokime funkeijos y = arctg x iSvestine. Si funkcija apibrézta aibéje R yra atvirkstiné

funkcijai = tgy, apibréztai intervale y € (—7 /2, 7/2). Kadangi funkcija x = tg y tenkina visas
Teoremos 1 salygas, tai

(arccos z)" =

(arctg x)’ ! cos® ! !
T f— = = = .
e (tg y)’ YTl ey 1va?

Skaitytojui paliekame irodyti, kad

1
1+ 22

(arcctg ZL’), =

Apskai¢iuokime funkcijos y = a” isvestine. Zinome, kad rodikliné funkcija y = a® yra
apibrézta realiuju skaiciu aibeje ir atvirkstine funkcijai « = log, y, apibréztai ir tolydziai aibéje
y > 0. Vadinasi funkcija y = a” tenkina Teoremos 1 salygas, todél jos iSvestine skaiciuojame
taip:

1 1
(a%) = = Y

(log,y)"  ,log, e " log, €

=a"lna.
Jei a = e, tai
(") =e".

Naudodamiesi Teorema 2 apskaic¢iuokime funkcijos y = x® iSvestine, kai a € R. Jei nekeliame
papildomu apribojimu laipsniui «, tai tada sios funkcijos apibrézimo aibé yra (0;00). Todél
a\’ alnz)’ 1 a a—1
(x):(e ):agx =z .

Pateiksime elementariyju funkciju isvestiniu lentele.

1. (%) = ax*™!

2. (log,x) = ——

3. (@) =a"lna

4. (sinz) = cosx

5. (cosz) = —sinx

6. (tgl’)l = 0051233

7. (ctgr) = ——%

8. (arcsinz) = 112.
9. (arccosz) = — 1£x2
10. (arctgz) = —
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Uzrasykime apibendrinta lentele, kai funkcija yra sudétiné. Gauname, kad
((f(2)*) = a(f(x))*~f(z).

(8] (2)) = i ),
(a/@) = o/ @ 1naf’( )-
(sin f(2)) = f(x) cos ().
(cos f(x)) = —f'(z)sinz.
(
(
(
(

tefle)) - -

© X N Tt W

arccosf(x)) = — fll(jzz.
10. (arctgf(x)) = {'jg
11. (arcctgf(z)) = —{;(2

Pastaba Aptarkime, kaip rasti sudétines funkcijos

v= (/@) 1>

iSvestine.
Visu pirma logaritmuojame sia funkcija. Gauname

ny = g(x) (I (f(2))).
Skaiciuojame abieju reiskinio pusiu iSvestine. Turime, kad
/

Y _ @) (n (1) + o) (m (7))

Yy
arba

v = (5@)" (g@ (1w (7)) + o) (m (5@)) ).

Pavyzdys Raskime funkcijos
Yy = (111 x)z

iSvestine. Logaritmuodami abi Sio reiskinio lygybés puses ir skaiciuodami abiejy lygybés pusiu
iSvestines gauname
/

Iny=zInlnz, ir L. ’Inlnz + z(Inlnz)’.

Tada

z 1
v =y - (Inlnz + L), arba y = (Inz) (1n1nx + —)
rinz Inx
5.4 Aukstesniu eiliu iSvestineés

Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra tolydi ir be to turi iSvestine taske z. Jei funkcija

y = f'(x) turi iSvestine taske x, tai Sia iSvestine vadinsime funkcijos y = f(x) antraja iSvestine

ir zymeésime " = y(? = (f’(x))/ Tarkime, kad egzistuoja funkcijos y = f(x) n—1—oji iSvestiné

taske x. Tada funkcijos ( fin=b) ([L’))/ isvestine vadinsime funkcijos y = f(x) n—aja iSvestine ir
zymesime y™ = £ (z),
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Kai kuriu funkciju n—os eilés isvestines galima skaiciuoti naudojant rekurentines formules.
Panagrinékime funkcija y = . Turime, kad

fl(2) = (%) = az® . Tada fP(z) = (a — 1)az®"2

Nesunku suprasti, kad f™(z) = (a —n+1)...(a — 1)z*™".
Suskaic¢iuokime funkcijos y = sinz n— aja iSvestine. Turime, kad 3’ = cosz. Skai¢iuodami
iSvestines paeiliui gauname:

y?® =sinz, y® = —cosz, y*¥ =sinz.

Tada, y® = cosz, ir t.t. Matome, kad 4— oji i§vestiné yra lygi pradinei funkecijai ir t.t.. Tad
apibendrindami galime rasyti:

T
y™ = sin(z + §n)

Samprotaudami visiskai analogigkai galime parodyti, kad 3™ = cos(z + 5n).
Suskaic¢iuokime funkcijos y = In z n—aja iSvestine. Turime, kad

y' = 1/x. Tada y? = —1/3:2.

Nesunku suprasti, kad
1
M — (=) (n—1)—.
Y = (<) = 1)t
Nagrinésime funkcija y = e*. Sios funkcijos pirmoji isvestiné lygi pradinei funkcijai. Todeél
ir bet kuri aukstesnés eilés iSvestiné lygi pradinei funkcijai. Taigi,

y = e®,

Tarkime, kad f(z) = u(z) + v(z). Aisku, kad f™(z) = u™(z) + v (z). Tegu g(x) =

u(zx) - v(z). Tada teisinga Leibnico formulé sumos n— ajai iSvestinei skaic¢iuoti. Butent:
g (x) = (uv)™ = u™y + CluP VM 4 229 @ 1 ™)

Pastebésime, kad Leibnico formulés desinioji pusé sutampa su reiskinio (v + v)™ binominiu
déstiniu, tik Leibnico formuléje vietoje u ir v laipsniu parasSytos atitinkamu eiliy iSvestinés.
[rodymas irgi analogiskas binomo formulés jrodymui, t.y. irodydami naudojame indukcijos
metoda. Tai atlikti sitilome paciam skaitytojui.

Pateikéme keliu klasikiniy funkciju, aukstesniu iSvestiniu skaic¢iavimo, rekurentines formules.
Deja, paprastai norint rasti aukstesniy eiliy iSvestines, tenka is eilés skaic¢iuoti visas iSvestines.

5.5 Funkcijos diferencialas

Apibrézimas Sakysime, kad funkcijay = f(x) yra diferencijuojama taske x, jei funkcijos
pokyti Ay, taske x, atitinkantj argumento pokyti Ax, galima isreiksti Sitaip:

Ay = AAx + Azxa,

cia A— koks nors skaicius, nepriklausantis nuo Ax, o a— nykstanti funkcija, kai Ax — 0.

Aptarkime diferencijuojamumo savoka kiek detaliau. Is apibrézimo isplaukia, kad jei funkcija
diferencijuojama, tai nedideléje tasko x aplinkoje sia funkcija, su nedidele paklaida, galime
pakeisti tiesine funkcija, kurios krypties koeficientas yra skaic¢ius A. Kalbant kitaip, funkcijos
grafikas nedideléje tasko aplinkoje ”panaSus” i tiesinés funkcijos grafika. Pasirodo, kad difer-
encijuojamumo savoka labai glaudziai susijusi su iSvestines savoka.

Teorema 4. Funkcija y = f(z) yra diferencijuojama taske x tada ir tik tada, kai funkcija
siame taske turi baigtine iSvestine.
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S
Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra diferencijuojama taske x. Laikome, kad pokytis Az # 0.
Tada, remdamiesi diferencijuojamumo apibrézimu galime uzrasyti, kad
Ay

E:A‘i‘()é

Is paskutiniosios lygybes isplaukia, kad

Ay
lim — = A= f'(z).
Ar o0 Ax J(@)
Irodykime atvirkstini teigini. T.y., tarkime, kad funkcija y = f(x) taske x turi iSvestine,
t.y. egzistuoja ribiné reiksme
Ay
lim — = f'(z).
Aro0 A J(w)
Remdamiesi ribos apibrézimu, pastaraja ribine lygybe galime perrasyti taip:

Ay = f'(z)Az + aAx,

¢ia « yra nykstamas dydis, kai Ax — 0. Pazymeéje f'(z) = A(z), pastebésime, kad f'(z)
nepriklauso nuo Az, taigi, funkcija yra diferencijuojama.

D

Remdamiesi pastaraja teorema galime tvirtinti, kad diferencijuojamumas ir iSvestinés egzis-
tavimas yra ekvivalencios savokos. Taigi, galime tvirtinti, kad diferencijuojama, taske =z,
funkcija yra tolydi.

Tarkime, kad funkcija yra diferencijuojama. Pastebékime, kad jei funkcija diferencijuojama
taske x, tai ja galime isreiksti dvieju démenu suma: pirmasis démuo AAz, kai A # 0, yra
argumento pokycio Az funkcija, kuri yra tiesiné Ax atzvilgiu (pirmojo laipsnio Az atzvilgiu),
nes A nepriklauso nuo Az taigi, yra tos pat eilés nykstama funkcija kaip ir Az. Tuo tarpu
antrasis diferencijuojamos funkcijos pokyc¢io narys yra aukstesnés eilés, negu Az, nykstama
funkcija, t.y. «a(Az)/Ax — 0, kai Ax — 0. Funkcijos poky¢io, taske x, tiesine dali, Ax
atzvilgiu, vadinsime funkcijos diferencialu taske x, atitinkanciu argumento pokyti Awx.

3 pav.

Funkcijos diferenciala zymésime
dy = AAzx.
Tuo atveju, kai A = 0, tai laikysime, kad funkcijos diferencialas yra lygus 0. Turédami omenyje,
kad A = f'(z) ir pazyméje argumento pokyti dz = Ax, funkcijos diferenciala galime perrasyti
taip:
/ / dy
dy = f'(z)dx. Bettada f'(x)= P
x
Kokia diferencialo geometriné prasmé? Panagrinékime funkcijos y = f(z) grafika (zr. 3
pav.). Tarkime, kad tasko M abscisé z, o tasko P abscisé yra lygi  + Ax. Be to, laikome, kad
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liestinei priklauso taskai M, S. Tarkime, kad atkarpa M N yra lygiagreti abscisiu asiai, o atkarpa
PN lygiagreti ordinaciu asiai. Brézinyje matyti, kad taskas @), yra liestinés M S susikirtimo su
atkarpa PN taskas. Tuo tarpu pokytis Ay yra lygus atkarpos N P ilgiui. Be to, diferencialas
dy lygus atkarpos N@ ilgiui. Beje, matome, kad diferencialas skiriasi nuo funkcijos pokycio.
Atkarpa P(Q) yra nykstamas dydis, priklausantis nuo Awx.

Remiantis diferencialo savoka galime tvirtinti, kad jei funkcija yra diferencijuojama, tai
esant pokyciui dx "arti 7 0, funkcijos diferencialas dy yra ”arti” funkcijos poky¢io. Kitaip
tariant funkcijos pokyti galima keisti diferencialu, kuris skai¢iuojamas zymiai paprasciau negu
funkcijos pokytis. Taigi

flz +dz) — f(z) ~ dy.

Pavyzdys Raskime funkcijos f(z) = Inx apytiksle reiksme taske 1,06. Turime, kad

f(140,06)~ f(1)+ f'(z)dz =In1+ g = 0,06.

5.6 Diferencialo formos invariantiSkumas

Parodysime, kad diferencialo forma

yra universali. T.y., ji nepriklauso nuo to ar argumentas nepriklausomas kintamasis ar yra
kokio nors kintamojo, tarkime ¢, funkcija.

Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra diferencijuojama taske x funkcija, kurios argumentas,
kintamojo ¢ funkcija, z = 1 (t). Remdamiesi sudétinés funkcijos isvestinés teorema turime, kad

Y = F@)'().

t laikykime nepriklausomu kintamuoju. Tada funkciju = = ¢(t) ir y = f(¢(t)) iSvestineés, t
atzvilgiu, yra tokios

dz ;o dy
"t)=—, o = 1)) = —.
Wity =1 v = (fe®) =4
Bet tuomet is paskutiniuyju lygybiy isplaukia, kad
dy . dz
Qb f (@E

Pastaraja lygybe padaugine is d¢ gauname, kad

dy = f'(z)dz.

Taigi, gauname, kad nepriklausomai nuo to ar funkcija sudétiné ar ne, diferencialo forma yra
ta pati.

5.7 Diferencialu skai¢iavimo taisyklés. Aukstesniu eiliu diferencialai
Tarkime, kad v = u(x), v = v(z). Tada

vdu — udv
—

d(u+v) =du=£dv, d(uv) = vdu + udv, d<E> =
%

v

[rodykime antraja lygybe. Remdamiesi diferencialo apibrézimu, randame

d(uv) = (uv)'dx = (u'v + uv')dx = u'dxv + uv'dx = vdu + udv.
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Likusias diferencialo skaic¢iavimo taisykles sitilome skaitytojui jrodyti paciam.

Naudodamiesi elementariuju funkciju isvestiniuy lentele, sudarykime siu funkciju diferencialu
lentele.

1.

© 00N Tt W

10. d

(
11. d(arcctgx) = —131:}‘(2.

Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra diferencijuojama tasko xy aplinkoje. Tada sios funkcijos
diferencialas lygus: dy = y’dx. Taigi, diferencialas yra dvieju dydziu 3/ ir dx funkcija. Tarkime,
kad visuose tasko zy aplinkos taskuose pokytis dx yra tas pat. Kitaip tariant, fiksuokime
argumento pokyti. Esant sioms salygoms apibrézkime sio diferencialo diferenciala:

d(dy) = (y'dx)/dx = yPdxdx = f@(x)dx>.
Pazymeéje d?y = d(dy) ir dx? = dxdx. Paskutiniaja lygybe perrasome taip:
d%y = £@(xq)dx>.

Rekurentiniu budu apibrézkime ir bet kokios eilés diferenciala. T.y. y = f(z) n— os eilés
diferencialu, vadinsime n — 1—os eilés diferencialo, diferenciala. Trumpai

d(d®Vy) = dy = £0)(x)dx™.
Paskutiniosios formulés teisinguma skaitytojui sitilome pasitikrinti naudojant indukcijos metoda.

5.8 Neisreikstinés funkcijos iSvestiné

Mes nagrin¢jome funkcijas, kuomet funkcijos reikSmés buvo skai¢iuojamos formule y =
f(z). Kitaip tariant, funcija buvo pateikiama isreiksine forma. Sis funkcijos uzasymo budas
vadinamas ”isreikstine” funkcijos forma. Kitaip tariant funkcija pateikiama isreikstine forma,
jei priklausomas kintamasis y yra isreiskiamas laisvuoju kintamuoju z.

Panagrinékime funkcini sarysi pateikta lygtimi: y® + zy = 3. Matome, kad kintamojo y
negalime isreiksti x atzvilgiu. Matome, kad taskas x = 2,y = 1 priklauso funkcijos grafikui.
Pasirodo, kad nors ir negalime rasti Sios funkcijos lygties y = f(z), bet galime rasti y'(x).
Metodas, kai yra randama funkcijos y iSvestiné atzvilgiu x, kai funkcija pateikta neisreikstine
forma, vadinamas neisreikstiniu diferencijavimu.

Skaiciuodami funkcijos isvestine y'(x) laikome, kad nagrinéjama funkcija yra priklausoma
nuo laisvojo kintamojo x, tik mes nezinome Sios priklausomybes lygties.

Pavyzdys Raskime y/(x), kai y(x) yra lygties

y'—ay =0

sprendinys. Be to apskaiciuokime y” ().

Laikome, kad funkcija y = f(z), kuri tenkina paskutiniaja lygti, egzistuoja. Be to §i funkcija
turi iSvestines iki antros eilés imtinai. Diferencijuojame abi lygybeés puses kintamojo x atzvilgiu.
Gauname

2uy —y —xy = 0.
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Ieskoma iSvestine randame iSsprende paskutiniaja lygti y" atzvilgiu

__ Y
2y —

y'(z)

Skaiciuojame antraja iSvestine remdamiesi apibrézimu. Gauname

» "(2y—=x 2y’ —1
(@) = (/) = () — Lald D

Pavyzdys Rasti y/(2) =, kai y(2) = 3, ofunkcija y=y(x) tenkinalygti :

y+axln(y—2) =21

Skaiciuodami abieju pusiu iSvestines gauname, kad

/

"+1In(y —2 = 2.
Yy +In(y —2)+ i
Irase duotas reikSmes gauname, kad
2y'(2
y(2)+Inl+ yl( ) =4.
Is paskutiniosios lygties gauname, kad
4
/
2)=-
y(2) =g

Papildomas skyrius. Taikymai ekonomikoje

Tarkime, kad imonéje dirba m darbuotoju, kurie per tam tikra laikotarpi pagamina ¢ vienetuy
produkcijos. Laikykime, kad ¢ = ¢(m). Tarkime, kad r yra pajamos, kurias gauna imoné
pardavusi ¢ produkcijos vienetu. Tada r = f(m). Santykis dr/dm reigkia pajamu kitimo greiti,
priklausomai nuo darbuotoju skai¢iaus. Antra vertus, r = pq, ¢ia p produkto vieneto kaina. Be
to p yra ¢ funkcija p = t(q). Vadinasi, pajamu kitimo greiti galime uzrasyti taip:

dr , dq dp
o (pq) —pa + C]E'
Be to
dp dp dq
dm dq dm
Tokiu budu

arba perrase kitaip turime, kad
dr dq

E:dm

Paskutinioji isvestiné yra vadinama ribiniu pajamu produktu (marginal revenue product).

Elastingumas
Tarkime, kad funkcija y = f(z) yra apibrézta intervale (a,b). Tarkime, kad taske = funkcija

y = f(x) turi isvestine. Tada funkcijos y = f(z) elastingumu, kintamojo x atzvilgiu, vadinsime
tokia santykio riba:

A
£ = Jim, (57 55) = )

Elastinguma galime interpretuoti kaip procentini funkcijos pokyti, argumento reik§mei pak-
itus vienu procentu. Paprastai elastingumui nustatyti naudojami procentiniai skai¢iavimai.
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Pastaba Kartais tenka skaiciuoti funkcijos y elastinguma x atzvilgiu, kai duota funkcija
r = g(y) = f~!(y). Tada auksciau uzrasyta formulé bus tokia:

gly) 1
B0 = Ty

Tarkime, kad y = f(x) yra bendrieji kastai, atitinkantys produkcijos kieki x. Tada kastu
elastingumas F,(y) reiskia bendruju kastu procentini kitima, padidéjus gaminamos produkcijos
kiekiui vienu procentu. Kadangi f’(z) yra ribiniai kastai, o f(x)/x yra vidutiniai gamybos
kastai, tai elastinguma galime interpretuoti taip: elastingumas yra ribiniy ir vidutiniuy kastu
santykis.

Daznai, modeliuojant rinkos elgsena svarbu zinoti, kaip reaguoja paklausa (paklausos kiekis)
i kainos poky¢ius. Tarkime, kad p yra produkto kaina, o ¢ = f(p)— paklausa (paklausos kiekis),
kuri yra kainos funkcija. Suskaiciave Sios funkcijos elastingumo koeficienta gauname, kad

Ey(q) = % - F(p).

Zinome, kad jei funkcija mazéja kokiame nors intervale, tai Siame intervale funkcijos iSvestine
yra neigiama. Kad iSvengti neigiamy skaic¢iu, paprastai vietoje Sio elastingumo koeficiento
daznai yra naudojamas modulis, t.y.

n = |Ey(q)l

Sis koeficientas reiskia paklausos kiekio procentini kitima, produkto kainai pakitus vienu pro-
centu. Laikoma, kad paklausa yra elastinga, jeigu n > 1, ne elastinga, jeigu n < 1.

Pavyzdys Tarkime, kad poreikiu funkcija p = f(¢) = 1200 — ¢>. Randame elastingmo
koeficienta (priklausanti nuo produktu kiekio):

n_i_(f—uoo
T dp 2 )
Y

Matome, kad jei ¢ = 10, tai |E,(10)| = n = 5,5. Gauname, kad jei kaina padidinsime vienu
procentu, kai produkcijos kiekis yra 10vnt., tai poreikis sumazés mazdaug 5, 5%.

Pavyzdys  Panagrinékime tokia poreikio funkcija: f(q) = %, k> 0. Sios funkcijos
elastingumo koeficientas yra lygus

77:| |:17

L[

nepriklausomai nuo ¢ reikSmés. Tokiu budu apibrézta poreikiy funkcija atlieka ”arbitro”
vaidmeni, kadangi esant mazesnei koeficiento 7 reikSmei paklausa jau neelastinga.

Tarkime, kad paklausa apibrézta tiesine funkcija: p = mqg+0b, m <0, b > 0. Laikome kad
q > 0 ir be to tegu p < b. Sios funkcijos elastingumo koeficientas yra lygus:

p
n= L pr _ P
= L
dq p—b

Panagrinékime §i elastingumo koeficienta detaliau. Suskaic¢iave iSvestine gauname, kad

. b
LI P

Vadinasi koeficientas yra mazéjanti funkcija, kadangi b > 0. Tad poreikiams augant elastingu-
mas mazéja. Matome, kad jei p = g, tai n = —1. Antra vertus, jei p < %, tai |n| < 1— poreikiai
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néra elastingi; jei g < p < b, tai || > 1 ir poreikiai yra elastingi. Matome, kad elastingumas
susijes su paklausa ir kinta priklausomai nuo paklausos (4 pav.).

b2

4 pav.
Panagrinéekime, kaip paklauso elastingumas jtakoja ribines pajamas. Tarkime, kad gam-
intojo pelnas yra r = pg, p = f(q). Tada ribinés pajamos esant gamybos apimciai ¢ yra
tokios:

dr dp
Tada elastingumo koeficientas
,_ rda
qdp
arba dr 1
aq p(l+ 5)

Matome, kad jei paklausa yra elastinga (n < —1), o tada 1+% > 0. Je ne elastinga, tai

1+ % < 0. Naturalu laikyti, kad p > 0. Tada r{, > 0 intervale, kuriame paklausa yra elastinga,
o Siuo atveju bendrosios pajamos auga. Kita vertus intervale, kur paklausa ne elastinga, ribinés
pajamos yra neigiamos, taigi Siame intervale bendrosios pajamos mazéja.
Apibendrinkime. Vadinasi jei paklausa elastinga, tai zemiausi kaina didins pajamas. Taigi
zemiausia kaina Siuo atveju didina paklausa, o tuo paciu ir gamintojo pajamas.
Apibrézimas  Santykiniu funkcijos y = f(x) kitimo greiciu, taske x, vadinsime santyki

f'(z)

f(z)
Procentiniu funkcijos y = f(x) kitimo greiciu, taske x, vadinsime santyki
f'(z)
f(z)

Santykinis kitimo greitis parodo, keliais procentais pasikeis funkcijos reiksme, taske z, vienu
vienetu pakeitus (padidinus arba sumazinus) .

- 100.

Pavyzdys Tarkime, kad gamintojas parduota savo produkta po 2 piniginius vienetus.
Tada bendrosios pajamos- pardavus ¢ produktu yra r = 2¢. Akivaizdu, kad ribinés pajamos
yra

r_y

dq
matome, kad ribinés pajamos nepriklauso nuo parduotu produktu kiekio ir visada yra vienodos
ir lygios 2. Palyginkime pajamu r kitima lygindami kitimo greiti su pardavimo mastu (kiekiu).
Tuo tikslu nagrinéjame santyki :—é Jis ir yra santykinis pajamu kitimo greitis esant pajamu
lygiui r. Tarkime, kad buvo pardubta 50 vnt. produkcijos, tuomet pajamu kitimo greitis yra

dr/dq

r

= 0,02,
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o procentis kitimo greitis - 2%. Tuo tarpu pardavus 5000 vnt. produkcijos santykis lygus
dr/dq

r

= 0,0002,

arba 0,02%.

Ekonominio gyvenimo analizéje svarbu vaidmeni atlieka vartojimo funkcija C' = f(I), kuri
apibrézia rysj tarp bendruju nacionaliniu pajamu [ ir bendro nacionalinio vartojimo C. Tada
ribinis vartojimas yra apibréziamas santykiu:

_dc
Al

Skirtuma tarp nacionaliniy pajamuy ir vartojimo vadinsime taupimu ir zymeésime

(1)

S=1-C.

Tada ribinis taupymas yra apibréziamas lygybe:

Tarkime, kad p = f(q) yra imonés produkcijos paklausos funkcija, p— produkto kaina, o
g— parduotu produktu kiekis. Tada bendrosios pajamos r = pqg = ¢f(q). Tarkime, kad ¢
produktams pagaminti reikalingi bendrieji kastai yra ¢ = g(¢q). Tada bendrasis pelnas P, kuris
yra lygus bendryju pajamu ir bendruyju kasty skirtumui, yra ¢ funkcija:

P=r—c=qf(q) —9(q).

Pabandykime issiaiskinti, kada firma gauna didziausia pelna? Zinome, kad bitina, funkcijos
turincios isvestine, ekstremumo salyga- jos iSvestine yra lygi nuliui, taigi

dpP d
d-q—a(T—C)—O

Taigi, ekstremali reiksSmeé pasiekiama, kai

dr de

aa” dq
¢ia, dr/dq ribinés pajamos, o dc/dq yra ribiniai kastai. Taigi gavome, kad norint maksimizuoti
pelna bitina, kad ribinés pajamos biitu lygios ribiniam pelnui.
Norint jsitikinti, kad esant Sioms salygoms iS tiesy gauname maksimaluy pelna, turime
patikrinti, funkcijos antroji iSvestiné yra neigiama. Taigi
d°p  dr  d%c

Y
dg? dg? dg? ’

arba
d?r _ d?c
dg? =~ dq?’
Pastaroji salyga ekvivalenti salygai, kad skirtumo
dr dc
dq dq
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zenklas keiciasi i§ (4) i (—), o ne atvirksciai. Tai reiskia, kad maksimumo taske ¢;, kuriame
pasiekiamas maksimalus pelnas, ribiniu islaidu kreivé (I) susikerta su ribiniu pajamu kreive
(zr. 5 pav.)

5 pav.
Teoriniai klausimai

1. Zinoti funkcijos idvestinés apibrézima bei skaic¢iuoti funkciju isvestines remiantis apibrézimu.
2. Moketi irodyti iSvestiniu skaic¢iavimo taisykles.
3. Skaiciuoti iSvestines taikant iSvestiniu skaic¢iavimo taisykles.
4. Mokeéti jirodyti teoremas apie atvirkstinés ir sudétinés funkciju isvestiniy skaic¢iavima.
5. Zinoti taikymus ekonomikoje (elastingumo koeficientas, santykinis ir procentiniai prieau-
giai, ribiniai (marginalieji) dydziai).
Uzdaviniai savarankiSskam darbui

1. Apskaiciuokite pateiktu funkciju isvestines ir diferencialus iki antros eilés imtinai:

a) f(z)= ii”——:—xl b) flz) =244 ¢) f(z)=sin?(z") - Ina® + 1.

2. Apskaiciuokite pateiktu funkciju isvestines 3/, y® taske A(3,1), jei :

1) 2 —ay+y° =7, 2) Val+y2+6=e"%5 43,

Ats:
20 —y 6 r+y 2(x% + 32
)y ="—7% ¥ =—"5,2) ¢ = , y@’:(—z)-
x—2y (z —2y) T—y (z —y)
3. Nustatykite, kuomet poreikiu funkcija elastinga, o kada ne elastinga, jei
fla) = pg.

4. Poreikiu funkcija yra apibrézta tokia lygybe:
p =500 — 2q.

Nustatykite kokioms ¢ reikSmeéms poreikiu funkcija elastinga, o kokioms ne.
Ats: Elastinga, jei 0 < ¢ < 125; ne elastinga, jei 125 < ¢ < 250.
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5. Produkcijos poreikiu funkcija apibrézta tokiu budu:
g = 500 — 40p + p?,

¢ia produkto vieneto kaina, o g— poreikis tukstanciais. Nustatykite elastingumo koeficienta,
kai vieneto kaina p = 15. Nustatykite kaip pasikeis poreikiai, jei Sia kaina padidinsime puse
procento?

Ats: 0,99 ,

6. Zinoma, kad x darbuotu pagamina ¢ vnt. produkty per diena, ¢ia ¢ = \/%. Be to
zinoma, kad poreikio funkcija tenkina lygti;

900
p_q+9'

Apibreézkite ribines pajamas, kai x = 9.

Ats: &, =10,71.

7. Sudarykite ribine pajamu funkcija bei raskite Sios funkcijos reiksme esant gamybos
apiméiai ¢ = 45, jei zinoma, kad poreikiu funkcija yra tokia:

1000
P= q+5

Ats:j—;‘m:45 =~ 2.
8. Tarkime, kad vartojimo funkcija apibrézta lygybe:

5(2v13 + 3)

I+3

Nustatykite ribini vartojima bei ribini taupyma esant pajamu lygiui I = 100.
Ats:% |]:100 ~ 0.536

Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Remdamiesi funkcijos iSvestinés apibrézimu apskaic¢iuokite funkcijos iSvestines nurodytu-
ose taskuose:

a) F(3), fz)=Ww22+30); b) f(1), fz)=Vi+ir,
¢) fl(x),zeR, fx)=a*+3z+1, d) fl(z),zeR,flz)=3""".

2. Remdamiesi teorema apie atvirkstines funkcijos iSvestine, raskite funkciju iSvestines:
a) f(z) =arctg(4+3z); b) f(zx)=7+4x.

3.

a) Raskite zemiau pateiktu funkciju iSvestines iki 2-os eilés imtinai;
f(z) = arcsin (2 — 52%);  f(z) = In (7 + 42);

flx)=vVa3+az+1-(1+22); f(r)=2"(Inz)".

b) Apskaiciuokite auksciau pateiktu funkciju diferencialu, iki antros eilés imtinai, reiksmes
taske r = 2.
4. Apskaiciuokite pateikty funkcijy isvestines ¢/, y® taske A(0,1), jei:

) 2*—ay+y=1; 2) a2+1y2—1=arctg(y’r).
Raskite dy(0) abiem atvejais.
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5. Paklausos funkcija yra apibrézta tokia lygybe:
p = 1500 + ¢ — 2¢°.

Nustatykite kokioms ¢ reikéméms poreikiy funkcija elastinga, o kokioms ne. Tegu ¢ = 12
salyginiu vienetu. Nustatykite kaip pasikeis vartojimas (absoliuéiai ir procentiskai) esant tokiai
paklausai, jei kaina padidinsime 2% .

6. Produkcijos poreikio funkcija apibrézta tokiu budu:

q = 500 — 40p + p?,

¢ia p— produkto vieneto kaina, o g— poreikis tukstanciais. Nustatykite elastingumo koeficien-
ta, kai vieneto kaina p = 25. Nustatykite kaip pasikeis poreikiai (procentais), jei Sia kaina
padidinsime puse procento?
~ . . . o 2
7. Zinoma, kad x darbuoty pagamina ¢ vnt. produktu per diena, ¢ia ¢ = mﬁ%ﬂ. Be to
zinoma, kad pajamu funkcija tenkina lygti;

900

P=ivs

Nustatykite, kaip pasikeis pajamos, jei esant darbuotoju skaiciui = 9, ji padidinsime iki 10.
8. Sudarykite ribine pajamu funkcija bei raskite Sios funkcijos reikSme esant gamybos
apimciai ¢ = 20, jei zinoma, kad pajamu funkcija yra tokia:

~2000q + 3¢3
v/ 3¢% + 400
1)Keliais procentais pasikeis pajamos, jei gamyba padidinsime vienu vienetu.
2) Keliais procentais siuo atveju pasikeis pajamos, jei gamybos apimtis padidinsime vienu

procentu?
9. Tarkime, kad vartojimo funkcija apibreézta lygybe:

2v I3 +1+3)
21 +3 '

2q.

o=

Nustatykite ribini vartojima, esant pajamu lygiui I = 200. Keliais vienetais pasikeis taupymas,
jei pajamuy lygis padides iki 2017
10. Tarkime, kad paklausa ir kaina siejamos lygtimi:

q = /2500 + p — 2p2.

Raskite elastingumo koeficiento reikSme esant kainai p = 20. Nustatykite, keliais procentais
pasikeis paklausa, jei kaina pakeisime 0.25%.
11. Raskite pateiktu funkciju santykini ir procentini augimo greicius nurodytuose taskuose:

322 —1
S ,:E:3;7“:q3(25—i), q=>5.

1@) = =75 50

12. Bendroji gamybos kasty funkcija apibrézta tokiu budu:

C_4f+q+2

NrEare

Nustatykite ribinius gamybos kastus esant gamybos apiméiai ¢ = 750 bei procentini kastu
kitima Siame taske.
13. Tarkime, kad vartojimo funkcija apibrézta lygybe:

O 52V I3 + 1+ 3)
N 2I +3 '

-+ 5000.
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Nustatykite ribini vartojima bei ribini taupyma esant pajamu lygiui / = 200. Keliais vienetais
ir keliais procentais pasikeis vartojimas, jei pajamos padidés vienu vienetu.
14. Tarkime, kad paklausa ir kaina siejamos lygtimi:

¢ +5¢+ 150
q+5 '
1) Raskite elastingumo koeficiento reikdme esant paklausai ¢ = 10. Nustatykite, keliais
procentais pasikeis paklausa, jei kaina pakeisime 0.5%.

2) Keliais procentais pasikeis paklausa, jei kainai esant p = 22,5 (8iuo atveju paklausa bus
q = 450) ja pakeisime 0, 75%.
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