IV. FUNKCIJOS RIBA.

4.1 Funkcijos riba

Tasko o € X C R aplinka vadiname bet koki atvira intervala, kuriam priklauso taskas z
isskyrus §i taska. Tasko xg, 2t— ilgio aplinka zymeésime tokiu budu: V;(z¢) = (xo—t, xo+t)\{z0}-
Pavyzdziui intervalas (—1;1) gali buti laikomas skaic¢iaus 0 aplinka, kurios ilgis lygus 2.

Sakykime, kad funkcija f : X — R, X C R. Tarkime, be to, kad xq € X, bet xq nebutinai
priklauso aibei D(f), taciau sio tasko bet kokioje aplinkoje yra aibés D(f) tasku. Kitaip tariant,
kai kalbame apie tasko xy aplinka, taskas xy nebutinai priklauso funkcijos apibrézimo sriciai,
todél kalbant apie tasko aplinka nattuiralu eliminuoti taska apie kurio aplinka kalbame.

Funkcija
2+ 2x —3
o) =——7"
apibrézta realiuju skaiciu aibéje, isskyrus taska zy = 1. Tada Sio tasko aplinka Vh5(1) =

(0,5;1,5) \ {1}.

Apibrézimas Sakysime, kad skaicius b yra funkcijos y = f(x) riba taske xo, jei bet kokiai
realiuju skaiciu sekai {z,}, konverguojanciai i taska xo, Sia seka atitinkanti funkcijos reiksmiu
seka { f(z,)} konverguoja i skaiciu b.

Jei funkcijos y = f(x) riba, taske z, yra skaicius b, tai

lim  f(z,) =0.

VT, Xn—T0

Trumpai §j fakta zymeésime

lim f(x) =b.

T—T0

Ateityje naudosime ir kitais terminais suformuluota funkcijos ribos apibrézima, kuris ekviva-
lentus pateiktajam.

Apibrézimas  Sakysime, kad skaic¢ius b yra funkcijos y = f(x) riba taske xq, jei bet
kokiam, laisvai parinktam skaiciui € > 0, egzistuoja teigiamas skaicius 0 = 6(€) toks, kad

|f(x) —b] <€, kai |z — x| <0 (I € V(;(xo)).

Kitaip tariant, skaicius xy yra funkcijos y = f(z) riba taske g, jei argumento reiksmeéms
artéjant prie tasko xg, atitinkamos funkcijos reikSmés artéja prie skaiciaus b.

Pastaba Kalbant apie funkcijos riba taske xq svarbu pastebéti, kad taskas x( gali ir neprik-
lausyti sios funkcijos apibrézimo sriciai. T.y. funkcija apibrézta sio tasko aplinkoje Vs(zg), o
taske zy gali ir neturéti prasmes arba nebtuity apibrézta.

Kadangi funkcijos ribos apibrézimas pateiktas sekos ribos terminais, tai naturalu naudoti
analogiskas savokas kaip ir seku atveju. Pavyzdziui, jei funkcija y = f(z) turi riba taske zo, tai
tada teisingas sarysis:

f(x) =b+ a(m), Cia a(a:) yra nykstamas dydis, kai * — X (V:zcn; lim x, = xo).
n—oo
Pasirodo, kad jei funkcija turi riba taske zq, tai tada riba yra vienintelé. Irodykite!

Pastaba Analogiskai, kaip ir seku atveju sakysime, kad funkcija y = f(z) yra nykstama
taske xg, jei lim f(z) = 0.
T—T0

Parodykime, kad funkcija

r+1
€Tr) =
kuri néra apibrezta taske x = —1, turi riba Siame taske ir §i riba lygi skaiciui b = —0, 5.
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Remiantis apibrézimu reikia parodyti, kad skirtumas f(z) — (—%) = «, « yra nykstamas
dydis, kai x — —1.
Turime, kad

x+1+1_m2+2x+1_ (z+1)

2—1 2  222-1) 2@+Dx-1)
z+1
= 1
2 —1) ¢ (1)

Parodykime, kad bet kokiam e > 0 galima nurodyti tasko o = —1 aplinka Vs(—1), 6 = d(e)
tokia, kad visiems = € V5(—1) teisinga nelygybé |a| < e.
Nagrinéjame tasko —1 aplinka, todél naturalu nagrinéti tik tuos x, kurie tenkina nelygybe
—2 < x <0ir z # —1 (zinoma galima fiksuoti ir bet koki kita intervala kuriam priklauso —1.)
Tegu e > 0 laisvai parinktas skaic¢ius. Kokiems x

| r+1

S <@
2w—1) =

Remdamiesi prielaida turime, kad |z + 1] < 2¢|x — 1|. Tada gauname, kad tasko —1 aplinkoje
galioja nelygybé —2 < z < 0 arba 1 < |z — 1| < 3. Pareikalave, kad butu |z + 1| < 2¢ =: §(e)

gauname, kad dydis
afa) = || < oo <
alx)| = €.
2(x — 1)

2-1
Kitaip tariant, jei € Vs(—1), tai |o| < e.
Matome, kad « artéja i nuli, kai x — —1. Tada

) z+1 1
lim 5 = ——.
z——17x2 —1 2

Apibrézimas  Skaic¢iu b_ vadinsime funkcijos y = f(x) riba, taske xq i$ kairés, jei bet
kokiai sekai {x,} konverguojanciai i xq, kai visi sekos narial x,, < xq, funkcijos reiksmiu seka
{f(z,)} konverguoja i skaiciu b_.

Apibrézimas  Skaiciu by vadinsime funkcijos y = f(x) riba, taske xq is desinés, jei bet
kokiai sekai {x,} konverguojanciai i xq, kai visi sekos nariai x, > x¢, funkcijos reiksmiu seka
{f(z,)} konverguoja i skaiciu b .

Kairioji (desinioji) funkcijos riba yra zymima

dim f(x)=b (limf(x)=b,).

Pavyzdys Zemiau pateiktame 1 pav. yra iliustruojamas funkcijos, turinéios taske zo = 2
riba i§ kairés ir desSines, kurios beje yra skirtingos. Turime, kad

I f(x) =3 (lm f(z)=1)

ca

VAEERN

1 pav.
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Pastaba Dabar ir zemiau pateiktuose bréziniuose rodyklé arba tuséiaviduris skritulys reiks,
kad prie Sios funkcijos reiksSmeés yra artéjama, bet ji neigyjama. Pateiktame pavyzdyje matyti,
kad taske 2 funkcijos reiksmeé yra skai¢iuojama is desinés, t.y. f(2) = 1.

1 pav. pateiktas grafinis pavyzdys funkcijos, kuri neturi ribos taske 2, kadangi ribos i$ kairés
ir desSinés Siame taske nesutampa.

Pavyzdys Panagrinékime funkcijos

y= f(z) = aret(-)

elgesi, kai argumentas x artéja prie nulio.
Turime, kad
lim — = —o0, lim — = oo.
r—0— 2 z—0+
Tada, remdamiesi arktangeto apibrézimu, kai argumentas artéja i 00 gauname, kad
s

. m .
mlg& arctg(x) = BL xli%lﬁ arctg(x) = —5

Taigi, taske 0 funkcijos riba neegzistuoja. Apie Sia riba detaliau kalbésime kiek véliau.
Skaitytojui sitlome isidémeéti toki rezultata.

Teorema 1. Tam, kad seka turéty ribg taske xq butina ir pakanka, kad ribos is kairés ir desinés
sutapty.

S

Apibrézimas Skaiciu b vadinsime funkcijos f(x) riba, kai x neapréztai didéja, jei
kiekviena neapréztai didéjancia (mazéjancia) argumento reikSmiu seka atitinkanti funkcijos
reiksmiu seka konverguoja i skaic¢iu b, t.y.

25 flo) =t
Apibrézimas Skaiciu b vadinsime funkcijos f(x) riba, kai x neapréztai mazéja, jei

kiekviena neapréztai mazéjancia argumento reiksmiu seka atitinkanti funkcijos reiksmiu seka
konverguoja i skaiciu b, t.y.

lim f(z) =b.
T—r—00
Pavyzdys Suskaiciuokime riba:
2+ +1
lim ———

T—00 ,IQ —+ 2
Sakykime, kad {z,,} bet kokia seka, tenkinanti salyga: lim z, = co.
n—oo

Skaic¢iuojame riba:

224+l (24 )
lim ———— = lim o = 2,

kadangi remiantis seku ribu savybémis bei sarysiu lim -& =0, Va € R.
n—,oo “'n

Teorema 2. Tarkime, kad
lim f(z) =0, lim g(x) =c.

T—TQ Tr—TQ

Tada lim (f(2) +g(x)) = b+e. lm (f(z) - () =b—c

lim (f(x) - g(x) =b-c. lim (f(x)/g(x)) = bje (c #0).

T—xo T—T0
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Tarkime, kad {z, } kokia nors laisvai pasirinkta realiuju skaiciu seka, kurios riba yra skaic¢ius
zo. Tada ir funkciju sekos {f(z,)}, {g9(z,)} konverguoja, be to ju ribos lygios skaiciams b, c
atitinkamai. Remdamiesi seku ribu teoremomis gauname, kad ir sekos

{f(@n) +9(xa)}y {f(@n) —g(@n)}, {f(@n) - g(zn)}, {f(20)/g(x0)}
konverguoja, be to $iu seku ribos yra skaiciai b+c¢, b—c¢, b-¢,b/c(c # 0), atitinkamai. Kadangi
seka {x,} buvo pasirinkta laisvai, todél gauname teoremos irodyma.
@
Apibrézimas Sakysime, kad funkcija yra neaprézta taske x, jei bent viena riba is kairés
arba desinés siame taske lygi +00;

lim f(x) =—o00, arba + o0
T—To—
arba
li = — b .
$_1>£013+f(x) oo, arba + oo

Pastaba Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei funkcija neaprézta taske xg, tai Siame
taske funkcija ir neapibrézta, t.y. taskas nepriklauso funkcijos apibrézimo sriciai. Paprastai
ieskant tasku kuriuose funkcija yra neaprézta reikia paieska pradéti nuo tasku, kuriuose funkcija
neapibrézta, tyrimo. Atvirkstinis teiginys néra teisingas. Pateikite pavyzdi.

Pavyzdys Tarkime, kad duota funkcija f(z) = x;f4+x1—5' Matome, kad $i funkcija
neapibrézta taskuose xo =1, z; = —5.
Raskime ribas i$ kairés ir desSinés Siuose taskuose.
) 2241 ) 2?2 +1
lim = —00, lim =00

o1 (z — 1)(z + 5)

Skaiciuodami analogiskai gauname, kad

=1+ (z — 1)(z + 5)

_ 22+ 1 _ 2?2 +1
lim =00, lim = —
a>=5— (z — 1)(z +5) a==5+ (z — 1)(z 4 5)
Matome, kad taskuose, kuriuose funkcija neapibrézta tuo paciu ir neaprézta. Atkreipsime
démesi, kad neapibréztumas taske néra pakankama salyga tam, kad funkcija butu neaprézta

taske. Pavyzdziui funkcija

42+ 1; |z| > 2,
f@)=9 5 .
—1; |z| <2,

yra neapibrézta taskuose 2, ir —2. Taciau Siuose taskuose ji néra neaprezta, kadangi ribos is
kairés ir deSinés taske 2 néra begalineés:

}H?_ f(x) =31, o xllgle f(z) =13.
4.2 Klasikinés ribos. Funkcijos tolydumas

Apibrézimas Sakysime, kad funkcija f(z) yra tolydi taske x, jei

lim f(z) = f(zo) = f(lim ).

T—T0 T—T0

Kitais zodziais tariant, jei funkcija yra tolydi, tai riba galime ”perkelti” po funkcijos zenklu
arba tiksliau kalbant, jei funkcijos riba sutampa su funkcijos reiksme tame taske.
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Pastaba Pastebésime, kad jei funkcija tolydi taske xg, tai egzistuoja Sio tasko aplinka
Vs(zo), kurios visuose taskuose 8i funkcija yra tolydi.

Skaitytojui siulome tolydumo apibrézima perrasyti €, § terminais (atstumo terminais).

Jei funkcija y = f(x) yra tolydi taske xq, tai Siame taske funkcija apibrézta ir jos reiksme
randama irasius §i taska kintamojo vietoje, t.y. gauname yo = f(xo). Be to riba i desinés
ir kairés turi sutapti ir abi Sios ribos turi buti lygios skaiciui y,. Parodykime, kad funkcija
f(z) = 22 + 2x yra tolydi taske x¢ = 1.

Funkcijos reiksmeé siame taske yra lygi f(1) = 3. Parodykime, kad

lim f(x)=3.

T—T0

Kitaip tariant, pakanka parodyti, kad skirtumas
2%+ 2z — 3 = a(x)
yra nykstamas dydis, kai £ — 1. Panagrinékime §i skirtuma. Turime, kad
flx)=3=2>-14+2x—1)=(z - 1)(z +3) = az).

Tarkime, kad 0 < z < 2. Tada |a(x)| < 5|z — 1|. Tegu € bet koks laisvai pasirinktas mazas
skai¢ius. Panagrinékime ar galima rasti d(e) toki, kad visiems |z — 1| < ¢ isplauktu, kad
|f(x) — 3| < e. Tai reiks, kad dydis o nykstamas, o tuo paciu, kad funkcijos riba lygi 3, kai
r— 1.

Kada 5|z — 1] < e. O gi tada, kai |z — 1| < £ =: §(¢). Matome, kad bet kokiam e > 0
(bet kokiam atstumui iki nulio, koks jis mazas butu), visada galima nurodyti tasko 1 aplinka
Vs(1), § = £ tokia, kad visiems = € Vj(e), |a| < e. Taigi, dydis a(x) yra nykstamas, o tuo paciu
funkcija yra tolydi taske 1.

Teorema 3. Sakykime, kad funkcijos f(x) ir g(x) apibréztos toje pat aibéje ir tolydzios taske
xo. Tada funkcijos f(x)+g(x), f(x)—g(x), f(x)-g(x) yra tolydzios taske xq. Be to, jei funkcija
g(xo) # 0, tai ir funkcija f(x)/g(x) yra tolydi taske x.

S

Zinome, kad tolydzios taske z, funkcijos f(z) ir g(x) Siame taske turi ribines reiksmes,
kurios atitinkamai yra lygios f(a) ir g(a). Tuomet teoremos teiginio teisingumas isplaukia is
seku ribu savybiu.

S¥

Pastaba IS pastarosios teoremos isplaukia, kad jei bent viena i§ funkcijuy néra tolydi, tai
ir funkcija sudaryta naudojant Sias keturias operacijas taip pat bus netolydi.

Pateiksime, be irodymo, keleta svarbiu teiginiu.
Teorema 4. Jei intervale (a,b) funkcija y = f(x) yra grieztai monotoniné ir tolydi, tai egzis-
tuoja Siai funkcijai atvirkstiné funkcija, apibrézta intervale (f(a), f(b)) ((f(b), f(a)) ), kuri taip
pat tolydi ir grieZtai monotoniné.

Pastebésime, kad siuo atveju funkcija yra bijekcija.

[N
S

2 pav.
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2 pav. yra iliustruojamas tiesioginés funkcijos y = f(x) ir jai atvirkstines funkcijos (toje
pat koordinaciu sistemoje) g(z) = f~!(z) grafiku eskizai. Matome, kad jei funkcija grieztai
monotoniné ir tolydi, tai atvirkstiné funkcija turi ta pacia savybe.

Teorema 5. Tarkime, kad funkcija x = 1(t) yra tolydi taske a, o funkcija y = f(x) tolydi
taske b = 1(a). Tada sudétiné funkcija y = F(t) = f((t)) yra tolydi taske a.

Apibrézimas Sakysime, kad funkcija f(x) yra tolydi taske xq is deSinés, jei
lim f(z) = f().

T—T0+

Apibrézimas Sakysime, kad funkcija f(z) yra tolydi taske xq i$ kairés, jei

lim f(2) = f(zo).

T—T0—

Taigi, funkcija tolydi taske tada ir tik tada, kai ji tolydi is kairés ir desinés Siame taske.
Pastaba Jei funkcija tolydi visuose aibés A taskuose, tai sakysime, kad funkcija yra tolydi

aibéje A. Taskai, kuriuose funkcija néra tolydi, vadinami funkcijos trukio taskais.
Panagrinékime funkcija:

2 —x; jei x <1,
flz)=<x; jei l<a<2,
—2? + 4a; jei x > 2.

Funkcijos grafikas pateiktas zemiau

¥

SN

~

3 pav.
Si funkcija apibrézta intervale D(f) = R. Ji tolydi visur isskyrus galbut taskus 1 ir 2. Tac¢iau
taske 1 is kairés ir desSinés Sios funkcijos ribinés reiksmeés sutampa

lim f(z)=1, lim f(z)=1.

r—1— r—14+

Be to f(1) = 1. Taigi, §i funkcija tolydi taske 1. Suskai¢iuokime ribas i$ kairés ir desinés taske
2. Gauname, kad

Jim f@) =2 Jim f@) =4 [@) =4,

Tad siame taske funkcija yra truki. Be to tolydi is desinés Siame taske.
Suformuluokime kelias tolydziu funkciju teoremas.

Teorema 6. Tarkime, kad funkcijo y = f(x) yra grieztai monotoniné intervale |a,b]. Tada
y = f(x) yra tolydi Siame intervale tada ir tik tada, kai bet kokiam ~y € [f(a), f(b)], egzistuoja
c € la,b], kad f(c) = 1.
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Kitais zodziais kalbant, tolydi funkcija intervala atvaizduoja i intervala.

Funkcijos tolydumo savybé yra naudojama, kuomet yra skaic¢iuojamos funkcijos ribos. Jei
funkcija yra tolydi nagrinéjamame taske, tarkime g, tai skai¢iuojant riba siame taske pakanka
irasyti §i taska i funkcijos formule kintamojo vietoje. Gauta skaitiné reiksme ir bus ieskomoji.

Pavyzdys Apskaiciuokime riba:
> +x—2
lim ———.
T—2 T+ 5
Matome, kad §i funkcija tolydi visoje realiuju skaic¢iu aibéje, iSskyrus taska —5. Kadangi riba

skai¢iuojame taske 2, kuriame funkcija yra tolydi, tai ribiné reik§me bus lygi:

x2+x—2_22+2—2_4

lim = = —.

Pavyzdys Apskaiciuokime riba

ot —2
lim ———.
r—1 $3—1

Pastebeésime, kad Siuo atveju taske 1 funkcija néra tolydi, skaitiklis ir vardiklis Siame taske
lygus nuliui. Riba bus lygi kokiam nors baigtiniam skaiciui, jei skaitiklio ”artéjimo” prie 1
greitis "panasus” i vardiklio artéjimo prie tasko 1 greiti. Kaip palyginti Siuos greicius. Isskirkime
skaitiklyje ir vardiklyje narius kurie charakterizuoja §j artéjimo greiti, t.y. nari x — 1. Skaitiklyje
Si narj isskiriame skaidydami kvadratinj trinarj, o vardiklyje taikydami kubuy skirtumo formule.
Gauname:

. (= 1)(x+2) : T+ 2
lim = lim ———.
e=l (x—1)(22+2+1) a-12242+1

Matome, kad paskutinysis reiskinys yra tolydus taske 1, tad ribine reikSme gauname irase
kintamojo vietoje 1. Turime, kad

2
—2
lim rrr—2 1.
z—1 Jj3 —1
Pavyzdys Apskaiciuokime riba
2% + 31 — 2

lim ———.
r——2 A /xQ + — 3
Matome, kad ir si funkcija néra tolydi ribiniame taske —2. Be to, kaip ir pirmuoju atveju,
tiek skaitiklis tiek vardiklis yra lygiis nuliui ribiniame taske. Isskirkime skaitiklyje ir vardiklyje

narius kurie charakterizuoja artéjimo i nulj greiti, t.y. nari x+ 2, kuris arteja i nuli, kai x — —2.
Gauname,

. 22+ 31— 2 . 2(x+2)(z—0.5) (Va2 +5+3)
lim —— = lim =
z——2 \/12_’_5_3 T——2 24+5—-9

2z —05)(Va+5+3. —56 15
lim ) = =—.
T——2 T —2 —4 2

Teorema 7. Teisingas ribinis sarysis:
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Tarkime duota funkcija f(x) = sinz/z. Parodysime, kad minétoji funkcija turi riba taske
xo = 0, nors pati funkcija ir neapibrézta Siame taske.

Visy pirma irodysime keleta svarbiy nelygybiu. Tarkime, kad duotas vienetinis apskritimas,
kurio centras taske O. (zr. 4 pav.). Taskas M yra apskritimo taskas, pirmajame ketvirtyje,
o x lanko AM ilgis. Beje, kampo AOM radianinis matas yra lygus x. Nesunku suprasti, kad
MN = sinz, ON = cosx, AB = tgzx. Beje, trikampio OM A, skritulio OM A ir trikampio
OAB plotai, atitinkamai lygus: 0.5sinz, 0.5z, 0.5tgz. Vadinasi teisingos nelygybés:

0<sinz <z <tgr, 0 <z <0.57. (2)

1 Lema limcosz = 1.
x—0

S
Remdamiesi lygybe

T
cost =1 —231n2§,

(2) nelygybe ir gerai zinomu sarysiu cosx < 1 gauname, kad
1
(3) 1 —2Jz| <cosz <1, kai O<|x|<§.

Pastebésime, kad kai = arti nulio, tai ir (3) nelygybeés kairioji pusé artima nuliui. Peréje prie
ribos, (3) nelygybéje, kai = artéja i nuli, gauname
lim (1 — 2z) < lim cosx < lim 1.
z—0 z—0 z—0
Lemos irodymas isplaukia i$ teoremu apie ribinius sarysius nelygybése (policininku principo).
S
Mes nagrinésime ribini sarysi, kai x artéja i nuli laikydami, kad = € (0, %)
I3 (1) nelygybiu gauname, kad

sin x
< 1.

cosx <
T

Peréje prie ribos, kai z — 0, ir naudodamiesi 1 Lema bei ribu nelygybiy savybémis, gauname
teoremos irodyma, tuo atveju, kai x artéja prie nulio i§ desinés. Antraja teoremos dali, kai x
artéja prie nulio i$ kairés, sitilome jrodyti skaitytojui.

S

Be irodymo pateiksime dar viena teorema apie svarbios ribos egzistavima.

Teorema 8. Funkcijos
1

1+ —)°
1+
ribiné reiksmé, kar x — oo egzistuoja, ir lygi skaiciui e.
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Sio teiginio teisingumu jau esame isitikine, kai = € N.
Tarkime, kad hH(l) f(z) =0ir lim g(z) = f+o0.
Tr—r Tr—r00

Tada 7 ir 8 Teoremas galime perrasyti tokiu budu:

VG B
ey L Ao

1

L))W) —e, lim (1+ f(2))7 =e.

z—0

Sie ribiniai sarysiai placiai naudojami skaic¢iuojant ribas.

Pateiksime keleta pavyzdziu, kaip gali biiti naudojami aukséiau pateikti ribiniai sarysiai
riby skaic¢iavimuose.

Pavyzdys Apskaiciuokime riba:

I := lim (1 + sin 22)*".
z—0

Remdamiesi 8 Teoremos iSvadomis gauname, kad

sin(2x)
4x

I ilg})((l%—sm(h:)) 2 )

Naudodami 7 teorema gauname, kad

. sin(2x)
I:exp(ilg% 595

) =exp (5)

Pavyzdys Apskaic¢iuokime riba:

Atkreipsime démesi, kad skaiciuojant trigonometrines ribas visuomet nagriné¢jama reiskini

reikia pertvarkyti taip, kad galétume taikyti 7 teorema, t.y. reiskinyje esanti neapibréztuma %

ribiniame taske pertvarkyti taip, kad atsirastu santykis Sh}{x()x ) f () = 0, kai = — xo.
Pakeite skaitiklyje esanti skirtuma dydziu y/cosxz — 1 = % bei naudodamiesi lygybe
1 — cosx = 2sin(5) gauname, kad

) Sm(%)
. —2sin(3) . Tz 1
I = lim — =lim —"2~ = —-.
z—0 sin(4x) @0 45+(41) 4

4.3 Trukio tasku klasifikavimas. Tolydumo tyrimas

Taska, tarkime xz(, kuriame funkcija néra tolydi, bet sis taskas turi aplinka V(z¢), kuriame
funkcija tolydi, vadinsime funkcijos trukio tasku. Funkcijos trukio taskai yra klasifikuojami,
pagal funkcijos elgesi aplinkoje V().

1. PaSalinamas trukio taskas. Taska a vadinsime funkcijosy = f(x) pasalinamu triikio
tasku, jeigu Siame taske egzistuoja funkcijos riba, o pati funkcija taske a arba neapibrézta, arba
jos reiksmé taske nesutampa su funkcijos riba Siame taske.

Pavyzdziui, taskas x = 0 yra funkcijos

pasalinamas triikio taskas. Sios funkcijos grafikas pateikiamas zemiau pav. Pastebésime, kad
taske 0 §i funkcija neapibrézta, tad taske 0 is kairés ir deSinés garfiko taskas Zymimas su
rodyklémis.
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’ v D \7 )
-0.24

4 pav.
Arba taskas x = 1 yra funkcijos
_ 35:11; r#1
v 3, x=1,

pasalinamas trukio taskas. Patikrinkite!
2. Pirmos rusies trukio taskas. Taskas a yra vadinamas funkcijos y = f(z) pirmos
rusies tritkio tasku, jeigu egzistuoja skirtingos baigtinés ribos is kairés ir desinés, siame taske.
Panagrinékime funkcija

1, z>0;
f(z) =sgnz ={ 0, z=0;
-1,z <O.

Sios funkcijos grafikas pateiktas 5 pav..
Si funkcija turi pirmos rusies trukio taska z = 0, kadangi f(0) =0, o

lim f(z)=-1, lim f(z)=1.

r—0— rz—0+

Taigi, funkcijos reiksmeé is kairés ir desinés yra skirtingi baigtiniai skaiciai.

5 pav.
Funkcija f(z) = [z] = k, k <2 < k+1, k € Z vadiname sveikaja dalimi. Jos grafikas

pateiktas 6 pav.

6 pav.
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Visi sveiki skaiciai yra funkcijos y = [x] pirmos rusies trukio taskai, kadangi f(k) = k,

lim f(x)=k—1, lim f(z)=k,

rz—k— r—k+

kiekvienam k € Z.
3. Antros rusies trukio taskai. Taskas a yra vadinamas funkcijos y = f(x) antros
rusies trukio tasku, jeigu riba is kairés arba desinés neegzistuoja, arba bent viena riba (is kairés

arba desinés) lygi begalybei.
3?'

a—
—

7 pav.

7 pav. pateiktas funkcijos y = sin(1/z) grafiko eskizas, kuri taske x = 0 turi antros rusies
trukio taska. Beje, siame taske ribiné reiksmeé neegzistuoja. 8 pav. pateiktas funkcijos y = 1/x,
kuri taske z = 0 turi antros rusies triki, be to, Siame taske ribiné reiksmeé yra 4-oo, priklausomai
nuo artejimo, prie Sio tasko, krypties.

8 pav.

Panagrinékime funkcija

J(x) = L z>0

x!?

{332—|—1; x <0,

Si funkcija turi antros risies trukio taska z = 0, kadangi riba i§ desines yra lygi —oo. Beje, riba
i$ kaires ir funkcijos reiksme taske x = 0 sutampa ir lygios f(0) = 1.

4.4 Funkcijos pokytis ir tolydumas

Apibrézimas Tarkime, kad duotas taskas xq, o Ax koks nors skaicius. Tada suma xo+ Ax
vadinsime argumento pokyciu taske x.

Ateityje skai¢iy Ax vadinsime pokyciu. Tarkime, kad x( ir = du taskai. Tada pokyti galime
apibrézti taip: Ax = x — xp.
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Tegu xg = 3. Suteikime Siam taskui pokyti Ax = 0.1. Tada suma 34 0.1 = x mus " perkels”
1 taska 3.1.

Poky¢io savoka taske svarbi tada, kai nagrinéjame funkcijos elgsena Sio tasko aplinkoje.

Apibrézimas Funkcijos f(x) pokyc¢iu taske xg, atitinkanciu argumento pokyti Az, vadin-
sime toki skirtuma:

f(zo+ Az) — f(z0) = Af(z0).

Pavyzdys  Apskaiciuokime funkcijos f(z) = 2% — 3z + 1 pokyti taske 2, kai argumento
pokytis Az = 0.2.
Remdamiesi apibrézimu skaic¢iuojame:

f(24+02) - f(2)=(2+02)*-3(2+02)+1—(2*=3-2+1) =0.2+0.04 = 0.24.
Taigi, argumentui pasikeitus dydziu 0.2, funkcijos reiksmeé siame taske keiciasi dydziu 0.24.
Pavyzdys Tarkime, kad produkto paklausa su kaina siejama tokia lygtimi

Q(p) = —2p” + 20p.

Tarkime nagriné¢jamu laikotarpiu Sio produkto kaina yra p = 5. Esant Siai kaina yra suvar-
tojama Q(5) = 50 produkto vienetu. Tada pokytis

AQ(5) = Q(6) — Q(5) = 48 — 50 = —2

reiskia, kad padidinus kaina vienu vienetu, vartojimas nukris 2 vienetais.

Teorema 9. Funkcija f(z) yra tolydi taske xy tada ir tik tada, jei funkcijos pokycio taske xg
riba, kai Ax artéja 1§ nuli, yra lygi nuliu.

S
Tarkime, kad funkcija y = f(x) yra tolydi taske z,. Vadinasi

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Tada pastaraja riba galime perrasyti taip:

f(@) = fzo) + aAx),

¢ia a(Azx) yra nykstamas dydis, kai Az — 0. Pazyméje © = xo + Az gauname, kad
flzo+ Az) — f(xo) = a(Az), Az — 0.

Paskutinioji lygybe reiskia, kad funkcijos pokytis taske xo yra nykstamas dydis, kai Ax — 0.
Tarkime, kad funkcijos pokytis taske zy yra nykstamas dydis. Parodysime, kad tuomet
funkcija yra tolydi taske zy. Turime, kad

flzo+ Az) — f(xo) = a(Az), Az — 0.

Pazyméje ©x = xy + Ax gauname, kad © — x( tada ir tik tada, kai Az — 0. Vadinasi teisingas
sarysis:

lim f(z) = f(zo).

T—T0
Taigi, funkcija yra tolydi.
%)
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4.5 Elementariuju funkciju tolydumas

Siame skyrelyje irodysime kai kuriu, skaitytojui gerai zinomu funkciju, tolyduma apibrézimo
srityse.

Teorema 10. Funkcijos, y = z™ (n € N), y = a®, y =sinz, y = tgx, y = ctge yra tolydzios
apibrézimo srityse, x € R.

S

Funkcijos f(x) = a® tolydumas irodomas gana sudétingai, todél jo nepateiksime. Jei skaity-
tojas domeétuysi, sitilome apie tai paskaityti A. Kabailos, vadovélyje, 'Matematinés analizé, 1d.’.

Nagrinésime funkcija f(z) = z". UzraSykime Sios funkcijos pokyti, taske z, atitinkanti
argumento pokyti Az. Turime,

Af(z) = (v + Az)" — 2"
= 2"+ Cla" T Ax + C2a" 2 (Ax)? + -+ (A)" — 2"
= Cla™ 'Ax + C22" 2 (Az)? + ... (Ax)"™.

Is paskutiniosios lygybés matyti, kad sios funkcijos pokycio riba, kai Ax — 0, yra lygi nuliui,
bet kokiam x € R. Taigi, remdamiesi 9 Teorema galime tvirtinti, kad funkcija x™ yra tolydi
realiuju skaiciu aibéje.
Uzragykime funkcijos f(z) = sinx pokyti taske z € R. Turime, kad
Az, . Ax

Af(z) =sin(z + Az) — sinz = 2 cos(x + 7) SlIl(T) =

Az Az sin(&E
2cos(a:+—x)—x £2 )
272 5

Is paskutiniosios lygybés gauname, Alim0 Af(x) =0, taigi (9 Teorema), funkcija sin z yra tolydi
Tr—r
visoje realiyju skaiciy aibéje.
Funkcijos cos x tolydumas irodomas visiskai analogiskai.
Remdamiesi 3 Teorema galime tvirtinti, kad funkcija

yra tolydi aibéje R\ {5 + 7k, k € N}, kadangi sioje aibéje funkcijos sin x ir cos z yra tolydzios,
be to funkcija cosx # 0.

Analogiskai samprotaudami galime pagristi ir funkcijos y = ctg x tolyduma, jos apibrézimo
srityje.

Teorema 11. Funkcijos arcsin x, arccos x, arctg T, arcctg x, Inx ir @ yra tolydzZios apibrézimo
srityse.

S

Trigonometriniu atvirkstiniu funkciju ir funkcijos f(z) = log,x tolydumas isplaukia is 4
teoremos. Remdamiesi 5 teorema irodysime funkcijos z tolyduma. Priminsime, kad funkcija
y = x apibrézta, kai x > 0.

Tarkime, kad o € R. Laipsnine funkcija perrasykime taip:

y = % = ealnx.

Matome, kad jei o > 0, tai laipsniné funkcija didéja, jei a < 0, tai §i funkcija mazéja. Taigi,
remdamiesi sudétinés funkcijos tolydumo teorema gauname, kad funkcija x® yra tolydi, na-
grinéjamoje srityje.
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S
Irodykime, kad

lim In(1 + )
z—0 xT

=1

Naudodamiesi logaritmo savybémis, paskutiniojo reiskinio kaire puse perrasome tokiu budu:

8=

limIn(1 + x)=.

x—0

Naudodamiesi logaritminés funkcijos tolydumu, riba ”perkeliame” po logaritmo zenklu. Pasi-
. . 1
naudoje tuo, kad lim (1 + )= = e gauname, kad

—0
In(1
lim M =lne=1.
z—0 x
Skaitytojui sitilome irodyti, kad
r—1 1 @_1

lima =Ina ir limﬂza.
z—0 T x—0 xT

Pastebésime, kad sias ribas galima apibendrinti posekiams. Aptarkime tai. Sakykime, kad
lim f(z) = 0. Tada teisingi ribiniai sarysiai:
Tr—IT0
In(1 f@ 1 1 -1
lim n(l+ f(z)) =1; lim e Ina; lim (1+ f(=) =a.

o f(@) ez f() wow f(2)

Remiantis paskutiniais ribiniais sarysiais gauname, kad

In(1+ (22 + 2 —2)) (14 2sin®z)® — 1

lim =1 arba lim — =
z—1 24+ x—2 z—0 sin” x
1+2sin’7)% —1
o LHEZW DLy 5
z—0 2sin” x

Teoriniai klausimai

1. Skai¢iuoti funkcijos ribas nurodytame taske remiantis a) ribos apibrézimu (e — J termi-
nais); b) remiantis klasikinémis ribomis.

2. Remiantis € — § terminais apibrézti nykstamuma, artéjima i £oo.

3. Zinoti ir taikyti klasikines ribas skai¢iuojant ivairias ribas.

4. Remiantis apibrézimu ir klaikinémis ribomis irodyti ivairiu funkciju tolyduma murody-
tuose taskuose.

5. Nustatyti ir klasifikuoti triikio taskus. Skaic¢iuoti ribas is kairés- desinés. Pateiktus triukio
taskus iliustruoti grafikais (nurodant funkcijos grafiko elgsena sio tasko aplinkoje).

6. Moketi irodyti teorema, kurioje nurodomas rysys tarp funkcijos pokycio ir tolydumo.
Mokeéti taikyti Sia teorema irodant tolyduma taskuose, konkre¢ioms funkcijoms.

Uzdaviniail savarankiskam darbui

1. Naudodami funkcijos ribos apibrézima (e — 0 terminais) irodykite, kad: funkcijos y =
2% — 2 riba, taske xo = 1, lygi —1, o funkcijos y = -t riba, kai 2 — oo, lygi 0.
2. Suformuluokite (¢ — ¢ terminais) pateiktus teiginius

a) lim f(x) =00, b) lim f(z)= —o0,

T—a T—ra

¢) lim f(x)=4o00, d) lim f(z)= +oc.

x—a—0 Tr——00
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3. Naudodami tolydumo apibrézima irodykite, kad pateiktos funkcijos yra tolydzios nurody-
tuose tagkuose: y = cosx? taske m; y = In*(2z + 1) taske 3; y = 37* taske 0.
4. Irodykite, kad

1 Un _1 In(1
g LF2 L1 o)
x—0 T n x=—0 X
v _q
lim > — 1.
z—0 €T

5. Apskaic¢iuokite pateiktu funkciju ribines reikSmes:

(1+x)*—(1+42) (20 — 1)!°(4x + 3)"

a) 3131_>n% T 3 b) xll_{ilo (161: + 1)25 )
. ord—2r—1 Coam— Coam
C) flirgllé—QQ}—l’ d)alsl—>rqx”—1’ e)ilir(l)xn_Q'
Ats: a) 0; b) 2-60. c) %; d) o b) ; %
6. Apskaiciuokite ribines reikSmes:
1 1/5 — 1 _ 1/3 2
a) lim %; b) 1 W;
z—0 X r——2 xre + 8

(2z4+9)Y2 -5 (1 +2x)Y5 — (1 + 3z)1/4

2 llgé xl/3 =2 ) ilir(l) T
Ats: a) L; b) =1 ¢) 2 d) —L.
7. Apskaic¢iuokite trigonometrines ribas:
. l—cosz , T
@) = b) lim (1 —z)tg 5
0 1 —ctg’z 4) lim \/cos T —2 cos3 3

1 :
2—0 2 — ctgr — ctgdx’ 20 sin” x

Ats: a) 1; b) 2; ¢) 1; d) .
8. Apskaiciuokite ribas:

a) lim ($+2>x2; b) lim <$2+2>x2;

z—oo \20x — 1

In(2 4 €*7)

. 1/z. .

C) ilir(l) (COS \/5) ’ d) xEIJPoo ]n(S + e2x) .
9" -1 1)z

€) mlj}[l)m; ) glg(l)(a:—i—e)
Ats: a) 0; b)e* c¢)ez; d) 2 e)In3; f) e
9. Raskite nurodytas vienpuses ribas:

. 1+e" . 1+¢e”
@) Jim In ( 2] )i 0) Jim I (—2—)
2 2
c lim * ; d)  lim *
z—=—1-14+x z—+oo 1 +x

Ats: a) —o0; b) 0; ¢) oo; d) 2.
Raskite zemiau pateiktu funkciju trukio taskus (jei egzistuoja) ir juos klasifikuokite:

74



10.

sin x
— <) _
0 fa) =T Y S =5
Ats: a) 0, pirmos r.t.t. ; b) +2.antros r. t.taskai.
11.
2 —1

a) f(z)=sgun(sinmz) b) f(z)= ot

Ats: a) x € Z,pirmos r.t. taskai ; b) 1, pasalinamas t.t. ; 2 antros r.t.t.
12.

] %, <2,
a) f(z)= = b fl@)=q7r+22<2<4
1—2= 4sin T, x> 4

Ats: a) x = 0,antros r.t. t. ; 1, pirmos r. t.t. ; b) 4, pirmos r. t.t.

13. ITrodykite, kad Zemiau nurodytos funkcijos yra tolydzios taske o =0 :
a) f(z)=sin(4x)

b) f(z) =e*

¢) f(z) =1In(bx + 2)

Privalomos savarankisko darbo uzduotys.

1. Naudodami funkcijos ribos apibrézima (e — d terminais) irodykite, kad:
a) funkcijos f(x) = 2* — 3 riba, taske 2o = 1, lygi —2;

b) funkcijos f(z) = x+r4 riba, kai x — oo, lygi 0;

¢) funkcijos f(x) =

2. Suformuluokite (e —  terminais) pateiktus teiginius

#_;—5 riba taske 2 =1 lygi ¢.

a) lim f(x) =00, b) lim f(z)= —o0,

T—a T—a

c¢) lim f(x)=+o0, d) lim f(z)=+o0.

z—a—0 T——00
3. Apskaiciuokite pateiktu funkciju ribines reikSmes:

(1+322)" — (1 +12z) (7Tz —10)"(4z + 3)"

@) limg p P 0 i e 1y
344 5 6_1
c) lim T, d) lim ~

a——1 726 —2¢ — 1’ =09 — 1°

4. Apskaiciuokite ribines reikSmes:

V1+5z—1 (3x —2)Y3 +2
m-—m——; :

a) glc—>0 T b) T——2 x3 4+ 8 ’
. V2r+9-5 . (L +5x)Y% — (14 82)Y/6
¢) im ————; d) lim
z—8 \3/_ — 92 x—0 x
5. Apskaic¢iuokite trigonometrines ribas:
. 1—rcos10x . 3nx
O o it e

6. Apskaiciuokite ribas:

_ 3r+2\¢ _ 2?4 2\ 4
o) lim <2x—10> 3 b) lim <x2—10) ’
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In(2 4 &%)
: 1/x. : \err
2 i (cos V) /% d) z1—1>£B>o In(3 + e2r)’

2sin(2x) -1 .
e) lim ————; f) lim (:U+ex)1/4 :

x—0 €x x—0

7. Raskite nurodytas vienpuses ribas:

. 14 ¢€* ) 1+4e€*
2 2 2 1
¢) lim T : d)  lim L :e) lim Tt :
T——00 T z—4o00 1 — z——1- 1+ 2

8. Raskite pateiktu funkciju trukio taskus (jei egzistuoja) ir juos klasifikuokite:

) f() sinzx b f(z) . 1 ) f (@) %4_#3
a T 1 T 1nx+2, c T xxﬁ_i_:;
9.
) S(@) = sgolcosmay; b) f(@) = ot
a ) = sgn(coswx); )= —""-"—.
BHRCOSTEL); 22— 3z +2
10. ]
f(x) = o
1 — 2%
11.
2 +2r+1, x < 1;
20 4+2,1<x<2 z—1
a xr) = b xr) = arctg(———).
) /(@) i—:[;,2<x<3; ) /(@) g(x2+3a:—4)
3, >3

12. Duota funkcija:

= T > 2.

241 .
@) = { 2

Raskite sios funkcijos nurodytas vienpuses ribas:
g S, g o), i), iy @), Lim f)

13. Naudodami teorema apie funkcijos tolyduma (argymento poky¢iui nykstant, funkcijos
pokytis taip pat nyksta) irodykite, kad pateiktos funkcijos yra tolydzios nurodytuose taskuose:
f(z) = cos?2x taske 4; f(x) = In(2x + 1) taske 3; f(z) = 3°7, taske 0; f(z) = v/5x + 2, bet
kokiame taske z € D(f).
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