Gintautas Bareikis

Aukstoji matematika.

I. Matematinés analizés pagrindai

Paskaitu ciklas (2+2) skirtas ekonomikos specialybés studentams. Klausantys §i paskaitu
cikla bus supazindinti su matematinés analizés pagrindais, kurie biitini seékmingoms tolimesnéms
studijoms.

Vertinimo kriterijai. Semestro metu bus rasomi mini kontroliniai darbai, kuriais bus
tikrinamas studentu savarankisko darbo medziagos isisavinimas. RaSant Siuos kontrolinius
maksimaliai galima surinkti 2 taskus. Be to semestro metu bus rasomi du atsiskaitomieji
(kontroliniai K Ly, K L) darbai bei teorinis testas (TT).

Bendras pazymys BP sudaromas taip:

0,2 <
BP:7.ZKi+o,3.(KL1+KL2)+0,2~TT.

n=1

Kontroliniai KLy, KL, gali buiti perrasomi egzamino metu.
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IVADAS. LOGIKOS PRADMENYS

1.1 Ivadinés pastabos

Matematika, kaip ir bet kuri kita mokslo sritis, visu pirma yra kalba. Si kalba i kitu
kalbu issiskiria tuo, kad yra formalizuota ir dar daugiau, vartojami sakiniai tenkina papildomas
salygas, apie kurias kalbésime zemiau.

Mokslinés veiklos medziaga yra patirties iSbandyti ir mastymo apibendrinti produktai, kuri-
uos vadiname savokomis. Savokos iStakos yra terminai, kuriuos, bendru sutarimu, suvokiama
vienodai. Savokos struktura sudaro- turinys ir apimtis. Savokos turinj sudaro pozymiu visuma,
kuriais pasizymi suvokiamas objektas. Savokos apimtis- tai visuma objektu, pasizyminciu
savybémis, isvardytomis savokos turinyje. Jei iSple¢iame savokos apimti, tai sumaziname jos
turini ir atvirksciai. Pavyzdziui, savoka ”trikampis” iSpléskime tokiu pozymiu - 7 trikampio
krastinés lygios”. Gauname nauja, lygiakrascio trikampio savoka. Suprantama, kad trikampio
savokos turini sudaro daugiau objektu, negu lygiakrascio trikampio savokos turini.

Matematinéje kalboje naudojamos savokos, paprastai skirstomos i pirmines (neapibrézia-
mas) ir iSvestines (apibréziamas) savokas. Su Siomis savokomis esame susidure jau mokykloje.
Prisiminkime kelias i§ ju- aibé, tiesé, taskas, plokStuma, atstumas ir t.t.. Savokos, kurios
nusakomos naudojant kitas savokas yra vadinamos iSvestinémis savokomis (apibréziamomis).
Savokos (apibréziamos ar pirminés ) nusakomas tam tikrais pozymiais, kuriais pasizymi na-
grinéjamasis objektas arba appriori laikome, kad savokos pozymiai zinomi ir visi jas supranta
vienodai, tad ju apibrezti nereikia. Tai biidinga neapibréziamoms savokoms. Pavyzdziui, mes
aibés savokos neapibréziame, bendru sutarimu laikydami, kad aibé tai bet kokiuy objektu
rinkinys. Tuo tarpu kvadrato savoka yra apibréziama. Apibréziamos savokos apimtj sudaro
objektai, kurie turi savybes isvardintas savokos turinyje. Pastebésime, kad keic¢iantis savokos
turiniui kinta ir savokos apimtis ir atvirksciai. (Pateikite pavyzdziu!) Apibréziamos savokos
butinai nusakomos remiantis jau apibréztomis savokomis. Suprantama, kad pirminiu savoky
apibrezti negalime, nes noredami jas apibrézti turétume naudoti apibréztas savokas ir taip to-
liau. Tad neiSvengiamai susiduriame su problema- turi egzistuoti savokos, kurios i§ anksto
(pagal susitarima) turi buti pirminés t.y. neapibréziamos. Apibrézdami savokas daznai nau-
dojame jvairias tekstines bei grafines priemones, kurios su pacia savoka susije tik tiek, kad jos
padeda suvokti ir isisavinti naujos savokos turini.

1.2 Teiginiu veiksmai. Loginés formos

Aibe vadinsime bet koki objektu rinkini. Objektus sudarancius aibe vadinsime aibés ele-
mentais. Aibes zymésime didziosiomis lotyniskosios abécélés raidémis, o elementus- mazosiomis.
Suteikdami aibei varda (Zymeni) naudosime lygybés zenkla, elementus nurodydami tarp riestiniu
skliaustu. Pavyzdziui, jei aibe A sudaro elementai s, m,a,b, tai sia priklausomybe Zymésime
tokiu budu A = {s,m,a,b}. Matematine kalba sudarantys sakiniai yra arba klaidingi arba
teisingi. Tokio pobiidzio sakiniai vadinami teiginiais. Pastebésime, kad Snekamoje kalboje mes
labai daznai naudoje teiginius. Tuo tarpu visi klausiamieji, atkreipiantys démesj, Saukiamieji ir
kt. néra teiginiai. Pateiksime teiginio apibrézima, paaiskindami savokas 'teisingas’ ir ’klaidin-
gas’.

Taisykle f, kuria aibés A kai kuriems elementams (a € A,) priskiriame po koki nors viena
aibés b € B elementa, vadinsime funkcija (Zymeésime §i priskyrima f(a) = b), apibrézta aibéje
A ir igyjancia reiksmes aibéje B (arba f: A—B ). Aibé A, vadinama funkcijos f apibrézimo
aibe, o aibé B, funkcijos reiksmiu aibe. Funkecijos apibrézimo sritimi vadinsime aibe D(f), kuria
sudaro visi apibrézimo aibés elementai kuriuos funkcija f priskiria reiksmiy aibés elementams.
Pavyzdziui, funkcija apibrézta aibéje A ir reikdmes igyja aibéje B. Sios funkcijos apibrézimo
sriti sudaro aibe D(f) = {1,2,3} (zr. pav. zemiau).



D{f)={1,2,3}

Pazymékime raide S aibe, kuria sudaro visi sakiniai. Tarkime, kad funkcija 7 kokiems
nors aibés S elementams priskiria aibés {0, 1} elementus, trumpai 7 :S — {0,1}. Aibés D(7)
elementus vadinsime teiginiais, funkcija 7 vadinsime teisingumo funkcija, o skai¢ius {0, 1}
teisingumo reikdmémis, kurios priesingos viena kitai. Pazymeékime teiginiu aibe raide T' = D(7).
Jeigu sakiniui s € T, priskiriamas 0, t.y., (7 (s) = 0) tai sakysime, kad sakinys klaidingas, kitu
atveju (T (s) = 1) - teisingas. Vadinasi, Sios funkcijos pagalba visus sakinius galime suskirstyti
i dvi aibes- teiginiy aibe ir sakiniy, kurie neutraltus taisyklés atzvilgiu, aibes. Trumpai tariant,
teiginys yra sakinys, kuris arba klaidingas arba teisingas. Matematikoje, aksiomu teisingumo
reikSmeés yra zinomos, tuo tarpu kity teiginiu teisngumo reikSmes yra nustatomos naudojant
loginius argumentus, kurie vadinami jrodymu.

Teisingumo aibéje T apibrézkime operacijas (jungtis), kuriu atzvilgiu §i aibé butu uzdara.
Kitaip tariant, atlikdami teiginiu veiksmus, vél gausime teigini.

Teiginiu aibéje naudojamos tokios teiginiu jungtys (operaciju zenklai): 'ne’, ’arba’, 'ir’,

9.

jei..., tai’, 'tada ir tik tada’ , o matematiniai §iu jung€iu zymenys yra (...), V, A, =
, <. Apibrézkime operacijas teiginiy aibéje. Sios operacijos dar vadinamos logikos operacijy
aksiomomis.

1. Neigimo operacija. Tegu p € T. Tuomet sakini 'ne p’ (zZymeésime p) vadinsime
duotojo teiginio p neiginiu. Jo teisingumo reikSmé priesinga teiginio p teisingumo reikSmei.
Pavyzdziui paneige teigini "2 > 0” gausime teiginj "2 < 0.

Tegu p; yra teiginys dabar lyja. Tada Siam teiginiui prieSingas teiginys p yra dabar nelyja.

2. Teiginiu disjunkcija. Sakini’ parba ¢’ vadinsime teiginiu p, ¢ disjunkcija, (zymeésime
pV q). Sis sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p,q yra klaidingi. Taigi,
likusiais atvejais teiginys bus teisingas.

Teiginys 'skaicius 7 dalo skaiciuy 222446666777’ arba 'skaic¢ius 7 nedalo skaiciaus 222446666777
yra teisingas, kadangi abu teiginiai kartu biiti neteisingi negali. Sis loginis veiksmas kartais vad-
inamas logine sudétimi.

P|lgqg | pVyg Pl g | pPNg
1|1 |1 1|1 |1
110 |1 110 1]0
01 |1 01 |0
010 |0 00 |0

Y

3. Teiginiu konjunkcija. Sakini ’p ir ¢ ’ vadinsime teiginiu konjunkcija (zymeésime
pAq ). Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, ¢ teisingi. Vadinasi teiginys
"duotojo trikampio kampu suma ne didesné uz 180 laipsniu’ ir 'duotojo trikampio kampuy suma



didesné uz 180 laipsniu’- neteisingas, kadangi abu pateikti teiginiai tuo pat metu negali buti
teisingais. Sis veiksmas kartais dar vadinamas logine daugyba.
4. Teiginiu implikacija. Sakini’jei p, tai ¢’ vadinsime 8iu teiginiu implikacija (zZymésime
p=q). Sis sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p teisingas, o ¢ klaidingas.
Remiantis Sia aksioma galime teigti, kad teiginys, jei 'lygiakrascio trikampio krastinés ne-
lygios,” tai ’lygiakrascio trikampio kampai nelygus’ yra teisingas, nes abu teiginiai klaidingi.
Teiginys 'p’ yra vadinamas prielaida, o ’q’ iSvada.

Plq |P=q Plq |pegq
1|1 |1 1|1 |1
1|0 |0 110 |0
01 |1 011 |0
00 |1 010 |1

)

5. Teiginiu ekvivalencija. Sakini 'p tada ir tik tada kai ¢ * vadinsime §iu teiginiu
ekvivalencija. Sis sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abieju teiginiu teisingumo reiksmes
sutampa. Sia operacija Zymésime p < ¢. Kartais is teiginys dar vadinamas logine lygybe.

Sakykime, kad teiginys ¢ yra sakinys 'trikampis yra status’, o teiginys p nusakomas sakiniu
‘trikampio jzambinés kvadratas lygus statiniy kvadraty sumai’. Tuomet teiginys 'p < ¢— ’
skaitytojui gerai zinoma Pitagoro teorema.

Naudojant Sias logines operacijas, galime sudaryti sudétinius teiginius.

Sakinius, sudarytus baigtini skaic¢iu kartu atlikus teiginiu logines operacijas, nurodydant ju
atlikimo tvarka skliaustais, vadinsime sudétiniais teiginiais arba dazniau- loginémis formomis.

Elementariuosius teiginius, sudarancius logine forma vadinsime propoziciniais kintamaisi-
ais. Tada, kai propoziciniams kintamiesiems priskiriamos konkrecios teisingumo reikSmes,
tai gauname loginés formos interpretacija. Kitaip tariant elementarusis sakinys (neskaido-
mas i smulkesnius sakinius), kuriam gali buti suteikiamos skirtingos teisingumo reiksmeés, yra
propozicinis kintamasis.

Auksciau apibréztos dvieju teiginiu loginés operacijos vadinamos paprasciausiomis loginémis
formomis.

Teiginys

alp,q,r) = ((p=q) AN (pVr))

yra loginé forma priklausanti nuo elementariuju teiginiu p,q,r. Simboli I(-) := b, b € T
naudosime tuo atveju, kai loginei formai b suteikiame varda, skliaustuose nurodydami elemen-
tariuosius teiginius, kurie sudaro logine forma b.

Procesa, kuomet iprastini sakini keic¢iame simboliniu sakiniu vadinsime sudétinio sakinio
formalizavimu.

Formalizuokime toki sakini: ”Siandien eisiu i biblioteka ir jei ten rasiu norima knyga, tai ja
pasiimsiu j namus.”

Pastebésime, kad siame sakinyje turime tris propozicinius kintamuosius:

p: ”Siandien eisiu i biblioteka;” q: ”rasiu norima knyga” r: ”ja” pasiimsiu i namus.

Formalizave §i sakini gauname:

L(p,q,r) =pA(qg=1).

Trumpai aptarkime loginiy interpretaciju prasme. Kai nagrinéjame jvairius sakinius savaime
aisku, kad tas pats sakinys skirtingame kontekste gali jgyti skirtingas teisingumo reikSmes.



Todél nagrinédami sudétinius teiginius ju teisingumo reikSmes gali nustatyti tik Zzinodami
elementariyju teiginiu teisingumo reiksSmes, t.y. interpetacijas. Panagrinekime toki pavyzdi.
L: ”Jei ruduo bus drégnas ir Siltas, tai miske uzaugs daug grybuy ir uogy.”
Formalizuodami §i teigini gauname tokia formalia logine forma

L(p,q,r,s) .= (pAr)=(¢AT).

IS patirtie zinome, kad pastarasis teiginys (loginé forma) yra teisingas teiginys jei visu elementariuju
teiginiu interpretacijos teisingi teiginiai.

Panagrinékime $i teigini kai elementariuosius teiginius interpretuosime tokiu budu p*, ¢°, r,
s, Kitaip tariant, ruduo yra lietingas ir be to grybai auga, o uogos ne. Kyla klausimas - kokia
sio sakinio teisingumo reiksmeé, jei formos teisingumo reiksme nustatome naudodami logikos
taisykles (aksiomas). Sitlome skaitytojui isitikinti, kad siuo atveju teiginys yra teisingas, o jei
teiginiams suteiksime tokia interpretacija: p!, ¢t, r1, s°, tai loginé forma bus klaidingas teiginys.

Sudarykime loginés formos a(p, q,7) := ((p = ¢) A (p V r)) teisingumo lentele. Visu pirma,
kai kuriems teiginiams suteikime vardus:

PL:=p=(q, pp:=pVr, p3g:=pi Aps, L:=Ds.

Tada
plqg |7 |p | p2 |3 | L
1{1 1|1 1 1 0
1|10 |1 1 1 0
10 |1 ]0 1 0 1
110 1[0 0 1 0 1
01 |1 |1 1 1 0
01 [0 |1 0 0 1
00 [1 |1 1 1 0
00 [0 |1 0 0 1

Tarkime, kad p € T yra teiginys. Sakykime, kad jis teisingas. Tada §i teigini patogu zymeéti
p! = p. Jeigu teiginys p yra klaidingas, tai & teigini Zymeésime p° := p. Naudodami Siuos

zymeéjimus visas loginés formos interpretacijas galime uzrasyti tokiu budu:

a@¥ pk2 . pf), ke {0,1},i=1,...,n.

Matome, kad jei loginé forma priklauso nuo n elementariuju teiginiu, tai §i forma turi 2"
interpretaciju. IS paskutiniosios lentelés matyti, kad nagrinéjamos loginés formos interpretacija
a(p®,q',r!) yra klaidingas teiginys.

Panagrinékime zinoma matematini teigini.

L: "Trikampis status tik tada, kai apibrézto apie §i trikampi apskritimo centras dalija
istrizaine pusian.” Formalizavus gauname: L: "p < (r).” Zinoma, kad §is teiginys yra teisin-
gas. Interpretavus §i teigini tokiu budu: p° ¢! (t.y. teigdami, kad trikampis néra status, o
apibrézto apie §i trikampi apskritimo centras dalija istrizaine pusiau) gauname, kad esant $iai
interpretacijai teiginys yra klaidingas.

Dvi logines formas «(py,...ps) ir B(p1, ... pn), kuriu teisingumo reikSmeés sutampa, esant
bet kokiam teiginiu py, . .., p, teisingumo reikSmiy rinkiniui, vadinsime logiskai ekvivalenc¢iomis
ir Zymeésime

a(pla s 7pn> - 6(]917 s 7pn>‘



Kitaip tariant, koki bepasirinktume teiginiu rinkini su Zinomomis teisingumo reiksmeémis, abieju
loginiu formu interpretacijos turés ta pacia teisingumo reiksme.

Logine forma, kurios, bet kokios interpretacijos teisingumo reiksme lygi 1, vadinsime tau-
tologija. Paprastai tautologija zymima raide I(...). Jeigu loginés formos teisingumo reiksmeé
visuomet lygi nuliui, tai §i forma vadinama loginiu nuliu. Ja Zymime raide O.

Tautologija yra vadinama logikos désniu. Pateiksime keleta logikos désniu.

1. Dvigubo neigimo désnis: (p < p) = I(p); Sakinys su dvigubu neiginiu ”Netiesa, kad

skaicius 6 yra nelyginis ” yra ekvivalentus sakiniui ”skaicius 6 yra lyginis.”

2. Negalimo treciojo désnis: (pVp) = I(p);
Teiginys ”skaic¢ius 7 dalo skaic¢iu 29576839485776 arba jo nedalo” yra visada teisingas.

3. Nepriestaravimo désnis: (p Ap < O) = I(p).
Teiginys ” Duotasis trikampis yra lygiakrastis ir tuo pat metu nelygiakrastis” yra klaidingas.

4. Kontrapozicijos désnis: ((p = ¢) < (¢=D)) = 1(p,q);

Si désni (visoms interpretacijoms teisinga teigini) iliustruosime tokiu pavyzdziu:

Teiginys " Jei funkcija turi iSvestine atvirame intervale, tai ji Siame intervale tolydi’ yra
lygiavertis teiginiui ”Jei funkcija néra tolydi atvirame intervale, tai ji ne visur turi iSvestine.”

5. Silogizmo désnis: ((p=q)A(¢=71))=(p=71))=1(p,q,r);

7 Jei studentas pastoviai mokosi, tai jis gerai islaiko egzaminus ir jei gerai islaiko egzaminus,
tai gauna stipendija.” Naudodami pastaraji désnj galime teigti, kad ”Jei studentas pastoviai
mokosi, tai jis gaunam stipendija.”

6. de Morgano désniai:

pVagepAg =I1p,q), @PANgeDPVY =I1(pq);

Remiantis Siais désniais vienus sakinius galime keisti kitais. Panagrinekime toki pavyzdi.
Sakinys ”p A ¢q: ”Netiesa, kad pateiktasis trikampis yra statusis ir lygiakrastis” logine prasme
yra lygiavertis tokiam sakiniui pV¢q : " pateiktasis trikampis yra ne statusis arba nelygiakrastis.”

7. Teisingos iSvados désnis: jei zinoma, kad teiginys p = ¢ ir prielaida p yra teisingi
teiginiai, tai tada iSvada teisingas teiginys.

Yra zinoma, kad teiginys ” keturkasmpis rombas, tai jo jstrizainés yra statmenos” yra teisin-
gas. 7 Tarkime, kad nagrinéjant keturkampius buvo nustatyta, kad keturkampio istrizines yra
statmenos. Tada i§ pastarojo désnio isplaukia, kad nagriné¢jamas keturksmpis yrs rombas.

8. Klaidingos prielaidos désnis: jeigu teiginys p = ¢ yra teisingas, o jos iSvada ¢ yra
klaidingas teiginys, tai salyga p yra klaidingas teiginys.

Panagrinékime teigini: Jei funkcija yra konstanta, tai jos isvestiné lygi nuliui. Sis teiginys
teisingas. Mes nagrinédami funkcija pastebéjome, kad isvestiné néra lygi nuliui. Taigi prielaida
siuo atveju turi buti prieSingas logine prasme teiginiui teiginys, t.y. funkcija néra konstanta.

9. Implikacijos neigimo désnis: (p=q¢< pAq) = 1(p,q);

Sis désnis taikomas gana placiai, kai yra daromos priesingos prielaidos.

Tarkime duotas teiginys: ”Jei skaic¢ius sudétinis, tai jis turi ne maziau negu du daliklius
didesnius uz vieneta.” Tarkime prieSingai, t.y. sakykime kad ” Netiesa, kad jei skai¢ius sudétinis,
tai jis turi ne maziau negu du daliklius didesnius uz vieneta .” Remiantis Siuo désniu paskutiniji
sakini galime pakeisti tokiu: ”skaic¢ius yra sudeétinis ir jis turi daugiau negu du daliklius .”

10. Ekvivalencijos neigimo désnis: (p&q) < (0< q)) = I(p,q);

Paneikime tokj sakini: ”Darysiu namy darbu uzduotis tik tada, kai i namus grisiu ne véliau
negu 9 val.” Renzmiantis neigimo taisykle §i sakini galime paneigti tokiu budu:

"Darysiu namu darbu uzduotis tik tada, kai i namus grisiu véliau negu 9 val.”



Skaitytojui paliekame savarankiskai isitikinti (naudojant teisingumo lenteles), kad kairéje
puséje esancios loginés formos i$ tiesu yra tautologijos, t.y. visos interpretacijos yra teisingi
teiginiai.

Yra laikoma, kad mokslo kalba yra nepriestaringa, jei ja naudojant bus laikomasi siy désniuy.
Juk ne karta esame susidire su pasnekovu, kuris kalba nesilaikydamas logikos taisykliu. Beje
ir save daznai "nutveriame” kalbant ne logiskai. Beje, nelogiska kalba taip pat turi privalumu
- tokiu atveju neimanoma nustatyti tiesos.

Tolimesneéje veikloje mums teks susidurti su dvejopo pobiidzio teiginiais. Vienus teiginius
mes laikysime apriori teisingais (teisingais be diskusiju), juos vadinsime aksiomomis, o teig-
inius, kuriy teisinguma nustatysime samprotaudami, naudodami logikos désnius bei aksiomas,
vadinsime teoremomis. Aksiomos, tai pirminiai teiginiai, kuriy pagrindu kuriama matematiné
teorija. Dar karta pabréziame, kad deél aksiomu teisingumo yra susitariama, skirtingose teorijose
ta pati aksioma gali tureti skirtingas teisingumo reiksmes. Teorema vadinsime teigini p = q.
Pradine teorema paprastai vadiname tiesiogine. Tuomet teorema g = p vadinsime atvirkstine
pradinei. Teorema p = g— prieSinga pradinei teoremai, o teorema g = p prieSinga atvirkstinei
teoremai. Pasirodo, kad kai kurios is Siy teoremuy yra ekvivalenc¢ios. Pavyzdziui teisinga tokia

Teorema 1. Tiesioginé ir priesinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalencios, t.y.

(p=4q) =(@=D)

Atkreipsime skaitytojo démesi, kad tai yra kontrapozicijos désnis!

Teorema 2. Atvirkstiné ir priesingoji teoremos yra ekvivalencios.

Siu teoremu jrodyma paliekame skaitytojui. Irodymui naudokite teisingumo lenteles.

Tarkime, kad teiginys p skamba taip: ’trikampis yra status’ , o teiginys ¢ : ’trikampio
izambinés kvadratas lygus statiniu kvadratu sumai’. Tada teiginys (p < q) - skaitytojui gerai
zinoma, Pitagoro teorema.

Teigini p < ¢ vadinsime teorema su buitinomis ir pakankamomis salygomis.

1.3 Sakiniai su kintamaisiais (predikatai)

Apibrézimas Sakini, kuriame yra neapibréztos savokos (kintamieji) ir kuris tampa teiginiu
Sias savokas (kintamuosius) apibrézus, vadinsime predikatu. Jei sakinyje yra n nezinomuju, tai
sis predikatas vadinamas n— vie¢iu. n— vieti predikata zymésime P(z1,xa, ..., ;).

Tarkime, kad predikatas vienvietis. Pastebésime, kad kitu atveju, visos savokos bity
analogiskos, tik zyméjimai taptu sudétingesni. Pavyzdziui, sakinys P(z) : = < 2 yra predikatas,
o sakinys P(3); 3 < 2 jau yra teiginys, beje neteisingas. Sakinys P(z) : "naturalusis
skaicius = dalo skaiciy 7”7 yra predikatas, kadangi x nezinomas. Taciau sakinys ”egzistuoja
x naturaliyju skaiciy aibéje, kuris dalo skaiciy 7”7 jau yra teiginys, beje teisingas. Arba sakinys
”visi naturalieji skai¢iai z, dalo skai¢iy 7”7 yra teiginys. Sis teiginys yra neteisingas. Sakinius
" egzistuoja x, tenkinantis savybe P” ir ”visi x tenkina savybe P” vadinsime sakiniais su egzis-
tavimo ir visuotinumo kvantoriais. Siuos sakinius trumpai rasysime, atitinkamai, (3z, P(x)),
(Vx, P(x)). Simboliai 3 ir V vadinami egzistavimo ir visuotinumo kvantoriais, atitinkamai. Nau-
dodami kvantorius, predikatus paverciame teiginiais, kadangi siuo atveju kintamieji dydziai yra
susiejami su tam tikru pozymiu ir nezinomas dydis konkretizuojamas.

Pavyzdys Duotas teiginys "kiekvienas studentas esantis Sioje grupéje studijuoja algebros
kursa.” Uzrasykime §i teigini naudodami kvantorius.

Tegu predikatas P(x) : "Sios grupés x (nezinomas) studentas studijuoja algebros kursa”

Tada pateikta teigini galime uzrasyti tokiu budu: Vz, P(z).

Antra vertus teiginys: JxP(z) yra suprantamas tokiu budu: ”grupéje yra studentas, kuris
studijuoja algebros kursa.”



Teigini "aibéje A = [—2,5] C R yra skaicius, kurio modulis didesnis uz 4” formalizuosime
tokiu budu: Ja € Ala| > 4. Pastebésime, kad $is teiginys yra teisingas.

Pavyzdys Tegu predikatas P(z) : "z + 1 > z.” Kokios 8io predikato teisingumo reiksmeés.
Akivaizdu, kad &is predikatas Vx, P(x) yra teisingas, jei = realus skaicius.

Pavyzdys Tegu predikatas P(z) : "z > 4.” Kokios §io predikato teisingumo reiksmes.
Akivaizdu, kad sis predikatas Vz; P(z) néra teisingas, jei = realus skaicius. Taciau egzistuoja
realiuju skaiciu intervalus kuomet §is predikatas teisingas. Butent: Va € (4,00); P(z) jis yra
teisingas.

Kintamuju reikSmiu aibe, su kuriomis predikatas tampa teiginiu, vadinsime predikato
apibrézimo sritimi, o kartais sakoma predikato universumu.  Predikato apibrézimo srities
elementai, su kuriais predikatas tampa teisingu teiginiu, vadinami predikato teisingumo aibe.

Paskutiniame auksc¢iau pateiktame pavyzdyje matome, kad predikato apibrézimo sritimi gali
buti bet kokie realus skaic¢iai, o sio predikato teisingumo aibe sudaro intervalas (4, c0).

Pavyzdys Formalizuokime sakini: ”Sioje auditorijoje egzistuoja studentu, kurie lankési
Austrijoje ir kiekvienas §ios auditorijos studentas yra aplankes Kauna arba Siaulius”.

Tegu kvatorius A(z) yra sakinys "z studentas aplanké Austrija;” kvatorius K (x) yra sakinys
”x studentas aplanké Kauna;” kvatorius S(z) yra sakinys "z studentas aplanké Siaulius.”

Formaliai uzrasytas teiginys yra toks:

Ve A(z) AVa(K(x) vV .S(x))

Pavyzdys Formalizuokime sakinius:

”Visi studentai yra saziningi;”

"Kai kurie studentai geria kava;”

”Kai kurie saziningi studentai negeria kavos.”

Tegu A(x), B(x),C(xz)— yra tokie predikatai, atitinkamai: "z yra studentas,

%

;7 7x geria kava.” Tada pateiktus tris sakinius galime formalizuoti taip:

Vo (A(z) = B(z);

Jz(A(z) A C(z);

Vr((A(z) A B(x)) A C(x).

Panagrinéekime teiginiu, apibréztuy kvantoriais, neigimo problema. Paneikime toki teigini:
”Netiesa, kad visiems aibés X elementams, predikatas P(x) yra teisingas teiginys.” Uzrase
formaliai turime,

% "

x saziningas

(Vz € X, P(x)).
Pastaraji teigini galime perrasyti tokiu budu: "ne visiems z € X, predikatas P(z)” yra teisingas
teiginys arba ”egzistuoja aibéje X elementas, su kuriuo predikatas P(x) klaidingas teiginys”.
Perrase formaliai turime

(Vz € X,P(x)) = (3z € X, P(x))

arba

(Vx € X, P(x)) = (3z € X, P(x)).
Pastaroji lygybé vadinama visuotinumo kvantoriaus neigimo taisykle (désniu).
Samprotaudami visiskai analogiskai, paneikime teigini su egzistavimo kvantoriumi. Teigini
"netiesa, kad aibéje X yra elementas x toks, kad P(z) yra teisingas teiginys-" formaliai uzrase
turime:

3z € X, P(2)).

Auksciau uzrasyta teigini galime perrasyti tokiu budu: "néra aibéje X elemento z, su kuriuo
predikatas P(x) butu teisingas teiginys” arba ”visiems aibés X elementams z, predikatas P(z)
neteisingas teiginys.” Paskutini teigini laikysime teiginio su egzistavimo kvantoriumi neiginiu,
taigi:

Gz € X, P(2)) = (Vz € X, P(2)).
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Remdamiesi uzrasytomis taisyklémis paneikime keleta teiginiu:

(Ve e [-1,2],2 <0)=(Fx € [-1,2],2 > 0),

arba

Gre[-Lolr—1>1)=(Vre|[-1,2 |r—1] <1).

Privalomos savarankisko darbo uzduotys

1. Kokios teiginiu pVq, pAq, p = r, ((p = q)Ar)Vq teisingumo reiksmés, jeigup : 2x2 = 6,
q: 2x4=81r:3—-1=2.

2. Kurie is pateikty sakiniy yra teiginiai. Nurodykite teiginiy teisingumo reikSmes:

a) ”Lietuvoje yra zmoniu kalbanciu viena is kalbu vartojamu Kinijoje.

b) "atsakyk i pateikta klausima”;

) f(x) =2>+z -1
d) "3 <5—17;
6)77a+b_3’7

f) Jei rytoj lis lietus, tai neisiu i paskaita.
Turima informacija: Perskaites prognoze suzinojau, kad rytoj lietus nelis. Zinau, kad rytoj
1 paskaita vis vien neisiu.

3. Nustatykite, kurie i§ pateiktu teiginiu teisingi, o kurie klaidingi:

a) Jeil <2, tai3>b;

b) Jei 3 <2, tai 3 > 5;

c) Jei” 243=4 tai 3 > 5.

d) 7 Jei trikampis lygiasonis, tai jo dvi krastines lygios ir visi kampai lygus.” (Laikome, kad
nagrinéjamas trikampis yra lygiasonis).

4. Paneikite duota teigini: ”jei Siandien lis lietus ir nebus paskaitu, tai eisime i paroda ir
ziuresime paveikslus arba dirbsime skaitykloje.”
5. Patikrinkite, ar pateiktos loginés formos yra désniai (tautologios):

1) (p=(grr) e (p=agAp=r1)))

2) ((p:q):r)#(p:(qér))

Deformalizuokite pateiktus teiginius jiems suteikdami konkretu turini.

6. Paneikite duotuosius teiginius: 7 Visi aibés elementai neigiami”, ”yra saziningy zmoniy”,

"Trikampio krastinés lygios” arba ”trikampio kampai lygtis” , Tarkime, ab,c yra natitiralieji
skaiciai. "Jei 7a < b” tai "a? < b*” arbaa >birb=c¢.”

7. Duota teorema: Tegu a,b, c realtus skaiciai. "Jeia < b taia+c < b+ c¢ 7. Uzrasykite
Siai teoremai atvirkstine, prieSinga, prieSinga atvirkstinei teoremas.

8. ITrodykite, kad tiesioginé bei priesinga atvirkstinei teoremos yra ekvivalentiis teiginiai.
(Naudokite teisingumo lenteles)

9. Uzrasykite duotai teoremai priesinga, atvirkstine, atvirkstine priesingai teoremas, pries
tai jas formalizave. Paneikite Sias teoremas (tarkite priesingai), jei:

a) Jei vektoriu rinkinys yra tiesiskai priklausomas, tai bet koki sio rinkinio vektoriu galima
uzraSyti netrivialiu Sio vektoriy rinkinio tiesiniu dariniu;

b) Jei funkcija tolydi atvirame intervale, tai Siame intervale ji turi iSvestine;

c) Jei aibé begaline, tai ji ekvivalenti kokiam nors savo poaibiui;
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d) Jei funkcija tolydi uzdarame intervale, tai Siame intervale ji igyja didziausia ir maziausia
reiksSmes.

e) Jei skaicius yra realusis, tai jis uzrasomas baigtine periodine desimtaine trupmena arba
begaline periodine deSimtaine trupmena.

10. Tarkime, kad predikatas P(z) : "yra studentas x, kuris nepraleidzia aukstosios matem-
atikos paskaitu”. Siuo atveju universali z aibé (predikato apibrézimo sritis)- pasirinkta studentu
grupé. UzraSykite pateiktus teiginius lietuviskai:

a) JxP(x) b) FzP(x) ¢) VeP(z) d) VzP(z).

11. Tegu A(z) yra predikatas "z gali kalbéti latviskai”, o B(z) : "z moka programuoti
Pascal kalba.”

Pateiktus sakinius uzrasykite formalia kalba naudodami kvantorius.

a) Yra studentas universitete galintis kalbéti latviskai, bei zinantis Pascal kalba;

b) Yra studentas universitete galintis kalbéti latviskai, bei nezinantis Pascal kalbos;

¢) Kiekvienas miusu universiteto studentas gali kalbéti latviskai, bei zino Pascal kalba,

d) Néra studentu universitete galinciu kalbéti latviskai arba zinanc¢iu Pascal kalba;

Siame uzdavinyje ”zinoti” Pascal kalba tas pat kas ir mokéti programuoti.

Paneikite visas Sias formalias logines formas. Uzrasykite paneigtas logines formas iprastiniais
sakiniais.

12. Sudarykite loginiu formu teisingumo lenteles. Nustatykite, ar pateiktos loginés formos
Ly ir Ly yra logiskai ekvivalencios:

Ly:=p=7, Ly:=p=T;

Ly:=((pAr)=s, Ly:=(pVT)=3.

Li=(p=q =r Li=p=(qg=r).

13. Tegu f(z), g(x) yra tolydzios funkcijos. Tada:

7Jei x € (a,b); f(x) + g(x) =0, tai Iz € [a,b]; f(x) = 0irg(x) = 0 arba f(z) = —g(z);”

Suformuluokite Siai teoremai priesinga, atvirkstine, priesinga atvirkstinei teoremas, panei-
kite Sia teorema (tarkime priesingai);

Ka reikia zinoti atsiskaitant Sio skyriaus medziaga

Zinoti teiginiu veiksmu apibrézimus;

Moketi skaiciuoti sudétiniu teiginiu teisingumo reiksmes;

Zinoti logikos désnius;

Neigti sudétinius teiginius, taikant logikos désnius;

Zinoti teoremu rusis. Zinant tiesiogine teorema, mokéti uzrasyti kitas teoremas;
Formalizuoti-deformalizuoti teiginius, nagrinéti teiginius su kvantoriais.
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