
Gintautas Bareikis

Aukštoji matematika. (I d.)

Algebros ir analizinės geometrijos pagrindai

Paskaitu
‘
ciklas (2+1) skirtas verslo vadybos specialybės studentams, siekiant supažindinti besimokančius

su tiesinės algebros bei analizinės geometrijos pagrindais, kurie būtini sėkmingoms tolimesnėms studijoms.

Beje, ši
‘
paskaitu

‘
cikla

‘
galėtu

‘
klausyti ir kitu

‘
ekonominiu

‘
disciplinu

‘
studentai.
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6.3 Plokštumos lygtis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .71
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Pradedant bet koki
‘

paskaitu
‘

cikla
‘

visuomet ǐskyla problema - kaip pradėti ši
‘

darba
‘
, kad jau pačioje

pradžioje neǐsga
‘
sdinti klausytojo sudėtingais ǐsvedžiojimais, o antra, kad klausytojas apskritai suprastu

‘
ka

‘

autorius nori pasakyti. Tad pirma
‘
jame skyrelyje apibrėšime sa

‘
vokas, kurios bus naudojamos visa

‘
mūsu

‘

bendravimo laika
‘
.

1.1 Logikos sa
‘
vokos

Matematika kaip ir bet kuri kita mokslo sritis yra tam tikra kalba. Ši mokslo sritis nuo kitu
‘
skiriasi tuo,

kad naudojama kalba yra formalizuota ir dar daugiau, vartojami sakiniai turi ǐspildyti tam tikras sa
‘
lygas,

būtent, vartojamas sakinys yra arba teisingas arba kla idingas. Tokio pobūdžio sakiniai vadinami teiginiais.

Teiginiams sudaryti yra naudojamos sa
‘
vokos, kurios skirstomos i

‘
pirmines (neapibrėžiamas) ir apibrėžiamas.

Tikimės, kad su šiais faktais skaitytojas jau yra susipažine
‘
s mokykloje. Tačiau neatsispiriame pagundai kai

kuriuos dalykus dar karta
‘
priminti.

Aibe vadinsime, bet koki
‘
objektu

‘
rinkini

‘
. Objektai sudarantys minėta

‘
ji
‘
rinkini

‘
vadinami aibės elemen-

tais. Kai aibe
‘
nusakome, tai nurodome kokia

‘
nors elementus siejančia

‘
savybe

‘
. Aibe

‘
sudarančius elementus

nurodysime tarp skliaustu
‘
{. . .} ir juos skirsime kableliais. Pavyzdžiui lygybė A = {0, 1, b} reǐskia, kad aibe

‘
A

sudaro trys elementai, nuorodyti tarp riestiniu
‘
skliaustu

‘
. Ateityje aibes žymėsime didžiosiomis, lotynǐskosios

abėcėlės raidėmis, o jos elementus mažosiomis. Taisykle
‘
, kurios pagalba vienos aibės elementui priskiriamas

tik vienas kitos (arba tos pačios) aibės elementas, vadinsime funkcija.

Pažymėkime raide S mūsu
‘
šnekamosios kalbos sakiniu

‘
aibe

‘
. Tarkime, kad funkcija T kokiems tai aibės

S elementams priskiria aibės {0, 1} elementus, trumpai žymėsime T :S → {0, 1}. Tuos sakinius kuriuos

’veikia’ minėtoji funkcija vadinsime teiginiais. Pažymėkime teiginiu
‘
aibe

‘
raide T. Jeigu funkcija T , kokiam

nors sakiniui priskiriamas 0, tai sakysime, kad sakinys (teiginys) klaidingas, kitu atveju - teisingas. Vadinasi,

šios funkcijos pagalba visus sakinius galime suskirstyti i
‘
dvi aibes: teiginiu

‘
aibe

‘
ir sakiniu

‘
, kurie neutralūs

taisyklės atžvilgiu, aibe
‘
. Matematikos tyrimo objektas - teiginiai, taigi, kiekvienas naudojamas sakinys yra

arba klaidingas arba teisingas. Aibėje T apibrėžkime operacijas, kuriu
‘
atžvilgiu ši aibė būtu

‘
uždara. Kitaip

tariant, atlikdami veiksmus su teiginiais vėl gausime teigini
‘
.

1. Neigimo operacija. Tarkim duotas teiginys p. Tuomet sakini
‘

ne p (žymėsime p), vadinsime duotojo

teiginio p neiginiu. Jo teisingumo reikšmė priešinga teiginio p teisingumo reikšmei. Pavyzdžiui paneige
‘

teigini
‘
’yra natūralusis skaičius mažesnis už 0’ gausime, ’nėra natūraliojo skaičiaus mažesnio už 0’.

2.Teiginiu
‘

disjunkcija. Sakini
‘

’ p arba q ’ vadinsime teiginiu
‘
p, q disjunkcija, (žymėsime p ∨ q). Šis

sakinys laikomas klaidingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, q yra klaidingi. Taigi, likusiais atvejais teiginys

bus teisingas. Teiginys ’Arklys yra žalios spalvos’ arba ’Arklio spalva ne žalia’ yra teisingas. Šis veiksmas

4



kartais vadinamas logine sudėtimi.

3.Teiginiu
‘
konjunkcija. Sakini

‘
’p ir q ’ vadinsime šiu

‘
teiginiu

‘
konjunkcija (žymėsime p∧q ). Šis sakinys

laikomas teisingu tuo atveju, kai abu teiginiai p, q teisingi. Vadinasi teiginys ’duotojo trikampio kampu
‘
suma

ne didesnė už 180 laipsniu
‘
’ ir ’duotojo trikampio kampu

‘
suma didesnė už 180 laipsniu

‘
’- neteisingas. Šis

veiksmas kartais dar vadinamas logine daugyba.

4. Teiginiu
‘

implikacija. Sakini
‘

’jei p tai q ’ vadinsime šiu
‘

teiginiu
‘

implikacija (žymėsime p⇒ q ). Šis

sakinys laikomas klaidingu tik tuo atveju, kai p teisingas, o q klaidingas. Vadinasi teiginys, jei ’lygiakraščio

trikampio kraštinės nelygios,’ tai ’lygiakraščio trikampio kampai nelygūs’ yra teisingas, nes abu teiginiai

klaidingi. Teiginys ’p’ yra vadinamas prielaida, o ’q’ ǐsvada.

5. Teiginiu
‘

ekvivalencija. Sakini
‘

’p tada ir tik tada kai q ’ vadinsime šiu
‘

teiginiu
‘

ekvivalencija. Šis

sakinys laikomas teisingu tuo atveju, kai abieju
‘

teiginiu
‘

teisingumo reikšmės sutampa. Šia
‘

operacija
‘

žymėsime p ⇔ q. Kartais šis teiginys dar vadinamas logine lygybe. Pateiksime pavyzdi
‘
. Sakykime, kad

teiginys q nusakytas sakiniu ’trikampis yra statusis’, o teiginys p nusakomas sakiniu ’trikampio i
‘
žambinės

kvadratas lygus statiniu
‘

kvadratu
‘

sumai’. Tuomet teiginys ’p ⇔ q− ’ skaitytojui gerai žinoma Pitagoro

teorema.

Naudojant šias logines operacijas, galime sukonstruoti sudėtinius teiginius. Aukščiau apibrėžtos op-

eracijos vadinamos paprasčiausiomis loginėmis formomis. Reǐskinius, sudarytus baigtini
‘

skaičiu
‘

kartu
‘

at-

likus logines operacijas tarp teiginiu
‘
, nurodydami ju

‘
atlikimo tvarka

‘
skliaustu

‘
pagalba, gausime sudėtinius

teiginius, kuriuos vadinsime loginėmis formomis. Teiginys

α(p, q, r) = ((p⇒ q) ∧ (p ∨ r))

yra loginė forma priklausanti nuo teiginiu
‘
p, q, r. ’Jei studentai geria daug alaus ir naktimis žaidžia ko-

rtomis, tai arba jie prastai mokosi arba nebaigia studiju
‘
’- tai neformalizuota loginė forma. Dvi logines

formas α(p1, . . . pn) ir β(p1, . . . pn), kuriu
‘
teisingumo reikšmės sutampa, esant bet kokiam teiginiu

‘
p1, . . . , pn

teisingumo reikšmiu
‘
rinkiniui, vadinsime logǐskai ekvivalenčiomis ir žymėsime

α(p1, . . . , pn) ≡ β(p1, . . . , pn).

Logine
‘
forma

‘
, kurios teisingumo reikšmė visuomet lygi 1 vadinsime tautologija. Paprastai tautologija žymima

raide I. Jeigu loginės formos reikšmė visuomet lygi nuliui, tai ši forma vadinama loginiu nuliu. Ja
‘
žymime

raide O.

Tautologija yra vadinama logikos dėsniu. Pateiksime keleta
‘
logikos dėsniu

‘
.

1. Dvigubo neigimo dėsnis: (p ≡ p) ≡ I.
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2. Negalimo trečiojo dėsnis: (p ∨ p) ≡ I.

3. Prieštaravimo dėsnis: (p ∧ p ≡ O) ≡ I.

4. Kontrapozicijos dėsnis: ((p⇒ q) ≡ (q ⇒ p)).

5. Silogizmo dėsnis: (((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r)) ⇒ (p⇒ r)) ≡ I.

6. de Morgano dėsniai skelbia, kad:

p ∨ q ≡ p ∧ q, p ∧ q ≡ p ∨ q

7. Teisingos ǐsvados dėsnis: jei žinoma, kad teiginys p ⇒ q ir sa
‘
lyga p yra teisingi teiginiai, tai tuomet

ǐsvada irgi teisinga.

8. Klaidingos ǐsvados dėsnis: jeigu teiginys p ⇒ q yra teisingas, o jos ǐsvada q yra klaidingas teiginys,

tai sa
‘
lyga p yra klaidingas teiginys.

Nuovokesnis skaitytojas tikimės akreipė dėmesi
‘
i
‘
tai, kad kalba (mokslinė ar buitinė) bus neprieštaringa,

jei bus laikomasi šiu
‘
dėsniu

‘
. Juk ne karta

‘
esame susidūre

‘
su pašnekovu, kuris kalba nesilaikydamas logikos

taisykliu
‘
. Tokia kalba taip pat turi privalumu

‘
- nei

‘
manoma nustatyti tiesos.

Tolimesnėje veikloje mums teks susidurti su dvejopo pobūdžio teiginiais. Vienus teiginius mes laikysime

apriori teisingais, juos vadinsime aksiomomis, o teiginius, kuriu
‘

teisinguma
‘

nustatysime samprotaudami,

naudodami logikos dėsnius bei aksiomas, vadinsime teoremomis. Aksiomos, tai pirminiai teiginiai, kuriu
‘

pagrindu kuriama matematinė teorija. Dar karta
‘
pabrėžiame, kad dėl aksiomu

‘
teisingumo yra susitariama,

skirtingose teorijose ta pati aksioma gali turėti skirtingas teisingumo reikšmes. Teorema vadinsime teigini
‘

p ⇒ q. Pradine
‘

teorema
‘

paprastai vadiname tiesiogine. Tuomet teorema
‘
q ⇒ p vadinsime atvirkštine

pradinei. Teorema
‘
p ⇒ q priešinga pradinei teoremai, o teorema

‘
q ⇒ p priešinga atvirkštinei teoremai.

Pasirodo, kad kai kurios ǐs šiu
‘
teoremu

‘
yra ekvivalenčios. Pavyzdžiui teisinga tokia

1 Teorema Tiesioginė ir priešinga atvirkštinei teoremos yra ekvivalenčios, t.y.

(p⇒ q) ≡ (q ⇒ p).

Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
, kad tai yra kontrapozicijos dėsnis!

1 Teorema Atvirkštinė ir priešingoji teoremos yra ekvivalenčios.

Šiu
‘
teoremu

‘
i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui. I

‘
rodymui naudokite teisingumo lenteles.

Tarkime, kad teiginys p skamba taip: trikampis yra status , o teiginys q : trikampio i
‘
žambinės kvadratas

lygus statiniu
‘

kvadratu
‘

sumai. Tada teiginys (p ⇒ q) ∨ (q ⇒ p) yra, gerai skaitytojui žinoma, Pitagoro

teorema.
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1.2 Aibiu
‘
algebros sa

‘
vokos

Kaip jau esame minėje
‘
, aibe vadiname bet koki

‘
objektu

‘
rinkini

‘
, o objektus sudarančius aibe

‘
vadiname

jos elementais. Sakini
‘
, a yra aibės A elementas trumpinsime tokiu būdu: a ∈ A. Jeigu elemento b nėra aibėje

B tai pastara
‘
ji
‘
sakini

‘
trumpai rašysime b 6∈ B. Simboliniu užrašu ∀x ∈ A . . . žymėsime sakini

‘
, kad visi aibės

A elementai turi savybe
‘

nurodyta
‘

daugtaškio vietoje, o simbolinis užrašas ∃x ∈ A . . . reǐskia sakini
‘
, kad

yra aibėje A bent vienas elementas turintis savybe
‘
, nurodyta

‘
daugtaškio vietoje. Tarkime, kad daugtaškio

vietoje nurodyta kokia tai salyga P (x). Pažymėkime S1 teigini
‘
’∀x ∈ A,P (x) ’. Tada S1 reǐskia toki

‘

teigini
‘
∃x ∈ A,P (x) ir atvirkščiai, jeigu S2 yra teiginys ∃x ∈ A,P (x), tai S2 reǐskia teigini

‘
∀x ∈ A,P (x).

Naudodamiesi auksčiau pateiktais žymėjimais aibe
‘
galime užrašyti tokiu būdu: A = {x;x ∈ A}. Aibe

‘

turinčia
‘

viena
‘

elementa
‘

žymime A = {a}. Aibe
‘
{x, x 6= x} vadinsime tuščia. Ja

‘
žymėsime simboliu ∅.

Sakysime, kad aibė A yra aibės B poaibis (žymėsime A ⊂ B), jeigu ∀x ∈ A ⇒ x ∈ B. Sakysime, kad aibės

A,B lygios (A = B ), jeigu A ⊂ B ir B ⊂ A. Aibiu
‘
A ir B sankirta (žymėsime A ∩ B) vadinsime aibe

‘

{x, x ∈ A∧x ∈ B}. Aibe
‘
D = {x, x ∈ A∨x ∈ B} vadinsime aibiu

‘
sa

‘
junga, kuria

‘
žymėsime A∪B. Sakysime,

kad aibės nesikerta, jeigu ju
‘
sankirta sutampa su tuščia aibe. Aibiu

‘
A ir B skirtumu, kuria

‘
žymėsime A \B,

vadinsime aibe
‘
A\B = {x, x ∈ A∧x /∈ B}. Tarkime, kad visos nagrinėjamos aibės yra kokios tai vienos aibės

poaibiai. Šia
‘
aibe

‘
vadinsime universalia, ir žymėsime I. Aibės A papildiniu, kuria

‘
žymėsime A, vadinsime

aibe
‘
A = {x ∈ I, x 6∈ A}. Tarkime, kad A,B kokios tai aibės. Tada šios aibės poaibiu

‘
visuma

‘
A vadinsime

klase.

Kai kurios svarbesnės aibiu
‘
veiksmu

‘
savybės:

1. B \ (B \A) = A ∩B.

2. A = A.

3. A ∩B = B ∩A ir A ∪B = B ∪A.

4. A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

5. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

6. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

7. A ∩B = A ∪B

8. A ∪B = A ∩B

Beje, paskutiniosios dvi formulės vadinamos de Morgano dėsniais, analogǐskai kaip ir logikos algebroje.

Pastara
‘
sias lygybes siūlome skaitytojui i

‘
rodyti pačiam.

Pastebėsime, kad dažnai literatūroje aibės A papildinys žymimas simboliu Ac.

Prieš pradėdami kita
‘
skyriu

‘
neatsispyrėme pagundai priminti, o gal kai ka

‘
ir supažindinti, su matem-

atinės indukcijos metodu, kuri
‘
gana dažnai naudosime i

‘
rodydami i

‘
vairius teiginius. Bet, norint giliau suprasti
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matematinės indukcijos metodo esme
‘
, teks susipažinti su natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės apibrėžimu.

Natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės sa

‘
voka viena svarbiausiu

‘
matematikoje. Nors natūralaus skaičiaus sa

‘
voka labai

sena, bet šio skaičiaus ’buveinės’ sa
‘
voka buvo suformuluota tik 19 am. pabaigoje G. Peano bei R. Dedekindo

pastangu
‘
dėka.

Taisykle
‘
, siejančia

‘
du bet kokius tos pat aibės elementus, vadinsime binariniu sa

‘
ryšiu. Pavyzdžiui,

sveiku
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibėje galime nurodyti skaitytojui gerai žinoma

‘
binarini

‘
sa

‘
ryši

‘
’mažiau’ arba dalumo sa

‘
ryši

‘

toje pat aibėje. Žinoma, binariniai sa
‘
ryšiai sieja nebūtinai visus nagrinėjamos aibės elementus. Siūlome

skaitytojui pačiam pateikti daugiau binarinio sa
‘
ryšio pavyzdžiu

‘
kitose aibėse.

Dabar jau esame pasiruoše
‘
aksiomatǐskai apibrėžti natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
. Tarkime, kad kokioje tai

aibėje apibrėžtas sa
‘
ryšis ”eina tiesiog po ”, kuri

‘
simbolǐskai žymėsime ” ≺ ”.

Aibe
‘
N vadinsime natūraliu

‘
ju
‘

skaičiu
‘

aibe, jeigu joje apibrėžtas binarinis sa
‘
ryšis ”eina tiesiog po”

siejantis kai kuriuos šios aibės elementus, turintis savybes:

a1. Yra šioje aibėje elementas, pažymėkime ji
‘

’1’, neinantis po jokio elemento;

a2. Po kiekvieno elemento eina vienas ir tik vienas elementas;

a3. Kiekvienas elementas eina ne daugiau kaip po vieno elemento;

a4. Bet kuris aibės N poaibis M, turintis savybes:

1) 1 ∈M ,

2) jei elementas m ∈M, tai ir elementas einantis tiesiog po jo

priklauso aibei M ,

sutampa su aibe N .

Šios aibės elementus vadinsime natūraliaisiais skaičiais. Naudojant šias aksiomas galime ”surėdyti” eilės

tvarka visus natūraliuosius skaičius. Einanti
‘
tiesiog po 1 pažymėsime 2, einanti

‘
tiesiog po 2 pažymėsime 3

ir t. t.

Aibė vadinama begaline, jeigu ji turi poaibi
‘
, skirtinga

‘
nuo jos pačios, kuriame yra tiek pat elementu

‘
kaip

ir pradinėje aibėje. Priešingu atveju aibė yra baigtinė. Parodykime, kad natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė begalinė.

Tarkime, kad poaibi
‘
S ⊂ N sudaro visi lyginiai natūralieji skaičiai. Aǐsku, kad S 6= N . Apibrėžkime taisykle

‘

tokiu būdu- kiekvienam natūralia
‘
jam skaičiui n priskirkime poaibio S elementa

‘
2n. Aǐsku, kad visiems

natūraliesiems skaičiams ”pakaks” aibės S elementu
‘
. Nesunku sukonstruoti ir atvirkščia

‘
priskyrima

‘
, t.y.

kiekvienam lyginiam skaičiui priskirkime natūralu
‘
ji
‘
. Taigi, remdamiesi aibiu

‘
lygybės apibrėžimu gauname,

kad aibėje ir jos poaibyje tiek pat elementu
‘
. Vadinasi aibė Nyra begalinė. Pastebėsime, kad ne visos

begalinės aibės yra vienodos, t.y. yra palyginamos pavyzdžiui su natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe. Jei skaitytojas

tuo susidomėtu
‘
, siūlome kreiptis i

‘
dėstytoja

‘
, kuris suteiks platesne

‘
informacija

‘
apie tai.
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Tolimesnei mūsu
‘
veiklai labai svarbi a4. aksioma, kuri dar vadinama matematinės indukcijos aksioma.

Kuo pastaroji indukcija skiriasi nuo ”kitokios” indukcijos. Apskritai kalbant, indukcija yra metodas, kurio

dėka remiantis atskirais rezultatais daromi apibendrinti tvirtinimai. Bet ”sveikas protas ” mums kužda,

kad kažin ar atlikus tik baigtini
‘
kokio tai proceso stebėjima

‘
galime neabejodami tvirtinti, kad ir neribotai

te
‘
sdami šio proceso stebėjima

‘
gausime ta

‘
pati

‘
rezultata

‘
? Dar daugiau, mokslo istorijoje daug pavyzdžiu

‘
,

kurie patvirtina, kad ne visada galime apibendrinti rezultatus remdamiesi tik baigtiniais stebėjimais. Pvz.

P. Ferma patikrine
‘
s, jog skaičius 22n

+ 1 yra pirminis, kai n = 0, 1, 2, 3, 4, padarė prielaida
‘
, kad šis skaičius

kai n = 5 taip pat pirminis. Bet jo prielaida nepasitvirtino. Žinoma, pilnosios indukcijos metodu yra

gaunamos patikimos žinios, tačiau ji i
‘
manoma tik tuo atveju, kai nagrinėjama aibė baigtinė. Tad kyla

klausimas, o kuo gi geresnis matematinės indukcijos metodas? Tarkime, kad mums reikia patikrinti, jog

tam tikras reǐskinys teisingas begaliniam skaičiavimo, vertinimo ir t.t. žingsniu
‘
skaičiui. Jeigu parodysime,

kad šis žingsniu
‘

skaičius sutampa su natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe, tai mūsu

‘
teiginys bus i

‘
rodytas. Tad kaip

mes elgiamės. Visu
‘
pirma sutapatinkime mūsu

‘
nagrinėjamo proceso žingsniu

‘
skaičiu

‘
aibe

‘
su aibe M , kuri

figūravo aksiomoje a4. Tuomet mums tereikia patikrinti, ar po pirmojo žingsnio mūsu
‘
nagrinėjamas reǐskinys

ǐspildo keliamus reikalavimus. Tarkime kad pradinis reikalavimas ǐspildytas. Tuomet padare
‘
prielaida

‘
, kad

nagrinėjamas reǐskinys ǐspildo reikalavimus kokiame tai žingsnyje k (poaibiui M priklauso elementas k )

mes i
‘
sitikiname, kad tuos pat reikalavimus reǐskinys ǐspildo ir sekančiame žingsnyje (po k tiesiog einantis

elementas irgi priklauso aibei M ), tada naudodamiesi a4 aksioma gauname, kad žingsniu
‘
skaičius, kuriems

nagrinėjamas reǐskinys ǐspildo reikalavimus, sutampa su natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibe. Kitaip tariant, visiems

žingsniams teiginys teisingas.

Tuo ir baigiame i
‘
vadinės dalies pastabas.

Uždaviniai

1. Kokios teiginiu
‘
p ∨ q, p ∧ q, p ⇒ r, ((p ⇒ q) ∧ r) ∨ q teisingumo reikšmės, jeigu p; 2 × 2 = 6,

q; 2× 4 = 8, r; 3− 1 = 2.

2. Patikrinkite, ar pateiktos loginės formos yra dėsniai(tautologios):

1)
(
(p⇒ (q ∧ r)) ⇔

(
(p⇒ q) ∧ (p⇒ r)

))
2)

(
(p⇒ q) ⇒ r

)
⇒

(
p⇒ (q ⇒ r)

)
3. Paneikite duotuosius teiginius: ”Visi aibės elementai neigiami”, ”egzistuoja sažiningu

‘
teisininku

‘
”,

(”Trikampio kraštinės lygios” arba ”trikampio kampai lygūs”), Jei ”a < b” tai ”a2 < b2” arba a ≥ b ir b = c.

4. Sudarykite loginės formos teisingumo lentele
‘
:
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((p⇒ r) ⇒ (q ∧ r)) ∨ (q ⇔ r).

5. Duota teorema: jei a < b tai a+c¡b+c. Užrašykite šiai teoremai atvirkštine
‘
, priešinga

‘
, priešinga

‘

atvirkštinei.

6. I
‘
rodykite, kad tiesioginė bei priešinga atvirkštinei teoremos yra ekvivalentūs teiginiai.

7. Tarkime, kad universali aibė I = [−30, 30]− yra realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalas. Sakykime, kad A =

{−5, 2, 6, 15}, B = (−5, 15)− realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
intervalas, C = {2, 3, 6} ∨ (7, 11].

a) Raskite šiu
‘
aibiu

‘
papildinius.

b) Kokios tai aibės: (A ∩B)c, (Cc ∪B) \A,A ∩ C.

8. Raskite aibės {a, b, 1, 2} visus poaibius. Tarkime, kad aibėje yra n elementu
‘
. Kiek skirtingu

‘
poaibiu

‘

galima sudaryti ǐs minėtos aibės elementu
‘
?

9. Užrašykite nelygybiu
‘

x2 − 9 ≤ 0, |x| − 2 > 0, x2 − 3|x|+ 2 > 0

sprendiniu
‘
aibiu

‘
sankirta

‘
. Kaip atrodo trečiosios nelygybės sprendiniu

‘
aibės papildinys?

10. Ar teisingi teiginiai: Jei A \B = ∅ tai A ⊂ B. Jei A \B = A tai B = ∅.

11. Naudodami indukcijos metoda
‘
i
‘
rodykite, kad

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

12. Naudodami indukcijos metoda
‘
i
‘
rodykite, kad

(
1 + x

)n ≥ 1 + nx, n > 1, x > −1.

13. Naudodami indukcijos metoda
‘
i
‘
rodykite Niutono Binomo formule

‘

(
x+ a

)n =
n∑

k=0

Ck
na

kxn−k.

Pasinaudokite lygybe Cs
n + Cs−1

n = Cs
n+1, čia

Ck
n =

n!
k!(n− k)!

, k! = 1 · 2 · . . . · n.
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II. TIESINIU
‘

LYGČIU
‘

SISTEMOS

2.1 Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemos. Elementarieji pertvarkiai Keletas svarbiu

‘
žymėjimu

‘
:

a1 + a2 + a3 =
3∑

k=1

ak, a1 + a2 + a3 + . . .+ an =
n∑

k=1

ak,

čia n natūralusis skaičius. Apibendrinkime šiuos žymėjimus

m∑
k=n

ak =

{
an + an+1 + . . .+ am, kai m > n,
an, kai m = n,
0, kai m < n.

Ateityje raidėmis N , Z, Q, R žymėsime natūraliu
‘
ju

‘
, sveiku

‘
ju

‘
, racionaliu

‘
ju

‘
, bei realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibes.

Apibrėžimas Tiesine lygtimi (toliau trumpinsime t.l.) su n nežinomu
‘
ju

‘
vadinsime lygybe

‘
:

n∑
j=1

ajxj = b (2.1),

čia aj , b ∈ Q, aj , (j = 1, . . . , n) vadinami lygties koeficientais, b− lygties laisvuoju nariu, xj (j = 1, . . . , n)−

lygties nežinomaisiais.

Apibrėžimas Racionaliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
(l1, . . . ln) vadinsime t. l. sprendiniu, jeigu

n∑
j=1

aj lj ≡ b.

Kitaip tariant, minėtasis rinkinys vadinamas sprendiniu, jeigu (2.1) lygtyje nežinomu
‘
ju

‘
vietoje i

‘
raše

‘
ši
‘

rinkini
‘
gauname tapatybe

‘
(abiejose lygybės pusėse ta

‘
pati

‘
).

Sakysime, kad du t.l. sprendiniai (l1, l2, . . . , ln) ir (t1, t2, . . . tn) yra lygūs, jeigu lj = tj (j = 1, . . . , n).

Nesunku matyti, kad (2.1) lygtis sprendiniu
‘
neturi tada ir tik tada, kai aj = 0, b 6= 0 (j = 1, . . . , n).

Apibrėžimas Tiesine
‘
lygti

‘
, kurios laisvasis narys lygus nuliui, vadinsime homogenine.

Pastebėsime, kad homogeninė lygtis visuomet turi sprendini
‘
.

Apibrėžimas Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
aibe

‘
:


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2.2)

vadinsime m tiesiniu
‘
lygčiu

‘
, su n nežinomaisiais, sistema (trumpai t.l.s.). Simbolius aij ∈ Q vadinsime t.l.s-

mos koeficientais, bi ∈ Q− t.l.s-mos laisvaisiais nariais, xij− t.l.s-mos nežinomaisiais, (i = 1, . . . ,m), (j =

1, . . . , n).

(2.2) lygčiu
‘
sistema

‘
galime užrašyti tokiu būdu:
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n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Sakysime, kad t.l.s. yra homogeninė, jeigu bi = 0, (i = 1, . . . ,m).

Apibrėžimas Skaičiu
‘
rinkini

‘
(l1, . . . , ln) vadinsime t.l.s-mos (2.2) sprendiniu, jeigu teisingos tapatybės:

n∑
j=1

aij lj ≡ bi(i = 1, . . . ,m).

Apibrėžimas Jeigu t.l.s- os sprendiniu
‘
aibė netuščia, tai šia

‘
sistema

‘
vadinsime suderinta. Kitu atveju,

t.y. jei t.l.s. sprendiniu
‘
neturi, tai ja

‘
vadinsime nesuderinta.

Apibrėžimas Suderinta
‘
t.l.s-ma

‘
vadinsime apibrėžta, jei sprendiniu

‘
aibėje yra vienintelis elementas.

Kitu atveju t.l.s. bus vadinama neapibrėžta.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad homogeninė t.l.s. visuomet suderinta.

Sakykime, kad duotos dvi tiesinės lygtys, su tuo pačiu nežinomu
‘
ju

‘
skaičiumi:

n∑
j=1

ajxj = b1,
n∑

j=1

cjxj = b2.

Tada šiu
‘
lygčiu

‘
suma vadinsime lygti

‘

n∑
j=1

(aj + cj)xj = b1 + b2.

Dažnai sprendžiant uždavinius, jei i
‘
manoma, bandoma juos pertvarkyti taip, kad užduoties sprendimas

būtu
‘
paprastesnis ir tuo pačiu pradinės ir pertvarkytos užduoties atsakymai būtu

‘
tie patys.

Apibrėžimas Sakysime, kad dvi t.l.s-mos yra ekvivalenčios, jeigu ju
‘
sprendiniu

‘
aibės sutampa.

Nurodysime keleta
‘
operaciju

‘
, kuriu

‘
pagalba t.l.s-a

‘
galėsime taip pertvarkyti taip, kad pradinės ir pert-

varkytosios sistemu
‘
sprendiniu

‘
aibės sutaptu

‘
. Žemiau ǐsvardintos operacijos, tarp t.l. sistemos lygčiu

‘
, yra

vadinamos elementariaisiais pertvarkiais.

1) Sistemos lygčiu
‘
keitimas vietomis;

2) Bet kurios sistemos lygties dauginimas ǐs skaičiaus nelygaus nuliui;

3) Sistemos, bet kuriu
‘
dvieju

‘
, lygčiu

‘
sudėtis.

2.1 Teorema Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
elementariaisiais pertvarkiais keičiame i

‘
sistema

‘
, kuri ekvivalenti

pradinei.

	

Panagrinėkime pirma
‘
ja

‘
operacija

‘
. Nesunku suprasti, kad sukeitus lygtis vietomis (2.2) sistemoje gausime

sistema
‘
, kurioje bus tos pat lygtys, tik skirsis lygčiu

‘
ǐssidėstymo tvarka. Jeigu (l1, . . . , ln) yra pradinės lygčiu

‘
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sistemos sprendinys, tai akivaizdu, kad šis skaičiu
‘
rinkinys tinka ir naujosios sistemos visoms lygtims. Taigi

gavome, kad lygčiu
‘
keitimas vietomis sprendiniu

‘
aibės nekeičia. Kitaip tariant pradinė ir pakeistoji lygčiu

‘

sistemos yra ekvivalenčios.

Panagrinėkime antra
‘
ja

‘
, t.y. daugybos ǐs skaičiaus nelygaus nuliui, operacija

‘
. Padauginkime (2.2) siste-

mos bet kokia
‘
lygti

‘
, tarkim k−a

‘
ja

‘
, ǐs skaičiaus c. Gausime t.l.s.

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;

cak1x1 + cak2x2 + . . .+ caknxn = cbk.

(2.2)′

I
‘
raše

‘
(2.2) lygties sprendini

‘
(l1, . . . , ln) i

‘
(2.2)’ gauname{
bi ≡ bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;
cbk ≡ cbk.

Taigi tas pat rinkinys tinka ir pakeista
‘
jai t.l.s. Teisingas ir atvirkščias teiginys. T.y. jeigu (t1, . . . , tn) yra

t.l.s. (2.2)’ sprendinys, tai tada turime sa
‘
ryšius:


n∑

j=1

aijtj ≡ bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= k;

cak1t1 + cak2t2 + . . .+ cakntn ≡ cbk.

Jau žinome, kad daugindami ǐs skaičiaus lygties sprendiniu
‘
aibės nepakeičiame, todėl padaugine

‘
paskutinio-

sios sistemos paskutinia
‘
ja

‘
lygti

‘
ǐs 1/c ir vietoje nežinomu

‘
ju

‘
i
‘
raše

‘
šios sistemos sprendini

‘
gauname tapatybiu

‘

sistema
‘ n∑

j=1

aijtj ≡ bi, (i = 1, . . . ,m).

Taigi ir atvirkščias teiginys teisingas. Vadinasi, pradinės lygčiu
‘

sistemos ir sistemos, kuri buvo gauta ǐs

pradinės sistemos, jos lygti
‘
padauginus ǐs nelygaus nuliui skaičiaus, sprendiniu

‘
aibės sutampa.

Parodysime, kad ir trečioji operacija tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
transformuoja i

‘
jai ekvivalenčia

‘
t.l.s-ma

‘
.

Prie (2.2) t.l.s-mos l− osios lygties pridėkime k− a
‘
ja

‘
. Tuomet naujoji t.l.s. atrodys taip:

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m), i 6= l;

n∑
j=1

(alj + akj)xj = bl + bk.
(2.2)′′

Pastebėsime, kad jeigu (t1, . . . , tn) yra (2.2) sistemos sprendinys, tai gauname, kad šis rinkinys yra pirmu
‘
ju

‘

n− 1, (2.2)” sistemos, lygčiu
‘
sprendinys. Paskutinia

‘
jai lygčiai turime

n∑
j=1

(alj + akj)tj =
n∑

j=1

aljtj +
n∑

j=1

akjtj ≡ bl + bk.

Taigi, minėtasis skaičiu
‘
rinkinys yra (2.2)” sistemos sprendinys.
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I
‘
rodykime atvirkštini

‘
teigini

‘
. Sakykime, kad (t1, . . . , tn) yra (2.2)” sistemos sprendinys. Kadangi pir-

mosios n− 1, sistemu
‘
(2.2) ir (2.2)”, lygtys yra vienodos, tai telieka patikrinti, kad šis skaičiu

‘
rinkinys tinka

(2.2) sistemos l−a
‘
jai lygčiai. Turime

n∑
j=1

(alj + akj)tj ≡ bl + bk.

Pasinaudokime jau i
‘
rodytais faktais, būtent, kad lygties dauginimas ǐs skaičiaus bei pridėjimas prie

kitos sistemos lygties nepakeičia sprendiniu
‘
aibės. Taigi, padauginkime k−ta

‘
ja

‘
lygti

‘
ǐs −1 ir pridėkime prie

paskutiniosios lygybės. Gauname

n∑
j=1

aljtj = bl.

Taigi, atvirkščias teiginys taipogi teisingas. Vadinasi ir šiuo atveju teorema teisinga.

⊕

Parodėme, kad elementarieji pertvarkiai lygčiu
‘
sistema

‘
pakeičia jai ekvivalenčia sistema.

2.2 Gauso algoritmas. Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
suderinamumas

Apibrėžimas Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a22x2 + a23x3 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
arrxr + . . .+ arnxn = br,

(2.3)

kai aii 6= 0 (i = 1, . . . r), vadinsime trapecine t.l.s. Kai r = n, tai ši sistema vadinama trikampe.

2.2 Teorema Bet kuri trapecinė t.l.s. yra suderinta. Jeigu r = n, tai sistema apibrėžta, jeigu r < n,

tai sistema neapibrėžta.

	

1. Tarkime ǐs pradžiu
‘
, kad r = n. Trumpai šia

‘
sistema

‘
galime užrašyti taip:

n∑
j=i

aijxj = bi, i = 1, . . . , n.

Kadangi ann 6= 0, tai gauname

xn =
bn
ann

= ln.

Priešpaskutinioje lygtyje ǐsreǐske
‘
kintama

‘
ji
‘
xn−1 gauname tokia

‘
lygybe

‘
:

xn−1 =
1

an−1n−1

(
bn−1 − an−1nln

)
= ln−1.
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Elgdamiesi visǐskai analogǐskai gauname, kad bet kokiam i = 1, . . . n teisingos lygybės:

xi =
1
aii

(
bi − aii+1li+1 − . . .− ainln

)
= li, i = 1, . . . , n− 1, xn = ln.

Paskutinioji lygybiu
‘
sistema yra trapecinės lygčiu

‘
sistemos sprendinys. Ar jis vienintelis? Tarkime priešingai.

T.y. egzistuoja kitas sprendinys (t1, . . . , tn) toks, kad

n∑
j=i

aijtj ≡ bi, i = 1, . . . , n.

Pakartoje
‘
ankstesnius samprotavimus gauname, kad

tn =
bn
ann

.

Bet tuomet tn = ln. Iš prieš paskutinės lygties gauname, kad tn−1 = ln−1 ir t.t. Samprotavimu
‘
analogǐskai

gauname, kad ti = li, i = n − 3, . . . , 1. Matome, kad ǐs tiesu
‘
ti = li, i = 1, . . . , n. Vadinasi sprendinys yra

vienintelis.

2. Panagrinėkime atveji
‘
, kai r < n. (2.3) sistemos visose lygtyse narius su kintamaisiais xr+1, . . . , xn

perkelkime i
‘
dešine

‘
puse

‘
. Tuomet pažymėje

‘

b′i = bi − air+1xr+1 − · · · − ainxn, i = 1, · · · r

naudodamiesi (2.3) sistema gausime tokia
‘
t.l. sistema

‘

r∑
j=i

aijxj = b′i, i = 1, . . . , r.

Gavome trikampe
‘
t.l. sistema

‘
. Pakartoje

‘
1. dalies samprotavimus gauname, kad x1 = l′1, . . . , xr = l′r. Be

to aǐsku, kad l′i = l′i(xr+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. Suteike
‘
kintamiesiems xi ∈ R, i = r + 1, . . . , n konkrečias

reikšmes, gausime skaitines dydžiu
‘
l′1, . . . , l

′
r reikšmes. Vadinasi sistemos (r < n ) sprendinys turi toki

‘

pavidala
‘
:

(l′1, . . . , l
′
r, tr+1, . . . , tn), ti ∈ R, i = r + 1, . . . , n. (2.4)

Parinke
‘
skaičius ti, i = r + 1, . . . , n, (juos vadinsime laisvaisiais kintamaisiais) gauname kitus sprendinius.

Taigi, šiuo atveju t. l. sistema turi begalo daug sprendiniu
‘
. (2.4) sprendinys paprastai vadinamas t.l. siste-

mos bendruoju sprendiniu. Tuo atveju kai bendra
‘
jame sprendinyje parenkame konkrečias laisvu

‘
ju

‘
kintamu

‘
ju

‘

reikšmes, ši
‘
sprendini

‘
vadiname atskiruoju t.l. sistemos sprendiniu.

⊕

Dabar parodysime, kad bet kokia
‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, naudodami elementariuosius pertvarkius, gal-

ime transformuoti i
‘
trapecine

‘
. Kitaip tariant bet kokiai t.l. sistemai galime nurodyti ekvivalenčia

‘
trapecine

‘

t.l. sistema
‘
.
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Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
i
‘
tai, kad nehomogeninė t.l.s. yra nesuderinta, jeigu kurios nors lygties,

tarkime i− osios, visi koeficientai lygūs nuliui, o laisvasis narys bi 6= 0. Todėl, jeigu sistemoje yra tokia lygtis,

tai ši sistema nesuderinta. Jeigu sistemoje yra lygtis (tarkime i−oji ), kurios visi koeficientai aij = 0, (i =

1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n) ir bi = 0 tai tokia
‘
lygti

‘
galime praleisti, nes šios lygties sprendiniais gali būti bet

kas.

Gauso metodas. Nagrinėsime (2.2) t.l. sistema
‘
. Nemažindami bendrumo galime laikyti, kad a11 6= 0.

Aǐsku, kad jeigu a11 = 0, tai sukeite
‘
pirma

‘
ja

‘
lygti

‘
su sistemos kokia tai lygtimi, kurios pirmasis koeficientas,

sakykime ai1 6= 0, kokiam nors i = 2 . . . ,m ir peržymėje
‘
koeficientus gausime, kad pirmosios lygties pirmasis

koeficientas nelygus nuliui. Visi ai1 = 0, (i = 1, . . . ,m) negali būti, nes tuomet nagrinėjamoji t.l.s. turėtu
‘

mažiau kintamu
‘
ju

‘
negu (2.2) sistema.

Taigi, laikome, kad a11 6= 0. Tuomet padaugine
‘
pirma

‘
ja

‘
(2.2) t.l.s-mos lygti

‘
ǐs skaičiu

‘
−(ai1/a11), i =

2, . . . ,m ir sudėje
‘
su antra

‘
ja, trečia

‘
ja

‘
ir t.t. m−a

‘
ja sistemos lygtimis, gausime pradinei t.l.s- mai ekvivalenčia

‘

lygčiu
‘
sistema

‘ 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(1)
32 x2 + . . .+ a

(1)
3n xn = b

(1)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(1)
m2x2 + . . .+ a

(1)
mnxn = b

(1)
m ,

(2.5)

čia

a
(1)
ij = aij −

ai1

a11
a1j , b

1
j = bj −

ai1

a11
b1,

i = 2, . . .m, j = 2, . . . n.

Pastebėsime, kad (2.5) sistemos m−1 lygtys neturi x1 nežinomojo. Eliminavimo procesa
‘
te

‘
siame toliau.

Analogǐskai kaip ir pirma
‘
jame žingsnyje nemažindami bendrumo galime laikyti, kad koeficientas a22 6= 0.

Tuomet, padaugine
‘
(2.5) sistemos antra

‘
ja

‘
lygti

‘
ǐs daugiklio −a(1)

i2 /a
(1)
22 ir gauta

‘
rezultata

‘
pridėje

‘
prie lygčiu

‘

i = 3, 4, . . . ,m gauname sistema
‘ 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + . . .+ a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(2)
m3x2 + . . .+ a

(2)
mnxn = b

(2)
m ,

čia

a
(2)
ij = a

(1)
ij − a

(1)
i2

a
(1)
22

a
(1)
2j , b

(2)
j = b

(1)
i − a

(1)
i2

a
(1)
22

b
(1)
2 , i = 3, . . .m, j = 3, . . . n.
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Samprotaudami visǐskai analogǐskai, po m− 1, jeigum = n žingnio gausime tokia
‘
t.l.s- ma

‘
:



a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b
(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + . . .+ a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a
(k−1)
kk xk + . . .+ a

(k−1)
kn xn = b

(k−1)
k ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(2.6)

o jeigu m < n, tai tada gauname sistema
‘


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b

(1)
1 ,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

a
(2)
33 x2 + . . .+ a

(2)
3n xn = b

(2)
3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a
(m−1)
mm x2 + . . .+ a

(m−1)
mn xn = b

(m−1)
m ,

(2.7)

ir visais atvejais

a
(l)
ij = a

(l−1)
ij −

a
(l−1)
il

a
(l−1)
ll

a
(l−1)
lj , b

(l)
i = b

(l−1)
i −

a
(l−1)
il

a
(l−1)
ll

b
(l−1)
l ,

i = l + 1, . . .m, j = l + 1, . . . , n. Pastebėsime, kad indeksas viršuje virš koeficientu
‘
parodo kelis kartus buvo

”paveiktas” koeficientas.

Pastebėsime, kad tuo atveju, kai m > n, t.y. sistemoje lygčiu
‘
daugiau negu nežinomu

‘
ju

‘
, tai atlike

‘
n

žingniu
‘
gauname sistema

‘
:



a11x1 + . . .+ a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

0 = b
(n−1)
n+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

0 = b
(n−1)
m

(2.8)

Be to, atliekant t.l.s-mos elementariuosius pertvarkius gali atsitikti taip, kad kokiame tai r < m žingsnyje

gauname tokia
‘
sistema

‘
: 

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

a
(r−1)
rr xr + . . .+ a

(r−1)
rn xn = b

(r−1)
r ,

0 = b
(r−1)
r+1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

0 = b
(r−1)
m

(2.9)

Apibendrinkime gautus rezultatus. Jeigu pertvarkydami (2.2) t.l.s- ma
‘
gavome (2.6) arba (2.7) sistema

‘
,

tai pradinė t.l. sistema turi sprendini
‘
, t.y. ji suderinta. Jeigu gavome (2.8) arba (2.9) sistemas, tai pradinė

sistema suderinta tik tuo aveju, kai b(n−1)
k = 0 ir b(r−1)

j = 0, j = r + 1, . . . ,m, k = n+ 1, . . . ,m.
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Uždaviniai

Naudodami Gauso metoda
‘
ǐsspre

‘
skite pateikta

‘
sias lygčiu

‘
sistemas:

1.


x1 + x2 − 3x3 = −1,
2x1 + x2 − 2x3 = 1,
x1 + x2 + x3 = 3,
x1 + 3x2 − 3x3 = 1.

2.


2x1 + x2 + x3 = 2,
x1 + 3x2 + x3 = 5,
x1 + x2 + 5x3 = −7,
2x1 + 3x2 − 3x3 = 114.

3.


2x1 − x2 + 3x3 = 3,
3x1 + x2 − 5x3 = 0,
4x1 − x2 + x3 = 3,
x1 + 3x2 − 13x3 = −6.

4.


x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,
x2 − x3 + x4 = −3,
x1 + 3x2 − 3x4 = 1,
−7x2 + 3x3 + x4 = −3.

5.


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 7,
3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = −2,
x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 23,
5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 12.

6.


x1 + 2x2 − 4x4 = 1,
x1 − x2 − 3x3 + x4 − 3x5 = 2,
2x1 − 3x2 + 4x3 − 5x4 + 2x5 = 7,
9x1 − 9x2 + 6x3 − 16x4 + 2x5 = 25.

7. Gamykla gamina triju
‘
rūšiu

‘
produkcija

‘
, tarkime A,B,C. Pardavus šiu

‘
produktu

‘
egzemplioriu

‘
gauna-

mas pelnas yra 1, 2, 3, Lt atitinkamai. Fiksuoti gamybos kaštai yra 17000Lt per metus, o minėtu
‘
produktu

‘

vieneto gamybos kaštai sudaro 4, 5, 7 Lt atitinkamai. Kitais metais numatoma pagaminti 11000 vienetu
‘
,

visu
‘
triju

‘
rūšiu

‘
, produktu

‘
kurie žinoma kad bus realizuoti, ir bendras pelnas turėtu

‘
sudaryti 25000 Lt. Kiek

kiekvienos rūšies produktu
‘
reiktu

‘
pagaminti, jeigu bendrosios ǐslaidos sudarys 80000 Lt.

8. Gamykla gamina dvieju
‘
rūšiu

‘
produktus A,B. Pardavus A rūšies produkta

‘
gaunamas 8 Lt pelnas,

o B− 11 Lt pelnas. Buvo pastebėta, kad A rūšies produktu
‘
yra parduodama 25% daugiau negu B. Kitais

metais gamykla planuoja 42000 Lt pelna
‘
. Kiek vienetu

‘
kiekvieno produkto reikėtu

‘
pagaminti, kad ketinimai

būtu
‘
realizuoti.
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III. VEKTORINĖ ERDVĖ Rn

3.1 Vektoriai. Vektoriu
‘
veiksmai

Apibrėžimas Sutvarkyta
‘
realiu

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
(a1, a2, . . . , an) vadinsime n− mačiu vektoriumi. Skai-

čiai aj ∈ R, (j = 1, . . . , n) vadinami vektoriaus koordinatėmis.

Sakinys ”sutvarkytas skaičiu
‘
rinkinys ” reǐskia, kad koordinačiu

‘
padėtis vektoriuje yra svarbi. Vektorius

žymėsime mažosiomis graikǐskosios abėcėlės raidėmis. Jeigu vektorius turi n koordinačiu
‘
, tai sakysime, kad

jis aibės Rn elementas.

Apibrėžimas Sakysime, kad aibės Rn elementai (a1, a2, . . . , an) ir (b1, b2, . . . , bn) yra lygūs, jeigu ju
‘

atitinkamos koordinatės lygios, t.y. aj = bj , (j = 1, . . . , n),

Apibrėžimas Vektoriu
‘
α ir β suma (žymėsime α + β ) vadinsime vektoriu

‘
γ, kurio koordinatės

nusakomos lygybėmis cj = aj + bj , (j = 1, . . . , n). Taigi,

α+ β = γ = (a1 + b1, . . . an + bn).

Apibrėžimas Vektoriaus α ∈ Rn ir skaičiaus k ∈ R sandauga vadinsime vektoriu
‘

kα = (ka1, . . . , kan).

Matome, kad pateiktu
‘
veiksmu

‘
atžvilgiu vektoriu

‘
aibė Rn yra uždara. T.y. atlikdami šiuos veiksmus

su vektoriais gauname vektoriu
‘
aibės elementus.

Veiksmu
‘

savybės.

Vektoriu
‘
sudėtis yra komutatyvi:

1) α+ β = β + α.

Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
komutatyvumo (dėmenu

‘
keitimo vietomis) dėsnio ir sa

‘
ryšiu

‘
:

α+ β = (a1 + b1, . . . , an + bn) = (b1 + a1, . . . bn + an) = β + α.

Samprotaudami analogǐskai galime parodyti, kad sudėtis ǐspildo asociatyvumo (skliaustu
‘
perstatymo)

dėsni
‘

2) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ.

Vektoriu
‘
, kurio visos koordinatės lygios nuliui, vadinsime nuliniu, ir žymėsime raide O.
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Nesunku suprasti, kad bet kokiam vektoriui α teisinga lygybė:

3) α+O = O + α = a.

4) Bet kokiamvektoriui α ∈ Rn galime nurodyti vektoriu
‘
α toki

‘
, kad

α + α = O. Vektorius α vadinamas atvirkštiniu vektoriui α. Pasirodo, α = −α. Parodysime, kiek vėliau,

kad atvirkštinis vektorius yra vienintelis.

Akivaizdu, kad vektorius (−1)α + α = O. Taigi, jis yra atvirkštinis. Parodykime, kad jis vienintelis.

Turime

α+ α = O.

Pridėje
‘
prie abieju

‘
lygybės pusiu

‘
vektoriu

‘
−α gauname, kad

−α+ (α+ α) = −α+O.

Antra vertus, ǐs paskutiniu
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia tokia lygybė:

O + α = −α+O.

Dėka 3) savybės turime, kad α = −α. Taigi, bet koks vektoriaus α atvirkštinis sutampa su vektoriumi −α.

Žemiau pateiksime dar penkias veiksmu
‘
savybes, kuriu

‘
i
‘
rodymus paliekame skaitytojui.

5) Visiems α ∈ R, 1 · α = α.

6) Vektoriaus ir realaus skaičiaus daugyba yra komutatyvi. T.y. ∀k ∈ R, α ∈ Rn, k · α = α · k.

7) ∀l, k ∈ R, α ∈ Rn

(
l + k

)
· α = l · α+ k · α ir (lk) · α = l · (k · α).

8) ∀α, β ∈ Rn, l ∈ R teisinga lygybė:

l · (α+ β) = l · α+ l · β.

Ateityje, aibe
‘
Rn, su auksčiau apibrėžtomis vektoriu

‘
lygybės, sudėties ir daugybos ǐs skaičiaus operaci-

jomis vadinsime n− mačiu
‘
vektoriu

‘
erdve trumpai erdve Rn.
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3.2 Vektoriu
‘
tiesinė priklausomybė

Apibrėžimas Sakykime, kad li ∈ R, α ∈ Rn, (i = 1, . . . ,m). Tuomet vektoriu
‘

α =
m∑

j=1

ljαj

vadinsime vektoriu
‘
α1, . . . αm tiesiniu dariniu.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad jei li = 0, (i = 1, . . . ,m), tai α = O. Pasirodo, kad atvirkščias teiginys, bendru

atveju, nėra teisingas. T.y. tiesinis darinys gali būti nulinis vektorius, nors sumoje yra ir nenuliniu
‘
dėmenu

‘
.

Apie tai šiek tiek plačiau.

Apibrėžimas Vektoriu
‘
rinkini

‘
{α1, . . . , αm} vadinsime tiesǐskai nepriklausomu, jeigu lygybė

m∑
j=1

ljαj = O

galima tada ir tik tada, kai li = 0, (i = 1, . . . ,m).

Priešingu atveju turime, kad darinys yra nulinis vektorius, nors tarp skaičiu
‘
rinkinio li, (i = 1, . . . ,m)

egzistuoja nenulinis skaičius. Šiuo atveju vektoriu
‘
rinkini

‘
vadinsime tiesǐskai priklausomu.

Kaip praktǐskai patikrinti ar duotasis vektoriu
‘
rinkinys tiesǐskai priklausomas ar ne? Tarkime duotas

vektoriu
‘
rinkinys α1, . . . αm. Tuomet kad patikrinti ar jis tiesǐskai priklausomas ar ne mums reikia ǐsspre

‘
sti

lygti
‘
:

m∑
j=1

xjαj = O.

Tiksliau kalbant reikia ǐsspre
‘
sti tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
. Jeigu ši sistema turi tik nulini

‘
sprendini

‘
, tai vektoriu

‘

rinkinys tiesǐskai nepriklausomas. Priešingu atveju rinkinys tiesǐskai priklausomas.

Aptarsime salygas, kurios lemia ar nagrinėjamas vektoriu
‘
rinkinys priklausomas ar ne.

1 Teorema Jei vektoriu
‘
rinkinyje (tarkime {α1, . . . αm} ) yra nulinis vektorius, tai šis rinkinys tiesǐskai

priklausomas.

	

Tarkime, kad α1 = O. Imkime toki
‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
: l1 = 1, li = 0, i = 2, . . . , n. Bet tuomet

1 · α1 +
m∑

i=2

0 · αi ≡ O.

Taigi, šis vektoriu
‘
rinkinys tiesǐskai priklausomas.

⊕
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2 Teorema Jei vektoriu
‘
rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai nepriklausomas, tai ir bet kuri šio rinkinio

dalis {αk1 , . . . , αkj
} taip pat yra nepriklausoma.

	

Tarkime priešingai, t.y., kad rinkinys {αk1 , . . . , αkj
} ⊂ {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas. Pažymė-

kime Ij = {k1, . . . kj}, čia Ij ⊂ {1, . . . ,m}. Kadangi rinkinys {αk1 , . . . , αkj} yra tiesǐskai priklausomas, tai

ǐsplaukia, kad ∑
k∈Ij

lkαk = O

ir ∃j0 ∈ Ij toks, kad lj0 6= 0. Viso rinkinio tiesini
‘
darini

‘
galime užrašyti taip:

∑
k∈Ij

lkαk +
∑
k 6∈Ij

lkαk = O,

čia lk = 0, k /∈ Ij . Taigi, nurodėme nenulini
‘
rinkini

‘
su kuriuo tiesinis darinys lygus nuliui. Vadinasi vektoriu

‘

rinkinys yra tiesǐskai priklausomas. Kadangi prielaida buvo klaidinga, tai ǐsplaukia, kad teoremos tvirtinimas

teisingas.

⊕

3 Teorema Vektoriu
‘
rinkinys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas tada ir tik tada, kai bent vienas

rinkinio vektorius yra likusiu
‘
tiesinis darinys.

	 Tarkime, kad

m∑
i=1

ljαj = O

ir ∃i0 ∈ {1, . . . ,m}, li0 6= 0. Tuomet naudodamiesi vektoriu
‘
veiksmu

‘
taisyklėmis gauname:

αi0 li0 = −
m∑

i=1,
i6=i0

liαi.

Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad

αi0 =
m∑

i=1

−
( li
li0

)
αi.

Paskutinioji lygybė reǐskia, kad vienas rinkinio vektorius yra kitu
‘
tiesinis darinys.

I
‘
rodysime atvirkštini

‘
teigini

‘
.

Tegu vienas vektorius yra likusiu
‘
rinkinio vektoriu

‘
tiesinis darinys, t.y.

αi0 =
m∑

i=1,
i6=i0

liαi.
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Perraše
‘
pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘

1 · αi0 −
m∑

i=1,
i6=i0

liαi = O

matome, kad rinkinio {α1, . . . , αm} tiesinis darinys yra nulinis vektorius nors ne visi darinio koeficientai lygūs

nuliui. Taigi rinkinys {α1, . . . , αm} tiesǐskai priklausomas.

⊕

4 Teorema Jeigu prie vektoriu
‘
rinkinio {α1, . . . , αm} prijungsime vektoriu

‘

α =
m∑

i=1

ciαi,

tai vektoriu
‘
rinkinys {α, α1, . . . , αm}, bus tiesǐskai priklausomas.

	

Imkime konstantu
‘
rinkini

‘
l = 1, li = −ci, (i = 1, . . . ,m). Tuomet užraše

‘
vektoriu

‘
{α1, . . . , αm} tiesini

‘

darini
‘
su šiomis konstantomis, gauname

1 · α+
m∑

i=1

ciαi = 1 ·
m∑

i=1

ciαi +
m∑

i=1

(−ci)αi = O.

Akivaizdu, kad šis konstantu
‘
rinkinys nėra nulinis. Taigi, nagrinėjamasis vektoriu

‘
rinkinys tiesǐskai priklau-

somas.

⊕

5 Teorema Jeigu bet kuris rinkinio {α1, . . . , αm} vektorius yra rinkinio {β1, . . . , βk} vektoriu
‘
tiesinis

darinys, beje k < m, tuomet rinki nys {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas.

	

Laikykime, kad αi 6= O, (i = 1, . . . ,m). Priešingu atveju ǐs karto gauname teoremos i
‘
rodyma

‘
.

Prie vektoriu
‘
β1, . . . , βk prijunkime vektoriu

‘
α1. Žinome, kad jeigu rinkinyje yra bent vienas vektorius

kitu
‘
darinys tai tai šis rinkinys tiesǐskai priklausomas (žr. 3 Teorema). Vadinasi

1 · α1 + k
∑
i=1

ciβi = O

ir bent vienas ǐs ci 6= 0, (i = 1, 2, . . .m) (priešingu atveju α1 = O ir teorema būtu
‘
i
‘
rodyta). Tegu c1 6= 0.

Tuomet turime:

β1 = −
( 1
c1

)
α1 −

k∑
i=2

( ci
c1

)
βi.

Taigi, vektorius β1 yra vektoriu
‘
α1, β2, . . . , βk tiesinis darinys. Tuo pačiu ir vektoriai α2, . . . , αm yra vektoriu

‘

α1, β2, . . . , βk tiesiniai dariniai.

23



Prijunkime prie vektoriu
‘
rinkinio α1, β2, . . . , βk vektoriu

‘
α2. Remdamiesi 3 Teorema gauname, kad šis

rinkinys tiesǐskai priklausomas. Tuomet

α2 + l1α1 +
k∑

i=2

ciβi = O.

Pastebėsime, kad ne visi koeficientai ci = 0, (i = 2, . . . , k) nes priešingu atveju gautume, kad vektoriai α1, α2

yra tiesǐskai priklausomi ir teorema būtu
‘
i
‘
rodyta. Taigi, tarp konstantu

‘
ci egzistuoja nenulinė. Tarkime,

kad tai c2 6= 0. Tada

β2 = − 1
c2
α1 −

l2
c2
α2 −

k∑
i=3

( ci
c2

)
β2.

Iš pastaru
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia, kad ir vektoriai α3, . . . , αm yra vektoriu

‘
α1, α2, β3, . . . , βk tiesinis darinys.

Toliau elgiamės visǐskai analogǐskai: prie vektoriu
‘
α1, α2, β3, . . . , βk prijungiame vektoriu

‘
α3 ir t.t.

Atlike
‘
r ≥ 2 žingsnius gauname: a) arba vektoriai α1, . . . , αr yra tiesǐskai priklausomi, taigi ir rinkinys

{α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas ir teoremos i
‘
rodymas būtu

‘
baigtas arba b) vektoriai α1, . . . , αr

tiesǐskai nepriklausomi ir vektoriai αr+1, . . . , αm yra vektoriu
‘

α1, . . . αr, βr+1, . . . , βk

tiesiniai dariniai. Jei r = k, tai vektoriai αk+1, . . . , αm yra vektoriu
‘
α1, . . . , αk tiesiniai dariniai. Tuomet,

remdamiesi 3 Teorema gauname, kad rinkinys α1, . . . , αk+1 (tuo pačiu metu ir rinkinys {α1, . . . , αm} ) yra

priklausomi.

⊕

3.3 Erdvės Rn bazė.

Sakykime, kad {α1, . . . , αm} ∈ Rn. Be to tegu li, (i = 1, . . . ,m) bet kokia realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibė. Tuomet

laisvai parinktiems li, (i = 1, . . . ,m) mes gauname koki
‘
tai vektoriu

‘

α =
m∑

i=1

liαi. (3.8)

Kyla klausimas, ar egzistuoja erdvėje Rn koks tai vektoriu
‘
rinkinys {α1, . . . , αm}, kad tinkamai parinke

‘

skaičius li, (i = 1, . . . ,m) tiesinio darinio (3.8) dėka galėtume ǐsreikšti bet koki
‘
erdvės vektoriu

‘
?

Visu
‘

pirma parodysime, kad apskritai egzistuoja vektoriu
‘

rinkinys, erdvėje Rn, toks, kad tinkamai

parinke
‘

tiesinio darinio koeficientus minėtu
‘
ju

‘
vektoriu

‘
pagalba galima ǐsreikšti bet koki

‘
erdvės vektoriu

‘
.

Tarkime duotas n− mačiu
‘
vektoriu

‘
rinkinys :

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . 0), . . . en = (0, 0, . . . , 0, 1). (3.9)
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Nesunku matyti, kad šis rinkinys tiesǐskai nepriklausomas. I
‘
rodykite! Imkime bet koki

‘
n−mati

‘
vektoriu

‘

α = (x1, x2, . . . , xn). Aǐsku, kad

α = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen.

Matome, kad koks bebūtu
‘

vektorius α ∈ Rn visuomet galime ši
‘

vektoriu
‘

užrašyti (3.9) vektoriu
‘

tiesiniu

dariniu. Tad kokiomis savybėmis turi pasižymėti erdvės vektoriu
‘
rinkinys, kad šio rinkinio vektoriu

‘
tiesiniais

dariniais galėtume užrašyti visus erdvės vektorius?

Apibrėžimas Erdvės Rn baze vadinsime nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
rinkini

‘
{α1, . . . , αm}, jeigu bet koks

šios erdvės vektorius yra vektoriu
‘
{α1, . . . , αm} tiesinis darinys, t.y.

α =
m∑

i=1

liαi.

6 Teorema Kiekviena
‘
erdvės Rn baze

‘
sudaro lygiai n vektoriu

‘
.

	

Sakykime, kad {α1, . . . , αm} yra bazė. Kadangi kiekvienas vektorius αi (i = 1, . . . ,m) yra vektoriu
‘

e1, . . . , en tiesinis darinys (tai jau esame parode
‘
), tai tare

‘
, kad m ¿ n ir remdamiesi 5 teorema gauname,

kad rinkinys {α1, . . . , αm}yra tiesǐskai priklausomas. Bet tai prieštarauja teoremos prielaidai, kadangi

{α1, . . . , αm} yra bazė. Vadinasi m ≤ n. Tarkime, kad m < n. Kadangi {α1, . . . , αm} yra bazė, tai bet

kuris vektorius ej , (j = 1, . . . , n) yra vektoriu
‘
αi (i = 1, . . . ,m) tiesinis darinys. Vėlgi apeliuodami i

‘
ta

‘
pačia

‘

5 Teorema
‘

gauname, kad rinkinys ej , (j = 1, . . . , n) yra tiesǐskai priklausomas. Bet jau žinome, kad šis

rinkinys tiesǐskai nepriklausomas. Tad prielaida, jog m < n neteisinga ir telieka atvejis m = n.

⊕

Teisinga tokia

7 Teorema Bet koks n tiesǐskai nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
rinkinys yra erdvės Rn bazė.

	

Tarkime, kad rinkinys {α1, . . . , αn} tiesǐskai nepriklausomas. Tuomet koks bebūtu
‘
vektorius α ∈ Rn,

rinkinys α, α1, . . . , αn yra tiesǐskai priklausomas. Kodėl? Bet tuomet teisingas sa
‘
ryšis

lα+
n∑

j=1

cjαj = O,

čia l 6= 0. (Jei būtu
‘
l = 0 tai rinkinys {α1, . . . , αn} būtu

‘
tiesǐskai priklausomas. ) Iš paskutiniosios lygybės

ǐsplaukia, kad

α =
n∑

j=1

−
(ci
l

)
αj .

Kadangi vektorius buvo parinktas laisvai, tai gauname, kad vektoriu
‘
rinkinys {α1, . . . , αn} yra bazė.
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⊕

Sakykime, kad {α1, . . . , αn} yra erdvės Rn bazė. Tuomet, bet kokiam erdvės elementui α egzistuoja

realiu
‘
skaičiu

‘
rinkinys lj , (j = 1, . . . , n), toks, kad

α =
n∑

j=1

ljαj .

Skaičius lj , (j = 1, . . . , n) vadinsime vektoriaus α koordinatėmis bazėje {α1, . . . , αn}.

Skirtingose bazėse vektorius turi skirtingas koordinates, tačiau fiksuotoje bazėje vektoriaus koordinatės

nusakomos vieninteliu būdu. I
‘
rodysime tai.

8 Teorema Vektoriaus koordinatės duotoje bazėje nusakomos vieninteliu būdu.

	

Tarkime priešingai, t.y vektoriu
‘
α bazėje {α1, . . . , αn} galime ǐsreikšti bent jau dvejopai:

α =
n∑

j=1

ljαj ir α =
n∑

j=1

cjαj .

Paskutinia
‘
sias lygybes atėme

‘
viena

‘
ǐs kitos panariui, gausime

α =
n∑

j=1

(
lj − cj

)
αj = O.

Iš pastarosios lygybės ǐsplaukia, kad lj − cj = 0, arba lj = cj , (j = 1, . . . , n) (priešingu atveju rinkinys

{α1, . . . , αn} nebūtu
‘
bazė ).

⊕

3.4 Vektoriu
‘
rinkinio rangas

3.3 skyrelio 3 Teorema skelbia, kad vektoriu
‘
rinkinys yra tiesǐskai priklausomas tada ir tik tada, kai bent

vienas rinkinio vektorius yra kitu
‘
vektoriu

‘
tiesinis darinys. Nurodysime charakteristika

‘
, kuria bus nusakomas

nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
skaičiu

‘
rinkinyje.

Apibrėžimas Skaičius r vadinamas vektoriu
‘
rinkinio {α1, . . . , αm} rangu, jeigu šiame rinkinyje galime

nurodyti r tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
{αi1 , . . . , αir} ⊂ {α1, . . . , αm} tokiu

‘
, kad bet kuris vektoriu

‘

rinkinys ǐs r + 1 vektoriaus {αi1 , . . . , αir+1} ⊂ {α1, . . . , αm} yra tiesǐskai priklausomas.

Kitaip tariant, rinkinio rangas yra maksimalus, tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

skaičius, duotame

rinkinyje. Pastebėsime, kad vektoriu
‘
rinkinio {α1, . . . , αm} rangas r ≤ min{m,n}.
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Apibrėžimas Du tos pat erdvės vektoriu
‘
rinkiniai {α1, . . . , αm} ir {β1, . . . , βk} vadinami ekvivalen-

čiais, jeigu bet kuri
‘
pirmojo rinkinio vektoriu

‘
galima ǐsreikšti antrojo rinkinio vektoriu

‘
tiesiniu dariniu ir

atvirkščiai.

9 Teorema Jeigu vektoriu
‘

rinkinio {α1, . . . , αm} rangas r, tai šiame rinkinyje yra lygiai r tiesǐskai

nepriklausomu
‘
vektoriu

‘
, kuriu

‘
tiesiniais dariniais galime ǐsreikšti bet kuri

‘
rinkinio {α1, . . . , αm} vektoriu

‘
.

	

Naudodamiesi rango apibrėžimu turime, kad egzistuoja r tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

rinkinys,

tarkime {αi1 , . . . , αir
}. Papildykime ši

‘
rinkini

‘
, bet kuriuo rinkinio {α1, . . . , αm} vektoriumi, tarkime αi, (i =

1, . . . ,m) . Tada naujasis vektoriu
‘
rinkinys bus tiesǐskai priklausomas. (Kodėl?). Taigi,

αi =
r∑

l=1

clαil
,

ir ∃ci 6= 0, (i = 1, . . . r). Tuo ir baigiame i
‘
rodyma

‘
.

⊕

10 Teorema Ekvivalenčiu
‘
vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangai yra lygūs.

	

Sakykime, kad r yra vektoriu
‘
rinkinio {α1, . . . , αm} rangas, o vektoriai {α1, . . . , αr} tiesǐskai neprik-

lausomi. Remdamiesi paskutinia
‘
ja teorema gauname, kad

αi =
r∑

j=1

cijαj , (i = 1, . . . ,m). (3.10)

Tegu p yra vektoriu
‘
rinkinio {β1, . . . βk} rangas, o šio rinkinio vektoriai {β1, . . . , βp} tiesǐskai nepriklausomi.

Remdamiesi tuo, kad vektoriu
‘
rinkiniai ekvivalentūs galime užrašyti:

βj =
m∑

i=1

bjiαi, (j = 1, . . . , k).

Paskutinioje lygybėje pasinaudoje
‘
(3.10) lygybe gauname

βj =
m∑

i=1

bji

r∑
s=1

cisαs =
r∑

s=1

( m∑
i=1

bjicis
)
αs, (j = 1, . . . , k).

Bet tuomet, vektoriai {β1, . . . , βp} yra vektoriu
‘
{α1, . . . , αm} tiesiniai dariniai. Padare

‘
prielaida

‘
, kad r < p,

bei remdamiesi 5. Teorema gauname, kad vektoriai β1, . . . , βp yra tiesǐskai priklausomi. Tai prieštarauja

prielaida, kad pasirinkti vektoriai nepriklausomi. Taigi, p ≤ r. Bet antra vertus,

βj =
p∑

i=1

djiβi, j = (1, . . . , k)
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ir

αl =
k∑

i=1

tliβi, (l = 1, . . . ,m)

arba

αi =
p∑

j=1

( k∑
s=1

distsj

)
βj , (i = 1, . . . ,m).

Bet tai reǐskia, kad vektoriai α1, . . . , αr yra vektoriu
‘
β1, . . . , βp tiesiniai dariniai. Jeigu p < r tai ǐs 5 Teo-

remos ǐsplaukia prieštaravimas. Taigi belieka vienintelis galimas atvejis p = r. Analogǐskus samprotavimus

naudodami rinkiniui {β1, . . . , βk} gauname teoremos i
‘
rodyma

‘
.

⊕

3.5 Vektoriu
‘
rinkinio elementarieji pertvarkiai

Vektoriu
‘
rinkinio elementariaisiais pertvarkiais vadiname:

1) vektoriu
‘
keitima

‘
vietomis rinkinyje;

2) vektoriaus dauginima
‘
ǐs nelygaus nuliui skaičiaus;

3) dvieju
‘
rinkinio vektoriu

‘
sudėti

‘
.

11 Teorema Elementariaisiais pertvarkiais vektoriu
‘
rinkini

‘
pertvarkome i

‘
jam ekvivalentu

‘
rinkini

‘
.

	

Šio teiginio i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

Išvada. Vektoriu
‘
elementarieji pertvarkiai nekeičia rinkinio rango.

Pastarasis tvirtinimas ǐsplaukia ǐs paskutiniu
‘
ju

‘
dvieju

‘
teoremu

‘
.

Iš paskutiniosios ǐsvados ǐsplaukia, kad ekvivalenčiuose rinkiniuose yra vienodas tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
skaičius.

Iki šiol mes kalbėjome apie erdvės Rn elementus, kuriuos vadinome vektoriais. Beje, kadangi realieji

skaičiai sudarantys šiuos rinkinius surašyti eilute, tai dažnai jie vadinami vektoriais eilutėmis.

Apibrėžimas Sutvarkyta
‘
realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkini

‘
a1

a2

. . .
ak


vadinsime k− mačiu vektoriumi stulpeliu. Skaičiai ai, (i = 1, . . . , k) yra vadinami vektoriaus stulpelio

koordinatėmis.

Norėdami atskirti vektorius stulpelius nuo kitu
‘
vektoriu

‘
juos žymėsime α∗. Vektoriu

‘
stulpeliu

‘
veiksmai

yra analogǐski vektoriu
‘
eilučiu

‘
veiksmams. Sakysime, kad du vektoriai stulpeliai lygūs, jeigu ju

‘
atitinkamos

koordinatės sutampa. Tegu
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α∗ =


a1

a2

. . .
ak

 , β∗ =


b1
b2
. . .
bk

 .

Tada šiu
‘
vektoriu

‘
suma vadinsime vektoriu

‘

γ∗ =


a1 + b1
a2 + b2
. . .

ak + bk

 .

Vektoriaus α∗ ir skaičiaus l ∈ R sandauga vadinsime vektoriu
‘

lα∗ =


la1

la2

. . .
lak

 .

Apibrėžimas Operacija
‘
, kuri k−mati

‘
vektoriu

‘
stulpeli

‘
keičia k−mačiu vektoriu eilute arba atvirkščiai,

vadinsime vektoriu
‘
trasponavimu, būtent

α∗T =

 a1

. . .
am

T

= {α1, . . . , αm} = α

ir atvirkščiai,

αT = {α1, . . . , αm}T =

 a1

. . .
αk

 = α∗.

Transponavimo operacija turi tokias savybes:

1)
(
α+ β

)T = αT + βT ;

2)
(
lα

)T = lαT .

Šiu
‘
savybiu

‘
teisingumas ǐsplauka ǐs tokiu

‘
sa

‘
ryšiu

‘
:

(
α+ β

)T =
(
a1 + b1, . . . , am + bm

)T =

 a1 + b1
. . .

am + bm

 =

 a1

. . .
am

 +

 b1
. . .
am

 ,

ir (
α
)T =

(
la1, . . . , lam

)T =

 la1

. . .
lam

 = l

 a1

. . .
am

 = lαT .
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Jeigu transponuotume visus erdvės Rm elementus, tai gautume transponuotu
‘

vektoriu
‘

aibe
‘
, kurios

elementai turi analogǐskas savybes kaip ir erdvės Rm vektoriai. Tad natūralu transponuotu
‘
vektoriu

‘
aibe

‘

vadinti trasponuotu
‘
vektoriu

‘
erdve ir žymėti RmT . Beje, pastebėsime, kad visi teiginiai, kurie buvo i

‘
rodyti

vektoriams eilutėms, teisingi ir transponuotu
‘
vektoriu

‘
erdvėje.

3.6 Vektoriu
‘
ir tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
ryšys

Pažymėkime

βj =


a1j

a2j

. . .
amj

 , (j = 1, . . . , n), β =


b1
b2
. . .
bm

 .

Sudarykime vektorine
‘
lygti

‘ n∑
j=1

xjβj = β. (3.11)

Iš pastarosios vektorinės lygties (prisiminkite vektoriu
‘
lygybės savybe

‘
) gauname tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistema

‘

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m). (3.12)

Vektorius β yra vadinamas laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliu, o vektoriai βj , (j = 1, . . . , n), vadinami lygčiu

‘
sistemos

vektoriais stulpeliais.

Matome, kad tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
galime užrašyti naudodamiesi vektorine lygtimi. Kyla klausimas-

kaip yra susije
‘
vektoriu

‘
savybės ir tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
suderinamumo problema?

Pasirodo kad teisinga tokia

12 Teorema 3.12 tiesiniu
‘

l.s. yra suderinta tada ir tik tada kai vektorius β yra tiesinis, vektoriu
‘

βj , (j = 1, . . . , n), darinys.

	

Sakykime, kad

β =
n∑

j=1

ljβj , kur lj ∈ R, (j = 1, . . . , n).

Nesunku suprasti, kad pastaroji lygybiu
‘

sistema reǐskia 3.12 lygčiu
‘

sistema
‘
, kuomet nežinomu

‘
ju

‘
vietoje

i
‘
rašytas realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys l1, . . . , ln. Taigi, paskutinysis rinkinys yra lygčiu

‘
sistemos 3.12 sprendinys.

Atvirkščiai. Tarkime, kad 3.12 sistema turi sprendini
‘
t1, . . . , tn. Tuomet

n∑
j=1

aijtj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Bet paskutinioji lygybė reǐskia, kad vektorius β yra vektoriu
‘
β1, . . . , βn tiesinis darinys, kadangi

n∑
j=1

tjβj = β.

30



⊕

13 Teorema Tiesiniu
‘
, homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistema turi nenulini

‘
sprendini

‘
tada ir tik tada, kai jos

koeficientu
‘
vektoriai stulpeliai yra tiesǐskai priklausomi.

	

Tarkime ǐs pradžiu
‘
, kad stulpeliai tiesǐskai priklausomi, t.y.

n∑
j=1

ljβj = O, (l1, . . . , ln) 6= O.

Bet tuomet rinkinys (l1, . . . , ln) yra sistemos

n∑
j=1

aijxj = 0, (i = 1, . . . ,m)

nenulinis sprendinys.

Atvirkščiai, tarkime, kad sistema turi nenulini
‘
sprendini

‘
(l1, . . . , ln), t.y., bent viena sprendinio kompo-

nentė li 6= 0, (i = 1, . . . ,m). Tuomet teisingos lygybės

n∑
j=1

aij lj = 0, (i = 1, . . . ,m).

Iš pastarojo sa
‘
ryšio ǐsplaukia, kad vektoriai stulpeliai β1, . . . , βn yra tiesǐskai priklausomi.

⊕

14 Teorema n− mačiu
‘
vektoriu

‘
eilučiu

‘

α1 = (a11, a12, . . . , a1n), α2 = (0, a22, . . . , a2n) . . . ,

αr = (0, . . . , 0, arr, . . . , arn), aii 6= 0, rangas yra lygus r.

Analogǐskai, vektoriu
‘
stulpeliu

‘

β1 =


a11

a12

. . .
am1

 β2 =


0
a22

. . .
am2

 . . . βr =


0
0
. . .
arr

. . .
amr


aii 6= 0, (i = 1, . . . , r) rangas yra lygus r.

	

Norint i
‘
rodyti teorema

‘
mums pakanka parodyti, kad nagrinėjami vektoriai eilutės, arba stulpeliai, yra

tiesǐskai nepriklausomi. O tai reikš, kad r vektoriu
‘
rinkinyje maksimalus tiesǐskai nepriklausomu

‘
vektoriu

‘

skaičius yra r.
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Tarkime, kad tiesinis vektoriu
‘
darinys yra nulinis vektorius, t.y.

r∑
i=1

xiαi = O.

Šia
‘
lygybe

‘
galime perrašyti ir taip:

(
x1a11, x1a12 + x2a22, x1a13 + x2a23 + x3a33, . . . , x1a1n + . . .+ xrarn

)
=

r︷ ︸︸ ︷
(0, . . . , 0).

Naudodamiesi vektoriu
‘
lygybe gauname

x1a11 = 0,
x1a12 + x2a22 = 0,
x1a13 + x2a23 + x3a33 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
x1a1n + . . .+ xrarn = 0.

Iš paskutiniosios lygčiu
‘
sistemos ǐsplaukia, kad x1 = . . . = xr = 0. Taigi, nagrinėjamas vektoriu

‘
rinkinys

tiesǐskai nepriklausomas ir jo rangas lygus vektoriu
‘
skaičiui, arba tiesiog lygus r.

⊕

Tarkime, kad duota tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Suraše
‘
šios sistemos koeficientus tokiu būdu

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

gausime stačiakampe
‘

skaičiu
‘

lentele
‘
, kuria

‘
vadinsime tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemos koeficientu

‘
matrica. Beje,

atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘
, kad šios matricos eilutes arba stulpelius galime interpretuoti kaip vektorius

eilutes arba stulpelius, atitinkamai.

Apibrėžimas Matricos eilučiu
‘
(stulpeliu

‘
) rangu vadinsime šios matricos eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
) pagalba

sudarytu
‘
vektoriu

‘
eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
) ranga

‘
.

13 Teoremos dėka gauname, kad matricos


a11 a12 . . . . . . . . . a1n

0 a22 a23 . . . . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 arr . . . arn

 , aii 6= 0 i = 1, . . . , r

rangas lygus r.
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Apibrėžimas matricos elementariaisias pertvarkiais vadinsime jos eilučiu
‘
arba stulpeliu

‘
elementariu-

osius pertvarkius.

15 Teorema Bet kokia
‘
, nenuline

‘
matrica

‘
, elementariaisiais pertvarkiais galime pertvarkyti i

‘
matrica

‘
:


1 0 . . . . . . . . . . . . 0
0 1 0 . . . . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . . . . . . . 0

 ,

kurios pirmose r eilutėse ir r stulpeliuose yra lygiai r vienetu
‘
(kiekvienoje po viena

‘
), r ≤ min (m,n).

	

Tarkime, kad duota matrica


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Laikykime, kad a11 6= 0. Priešingu atveju sukeite
‘
eilutes vietomis galime pasiekti, kad pirmoje eilutėje,

pirmasis koeficientas bus nelygus nuliui. Na, o jeigu visi ai1 = 0, (i = 1, . . . ,m) tai keisdami eilutes ir

stulpelius vietomis galime pasiekti kad pradinė prielaida būtu
‘

ǐspildyta. Prisiminkime, kad elementarieji

pertvarkiai nekeičia vektoriu
‘

rinkiniu
‘

rangu
‘
! Elgsimės panašiai kaip ir spre

‘
sdami tiesines lygčiu

‘
sistemas

Gauso metodu.

Pridėkime prie i−osios eilutės pirma
‘
ja

‘
eilute

‘
padauginta

‘
ǐs skaičiaus −ai1/a11, i = 2, . . . ,m. Gausime

matrica
‘


a11 a12 . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

. . . . . . . . . . . .
0 a

(1)
m2 . . . a

(1)
mn.


Tegu a

(1)
22 6= 0 (priešingu atveju elgsimės kaip ir pirma

‘
jame žingsnyje). Prie paskutiniosios matricos

i−osios eilutės i = 3, . . . ,m pridedame antra
‘
ja

‘
eilute

‘
padauginta

‘
ǐs daugiklio −a(1)

i1 /a
(1)
22 ir gauname,


a11 a12 a13 . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 a

(2)
m3 . . . a

(2)
mn

 .

Elgdamiesi analogǐskai, atlike
‘
r − 1 žingsni

‘
gauname tokia

‘
matrica

‘
:
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

a11 a12 a13 . . . a1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 a

(r−1)
rr . . . a

(r−1)
rn

0 . . . 0 . . . 0

 .

Tuo atveju, kai r = m, nuliniu
‘
eilučiu

‘
matricoje nebus. Toliau, visǐskai analogǐskai pertvarkydami paskutin-

iosio matricos stulpelius gausime


b11 0 . . . 0 . . . 0
0 b22 0 . . . . . . 0
0 0 b33 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . brr 0 . . . 0
0 . . . . . . 0 . . . 0

 .

Teoremos i
‘
rodyma

‘
gausime, jeigu i−a

‘
ja

‘
eilute

‘
(stulpeli

‘
) padauginsime ǐs 1/bii

⊕

Iš paskutiniosios teoremos ǐsplaukia, kad matricos stulpeliu
‘
bei eilučiu

‘
rangai sutampa. Todėl natūralu

matricos eilučiu
‘
arba stulpeliu

‘
rango neskirti, ir šiuos abu rangus vadinti tiesiog matricos rangu.

3.7 Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
suderinamumo sa

‘
lygos

Tarkime, kad duota tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

n∑
j=1

aijxj = bi, (i = 1, . . . ,m).

Pažymėkime

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

B =


a11 a12 . . . a1n |b1
a21 a22 . . . a2n |b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn |bn


Matrica A vadinama duotosios lygčiu

‘
sistemos matrica, o matrica B vadinama ǐsplėstine lygčiu

‘
sistemos

matrica.

16 Teorema(Kronekerio - Kapelio) Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema yra suderinta tada ir tik tada, kai rangA =

rangB.
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Visu
‘
pirma tarkime, kad t.l.s. yra suderinta. Tuomet egzistuoja realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys (l1, . . . , ln) su

kuriuo teisinga lygybė:

β =
n∑

j=1

ljβj ,

kur β yra lygčiu
‘
sistemos laisvu

‘
ju

‘
nariu

‘
stulpelis, o βj , (j = 1, . . . , n) yra t.l. sistemos koeficientu

‘
stulpelis

prie nežinojojo xj .

Antra vertus, paskutinioji lygybė reǐskia, kad vektorius β yra vektoriu
‘
β1, . . . , βn tiesinis darinys.

Tarkime, kad rangA = r. Tuomet egistuoja šiame vektoriu
‘

rinkinyje r tiesǐskai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘
,

tarkime

βj1 , . . . , βjr
.

Vadinasi ∀βj , j /∈ Ir := {j1, . . . , jr} teisingos lygybės

βj =
r∑

k=1

cjjk
βjk

(j = 1, . . . , n).

Naudodamiesi paskutiniosiomis lygybėmis lygčiu
‘
sistema

‘
perrašome taip:

β =
n∑

j=1,j /∈Ir

lj
( r∑

k=1

cjjk
βjk

)
+

r∑
k=1

ljk
βjk

=
r∑

k=1

n∑
j=1,j /∈Ir

ljcjjk
βjk

+

r∑
k=1

ljk
βjk

=
r∑

k=1

( n∑
j=1,j /∈Ir

licjjk
+ ljk

)
βjk

=
r∑

k=1

akβjk
,

čia ak =
n∑

j=1,j /∈Ir

licjjk
+ ljk

. Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia, kad vektorius β yra vektoriu

‘
βj1 , . . . , βjr

tiesinis darinys, bet tuomet vektoriu
‘
β, βj1 , . . . , βjr rinkinys yra tiesǐskai priklausomas ir jo rangas taip pat

yra r. Taigi rangA = rangB = r.

I
‘
rodysime atvirkščia

‘
teigini

‘
. Tad tarkime, kad βj1 , . . . βjr

koks tai nepriklausomu
‘

vektoriu
‘

stulpeliu
‘

rinkinys matricoje B. Kadangi matricos B rangas lygus r, tai rinkinys β, βj1 , . . . , βjr yra tiesǐskai priklauso-

mas. O tai reǐskia, kad egzistuoja koks tai nenulinis realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkinys l, cj1 , . . . , cjr

toks, kad teisinga

lygybė:

lβ +
r∑

k=1

cjk
βjk

= O.

Be to pastebėkime, kad l 6= 0 (kodėl?). Tuomet ǐs pastarosios ǐsplaukia lygybė

β =
n∑

j=1

djβj ,

kur

dj =
{

0, j /∈ Ir,
−cjk

/l, j ∈ Ir.
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Bet pastaroji lygybė reǐskia, kad t.l.s yra suderinta, dar daugiau, nurodėme ir jos sprendini
‘
.

⊕

17 Teorema Tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema apibrėžta, kai rangA =rangB =n ir neapibrėžta, kai rangA =rangB

¡ n.

	

Aǐsku, kad rangA =rangB =n gali būti tik tuo atveju, kai m ≥ n. Bet tuomet t.l.s. stulpeliai tiesǐskai

nepriklausomi. Šiuo atveju tarkime priešingai, t.y. egzistuoja bent du sprendiniai tokie, kad

n∑
j=1

cjβj = β ir
n∑

j=1

djβj = β.

Tuomet

n∑
j=1

(
cj − dj

)
βj = O.

Kadangi vektoriu
‘
rinkinys nepriklausomas, tai pastaroji lygybė galima tik su nuliniais koeficientais. Taigi

cj = dj , (j = 1, . . . , n). Vadinasi sprendinys vienintelis.

I
‘
rodysime antra

‘
ja

‘
teoremos dali

‘
. Tarkime, kad rang B=rangA ¡ n. Taigi, vektoriu

‘
β1, . . . , βn rinkinys

yra tiesǐskai priklausomas (kodėl?). Tuomet egzistuoja nenulinis realiu
‘
skaičiu

‘
rinkinys t1, . . . , tn toks, kad

n∑
j=1

tjβj = O.

Kadangi lygčiu
‘
sistemos matricos ir ǐsplėstinės t.l.s. matricos rangai sutampa, tai sistema turi sprendini

‘
,

sakykime l1, . . . , ln. Tuomet teisinga lygybė

n∑
j=1

ljβj = β.

Pastaru
‘
ju

‘
dvieju

‘
lygybiu

‘
dėka gauname, kad

n∑
j=1

(
lj + tj

)
βj = β.

Matome, kad rinkinys (t1 + l1, . . . ; tn + ln) yra kitas sistemos sprendinys. Taigi šiuo atveju rinkinys turi ne

vieninteli
‘
sprendini

‘
. Tuo baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
.

⊕

18 Teorema Tiesiniu
‘
homogeniniu

‘
lygčiu

‘
sistema turi ne nulini

‘
sprendini

‘
tada ir tik tada, kai matricos

rangas < k, čia k = min(m,n), n stulpeliu
‘
, o m eilučiu

‘
skaičius.
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I
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

⊕

3.8 Modifikuotas Gauso metodas

Šiame trumpame skyrelyje paminėsime dar viena
‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemu

‘
sprendimo būda

‘
.

Tarkime, kad duota t.l.s.:
n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, . . . ,m).

Užrašykime šios t.l. sistemos ǐsplėstine
‘
matrica

‘

B =


a11 a12 . . . a1n |b1
a21 a22 . . . a2n |b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn |bn

 .

Atlikdami šios matricos eilučiu
‘
elementariuosius pertvarkius gausime matrica

‘



a11 a12 . . . a1n |b1
0 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n |b(1)2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 a

(r−1)
rr . . . a

(r−1)
rn |b(r−1)

r

0 0 . . . 0 |b(r−1)
r+1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 |b(r−1)

m .


Jeigu perrašytume gauta

‘
ja

‘
matrica

‘
i
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, gautume jau nagrinėta

‘
atveji

‘
(žr. 2.2 skyreli

‘
, 2.9

lygybe
‘
).

Uždaviniai

1. Raskite vektoriu
‘
3α− 5β, kai

a) α = (1, 2, 0, 4, 5), β = (2, 1,−1, 4, 1);

b) α =


1
0
2
3

 , β =


2
4
1
7

 .

2. Raskite vektoriu
‘
γ, jeigu 2α− 5γ = 3β ir

α =


1
2
4
8

 , β =


−2
1
5
10

 .
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3. Nustatykite ar duotieji vektoriu
‘
rinkiniai tiesǐskai priklausomi:

a) α1 = (2, 2, 1), α2 = (4, 3, 2), α3 = (3, 1, 2);

b) β1 =


3
4
2
1

 , β2 =


2
1
1
4

 , β3 =


0
1
2
3

 , β4 =


2
0
−1
1

 .

c) α1 = (3, 4, 2), α2 = (2, 1, 1), α3 = (4, 1, 1), α4 = (2, 0, 1).

4. Nustatykite ar vektoriu
‘
rinkiniai:

a) α1 = (3, 1, 0), α2 = (4, 5, 2), α3 = (1, 4, 2);

b) α1 = (3, 2, 1, 4), α2 = (2,−1,−2, 0), α3 = (1, 0, 0, 0), α4 = (−2, 3, 0, 0);

c) β1 =

 2
3
1

 , β2 =

 2
−1
−4

 , β3 =

 1
−3
−4


yra bazės atitinkamose erdvėse. Jei nurodyti rinkiniai yra bazės, tai raskite vektoriu

‘

a) α = (2, 3, 4), b) β = (1, 2, 3, 4), c) αT

koordinates atitinkamose bazėse.

5. Raskite pateiktu
‘
ju

‘
vektoriu

‘
rinkiniu

‘
rangus:

a) α1 = (1, 1), α2 = (6, 7), α3 = (−3,−2), α4 = (0, 1);

b) α1 = (4, 1, 2), α2 = (2, 3, 4), α3 = (1, 1, 1), α4 = (2, 0, 0);

c) β1 =


4
7
1
1

 β2 =


1
2
3
4

 β3 =


3
5
−2
−3

 β4 =


1
1
−8
−11

 .

6. Raskite duotu
‘
ju

‘
matricu

‘
rangus:

1 1 1 3
1 1 3 1
1 3 1 1
3 1 1 1

 ,


1 1 1 1
2 1 1 1
2 2 1 1
2 2 2 1

 .
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7. Ar priklauso matricos rangas nuo parametro a reikšmės? 1− a a− 1 0 1
1 a− 1 a+ 2 3
−9 4 −5 0

 .

8. Naudodami modifikuota
‘

Gauso (matricini
‘
) metoda

‘
ǐsspre

‘
skite tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemas, pateiktas

matriciniu būdu:

a)


2 −2 2 3 |4
3 1 1 2 |1
4 2 5 1 |2
3 0 0 2 |1

 ;

b)


3 1 0 |2
4 0 1 |2
1 2 1 |1
1 0 2 |1

 .

IV. KVADRATINĖS MATRICOS.

KVADRATINIU
‘

MATRICU
‘

DETERMINANTAI

4.1 Matricos

Realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
lentele

‘

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


vadinsime m× n eilės matrica. Trumpai šia

‘
lentele

‘
žymėsime taip:

A =
(
aij

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

Kartais matricas žymėsime ir taip:

A =

 α1

. . .
αm

 =
(
β1, . . . , βn

)
,

čia

αi; (i = 1, . . . ,m)

yra n− mačiai vektoriai eilutės, o

βj ; (j = 1, . . . , n)
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yra m− mačiai vektoriai stulpeliai.

Vektorius eilutė
(
a1, . . . , an

)
yra 1× n, o stulpelis b1

. . .
bm

− m× 1

eilės, matricos.

Matrica
‘
, kurios eilučiu

‘
ir stulpeliu

‘
skaičius vienodas, vadinsime kvadratine. Kvadratinės matricos eile

vadinsime eilučiu
‘
arba stulpeliu

‘
skaičiu

‘
.

Kvadratinės matricos elementai a11, a22 . . . , ann vadinami pagrindinės i
‘
strižainės elementais, o elemen-

tai a1n, a2n−1 . . . , an1− šalutinės i
‘
strižainės elementais.

Matricu
‘

aibėje, panašiai kaip ir vektoriu
‘

aibėje, yra apibrėžiama transponavimo operacija. Tarkime,

kad duota matrica

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Tada matrica
‘

AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn


vadinsime, matricos A, transponuota

‘
ja matrica. Nesunku pastebėti, kad transponavimo operacija sukeičia

pradinės matricos eilutes ir stulpelius vietomis. Taigi, jei pradinės matricos eilė m× n, tai transponuotosios

matricos eilė yra n×m.

Kvadratinė matrica turinti savybe
‘
:

aik = aki, i, j = 1, . . . , n

vadinama simetrine, o matrica, kurios elementams galioja sa
‘
ryšiai

aik = −aki, i, j = 1, . . . , n

vadinama asimetrine.

Matrica
‘
, kurios visi elementai lygūs nuliui, vadinsime nuline ir žymėsime simboliu O.

Kvadratine
‘
matrica

‘
, kurios visi pagrindinės i

‘
strižainės elementai lygūs vienam, o kiti elementai lygūs

nuliui, vadinsime vienetine. Ja
‘
žymėsime simboliu En, kur indeksas apačioje reǐskia matricos eile

‘
, taigi

En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . .
0 0 . . . 1

 .
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4.2 Matricu
‘
veiksmai

Aibe
‘
m× n eilės matricu

‘
, kuriu

‘
elementai realūs skaičiai, žymėsime simboliu

Rm×n = {
(
aij

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n)}.

Dvi tos pat eilės matricas vadinsime lygiomis, jeigu ju
‘
atitinkami elementai yra lygūs ir atvirkščiai, t.y.

(aij) = (bij) tada ir tik tada, kai aij = bij .

Dvieju
‘
matricu

‘
A =

(
aij

)
, B =

(
bij

)
∈ Rm×n suma vadinsime matrica

‘
C =

(
cij

)
∈ Rm×n, kurios

elementai nusakyti tokiu būdu:

(
cij

)
=

(
aik + bik

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

Matricos A =
(
aij

)
ir realaus skaičiaus l sandauga vadinsime matrica

‘

lA =
(
laij

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

Taigi, aibė Rm×n yra uždara šios aibės elementu
‘
sudėties ir daugybos ǐs skaičiaus atžvilgiu. Nurodysime

kai kurias matricu
‘
veiksmu

‘
savybes. Šias savybes i

‘
rodyti siūlome pačiam skaitytojui.

1) Matricu
‘
sudėtis yra komutatyvi sudėties atžvilgiu:

A+B = B +A.

2) Matricu
‘
sudėtis asociatyvi:

(
A+B

)
+ C = A+

(
B + C

)
.

3) Matricinė lygtis

A+X = B

turi vieninteli
‘
sprendini

‘

X =
(
bij − aij

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

Nesunku matyti, kad A+O = A, A+ (−1)A = O. Kitaip tariant, matricu
‘
aibėje galioja analogǐska ”kėlimo

i
‘
kita

‘
puse

‘
keičiant ženkla

‘
priešingu” taisyklė, kaip ir skaičiu

‘
aibėje.

4) Matricos ir realaus skaičiaus sandauga komutatyvi: lA = Al.

5) Tarkime, kad l, t ∈ R ir A,B kokios tai tos pačios eilės matricos. Tuomet teisingi sa
‘
ryšiai:

a) l
(
A+B

)
= lA+ lB,

b) (l + t)A = lA+ lB,
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c) (lt)A = l
(
tA

)
.

Tarkime, kad A =
(
aij

)
yra m × s eilės, o B =

(
bij

)
yra s × n eilės, matricos. Tada matricu

‘
A ir B

sandauga, žymėsime AB, vadinsime matrica
‘
C = AB =

(
cij

)
; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n), čia elementas

cij skaičiuojamas tokiu būdu:

cij =
s∑

k=1

aikbkj ; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n).

Taigi, norint apskaičiuoti matricos C elementa
‘
cij mums teks matricos A, i− osios eilutės elementus,

padauginti ǐs atitinkamu
‘
matricos B j−osios eilutės elementu

‘
, o po to visas sandaugas sudėti.

Iš paskutiniojo apibrėžimo aǐsku, kad daugybos operacija galima tik tarp matricu
‘
, kurios turi savybe

‘
:

pirmojo daugiklio stulpeliu
‘
skaičius yra lygus antrojo daugiklio eilučiu

‘
skaičiui. Iš pastaru

‘
ju

‘
samprotavimu

‘

aǐsku, kad kvadratiniu
‘
matricu

‘
aibė uždara ir daugybos atžvilgiu.

Daugyba priešingai negu sudėtis, bendrai paėmus, nėra komutatyvi t.y., AB 6= BA. Siūlome skaitytojui

tuo i
‘
sitikinti, atlikus daugybos operacija

‘
tarp dvieju

‘
, žemiau pateiktu

‘
matricu

‘
:

A =
(

1 2
0 0

)
ir B =

(
1 1
1 2

)
.

4.1 Teorema Bet kokiai n−os eilės matricai teisinga lygybė:

AEn = EnA = A.

Be to, vienetinė matrica yra vienintelė.

	

Pažymėkime

δik =
{

1, k = j,
0, k 6= j.

Tuomet vienetine
‘
n− os eilė matrica

‘
galime pažymėti taip

En =
(
δij

)
; (i = 1, . . . , n), (j = 1, . . . , n).

Ateityje kvadratinės matricos indeksu
‘
kitimo aibės nenurodysime, laikydami, kad i, k, j ∈ {1, . . . , n}. Tad

tarkime, kad A =
(
aik

)
.

Pažymėje
‘
AEn =

(
cik

)
turime, kad

cik =
n∑

j=1

aijδjk = aikδkk = aik; (i, k = 1, . . . , n).
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Antra vertus, pažymėje
‘

EnA =
(
dik

)
turime, kad

dik =
n∑

j=1

δijajk = δiiaik = aik, (i, k = 1, . . . , n).

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia pirmosios teoremos dalies i

‘
rodymas.

Parodysime, kad vienetinė matrica n− os eilės matricu
‘
aibėje yra vienintelė.

Tarkime priešingai, t.y. egzistuoja kita matrica, pažymėkime ja
‘
E =

(
eij

)
tokia, kad AE = EA = A.

Pasirinkime matrica
‘
A taip, kad visi jos elementai būtu

‘
lygūs nuliui, ǐsskyrus pagrindinės i

‘
strižainės elementus

t.y. ass 6= 0. Tuomet ǐs lygybės AE = A gauname

aik =
n∑

j=1

aijejk =
{
aiieik = 0, i 6= k,
aiieii = aii, i = k.

Vadinasi, eik = 0 kai i 6= k ir eii = 1. Antra vertus, ǐs lygybės EA = A gauname

ais =
n∑

j=1

eijajs =
{
essais = 0, i 6= s,
essass = ass, i = s.

Todėl eis = 0, kai tik i 6= s. Imdami s = 1, . . . , n, gauname, kad matricos E visi pagrindinės i
‘
strižainės

elementai yra vienetai, o like
‘
- nuliai. O tai reǐskia, kad En = E.

⊕

4.2 Teorema Kvadratiniu
‘
matricu

‘
daugyba yra asociatyvi, bei distributyvi, t.y.

(
AB

)
C = A

(
BC

)
ir A

(
B + C

)
= AB +BC.

	

Pažymėkime, AB =
(
lkm

)
. Aǐsku, kad lkm =

n∑
j=1

akjbjm. Tegu,

(
AB

)
C =

(
dpq

)
.

Tuomet

dpq =
n∑

j=1

lpjcjq =
n∑

j=1

( n∑
t=1

aptbtj
)
cjq (4.1)

=
n∑

j=1

n∑
t=1

apt

(
btjcjq

)
.

Pažymėkime, BC =
(
fkm

)
. Taigi

fkm =
n∑

j=1

bkjcjm.
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Be to, pažymėje
‘

A
(
BC

)
=

(
giq

)
turėsime, giq =

n∑
p=1

aipfpq =

n∑
p=1

aip

n∑
j=1

bpjcjq =
n∑

p=1

n∑
j=1

aip

(
bpjcjq

)
Iš paskutinosios ir (4.1) lygybiu

‘
ǐsplaukia, kad kvadratiniu

‘
matricu

‘
daugyba yra asociatyvi.

Distributyvumo savybe
‘
siūlome skaitytojui i

‘
rodyti savarankǐskai.

⊕

4.3 Teorema Bet kokios eilės matricu
‘
aibėje teisinga lygybė

(
AB

)T = BTAT .

	

Tarkime, kad matrica A yra m× s eilės, o matrica B yra s× n eilės. Pažymėkime

(
AB

)T = D =
(
dik

)
ir AB = C =

(
cik

)
.

Atkreipsime dėmesi
‘
, kad dik = cki; (i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m). Be to cki =

n∑
j=1

akjbji.

Dauginame matricas BT ir AT . Visu
‘
pirma pažymėkime

BTAT =
(
hik

)
.

Tuomet

hik =
n∑

j=1

bijajk =
n∑

j=1

bjiakj ,

čia bik, aik yra atitinkami matricu
‘
BT , AT elementai. Gavome, kad hik = dik. Bet tai ir reikėjo i

‘
rodyti.

⊕

4.4 Teorema Matricu
‘
sandaugos rangas turi savybe

‘
:

rang (AB) ≤ min{rang A, rang B}.

	

Tarkime, kad matricos A =
(
aij

)
eilė yra m× s, o matricos B =

(
bjk

)
eilė s× n. Pažymėkime matricu

‘

A,B, ir AB rangus raidėmis rA, rB ir r, atitinkamai. Kadangi

cij =
s∑

k=1

aikbkj ; (i = 1, . . . ,m), (j = 1, . . . , n)
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tai 
c1j

c2j

. . .
cmj

 =



s∑
k=1

a1kbkj

s∑
k=1

a2kbkj

. . .
s∑

k=1

amkbkj

 =

s∑
k=1

bkj


c1k

c2k

. . .
cmk

, (j = 1, . . . , n).

Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad matricos AB stulpeliai yra matricos A stulpeliu
‘
tiesiniai dariniai.

Kadangi matricos A rangas lygus rA, o visi matricos AB stulpeliai yra matricos A stulpeliu
‘
tiesiniai dariniai,

tai ǐs rango apibrėžimo ǐsplaukia, kad bet kurie rA + 1 matricos stulpeliai yra tiesǐskai priklausomi. Taigi

r ≤ rA. Analogǐskai

(
ci1, ci2, . . . , cin

)
=

( s∑
k=1

aikbk1,
s∑

k=1

aikbk2, . . . ,
s∑

k=1

aikbkn

)
=

s∑
k=1

aik(bk1, bk2, . . . , bkn); (i = 1, . . . ,m).

Paskutiniosios lygybės reǐskia, kad matricos AB eilutės yra matricos B eilučiu
‘
tiesiniai dariniai. Vadinasi,

r ≤ rB .

⊕

4.3 Kvadratiniu
‘
matricu

‘
determinantai

Pirmos eilės matricos
(
a
)

determinantu vadinsime skaičiu
‘
a.

Antros eilės kvadratinės matricos

A =
(
a11 a12

a21 a22

)
determinantu, kuri

‘
žymėsime tokiu būdu:

|A| =
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ,
vadinsime skaičiu

‘

|A| = a11a22 − a12a21.

Trečios eilės kvadratinės matricos

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


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determinantu, kuri
‘
žymėsime

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,
vadinsime skaičiu

‘

|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

(
a13a22a31 + a12a21a33 + a11a23a32

)
.

Tarkime, kad duota n− os eilės kvadratinė matrica

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Tada šios matricos determinanta
‘
žymėsime simboliu

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ .
Prieš nurodydami n− os eilės determinanto skaičiavimo taisykles, pateiksime keleta

‘
savoku

‘
.

Apibrėžimas n− os eilės matricos determinanto |A| elemento aij minoru (žymėsime Mij ) vadinsime

determinanta
‘
, kuris lieka ǐs šios matricos determinanto ǐsbraukus i

‘
− a

‘
ja

‘
eilute

‘
bei j−a

‘
ji
‘
stulpeli

‘
.

Pavyzdžiui

M11 =

∣∣∣∣∣∣∣
a12 . . . a1n

a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ .
Apibrėžimas Matricos elemento aij adjunktu vadinsime skaičiu

‘

Aij = (−1)i+jMij .

Tarkime, kad duota n− os eilės matrica. Tada jos determinantu vadinsime skaičiu
‘

|A| = a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj = aj1Aj1 + aj2Aj2 + . . .+ ajnAjn,

(j = 1, . . . , n) jeigu jis egzistuoja. Beje, pastarosios lygybės vadinamos determinanto skleidimu pagal j−a
‘
ji
‘

stulpeli
‘
arba j− a

‘
ja

‘
eilutes, atitinkamai.

Šiuo ”neefektyviu ” apibrėžimu mes šiek tiek rizikuojame, kadangi neatsakome i
‘
klausima

‘
ar šis apibrė-

žimas nėra tuščias ir antra, ar skaičiuojant visuomet reikia skaičiuoti sumas visiems (j = 1, . . . , n). Iš karto
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nuraminsime skaitytoja
‘
, patvirtindami, kad taip ǐs tiesu

‘
šis apibrėžimas yra turiningas ir kas svarbiausia, kad

minimas skaičius ǐs ties yra vienintelis visiems (j = 1, . . . , n). Apie tai plačiau, jei skaitytojas susidomėtu
‘
,

galima rasti A. Matuliauskas ”Algebra” arba P. Survilos ir K. Bulotos knygoje ”Algebra ir skaičiu
‘
teorija”.

Determinanto savybės.

1. Iš pastarojo apibrėžimo ǐsplaukia, kad |A| = |AT |.

2. Aǐsku, kad jei bent vienos determinanto eilutės arba stulpelio visi elementai lygūs nuliui, tai šis

determinantas lygus nuliui.

3. Sukeitus determinanto eilutes vietomis, determinanto ženklas pasikeičia i
‘
priešinga

‘
, tačiau absoliuti

jo reikšmė nesikeičia. Tai ǐsplaukia ǐs tokiu
‘
samprotavimu

‘
. Žinome, kad

|A| = a11M11 − a12M12 + . . .+ (−1)1+na1nM1n.

Sukeite
‘

determinanto eilutes vietomis, tarkime pirma
‘
ja

‘
su antra

‘
ja, ir skaičiuodami determinanto reikšme

‘

pagal antra
‘
ja

‘
eilute

‘
turime, kad

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 . . . a2n

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =

−a11M11 + a12M12 − . . .+ (−1)na1nM1n.

Tai ir i
‘
rodo nagrinėjamo teiginio teisinguma

‘
.

4. Jei determinantas turi bent dvi vienodas eilutes arba stulpelius tai jo reikšmė lygi nuliui. Pas-

tarasis tvirtinimas yra tiesioginė 3. savybės ǐsvada, kadangi sukeite
‘
dvi vienodas eilutes vietomis gausime

determinanta
‘
, kuris turi skirtis nuo pradinio ženklu, tačiau akivaizdu, kad tuo pat metu jo reikšmė turi būti

tokia pat kaip ir pradinio (juk sukeitėme vienodas eilutes) determinanto. Vadinasi i
‘
manomas tik vienintelis

atvejis, t.y. kai determinanto reikšmė lygi nuliui.

5. Iš determinanto eilutės (stulpelio) galime ǐskelti bendra
‘

daugikli
‘
. Tai ǐsplaukia ǐs determinanto

apibrėžimo.

6. Apibendrindami dvi paskutinia
‘
sias savybes galime tvirtinti, kad jei determinantas turi dvi proporcin-

gas eilutes (stulpelius), tai jo reikšmė lygi nuliui.

7. Jei vienos determinanto eilutės elementus padauginsime ǐs kitos eilutės adjunktu
‘
ir sudėsime, tai ši

suma bus lygi nuliui, pavyzdžiui

ak1Aj1 + . . .+ ainAjn = 0.

Žinome, kad
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|A| = aj1Aj1 + aj2Aj2 + . . .+ ajnAjn.

Užrašykime suma
‘

D = ak1Aj1 + ak2Aj2 + . . .+ aknAjn.

Nesunku suprasti, kad paskutinioji suma reǐskia determinanta
‘
, kurio j− oji ir k− oji eilutės sutampa. Bet

žinome, kad toks determinantas lygus nuliui.

8. Jeigu determinanto kokia
‘
norw eilute

‘
(stulpeli

‘
) padauginsime ǐs skaičiaus nelygaus nuliui ir sudėsime

su kita eilute (stulpeliu) tai naujai gautas determinantas lygus pradiniam. Pastarasis tvirtinimas yra tiesio-

ginė 6. savybės ǐsvada. Siūloma ja
‘
patikrinti skaitytojui pačiam.

8. Paskutinia
‘
ja

‘
ǐsvada

‘
galime papildyti tokiu teiginiu: Jei determinanto kokia nors eilutė yra kitu

‘
eilučiu

‘

tiesinis darinys, tai šis determinantas lygus nuliui.

Determinanto skaičiavimas remiantis jo savybėmis.

Determinanto eilučiu
‘

(stulpeliu
‘
) elemetariaisiais pertvarkiais vadinsime a) eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
) keitima

‘

vietomis, b) eilučiu
‘
(stulpeliu

‘
) dauginima

‘
ǐs skaičiaus nelygaus nuliui ir c) eilučiu

‘
(stulpeliu

‘
) sudėti

‘
. Rem-

damiesi auksčiau ǐsvardintomis savybėmis galime tvirtinti, kad elementarieji pertvarkiai matrica
‘
keičia kita

ir tokia, kad pradinės ir pakeistosios matricos determinantai sutampa.

Skaitytojui paliekame i
‘
sitikinti, kad matricos A determinanta

‘
visuomet galime perrašyti žemiau nuro-

dytu būdu:

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏

i=1

aii. (4.2)
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4.4 Atvirkštinė matrica. Kramerio metodas tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemoms spre

‘
sti.

Apibrėžimas Sakysime, kad kvadratinė matrica yra reguliari, jeigu jos rangas lygus matricos eilei.

Priešingu atveju sakoma, kad matrica singuliari.

Apibrėžimas Matrica
‘
A−1 vadinsime matricai A atvirkštine matrica, jeigu

A−1A = AA−1 = E.

Taigi, norint rasti matricos atvirkštine
‘
tenka spresti tokia

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
:

{
AX = En (1)
Y A = En, (2) (4.3)

čia X ir Y nežinomos matricos. Vadinasi, jei paskutiniosios lygčiu
‘

sistemos sprendiniai sutampa, tai

atvirkštinė egzistuoja. Pasirodo, kad teisinga tokia

4.5 Teorema Jeigu egzistuoja 4.3 sistemos bent vienos ǐs lygčiu
‘

sprendinys, tai egzistuoja ir kitos

lygties sprendinys. Dar daugiau, šie sprendiniai sutampa.

	

Sakykime, kad egzistuoja 4.3 sistemos (1) lygties sprendinys X = A′. Padauginkime, ǐs matricos A′, (2)-

a
‘
ja

‘
šios sistemos lygti

‘
ǐs dešinės. Gauname

Y AA′ = EnA
′.

Bet AA′ = En ir Y En = Y. Taigi, Y = A′. Samprotaudami analogǐskai galime parodyti, kad ir X = A′.

⊕

Kyla klausimas, ar kiekviena matrica turi atvirkštine
‘
?

4.6 Teorema Tam, kad matrica turėtu
‘
atvirkštine

‘
būtina ir pakankama, kad ji būtu

‘
reguliari.

	

Tarkime, kad atvirkštinė matrica egzistuoja. Žinome, kad matricos En rangas lygus n. Remdamiesi 4.4

teorema gauname, kad rang(AA−1) ≤ rangA. Taigi, n ≤ rangA. Antra vertus, kvadratinės matricos rangas

ne didesnis už jos eile
‘
. Gauname, kad matricos A rangas lygus n, taigi, matrica A reguliari.

I
‘
rodysime atvirkštini

‘
teigini

‘
. Tarkime, kad matricos A rangas lygus n. Matricine

‘
lygti

‘
AX = E

užrašykime taip: 
n∑

j=1

a1jxj1 . . .
n∑

j=1

a1jxjn

. . . . . . . . .
n∑

j=1

anjxj1 . . .
n∑

j=1

anjxjn

 =

 1 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 1

 .

49



Naudodamiesi matricu
‘
lygybės apibrėžimu, pakeiskime pastara

‘
ja

‘
lygybe

‘
tokia lygčiu

‘
sistema:

n∑
j=1

aijxjk = 0; i 6= k, (i = 1, . . . ,m),

n∑
j=1

akjxjk = 1; (k = 1, . . . , n).
(4.4)

Pastaroji sistema reǐskia n tiesiniu
‘

lygčiu
‘

sistemu
‘

su n nežinomaisiais, aibe
‘
. Pastebėkime, kad visu

‘
šiu

‘

sistemu
‘
koeficientu

‘
matricos sutampa ir lygios matricai A. Kadangi matricos A rangas yra lygus n, tai visos

šios sistemos turi sprendinius, tarkime

(
xj1, xj2, . . . , xjn

)
; (j = 1, . . . , n).

Šiuos sprendinius suraše
‘
i
‘
matrica

‘
ir turėsime ieškoma

‘
ja

‘
atvirkštine

‘
matrica

‘
.

⊕

Atkreipsime skaitytojo dėmesi
‘

i
‘

tai, kad paskutinioji teorema pasiūlo metoda
‘
, kaip būtu

‘
galima ap-

skaičiuoti matricos atvirkštine
‘
. Bet šis metodas turi ir trūkuma

‘
, kadangi norint rasti, kad ir trečios eilės

matricos atvirkštine
‘
, tektu

‘
spre

‘
sti tris lygčiu

‘
sistemas. Tačiau nėra to blogo kas neǐseitu

‘
i
‘
gera! Prisiminkime

modifikuota
‘
Gauso metoda

‘
tiesiniu

‘
lygčiu

‘
sistemoms spre

‘
sti ir tai kas buvo auksčiau pasakyta. Visos mūsu

‘

lygčiu
‘

sistemos turi tas pačias matricas ir sistemos skiriasi tik laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliais. O tai reǐskia,

kad visoms sistemoms atliekami tie patys eleminavimo žingsniai (suvedimas i
‘
trikampi

‘
pavidala

‘
) skiriasi tik

operaciju
‘
rezultatai atliekami su laisvu

‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliais. Tikimės, kad skaitytojas nesunkiai supras, kad

(4.4) sistemu
‘
visuma

‘
galime perrašyti taip:


a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1

 .

Kitaip tariant prie sistemu
‘
bendrosios matricos šalia prirašėme vienetine

‘
matrica

‘
. Beje, kiekvienas vienetinės

matricos stulpelis kartu su sistemos matrica nusako tam tikra
‘
t.l. sistema

‘
. Gautoji matrica yra n× 2n eilės.

Jau žinome, kad eilučiu
‘
elementariu

‘
ju

‘
pertvarkiu

‘
dėka, pastara

‘
ja

‘
matrica

‘
galime pertvarkyti i

‘
tokia

‘
:


1 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n

0 1 . . . 0 c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 cn1 cn2 . . . cnn

 .

Tada matricos A atvirkštinė yra tokia

A−1 =


c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn


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(kodėl?).

4.7 Teorema Jeigu matricos A, ir B turi atvirkštines, tai ir ju
‘

sandauga turi atvirkštine
‘
, kuri

skaičiuojama tokiu būdu: (
AB

)−1 = B−1A−1.

	

Patikrinkime, ar ǐs tiesu
‘
B−1A−1 yra matricos AB atvirkštinė. Tam pakanka suskaičiuoti

(
AB

)(
B−1A−1

)
= A

(
BB−1

)
A−1 = AA−1 = En.

⊕

4.8 Teorema Jeigu matricaA turi atvirkštine
‘
, tai ir jos transponuotoji turi atvirkštine

‘
. Be to, transpon-

uotosios atvirkštinė yra lygi atvirkštinės transponuota
‘
jai, trumpai

(
AT

)−1 =
(
A−1

)T
.

	

Aǐsku, kad (
AA−1

)T = ET
n .

Todėl
(
A−1

)T
AT = ET

n = En. Tuo ir baigiame teoremos i
‘
rodyma

‘
.

⊕

4.9 Teorema Jei tiesinės lygčiu
‘
sistemos matrica reguliari, tai jos sprendinys yra skaičiuojamas tokiu

būdu:

X = A−1

 b1
. . .
bn

 ,

arba

XT =
(
b1, . . . , bn

)(
A−1

)T
,

čia

β =

 b1
. . .
bn

 ,

yra laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpelis.

	

Nesunku suprasti, kad tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
, naudodami matricas, galime perrašyti taip

AX = β, kur X nežinomu
‘
ju

‘
stulpelis.
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Kadangi matrica A reguliari, tai ji turi atvirkštine
‘
. Iš čia ir ǐsplaukia teoremos i

‘
rodymas.

⊕

Pasirodo, matricos reguliarumas priklauso nuo to ar matricos determinantas nulis ar ne.

4.10 Teorema Matrica A yra reguliari tada ir tik tada, kai |A| 6= 0.

	

Tarkime, kad matrica reguliari. Tuomet jos rangas lygus n. Dar daugiau, elementariu
‘
ju

‘
pertvarkiu

‘
dėka,

šia
‘
matrica

‘
galime transformuoti i

‘
matrica

‘
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 .

Jau žinome, kad paskutiniosios matricos determinantas yra lygus 1 (žr. 4.2 lygybe
‘
).

I
‘
rodysime atvirkštini

‘
teigini

‘
. Tarkime, kad matricos determinantas nelygus nuliui. Elementariu

‘
ju

‘

pertvarkiu
‘
pagalba matricos determinanta

‘
galime transformuoti i

‘
determinanta

‘

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,
kuris lygus pradinės matricos determinantui, beje, pagrindinės i

‘
strižainės visi elementai nelygūs nuliui.

Pastebėsime, kad paskutini
‘
ji
‘
determinanta

‘
atstovaujanti matrica
a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann


reguliari, kadangi jos rangas lygus n.

⊕

Išvada Jei matrica singuliari, tai jos determinantas lygus nuliui.

Remdamiesi paskutinia
‘
ja teorema, 4.6 teorema

‘
perrašome taip:

4.11 Teorema Matrica A turi atvirkštine
‘
tada ir tik tada, kai |A| 6= 0. Dar daugiau, atvirkštinė gali

būti skaičiuojama tokios formulės pagalba

A−1 =
1
|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 .
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Pirmoji teoremos dalis tiesioginė 4.10 teoremos ǐsvada. Parodykime, kad pateiktoji matrica ǐs tiesu
‘
yra

matricai A atvirkštinė. Tam pakanka parodyti, kad matricos A ir nurodytos matricos sandauga yra vienetinė

matrica. Skaičiuokime: 
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 · 1
|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 =

( 1
|A|

n∑
j=1

aijAkj

)
= δik; (i, k = 1, . . . , n).

Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad nurodyta matrica yra atvirkštinė.

⊕

Tarkime, kad turime tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistema

‘

n∑
i=1

ajixi = bj ; (j = 1, . . . , n),

kurios matricos determinantas nelygus nuliui. Pastebėsime, kad pastara
‘
ja

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
galime užrašyti

matricine forma taip:

AX = β, X =

 x1

. . .
xn

 , β =

 b1
. . .
bn

 . (4.5)

Kadangi matricos determinantas nelygus nuliui, tai egzistuoja šios matricos atvirkštinė A−1. (4.5) ly-

gybės abi puses padaugine
‘
ǐs kairės ǐs atvirkštinės matricos gauname, x1

. . .
xn

 = A−1

 b1
. . .
bn

 .

Antra vertus,

A−1

 b1
. . .
bn

 =
1
|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 b1
. . .
bn

 =

1
|A|


n∑

j=1

Aj1bj
. . .

n∑
j=1

Ajnbj

 =

 x1

. . .
xn

 .

Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad

xk =
1
|A|

n∑
j=1

Ajkbj =:
|Ak|
|A|

, k = 1, . . . , n. (4.6)

Apibendrindami pastebėsime, kad k− asis nežinomasis yra lygus t.l.sistemos matricos, kurios k−asis

koeficientu
‘

stulpelis pakeistas laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliu, determinanto (kuri

‘
pažymėjome simboliu Ak ) ir

tiesiniu
‘
lygčiu

‘
sistemos matricos determinanto, santykiui, k = 1, . . . , n.
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(4.6) formulės yra vadinamos Kramerio formulėmis lygčiu
‘
sistemai spre

‘
sti.

Ir pabaigai pastebėsime, kad homogeninė t.l.s. turi nenulini
‘
sprendini

‘
tada ir tik tada, kai jos matricos

determinantas yra lygus nuliui. Šios pastabos i
‘
rodyma

‘
paliekame skaitytojui.

4.5 Matricinės algebros taikymai. Leontjevo modelis

Laikysime, kad gamybine
‘
sistema

‘
sudaro n ūkio subjektu

‘
, kuriuos pažymėkime simboliais U1, . . . , Un.

Kiekvienas ǐs šiu
‘
subjektu

‘
gamina kokia

‘
nors viena

‘
produkcijos rūši

‘
, Pj ; (j = 1, . . . , n). Gaminamos pro-

dukcijos kiekius pažymėkime x1, . . . , xn atitinkamai. Tada vektoriu
‘

α =


x1

x2

. . .
xn

 , vadinsime gamybos plano vektoriumi.

Papildomai tarkime, kad gamybos technologija yra tokia, kad dalis gaminamos produkcijos yra sunaudojama

vietinėms reikmėms. Tarkime, kad šie sunaudojami kiekiai yra y1, y2, . . . , yn atitinkamai. Tada

β =


y1
y2
. . .
yn

 , vadinsime produkcijos sanaudu
‘
vektoriumi.

Skirtuma
‘
α− β = γ vadinsime grynosios produkcijos vektoriumi, t.y.

γ =


x1 − y1
x2 − y2
. . .

xn − yn

 .

Tarkime, kad minėtosios produkcijos poreikiai yra tokie c1, . . . , cn. Tada

δ =


c1
c2
. . .
cn

 , vadinsime paklausos vektoriumi.

Atsakykime, i
‘

toki
‘

klausima
‘
: kada ekonominė sistema yra subalansuota, t.y. kada grynosios produkcijos

kiekiai sutampa su paklausa? Kitaip tariant, kada γ = δ?

Tarkime, kad produkcijos Pi vienetui pagaminti, kuris naudojamas ekonominės sistemos vidaus por-

eikiams, yra sunaudojama visos produkcijos Pj dalis aij čia i, j = 1, . . . , n. Skaičiai aij yra vadinami tech-

nologiniais koeficientais, o matrica

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ,
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vadinama technologine matrica. Taigi, norint kad gamyba fukcionuotu
‘
, vietinėms reikmėms reikia pagaminti

tokius produkcijos kiekius:

β = Aα.

Tada grynosios produkcijos vektoriu
‘
galime ǐsreikšti taip:

γ = α− β = α−Aα.

Prisiminkime, kad α = Enα. Tada α − Aα = Enα − Aα =
(
En − A

)
α. Taigi, balanso lygti

‘
γ = δ galime

perrašyti taip (
En −A

)
α = δ.

Bet paskutinioji lygybė reǐskia tokia
‘
lygčiu

‘
sistema

‘
:

(1− a11)x1 − a12x2 − . . .− a1nxn = c1,
−a21x1 + (1− a22)x2 − . . .− a2nxn = c2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
−an1x1 − an2x2 − . . .+ (1− ann)xn = cn.

Galime padaryti tokia
‘
ǐsvada

‘
: norint sudaryti subalansuota

‘
ekonominės sistemos gamybinės veiklos plana

‘
α,

reikia ǐsspre
‘
sti paskutinia

‘
ja

‘
lygčiu

‘
sistema

‘
. Pastarosios sistemos sprendinys ir galėtu

‘
būti laikomas planu α =

(x1, . . . , xn), jeigu visos sprendinio komponentės xj , (j = 1, . . . , n) yra neneigiamos. Neigiamos komponentės

turėdamos matematine
‘
prasme

‘
, šia savybe nepasižymi ekonomikoje. Tad planas α turi būti ne tik lygties(

En − A
)
α = δ sprendiniu, bet ir visos sprendinio komponentės turi būti neneigiamos. Apibendrinkime

tai. Sakysime, kad ekonominė sistema, su technologine matrica A yra produktyvi, jeigu balanso lygtis(
En − A

)
α = δ turi sprendini

‘
α, kurio visos komponentės neneigiamos, koks bebūtu

‘
produkcijos paklausos

vektorius δ. Mes žinome, kad būtina ir pakankama balanso lygties sprendinio egzistavimo sa
‘
lyga yra tokia:

balanso lygties matrica yra reguliari. Yra žinoma, kad

4.12 Teorema ekonominė sistema, kurios technologinė matrica A, yra produktyvi tada ir tik tada, kai

atvirkštinė matrica
(
En −A

)−1 egzistuoja ir visi šios matricos elementai yra teigiami.

Ekonominės sistemos produktyvumo paieškos uždavinys yra vadinamas Leontjevo modeliu.

Uždaviniai

Matricos ir determinantai

1. Apskaičiuokite AB −BA, kai

A =

 1 −2 3
2 1 −1
−1 3 4

 , B =

 0 3 −2
5 −7 4
0 1 3

 .
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2. Jei i
‘
manoma apskaičiuokite sandaugas AB, kai

a) A =


5 −2 3 4
2 1 −1 3
−1 3 4 5
1 4 5 2

 , B =

 0 3 0
1 −4 4
2 1 3

 ;

b) A =
(

15 −12 3 4
2 2 2 3

)
, B =


0 3 0
1 −4 4
2 1 3
3 5 2

 ;

a) A =


1 −2 4 5
3 1 −1 3
2 −5 4 5
3 4 5 3

 , B =
(

0 3 0 5
1 −4 4 1

)
.

3. Apskaičiuokite A+BX + CX3, kai

A =
(

1 3
−5 2

)
, B =

(
−1 1
−3 2

)
, C =

(
4 3
5 2

)
, X =

(
−2 2
4 5

)
.

4. Raskite visas antros eilės matricas, kuriu
‘
kvadratas yra lygus nulinei matricai. Raskite visas antros

eilės matricas, kuriu
‘
kvadratas lygus vienetinei matricai.

5. Raskite pateiktu
‘
matricu

‘
atvirkštines, jeigu jos egzistuoja:

a)

 5 −2 4
2 2 3
4 3 2

 , b)


0 3 0 1
1 −4 4 2
2 1 3 4
3 5 2 3

 ; c)

 1 −1 3
2 2 2
3 1 5

 .

6. Išspre
‘
skite matricine

‘
lygti

‘
AX = B, kai

A =

 1 −4 4
2 1 3
3 5 2

 ; B =

 1 2 3
0 3 1
1 5 5

 .

7. Apskaičiuokite 5-oje užduotyje pateiktu
‘
matricu

‘
determinantus.

8. Apskaičiuokite determinantus:

a)

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ ; b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣ ; c)

∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣ .
9. Apskaičiuokite determinantus:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
−1 0 1 2 3
−1 −2 0 1 2
0 −2 2 −4 4
−1 −2 −3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 0 −1 3
2 2 2 2 2 2
2 2 3 2 2 2
1 0 1 0 1 0
2 −2 2 −2 2 −2
3 0 4 −2 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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10. Apskaičiuokite matricos atvirkštine
‘
, naudodamiesi atvirkštinės matricos skaičiavimo formule (nau-

dojant adjunktus):

a)

 2 −2 2
2 2 3
2 3 2

 , b)


1 3 0 1
1 −2 1 2
2 1 2 3
3 1 2 0

 .

11. Naudodamiesi Kramerio metoda
‘
apskaičiuokite:

a)

{ 4x+ 2y − z = 5,
x− 3y + 8z = 0,
−5x− 13y + 26z = 2;

b)

{ 4x+ y − 3z = 2,
−3y + 5z = 6,
7x+ 4y − 9z = −1;

c)


4x+ 2y − z + t = 7,
2x− y + 8z − 1 = 0,
−5x+ 13y + 2z − 4t = 4,
x+ y + 3z + t = 1.

12. Kokios turi būti parametru
‘
m,n reikšmės, kad sistema

{x−my − 2z = 5,
3x+ y + z = n,
4x+ 7y − 5z = 1,

turėtu
‘
a) vieninteli

‘
sprendini

‘
, b) neturėtu

‘
sprendiniu

‘
, c) turėtu

‘
begalo daug sprendiniu

‘
?

13. Tarkime, kad ekonomine
‘

sistema
‘

sudaro du gamintojai. Ju
‘

produkcijos paklausos vektorius ir

technologinė matrica, atitinkamai, yra tokie

a) γ =
(

12
8

)
,

(
0.5 0.25
0.75 1

)
;

b) γ =
(

125
200

)
,

(
0.2 0.25
0.6 0.4

)
.

Ar egzistuoja gamybos optimalus planas?

14. Tarkime, kad ekonominės sistemos gamintoju
‘
technologinės matricos yra tokios:

a)

 0.5 0 0.5
0.5 0 0.25
0 0.5 0.5

 , b)


0.5 0 0.5 1
0.5 0 0.25 0.4
1 0 0.5 0.5
1 0 1 0

 .

Nustatykite, ar šios ekonominės sistemos yra produktyvios.
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V. VEKTORIAI. DEKARTO KOORDINAČIU
‘

SISTEMA

5.1 Skaliarinė sandauga erdvėje Rn

Tarkime, kad duota vektorinė erdvė Rn. Priminsime, kad šios erdvės elementai yra vektoriai α =

(a1, . . . , an). Be mums jau žinomu
‘
vektoriu

‘
veiksmu

‘
šioje erdvėje apibrėžkime dar viena

‘
operacija

‘
.

Apibrėžimas Dvieju
‘
vektoriu

‘
α = (a1, . . . , an) ir β = (b1, . . . bn) skaliarine sandauga (žymėsime α ◦ β

) vadinsime skaičiu
‘

α ◦ β = a1b1 + . . .+ anbn.

Vektorinės erdvės savoka gana abstrakti, nors neabejoju, kad skaitytojas i
‘
dėmiau studijave

‘
s ankstyvesne

‘

medžiaga
‘
pastebėjo, kad vektorinės erdvės elementai turi savybes, kurias turi skaitytojui žinomu

‘
trimatės

erdvės arba plokštumos, o gal net ir tiesės elementai? Gana plačia
‘

vektorinės erdvės sa
‘
voka

‘
šiek tiek

susiaurinkime, reikalaudami, kad vektorinėje erdvėje būtu
‘
apibrėžta skaliarinė sandauga.

Apibrėžimas Tarkime, kad x, y, z bet kokie, kokios tai vektorinės erdvės Rn elementai. Tuomet

funkcija (ρ : Rn × Rn−→R ), kuri dviems vektorinės erdvės elementams priskiria realu
‘
skaičiu

‘
, vadinsime

atstumu, jeigu ji turi savybes:

1) ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Kyla klausimas - kas gi toji funkcija ρ(, ), kaip ja
‘
apibrėžti. Pasirodo, kad tai atlikti galime naudodami

skaliarine
‘
sandauga

‘
. Skaitytojas nesunkiai gali patikrinti, kad visas atstumo savybes ǐspildo funkcija

ρ(x, y) :=
√

(x− y) ◦ (x− y).

Kitaip tariant

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2, (5.1)

jeigu x, y ∈ Rn. Tikimės, kad skaitytojas supranta, kad atstumas tarp erdvės elementu
‘
nusakomas ne vien-

inteliu būdu! Ateityje mes nagrinėsime vektoriniu
‘
erdviu

‘
Rn, kai n = 1, 2, 3 su jose apibrėžta (5.1) metrika,

atitiktis.
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5.2 Geometriniai vektoriai. Veiksmu
‘
savybės

Prisiminkime mokyklinės geometrijos kursa
‘
, kitaip dar vadinama

‘
, Euklidine geometrija. Euklidinės

geometrijos objektas yra geometriniu
‘
figūru

‘
savybiu

‘
tiesėje, plokštumoje, bei erdvėje, tyrimas. Priminsime

skaitytojui, kad matematinės sa
‘
vokos - taškas, tiesė, plokštuma, erdvė, atstumas yra neapibrėžiamos, t.y.

pirminės. Susitarkime tiese
‘
, plokštuma

‘
, bei erdve

‘
, ateityje, jei nekils neaǐskumu

‘
, vadinti tiesiog erdvėmis.

Geometriniu vektoriumi vadinsime tiesės atkarpa
‘
, su nurodyta

‘
ja kryptimi. Taigi, vektorius erdvėje

apibrėžia krypti
‘
ir ”daugybė” atkarpu

‘
, turinčiu

‘
ta

‘
pačia

‘
krypti

‘
ir ilgi

‘
reǐskia ta

‘
pati

‘
vektoriu

‘
. Beje, kiekviena

tiesės atkarpa yra charakterizuojama ilgiu (tiesės atkarpos charakteristika). Taip apibrėžto vektoriaus atkar-

pos pradžios taška
‘
vadinsime vektoriaus pradžios tašku, o taška

‘
, kuriame nurodoma kryptis - pabaigos tašku.

Kitaip tariant du vektoriai lygūs, kai vektorius nusakančiu
‘
atkarpu

‘
ilgiai vienodi ir kryptys sutampa. Vek-

torius vadinsime kolineriais, jeigu juos nusakančios atkarpos lygiagrečios. Iš pastarojo apibrėžimo ǐsplaukia,

kad tiesėje visi vektoriai kolinerūs. Sakysime, kad vektoriai komplanariniai, jei jie nėra kolineriniai ir yra

vienoje plokštumoje. Sutarkime geometrini
‘
vektoriu

‘
žymėti graikǐskosios abėcėlės mažosiomis raidėmis, jeigu

mums bus nesvarbūs vektoriaus pradžios bei pabaigos taškai. Jeigu vektorius jungia taškus A, B, čia A yra

vektoriaus pradžios, o B− pabaigos taškai, tai tada vektoriu
‘
žymėsime −−→AB.

Vektoriaus ir skaičiaus c ∈ R, c 6= 0, sandauga cα vadinsime vektoriu
‘
γ, kurio ilgis skiriasi nuo pradinio

vektoriaus ilgio c vienetu
‘
(t.y. c kartu

‘
ilgesnis, jei |c| > 1 ir c kartu

‘
trumpesnis, jei 0 < |c| < 1, be to γ

kryptis ta pati kaip ir pradinio vektoriaus jei c > 0 ir priešinga, jei c < 0. Norėtume pabrėžti, kad daugindami

vektoriu
‘
ǐs skaičiaus gauname vektoriu

‘
, kolineru

‘
pradiniam vektoriui, t.y. vektoriai γ ir α yra kolinerūs.

Geometriniu
‘

vektoriu
‘

aibėje sudėties operacija
‘

apibrėžkime tokiu būdu: sudėdami du vektorius visu
‘

pirma, abu dėmenis, atlike
‘
lygiagretu

‘
postūmi

‘
, perkeliame i

‘
viena

‘
taška

‘
. Brėžiame lygiagretaini

‘
(jei vektoriai

nekolinerūs), kurio kraštines sudaro minėtieji vektoriai. Tada šiu
‘
vektoriu

‘
suma vadinsime vektoriu

‘
, kurio

pradžios taškas sutampa su dėmenu
‘
pradžios tašku, o pabaigos taškas yra priešingoje lygiagretainio viršūnėje.

Du vektorius galime sudėti ir kitu, taip vadinamu trikampio, būdu. Jo esmė tokia. Prie pirmojo dėmens

pabaigos taško, lygiagretaus postūmio pagalba, perkelkime antrojo dėmens pradžios taška
‘
. Tada vektorius,

jungiantis pirmojo dėmens pradžios taška
‘
su antrojo vektoriaus pabaigos tašku bus vadinamas šiu

‘
vektoriu

‘

suma. Žinoma, visai nesvarbu kokiu būdu sudėsime, trikampio ar lygiagretainio, rezultatas bus tas pat.

Vektoriaus α ir β skirtumu vadinsime vektoriu
‘
α ir (−1)β suma

‘
, trumpai α− β = α+ (−1)β. Jei vektoriai

kolinerūs ir tos pat krypties, tai ju
‘
suma yra vektorius, kurio ilgis lygus dėmenu

‘
ilgiu

‘
sumai, o kryptis tokia

pat kaip ir dėmenu
‘
. Jeigu vektoriu

‘
kryptys priešingos, tai ju

‘
suma bus vadinamas vektorius, kurio ilgis lygus

vektoriu
‘
ilgiu

‘
skirtumui, o šio vektoriaus kryptis sutampa su vektoriaus, kurio ilgis didesnis, kryptimi.
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Skaitytojui paliekame i
‘
rodyti tokias vektoriu

‘
veiksmu

‘
savybes:

1) α+ β = β + γ, α+ (β + γ) = (α+ β) + γ.

Be to, jeigu m,n ∈ R, tai

2) (m+ n)α = mα+ nα, m(α+ β) = mα+mβ,

3) m(nα) = (mn)α.

Geometrini
‘

vektoriu
‘
α0 vadinsime vektoriaus α ortu, jeigu jis kolinerus vektoriui α ir jo ilgis lygus

vienetui. Geometrinio vektoriaus ilgi
‘
žymėsime |α|. Akivaizdu, kad bet koki

‘
vektoriu

‘
galime užrašyti α =

|α|α0. Vektoriu
‘
α ir β skaliarine sandauga, kuria

‘
žymėsime α ·β, vadinsime skaičiu

‘
, kuris lygus vektoriu

‘
ilgio

ir kampo tarp ju
‘
kosinuso reikšmės sandaugai, t.y.

α · β = |a||b| cosψ,

ψ yra kampas tarp vektoriu
‘
α ir β.

Skaliarinės sandaugos savybės

1. Skaliarinė sandauga yra komutatyvi, t.y.

α · β = β · α.

2. Skaliarinė sandrauga turi distributyvumo savybe
‘
:

(α+ β) · γ = α · γ + β · γ.

3. Jei vektoriai kolinerūs, tai

α · β = ±|α||β|,

” − ” bus tuo atveju, kai vektoriu
‘

kryptys priešingos (skiriasi 1800 laipsniu
‘

kampu), o kitu atveju bus +

ženklas.

4. Vektoriaus skaliarinė sandauga ǐs jo paties lygi

4) α · α =
√
|α|2.
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Tarkime duoti du vektoriai - α ir β. Tada skaičiu
‘
prβa := α · β0 vadinsime vektoriaus α projekcija

vektoriaus β kryptimi, kur β0 yra vektoriaus β ortas. Iš pastarojo apibrėžimo gauname gerai žinoma
‘
formule

‘

prβa = a cosα, kur α yra kampas tarp vektoriu
‘
α, β. Tarkime, kad duota vektoriu

‘
α ir β suma. Tada vektoriu

‘

sumos projekcija, tarkime vektoriaus γ kryptimi, yra lygi dėmenu
‘
projekciju

‘
sumai, t.y.

prγ(α+ β) = prγα+ prγβ ir prγkα = kprγα, (5.2)

čia k ∈ R. Pastarosios lygybės ǐsplaukia ǐs skaliarinės sandaugos 2), 3) savybiu
‘
.

Tarkime, kad vektoriai α, β yra komplanariniai plokštumos vektoriai. Tada bet koki
‘
vektoriu

‘
γ galime

užrašyti tokiu būdu: γ = mα+nβ, kur m,n yra vektoriaus γ projekcijos vektoriu
‘
α, β kryptimi, atitinkamai.

Norėdami tuo i
‘
sitikinti, vektorius γ, mα, nβ lygiagrečiu postūmiu perkelkime i

‘
bendra

‘
taška

‘
. Tai atlike

‘

pastebėsime, kad vektorius γ yra lygiagretainio, kurio kraštines apibrėžia vektoriai mα ir nβ, i
‘
strižainė.

Jeigu α, β, γ - esantys ne vienoje plokštumoje erdvės vektoriai, tai naudodami dvieju
‘
nekolineriu

‘
vektoriu

‘

sudėties taisykle
‘
, nuosekliai du kartus, bet kokiam erdvės vektoriui δ gauname:

δ = kα+ lβ +mγ, (5.3)

kur k, l,m yra vektoriaus δ projekcijos vektoriu
‘
α, β, γ kryptimis, atitinkamai. Beje, tikimės, kad skaitytojas

atkreipė dėmesi
‘
i
‘
tai, kad erdvės suminis vektorius δ, paskutinėje lygybėje, geometrǐskai reǐskia gretasienio,

kurio kraštines apibrėžia vektoriai

kα, lγ, mγ,

i
‘
strižaine

‘
.

Tris, poromis statmenus ortus, kurie prasideda viename taške, vadinsime erdvės reperiu. Pažymėkime

šiuos ortus raidėmis i, j, k. Iš paskutiniosios lygybės ǐsplaukia, kad bet koki
‘
erdvės vektoriu

‘
galime užrašyti

vektoriu
‘
i, j, k tiesiniais dariniais. Be to, jeigu

δ1 = k1i + l1j +m1k, o δ2 = k2i + l2j +m2k, tai

δ1 + δ2 = (k1 + k2)i + (l1 + l2)j + (m1 +m2)k.

kδ1 = kk1i + kl1j + km1k.

Šios lygybės i
‘
rodymas ǐsplaukia ǐs vektoriu

‘
(5.2) projekciju

‘
savybiu

‘
.

Kyla klausimas- ar bet koks vektorius, reperio vektoriu
‘
tiesiniais dariniais, užrašomas vieninteliu būdu?

Tarkime priešingai, t.y. vektoriu
‘
δ galime užrašyti vektoriu

‘
i, j,k tiesiniais dariniais ne vieninteliu būdu.
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Taigi δ = k1i + l1j + m1k, ir δ = k2i + l2j + m2k. Atėme
‘
lygtis viena

‘
ǐs kitos gauname (prie vektoriaus δ

pridedame vektoriu
‘
−δ ),

0 = (k1 − k2)k + (l1 − l2)j + (m1 −m2)k.

Iš pastarosios lygybės ǐsplaukia, kad k1 = k2, l1 = l2,m1 = m2. Priešingu atveju vektoriai i, j, k būtu
‘

komplanarūs, kadangi viena
‘
vektoriu

‘
galėtume užrašyti kitu

‘
tiesiniu dariniu.

Du statmenus plokštumos ortus, prasidedančius bendrame taške, vadinsime plokštumos reperiu. Analo-

gǐskai kaip ir erdvės atveju, plokštumos reperio vektoriu
‘
tiesiniu dariniu galime ǐsreikšti bet koki

‘
plokštu-

mos vektoriu
‘
. Dar daugiau, kiekvienas vektorius ǐsreǐskiamas vieninteliu būdu.

Priskirkime geometriniam vektoriui δ1 jo projekcijas i
‘

vektorius i, j, k tokiu būdu: δ1 = (k1, l1,m1).

Išsiaǐskinome, kad nekomplanariu
‘
vektoriu

‘
tiesiniu dariniu galime ǐsreikšti duota

‘
vektoriu

‘
vieninteliu būdu,

todėl teisingas ir atvirkščias veiksmas - bet kokiam realiu
‘

skaičiu
‘

rinkiniui (k, l,m) mes galime priskirti

vieninteli
‘
geometrini

‘
vektoriu

‘
: δ := k1i + l1j +m1k. Kadangi ryšys tarp erdvės vektoriu

‘
ir realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘

rinkiniu
‘
abipus vienareikšmis, o realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
rinkiniu

‘
(l,m, n) aibė yra vektorinė erdvė R3 tai tikimės,

skaitytojas, susipažine
‘
s su ankstesniu

‘
ju

‘
skyreliu

‘
medžiaga pastebėjo, kad vektoriai i, j,k erdvėje atlieka bazės

vektoriu
‘
vaidmeni

‘
. Vadinasi tarp erdvės ir nagrinėtosios vektorinės erdvės R3 elementu

‘
egzistuoja abipus

vienareikšmǐskas sa
‘
ryšis (bijekcija). Todėl ateityje mes nebeskirsime vektoriu

‘
(vektorinės erdvės elementu

‘
)

nuo geometriniu
‘
vektoriu

‘
, nors vartodami vektoriaus sa

‘
voka

‘
, omenyje turėsime geometrini

‘
vektoriu

‘
.

Visǐskai analogǐskas ryšys ir tarp vektorinės erdvės R2 elementu
‘
ir plokštumos vektoriu

‘
.

Todėl natūralu reperi
‘

vadinti erdvės (plokštumos) baze, kadangi bet koki
‘

vektoriu
‘

galime užrašyti

(5.3) tiesinio darinio pagalba, o vektoriaus projekcijos reperio vektoriu
‘
kryptimi, yra jo koordinatės bazėje.

Tikimės, kad skaitytojui tapo aǐskus ryšys tarp jau nagrinėtos vektoriniu
‘
erdviu

‘
R1,R2,R3 ir tiesės, plokštu-

mos bei erdvės, atitinkamai. Kadangi jau atkreipėme dėmesi
‘
, kad tarp kai kuriu

‘
vektoriniu

‘
bei geometriniu

‘

vektoriu
‘
erdviu

‘
egzistuoja abipus vienareikšmǐska atitiktis, tai jau minėta

‘
, neapibrėžta

‘
atstumo savoka

‘
galime

patikslinti, t.y. geometriniu
‘
vektoriu

‘
erdvėje atstumu laikysime atstuma

‘
, tarp šiuos vektorius atitinkančiu

‘

erdvės Rn elementu
‘
. Tad atstuma

‘
skaičiuosime remdamiesi (5.1) formule. Tačiau atstuma

‘
galime apibrėžti

ir kiek kitu būdu. Ši
‘
būda

‘
ir panagrinėkime.

Ateityje vektoriu
‘
, kurio pradžia taške A, o galas taške B žymėsime simboliu −−→AB. Tarkime, kad duota

tiesė. Parinkime joje taška
‘
O, kuri

‘
pavadinkime pradžios tašku. Tegu X bet koks kitas, fiksuotas, šios tiesės

taškas. Susitarkime vektoriaus −−→OX ilgi
‘
laikyti lygu

‘
vienetui. Tokiu būdu mes parenkame tiesėje masteli

‘
,

laikydami atkarpa
‘
OX vienetine. Tad natūralu žymėti −−→OX = i. Tašku

‘
pora O ir A, pasirinkta tiesėje

nurodytu būdu, bus vadinama Dekarto koordinačiu
‘

sistema tiesėje. Jeigu taškas X yra dešinėje pusėje,

taško O atžvilgiu, tai šia
‘
koordinačiu

‘
sistema

‘
vadinsime tiesiogine, priešingu atveju- netiesiogine. Tarkime,
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kad A, bet koks tiesės OX taškas. Tada skaičiu
‘
x, kuriam teisinga lygybė: −→OA = xi vadinsime taško A

koordinate duotoje koordinačiu
‘

sistemoje. Aǐsku, tada atstumas tarp dvieju
‘

tašku
‘
, tarkime A ir B, yra

lygus vektoriaus, jungiančio šiuos taškus, ilgiui. Jeigu A koordinatė yra x, o B koordinatė yra y, tai tada

ρ(X,Y ) = |x− y| (žr. 5.1 formulė), kadangi esant apibrėžtai koordinačiu
‘
sistemai tiesėje, jos taškus galime,

abipus vienareikšmǐskai, sutapatinti su vektorinės erdvės R1 elementais.

Tarkime, kad duotos dvi statmenos tiesės plokštumoje. Ju
‘
susikirtimo taška

‘
pažymėkime raide O. Kaip

ir tiesės atveju ši
‘
taška

‘
vadinsime, pradžios tašku. Tarkime, kad taškas O yra ortu

‘
i ir j, esančiu

‘
skirtingose

tiesėse, pradžios taškas. Tarkime, šiu
‘
vektoriu

‘
pabaigos taškai X ir Y− atitinkamai. Šias tieses vadinsime

tiesėmis OX (arba abscise) ir OY, (arba ordinate) atitinkamai. Tiesiu
‘
OX ir OY sistema

‘
plokštumoje

vadinama ortogonalia
‘
ja Dekarto koordinačiu

‘
sistema. Su statmenomis tiesėmis mes susiejome reperi

‘
, kuris

statmenoms tiesėms suteikė orientacija
‘
(kryptis). Fiksuokime statu

‘
kampa

‘
tarp reperio vektoriu

‘
, tuo pačiu

ir tiesiu
‘
. Sakykime, kad tiesės OX orientacija yra tiesioginė. Tada sakysime, kad plokštumos ortogo-

nalioji Dekarto koordinačiu
‘
sistema yra tiesioginė, jeigu mažesnis kampas tarp vektoriu

‘
i, j yra teigiamas.

Priminsime, kad kampas i, j teigiamas, jeigu vektoriu
‘
i reikia sukti vektoriaus j kryptimi, prieš laikrodžio

rodykle
‘
. Kitu atveju ortogonalioji Dekarto koordinačiu

‘
sistema bus vadinama netiesiogine. Koordinatinės

ašys plokštuma
‘
dalija i

‘
keturias dalis, kurias mes vadinsime ketvirčiais. Pirmuoju ketvirčiu vadinsime visus

plokštumos taškus, kuriu
‘
abscisė ir ordinatė yra teigiamos. Kiti ketvirčiai numeruojami eilės tvarka prieš

laikrodžio rodykle
‘
.

Pastebėsime, kad bet kokio taško B padėti
‘
plokštumoje visǐskai apibrėžia vektorius −−→OB, o pastarasis

yra tiesinis vektoriu
‘
i, j darinys, t.y.

−−→
OB = xi + yj.

Plokštumos vektoriaus koordinates x, y vadinsime plokštumos taško B koordinatėmis ir žymėsime B(x, y).

Tarkime, kad B(b1, b2) ir C(c1, c2) yra du plokštumos taškai. Tuomet šiuos du taškus jungiančio vektoriaus
−−→
BC ilgis yra lygus (žr. 5.1 formule

‘
)

ρ(B,C) =
√

(c1 − b1)2 + (c2 − b2)2,

kadangi tap plokštumos tašku
‘
ir erdvės R2 vektoriu

‘
egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis (bijekcija). Ši

‘

skaičiu
‘
vadinsime atstumu tarp tašku

‘
B, C. Beje, pastara

‘
ja

‘
formule

‘
skaitytojas lengvai galėtu

‘
gauti naudo-

damasis Pitagoro teorema!

Sakykime, kad duotos trys statmenos tiesės erdvėje. Ju
‘
susikirtimo taška

‘
pažymėkime raide O. Ši

‘
taška

‘

vadinsime, pradžios tašku. Tarkime, kad taškas O yra reperio vektoriu
‘
i, j,k, esančiu

‘
skirtingose tiesėse,

pradžios taškas. Tarkime, šiu
‘
vektoriu

‘
pabaigos taškai X, Y, Z− atitinkamai. Šias tieses vadinsime tiesėmis
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Ox, Oy ir Oz atitinkamai. Tiesiu
‘
Ox, Oy ir Oz sistema

‘
vadinsime ortogonalia

‘
ja Dekarto koordinačiu

‘
sistema

erdvėje.

Pateiksime nelabai vykusi
‘
matematiniu požiūriu, bet skaitytojui lengviau suvokiama

‘
dešininės orientaci-

jos sa
‘
voka

‘
. Sakysime, kad reperis α, β, γ turi dešinine

‘
orientacija

‘
, jeigu vektoriaus γ kryptis yra tokia, kad

stovint reperio vektoriu
‘
bendrame taške, vektoriaus γ kryptimi, vektorius α yra dešinėje, o β kairėje pusėje,

t.y. vektoriu
‘
α ir β sistema yra tiesioginė. Sakysime, kad erdvės Dekarto koordinačiu

‘
sistema yra tiesioginė,

jeigu reperis i, j,k turi dešinine
‘
orientacija

‘
. Reperi

‘
susieta

‘
su koordinačiu

‘
sistema vadinsime koordinatiniu

reperiu.

Kaip matuosime atstuma
‘
erdvėje? Pastebėsime, kad bet kokio taško B padėti

‘
erdvėje, kurioje apibrėžta

koordinačiu
‘
sistema, nusako vektorius −−→OB, o pastarasis yra tiesinis vektoriu

‘
i, j,k darinys, t.y.

−−→
OB = xi + yj + zk.

Skaičius x, y, z vadinsime erdvės taško B koordinatėmis ir žymėsime B(x, y, z). Tarkime, kad B(b1, b2, b2)

ir C(c1, c2, c3) yra du erdvės taškai. Tuomet šiuos du taškus jungiančio vektoriaus −−→BC ilgis, o tuo pačiu ir

atstumas tarp tašku
‘
B,C yra lygus (žr. 5.1 formule

‘
),

ρ(B,C) =
√

(c1 − b1)2 + (c2 − b2)2 + (c3 − b3)2.

Jeigu erdvėje (plokštumoje, tiesėje) apibrėžta koordinačiu
‘
sistema (ateityje naudosime tik ortogonalia

‘
-

sias Dekarto koordinačiu
‘
sistemas), tai bet koks geometrinis vektorius abipus vienareikšmǐskai susietas su

koordinačiu
‘
rinkiniu, t.y. ∀α ir ∀β egzistuoja realiu

‘
skaičiu

‘
trejetai tokie, kad

α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3). (5.4)

Nesunku i
‘
sitikinti, kad šie realiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
trejetai yra vektoriu

‘
projekcijos vienetiniu

‘
vektoriu

‘
i, j, k, kryp-

timis. Vadinasi

α = a1i + a2j + a3k, β = b1i + b2j + b3k.

Tarkime, kad A(a1, a2, a3) yra vektoriaus pradžios, o B(b1, b2, b3),− pabaigos, taškai. Tada naudodami

vektoriu
‘
sudėties taisykle

‘
gauname, kad −−→AB = −−→

OB−−→OA. Bet tada vektorius −−→AB = (b1−a1, b2−a2, b3−a3).

Remdamiesi (5.1) formule gauname, kad vektoriaus ilgis (atstumas nuo koordinačiu
‘
pradžios taško iki

taško A ) yra

|α| =
√
a2
1 + a2

2 + a2
3.

Turime, kad i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).
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Tada

i · j = 0, i · k = 0, j · k = 0,

ir

i · i = 1, k · k = 1, j · j = 1,

Daugindami vektoriu
‘
α skaliarǐskai su reperio i, j,k vektoriais gauname kampus,

cosψ1 =
a1

|α|
, cosψ2 =

a2

|α|
, cosψ3 =

a3

|α|
,

kuriuos vektorius α sudaro su koordinatėmis ašimis Ox,Oy,Oz, atitinkamai.

Naudodamiesi geometriniu
‘
vektoriu

‘
skaliarinės sandaugos apibrė žimu ir 5.4 lygybėmis gauname, kad

α · β = a1b1 + a2b2 + a3b3, cosψ =
a1b1 + a2b2 + a3b3

|α||β|
,

čia ψ yra kampas tarp vektoriu
‘
α ir β.

Apibrėžimas Vektoriu
‘
α ir β vektorine sandauga vadinsime vektoriu

‘
γ, kurio ilgis lygus vektoriu

‘
α ir

β ir kampo tarp ju
‘
sinuso sandaugai, be to jis statmenas vektoriu

‘
α ir β plokštumai ir orentuotas taip, kad

vektoriu
‘
trejetas α, β, γ turi dešinine

‘
orientacija

‘
.

γ = α× β = |α||β| sinψl,

čia vektorius l yra ortas, statmenas vektoriu
‘
α, β plokštumai, o vektoriu

‘
α, β, sistema turi dešinine

‘
orientacija

‘
.

Iš pastarojo apibrėžimo ǐsplaukia, kad α× β = −(β × α).

Tarkime, kad i, j,k yra koordinatinis reperis. Tuomet

i× j = k, j× k = i, k× i = j,

i× i = 0, j× j = 0, k× k = 0. (5.5)

Tarkime, kad vektoriai α ir β apibrėžti (5.4) lygybėmis. Siūlome skaitytojui, remiantis (5.5) lygybėmis

i
‘
rodyti žemiau pateiktas vektoriu

‘
savybes

1) α× β = −(β × α);

2)
(
α+ β

)
× γ = α× γ + β × γ;
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3) α× β =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
Nesunku suprasti, kad jei vektoriai kolinerūs, tai ju

‘
skaliarinė sandauga lygi nuliui. Prisiminkime, kad

jei vektoriai statmeni, tai ju
‘
skaliarinė sandauga lygi nuliui.

Aptarsime, atkarpos dalijimo uždavini
‘
. Atkarpa yra tiesės dalis tarp dvieju

‘
tašku

‘
A,B. Sakykime,

kad minėtoji atkarpa yra erdvėje, be to šioje erdvėje apibrėžta Dekarto koordinačiu
‘

sistema. Tuomet

A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2). Tarkime, kad taškas C(x, y, z) priklauso atkarpai AB. Dalinkime atkarpa
‘

i
‘

dvi dalis taip, kad

AC

CB
= λ.

Pastebėkime, kad vektoriai −→AC ir −−→CB yra kolinerūs. Kadangi norimas atkarpu
‘
dalijimo santykis lygus λ, tai

−→
AC = λ

−−→
CB. Prisiminkime, kad du vektoriai lygūs tada ir tik tada, kai atitinkamos ju

‘
koordinatės yra lygios.

Vadinasi

λ =
x− x1

x2 − x
, λ =

y − y1
y2 − y

, λ =
z − z1
z2 − z

.

Išsprende
‘
nežinomuosius x, y, z gauname

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

. (5.6)

Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygčiu

‘
gauname ieškomo taško koordinates. Pavyzdžiui, jeigu norime atkarpa

‘
dalyti

pusiau, tai santykis λ = 1. Iš paskutiniu
‘
ju

‘
lygčiu

‘
gauname, kad atkarpos vidurio taško koordinatės yra

lygios:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
.

Pabaigai pastebėsime, kad λ yra norimas atkarpu
‘
dalinimo santykis. Ja

‘
i
‘
raše

‘
i
‘
(5.6) sistema

‘
suskaičiuojame

ieškomo taško koordinates. Beje, jeigu atkarpa plokštumoje, tereikia (5.6) sistemoje atmesti kintama
‘
ji
‘
z.

Jeigu atkarpa yra tiesėje, tai reikia praleisti ir kintama
‘
ji
‘
y.
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6. TIESĖS LYGTIS PLOKŠTUMOJE. PLOKŠTUMOS LYGTIS. TIESĖ ERDVĖJE

6.1 Tiesės lygtis plokštumoje

Laikysime, kad plokštumoje apibrėžta Dekarto koordinačiu
‘
sistema. Tegu α = (a, b). Užrašykime tiesės,

kuriai priklausytu
‘
taškas X0(x0, y0) ir kuri būtu

‘
statmena vektoriui α, lygti

‘
. Sakykime, kad taškas X(x, y)

yra bet koks, laisvai pasirinktas, ieškomosios tiesės taškas. Tada vektorius −−−→XX0 priklauso tiesei. Vadinasi,

pastarasis vektorius ir vektorius α yra statmeni. Kitaip tariant, taškas X priklausys iekoma
‘
jai tiesei, jeigu

vektorius (x− x0, y − y0) bus statmenas vektoriui α. Užrašykime šiu
‘
vektoriu

‘
statmenumo sa

‘
lyga

‘
:

(6.1) α · −−−→XX0 = a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Tuomet pažymėje
‘
c = −(ax0 + by0) gauname lygybe

‘

(6.2) ax+ by + c = 0.

Vektoriu
‘
α = (a, b) vadinsime tiesės normaliniu vektoriumi.

Paskutinioji lygtis yra vadinama bendra
‘
ja tiesės lygtimi, plokštumoje. Panagrinėkime šia tiesės lygti

‘

kiek plačiau. Pastebėkime, kad jei duota koordinačiu
‘
sistema, tai mes galime vektoriu

‘
α ”valdyti.” Pavyz-

džiui, pareikalaukime, kad ieškoma
‘
jai tiesei priklausytu

‘
koordinačiu

‘
pradžios taškas ir visi kiti tiesės taškai

priklausytu
‘

arba pirma
‘
jam arba trečia

‘
jam ketvirčiams. Šis reikalavimas ir atlieka vektoriaus α ”valdy-

ma
‘
”, kadangi šiuo atveju tiesė su absice sudaro 450 laipsniu

‘
kampa

‘
, taigi vektorius α, būdamas statmenas

ieškoma
‘
jai tiesei, su absise turi sudaryti, pavyzdžiui, 1350 laipsnius (pastebėkime, kad duotai tiesei statmena

‘

vektoriu
‘

galime parinkti ne vieninteliu būdu !). Nesunku suprasti, kad šiuo atveju tinka vektorius α =

(−a, a). Kadangi tiesei priklauso taškas (0, 0), tai naudodami (6.1) lygybe
‘

gauname, tokia
‘

tiesės lygties

formule
‘
: y = x.

Jeigu vektorius, statmenas tiesei, yra vienetinis tuomet šio vektoriaus koordinatės yra lygios α0 =

(cosψ, sinψ). Pareikalave
‘
, kad šis vektorius būtu

‘
statmenas tiesei, kuriai priklauso taškas (x0, y0), gauname

taip vadinama
‘
normaline

‘
tiesės lygti

‘

cosψx+ sinψy = x0 cosψ + y0 sinψ = p, (6.3)

čia p− yra atstumas nuo tiesės iki koordinačiu
‘
pradžios taško O. Atkreipsime skaitytojo dėmesi

‘
i
‘
ǐsties i

‘
domu

‘

ir paprasta
‘
rezultata

‘
. Bet apie viska

‘
ǐs eilės. Tarkime, kad taškas X0(x0, y0) nepriklauso tiesei. Žinome,

kad vienetinio vektoriaus α0 ir vektorius −−→OX0 skaliarinė sandauga yra lygi vektoriaus −−→OXo projekcijai,
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vektoriaus α0 kryptimi. (Laikykime, kad tiesė skiria taškus O ir X0. ) Pažymėkime šia
‘

projekcija
‘

raide

l. Nesunku suprasti, kad skaičius l = p + d, kur p yra atstumas nuo koordinačiu
‘
pradžios iki tiesės, o d−

atstumas nuo taško X0 iki tiesės. Taigi, (x0, y0) · (cosψ, sinψ) = p+ d arba

cosψx0 + sinψy0 = p+ d arba cosψx0 + sinψy0 − p = d. (6.4)

Bet paskutinioji lygybė yra formulė, atstumui nuo bet kokio taško iki tiesės skaičiuoti. T.y., jei vietoje

nežinomu
‘
ju

‘
x, y normalinėje tiesės lygties formulėje i

‘
rašysime taško koordinates, gausime atstuma

‘
d nuo to

taško iki tiesės.

Išspre
‘
skime ši

‘
uždavini

‘
bendrosios tiesės lygties atveju. Sakykime duota tiesės (6.1) lygtis. Kaip rasti

atstuma
‘
nuo bet kokio taško iki šios tiesės? Užrašykime šios lygties normaline

‘
lygti

‘
! Kaip tai padaryti jau

žinome. Reikia vienetini
‘
vektoriu

‘
, kolineru

‘
vektoriui (a, b), skaliarǐskai padauginti su vektoriaus (x− x0, y−

y0). Bet vektoriui (a, b) kolinerus, vienetinis vektorius yra

α0 =
( a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

)
.

Pastebėsime, kad šiuo atveju mes susiduriame su problema, t.y. vektorius −α taip pat kolinerus vektoriui

(a, b). Tad kuri
‘
pasirinkti? Pasirinkima

‘
nulems (6.4) lygybė. Kodėl? Mes turėdami bendra

‘
ja

‘
tiesės lygti

‘

norime vektoriu
‘
(a, b) ”pritrumpinti ” ji

‘
iki vienetinio. Taigi, visus lygties koeficientus dalijame ǐs skaičiaus

±|α| taip, kad gautume (6.4) lygybės analoga
‘
. Bet (6.4) lygybėse dydis −p − d yra neigiamas, kadangi

p, d > 0. Todėl mums reikia parinkti toki
‘
ženkla

‘
, kad

c

±|α|
< 0.

Skaičius

M =
1

±|α|

vadinamas normuojančiu daugikliu.

Tarkime, kad žinome du A(x1, y1), B(x2, y2) plokštumos taškus. Kaip užrašyti tiesės lygti
‘
, kuriai

priklausytu
‘
šie du taškai. Visu

‘
pirma, ieškomosios tiesės bet koki

‘
taška

‘
pažymėkimeX(x, y). Tuomet nesunku

suprasti, kad vektoriai −−→AX, ir −−→BX yra kolinerūs. Taigi, naudodamiesi kolinerumo sa
‘
lyga gauname, kad

egzistuoja realus skaičius k ∈ R toks, kad

(x− x1, y − y1) = k(x− x2, y − y2).

Iš paskutiniosios vektorinės lygybės gauname

x− x1

x2 − x1
=

y − y1
y2 − y1

.
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Paskutinioji lygybė reǐskia tiesės, kuriai priklauso taškai A ir B, lygti
‘
. Beje, jei kurio nors santykio vardiklyje

skirtumas bus lygus nuliui tarkime, kad y2 − y1 = 0, tai reikš, kad tiesės tašku
‘
ordinatės yra pastovios, o

tiesės lygtis yra y = y1. Perraše
‘
paskutinia

‘
ja

‘
lygybe

‘
tokiu būdu:

x− x1

x− x2
= t,

y − y2
y − y1

= t

gauname taip vadinama
‘
parametrine

‘
, lygties plokštumoje, forma

‘
.

Rasime tiesės lygti
‘
, jei žinoma, kad taškas A(x0, y0) priklauso tiesei, be to kampas tarp tiesės bei absisiu

‘

ašies yra θ.

Tarkime, kad X(x, y) bet koks laisvai pasirinktas tiesės taškas. Tuomet (x− x0, y− y0) priklauso tiesei.

Antra vertus, bet koks vienetinis tiesės vektorius α0 yra lygus

α0 = cos θi + sin θj.

Tada vienetinis vektorius, statmenas tiesei yra, pavyzdžiui, toks

β0 = cos(900 + θ)i + sin(900 + θ)j = − sin θi + cos θj.

Naudodamiesi (6.1) formule gauname, kad ieškomoji tiesės lygtis yra tokia:

− sin θ(x− x0) + cos θ(y − y0) = 0.

Sutvarke
‘
šia

‘
lygybe

‘
gauname

y − y0 = tan θ(x− x0).

Pažymėje
‘
tan θ =: k, paskutinia

‘
ja

‘
lygybe

‘
perrašome taip

y − y0 = k(x− x0.) (6.5)

Skaičius k yra vadinamas tiesės krypties koeficientu. Jeigu duota tiesės bendroji lygtis, tai tada

y = −a
b
x− c

b
.

Remdamiesi (6.5) lygtimi gauname, kad k = −a/b. Taigi, jei žinoma tiesės bendroji lygtis, tai nesunkiai

galime rasti tiesės krypties koeficienta
‘
.

6.2 Tiesiu
‘
tarpusavio padėtis

Šiame skyrelyje nagrinėsime galimas tiesiu
‘
tarpusavio padėtis. Visu

‘
pirma nurodysime sa

‘
lygas, kuomet

tiesės yra lygiagrečios arba statmenos.
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Nesunku suprasti, kad jei tiesės lygiagrečios, tai šiu
‘
tiesiu

‘
normaliniai vektoriai yra kolinerūs. Sakykime

tiesės apibrėžtos lygtimis

ax+ by + c = 0, a1x+ b1y + c1 = 0.

Naudodamiesi vektoriu
‘
kolinerumo salyga gauname, kad tiesės lygiagrečios tada ir tik tada, kai

a

a1
=

b

b1
.

Taigi, tiesės lygiagrečios, jeigu ju
‘

koeficientai yra proporcingi. Analogǐskai, tiesės yra statmenos, jeigu

statmeni ju
‘
normaliniai vektoriai, t.y.

aa1 + bb1 = 0.

Pastaroji lygybė yra tiesiu
‘
statmenumo sa

‘
lyga.

Tikimės, kad skaitytojas dar prisimena, kad kampas tarp tiesiu
‘
nusakomas ne vienareikšmǐskai, jeigu

tiesės ne statmenos ir ne lygiagrečios. Per daug save
‘
s nevaržydami, kampu tarp tiesiu

‘
pavadinkime kampa

‘

tarp šiu
‘
tiesiu

‘
normaliniu

‘
vektoriu

‘
, t.y.

ψ = arccos
aa1 + bb1√

a2 + b2
√
a2
1 + b21

.

Aǐsku, kad jei dydis ψ > 0, tai tada pasirenkamas mažesnis ǐs kampu
‘
tarp tiesiu

‘
ir jei ψ < 0, tai parenkamas

didesnis ǐs kampu
‘
tarp tiesiu

‘
.

Šio skyrelio pabaigai norėtume pateikti keleta
‘
pastabu

‘
. Visu

‘
pirma, jei norime rasti dvieju

‘
tiesiu

‘
bendra

‘

taška
‘
, turime spre

‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘
. Ieškomasis sistemos sprendinys ir bus susikirtimo taškas. Jei sistema

sprendiniu
‘
neturi, tai tiesės lygiagrečios.

Tarkime duotos dvi susikertančios tiesės:

ax+ by + c = 0, a1x+ b1y + c1 = 0.

Raskime šiu
‘

tiesiu
‘

pusiaukampinės lygti
‘
. Atkreipsime dėmesi

‘
, kad bet koks pusiaukampinės taškas turi

savybe
‘
: - jis nuo abieju

‘
tiesiu

‘
nutole

‘
s vienodu atstumu. Ši

‘
fakta

‘
ir ǐsnaudosime. Tarkime, kad X(x, y) yra

bet koks laisvai pasirinktas pusiaukampinės taškas. Tada, kaip jau esame minėje
‘
, atstumas nuo šio taško iki

abieju
‘
kampo tiesiu

‘
vienodi, t.y.

|aMx+ bMy − p| = |a1M1x+ b1M1y − p1|.

Perraše
‘
paskutinia

‘
ja

‘
lygybe

‘
gauname

(aM ± a1M1)x+ (bM ± b1M1)y − (p± p1) = 0,

kur ženklas ”-” parenkamas tuo atveju, kai kampui, kuri
‘
dalija pusiaukampinė, priklauso koordinačiu

‘
pradžios

taškas, o kitu atveju imamas ženklas ”+”. Kodėl taip yra, siūlome panagrinėti skaitytojui.
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6.3 Plokštumos lygtis

Sakykime, kad α = (a, b, c) vektorius, erdvėje. Tegu X0(x0, y0, z0) koks nors fiksuotas erdvės taškas.

Pareikalaukime, kad ieškoma
‘
jai plokštumai priklausytu

‘
taškas X0 ir be to plokštuma būtu

‘
statmena vektoriui

α. Tuomet bet koks ieškomosios plokštumos vektorius −−−→XX0 = (x − x0, y − y0, z − z0) turi būti statmenas

vektoriui α. Taigi

α · −−−→XX0 = (a, b, c) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0. (6.6)

Iš pastarosios lygybės gauname bendra
‘
ja

‘
plokštumos lygti

‘

ax+ by + cz + d = 0. (6.7)

Vektoriu
‘
α vadinsime plokštumos normaliniu vektoriumi. Jeigu vektorius, statmenas plokštumai, vienetinis

α0 = (cosψ1, cosψ2, cosψ3),

čia ψ1, ψ2, ψ3 yra kampai, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinėmis ašimis Ox,Oy,Oz, atitinkamai,

tuomet gauname plokštumos lygti
‘

x cosψ1 + y cosψ2 + z cosψ3 = p,

kuria
‘
vadinsime normaline, čia p− atstumas nuo koordinačiu

‘
pradžios iki plokštumos.

Analogǐskai, kaip ir tiesės plokštumoje atveju, norint ǐs bendrosios tiesės lygties (žr. 6.3) gauti normaline
‘
,

mums tereikia vektoriu
‘
α ”sutrumpinti” iki vienetinio. Tai atliekame vektoriaus koordinates dalindami ǐs

dydžio

M :=
1

±
√
a2 + b2 + c2

.

Ženklas parenkamas taip, kad dydis dM < 0. Samprotavimai visǐskai analogǐski kaip ir tiesės plokštumoje

atveju. Siūlome skaitytojui pačiam tai panagrinėti.

Rasime formule
‘

atstumui nuo taško iki plokštumos skaičiuoti. Prisiminkime, kad bet koki
‘

vektoriu
‘

daugindami (skaliarǐskai) ǐs vienetinio, gauname pirmojo vektoriaus projekcija
‘
vienetinio kryptimi. Tarkime,

kad A0(x0, y0, z0) yra bet koks erdvės taškas. Tada skaliarinė sandauga

−→
OA · α0 = p+ d,

kur p yra atstumas nuo koordinačiu
‘
pradžios iki plokštumos, o d yra atstumas nuo taško A0 iki plokštumos,

laikykime, kad plokštuma skiria taškus O ir A. Tai užtikrina, kad skaliarinė sandauga bus teigiama. (O kaip

bus, jei taškai O ir A0 yra toje pat plokštumos pusėje!) Bet paskutinioji sakliarinė sandauga (kairioji jos
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pusė) yra lygi normalinei plokštumos lygties formai, kai vietoje nežinomu
‘
ju

‘
i
‘
rašytos taško A0 koordinatės,

taigi

x0 cosψ1 + y0 cosψ2 + z0 cosψ3 = p+ d.

Iš paskutiniosios lygybės gauname formule
‘
taško atstumui iki plokštumos rasti. Kitaip tariant, norint rasti

atstuma
‘
nuo taško iki plokštumos, mums reikia ǐs bendrosios plokštumos lygties gauti normaline

‘
. Po to,

i
‘
raše

‘
nagrinėjamo taško koordinates i

‘
normaline

‘
plokštumos lygti

‘
, gausi me koki

‘
nors skaičiu

‘
. Šio skaičiaus

absoliutinė reikšmė ir bus atstumas nuo taško iki plokštumos.

Kampu tarp dvieju
‘
plokštumu

‘
laikysime kampa

‘
tarp šiu

‘
plokštumu

‘
normaliniu

‘
vektoriu

‘
.

Taigi, kampo tarp dvieju
‘
plokštumu

‘

ax+ by + cz + d = 0, a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

kosinusas yra lygus

cosψ =
aa1 + bb1 + cc1√

a2 + b2 + c2
√
a2
1 + b21 + c21

.

Iš pastarosios lygybės gauname, kad plokštumos statmenos, jeigu aa1 + bb1 + cc1 = 0. Aǐsku, kad plokštumos

lygiagrečios, jeigu ju
‘
normaliniai vektoriai yra kolinerūs, todėl plokštumu

‘
lygiagretumo salyga

‘
galime užrašyti

taip:
a

a1
=

b

b1
=

c

c1
.

Nesunku suprasti, kad plokštuma lygiagreti kuriai nors koordinatinei plokštumai, tarkime Oxy tada

ir tik tada, kai jos lygtyje koeficientai prie kintamu
‘
ju

‘
x, y yra lygūs nuliui. Visai analogǐskai, plokštuma

lygiagreti koordinatinei ašiai, tarkime Oy, jeigu koeficientas, plokštumos lygtyje prie nežinomojo y yra lygus

nuliui.

Rasime triju
‘
plokštumu

‘
bendra

‘
taška

‘
, jeigu jis egzistuoja. Norint atsakyti i

‘
ši
‘
klausima

‘
, mes turime

ǐsspre
‘
sti lygčiu

‘
sistema

‘ {
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0,
a3x+ b3y + c3z + d3 = 0.

Žinome, kad ši sistema gali būti nesuderinta arba suderinta. Paskutiniuoju atveju, sistema gali turėti viena
‘

arba begalo daug sprendiniu
‘
. Beje, tuo atveju kai sistema nesuderinta, taipogi galima kai ka

‘
pasakyti apie

plokštumu
‘
tarpusavio padėti

‘
. Aptarkime šias galimybes.

1. Jeigu sistema suderinta, ir apibrėžta, tai lygčiu
‘
sistemos determinantas D yra nelygus nuliui. Tad

naudodamiesi, pavyzdžiui, Kramerio formulėmis gauname šios sistemos sprendini
‘
:

x =
D1

D
, y =

D2

D
, z =

D3

D
, (6.8)
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kur Di, i = 1, 2, 3 yra sistemos determinantai, kuriuose i− asis stulpelis pakeistas laisvu
‘
ju

‘
nariu

‘
stulpeliu.

2. Jeigu D = 0, ir bent vienas ǐs Di 6= 0, i = 1, 2, 3, tai tada galime tokie atvejai

1) D neturi dvieju
‘
proporcingu

‘
eilučiu

‘
, t.y. sistemoje nėra dvieju

‘
lygiagrečiu

‘
plokštumu

‘
, šiuo atveju

trys plokštumos kas dvi kertasi lygiagrečiomis tiesėmis;

2) D turi dvi proporcingas eilutes, taigi šiuo atveju dvi plokštumos lygiagrečios, o trečioji nėra lygiagreti

joms.

3. D = 0 ir visi skaitikliai lygūs nuliui. Šiuo atveju susikirtimo taškai neapibrėžti, vadinasi plokštumos

turi ne viena
‘
susikirtimo taška

‘
, jos susikerta vienoje tiesėje arba plokštumoje. Skirsime šiuos atvejus:

1) D neturi proporcingu
‘
eilučiu

‘
. Plokštumos nėra lygiagrečios, bet visos susikerta tiesėje;

2) D dvi eilutės proporcingos, ir atitinkamos dvi plokštumos sutampa, bet trečioji joms nelygiagreti;

3) D visos eilutės proporcingos, bet visos plokštumos skirtingos. Tuomet jos visos yra lygiagrečios;

4) D visos eilutės proporcingos bet dvi plokštumos sutampa, o trečioji skirtinga;

5) D visos eilutės proporcingos, tada visos plokštumos sutampa.

Taigi, aptarėme galimas triju
‘
plokštumu

‘
tarpusavio padėtis.

6.4 Tiesė erdvėje

Praeitame skyrelyje mes pastebėjome, kad dvieju
‘
plokštumu

‘
susikirtimo rezultatas yra tiesė, būtent:{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Šia
‘
sistema

‘
vadinsime bendra

‘
ja tiesės lygties forma erdvėje.

Antra vertus, tiese
‘
erdvėje galime apibrėžti jau mums paži

‘
stamu, vektoriniu būdu. Tarkime, kad −→s =

(l,m, n) yra vektorius, o taškas (x0, y0, z0) priklauso ieškoma
‘
jai tiesei, kuri lygiagreti fiksuotam vektoriui

−→s . Tarkime, kad taškas (x, y, z) yra, bet koks, laisvai pasirinktas, šios tiesės taškas. Tuomet vektoriai −→s ir

(x− x0, y − y0, z − z0) yra kolinerūs. Taigi, teisingi tokie sa
‘
ryšiai:

x− x0

l
=
y − y0
m

=
z − z0
n

= t.

Pastaroji lygtis vadinama tiesės kanonine lygtimi. Vektoriu
‘
−→s vadinsime, tiesės erdvėje, lydinčiu vektoriumi.

Matome, kad užrašyti tiesės kanonine
‘
lygti

‘
mums pakanka žinoti taška

‘
, kuris priklauso tiesei ir vektoriu

‘
,

kuriam lygiagreti ieškomoji tiesė. Pasinaudosime šia pastaba, užrašydami tiesės, per du taškus, lygti
‘
erdvėje.

Tarkime, kad duoti du taškai (x1, y1, z1) ir (x2, y2, z2). Pareikalaukime, kad šie taškai priklausytu
‘

ieškoma
‘
jai tiesei. Pažymėkime

−→s = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).
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Tegu (x, y, z), bet koks laisvai pasirinktas tiesės taškas. Tada naudodamiesi tiesės kanonine forma gauname,

kad
x− x1

x2 − x1
=

y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Tai tiesės, per du taškus erdvėje, lygtis.

Iš kanoninės tiesės lygties gauname taip vadinama
‘
parametrine

‘
tiesės lygties forma

‘
:{

x = x0 + lt,
y = y0 +mt,
z = z0 + nt.

Aptarsime metoda
‘
, kaip ǐs bendrosios tiesės lygties formos gauti kanonine

‘
.

Tarkime, kad duota bendroji tiesės lygtis

{
a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0. (6.9)

Norint užrašyti kanonine
‘

tiesės lygties forma
‘

mes galima elgtis dvejopai: pirma, rasti du taškus, kurie

priklauso plokštumu
‘
susikirtimo tiesei ir užrašyti tiesės, kuriai priklauso šie du taškai, lygti

‘
(tai jau žinome

kaip atlikti). Norint rasti plokštumu
‘
susikirtimo tiesei priklausanti

‘
taška

‘
, pakanka vienam ǐs nežinomu

‘
ju

‘

parinkti konkrečia
‘
reikšme

‘
ir ja pakeisti parinkta

‘
nežinoma

‘
ji
‘
(6.9) lygčiu

‘
sistemoje. Gausime dvieju

‘
lygčiu

‘

su dviem nežinomaisiais sistema
‘
, kuria

‘
ǐssprende

‘
gausime kitu

‘
nežinomu

‘
ju

‘
skaitines reikšmes. Gautosios

reikšmės, kartu su parinkta
‘
ja nežinomojo reikšme priklausys plokštumu

‘
susikirtimo tiesei. (I

‘
sitikinkite tuo!)

Antrasis būdas, kaip rasti tiesės kanonine
‘

lygties forma
‘

yra toks: raskime viena
‘

taška
‘

priklausanti
‘

plokštumu
‘

susikirtimo tiesei, o reikiamas vektorius −→s gali būti gautas vektorǐskai sudauginus plokštumu
‘

normalinius vektorius α1 = (a1, b1, c1) ir α2 = (a2, b2, c2), (kodėl?) t.y.

−→s = α1 × α2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
a1 b1 c1
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ =
( ∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ ;−
∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ )
.

Aptarsime tiesiu
‘
tarpusavio padėti

‘
erdvėje. Dvi tiesės erdvėje gali būti lygiagrečios, prasilenkiančios

arba gali kirstis. Viena svarbiausiu
‘
tiesiu

‘
tarpusavio padėties charakteristiku

‘
yra kampas tarp ju

‘
. Kampu

tarp tiesiu
‘
vadinsime kampa

‘
tarp šias tiesias lydinčiu

‘
vektoriu

‘
.

Jeigu −→s1 = (l1,m1, n1), o −→s2 = (l2,m2, n2) tai tada kampas tarp tiesiu
‘
randamas sprendžiant lygti

‘
:

cosψ =
−→s1 · −→s2
|−→s1 ||−→s2 |

.

Tad dvi tiesės statmenos, jeigu

l1l2 +m1m2 + n1n2 = 0.
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Tiesės lygiagrečios, jeigu jas lydintys vektoriai yra lygiagretūs. Tada lygiagretumo sa
‘
lyga

‘
galime užrašyti

taip:
l1
l2

=
m1

m2
=
n1

n2
.

Aǐsku, kad erdvėje statmenos tiesės nebūtinai susikerta. O kokia gi sa
‘
lygos turi būti ǐspildytos, kad tiesės

kirstu
‘
si arba būtu

‘
prasilenkiančios?

Pastebėsime, kad jeigu tiesės yra prasilenkiančios, tai tada jas lydintys vektoriai nebus vienoje plokštu-

moje. O tai reǐskia, kad

∆ =

∣∣∣∣∣∣
l1 m1 n1

l2 m2 n2

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

beto (x1, y1, z1) ir (x2, y2, z2) yra skirtingu
‘
tiesiu

‘
taškai.

Tuo atveju, kai ∆ = 0, tai tiesės priklausys vienai plokštumai t.y., jos arba kirsis arba bus lygiagrečios.

Tarkime, kad plokštumai priklauso dvi tiesės, kuriu
‘
lydintys vektoriai yra −→s1 ir −→s2 . Tada plokštuma

‘

lydintis vektorius yra lygus −→n = −→s1 × −→s2 . Norint rasti tiesiu
‘
, erdvėje, susikirtimo taška

‘
pakanka ǐsspre

‘
sti

lygčiu
‘
sistema

‘
, kuria

‘
sudarytu

‘
dydžiai, priklausantys abiems tiesėms, pavyzdžiui

x−x1
l1

= y−y1
m1

,
x−x1

l1
= z−z1

n1
,

x−x2
l2

= y−y2
m2

.

Jeigu norime rasti tiesės ir plokštumos bendra
‘
taška

‘
, mums teks ǐsspre

‘
sti sistema

‘
x = x1 + lt,
y = y1 +mt,
z = z1 + nt,
ax+ by + cz + d = 0.

Jeigu tiesės yra lygiagrečios, tai plokštumos, kurioje yra šios tiesės, normalini
‘
vektoriu

‘
−→n galime rasti tokiu

būdu:

−→n = −→s1 ×
−−−−→
M1M2,

čia −→s1 yra vienos ǐs tiesiu
‘
lydintis vektorius, o taškai M1 ir M2 priklauso skirtingoms tiesėms.

Norint rasti tiesės erdvėje koki
‘

nors taška
‘
, pakanka parametrinėje lygties formoje parinkti konkrečia

‘

t reikšme
‘

ir suskaičiuoti šia
‘

reikšme
‘

atitinkančias x, y, z reikšmes. Tai ir bus taško, priklausančio tiesei,

koordinatės.

Kaip skaičiuoti kampa
‘

tarp tiesės ir plokštumos? Tarkime, kad plokštumos normalinis vektorius yra

−→n = (a, b, c), o tiese
‘
lydintis vektorius yra (l,m, n). Visu

‘
pirma pastebėsime, kad jeigu tiesė yra statmena

plokštumai, tai plokštumos normalinis vektorius ir tiese
‘

lydintis vektoriai yra lygiagretūs. Tad tiesės ir

plokštumos statmenumo sa
‘
lyga

‘
galime užrašyti taip:

l

a
=
m

b
=
n

c
.
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Aǐsku, kad jei tiesė ir plokštuma yra lygiagrečios, tai plokštumos normalinis ir tiese
‘
lydintis vektoriai

yra statmeni, vadinasi tiesės ir plokštumos lygiagretumo sa
‘
lyga yra tokia:

la+mb+ nc = 0.

Aptarkime kaip apskaičiuoti kampa
‘
tarp tiesės ir plokštumos. Visu

‘
pirma, kampas tarp tiesės ir plokštumos,

tai kampas tarp tiesės ir jos projekcijos plokštumoje. Tačiau pagrindinis plokštuma
‘
charakterizuojantis dydis

yra jos normalinis vektorius. Aǐsku, kad plokštumos normalinis vektorius ir tiesės projekcija plokštumoje

yra statmeni. Vadinasi, jeigu kampas tarp tiesės ir plokštumos normalinio vektoriaus yra lygus 900 − ψ, tai

tada kampas tarp tiesės ir plokštumos lygus ψ. Tada kampas tarp tiesės ir plokštumos bus skaičiuojamas

tokiu būdu:

cos{900 − ψ} = sinψ =
al + bm+ cn√

a2 + b2 + c2
√
l2 +m2 + n2

.

7. ANTROS EILĖS KREIVĖS

7.1 Antros eilės kreiviu
‘
lygtys

Tarkime, kad plokštumoje apibrėžta Dekarto koordinačiu
‘
sistema. Vadinasi, tarp plokštumos tašku

‘
ir

realiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
poru

‘
(x, y) apibrėžta bijekcija. Šioje poru

‘
aibėje (to pačiu galime sakyti, kad plokštumos

tašku
‘
aibėje) apibrėžkime funkcija

‘
F (x, y) = 0. Šios funkcijos apibrėžimo sriti

‘
vadinsime plokštumos kreive.

Pavyzdžiui tiesė ax + by + c = 0 yra plokštumos kreivė. Tiesė yra vadinama pirmos eilės kreive, kadangi

nežinomieji, šioje lygtyje, yra pirmojo laipsnio. Kreives, kuriu
‘
lygtys yra atskiri, žemiau pateiktos lygybės

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 (7.1)

atvejai, vadinsime antros eilės kreive. (7.1) lygybe
‘
vadinsime bendra

‘
ja

‘
, antrosios eilės kreivės, lygtimi. Beje,

jeigu lygtis nusako antrosios eilės kreive
‘
, tai koeficientai a, b, c visi kartu negali būti lygūs nuliui (priešingu

atveju turėsime pirmos eilės kreive
‘
). Trumpai tariant, kreivės laipsni

‘
nusako auksčiausias nežinomu

‘
ju

‘
laips-

nis, esantis (7.1) lygtyje.

Kiek plačiau panagrinėkime antrosios eilės kreive
‘
. Tarkime, kad (7.1) lygtyje koeficientai b = d = e =

0, c = a = f = 1. Tuomet minėtoji lygtis atrodo taip:

x2 + y2 + 1 = 0.
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Bet ǐs patirties jau žinome, kad nėra plokštumoje tašku
‘
, kuriu

‘
koordinatės būtu

‘
šios lygybės sprendiniai.

Tarkime kad a = 1, b = c = d = e = 0, ir f = −4. Tuomet (7.1) taps tokia lygtimi,

x2 − 4 = 0, arba (x− 2)(x+ 2) = 0.

Išsprende
‘
šia

‘
lygti

‘
gauname, kad nagrinėjama

‘
plokštumos tašku

‘
aibe

‘
(kreive

‘
) sudaro dvieju

‘
tiesiu

‘
x = 2, x =

−2, sa
‘
junga.

Apibrėžimas Apskritimu vadinsime plokštumos tašku
‘
, kurie nutole

‘
nuo fiksuoto taško vienodu ats-

tumu, aibe
‘
.

Tarkime duotas fiksuotas taškas (a, b), o plokštumos taškai (x, y) nutole
‘
nuo šio taško atstumu r. Nau-

dodamiesi atstumo tarp dvieju
‘
tašku

‘
formule gauname apskritimo lygti

‘

√
(x− a)2 + (y − b)2 = r, arba (x− a)2 + (y − a)2 = r2. (7.2)

Pastara
‘
ja

‘
lygti

‘
vadinsime normalia

‘
ja apskritimo lygtimi. (7.2) lygybės kairiosios pusės abu dėmenis pakėle

‘

kvadratu, bei visus narius sukėle
‘
i
‘
viena

‘
puse

‘
gauname

x2 + y2 − 2xa− 2yb+ a2 + b2 − r2 = 0.

Plokštumos taškas (a, b) yra vadinamas apskritimo centru, o r− apskritimo spinduliu. Nesunku suprasti, kad

apskritimas yra antros eilės kreivė. Beje, jeigu duota bendroji antros eilės kreivės lygtis, tai ji bus apskritimo

lygtis tada ir tik tada, kai a = c, b = 0. Šio teiginio teisinguma
‘
i
‘
viena

‘
puse

‘
jau i

‘
rodėme. Parodysime, kad

bendroji antros eilės kreivė su nurodytais koeficientais yra apskritimo lygtis, jeigu ǐspildyta viena papildoma

salyga.

Padalije
‘
(7.1) lygybės abi puses ǐs a perrašykime ja

‘
taip:

x2 + 2(
d

2a
)x+

d

2a

2

+ y2 + 2(
e

2a
)y +

e

2a

2
+
f

a
− d

2a

2

− e

2a

2
= 0.

Iš pastarosios lygybės gauname

(x− d

2a
)2 + (y − e

2a
)2 = m,

čia

m =
f

a
− d

2a

2

− e

2a

2
= 0.

Nesunku suprasti, kad auksčiau minėtoji sa
‘
lyga yra tokia: m > 0. Priešingu atveju antros eilės kreivės

sprendiniu
‘
aibė yra tuščia.
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Elipsė

Apibrėžimas Elipse vadinsime plokštumos tašku
‘

aibe
‘
, kurios kiekvieno taško atstumu

‘
nuo dvieju

‘

fiksuotu
‘
plokštumos tašku

‘
suma yra pastovus dydis.

Apibrėžime minimus du fiksuotus taškus vadinsime elipsės židiniais ir žymėsime raidėmis F1, F2. Tar-

kime, kad atstumas tarp židiniu
‘
yra lygus 2e, o bet kurio elipsės taško E(x, y) atstumu

‘
iki židiniu

‘
suma,

yra lygi 2a. Dekarto koordinačiu
‘
sistemos koordinatines ašis parinkime taip, kad ašiai Ox priklausytu

‘
taškai

F1, F2, o koordinatinės ašies ir vektoriaus Ox kryptys sutampa ir koordinatinė ašis Oy atkarpa
‘
|F1F2| dalija

pusiau. Kitaip tariant, F1(−c, 0), F2(c, 0). Aǐsku, kad bet kokiam elipsės taškui E(x, y) teisinga lygybė:

|F1E|+ |F2E| = 2a.

Šia
‘
lygybe

‘
galime perrašyti ir taip:√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a.

Kadangi trikampio kraštiniu
‘
ilgiu

‘
suma yra didesnė už trečiosios kraštinės ilgi

‘
, tai c < a. Todėl pažymėje

‘

b2 := a2 − c2, bei pertvarke
‘
paskutinia

‘
ja

‘
lygti

‘
, gauname tokia

‘
lygybe

‘
:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Paskutinioji lygybė vadinama elipsės kanonine lygtimi. Skaičiai a ir b vadinami elipsės pusašėmis, o skaičius

ε = c/a yra vadinamas elipsės ekscentricitetas. Ekscentritetas nusako elipsės forma
‘
, beje, skaičiai a ir b taip

pat nusako elipsės ”ǐstempimo dydi
‘
” koordinatinėse ašyse. Matome, kad jei ε = 0, tai tada elipsė ǐssigimsta

i
‘
apskritima

‘
.

Hiperbolė.

Apibrėžimas Hiperbole vadinsime plokštumos tašku
‘
aibe

‘
, kuriu

‘
atstumu

‘
nuo dvieju

‘
pastoviu

‘
tašku

‘

skirtumas yra pastovus, absoliutiniu didumu, dydis.

Analogǐskai kaip ir elipsės atveju, šiuos pastovius taškus, F1 ir F2 vadinsime hiperbolės židiniais, pastovu
‘

skirtuma
‘
, minima

‘
apibrėžime žymėkime 2a, o atkarpos ilgi

‘
|F1F2| = 2c. Nesunku suprasti, kad šiuo atveju

c > a. Tuo atveju, kai c = a, tai aibe
‘
plokštumos tašku

‘
, kurie turi minėta

‘
ja

‘
savybe

‘
, sudarys visi tiesės Ox

taškai, ǐsskyrus atkarpos |F1F2| taškus. Ši
‘
atveji

‘
ǐsskirsime ir atskirai nenagrinėsime.

Kaip ir elipsės atveju užrašysime hiperbolės lygti
‘
, parinke

‘
koordinačiu

‘
sistema

‘
tokiu būdu: koordinačiu

‘

pradžios taška
‘
parenkame atkarpos F1F2 vidurio taške, Ox ašimi tiese

‘
, kuriai priklauso taškai F1, F2. Tada,

F1(−c, 0), F2(c, 0). Aǐsku, kad bet kokiam hiperbolės taškui H(x, y) teisinga lygybė:

|F1H| − |F2H| = 2a.
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Šia
‘
lygybe

‘
galime perrašyti ir taip:

√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a.

Kadangi c > a tai a2 − b2 < 0. Todėl pažymėje
‘
−b2 := a2 − c2, ir pertvarke

‘
, paskutinia

‘
ja

‘
lygti

‘
, galime gauti

lygybe
‘
:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Paskutinioji lygtis vadinama hiperbolės kanonine lygtimi. Kaip ir elipsės atveju, skaičius c yra vadinamas

hiperbolės tiesiniu ekscentritetu.

Pastebėsime, kad hiperbolės lygtyje figūruoja dvieju
‘
kvadratu

‘
skirtumas. Todėl, jei kuri

‘
nors kintama

‘
ji
‘

didiname, tada norint, kad kvadratu
‘

skirtumas ǐsliktu
‘

pastovus, tenka didinti ir kita
‘

kintama
‘
ji
‘
. Taigi, x

neaprėžtai didėjant, turi didėti ir y, ir atvirkščiai. Dar daugiau, kintama
‘
jam neaprėžtai didėjant hiperbolė

artėja prie tam tikru
‘
tiesiu

‘
, kurios yra vadinamos hiperbolės asimptotėmis. Šiu

‘
tiesiu

‘
lygtys yra

y = ± b
a
x.

Elipsės bei hiperbolės liestinės ir normalės

Tiese
‘
, kuriai priklauso du kreivės taškai vadinsime kreivės kirstine, o tiese

‘
, kuriai priklauso vienas kreivės

taškas, vadinsime šios kreivės liestine. Tarkime kirstinė kerta tiese
‘
taškuose A(x1, y2), B(x2, y2). Visu

‘
pirma

rasime elipsės liestinės, kuriai priklauso taškas (x1, y1), lygti
‘
. Tarkime, kad kirstinei priklauso taškai A,B.

Tuomet šios kirstinės lygtis yra tokia:
x− x1

x2 − x1
=

y − y1
y2 − y1

,

arba perraše
‘
kitaip turėsime:

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1).

Antra vertus, taškai A,B priklauso elipsei, taigi

x2
1

a2
+
y2
1

b2
= 1,

x2
2

a2
+
y2
2

b2
= 1.

Atėme
‘
ǐs pirmosios lygties antra

‘
ja

‘
gauname tokia

‘
lygybe

‘
:

x2
1 − x2

2

a2
+
y2
1 − y2

2

b2
= 0.

Remdamiesi paskutinia
‘
ja lygybe, kirstinės lygti

‘
perrašome taip:

y − y1 = − b
2

a2

x2 + x1

y2 + y1
(x− x1).
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Tarkime, kad taškas (x2, y2), elipse artėja prie taško (x1, y1). Tuomet x2 artėja prie x1, o y2 artėja prie y1.

I
‘
raše

‘
i
‘
paskutinia

‘
ja

‘
kirstinės lygti

‘
x2 = x1, y2 = y1 gauname

y − y1 = − b
2

a2

x1

y1
(x− x1)

arba
xx1

a2
+
yy1
b2

=
x2

1

a2
+
y2
1

b2
.

Kadangi taškas (x1, y1) priklauso elipsei, tai paskutiniosios lygybės dešinioji pusė yra lygi vienetui, t.y.

gauname tokia
‘
elipsės liestinės lygti

‘
:

xx1

a2
+
yy1
b2

= 1.

Samprotaudami visǐskai analogǐskai galime i
‘
rodyti, kad hiperbolės liestinės lygtis gali būti tokia:

xx1

a2
− yy1

b2
= 1.

Kreivės normale vadinsime tiese
‘
, kuri yra statmena liestinei lietimosi taške. Jeigu liestinė kreive

‘
liečia

taške (x1, y1), tai tada normalės lygtis yra tokia:

y − y1 = m(x− x1), čia m = ±a
2

b2
y1
x1
.

Taigi, normalės lygti
‘
galime perrašyti ir taip:

y − y1 = ±a
2y1
b2x1

(x− x1)

arba
a2x

x1
± b2y

y1
= a2 ± b2,

čia viršutinis ženklas imamas elipsės atveju, o apatinis - hiperbolės. Pažymėje
‘

a2 − b2 = c2; (a > b) elipsės atveju, a2 + b2 = c2

hiperbolės atveju, gauname normaliu
‘
lygtis elipsės bei hiperbolės atveju, atitinkamai:

a2x

x1
− b2y

y1
= c2,

a2x

x1
+
b2y

y1
= c2.

Parabolė

Apibrėžimas Parabole vadinsime plokštumos tašku
‘

aibe
‘
, kuriu

‘
kiekvieno atstumai nuo pastovaus

taško ir pastovios tiesės yra lygūs.
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Ši
‘
pastovu

‘
taška

‘
vadinsime parabolės židiniu ir žymėsime raide F, o pastovia

‘
tiese

‘
vadinsime parabolės

direktrise.

Tarkime, kad koordinačiu
‘
pradžios taškas yra ǐs židinio F nuleisto i

‘
direktrise

‘
statmens vidurio taškas

O; Ox ašis yra tiesė, kuriai priklauso taškai O ir F. Tuomet židinio koordinatės yra F (p/2, 0), o direktrisė yra

lygiagreti y ašiai ir nutolusi nuo jos i
‘
kaire

‘
puse

‘
p/2 atstumu. Tada bet kokio kreivės taško P (x, y) atstumas

iki židinio ir iki direktrisės sutampa, vadinasi teisinga lygybė:√
(x− p

2
)2 + y2 = x+

p

2
.

Pertvarke
‘
paskutinia

‘
ja

‘
lygybe gauname lygti

‘
,

y2 = 2px, arba y = ±
√

2px,

kuria
‘
vadinsime kanonine parabolės lygtimi.

Parabolės liestinės bei normalės. Tarkime, kad A(x1, y1), B(x2, y2) yra du parabolės taškai. Vadinasi

y2
1 = 2px1, y

2
2 = 2px2.

Atėme
‘
ǐs antrosios lygties pirma

‘
ja

‘
gauname

y2 − y1
x2 − x1

=
2p

y1 + y2
.

Pastebėsime, kad paskutiniosios lygybės kairėje pusėje esantis santykis yra kirstinės, kuriai priklauso taškai

A,B, krypties koeficientas. Tuomet pažymėje
‘
minėta

‘
ji
‘
santyki

‘
raide m, šia

‘
lygybe

‘
perrašome taip:

y1 + y2
2

=
p

m
.

Pastebėsime, kad jeigu taškas B artėja prie taško A, tai šiuo atveju kirstinė virsta liestine, kurios krypties

koeficientas yra lygus

m =
p

y1
.

Tuomet liestinės, kuriai priklauso taškas A, ir kurios krypties koeficientas yra p/y1, bus tokia

y − y1 =
p

y1
(x− x1) arba yy1 − y2

1 = px− px1.

Kadangi taškas A priklauso parabolei, tai y2
1 = 2px1. Naudodamiesi šia pastaba gauname tokia

‘
liestinės

lygti
‘
:

yy1 = p(x+ x1).
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Raskime parabolės normalės lygti
‘
. Žinome, kad normalė, tarkime taške A, yra tiesė, statmena liestinei tame

pat taške. Taigi, normalė krypties koeficientas yra m1 = −y1/p. Todėl normalės lygtis yra

y − y1 = −y1
p

(x− x1), arba y1(x− x1) + p(y − y1) = 0.

Uždaviniai

Vektoriai

1. Lygiagretainio ABCD i
‘
strižainės susikerta taške M. Naudodami vektoriu

‘
veiksmus užrašykite vekto-

riu
‘

−−→
MD vektoriais −−→AB ir −−→AD.

2. Duoti vektoriai α = 2i−3j ir β = i+4j−3k. Raskite vektoriaus δ = 2β−α ilgi
‘
, jo vienetini

‘
vektoriu

‘
,

bei kampus, kuriuos vektorius sudaro su koordinatinėmis ašimis.

3. Raskite du taškus, kurie atkarpa
‘
AB, A(1,−3, 4), B(4, 3, 2) dalija i

‘
tris lygias dalis.

4. Taškai A(−1,−3), D(−2, 0) yra dvi gretimos kvadrato ABCD viršūnės. Raskite likusiu
‘

viršūniu
‘

koordinates.

5. Tarkime, kad duoti du vektoriai: α = (4, 1,−2) ir β = (0,−3, 1). Raskite šiu
‘
vektoriu

‘
skaliarine

‘
bei

vektorine
‘
sandaugas, kampa

‘
tarp vektoriu

‘
, bei vektoriaus α projekcija

‘
vektoriaus β kryptimi.

6. Kokia turi būti parametro m reikšmė, kad kampas tarp vektoriu
‘
α = (−2,m, 0) ir β = (−2, 0, 2) būtu

‘

lygus 600.

7. Taškai

A(1,−1, 2), B(4,−6, 1), C(2, 1, 0)

yra lygiagretainio viršūnės. Raskite lygiagretainio aukštines, bei kampa
‘
tarp lygiagretainio i

‘
strižainiu

‘
.

8. Tarkime, kad vektoriai

α = (−2,−3, 5), β(7,−3, 1), γ = (2,−3, 5)

yra trikampės piramidės briaunos. Apskaičiuokite šios piramidės tūri
‘
.

9. Ar duotieji taškai yra vienoje plokštumoje?

(2, 3, 9), (−8, 3,−1), (1, 0, 2), (−5, 1,−2).

10. Tarp vektoriu
‘
α ir β yra 450 kampas. Be to žinoma, kad |α| = 2, o |β| = 5. Apskaičiuokite vektoriaus

(2α− β)× (α− 2β)
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ilgi
‘
.

11. Duoti trys taškai

A(−6, 5), B(3,−2), C(0,−1).

Raskite taška
‘
vienodai nutolusi

‘
nuo duotu

‘
ju

‘
tašku

‘
.

12. Per taškus

A(−1, 3), B(0, 2), C(1,−1)

nubrėžtas apskritimas. Raskite šio apskritimo centra
‘
bei spinduli

‘
.

Tiesės lygtis plokštumoje. Antros eilės kreivės. Plokštuma ir tiesė erdvėje.

1. Kokia turi būti parametro a reikšmė, kad tiesės

2x− ay + 5 = 0, x+ 3y − 4 = 0

būtu
‘
: a) lygiagrečios; b) statmenos; c) sudarytu

‘
450 kampa

‘
.

Užrašykite antrosios tiesės kryptine
‘
, ašine

‘
, bei normalia

‘
ja

‘
lygties formas.

2. Yra žinoma, kad tiesei priklauso taškas (2, 3) ir be to ieškomoji tiesė su tiese 9x− 3y + 2 = 0 sudaro

kampa
‘
, kuris lygus arctan(5/2). Sudarykite šios tiesės lygti

‘
.

3. Duota tiesė 3x− 5y − 21 = 0 ir taškas (5,−8). Raskite šio taško projekcija
‘
duotoje tiesėje, bei šiam

taškui simetrǐsko, šios tiesės atžvilgiu, taško koordinates.

4. Jei tiesės x− y = 0 ir −3x+ 3y = 8 yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘
tarp ju

‘
.

5. Sakykime, kad trikampio viršūniu
‘
koordinatės yra tokios:

A(2,−3), B(3, 3), C(−1, 4).

Sudarykite a) kraštinės BC, b) pusiaukraštinės BE, c) aukštinės BH, d) vidurio linijos, lygiagrečios

kraštinei BC, e) kampo B pusiaukampinės, lygtis.

6. Tarkime, kad duotos trikampio kraštiniu
‘
lygtys:

4x− y − 7 = 0(AB), x+ 3y − 31 = 0(BC), x+ 5y − 7 = 0(CA).

Raskite: a) pusiaukraštinės BE ilgi
‘
, b) aukštinės BH ilgi

‘
, c) kampo ABC dydi

‘
, d) trikampio plota

‘
, e)

apibrėžtinio apskritimo centra
‘
bei spinduli

‘
.
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7. Raskite apskritimo

x2 + y2 + 4x− 10y + 13 = 0

spinduli
‘
bei centro koordinates. Nubraižykite ši

‘
apskritima

‘
.

8. Tarkime, kad apskritimui priklauso trys taškai

(−4,−7), (−8,−3), (−4, 1).

Sudarykite šio apskritimo bendra
‘
ja

‘
bei kanonine

‘
lygtis.

9. Sudarykite apskritimo

x2 + y2 + 10x− 2y + 6 = 0

liestiniu
‘
, kurios būtu

‘
lygiagrečios tiesei 2x+ 4y − 7 = 0, lygtis.

10. Raskite elipsės bei hiperbolės

x2 + 25y2 = 25,
x2

49
− y2

4
= 1

pusašes, viršūniu
‘
bei židiniu

‘
koordinates, atstumus tarp židiniu

‘
, bei ekscentricitetus, liestiniu

‘
bei normaliu

‘

lygtis, taškuose (0,1), (2,3), atitinkamai. Be to raskite hiperbolės asimptotes. Nubraižykite šias kreives.

11. Raskite parabolės

y2 = −4x+ 8

židinio ir viršūnės koordinates, direktrise
‘
, liestinės bei normalės lygtis, taške (1,2). Nubraižykite šia

‘
kreive

‘
.

12. Raskite tiesės 2x− 3y + 2 = 0 ir hiperbolės

4x2 − 9y2 = 36

susikirtimo taškus, bei nubraižykite šias kreives.

13. Sudarykite lygti
‘
hiperbolės, kurios ekscentricitetas ε = 2, o jos židiniai sutampa su elipsės

x2

25
+
y2

9
= 1

židiniais.

14. Raskite parabolės y2 = 2px parametro p reikšme
‘
, jeigu parabolė tiesėje y = x atkerta 4

√
2 ilgio

atkarpa
‘
.
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15. Sudarykite plokštumu
‘
, kurios ǐspildo sa

‘
lygas: a) plokštumai priklauso taškas (1, 2,−4), o ji statmena

vektoriui α = (−3, 2,−4); b) plokštumai priklauso taškai

(−2, 1,−1), (−1,−3, 2), (4, 2,−1);

c) plokštumai priklauso taškas (1,−2,−1), o ji lygiagreti plokštumai

x− y + 2z − 3 = 0;

d) plokštumai priklauso taškas (−3, 3, 2), o ji statmena susikertančioms plokštumoms

x+ 2y − 3z − 4 = 0, 2x− 5y − z + 3 = 0,

lygtis.

16. Jei plokštumos

3x− 2y − 6z + 3 = 0, −3x+ 2y + 6z − 1 = 0

yra lygiagrečios, tai raskite atstuma
‘
tarp ju

‘
. Kokiuose taškuose pirmoji plokštuma kerta koordinatines ašis?

17. Kokios turi būti parametru
‘
m ir n reikšmės, kad plokštumos

{x− 2y − 2z = 6,
4x+ y + 3z = n,
x+ y −mz = 1,

a) turėtu
‘
viena

‘
bendra

‘
taška

‘
; b) eitu

‘
per viena

‘
tiese

‘
; c) poromis kirsdamosi sudarytu

‘
tris lygiagrečias tieses.

18. Sudarykite tiesiu
‘

erdvėje a) kuriai priklauso taškas (2,−2, 3) ir kuri lygiagreti vektoriui α =

(4,−6, 3); b) per du taškus (−3, 1,−4) ir (5,−1, 1), lygtis.

19. Raskite tiesės

{
3x− 4y − 2z = 0,
2x+ y − 2z = 0,

parametrines bei kanonines lygtis. Raskite kampa
‘
tarp šiu

‘
plokštumu

‘
.

20. Jeigu tiesės yra prasilenkiančios, tai raskite atstuma
‘
bei kampa

‘
tarp šiu

‘
tiesiu

‘
:{

3x− 4y − 2z = 0,
2x+ y − 2z = 0,

ir {
x = −2t− 3,
y = −4,
z = 3t+ 2.
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21. Raskite plokštumos x− 3y − z + 5 = 0 ir tiesės

{
x− y + 6z − 7 = 0,
x+ 2y − 3z + 1 = 0,

bendrus taškus, jei jie egzistuoja.

22. Sudarykite plokštumos, a) kuriai priklauso taškas (1, 4,−3) ir tiesė

x− 5
3

=
y + 1
−2

=
z − 2

1

b) kuriai priklauso taškas (1, 4,−3) ir lygiagreti tiesėms

x− 5
3

=
y + 1
−2

=
z − 2

1
,

{x = −2t− 3,
y = −4,
z = 3t+ 2,

lygtis.

23. Sudarykite plokštumos, kuriai priklauso dvi lygiagrečios tiesės

x− 2
4

=
y + 3

6
=
z − 4
−8

ir
x

−2
=
y − 1
−3

=
z + 2

4
.

lygti
‘
.
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