VI. TIESINES DIFERENCIALINES LYGTYS,
DALINEMIS ISVESTINEMIS

6.1 Pirmos eilés dif. lygtys, dalinémis iSvestinémis. Bendros savokos

Apibrézimas Lygybe,
O(f(x1,-.- ), fos fr,) =0, (6.1)

kuri sieja keliu kintamuju funkcija bei jos dalines iSvestines, vadinsime dif. lygtimi dalinémis iSvestinémis.
Dif. lygti vadinsime pirmos eilés diferencialine lygtimi dalinémis iSvestinémis, jeigu Sioje lygtyje téra pirmos
eilés dalinés isvestinés.

Tiesiné, pirmos eilés dif. lygtis dalinémis iSvestinémis yra tokia:

Ju ou ou
f1($17...$n,u)87x1 —|—f2(x1,...mn,u)a—x2 —+ ... +fn(x1,xmu)£ —

R(z1,...,xn,u), (6.2)

¢ia u— yra nezinoma, n— kintamuju funkcija, o f1,... f,, R yra kokios nors funkcijos, vadinamos dif. lygties
koeficientais.

Jeigu dif. lygties koeficientai nepriklauso nuo ieskomosios funkcijos u, ir R = 0, tai (6.2) dif. lygti
vadinsime homogenine dif. lygtimi dalinémis iSvestinémis.

Apibrézimas Funkcija, ¢(x1,...2,) turincia tolydzias dalines iSvestines nagrinéjamoje srityje, vadin-
sime (6.1) dif. lygties sprendiniu, jeigu teisinga tapatybé:

P(p(1,. . Tn), Phys - h,) = 0.

Suformuluokime (6.2) dif. lygéiai, Kosi uzdavini. ISspresti Kosi uzdavini reiskia, tarp (6.2) sprendiniu
rasti toki, kuris ispildo nurodytas salygas: u = (21, z2,...2,_1), kai 2, = 20, éia p(1,...2,_1)— parinkta
funkcija, tolydi nagrinéjamoje srityje.

Tarkime duota lygtis

0z 0z
P(x,y,z)— T,y,2)— = R(x,y, 2).
(@,9,2) 5+ Q(z,y )8y (z,y,2)
Tada Kosi uzdavinio problema yra tokia: rasti sprendinj (pavirsiu) z = ¢(z,y), iSpildanti salygas z = f(y),
kai = xg, t.y. pavirsiuy, kuriam priklauso kreivé z = f(y), esanti plok§tumoje = = x.

Kiek placiau panagrinékime pirmos eilés tiesines dif. lygtis dalinémis isvestinémis.
6.2 Tiesinés dif. lygtys, dalinémis iSvestinémis

1. Visu pirma panagrinékime homogenines dif. lygtis. Kaip ir minéjome, tiesine homogenine dif.
lygtimi, dalinémis iSvestinémis vadinsime lygybe:

o 9 4
fl(zl,...xn)ai+f2(1"1?"'a7"1) . +.,_+fn(x1,..-93n)8;; -

1 8332

Nesunku suprasti, kad funkcija ¢ = ¢, kokioje nors srityje, yra Sios lygties sprendinys minétoje srityje.

Laikysime, kad visi koeficientai yra tolydziai diferencijuojamos funkcijos kokioje nors srityje D. Be to, Sioje

srityje bent viena i§ funkciju f; néra tapatingai lygi nuliui. Tarkime, kad (29,...2%) € D, f,.(z9,...29) # 0.

Aptarsime bendra Sios lygties sprendimo metoda. Taigi, turime (6.3) dif. lygti. Sudarykime simetrine
diferencialiniu lygéiu sistema, naudodamiesi (6.3) lygtimi:

0. (6.3)

dX1 dX2 an
= . 6.4
f1(x15-.0yxn)  fa(X1,...,%n) fa(X1,. .y Xn) (6-4)

(6.4) dif. lygtis yra vadinama simetrine dif. lygciu sistema, atitinkancia (6.3) lygti. (Suprantama, kad tokia
sistema galime uzradyti tiktai toje srityje, kurioje bent viena i§ funkciju f; # 0. )
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Pastebésime, kad (6.4) sistema turi n — 1 nepriklausomus integralus, tarkime

(7251(11, .. .IZ?n), ¢2(£L‘1, .. .l’n), . .,¢n_1($1, .. .l’n), (65)

apibréztus kokioje nors srityje D. Kiekvienas i$ §iu integralu yra (6.3) dif. lygties sprendinys. Dar daugiau,
bet kokia, tolydziai diferencijuojama funkcija F),

¢ =F(d1,...0n-1)

bus (6.4) sistemos integralu ir tuo paciu (6.3) dif. lygties sprendiniu.
Taigi, (6.3) lygtis turi tokia sprendiniu Seima:

u = F(¢1, v ¢n—1)~

Si sprendiniu Seima, priklausanti nuo laisvai pasirenkamos funkcijos F, bus (6.3) dif. lygties bendrasis
sprendinys.

Aptarsime Kosi uzdavinio problema §iuo atveju. Tarkime, kad reikia rasti (6.3) dif. lygties bendraji
sprendini u = f(x1,...x,), tenkinantj pradines salygas:

_ : _.0
u=@(x1,...,2p-1), kal x, =x,.

Elgsimés tokiu budu: i (6.4) sistemos (6.5) bendruosius integralus vietoj nezinomojo x,, irasome jo

reiksme 20, gauname

91 = ¢)1(£L’1,. . .$n,1,.’£2), 92 = (Z52($1, .. .$n,1,1'91)7 ey

en = (bn,l(l'],...itnfl,x%). (66)

Issprende (6.6) sistema kintamuju z;, ¢ = 1,...,n atzvilgiu gauname tokias lygybes:

1 =p1(01,...0n1),
To = p2(917 .. '971—1)7 (67)

Tp—1 = pn—l(ela cee 9n—1)~

Trase i desiniaja lygybés u = @(z1,...2,—1) puse, kintamuju z; vietoje, funkcijas p; ir §iu funkeiju
kintamuosius 6; pakeite funkcijomis ¢;, gausime funkcija

u = 90(,01(¢17"'7¢n71)a~'~7,0n71(¢17”~»¢n71))'

Paskutinioji funkcija bus Kosi uzdavinio sprendinys.
Pavyzdziui, dvieju kintamuju funkcijos atveju, bendrojo sprendinio ieskome tokioje formoje:

z = f(xvy)a Z = @(y)7 T = Zo.

Tada (6.7) sistemos analogas bus viena lygtis 8§ = ¢(xo,y). ISsprende y atzvilgiu gauname, y = p(6). Tada
Kosi uzdavinio sprendinys bus toks:

2= o(p(d(z,9))).

2. Aptarsime nehomogeninés dif. lygties sprendimo budus.
Tarkime, kad duota tiesiné, nehomogeniné lygtis

ou ou ou
fl(xl,...xn,u)a—xl + falzy,. :rn,u)a—glj2 +...+ fn($1,-~-l’n,u)£ =
R(zy,...,xn,u), (6.8)
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¢ia funkcijos f;, i = 1,...,n yra tolydziai diferencijuojamos tasko Xo = (29,...,29%) ir f,,(Xo) # 0. Tada sia
lygti galime pakeisti tokia simetriniu dif. lygé¢iu sistema:
dx; dxe dx, du

f1(x1,. -y Xn) - fa(x1,...,Xn) T fo(x1,. .., Xn) " R’

kuria vadinsime simetrine dif. lygéiu sistema, atitinkancia (6.8) dif. lygti dalinémis iSvestinémis.
Tarkime, kad

d1(x1, . Ty u), Pa(T1, . Ty t)y ooy Pt (T, .. Ty, 1), (6.9)

yra nepriklausomi Sios sistemos integralai. Tada funkcija

q)(¢17~~'a¢n) = Oa

¢ia ® yra laisvai pasirinkta funkcija, vadinsime bendruoju (6.8) lygties (neiSreikstiniu) sprendiniu. Jeigu
iSsprendziame Sia lygti v atzvilgiu, tal gauname bendraji sprendini uzraSyta isreikstinéje formoje.
(6.2) lygties Kosi uzdavinys sprendziamas tokiu biidu. Tarkime, kad reikia rasti sprendini v = f(z1,...2,),}
tenkinantj pradines salygas:
u=p(T,...,Th_1), kai x, =a0.

Elgsimeés tokiu budu: i (6.8) sistemos (6.9) bendruosius integralus vietoj nezinomojo x, irasome jo
reikime 20, gauname

01 = ¢1(x1,. ..xn,hx?”u), 0o = ¢o(x1, . ..xn,l,xg,u), A

an :(b’nfl(wlv"'xnflam?mu)' (610)

Issprende (6.10) sistema kintamuju z;, ¢ = 1,...,n atzvilgiu gauname:

xry = p1(91,...9n),
To = pg(gl,. . gn),

ceey (6.11)
Tpo1 = pn-1(61,...6n),
u=p(01,...0,)
Trase i desiniaja lygybeés u = ¢(x1,...x,—1) puse, kintamuju w,x;, i =1,...,n vietoje, p, 0;, i =1,...,n,
atitinkamai, ir pakeite funkcijas 6;, i = 1,...,n funkcijomis ¢;, ¢ = 1,...,n gausime funkcija

p(¢1a"'a¢n) = @(pl(‘ﬁla'"a¢n)7'"7pn—l(¢1a"'a¢n>)-

Paskutinioji funkcija bus Ko$i uzdavinio sprendinys.
Uzdaviniai
Isspreskite pateiktas dif. lygtis dalinémis iSvestinémis:

o o ou _

1. —— 2 4 ;
5 (y+ z)ay+(3y+ z)az 0;
2. (1+x2)%+zyg—;:0; kai z=1> o =0;
Ju Ju ou
) 3 AN 237 22 270
3. (z +3xy)8x+y6y+ U 0;
1
4. y@—&-z@:O; kai u=Inz— —, x =1;
Ox 0z y
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5. %—(nyz)g—;:erQz;
6. yz%—!—mg—;:m kai z =22, y=1;
7. x%—i—yg—z—l—z%:u; u:%(y+2), =2
8. x%—l—yg—;:%; z=y, z=1;
9. (z—y)%—&—(w—z)g—z—kzy—x;

VII. OPERACINIS SKAICIAVIMAS IR DIF. LYGTYS

Metodo, apie kuri trumpai kalbésime Siame skyrelyje esmé yra tokia: pakeisti diferencialinés lygties
(dif. lygciu sistemos) sprendima kokios nors algebrinés lygties sprendimu. Ypac efektyviai $is metodas yra
naudojamas sprendziant tiesines dif. lygtis su pastoviais koeficientais.

7.1 Ivadines pastabos

Tarkime, kad duota dif. lygtis
2 (t) +z(t) =1,
kai z(0) = 0. Rasime atskira sprendini, kai ¢ > 0. Padaugine $ios lygties abi puses i§ daugiklio e P ir
integruodami intervale (0, 00) gauname

[e.e] (oo} oo
/ e Py’ (t)dt + / e Ply(t)dt = / e Pldt. (7.1)
0 0 0
Suskaiciave desingje lygybeés puséje esanti netiesiogini integrala gauname, kad
> 1
/ e Pldt = —. (7.2)
0 p

Pastebésime, kad (7.1) kairiosios pusés pirmasis integralas gali buiti pakeistas tokia suma:
(o) (o) o0
/ e Pt/ (t)dt :/ e PHAX/ (t) = e Pla(t)|5° +p/ e Ply(t)dt.
0 0 0
Laikysime, kad ieskomasis sprendinys turi savybe:
lim e "'z (t) = 0.
t—oo

Taigi, (7.1) reiskinio pirmasis integralas yra toks:
o0 oo
/ e Pt/ (t)dt = p/ e Pla(t)dt.
0 0

Taigi, (7.1) reiskini galime perrasyti tokiu badu:

1

(p+1) /000 e Ply(t)dt = .
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1§ paskutiniosios lygties gauname, kad

> 1 1 1
/ e Pla)dt = ——— = - —
0 plp+1) p p+1

Remdamiesi (7.2) lygybe galime teigti, kad

/ e~ (PGt = % (7.3)
0 p

Tada,
/ e Ply(t)dt = / e (1 — e h)dt.
0 0

I$ paskutiniosios lygybés isplaukia, kad z(t) = 1 —e?. Taigi, gavome dif. lygties sprendini. Nesunku isitikinti,
kad pastarasis sprendinys tenkina pradines salygas.

7.2 Laplaso transformacija. Sios transformacijos skaiGiavimo taisyklés

Tarkime, kad ¢t > 0.
Apibrézimas Realaus argumento funkcijos f(t), Laplaso transformacija vadinsime toki reiskinj

oo

Fo) = [ e s
0

¢ia p > 0 arba kompleksinis skaicius. Funkcija f(t) yra vadinama originalu, o F'(p), Sios funkcijos vaizdu.

Priskyrima, kai funkcijai f(¢) yra priskiriamas jos vaizdas F(p) zymésime L(f(t)) = F(p) arba
f(t)=:F(p), o atvirkstini priskyrima t.y. kai vaizdui priskiriamas originalas zymésime taip: L™ (f(t)) = f(t)
arba F(p) =: f(t).

Pastebésime, kad pastarieji priskyrimai atliekami naudojant netiesioginius integralus, taigi, nattralu
nurodyti salygas, kada Sie integralai egzistuoja. Pasirodo, kad §is netiesioginis integralas egzistuoja, jeigu
originalas f(t) tenkina tokia salygas:

19) Bet kokiame baigtiniame intervale funkcijos f(¢) ir f/(¢) turi ne daugiau negu baigtini, pirmos riisies
trukio tagku skaiéiuy;

29) f(t) =0, kait<O0;

30) egzistuoja realts skai¢iai M > 0 ir s > 0 tokie, kad |f(t)| < Me®.

Auksciau isvardintos savybes uztikrina, kad duotos funkcijos f(¢) Laplaso integralas egzistuotu.

Nurodysime laplaso transormacijos skai¢iavimo taisykles, kurios bus reikalingos sprendziant dif. lygtis.

1) Tiesiskumo savybé. Tarkime, kad ¢;, f;; ¢ = 1,...n yra n konstantu ir tiek pat funkciju. Jeigu
funkciju f; vaizdai yra funkcijos Fj, t.y fi(¢t) = Fi(p), i =1,...,n, tai tada originalu tiesinio darinio vaizdas
yra lygus §iu vaizdu tiesiniam dariniui, su tomis pat konstantomis, t.y.

Z ¢ fit =: Z ¢iF; (p).
i=1 i=1

2) Panasumo savybé. Tarkime, kad a > 0 ir f(¢t) =: F(p). Tada

L.p
t)==-F(=).
flaty = TF()
3) Postumio savybé. Visiems py teisingas sarysis:

e Pl f(t) =: F(p+ po)-
3) Originalo ”vélavimo” savybe. Tegu to > 0. Tada

f(t—to) = e P F(p).
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4)Originalo ”aplenkimo” savybé. Tegu ty > 0. Tada

to

f(t+to) = " (F(p) - / e Pt f(t)dt).

0

Irodysime kai kurias savybes, likusiu irodyma palikdami skaitytojui.
2) savybes irodymas. Uzrasykime funkcijos f(at) Laplaso transformacija. Turime, kad

oo

L(f(at)) = /efptf(at)dt.

0
Atlike kintamuju keitima v = at, ¢ia a > 0, pastaraji integrala perrasome taip:

oo

Lif(at) = 5 [ e 8 f(udu

0

Tuo ir baigiame Sios savybés irodyma.

Panasiu budu irodomos ir likusios keturios savybés.

6) Originalo diferencijavimo savybeé.

Tarkime, kad funkcija f(t) € C1[0,00), ir be to f/(t) tenkina 1°) — 3%) savybes.
Tada, jei f(t) =: F(p), tai f'(t) =: pF(p) — f(0).

Tarkime, kad funkcija f(t) € C™[0,00), ir be to f(™)(t) tenkina 1°) — 3°) savybes.
Tada, jei

f(t) =2 F(p), tai f(t) =: p"F(p) — (p" 1 f(0) + p"2f(0) + ... + f("=1(0)).
Jeigu f@(0) =0, i=1,...n, tai fM(t) =:p"F(p).

7) Originalo integravimo savybeé.

Tarkime, kad funkcija f(t) € C1[0,00), ir be to f/(t) tenkina 1°) — 3%) savybes. Tada,

b/f(u)du =: %F(p)

8) Vaizdo diferencijavimo savybé. Tarkime, kad f(¢) =: F(p). Tada:
1) —tf(t) = F'(p);

2) (~1)"en f(t) = F) (p).

9) Vaizdo integravimo savybé. Tarkime, kad

f(t)/t tenkina 1Y) — 3°) savybes. Tada,

O
- = /F(u)du.

Tarkime, kad duotos dvi funkcijos fi(t), fao(t) apibréztos kokiame nors intervale (a,b). Siu funkciju
sasiika, vadinsime funkcija f(t),

b
f@z/fMMN*W®:ﬁ®*MH

Fizikiniuose taikymuose prasme turi tik laiko intervalas [0, t], todél nagrinésime tik toki intervala.
Nesunku suprasti, kad sastikos operacija yra komutatyvi bei asociatyvi, t.y.
Fit) = f2(t) = fo(t) = fu(t), (fr(t) = fa(®)) * f3(t) = fu(®) = (fo(t) = f3(2)).

Sias savybes sitilome jrodyti skaitytojui.
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Sakykime, kad funkcijos f1(t), f2(t) tenkina 19) — 3%) salygas. Tada teisigas sarysis:

f1(t) = f2(t) =: Fi1(p) - F2(p).
Jeigu be to f1, fa € C]0,00), tai

(A0« £0) = pR) - F).
Dar karta grizkime prie auks¢iau nagrinétos lygties, t.y.
() +z(t)=1, x(0)=0.
Tegu z(t) =: X (p). Remdamiesi originalo diferencijavimo taisykle turime, kad
a'(t) =: pX(p).

Esame jau suskaiciave, kad z(t) = 1 vaizdas yra 1/p. Tada, gauname, kad diferencialinés lygties vaizdas yra
toks:

1
pX(p) + X(p) = s
I8 pastarojo sarysio gauname, kad

1 1 1

X =70 " pil

Grizkime nuoi vaizdo prie originalo, naudodamisi tomis pac¢iomis savybémis. turime, kad

- 1
e = —
p+1
Tada,
1 1
. =1-—et
p p+1

arba z(t) =1 —e™".
Dar karta atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad nagrinéjamos funkcijos yra lygios nuliui, jeigu tik
t < 0. Apibrézkime vienetine funkcija
1, jei t >
U(t):{ , jei t>0

0, jei t<0°”
Tada,

—t e ", jeit>0
t) = .
e"o(?) {o, jei t <0

Pateiksime kai kuriu funkciju vaizdus, Laplaso transformacijos atzvilgiu.

nr. f(t) F(p)
1) s (t) ;

2) e—ta pﬁ
3) sinta pzﬁ
4) costa pzf_az
5) shta 72 p—
6) chta Mo
7) t e
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8) tr ST
9) sin(at)e™ " re)?Ta?
10) cos(at)e™t@ (mf;)%
11) sh(at)e™" o=
12) ch(at)e™" T
13) te~te Grar
n,—ta n!

14) t"e W
15) tsin(at) (p«i%?)?
16) t cos(at) %
17) % Sin(ht)e_ta m
].8) %Sh(ht)eita m

Gia h = Va2 — k2.

7.3 Operaciniu metody taikymai

Tarkime, kad reikia rasti dif. lygties su pastoviais koeficientais

™) 4+ a1z V@) 4 A a2 () + anz(t) = (1), (7.3)

sprendini, tenkinanti pradines salygas:
l’(O) = .’170,1‘/(0) = a';(/)’ o 7x(n—l)<0) _ x(()nfl).

Be to laikome, kad ieskomasis sprendinys ir funkcija f(t) tenkina 1°) — 3°) salygas.
Tegu z(t) =: X(p) ir f(t) =: F(p). Naudodamiesi originalo diferencijavimo taisyklémis gauname, kad

' (t) =: pX(p) — o,

2" (t) = p* X (p) — (pxo + scg),
..................................................... , (7.4)
V() = pn 1 X (p) — (p"_2xo +...+ xgn72)),

2 () = p" X (p) — (p"'ao + p"2ah + ..+ 2.

Zinome, kad Laplaso transformacija yra tiesiné, taigi, (7.3) lygybés desiniosios pusés vaizda gausime
(7.4) sistemos eilutes daugindami i3 koeficientu a;, ¢ = 1,...n — 1 ir a,, = 1 bei sudédami. beje, minima
suma turés buti lygi desiniosios pusés vaizdui F'(p).

Taigi gauname, kad

o(p)X(p) —¥(p) = F(p), @) =p"+ar1p" " +...+ an_1p+ an. (7.5)

Pastaroji lygtis yra vadinama (7.3) dif. lygti atitinkanc¢ia operatorine lygtimi.
Beje, nesunku suprasti, kad ¢(p) yra (7.4) dif. lygties charakteringasis polinomas, o

(n—2)

Y(p) =: ap—1x0 + ap_2 (pxo + 1’6) + ... +a (p”72:170 + ..+ )Jr

P a4 p" 2l 4 a2,

Pastebésime, kad jeigu pradinés salygos yra nulinés, tai tada 1(p) = 0 ir kairioji (7.4) lygybés pusé yra
funkcija ¢(p) X (p).
(7.5) lygtyje issprende X (p) gauname

X(p) = F(p;a)w@)

92



Grizdami prie originalo z(t), gausime ieSkomaji dif. lygties sprendini. Beje, pastaraji randame naudodmi
auksciau pateikta lentele.

Pateiksime pavyzdi. ISspreskime tokia dif. lygti:
2" — 32" + 2z =e', z(0)=2'(0)=0.

Randame $§ia lygti atitinkancia operatorine lygti:

1
P*X(p) —3pX (p) +2X(p) = T
arba 1
X 2_3p+2)=—0.
(»)(p* —3p+2) o
1§ paskutiniosios gauname, kad
1 1

X = o 12 " -1 -2

Naudodami neapibréztiniu koeficienty metoda gauname, kad

1 L
p—1 (p—-1)2 p-2

X(p) =-

Peréje prie atitinkamu originaly gauname atskiraji dif. lygties sprendini
z(t) = —e! — te! 4 e?'.
Rasime lygties
2" (t) + k*z = asin(kz)

bendraji sprendini. Pastebésime, kad siuo atveju laikome, kad 2(0) = ¢1, 2’(0) = co.
Sia dif. lygti atitinkanti operatoriné lygtis yra tokia:

9 9 ~ak
(p X(p) - (Clp+02)) +k X(p) - p2 +k2
Issprende X (p) atzvilgiu gauname, kad

ak + P +
c c .
(p® + k2)2 1p2 2 2p2 12

X(p) =
Naudodami neapibréztiniu koeficientuy metoda gauname, kad

(p2 + k)2 2k

ak _a( k% —p? N 1 )
(p2+k2)2 p2+k2 .

Tada,

-2 Lt ' )+eo—b— te
T 2% (P2 + k22 p2 A k2 1p2—|—k;2 2p2—|—k2'

X(p)

Peréje prie originalu turime, kad pradinés dif. lygtie sprendinys yra toks:

1
z(t) = %( — tsin(kt) + z sin(kt) + c1 cos(kt) + % sin(kt)).
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7.4 Operaciniai metodai dif. lygciy sistemoms spresti
Tarkime, kad duota pirmos eilés dif. lyg¢iu sistema
n

(1) + Y awzr(t) = f1(1),

k=1

tenkinanti pradines salygas:
2p(0) =2k, k=1,...,n

be to L(fi(t)) = Fi(p) ir L(zx(t)) = Xp(p).

Dabar galime uzraSyti Sia sistema atitinkanciu operatoriniu lygciu sistema, t.y.

pX1(p) + > a1 Xk(p) = F1(p) + 210,
=1

Kiekviena i$ Siu sistemos lygéiu issprende Xy (p) atzvilgiu ir nuo vaizdo peréje prie originalo gausime
atskiraji sistemos sprendini iSpildanti pradines salygas.

Beje, panasiu budu sprendziamos ir aukstesniu eiliy dif. lygéiu sistemos.

Isspreskime tokia dif. lygciu sistema:

o/ (t) — 4w (t) + 3y(t) = sint, o
{y'(t) —2x(t) + yz(/t) = —2cost, z(0) = y(0) = 1.

Sia dif. lygti atitinkanti operatoriné sistema yra tokia:

pX(p) —4X(p) +3Y(p) = 47,
pY (p) —2X(p) +Y (p) = — 57,

arba

(p—4)X () +3Y(p) = 4,
—2X(p) + (P + )Y (p) = — 57

Issprende kintamuju X (p) Y (p) atzvilgiu Sia sistema gauname,

p+1
P*+1)p-1)(p-2)

2(p* —4p—1)
P*+1)p-1)p-2)

Isskaide siuos racionalius reiskinius trupmenu sumomis ir peréje prie originaluy gauname

X(p) =

Y(p) =—

z(t) = 3e?! — e’ + cost — 2sint,
y(t) = 2 — 4e! + 2cost — 2sint.

Taikymai fizikoje

1. Harmoniniy svyravimy uzdavinys
Duota dif. lygtis ' (t) + kz(t) =0, x(0) = zo,2'(0) = vp.
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Sia dif. lygti atitinkanti operatoriné lygtis yra tokia:

(p' X (p) — (wop + v0) + k*X (p) = 0),

arba
1

Op2 42

p
X(p) = l”op2 e +
Sio vaizdo originalas yra toks:
Vo

X (t = zo cos gkt) + ? sin(kt).

2. Gestantys svyravimai.
Siu svyravimu lygtis yra tokia:

2" () + 2na’ (t) + k22 (t) = 0, x(0) = 9, 2'(0) = vo.
J1 atitinkanti operatoriné lygtis yra
(P*X(p) — (wop +v0)) + 20 (pX (p) — o) + k> X (p) = 0.

Operatorinés lygties sprendinys

D 1
X(p) = wo—o—Pb o) .
®) =20 v T 02T R
Tarkime, kad h = vk2 — n? > 0. Tada
2
z(t) = woe "™ (cos(ht) — i sin(ht)) + me_”t sin(ht).

k1 h
Tuo atveju, kai h = 0, gauname toki operatorinés lygties sprendini:

Xo Vo + nxg
= —+ 5
p+n  (p+n)

X(p)

Tada originalo reikSmeé bus tokia

z(t) = e " (w0 + (vo + nxo)t).

3.Elektriniai svyravimai grandinéje, kai elektrovaros jéga yra pastovi.
I8spreskime nagrinéjamu metodu jau mums zinoma dif. lygti;
; R, 1 . , E
Z/,(t) + Z’L/(t) + ﬁl(t) = 0, 2(0) = 0, Z/(O) = f

Sia dif. lygti atitinanti operatoriné lygtis yra tokia:

(»*J(p) — %) - %pJ(p) + %J(p) =0.

Sios lygties sprendinys yra
E s R 1
J(p)—fl/[p +ZP+7LC}.

Pazymeékime R/L = 24.
1. Tarkime, kad 1/(LC) — R?/(4L?) = w? > 0. Peréje nuo vaizdo prie originalo gauname, kad

E
Z(t) = Eeigt Sln(tw)
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Siuo atveju i(t) apibrézia gestanéius svyravimus.
2. Tarkime, kad 1/(LC) — R?/(4L*) = — 3% > 0. Peréje nuo vaizdo prie originalo gauname, kad

E _5
i(t) = ——e °'sh(tf).
(t) = e~ "'sh(t9)
Siuo atveju apibréziami neperiodiniai svyravimai, kuriu grandinéje nebiina.

3. Tarkime, kad 1/(LC) — R?/(4L?) = 0. Peréje nuo vaizdo prie originalo gauname, kad
Siuo atveju operatoriné lygtis yra

E 1
J(p) = ———,
W=7 (p+0)?
o dif. lygties sprendinys yra
i(t) = Ete_ét
L )

taigi irgi neperiodiné srové, kurios praktikoje néra.

. E _5 .
i(t) = —e " sin(tw).

(1) = —e " sintw)

Uzdaviniai

Naudodami operacinj metoda iSspreskite pateiktas dif. lygtis bei dif. lygciu sistemas.

Raskite sprendinius, tenkinanc¢ius pradines salygas:

1. y" +y=0,y(0) =1,4(0) = 0;
9 y///_y/ =0,y = Ly’ :O,y”:(), kai x = 0;
3.y —y=x;9(0)=1,4/(0) = —1

4.y +4y + 4y =3¢, y(0) = 0,4/(0) = 0.

Raskite bendruosius sprendinius:

5 9" +3y +2y=0; 2. ¢y — 13y — 12y = 0;
6. y —b5y +4y=0; 4. v +8y=0;
7.y W +y=0; 6. y* +8y" 4+ 16y =0;
8.y — 4y = —122% + 62 — 4;
Isspreskite dif. lyg¢iu sistemas.

Ay gy — 5 — dy _ , _
9. {g; y—z=5z+1L 0y _ 20) = 0;10. {g§ 2T CO8%,
T=yt+2z2+2—1, = =-—ytsinz,
y(0) = 2(0) = 0;
Y — 5y + 22 4 40e” & — _yyz
11. {gg . y(0)=2(0)=0; 12. {g’z‘ ’
T =y—06z+977 T =-y—3z
%:10:10—321—92, %:m—z,
13. ¢ & = 180 4+ 7y +182; 14, { ¥ = 61+ 2y + 62;
%:18x—6y—17z %:4x—y—4z

15. Raskite priverstiniu svyravimu, kai néra iSorinio pasipriesinimo, lygties sprendini, jeigu

2" (t) + kx(t) = gsin(wt), x(0) = xq, 2/(0) = vo.
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