IV. TIESINES n—OS EILES DIF. LYGTYS

4.1 Homogeninés dif. lygtys. Fundamentalioji sprendiniy sistema
Tiesine n— os eilés diferencialine lygtimi vadinsime reiskinj:

Y™ 4 p1 @)y + pa(2)y ™D + A pasi (@)Y + pa(2)y = fla), (4.1)

laikome, kad funkcijos p;(z), @ = 1,...n ir f(x) yra apibréztos ir tolydzios intervale [a,b]. Zinome, kad
tolydzios funkcijos uzdarame intervale yra apréztos. Todél sprendinio egzistavimo ir vienetinumo teoremos
salygos yra iSpildytos ne tik mazoje pradinio tasko aplinkoje, bet ir visame intervale, kuriame apibréztos
funkcijos p;(z).

Tarkime, kad duotas skai¢iu rinkinys o, yg, - - - yﬁﬁ). Sakysime, kad funkcija y(x) yra (4.1) lygties spren-
dinys, tenkinantis pradines salygas yo, 4§, - - - ,yﬁln ), taske g, jeigu funkcijai ir jos iSvestinéms galioja sarysiai:

y(w0) = ¥0, ¥ (x0) = Yy - -,y D (wo) = 5.

Suformuluokime sprendinio egzistavimo ir vienetinumo teorema.

Tarkime, kad (4.1) lygties koeficientai p;(z),i = 1,...,n yra tolydzios funkcijos, kokiame nors intervale
[a,b]. Tada egzistuoja vienintelé funkcija y = ¢(x) apibrézta ir tolydi intervale [a,b], kuri yra (4.1) lygties
sprendinys, iSpildantis pradines salygas, jeigu xo € (a,b).

Jeigu (4.1) lygybés funkcija f(z) = 0, tai tada sia lygti vadinsime homogenine. Beje, pastebésime, kad
homogeniné diferencialiné lygtis visuomet turi sprendinj y = 0, iSpildanti pradines salygas

y=y =...=y" V=0, kai = .
Pazymékime
L(y) =y +p1(@)y" V) + pa(a)y "2 + 4 paca @)y +pa(a)y.

Nesunku matyti, kad sis priskyrimas apibrézia funkcija L(y) € C(a,b), jeigu y € C™(a,b). Remdamiesi Siuo
priskyrimu (4.1) lygti galime perrasyti taip:

o homogenine lygti

Beje, nesunku suprasti, kad
L(cy) = cL(y)
ir
L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

I8 paskutiniuju sarysiu isplaukia, kad jeigu y yra (4.3) diferencialinés lygties sprendinys, tai ir funkcija cy
yra tos pacios lygties sprendinys. Dar daugiau, jeigu y1,y2, - . ., yn yra (4.1) diferencialinés lygties sprendiniai,
tai ir iy sprendiniu tiesinis darinys

c1yr+ ...+ cln

taip pat yra (3) dif. lygties sprendinys.

Remdamiesi paskutiniaisias samprotavimais galime tvirtinti, kad (4.3) diferencialinés lygties sprendiniy
aibé S yra tiesiné erdvé (ka vadiname tiesine erdve), kurios elementai yra funkcijos y € C™(a,b). Koks
Sios tiesinés erdvés matavimas. T.y. koks minimalus Sios erdvés elementu skaiCius, kuriu tiesiniais dariniais
galime isreiksti visus erdvés elementus? Atsakysime i §i klausima, bet pries tai pateiksime keleta savoku.

Apibrézimas Sakysime, kad funkcijos y;(x),...yn(x), x €< a,b > yra tiesiSkai nepriklausomos inter-
vale < a,b >, jeigu lygybé
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cyr+...+cepyn =0, x €< a,b > (4.4)

galima tik tada, kai ¢y = ... = ¢, = 0. Priesingu atveju, t.y. jei (4.4) lygybé galioja, kai tarp konstatu c;
egzistuoja ir nenuliniy, tai sakysime, kad minimos funkcijos yra tiesiskai priklausomos.

Nesunku suprasti, kad jei tarp funkciju yi,...y, rinkinio yra bent viena tapatingai lygi nuliui, tai
minimas rinkinys bus tiesiSkai priklausomas realiuju skaiciu aibéje.

Pavyzdziui rinkinys 1,z,...,2*~Y 2 € (a,b) yra tiesiskai nepriklausomas (kodél?).

Tiesiskai nepriklausoma funkciju, priklausanciu aibei S sistema yra vadinama fundamentaliaja sprendi-
niy sistema.

Tarkime, kad y1,...,y, yra fundamentali (4.3) dif. lygties sprendiniu sistema, apibrézta intervale <
a,b > . Tada determinanta

1 Y2 Yn

! / /
L P "

§n—1) yén—l) 7(ln—1)

vadinsime Vronskio determinantu arba Vronskianu. Pasirodo, kad teisinga tokia teorema:

4.1 Teorema Tarkime, kad funkcijos y; € C™(a,b), i = 1,...n. Jeigu funkciju sistema yi, ...y, yra
tiesiskal nepriklausoma intervale (a, b), tai sios funkciju sistemos Vronskianas tapatingai lygus nuliui intervale
(a,b).

S)
Turime, kad funkciju sistema yra tiesiskai priklausoma. Taigi, egzistuoja nenulinis konstantu rinkinys
ai,...,ay, toks, kad tiesinis darinys

ary1 + ...+ apyn =0, z € (a,b).

Tarkime, kad a,, # 0. Tada
a1 Gnp—1
Yn = ——Y1 — ... —
G G

Yn—1 (45)

Sudarykime sios sistemos Vronskiana, pakeisdami paskutiniaji Vronskiano stulpeli (4.5) reiskiniu. Gauname
toki Vronskiana:

ai An—1
n Y2 T, T T T Yn—1
wol| w ¥y e (Catyi == Bty
e ) - o
y]{n ) yén ) (_%yl - aanlynfl)(n 1)

Nesunku suprasti, kad paskutinysis determinantas yra lygus nuliui, kadangi uzrase paskutiniji determi-
nanta n — 1 determinantu suma gau- sime, kad kiekvienas minétasis démuo turi du vienodus stulpelius.

Is paskutiniosios teoremos isplaukia, kad jeigu sistemos y1,...,y, Vronskio determinantas yra nelygus
nuliui bent viename taske xzg € (a,b), tal minétoji funkciju sistema yra tiesiskai nepriklausoma. Tada yra
teisingas toks teiginys.

4.2 Teorema Tarkime, kad y1, .. .,y, yra tiesiskai nepriklausoma funkciju sistema, kuri yra lygties

L(y) =y +p1(2)y" ™Y + pa(2)y" 2 + ...+ ppo1(2)y + palz)y =0

sprendinys. Tada Sios sistemos Vronskianas W (z) # 0, V& € (a,b).

S)

Sios teoremos irodyma paliekame skaitytojui.

Apibrézimas Tiesinés, n— os eilés diferencialinés lygties tiesiSkai nepriklausoma sprendiniuy sistema
Y1,---,Yn yra vadinama Sios diferencialinés lygties fundamentaliaja sprendiniu sistema (f.s.s.) .

4.3 Teorema Tarkime, kad homogeninés diferencialinés lygties koeficientai p;(x) yra tolydzios, intervale
(a,b), funkcijos. Tada lygtis

L(y) = y"™ +p1(@)y" Y + pa(2)y" 2 + ..+ pu_1(2)y + pal@)y =0 (4.6)
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turi £.s.s -ma.

Tarkime, kad
ail a12 .. Q1p
a a e
A= 21 22 2n ,
Gpl  An2 N
detA # 0.

Nagrinésime (6) lygties Kosi uzdavini, kai pradinés salygos yra to- kios:

y(wo) = a1y, y'(v0) = azj, ...,y (wo) = ans, o € (a,b).

Pazymeékime sprendini, ispildanti sias pradines salygas y;. Beje, jis egzistuoja ir yra vienintelis (kodél?). Kai
j =1,...n, tai gauname n sprendi- niu, iSpildan¢iu nurodytas pradines salygas. Sios sistemos vronskianas
yra nelygus nuliui intervale (a, b), kadangi W () = detA # 0. Taigi, tokiu buidu sudaryta sprendiniu sistema
Y1, - -+, Yn yra fundamentali.

Pastebésime, kad jeigu matricos A vietoje imtume vienetine matrica F, tai tada sudarytoji sprendiniu
sistema biitu vadinama kanonine sprendiniuy sistema.

4.4 Teorema Jeigu y,...,y, yra (4.6) lygties fundamentali sprendiniy sistema, tai Sios lygties ben-
drasis sprendinys yra uzrasomas tokiu budu:

y=cyi+ ...+l (4.7)

S)

Priminsime, kad dif. lygties sprendini vadiname bendruoju, jeigu, bet koks Sios lygties atskirasis
sprendinys yra gaunamas atitinkamu budu parinkus konstantas. Aisku, kad bet koks atskiras sprendinys
nusakomas parenkant pradinius duomenis

Y(0) = Yo,-- -,y (T0) = Yo, -, y" () = y(()n_l)- (4.8)

Apskaic¢iuokime (4.7) funkcijos iSvestines, iki n — 1 eilés imtinai ir pareikalaukime, kad Sios isvestinés
ispildytu (4.8) salygas. Gauname tokia lygéiu sistema

c1y1(zo) + caya(zo) + - - + cayn(w0) = Yo,

191 (@) + c2y5(wo) + - - - + enyyp (T0) = Yo,

clyin_l)(xo) + czyén_l)(zo) +...F cny,(L"_l)(zO) =y
Pastebésime, kad §i sistema turi vieninteli sprendini ¢!, . .. ¢, kadangi §ios sistemos determinantas yra nelygus
nuliui. Taigi, pradines (4.8) salygas tenkina vienintelé funkcija

y(z) = c(l)yl 4.+ cgyn.

Bet §i funkcija yra atskiras sprendinys.

S5)

Pastebésime, kad bet kokia n + 1 lygties (6) sprendiniu sistema yra priklausoma.

4.5 Teorema Tarkime, kad duotos dvi skirtingos n—os eilés diferencialinés lygtys, kuriu koeficientai yra
tolydzios, intervale (a, b) funkcijos. Be to sios abi funkcijos turi ta pacia f.s.s-ma. Tada Sios abi diferencialinés
lygtys sutampa.

o
Sios teoremos irodyma taip pat palickame skaitytojui.
S
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Irodysime teorema, kurios déka, turédami nepriklausoma funkciju sistema galésime atstatyti diferen-
cialiné lygti, kurios f.s.s. yra nurodyta nepriklausomu funkciju sistema.

4.6 Teorema Tarkime, kad funkcijos y1,...,y, yra tiesiSkai nepriklausomos intervale (a,b) be to turi
tolydines n—os eilés isvestines. Tarkime, kad né viename intervalo (a,b) taske, Siu funkciju Vronskianas
nelygus nuliui. Tada egzistuoja vienintelé tiesiné diferencialiné lygtis, kurios f.s.s sudaro funkcijos yi, ..., Yn.
Sia diferencialine lygti galime sudaryti tokiu biidu:

n Y2 e Yn Y
Lon Yo oo Yn y
B =0. (4.9)
-1 -1 -1 _
Wiy gDy gD
TR PR G
S)
Nesunku suprasti, kad isskleide (4.9) determinanta gausime diferencialine lygti, kurios vyr. koeficientas
yra lygus 1, o kiti koeficientai yra tolydinés funkcijos. Be to visos funkcijos y1, ..., ¥y, yra Sios diferencialinés

lygties sprendiniai. Be to, remdamiesi (4.5) teorema, galime tvirtinti, kad & dif. lygtis yra vienintelé.

4.2 Nehomogeniné tiesiné n— os eilés diferencialiné lygtis.
Neapibreéztiniy koeficienty metodas.

Tarkime, kad duota dif. lygtis
L(y) = y™ + p1(@)y" ™ + p2(2)y" ™ + 4 paca (@)Y + pal@)y = f(2). (4.10)
Tada homogenine diferencialine lygti
y™ 4 pi(@)y" Y+ pa(2)y " A paca (@)Y 4 pal@)y =0 (4.11)

vadinsime (4.10) dif. lygties asocijuotaja homogenine dif. lygtimi.

4.7 Teorema (4.10) nehomogeninés diferencialinés lygties bendrasis sprendinys yra lygus (4.11) lygties
bendrojo ir bet kokio (4.10) lygties atskirojo, sprendiniy sumai.

S
Tarkime, kad y;(x) yra (4.10) lygties atskirasis sprendinys. Pazymeékime, y(x) = z(z) + yo(z) ¢ia z(z)
yra kokia nors funkcija turinti savybe- y(z) yra (4.10) lygties sprendinys. Bet tada, jrase i sprendinij i (4.10)
lygybe gauname lygybe
)+ pr(x)2"Y 4. pp(2)z=0. (4.12)

Nesunku suprasti, kad (4.10) ir (4.12) lygtys yra ekvivalencios, t.y. bet koks (4.10) lygties sprendinys atitinka
vienintelis lygties (4.12) sprendinys ir atvirksciai. Taciau (4.12) lygties bendrasis sprendinys yra iSreiskiamas
lygybe

z(x) =y (z) + ...+ cryn (),

o funkcijos y1, ..., yn yra (4.12) lygties f.s. sistema.

Taigi gavome, kad (4.10) lygties integravimas pakeiCiamas jos asocijuotosios homogeninés lygties inte-
gravimo, kai yra zinomas nehomogeninés (4.10) lygties atskirasis sprendinys. Dar daugiau, pasirodo, kad
lygties (4.12) f.s.sistema sudaro prielaidas rasti (4.10) lygties atskiraji sprendinj. Metodas, kurio déka galime
tai atlikti, yra vadinamas neapibréztiniu koeficienty metodu.

Tarkime, kad (4.10) dif. lygties asocijuotoji homogeniné dif. lygtis yra (4.12). Tarkime, kad yi,...,yn
yra (4.12) lygties f.s. sistema. Ieskokime (4.10) lygties sprendinio, laikydami, kad §is sprendinys y; (z) yra
f.s. sistemos tiesinis darinys, t.y.

yo(x) = cr(@)yn (@) + .- + cal@)yn (), (4.13)
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¢ia ¢;(x) yra diferencijuojamos funkcijos. Pareikalaukime, kad visos Sios funkcijos ¢; turétu papildomas
savybes, kuriu reikalavimai gaunami diferencijuojant sprendinj (4.13). Taigi, diferencijuokime (4.13) lygybe
n—1 karta, ir kiekvienai iSvestinei kelkime papildomus reikalavimus, t.y. pabrauktuosius narius prilyginkime
nuliui.

Yo(T) = cryy + -+ Catt F YL+ -+ Con 1)
u @) =ar” + .t ey + Y + ey 2)

' @) = e+ ey " oY n—1)
y(()n) (z) = Clyyl) 4.+ cnyﬁl”) + c;ygn_l) + ..+ C;Lyﬁlnfl) n)

Kaip jau ir minéjome, pabrauktasias lygtis prilygine nuliui gauname n — 1 lygéiu sistema su n nezino-
maisias. Taigi, kad galétume iSspresti Sia sistema teks gauti dar viena lygti siejanc¢ia Siuos nezinomuosius.

Padauginkime (4.13) lygti i§ p,(z), 1) lygti i pp—1(z) ir t.t. n) lygti is 1 ir visas §ias lygtis sudékime,
gausime

L(yo) = e1L(y1) + -+ eaL(yn) + "V 4+ 4 ey,

Pastebésime, kad y1,...,y, yra (11) lygties f.s. sistema, todél L(yo) = f(x). Todél gauname

L) =f(x)=c10+...c,0+ ...+ cllylnfl) +...+ c;yﬁb”_l).

Prijunge sia lygti prie auks¢iau sudarytos sistemos gauname:

YL+ -t Cpyn =0,
Ayt + .+ =0,

Gy +...+ clnyg”_Q) =0,

’ 1 ’ -1
Ve = f(@).
Taigi, turime n lygciu ir n nezinomuju. Beje, Sios sistemos determinantas sutampa su Vronskianu, o
pastarasis nelygus nuliui. Vadinasi lyg¢iu sistema turi vieninteli sprendini, kuri galime rasti naudodamiesi
Kramerio formulémis, t.y.

i=1,2,.. .n, (4.14)

o W;(z) yra determinantas, kuris gaunamas i§ Vronskiano, pastarajame pakeitus j— aji stulpeli, stulpeliu

0
0

f(x)
Integruodami (4.14) lygybes gausime ieskomasias funkcijas

zo
¢ia b; konstantos.
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4.3 Tiesiné diferencialiné lygtis su pastoviais koeficientais

Tarkime kad duota dif. lygtis
L(y) =y™ + pr(2)y" ) +pa(2)y" ™ 44 paca @)y + pa(@)yf (@),

pi(x)=a; i=1...n. (4.15)

Pries pradédami detalia Sios lygties analize priminsime keleta svarbiu sary$iu. Visu pirma, funkcija
y : R — C vadinsime realaus argumento, kompleksiniu reik§miu funkcija, jei

y(e) = u(z) +iv(z),

u,v : R — R. Kompleksiniuy reiksmiu funkciju veiksmai yra analogiski kompleksiniu skai¢iu veiksmams, todél
§iu veiksmu atskirai nenagrinésime. Be to

y(n) _ u(”)(x) + iv(”)(x),n =1,...

Kompleksiniu reikdmiy funkcija vadinsime (4.15) lygties sprendiniu, jeigu

Prisiminkime, kad

L(y) = L(u + iv) = L(u) +iL(v).

Taigi, kompleksiniy reikdmiu funkcija yra (4.15) lygties sprendinys, jeigu realioji ir menamoji $io sprendinio
dalys yra (4.15) lygties sprendiniai.

Grizkime prie (4.15) dif. lygties. Norint rasti sios dif. lygties bendraji sprendini mums reikia rasti n—
tiesiSkai nepriklausomu atskiruju sprendiniu. Naturalu tikétis, kad atskirieji sprendiniai turétuy buti tokie,
kurie panasiis savo isvestinéms. Sias savybes turi eksponentiné funkcija. Pabandykime ieskoti tokiu atskiruju
sprendiniy y = e**,

Pastebésime, kad bet kokiam k € C yra teisinga lygybé:

(ekx) (n) — knekx.
Remdamiesi $ia savybe gauname, kad

Ly) =" (K" + ark" ™" + ...+ an) = "1, (k).

Polinoma [,,(k) vadinsime charakteristiniu polinomu. Nesunku suprasti, kad funkcija y = y(z) yra (4.15)
dif. lygties sprendinys tada ir tik tada, kai [,,(k) = 0. Zinome, kad n— ojo laipsnio polinomas turi n saknu,
jeigu jis apibréztas kompleksiniu skaic¢iu aibéje. Tarkime kad $ios Ssaknys yra skaiciai kq,...,k,. Beje, tarp
§iu Saknu gali buti ir pasikartojanc¢iu. Aptarsime visus galimus atvejus.

1) Charakteristinio polinomo Saknys yra visos realios ir skirtingos. Siuo atveju egzistuoja n— nepriklau-
somu (4.15) dif. lygties sprendiniu Parodysime, kad sprendiniu sistema e*1¥ ... e*»® yra fundamentali.
Tam pakanka parodyti, kad Sios sistemos Vronskianas yra nelygus nuliui. Taigi

ef1® eh2® . ehn®
W= kpek1® koek2® coo kpekn® _
GO gt g
. 1 1 1 .,
emglki k1 k2 o :ex;::l v,
UH kit
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Skaic¢iuokime determinanta W. Turime, kad

1 1 1
V|0 (ko — k1) oo (Rn —k)kn | _
0 (kg — k)k3™2 .. (kp — k))kP 2
1 1 1
ko ks kn

(ko — k1)(ks — k1) ... (kn — k1)

Pakartoje §ia procedura n kartu gauname, kad

W = [(kjg — kil)(k‘g — k‘l)(k'n — ]{,‘1)][(1@‘3 — k‘g) X

(k —n — kg)] ‘e [kn — kn—l]-

Is pradinés prielaidos turime, kad visos Saknys yra skirtingos, taigi paskutinioji sandauga néra lygi nuliui.
Vadinasi V' # 0, o tai reiskia, kad nagrinéjamos funkciju sistemos Vronskianas nelygus nuliui arba sprendiniu
sistema yra fundamentali.

Vadinasi dif. lygties (4.15) bendraji sprendini galime uzrasyti taip:

Y = c1eM% 4 4 eefn®

2) Tarkime, kad visos Saknys yra skirtingos, taciau ne visos Saknys yra realios. Pastebésime, kad
nagrinéjamas polinomas turi realius koeficientus, vadinasi jeigu egzistuoja kompleksiné Saknis « + i3 tai
egzistuoja ir Saknis o — i3 (kodél?). Tarkime, kad nagrinéjamo charakteringojo polinomo saknys k1, ..., kn,
yra realios, o likusios yra kompleksinés. Vadinasi,

Q1 TPmt1s - s Unpt T 18myr, m+ 2l =n.

Nesunku suprasti, kad analogiska sprendiniu pora, sudaryta su jungtine Saknimi bus tiesiSkai priklau-
soma nuo pastarosios poros.

Naudodamiesi tuo, kad realioji ir menamoji dalys yra dif. lygties sprendiniai, vietoje kompleksiniu
Saknu poros galime nagrinéti du realius atskiruosius sprendinius sudarytus su realiaja bei menamaja dalimis
atskirai, t.y.

eY ¥ cos Bz, €% sinfjx.

Taigi, turime n atskiruju dif. lygties sprendiniu, kurie (sitilome skaitytojui tai patikrinti) sudaro f.s.sistema.
Sie sprendiniai yra tokie:

k‘1$
)

k
yr=¢e o Ym =€ Yy = €7 cos (B 1)

QX —1T

Ymyo = e¥mH? Sin(ﬁm—i—lx)v cvesYn—1=¢€ COS(Bn—lx)v

Yn = €*Tsin(Brx).

3) Aptarsime situacija, kai Saknys yra realios, bet tarp ju yra kartotiniu. Tarkime, kad 7 yra charak-
teringojo polinomo, s— o0jo kartotinumo saknis. Bet tada 1) (n) #0, j =0,...,5—1, 01%(n) = 0. Aptarkime
Sia situacija.

Turime, kad

L(e®)y = eF@)|(k).
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Mes nagrinéjame Sia funkcija kintamojo k atzvilgiu. Kadangi £ = n yra s— ojo kartotinumo Saknis, tai
funkcijos L(e®*)) s — 1 eilés isvestiné, k atzvilgiu, turi buti lygi nuliui. Naudodamiesi Leibnico formule
gauname, kad
s—1
dam T T (m) j s—1—j j
dk—m(L(e(k ) = (k)" =T (BTN (E) = 0. (4.16)
j=1

Pastebéje, kad (e(k’“)l(k;))fcm) = L(z™e(F)), i5 (4.16) gauname, kad
L(e)) =0, L(ke™) = 0,..., Lz Ye)) = 0,

Is paskutiniuju lygybiu iSplaukia, kad s— ojo kartotinumo Sakni 1 atitinka s lygties L(y) = 0 sprendiniu.
Apibendrinkime aukséiau iSdéstytas mintis. T.y., tarkime, kad charakteringoji lygtis I(k) = O turi s; kar-
totinumo 8aknj ki, ..., s, kartotinumo Sakni k,, be to s1 + s2 + ...s, = n. Tada lygtis L(y) = 0 turi
fundamentaliaja sprendiniu sistema,

elk12) gelkiz) —  gsi—le(kiz)
k k —1.(k

elk2) gelkor) — psa—lg(kaz)

............................. ,

e(kpw)7 xe(k’p$)’ ey (E'sp*]-e(k’p$).

Suprantama, kad tuomet Sios dif. lygties bendraji sprendinj galime uzrasyti tokiu budu

y=_ Pj(x)e",

j=1

P; :=Pj(x):c{—i—c%x—i—...—&—cgjxsf_l, i=1,...,p.

Iki siol kalbéjome tik apie realias kartotines Saknis. Tarkime, kad n = a+ i3 yra [— ojo kartotinumo Saknis.
Suprantama, kad ir jai jungtiné Saknis 77 yra to paties kartotinumo. Tada, Siai Saknuy porai gauname tokius
kompleksinius sprendinius

e(a+i,@)z, me(aJriﬁ)a:’ L xlfle(oﬂriﬁ)w7
e(a—iﬁ)w’ xe(a—iﬁ)w7 . 7xl—le(oc—iﬁ)w.

Siuos kompleksinius sprendinius galime pakeisti tokiu realiu sprendiniy aibe:

e®® cos fx, xe*® cos fx, . . ., xt e cos Bz,
e®* sin B, re® sin B, . . ., £~ 1e®® sin fz.

Bendrojo sprendinio formuléje, [—ojo kartotinumo Sakni 7 = a4/ atitinkanti sprendinio dalis uzrasoma
tokiu budu:
Yy = e (c1+ cow + ...+ clxlfl) cos(fx)+

(cig1 + g+ ...+ czlxlfl) sin(fx).

Pastebésime, kad jei prie Sios sprendiniu aibés prijungsime kitu kompleksiniu Saknu generuotus spren-
dinius, bei realiu Saknu generuotus sprendinius, tai gausime dif. lygties fundamentaliaja sprendiniu sistema.

Panagrinékime nehomogeninés dif. lygties sprendimo metodus. Viena i$ minétosios lygties sprendimo
budu esame jau aptare, t.y. neapibréztiniu koeficientu metodas. Sio metodo taikymas reikalauja daug darbo
ir kartais labai sudétingu skaic¢iavimu, todél naturalu ieskoti kitu metodu, kuriu déka galétume Sio uzdavinio
sprendima kiek supaprastinti.
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Tarkime, kad turime dif. lygti L(y) = f(x),
fla) =P ()™ (4.16),

¢ia A; yra konstantos, o ijj (z)— m; laipsnio polinomas.
Teisinga tokia
4.8 Teorema Diferencialiné lygtis

L(y) =y"™ +ary™ D + ...+ any = Pu(x)e"?,
¢ia Pp,(x) yra m— ojo laipsnio polinomas, turi tokios formos atskiraji sprendinj:
o(x) = 2°Qum(x)e,

Gia s yra dif. lygties L(y) = 0 charakteringojo polinomo (k) = 0 Saknies k = p kartotinumas ( jei u néra
nagrinéjamos homogeninés lygties charakteringojo polinomo Saknis, tai s =0 ), Q.,(x) yra m— ojo laipsnio
polinomas.

Remiantis sia teorema galime daryti tokia isvada: jei nehomogenineés lygties desinioji pusé turi (4.16)
forma, tai Sios lygties atskirasis sprendinys apibréztas teoremoje nurodytu budu. Detaliau aptarsime atskirus
atvejus.

1) Tarkime, kad f(z) = P,,(x). Tada ieskosime tokio atskirojo sprendinio:

Y1 = ZL'SQm(LL'),

¢ia s yra dif. lygties charakteringojo polinomo k = 0 $aknies kartotinumas, 0 Q, () = @p@™ + apy_12™ 1 +
...+ ag yra bendriausias m— ojo laipsnio polinomas

Trase y; i diferencialine lygti L(y;) = P, ir sulygine koeficientus prie atitinkamu x laipsniu gauname
lygciu sistema keoficientamas a;, i = 0,...m apskaic¢iuoti. ISsprende Sia sistema randame koeficientus a;, o
tuo paciu ir atskiraji sprendini. Tada Sios nehomogeninés dif. lygties (kaip ir kitu nehomogeniniu lygéiu)
bendrasis sprendinys yra lygus ji atitinkancios homogeninés dif. lygties bendrojo ir atskirojo nehomogeninés
dif. lygties sprendiniu, sumai. Beje ir Zzemiau aptartais atvejais, nezinomos konstantos nustatomos $iuo
aprasytu budu.

2) Tegu f(z) = P, (z)e*®. Tada ieskosime tokio atskirojo sprendinio:

Y1 = kum (x)eaz7

Qm () yra bendriausias m— ojo laipsnio polinomas, k yra atitinkamos dif. lygties charakteringojo polinomo
Saknies k = a kartotinumas.

3) f(z) = e (P, cos(bx) + Ry, sin(bx)).

Tarkime, kad skaicius a + ib yra atitinkamos homogeninés dif. lygties charakteringojo polinomo, s— ojo
kartotinumo Saknis. Tada atskirasis sprendinys turés tokia forma:

yp = xhe® (Qn, () cos(bx) 4+ Q, (z) sin(bx))

Y, QL yra bendriausi m— ojo ir n— ojo laipsniu polinomai, atitinkamai.
4. Tarkime, kad f(z) = fi(z) + fo(x) + ... + fi(x). Tegu y1,. ..,y atskiri sprendiniai atitinkantys
nehomogenines dif. lygtis L(y) = fi(z), i =1,...,m.
Tada sios lygties atskirasis sprendinys Y7 = y1 + ... + y.,,. Prie §io sprendinio prijunge atitinkamo
homogeninés dif. lygties sprendini, gausime bendraji nehomogeninés lygties sprendini.
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4.4 Tiesinés lygtys, pertvarkomos i lygtis su pastoviais koeficientais. Oilerio lygtis

Pastebésime, kad koks bebutu kintamuju keitimas, tiesiné diferencialiné lygtis iSlieka tiesine. Dar dau-
giau, homogeniné dif. lygtis islieka homogenine lygtimi.
Tarkime, kad duota tiesiné lygtis

y™ 4 po_1(2)y" Y+ pi(a)y = 0.

Pasirodo, kad jeigu si lygtis gali buti pertvarkyta i tiesine lygti su pastoviais koeficientais, tai tik vieninteliu
keitiniu:
t= c/p1 (z)'/"dx.

Oilerio tiesine, homogenine diferencialine lygtimi vadinsime tokj reiskinj:

2"y ™ + a2y Lt apizy + any = 0.

Atlike kintamuju keitima x = e, §ia lygti pertvarkome i tiesini lygti su pastoviais koeficientais.
Oilerio tiesine nehomogenine dif. lygtimi vad. reiskini:

xny(n) + alx”_ly(n_l) + ...+ an_lxy' + any = f(.%‘)

Jeigu f(z) = 2*P(Inx), ¢ia P(u)— kintamojo u polinomas, tuo paéiu keitiniu = e* galime pertvarkyti i
tiesine nehomogenine dif. lygti su pastoviais koeficientais.
Dif. lygti
(az +b)"y"™ + ar(az + )" Ly Y + . 4 an_1(ax + b)Yy +any =0,

keitiniu az 4 b = e’ galime pertvarkyti i tiesine lygti su pastoviais koeficientais.

Kartais homogenine dif. lygti pertvarkyti i tiesine dif. lygti su pastoviais koeficientais, galima naudo-
jant keitini y = a(z)z, ¢ia z yra nauja funkcija, o funkcija a(x) yra parenkama priklausomai nuo lygties.
Pavyzdziui, galime pabandyti parinkti funkcija taip, kad koeficienta, prie n — 1— os eilés iSvestinés, gautume
lygu nuliui. Beje, §i keitini galima naudoti ir nehomogeninése lygtyse. Panagrinékime lygti:

y' +p(x)y + q(x)y = 0.

Naudodami keitinj

y=zexp{— / @dx}

nagrinéjama lygti pertvarkome i tokia: z” + I(x)z = 0, ¢ia

I(z) = - - +q().

Aigku, kad jei I(x) = ¢, tai naujoji lygtis bus su pastoviais koeficientais.
4.5 Atskiri, dif. lygties, eilés pazeminimo atvejai

1) Visu pirma pastebésime, kad jei zinome tiesinés lygties
Y™ 4 ppa @)y iy =0

bent viena atskira sprendini, tai tada sios lygties eile galime pazeminti vienu vienetu naudodami keitini

.
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Remdamiesi pastaraja savybe galime teigti, kad jei nagrinédami dif. lygti
y' +p@)y +q(z)y =0

zinome viena atskira sprendini, tai antraji atskira sprendini galime rasti tokiu budu:

J —p(2)dx
yzzyl/e i dx

Tada nagrinéjamos homogeninés lygties sprendinys bus lygus $iu sprendiniu tiesiniam dariniui.

2) Nesunku suprasti, kad lygties

Y™ 4 pp @)y + L p =0

eile galime pazeminti n — k vienetu, naudojant keitini z = y("=%)

3) Jeigu tiesiné homogeniné dif. lygtis yra homogeniné funkcijos bei jos igvestinés atzvilgiu, tada
naudojant keitini ' = yz, z = z(x)— nauja funkcija, i3vetinés eile galime pazeminti vienetu.

Fizikiniai taikymai

1. Harmoniniai svyravimai. Tarkime svoris P pakabintas ant vertikalios svyruokleés, kurios ilgis (be
svorio) lygus . Svoris patempiamas Zemyn ir paleidziamas svyruoti. Rasime svorio judéjimo désni, nekreip-
dami démesio nei i oro pasiprieSinima, nei i spyruoklés mase. Tarkime, kad koordinatiné agis Oz sutampa
su spyruoklés asimi bei eina per svorio P centra. Koordina¢iu pradzios tasku O laikome spyruolés zemiausia
taska, kai svoris nepakabintas. Tegu A reiskia spyruoklés pailgéjima kokiu nors laiko momentu, o A
spyruoklés ilgis nuo tasko O iki spyruoklés pusiausvyros bisenos (kai spyruoklé su svoriu pakyla i virsu
maksimaliai, pries pradédama kristi). Taigi A = A\ + . Remdamiesi antruoju Niutono désniu turime, kad
F = ma, o masé m = P/g, ¢ia a— pagreitis ir F— svori P veikianti jéga. Beje, §i jéga yra sudétiné. Ja
sudaro spyruoklés itempimo ir sunkio (traukos) jégos. Remdamiesi Huko désniu tvirtiname, kad spyruoklés
tempimo jéga proporcinga jos pailgéjimui, t.y. —cA, ¢ia ¢ yra proporcingumo koeficientas, dar vadinamas
spyruoklés tamprumo kieficientu. Remdamiesi tuo, kas buvo pasakyta, galime uzrasyti tokia lygybe

d?x

Zinome, kad pusiausvyros biisenoje teisinga lygybe: P = c),. Irase i (4.17) lygybe sia P reikdme, bei
naudodamiesi lygybe A — A; = x gauname toki sarysi:

d?x 9

Paskutinioji lygtis apibrézia laisva, svorio svyravima. Pastaroji lygtis dar vadinama harmoninio svyravimo
Iygtimi. Matome, kad §i lygtis yra tiesiné homogeniné dif. lygtis su pastoviais koeficientais, kurios bendrasis
sprendinys yra

x = ¢p cos (kt) + co sin (kt).

Pabandykime iSsiaiSkinti Sio sprendinio fizikine prasme. Perrasykime bendraji sprendini tokiu budu:

sin(kt)).

x:\/cf—l—c%(cilcos(kt)—i—ciQ
Vei+a Vel +e3
Pazymeéje
A=/ + 2 sina= a cosa = 2
=/ +3 R -2
’ \/c%—i—c%’ \/C%—i—cg’
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gauname tokia lygti
x = Asin (kt + ).

Pastaroji lygybé reiskia, kad pakabintas svoris atlieka harmonini svyravima apie pusiausviros padéti. Dydis
A vadinamas svyravimo amplitude, kt + a— svyravimo faze. Dydis a vadinamas pradine svyravimo faze.
Svyravimo periodas yra lygus T = 27 /k = 2w+y/m/c. Kadangi ¢ = P/)\s = mg/\s, tai svyravimo perioda

galime ireiksti tokiu budu
T =27/ As/g.
Nesunku suprasti, kad krovinio judéjimo greitis yra apskaic¢iuojamas tokia formule

d
v = d—)t( = Ak cos(kt + ).

Pastebésime, kad norint nustatyti amplitude bei pradine faze, turime zinoti pradinius duomenis, t.y.
padeéti bei greiti, pradiniu laiko momentu.

2. Panagrinékime ”gestancius” svyravimus. T.y. tarkime, kad sprendziame pirmaji uzdavini, tik
laikome, kad oro pasirieSinimo jéga néra lygi nuliui. Beje, minétoji jéga yra proporcinga judancio kiino
greiciui. Taigi, prie jégu, veikianciu judanti kiina, pridékime oro pasipriesinimo jéga, kuri lygi R = —pw.
Tada judancio svorio judéjimo lygties projekcija Oz asimi galime uzraSyti taip:

d? _ dx
Tae T T T My

Pazyméje, ¢/m = k2, u/m = 2n, gauname tokia dif. lygti:

2
%—1—271%4—]333:0.

Beje, tai taip pat tiesiné homogeniné dif. lygtis su pastoviais koeficientais. Skaitytojui sitilome iSspresti
Sia lygti.

3. Panagrinékime privertinius svyravimus, kai néra pasiprieSinimo. Tarkime, kad svoris P pakabinamas
ant [ ilgio spyruoklés. Tarkime, kad svori periodiskai veikia iSoriné jéga @ sin(pt), @ ir p yra konstan-
tos. Rasime svorio judéjimo deésni, laikydami, kad néra iSorinio pasipriesinimo ir nekreipiamas démesys i
spyruoklés mase.

Analogiskai kaip ir 1. uzdavinyje gauname tokia lygti:

d?x
m—s = —CT sin(pt).
BT + Qsin(pt)
Kaip ir ankséiau, pazyméje k? = ¢/m ir, be to, ¢ = Q/m, gauname tokia lygti:

d?x
m— + k*z = Qsin(pt).
e @sin(pt)
Taigi, turime nehomogenine diferencialine lygti su pastoviais koeficientais.
Issprende Sia lygti gauname, toki judéjimo désni:

x = %_1)2 sin(pt) + esin(kt 4+ «).

4. Sijos linkimo uzdavinys. Tarkime duota horizontaliai orientuota sija, kurios skerspjuvio pjuvis turi
vertikaliaja simetrijos asi. Laikysime, kad centro taskai yra tieséje, kuria vadinsime sijos asimi. Laikysime,
kad sija veikiancios jégos yra iSsidésciusios simetrijos plokstumoje ir poveikio vektoriai yra ortogonalis sijos
agiai. Veikiama §iu jégu sija bus lenkiama, o be to, Sios jégos sukels sijos tamprumo jégu atoveiksmi. Atlikime
tariama pjuvi ab (zr. 4.1 pav.).
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4.1 pav.
Turime, kad atstojamoji jéga @, pjuvio ab atzvilgiu lygi

Q=P —-P-Ph;,
ir ”lenkimo” momentas M, pjuvio ab atzvilgiu yra lygus
M = Pyly — Pyls — Psls.

Beje, is paskutiniuju lygybiu matome, kad teigiamomis jégomis laikomos jégos nukreiptos i§ apacios i virsuy,
o momento teigiamaja kryptimi laikome kairiosios sijos dalies posuki laikrodzio rodyklés kryptimi (beje, jei
nagrinétume desiniaja sijos dali, tai jégos bei momento kryptys skirtusi zenklais).

Rasime sijos islinkimo algebrine lygti. Tarkime, kad Ox asyje yra sija, o asis Oy yra statmena sijai.
Beje, koordinaciu pradzios taskas yra kairiajame kraste. Pazymékime y sijos islinkimo amplitude, x atstumu
nuo koordinaciu pradzios tasko. Tada y = y(z) yra islinkusios sijos algebriné lygtis.

Yra zinoma, kad

1 M(z)
p EI’
¢ia p yra kreivés kreivumo spindulys duotame taske, M (x) yra analiziné lenkian¢io momento formule,
atitinkamame pjuvyje, EF— tamprumo modulis, priklausantis nuo sijos fizikiniu charakteristikuy, I— yra
inercijos momentas, kirtimosi taske, asies atzvilgiu.

Naudodamiesi kreivumo koeficiento formule, galime sudaryti diferencialine lygti:

y" M (x)

P =t (4.18)

Pastebésime, kad tai dif. lygtis be nagrinéjamos funkcijos. Kaip tokias lygtis integruoti jau esame aptare.
Taciau suintegruoti sia dif. lygti elementariomis funkcijomis ne visada pavyksta, todél paprastai naudojamas
vienas palengvinimas- praktikoje, islinkimai taske, buina tokie mazi, kad 3’ reiksmé, vieneto atzvilgiu, yra
labai maza, todél formuléje $i reiksme tiesiog praleidziama, t.y. (4.18) formulé Siuo atveju yra tokia:

M(x)
EI ~

Pastaroji dif. lygtis vadinama sijos asies islinkimo dif. lygtimi.

y' =+ (4.19)

4.2 pav.
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Nagrinékime savaiminj sijos islinkimo uzdavini, t.y. sija orientuota Oy asimi (vertikali), kai vienas galas
fiksuotas ir linksta veikiama savo svorio (zr. 4.2 pav.)
Auksciau aptartame uzdavinyje nagrinéjo sijos iSlinkimo dif. lygti. Minima lygtis nusakyta (4.18)
lygybe, t.y.
d*u  M(z)
dz2  FEI °

Kadangi M (z) yra skerspjuvio inercijos momentas, taigi, kaip matome i§ 4.2 pav.,

l—z
M= [ - ua
0
g— yra strypo vieneto svoris. Irase paskutiniji integrala i dif. lygti gauname, kad

du du
El— = —q(l - 2)5

dz3
_20 e |4
T = 3(1 z) ol

ir zymédami du/dx = u’ i§ (4.20) dif. lygties gauname tokia dif. lygti:

(4.20)

Atlike kintamuju keitima

u” + %u” + (1 — #)u' =0
PaZemine eile ©/ = y gauname tokia antros eilés tiesine dif lygti:
y"+éy’+(1—$)y:0
Uzdaviniai
Raskite duotuju dif. lygc¢iu bendruosius sprendinius:
Loy +3y +2y=0; 2.y — 13y — 12y = 0;
3.y — 5y +4y=0; 4. y" + 8y =0;
5. 9@ +y=0; 6. y@ 48y + 16y = 0;
oy =4y = —1222 + 6z —4; 8.y — 3y + 2y = 3e3° + 22,
9. 9/ —y' =2sinx —4cosx; 10. vy — 3" +4y — 4y = 3e** — 4sin(22);
11. y@W 42y +y=cosa; 12. ¢y —y = e sinz + 227

1
13,y + 4y = 2?sin’z; 14. oy —y = ;;
2 D) 9 .
15. ¢/ — 2y +y = Tt e ;H_ 0 16, ¥ +y = sm2x )
x cos? x

Raskite sprendinius tenkinancius pradines salygas:

17y +y=0,y(=

)=19'(5) =0

NS
ol

18. ¥y —y =0,y=1,4 =0,y =0, kaiz=2;
19. ¢ —y=x;9(0) = 1,4/(0) = -1

70



20. ¢ + 4y + 4y = 3¢ **;y(0) = 0,7/ (0 = 0).
21. Kokioms h reikSméms visi nenuliniai lygties

d2x dx
S oS =0
w2 T T

sprendiniai, reigkia gestan¢iu harmoniniu svyravimu funkcijas.
22. Kokioms ¢ reikdméms lygtis
y'+aqy=0

turi nenulini sprendini, kuris yra nykstamas dydis, kai z — 4o0.
Sudarykite diferencialines lygtis, kuriu fundamentalioji sprendiniu sistema yra tokia:

23.y; =cosx, Yz =sinx
24.y; =cosx, Y2 =sinz, y3 =%, ys = " ".
Raskite dif. lyg¢iu bendruosius sprendinius:
25. 2%y" —3xy’ +3y =0; 26. zy” +y" =0;
27. 2z +1)%" -4z + 1)y +8y= -8z —4; 28. 2%y —ay = —x + %;
29. 2%y’ + 2y +y = 2sin(lnz); 30. v’ —y +ye*® = 0.

Tinkamai pakeite funkcijas, lygtis pertvarkykite taip, kad jose neliktu nario su pirmaja iSvestine ir
suintegruokite gautasias lygtis:

1
31. 2%y 4+ zy + (2% — Z)y =0; 32. oy’ +2¢y —xy = €.
Raskite dif. lyg¢iu bendruosius sprendinius, kai yra zinomas vienas atskiras sprendinys:

sinx

2
33. y”+5y’+y:0,y:

1
34. (17x2)y”fxy’+1y:0, y1 = V1+z.

Pazemine dif. lygties eile, raskite bendraji sprendini:
35. 2%y +ay’ —y =32% 36. a2y’ +9 — (14 z)y =0.
V. DIFERENCIALINIU LYGCIU SISTEMOS
5.1 Normalinés dif. lygéiu sistemos

Apibrézimas Normaline dif. lygciu sistema vadinsime tokia lygciu aibe:

% = fl(xayhy%”wyn);
%:-fé(ajayhy%-“ayn)) (51)

ddy): = fn(x7ylay27 e ;yn)7

¢ia y1,...,Yn— nezinomos, kintamojo x funkcijos, o fi,... f,— Zinomos funkcijos. SkaiCius n vadinamas
dif. lygciu sistemos eile. Beje, daznai sistema Zymeésime trumpai, t.y. pvz. (5.1) sistema perrasykime
sutrumpintu budu:

dyi

d :fi('ray17'-~7y'rL)aizl,...,n.
X
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Apibrézimas Normaline dif. lygéiu sistema vadinsime tiesine dif. lygé¢iu sistema, jeigu (5.1) sistemos
desinioji pusé yra tiesiné funkciju vy, ..., y, atzvilgiu, t.y.

dyi
dx

=pi1 (@)1 +pi2(@)y2 + . + pinyn + fiz), i=1,...,n.
Funkciju, apibréztu ir diferencijuojamu intervale (a, b) aibe

1 =01(2), ..., yn = on(x),

vadinsime (5.1) sistemos sprendiniu, intervale (a,b), jeigu Sias funkcijas irase i (5.1) sistema, gauname tap-
atybes visiems z € (a,b). n + 1— mateés erdvés kreive (x,p1(x),...,on(z)) vadinsime (5.1) dif. lygties
integraline kreive.

(5.1) sistemos Kosi uzdaviniu vadinsime toki uzdavini: rasti sprendini, y1 = y1(2),...yn = yn(2x),
tenkinanti pradines salygas

yl(ajO) = y% cee ,yn(fﬂo) = y?w kai xo’y(l)" .. 7y2

fiksuoti skaiciai.

Tam, kad (5.1) sistemos Kosi uzdavinio sprendinys egzistuotu, nurodytame taske, pakanka, kad (5.1)
desinéje puséje esancios funkcijos, kokioje nors 8io tasko aplinkoje, butu tolydzios.

Tam, kad (5.1) sistemos Kosi uzdavinys turétu vieninteli sprendini pakanka, kad (5.1) sistemos funkcijos
fisi=1,... n tenkintu Lipsico salyga (kokia tai salyga!) kintamuju y;,i = 1,...,n atzvilgiu, nagrinéjamo
tasko (0,7, ...4°) kokioje nors aplinkoje arba pakanka (Lagranzo teorema), kad visos dalinés igvestinés,
kintamuju y;,7 = 1,...,n atzvilgiu, butu apréztos.

Nesunku suprasti, kad jeigu visos funkcijos f; yra polinomai, kintamuju w1,...y, atzvilgiu, o Siu
polinomu koeficientai, = atzvilgiu, yra tolydzios funkcijos. Siuo atveju, skai¢iu rinkinius g?,...y% galime
parinkti bet kaip, o skaicius z¢ € (a,b).

Apibrézimas Funkciju, tolydziai diferencijuojamuy kintamojo x atzvilgiu aibe

yi = @i(x,c1,...0n), 1 =1,...1, (5.2)

vadinsime (5.1) dif. lygéiu sistemos bendruoju sprendiniu srityje D = {(z,y1,...yn); %,y € R,a=1...,n},
Jjeigu Sioje srityje egzistuoja vienintelis Kosi uzdavinio sprendinys ir be to ispildytos salygos:
1) (5.2) sistema srityje D yra iSsprendziama konstanty ci, . ..c, atzvilgiu, t.y.

ci =&, y1,...yn), i =1,...n (5.3)

2) (5.2) funkciju aibé yra (5.1) sistemos sprendinys, bet kokiam konstanty rinkiniui, gautam is (5.3)aibés,
kai taskas (z,y1,...Yn) € D.

Aptarsime biida, kaip rasti (5.1) sistemos Kosi uzdavinio sprendinj. Tarkime, kad reikia rasti (5.1)
sistemos sprendini, tenkinanti pradines salygas (zo,?,...,32) € D, kai Zinome sistemos bendraji sprendini
(5.2).

Visu pirma, (5.2) sistemoje, kintamuosius (z,y1,...,%,) keic¢iame skai¢iais zo,y?,...,y", atitinkamai.
Gauname sistema

Y = gi(xo,c1y. . Cn), i=1,...1.
Issprende pastaraja c; atzvilgiu, gauname konkrecias skaitines Siu konstantu reikSmes, t.y.
c1=¢,..., ¢, = 0. Irase gautasias reiksmes i (5.2) sistema gauname ieskomaji Kosi uzdavinio sprendini
yi = pi(x, ey, ..., i=1,...n, (5.4)
kuris bus vienintelis (kodél?).

Apibrézimas Bendraji sprendinj
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yi:gpi(%gco,y(f,...yg), i=1,...,n, (5.5)

¢ia laisvuju konstanty vaidmenj atlieka ieskomuju funkciju reiksmés taske xo € (a,b), vadinsime bendruoju,
Kosi formos, (5.1) sistemos sprendiniu.

Apibrézimas Sistemos sprendinys, kuriam yra iSpildomos Kosi uzdavinio egzistavimo ir vienatinumo
salygos, vadinamas atskiruoju, dif. lygciu sistemos, sprendiniu. PrieSingu atveju sprendinys vadinamas
ypatingu.

Is pastarojo apibrézimo isplaukia, kad visi sprendiniai, gaunami i§ (5.2), parinkus ”leistinas” konstantu
reiksmes, bus atskirieji.

Parodysime, kad bet kokia n— os eilés dif. lygti galime pertvarkyti i normaline dif. lyg¢iu sistema ir
atvirksciai. Tarkime, kad duota n— os eilés dif. lygtis:

y" = flz,yy, . y™Y).
Pazyméje
Yy =i, y/ =Y2, .. 'y(nil) = Yn, y(n) = f(xvylv cee 7yn)a
arba ,
Y1 = Y2,
Yo = Y3,
yé = Ya,

y;z = f($7y17y2a'~-7yn)-

Parodéme, kad n— os eilés dif. lygti galime pertvarkyti i n— os eilés normaline sistema.

Pasirodo teisingas ir atvirkscias teiginys: bet kokia normaline dif. lygc¢iu sistema galima pertvarkyti |
n— os eilés dif. lygti. Pastaraji tvirtinima paliekame patikrinti skaitytojui.

Apibrézimas Tolydziai diferencijuojama funkcija ¢(x,y1,...,yn) vadinsime (5.1) sistemos integralu,
Jjeigu bet kokiam atskiram sprendiniui (¢1(x),, ..., en(x)) teisinga tapatybé

P(z,1(2), ..., on(x)) = 0.

Is paskutiniosios lygybés isplaukia, kad funkcijos ¢ pilnasis diferencialas (5.1) sprendinio taskuose taip
pat turi buti tapatingai lygus nuliui:

dwzg—ﬁdx+ HWpaxg. X

f,dx=0.
ayl OYH

Pastebésime, kad normaliné, n—os eilés, dif. lygéiu sistema turi ne daugiau negu n nepriklausomu
integralu. Pastarasis tvirtinimas iSplaukia i§ auks¢iau pateiktu samprotavimu, t.y., kad bet kokia n— os eilés
sistema galima pertvarkyti i n— os eilés dif. lygti. Zinome, kad n— os eilés dif. lygties bendraji sprendini
sudaro n— tiesiskai nepriklausomu sprendiniu, o pastarieji figuruoja ir sudarant sistemos bendraji sprendini.
Taigi, jeigu 11, . .., yra nepriklausomi (5.1) sistemos integralai tai bet koks kitas Sios sitemos integralas
bus $iu nepriklausomu integralu funkcija.

Lygybe ¥(x,y1,...,yn) = ¢ vadinsime pirmuoju (5.1) sistemos integralu. Du pirmieji integralai vadi-
nami nepriklausomais, jeigu juos sudarantys sprendiniai yra nepriklausomi. (5.1) sistemos n— nepriklausomu
pirmuju integralu sudaro Sios sistemos bendrajj integrala. Integruodami (5.1) sistema mes ieskosime arba
bendrojo sprendinio, arba bendrojo integralo.

Apibrézimas Lygciu aibe, uzrasyta tokiu budu:

dx; dxo dx,

- - = , 5.6
Xl(Xl,Xg,...Xn) Xg(Xl,Xg,...Xn) Xn(Xl,Xg,...Xn) ( )

vadinsime simetrine, dif. lygciy sistemos, forma.
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Pastebésime, kad (5.6) simetrine dif. lygéiu sistemos forma galime perragyti normaline n — 1— os eilés
dif. lygéiu sistema, tasko (29, ..., 20) aplinkoje, jeigu §io tasko aplinkoje bent viena i§ funkciju X; yra nelygi
nuliui (priesingu atveju (5.6) sistema nagrinéjamo tasko aplinkoje bus neapibrézta). Tarkime, kad X,, # 0
Siame taske. Tada Sia simetrine sistema galime pakeisti normaline tokiu budu:

dx; . X4
dx, ~— Xn°
dxh _ X
dxn, — Xn

Bet kokj sios sistemos integrala vadinsime (5.6) sistemos pirmuoju integralu. Si sistema tuo paciu ir (5.6)
sistema turi ne daugiau negu n — 1 nepriklausoma integrala. Aibé, kuria sudaro n — 1 (5.6) sistemos neprik-
lausomas integralas, vadinama bendruoju Sios sistemos integralu. Beje, nesunku suprasti, kad bet kokia
normaline dif. lygéiu sistema galima perrasyti simetrine sistema. Tarkime, kad duota (5.1) sistema. Tada
ja galime perrasyti tokia simetrine sistema:

dy: _dy2 = dyn _ dx

Lo I T

Apibrézimas Aukstesniu eiliu dif. lygciu sistema, iSreikSta vyriausiy iSvestiniu atzvilgiu, vadinsime
kanonine dif. lygéiy sistema, t.y.

-1 w1
ygml) :fl(xaylayll"wygml )7ynay;u""y7(bm ))a
-1 1
y§m2) :f2($ay17yi~--»yim1 )aynay;@7"'7y£bm ))a (57)
e LR TRRRRR, RN
y'glm '):fn(‘T,ylayll"'vygml )7yn7y;m"'7y7(lm ))
Skaicius m = m1 + mo + ... + m, vadinamas paskutiniosios dif. lygciu sistemos eile.
Funkciju seima y1 = ¢1(2), ...,yn = ©n(z) vadinsime (5.7) dif. lygciu sistemos sprendiniu intervale
(a,b), jeigu @;(x) € Ct(a,b), i =1,...,nir be to §ios funkcijos, visas (5.7) lygtis ver¢ia tapatybémis intervale

(a,b).

Pastebésime, kad kanoniné dif. lygciu sistema, kaip ir normaliné, gali buti pertvarkyta i simetrine, jeigu
kanoninéje sistemoje visas iSvestines, esancias (5.7) deSinéje puséje pazymésime naujomis funkcijomis. (5.7)
sistemos Kosi uzdavinio esmeé yra tokia: rasti sistemos sprendini 1, ..., ¥yn, kuris kartu su iSvestinémis iki
my—1,...,m, — 1 atitinkamali, eilés tenkina i§ anksto apibréztas salygas, kokioje nors x apibrézimo srityje.
Beje, bendrasis (5.7) sistemos sprendinys turi m = mj + ... + m,, laisvu konstantu.

5.2 Normalinés sistemos fizikiné interpretacija

Panagrinékime normaline sistema

jditl - fl(t7x17x27' . '7xn)a
%:fZ(taxhx%-"axn)a (58)
d(;(tn :fn(taajtha 737”),
¢ia t yra laikas, o x;, i = 1,...,n n— mateés (fazinés) erdveés koordinatés, (z1,...,z,), n— matés erdveés
taskas. Sios sistemos sprendinys
x1 =21(t), ..., T = Tp(t) (5.9)

vadinamas sistemos apibréztu judéjimo désniu, o materialaus tasko judéjimo kelias- judéjimo trajektorija.

(5.8) sistema yra vadinama greic¢iu lauku. Lygéiu sistemos sprendimas - tai procesas, kuomet turint
grei¢iu lauka yra atstatomas judéjimo désnis.

(5.8) sistemos Kosi uzdavinys- rasti judéjimo désni, tenkinantj pradines salygas:

21(to) = 29, ..., 2, (to) = 2V, t.y. materialaus tasko trajektorijai turi priklausyti fazinés erdvés taskas
(29,...29).
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Sakysime, kad (5.8) sistema yra stacionari, jeigu (5.8) sistemos desinioji pusé (funkcijos f;) nepriklauso
nuo laiko ¢. Kitaip tariant, bet kokiu laiko momentu judéjimo greitis priklauso tik nuo tasko koordinaciu,
bet ne nuo laiko.

Tuo atveju, kai (5.8) dif. lygties sprendinys yra tolygiai tolydi funkcija ¢ atzvilgiu, aibéje ¢ > to, tai
sakysime, kad (5.8) sprendinys (judéjimo désnis) yra stabilus, kai t — co. Fizikoje yra naudojamos ir kitos
judesio (sprendinio) stabilumo savokos. Pateiksime keleta is ju.

Tarkime, kad (5.8) sistemos funkcijos X;(t,0,...,0) =0, t > to. Tada Siame fazinés erdves taske, tasko
greitis lygus nuliui, bet kokiu laiko momentu. T.y.

z1=0,...,2, =0. (5.10)

(5.10) sprendinys yra vadinamas nesuzadintu sprendiniu (judesiu).

Bet koks (5.9) sprendinys, tenkinantis pradines salygas, kai bent vienas i§ pradiniu duomenu z? # 0, yra
vadinamas suzadintu sprendiniu (suzadintu judesiu), o patys pradiniai duomenys x?, i = 1,...,n vadinami
suzadinimu.

(5.10) nulinis sprendinys vadinamas stabiliu Liapunovo prasme, kai t — oo, kai visi (5.9) suzadinti
sprendiniai, pakankamai mazoms suzadinimu reikSméms 33?, i=1,...,n, kai t > to yra kiek norimai mazoje
nesuzadinamo sprendinio aplinkoje. Naudojant €, kalba, pastaraja stabilumo savoka galime suformuluoti

taip: visiems e > 0, egzistuoja > 0 toks, kad i$ nelygybiu

1201 <6, .. 2@ <5

iSplaukia, kad

l[z1(t)] <€, ..., |Jzn(t)] <e,

kai tik ¢ > to. Priesingu taveju sakysime, kad spredinys (5.10) yra nestabilus, Liapunovo prasme.
Sakysime, kad (5.10) sprendinys yra asimptotiskai stabilus, jeigu jis stabilus ir be to

z1(t) = 0,...,2,(t) — 0, kai t — oo.

5.3 Diferencialiniy sistemuy integravimo metodai

1. Nuoseklus integravimas

Pastebésime, kad bendruy, dif. lygciu sistemu integravimo metodu néra, iSskyrus keleta specialiu sistemu
formu, kuriuos ir aptarsime. Tiesa, jei dif. lygciu sistema yra tiesiné ir su pastoviais koeficientais, tai tokioms
sistemoms integruoti egzistuoja bendras metodas.

Panagrinékime keleta specialiu metodu, kai zinoma dif. lygé¢iu sistemos forma.

Tarkime, kad duota tokia dif. lygciu sistema:

% = fl(zvyl)’

Sios dif. lygéiu sistemos bendraji sprendini randame paeiliui integruodami sistemos lygtis.
Jeigu sistema yra tokia:

% = fl(xayl)v

L2 = folz,y1,92),

tai ja integruojame nuosekliai, t.y. visu pirma suintegruojame pirmaja lygti ir gauta sprendini iraSome i
antraja lygti. Tada antroje lygtyje bus tik laisvas kintamasis ir antroji funkcija. Suintegrave pastaraja,l
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gautaji bei pirmosios lygties sprendinius irasome i tre¢iaja lygti ir t.t.. Minétu bidu visuomet galima
suintegruoti tiesiniu dif. lyg¢iu sistema:

W= pyy(2)yr + f1(2),

42 = po1()y1 + pa2(2)y2 + fa(2),

2. Eliminavimo metodas.

Esame pastebéje, kad n— os eilés normaline sistema galime pertvarkyti i n— os eilés dif. lygti arba i
keleta zemesnés eilés (pavyzdziui kanonine sistema), kuriu eiliu suma lygi n. Jeigu sistema pertvarkéme i
n— os eilés dif. lygti, tai integruodami pastaraja, gauname viena nezinoma funkcija, priklausancia nuo n—
konstantu ir nezinomojo kintamojo x. Kombinuodami gauta sprendini su kitomis sistemos lygtimis, gausime
vienetu mazesnés eilés dif. lygti, kitai dif. sistemos sprendinio komponentei rasti ir t.t. kol randame visas
nezinomas funkcijas. ISspreskime zemiau uzrasyta sistema naudodami eliminavimo metoda:

/::l_l7
{4255

Diferencijuodami antraja sistemos lygti gauname

1
7 ’
T Y
Naudodamiesi sistemos lygybémis i§ paskutiniojo sarysio gauname lygti
N0,
2 9

kurioje néra laisvojo kintamojo. Integruodami gauname toki bendraji sprendinj:
z = coe“'”,

Irase gautaji sprendini i antraja sistemos lygti gauname

Taigi, bendrasis sistemos sprendinys yra toks:

_ 1 —ciz
y=x+ e,
z = coe“t?,

3. Integruojamu kombinaciju metodas.

Sio metodo esmé- tarpiniuy integralu arba keletos atskiry sprendiniu radimas. Tai atlikus, dif. lygties
eile galima pazeminti.

Pirmuosius integralus daznai pavyksta rasti naudojant integruojamas kombinacijas, kuriu déka gau-
namos lengvai integruojamos dif. lygtys. Integruojamomis kombinacijomis vadiname jvairius veiksmus
(pertvarkius), kuriuos atliekame su duotosios sistemos lygtimis ir gauname ekvivalencias lygtis, kurios biina
paprastesnés arba sistema perrasome i simetrine forma.

Pateiksime pavyzdi. Tarkime duota sistema:

=,
dy — g,
Padaugine Sios sistemos lygtis i§ « ir y atitinkamai ir sudéje gauname tokia dif. lygti:

Jdx o dy
at " Yar T
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arba 22 4+ y? = 2. Turédami §i integrala, pazeminkime sistemos eile. Visu pirma pastebésime, kad y =
V2 — 22 (y laikome teigiamu). Trase paskutiniaja lygybe i sistemos pirmaja lygti gauname

dx
— 2 _ 2
— =/l —2
dt !
arba arcsin(x/c1) =t + co. Naudodamiesi tuo, kad ¢? = 2% + y? gauname, dar viena sistemos integrala:

T
arcsin——— —t = cso.
/372 + y2
Abu gautieji integralai yra nepriklausomi taigi, ju pora yra sistemos bendrasis integralas.

5.4 Tiesinés sistemos bei ju integravimo metodai

Tiesines sistemas galima integruoti auksciau aptartais metodais, taciau Sioms sistemos integruoti egzis-
tuoja specialus metodas, kuri ir aptarsime Siame skyrelyje.
Tarkime duota tiesiné dif. lygciu sistema:

dyi ,
G = Pn(@y Fpe(@)y: £ A pinyn + fi2), i=1.n. (5.11)
Jeigu f; =0, i = 1,...n tai (5.11) sistema vadinama homogenine, priesingu atveju- nehomogenine.
Laikysime, kad nagrinéjamame intervale visos funkcijos p;(z), i =1,...,n yra tolydzios. Tuomet Siame
intervale visuomet Kosi uzdavinys turi vieninteli sprendini. Beje, skai¢iu rinkini 3¢, . ..,y% Kosi uzdavinyje,

galime nusakyti be apribojimu. Beje, esant minétoms salygoms, §i sistema ypatingu sprendiniu neturi.

Jeigu dif. lygéiu koeficientai apibrézti intervale (a,b), iSskyrus netolydumo taskus z;, tai Siuos taskus
vadinsime ypatingais, dif. lyg¢iu sistemos, taskais.

Visu pirma aptarsime homogeninés sistemos sprendimo metoda. Savaime aisku, kad homogeniné dif.
lygé¢iu sistema turi nulinj sprendini. Norint rasti homogeninés sistemos bendraji sprendini, mums pakaktu
rasti n— tiesiSkai nepriklausomu Sios sistemos sprendiniu, i§ kuriu ir sudarytume nagrinéjamos sistemos
bendraji sprendini.

Tarkime, kad radome n— tiesiskai nepriklausomu dif. lygé¢iu sistemos sprendiniu, t.y.

Y11, Y12, - - -, Y1n Pirmas sprendinys,

Y21, Y22, - - - , Yon antras sprendinys, (5.12)
................................... ,

YnlsYn2; - - -, Ynn 1 — asis sprendinys.

Tada lygybe

n
Zakykizoa t=1,...,n, x € (aab)a
k=1

Giaa; € R, v=1,...,n teisinga tiksua; =0, t =1,...,n.
Tokia sprendiniu sistema vadinsime fundamentaliaja sprendiniu sistema.
5.1 Teorema (5.12) sprendiniy sistema yra fundamentali tada ir tik tada, kai Sios sistemos Vronskianas

Yii Y12 --- Yin
W(z) _ Y21 Y22 .. Yon
Yn1 Yn2 <o YUnn

yra nelygus nuliui bent viename intervalo (a,b) taske.

Galima parodyti, kaip ir n— kintamuju atveju, kad jei Vronskianas nelygus nuliui bent viename intervalo
(a,b) taske, tai jis nelygus nuliui ir visame intervale. Sios teoremos nejrodysime.

Turime, kad funkcijos px;, k,7=1,...,n yra tolydzios. Taigi, egzistuoja begalo daug fundamentaliu
sprendiniy sistemu.
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Apibrézimas Fundamentaliaja sistema (5.12) vadinsime normuota taske xq, jeigu sprendiniai, sudaran-
tys Sia sistema, taske xg ispildo tokias salygas:

y11 = 1,y12 =0, ...,y1, = 0 pirmas sprendinys,
yo1 = 0,920 = 1,..., 92, = 0 antras sprendinys,
Yn1 = 0,Yn2 =0, ..., Ynn = 1 n — asis sprendinys.

Apibrézimas Jeigu zinoma (5.11) homogeninés sistemos fundamentali sprendiniy sistema, tai tiesinj
darinj

n
yizzckyki7 7::17"'7’”‘ (513)
k=1
Cia ¢y, yra realiis skaiciai, vadinsime (5.11) sistemos bendruoju sprendiniu srityje

€ (a,b), |yi| < +o0,i=1,...,n.
Bet koks (5.11) sistemos sprendinys yra gaunamas i$ (5.13) lygybeés tinkamai parinkus konstantas.

2) Tiesinés sistemos su kintamais koeficientais

Nagrinésime tiesine, nehomogenine dif. lygé¢iu sistema. Norint rasti Sios sistemos bendraji sprendini
reikia:

1) rasti Sia sistema atitinkan¢ios homogeninés sistemos bendraji sprendini;

2) rasti viena atskiraji nehomogeninés sistemos sprendini.

Tarkime, kad duota sistema (5.11). Tada Sia sistema atitinkanti homogeniniu dif. lygéiu sistema yra
tokia:

dy; .
d};( =pi1(@)y1 + pia(@)y2 + ...+ Pin(@)yn, t=1,...,n. (5.14)

Tarkime, kad radome (5.14) sistemos bendraji sprendinj

n
y'LZE Ckykivi:]-v"'7n'
k=1

Jeigu funkeiju rinkinys z1,...z, yra atskiras (5.11) sistemos sprendinys, tada (5.14) sistemos bendrasis
sprendinys yra lygus Siu sprendiniu sumai, t.y.

n
Yi = chyki—i—zi, t=1,...,n.
k=1
Analogiskai, kaip ir n— os eilés dif. lygties atveju, nehomogenines dif. lygties atskiraji (tuo paciu
ir bendra) sprendini, kai zinomas $ia sistema atitinkancios homogeninés lygties sprendinys, galime rasti
naudojant konstantu varijavimo metoda. Aptarkime §i metoda.
Tarkime, kad duotas (5.11) sistema atitinkancios, homogeninés sistemos, bendrasis sprendinys:

Ui :chy;ﬂ-.izl,...,n. (5.15)
k=1

Tarkime, kad ¢ = cx(x) yra kokios nors tolydziai diferencijuojamos funkcijos. Irase §i sprendinj | sistema
(5.11) gauname tokia lygéiu sistema:

n
Yi = Zczykz = fl(x)7 1= 17"’7”‘
k=1
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Issprende sia algebriniy lygéiu sistema, ¢ atzvilgiu, gauname tokia sistemas:
ci(xr) = pi(x), arba c¢; = /gpi(x)dx—l— bi, i=1,...,n.

Irase gautasias ¢; reiksmes i (5.15) lygybes gauname nehomogeninés dif. lygciu sistemos sprendini

w= Yl [ N bni =2+ =1,
k=1

k=1

Gia z; yra nehomogeninés dif. lygéCiu sistemos atskirasis sprendinys, u; tos pacios sistemos- bendrasis
sprendinys.

3) Tiesinés sistemos su pastoviais koeficientais
Tarkime, kad (5.11) sistemoje koeficientai turi savybe:
pri(z) =ar; ER,i=1,...,nt.y.

dy; )
di})]( =a;1y1 + apya + ..+ ainyn + fr(x), i=1,...,n. (5.16)

Si sistema visuomet integruojama kvadratiiromis, kadangi §ia sistema atitinkanciai homogeninei dif. lygciu
sistemai visada egzistuoja fundamentali sprendiniy sistema, kuria sudaro elementariosios funkcijos.
Homegeninés dif. lygties fundamentaliosios sprendiniu sistemos ieskosime naudodami metoda, vadinama
Oilerio vardu. Aptarsime $j metoda.
Teskosime homogeninés dif. lygéiu sistemos

dy; .
I =any1 +apys + ...+ ainyn, i=1,...,n. (5.17)
tokios f.s.s.:
y1 =71, g2 =72,y = e, (5.18)
Gia y;,1 = 1,...,n, ir A realus skaiciai, kuriuos teks rasti. Beje, butinai bent vienas is skai¢iu v;, i =1,...,n

yra nelygus nuliui, priesingu atveju dif. lygéiu sistema turétu tik nulini sprendini.
(5.18) funkcijas, irase i (5.17) bei kiekviena lygti padaline i e’* gauname tokia algebriniu lygéiu sistema:

(a1 — A)m + a2y + ...+ apyn =0,
ag1y1 + (a2 — AN)y2 + ... + aznyn = 0,

Ap1Y1 + p2y2 + ...+ (aln - )\)’Vn =0.

Tam, kad S§i sistema turétu nenulini sprendini, butina ir pakankama, kad Sios sistemos determinantas butu
lygus nuliui, kitaip tariant

a;n— A an ain
a1 aze — A az
" =0 (5.19)
an1 an2 Apn — )\

Pastaroji lygybé yra n— os eilés algebriné lygtis, kuri vadinama (5.17) dif. lygéiu sistemos charakterin-
gaja lygtimi, o skai¢iai A yra vadinami 8ios sistemos charakteringaisiais skaiciais. Matome, kad kiekvienam
i§ charakteringuju skai¢iu X\;, i =1,...,n galime sudaryti viena sprendini naudojantis (5.18) lygybémis.
Beje, n— os eilés algebriné lygtis, kompleksiniu skaic¢iu aibéje, turi lygiai n Saknu, jeigu iskai¢iuosime ir
kartotinumus.

Aptarsime tris sprendiniy sudarymo atvejus, kurie priklauso nuo charakteringuju saknu pobudzio.
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1. Tarkime, kad (5.19) charakteringosios lygties visos Saknys \;, i = 1,...,n, yra realios ir skirtingos.
Tuomet, kiekviena Sakni A\;, ¢ =1,...,n, galime susieti su algebrine lygtimi

(a1 —Ai)m1 +aey2 + ...+ ainyn =0,
azy1 + (a2 — Ai)ve + ...+ azpyn =0,

An171 + An272 + ...+ (aln - )\z)f}/n =0.

Issprende $ia homogeniniu lygciu sistema (\; yra konkretus skai¢ius), kintamuju Yi, t=1,...,n
atzvilgiu, gauname nenulinj sprendini (kodél?) 71,72, .., %in, ¢ = 1,...,n. Taigi, su konkreé¢ia \; reikme
susiejame realiuju skaic¢iu rinkinj, kurio déka apibréziame viena dif. lygciu sistemos sprendini.

Tada kiekvienai \;, i = 1,...,n, reikSmei, mes sudarome po viena dif. lygties sprendinj. Taigi, visoms
skirtingoms \; reikSméms gauname po sprendini, kurie generuoja fundamentaliaja sprendiniu sistema:

A A A
7117, Y127 L Y1,
Yorere, Ypoet2® L g, et
............................ ,

A by A
Tn1€ nﬁf’ Yn2€"", ... s Ynn€ ne

Gauname, kad homogeninés sistemos, su pastoviais koeficientais bendrasis sprendinys yra toks:

n

Az
yZZE Ck’Ykiek 77’:17""77“
k=1

2. Charakteringosios lygties Saknys visos skirtingos, bet nebtitinai realios.

Kaip yra gaunami atskiri sprendiniai, atitinkantys skirtingas realiasias Saknis jau esame aptare. Pana-
grinésime sprendinius, atitinkanc¢ius kompleksines, charakteringojo polinomo Saknis.

Jeigu (5.19) polinomo Saknis yra kompleksiné, tarkime a + b, tada kompleksinis skai¢ius a — ib taip
pat bus charakteringojo polinomo Saknis (kodél?). Sukonstrave atskiraji (5.18) sprendini ir atskyre Siame
sprendinyje realiasias ir menamasias dalis, gausime du realius, tiesiskai nepriklausomus atskirus, homogeninés
sistemos sprendinius sprendinius.

Sukonstrave atskirus sprendinius realioms, charakteringojo polinomo Saknims ir visoms kompleksinéms
(kartu ir sujungtinéms) Saknims r sudare ju tiesini darini gausime bendraji, homogeniniu lygéiu sistemos,
sprendinj.

3. Tarp charakteringojo polinomo Saknu yra pasikartojanciu

Tarkime, kad Saknis \; yra kartotiné, kurios kartotinumas yra k;. Tada Sia Sakni atstovaujantys spren-
diniai ieskomi tokios formos:

Y1 = Pl(x)e/\iw7 Y2 = PQ(x)ekixv ceeyYn = Pn(x)e)\iwu

¢ia P(x), i =1,...,n yra apibendrinti, ne aukstesni negu k; — 1— ojo laipsnio polinomai. Beje, iu visu
polinomu k— koeficientu yra laisvi, o likusieji iSreiskiami per Siuos.

Laikydami, paeiliui §iuos laisvai parenkamus koeficientus lygius 1, o likusius lygius nuliui, sudarome k;
tiesiskai nepriklausomu atskiruju sprendiniu (kodél taip sudaryti sprendiniai tiesiskai nepriklausomi). Jeigu
\; realus, tai ir atskiri sprendiniai yra realiis.

Tarkime, kad kartotiné Saknis A = a 4 ib yra k— ojo kartotinumo kompleksiné Saknis. Surade, auksciau
aptartu budu, k— tiesiskai nepriklausomu kompleksiniu sprendiniu ir atskyre juose realiasias bei menama-
sias dalis, gausime 2k tiesiskai nepriklausomu realiu sprendiniu (beje, sprendiniai, atitinkantys kompleksine
Sakni a — ib, bus tiesiskai priklausomi nuo a +ib). Jeigu yra daugiau kartotiniu kompleksiniu saknu, elgsimés
analogisku budu. Tada, bendrasis homogeninés dif. lygties sprendinys bus lygus visu atskiruju sprendiniu
tiesiniam dariniui. Turédami homogeninés dif. lygties bendraji sprendini, naudodami konstantu varijavimo
metoda, rasime bendraji nehomogeninés dif. lygties sprendini.

Turédami homogeninés dif. lygties f.s.s- ma, galime nustatyti nulinio sprendinio stabilumo salygas.
Pasirodo, kad jeigu sistemos
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Yi

dx

charakteringosios realiosios Saknys yra neigiamos arba Saknu realiosios dalys yra neigiamos, tai Sios sistemos

nulinis sprendinys yra stabilus Liapunovo prasme.

Jeigu bent viena, charakteringojo polinomo, Saknis yra teigiama arba yra kompleksiné ir turi teigiama
realiaja dali, tai nulinis sprendinys néra stabilus Liapunovo prasme.

Kartais sprendziant dif. lyg¢iu sistema (nebutinai pirmos eilés), gana naudinga taikyti integruojamu
kombinaciju metoda. Panagrinékime antros eilés dif. lygéiu sistema:

=any + aye + ...+ anyn + filz), i=1,...,n

{ % = any1 + ayz + f1(2),
% = a21Y1 + a22Y2 + f2(x)’

Tarkime, kad £ € R. Padaugine antraja nagrinéjamos sistemos lygti i§ skaiciaus k ir sudéje su pirmaja
sistemos lygtimi gauname, tokia dif. lygti:

d(y1 + ky2)
dx

Nesunku suprasti, kad pastaroji lygtis yra ekvivalenti lygciai

= (a11 + ka21)y1 + (a12 + kag)ye + fi(z) + kfa(z).

d(y1 + ky2) a1z + kago
A = (a1 + k‘azl)(% + mw) + fi(x) + kfa(z).
Pazyméje
a1z + kaga (5.20)
a1 + kaoy '

gauname tiesine lygti

d(y1 + ky2)
dx
Tiesinés nehomogeninés lygties sprendinys yra toks:

= (a11 + kagl)(yl + kyg) + f1($) + k’fz(l‘)

Y+ ke = elmn )T (4 / (Fi(@) + kfo(w))e (o therdy)

Jeigu (5.20) lygtis turi du sprendinius (kada taip bus?), tai tada iraSe Sias k; reiksmes i gautaja bendrojo
sprendinio formule gauname nagrinéjamos sistemos du pirmuosius integralus. Pastaruju tiesinis darinys ir
bus bendrasis sistemos sprendinys.

Jeigu nagrinéjamos tiesinés homogeninés dif. lygciu sistemos koeficientai turi savybe:

pri(x) = age(x), (k,l=1,...n),

t= /gp(w)dx

nagrinéjama sistema pertvarkome i tiesine dif. lygciu sistema su pastoviais koeficientais.

tai naudodami keitinj

Taikymai fizikoje

1. Medziagos skilimo uzdavinys Tarkime, kad medziaga A skyla i dvi skirtingas medziagas P ir Q). Nauju
medziagy susidarymo greitis yra tiesiog proporcingas nesuskilusiam medziagos A kiekiui. Rasime medziagu
P ir @ atitinkamu kiekiu z ir y kitimo grei¢ius, priklausomai nuo laiko, jeigu po valandos, kai prasidéjo
skilimo procesas, 5% ir y = 3a/8, ¢ia a yra medziagos A kiekis.

Préjus laikui ¢, medziagos A kiekis yra lygus a — x — y. Kadangi nauju medziagu susidarymo kiekiai yra
tiesiogiai proporcingi nesuskilusios medziagos kiekiui, tai

{(Cil)t(:kl(a’_x_y)a
L =ko(a—z —y).
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Isspreskime Sia sistema. Padaline atitinkamas lygybiu puses viena i$ kitos gauname,

dy _ ks
dXilﬁ’

o i§ pastarojo sarysio i§plaukia, kad y = koz/k1 + c. Zinome, kad pradiniu laiko momentu ¢ = 0 turime, kad
x =y = 0. Taigi, ¢ = 0 ir gauname, kad y = koxz/k;. Irase Sia y reikdme i pirmaja lygti gauname tokia dif.
lygti:

dx

T + (k1 + ko)x = k1a.

Sios tiesinés lygties bendrasis sprendinys yra toks:

kai
+ cpe~ (Fitha)t
kl + ko

Naudodamiesi pradine salyga, t.y. 2(0) = 0 gauname, kad

—kla

Cc1 = 7(]{1 T kg).

Tada,

kal
— 1 _ 7(k1+k2)t .
e )

Rasime proporcingumo koeficientus ky, ko. Zinodami, kad z = a/8 ir y = 3a/8, kai t = 1 (laiko vienetu
laikome valanda) gauname sistema koeficientams nustatyti:

1
8
ko _ o (kit+k2)) — 3
1t ko (1-e ) = 8"

Issprende $ia sistema randame, kad k1 = 1/41In2 ir ky = 3/41n 2.
Tada sistemos sprendinys bus toks:
=127,
y=3(1-27").

4

2. Grandiné, kurioje veikia pastovi elektrovaros jéga (evj). Tarkime, kad grandiné, kurios induktyvumas
L, elektriné talpa C ir varza R sujungti kap parodyta 5.1 pav. .

5.1 pav.
Sia grandine pajungiame prie Saltinio, turinéio pastovia evj., kuri lygi E. Beje, laikome, kad pradzioje
grandinéje elektros srovés nebuvo. Rasime srove ¢ = i(t), pratekancia ritéje, su indukcija L.
Tegu 1,45 yra srovés desinioje grandinés dalyje. Remdamiesi Kirhofo désniu gauname tokius sarysius:

Lm+ck —i1)d0 = E
RZl ol fO Zl)de = 0,
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Cia 19 = 1 — 71. Sudéje atitinkamas Sios sistemos lygc¢iu puses gauname tokia dif. lygti:

di
L— + Ri; = FE. 5.21
It + 1ty ( )

Diferencijuodami sistemos pirmaja lygti ¢ atzvilgiu gauname

d%i PR DR
a2 e e" T
0 iS pastarosios iSplaukia, kad
. i
11 = CL@ + 7.

Trase paskutiniaja i1 reikdme i (5.21), gauname antros eilés dif. lygti su pastoviais koeficientais:

! +7i’+ii:i

“ CR' CL  CRL
Sios lygties bendraji sprendini siilome rasti skaitytojui.
Uzdaviniai

Isspreskite pateiktasias dif. lygéiu sistemas.

dy _ dy _ 1 dy _
1. {di__Qy’ 2. {dz_;/-’ 3. {g;yc_z
2=z E=y+z L=y
' dz ' dz ' dz
o =4z +3y; =Y =% = = %
(31—1‘:5x—6y—|—z, %z?x—i—y,
7. i—i’:xfz; 8. %:2y+z;
dz _ dz _
T =—62 =2z

B {g){:lly—z—f)x—&-l, 10 {i‘z:z—cosx,

%:y—l—Qz—l—x—l; %z—y—ksinx;

dy — _5 z dy _ _
~ = =5y + 22 + 40e%, = "Yytz
11. {d 12. dx

%:y—Gz—i—Qe_I; ==y —3z
%:10x73y792, ‘(%‘:xfz,
13. (é% = —18x + Ty + 18z; 14. %%:—6x+2y+6z;
T =18z -6y — 172 T =dr—y—4z
%:x—&—y—cost,

15. %:_Qx—y—ksmt—i—cost;
z(0) =1; y(0) = -2

Raskite duotuju dif. lygé¢iu sistemu nepriklausomus integralus:

dx

a — Y dy _ 4y — d d d

16. § =2y 17. {33 -z g o W 4
dz _ _g, Z=y+ 2z 1 2y —z  y+2z
dt —

Nustatykite ar duotasis nulinis sprendinys yra stabilus:
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dx dx dx
19. { dt =Y, 20. { dt €T Y, 21. { g; x4+ vy,

%2537; i—{:x—y; 5 = —8x — d5y.

Sudarykite fundamentaliaja sprendiniu sistema, normuota taske x = 0;
dy __ dy _ dy _
22. {gx__y’ 23. {g;<_23/’ 24. {gx_y_z’
Z . z _ . Y/
EZZ, &—22’, E—Z—y
Sudarykite dif. lygciy sistemas, kuriu atitinkamos fundamentaliuju sprendiniu sistemos yra tokios:

25. {y“ =y =0, 94 {911 = e, y1p =0,

_ _ ox. _ .3 _ 3z,
Y21 = 0, y22 = €°%; Y21 = T€°, Yoo = €775

97 {yu =& y1p =0,
Yo1 = 0,y20 = 3.
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