II. PIRMOS EILES DIF. LYGTIES SPRENDINIO
EGZISTAVIMO IR VIENATINUMO TEOREMA

2.1 Pagalbiniai teiginiai

Diferencialiniu lygc¢iu, kurias galime iSspresti kvadrati- romis, aibé
yra gana nedidelé. Pavyzdziui, atrodytu labai paprastos lygties

% =z%+y°
suintegruoti negalime. Todél praktikoje gana daznai tenka lygtis spresti
apytiksliai. Bet pries pradedant spresti Sias lygtis apytiksliai i§ pradziu
reikia iSsiaiSkinti ar apskritai nagrinéjamame taske arba srityje egzis-
tuoja sprendinys ir kas ypatingai svarbu, jei jis egzistuoja, tai ar jis vien-
intelis. Suformuluosime butinas ir pakankamas salygas, kurioms esant
pirmos eilés diferencialiné lygtis

Wy, (21)

dx
su pradine salyga y(xg) = yo, turi vieninteli sprendinj. Taciau pries
pradédami spresti $ia uzduoti, mes atliksime paruosiamaji darba.
Simboliu {z,} € M, (M- metriné erdvé) zZymeésime metrinés erdves
elementu seka. Seka {z,} vadinsime fundamentalia, jei visiems € > 0
egzistuoja natiralusis skaic¢ius N toks, kad

P(xm, xn) <€,

kai tik m,n > N.

Metrinéje erdvéje, bet kokia konverguojanti seka, yra fundamentali
(kodel?). Atvirkscias tvirtinimas ne visada teisingas. Metrine erdve
(M, p) vadinsime pilna, jeigu bet kokia Sios erdvés fundamentali seka
turi riba Sioje erdvéje. Yra zinoma, kad metriné erdvé (R™,p,) yra
pilna.

Parodysime, kad tolydziu funkciju, apibréztu uzdarame intervale,
aibé Cla,b] yra pilna metriné erdvé tolygiosios metrikos, kuri apibrézia-
ma tokiu budu

pc(fna fm) = rggl})( |fn(t> - fm(t)|7
atzvilgiu.
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2.1 Teorema Metriné erdvé (Cla,b], p.) yra pilna.
S

Tarkime, kad {f,(¢)} yra fundamentali seka. T.y. Ve > 0, 3N toks,
kad p. <€, kaim,n > N. Bet kokiam fiksuotam ¢, realiuju skai¢iu seka
{fn(t)} yra fundamentali, taigi

|fn(t) = fm(t)] <& (n,m > N). (2.2)

Taigi,
lim f,(t) = f(t), (V€ [a,b]).

n—oo

Peréje prie ribos (2.2) nelygybéje, kai m — oo gauname, kad

|fn(t) — f(t)] <& (n> N,Vte[a,b]).

I8 pastarosios gauname, kad

sup |fn(t) — fm(t)] <€ (n> N). (2.3)

a<lz<b

Gavome, kad funkciju seka konverguoja tolygiai intervale [a, b] prie
funkcijos f(¢). Vadinasi ir f € Cla, b].

S5)

Tarkime, kad metrinéje erdvéje M apibrézta funkcija F': M — M.
Sakysime, kad funkcija yra spaudziantis atvaizdis (toliau s.a.), jeigu

p(F(z), F(y)) < ap(z,y), a€[0,1)

ir a nepriklauso nuo erdveés elementu x, y.
Taska x¢ € M vadinsime nejudamu s.a. tasku, jeigu f(zo) = xo.
Skaitytojui paliekame irodyti, kad spaudziantis atvaizdis yra toly-
dus.

2.2 Teorema Sakykime, kad f : X — X yra s.a. pilnoje
metrinéje erdvéje (X, p). Tada egzistuoja vienintelis taskas xg € X toks,

kad Vx € X seka

{fn(x);TLG./\/}%xo,kainﬁoo.
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Tarkime, kad € X nejudamas transformacijos taskas, o s € [0, 1]
yra transformacijos f s.k.. Sakykime, kad n > m, kai m,n = 0,1,...,
tada

1) p(f"(x), [ (@) < s"p(x, [ (2)).
Matome, kad Vk = 0,1, ...
px, f5(x)) < pla, f(2) + p(f (@), f2 (@) + .+ p(f*7 1 (@), P ()
<(ts+s2 4.8 ol f@) < (1- 5) " pla, ().
Pasinaudoje (1)- aja nelygybe, i§ paskutiniosios gauname
p(f" (@), " (x)) < ™ (L= s) " pla, f(a)).
Is paskutiniosios nelygybés isplaukia, kad seka
{f"(x),n e N}
yra Kosi seka. Remdamiesi tuo, kad nagrinéjamoji erdvé pilna tvirti-
name, kad Kosi seka konverguoja, be to Sios sekos riba, tarkime xq, prik-
lauso tai paciai metrinei erdvei. Dar daugiau, nagrinéjamas atvaizdis-
spaudziantis, taigi jis ir tolydus tad Ve > 0 teisinga nelygybé:
p(f(x), f(y)) < sp(z,y) <e
kai tik p(x,y) < § = ¢/s. Vadinasi
f(zo) = f(lim f™(z)) = lim f""(z) = .
n—oo n—oo

Ar sis taskas vienintelis? Tarkime, kad ne. T.y. egzistuoja taskas yy €
X, o # yo toks, kad xo = f(z0),y0 = f(yo) ir

p(xo,90) = p(f(x0), f(y0)) < sp(zo,vo0)-
Bet i§ pastarosios nelygybés isplaukia, kad
(1= s)p(xo,y0) < 0.
Vadinasi, p(zo,y0) = 0, ir zo = yo.
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Apytikslis Saknu skai¢iavimas. Tarkime, kad f(z) turi Saknj in-
tervale [a,b]. Laikome, kad f turi tolydzia antros eilés isvestine, be to
f'(z) # 0, siame intervale. Kadangi iSvestiné nelygi nuliui, tai funkcija
turi tik viena Sakni ir be to ji monotoniska Siame intervale. Sudarykime
pagalbine funkcija tokiu budu:

F(z) =z + k() f(z),

¢ila k(x) yra tolydziai diferencijuojama, nelygi nuliui, funkcija. Aki-
vaizdu, kad funkcijos F(x) nejudamas taskas yra funkcijos f(z) nulis
ir atvirksciai. Be to matome, kad jei funkcija F'(z) intervala [a,b] at-
vaizduoja i save pati, tai seka z, = F(x,—_1) konverguoja i nejudama
funkcijos F' taska, o tuo paciu ir funkcijos f Sakni. Parinkdami funkcijas
k(z), mes gausime skirtingas Saknies aproksimavimo taisykles.

Saknies aproksimavimo metodas, kai k(z) = —1/f'(z), yra vadi-
namas Niutono metodu. Tarkime, kad sekos narys z,_1 € [a,b] yra
zinomas. Tada norint rasti sekanti sekos nari z,,, taske (2,1, f(zn-1))
bréziame liestine. Tasku x,, laikome ta intervalo [a,b] taska, kuriame
liestiné kerta minétaji intervala. Zinome, kad liestinés lygtis yra tokia

y— flen1) = f(@n1)(x— 20 1)
Tare, kad y = 0, gausime, kad z = z,,, taigi

_ f(xn—l)
f,(xnfl)

Tokiu bidu sukonstruojame funkcijos F'(x) iteracine seka.

, (n=1,2,...).

LTp = Tp—1

2.2 Pagrindiné teorema
2.3 Teorema Tarkime, kad duota dif. lygtis

) (24

¢ia funkcija f(x,y) yra tolydi staciakampyje
D={rg-—a<z<z0+a, yo—b<y<yo+b}

ir be to funkcija turi aprézta daline iSvestine, Sioje srityje,

\%Q <N, NeR. (2.5)
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Tada intervale I = [xg — 6, x¢ + 0], cia

1 b
min{a, —, —Y, M = m 2.
0 <min{a, =, 77} (z,yz)lngf(x,y)L (2.6)

egzistuoja vienintelis lygties (2.4) sprendinys, iSpildantis pradine salyga
y(xo) = yo. (2.7)
Be to teisinga nelygybé
ly(z) —yo| <D, (Vx € I).

Sprendinys y(x) € C*(I). Be to, jeigu f(x,y) turi p— eilés tolydzias
dalines isvestines, tai sprendinys y(z) intervale I turi p+1 eilés iSvestines.

S
Visu pirma parodysime, kad (2.4) lygtis ekvivalenti tokiai integra-
linei lygybei:

x
va)=w+ [ FEy(o) (28)
zo
Tarkime, kad y(z) yra (2.6) lygties sprendinys. Diferencijuodami miné-
taja lygybe gauname, kad

&= Fwp@), i (o) = 0.

Taigi, (2.8) lygties sprendinys y(z) yra ir (2.4) lygties sprendinys, ten-
kinantis (2.7) pradine salyga. Atvirkséiai, tarkime, kad y(z) yra (2.4)
lygties sprendinys, tenkinantis pradine salyga y(xg) = yo. Integruodami
(2.4) dif. lygti turime

[ ai = [ s yiopa

Zo
arba

y(z) —yo = /f(t,y(t))dt.
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Is paskutiniosios lygybés gauname, kad y(z) yra (2.7) integralinés lygties
sprendinys.
Pazymeékime raide M tolydziu funkciju y(z), apibréztu intervale I
ir turinc¢iu savybe
1y(@) — 0l <,

aibe. Apibrézkime aibéje M metrika p.. Tada pora (M, p.) yra metriné
erdvé. Sios erdvés, bet kokia fundamentali seka y,,(z) tolygiai konver-
guoja intervale I i tolydzia funkcija y(z). Be to, remintis erdvés M
apibrézimu, turime, kad Sios erdvés elementu seka turi savybe:

[yn(x) — 9ol <b, (x€l, n=1,2,...).

Kadangi erdvé pilna, tai peréje prie ribos, kai n — oo, gauname, kad
teisinga nelygybeé

ly(x) — yo| < b.
Bet tada ir y(z) € M. Taigi, M— pilna metriné erdvé.
Lygybe
a) =wn+ [ Ftp(®)dt, ylao) = 1o (29)
xo

nurodo priskyrima, kuriuo bet kokiai funkcijai y(x) € M yra priskiriama
funkcija z(z) € M. Be to, jeigu y € M, tai y(t) yra tolydi funkcija,
priklausanti sta¢iakampiui

Dy ={zo—0<x<20+0, yo—b<y<yo+b},
tai i§ funkcijos f(z,y) tolydumo srityje Dy gauname, kad (2.9) reiskinio

desinioji funkcija yra tolydi, kintamojo x funkcija, o tuo paciu ir z(x)
yra tolydi intervale I. Dar daugiau,

(0) = ol = | | Fp(0)t] < Mo~ w0 < M5 <.
o
Matome, kad ir funkcija z € M. Taigi, mes matome, kad (2.9) lygybé
apibrézia funkcija, z = g(y), v,z € M kuri pilna metrine erdve atvaiz-

duoja i ja pacia. Beje, §i funkcija yra spaudziantis atvaizdis. Isitikinkime
tuo. Tegu z1 = f(y1), 22 = f(y2), v1,y2 € M. Tada teisinga lygybé:

1(0) = @) = | [ (Ftn(0) - Tt (0] =
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/ " () — a0)) £ (1, M) dt] < / " pelyn ya) Nt <
pe(y1,y2)0N = ap.(y1,y2), (2.10)

Glaa=0N, 0<a<l.
I5 (2.10) nelygybés gauname, kad

pel1, 22) = max |21(2) = 22(w)| < apeyn, v2).

Taigi, funkcija g yra spaudziantis atvaizdis. Bet kiekvienas spaudziantis
atvaizdis pilnoje metrinéje erdvéje turi vienintelj nejudama taska (zr.
2.2 Teorema),

y=29),

kuris yra (2.8) integralinés lygties sprendinys, o tuo paciu ir (2.4) lygties
sprendinys, su pradine (2.7) salyga.
Sukonstruokime seka

(@) = glynr () = yo + / fEy@)dt (n=1,....)  (211)

Zo

¢ia yo(z) = yo € M. Naudodamiesi Niutono metodu galime uzrasyti,
kad

ly(x) — yn(2)] < max [y, () — Yn-1(z)]-

0
1—-N§ =z
Taigi, sudaryta seka konverguoja i skai¢iu yq, t.y. dif. lygties sprendinys
ispildo (2.7) salyga.

Parodysime, kad jei funkcija f(x,y) turi tolydzias p eilés dalines
iSvestines srityje D, tai dif. lygties sprendinys y(x) turi p + 1 eilés
iSvestine intervale I.

Turime, kad

y'(z) = f(z,y(@)) (x €1). (2.12)

Turime, kad f(z,y) yra tolydi srityje D, todél ji tolydi ir kintamojo
x atzvilgiu intervale I. Taigi, y'(z) irgi tolydi intervale I. Tarkime, kad
p > 1. Tada (2.12) lygybés desinioji pusé turi tolydzia iSvestine. Vadinasi
tolydzia iSvestine turi ir kairioji lygybeés pusé, t.y.

y' (@) = fo(z,y(@) + £y (2, y(@))y' ().
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Taikydami tuos pat samprotavimus kaip ir auksciau, atvejui p > 2,
gausime, kad funkcija y(z) turi tolydzia trecios eilés iSvestine.

@

Aptarkime paskutiniaja teorema. Sioje teoremoje tvirtinama, kad
jei funkeija f(x,y) yra tolydi staciakampyje D ir turi aprézta, tolydzia
daline iSvestine, f;, tai plokstumos taskas (zo,yo) (Sio tasko pagalba
apibréziame sritis D ir D; ) priklauso vieninteliam nagrinéjamos difer-
encialinés lygties sprendiniui y = y(z), kuris apibréztas visiems intervalo
[0 — 0,20 + 0] taskams. Sis sprendinys priklauso staciakampiui D;. Be
to esant teoremos salygoms, yra garantuojamas intervalo

I=[xo—0,20+ 6]

egzistavimas, kuriam priklauso sprendinys y(z), o pastarajam priklauso
pasirinktas plokstumos taskas (o, yo)-

Teorema irodyta.

Panagrinékime keleta pavyzdziu.

1. Tarkime, duota lygtis

dy _ 2
dz Y

Tada,
Y
fl=—2t— p<t

/x2 + y2 ’
Matome, kad teoremos salygos ispildytos aibéje R?. Taigi, koks bebiity
plokstumos taskas (xg,yo), egzistuoja dif. lygties vienintelé integraliné
kreive, kuriai priklauso minétasis taskas.
2. Tarkime, duota lygtis

dy72
a7

Turime, kad f(z,y) = y2. Akivaizdu, kad & funkcija ir jos daliné igvestine
[y yra tolydzios visoje plokstumoje. Todél ir nespresdami Sios lygties
galime tvirtinti, remdamiesi paskutiniaja teorema, kad koki bepasirink-
tume plokstumos taska (zo, yo), visuomet egzistuoja vienintelius Sios dif.
lygties integraliné kreiveé, kuriai priklauso pasirinktas taskas.

Fiksuokime plokstumos taska (xo, o). Parinkime bet kokj stacia-
kampi

D={83—-a<z<3+a,1-b<y<1l+y}, a,b>0.

39



Tada,

M = — = (1+b)2:
(mrg?ngf(af,y)l jeax (1+b)%

N = max |[f;|=2(1+b).

(z,y)eD
Tada,
5 < min {a, — b 1<0s
min a’2(1+b)’(1+b)2 5.

I8sprende nagrinéjama lygti gauname tokia hiperboliu Seima,

1

’
xr —cC

y:

kai y # 0, kuri yra Sios lygties bendrasis sprndinys. Beje, y = 0, taip pat
Sios lygtis sprendinys, bet jo nenagrinésime. Raskime sprendini, kuriam
priklauso taskas (3,1). Gauname

1

z—2

Pats didziausias intervalas, kurio centras taske 3 ir kuriame apibréz-
ta integralineé kreive, yra (2,4). 3.3 Teoremos salygu déka mes gauname
kiek siauresnij sprendinio egzistavimo intervala.

Tik nedidelé diferencialiniu lygé¢iu klasés dalis yra iSsprendziama
integruojant, t.y. iSsprendziama kvadratiiromis. Netgi paprasc¢iausios
lygties

y:

% — 22 42

negalime suintegruoti, taigi negalime rasti ir Sios lygties sprendinio, kurio
bty zinoma tiksli lygtis. Esant tokiai situacijai tenka dif. lygti spresti
apytiksliai. Bet pries taikant koki nors apytiksli metoda, diferencialinés
lygties sprendiniui rasti, mes turime zinoti ar nagrinéjamoje srityje ap-
skritai egzistuoja dif. lygties sprendinys, o jei taip, tai ar Sis sprendinys
yra vienintelis. Paskutiniosios teoremos déka mes galime atsakyti i i
klausima.

2.3 Oilerio metodas, pirmos eilés diferencialinés lygties,
apytiksliam sprendiniui nustatyti.

Tarkime duota lygtis

% — fla,y) (2.13).
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Laikysime, kad funkcija f(z,y) ispildo visas 3.2 Teoremos salygas. Tada
intervale [xo—d, £o+9] egzistuoja (2.13) dif. lygties vienintelis sprendinys
y = y(x), iSpildantis pradines salygas y(zo) = yo. Beje,

. 1 b
4 < min{a, N M}

Oilerio metodo déka, mes rasime diferencialinés lygties integralinés
kreivés artini, norimu tikslumu.

Apskai¢iuokime, apytiksliai, reiksme y(z), kai ¢ < z < xo + d.
Taskais zg,1,...,2, = 2z padalinkime intervala [z¢, 2] i n lygiu daliu.
Skirtuma h = z;11 — x;, vadinsime skai¢iavimo zingsniu. Simboliu y;
zymeésime apytiksle sprendinio reik§me taskuose x;.

Intervale [zg, 2] vietoje (2.13) spresime Sios lygties Kosi uzdavini,
su pradinémis salygomis

Yé = f(xay)v Yn(xO) = Yo, (xO <z < x1)~
Sios lygties sprendinys yra toks:
Yo () = yo + f(z0,Yo)- (2.14)
Sia tiesine funkcija galime laikyti (2.14) diferencialinés lygties apytiksliu
sprendiniu, intervale [z, x1]. Geometriné Sio sprendinio interpretacija
yra tokia: integraline kreive, minétame intervale, mes pakeitéme inte-

gralinés kreivés liestinés, taske zg, dalimi.
Remdamiesi (2.14) formule mes gauname, kad

Y1 = Yu(z1) = yo + hf(z0,y0)-
Tarkime, kad tokiu budu mes sukonstravome apytiksles sprendinio reiks-
mes y1,Yo,-..Yk. lada intervale [xg,zi41], vietoje (2.13) lygties na-
grinéjame lygti

Yo(z) = f(xr,uk), Yalzr) =yr, (2r <o < @pgr).

Sios lygties sprendinys yra toks:

Yn(x) =Yk + f(xkayk)(x - xk)a (k = Oa 1; sy — 1) (215)
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Si sprendini vadinsime (2.13) lygties apytiksliu sprendiniu intervale
[k, Tg41]- (2.15) lygtyje parinke © = z11 gauname,

Yk+1 = Yn(xk+1) = Yk + hf(xkvyk)’ (k = 07 17 ceey N — 1)

Paskutinioji formulé yra Oilerio metodo esmé. Funkcijos Y, (x),
apibréztos intervale [z, d], (2.15) lygybémis, vadinamos Oilerio lauzté-
mis. Naturalu tikétis, kad mazindami zingsni h (arba n — oo ), mes
gausime lauzé¢iu seka, kuri aproksimuos (2.15) dif. lygties integraline
kreive. Sio darbo mes neatliksime, kadangi pastarasis uzdavinys yra
sprendziamas matematinés analizés kurse, t.y. Oilerio lauzéiu seka
{Y,.(z)} intervale [z, z] tolygiai konverguoja i (2.13) lygties sprendini,
kai n — oo.

Uzduotys

1. Raskite funkciju f(z) = 23 + 2 — 1, g(x) = 2* + 3z — 1 aknis
0.01 tikslumu naudodami Niutono metoda.

2. Naudodami Qilerio lauzéiu metoda rekonstruokite diferencialinés
lygties y' = x2 + y? sprendini pa¢iy pasirinktu tikslumu.

Sudarykite funkciju seka {y,} kuri konverguotu prie pateiktu dif.
lygéiu, iSpildanc¢iu nurodytas pradines salygas, sprendiniu.

3. v =2—9% y0)=0; 4. y =y+e¥ 1 y0)=1;

5. ¥ +y? —2y=0; y(0)=1, y'(0)=0.

Nurodykite intervala, kuriame egzistuoja sprendinys ispildantis pra-
dines salygas

6. v =2+93 y0)=0; 7. y =2¢% 1z, y(1) = 1.

Esant kokioms pradinéms salygoms egzistuoja vienintelis dif. lygties
sprendinys

8.y =(y—1)\y% 9. y = arccosy.

III. AUKSTESNES EILES DIFERENCIALINES LYGTYS

3.1 Bendros savokos

Nagrinésime diferencialine lygti

y™ = fla,y,y, . y"Y), (3.1)
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iSspresta m— os eilés iSvestinés atzvilgiu. Sakysime, kad f yra tolydi
apibrézimo srityje D € R™HL,

Jeigu desiné (3.1) lygybés pusé yra tiesiné funkcija, funkciju
y, Y.,y D atzvilgiu, tai Sia diferencialine lygti vadinsime tie-
sine.

Funkcijay = f(x) vadinsime (1.1) lygties sprendiniu, intervale (a, b),
jeigu ¢ € C™(a,b) ir taskas (z, f(z), ¢ (x),...,0™ D(x)) € D, kai = €
(a,b) ir be to teisinga tapatybeé

y " = f(z, f@), ¢ (2),.. 0"V (@)

Gana daznai diferencialinés lygties sprendinio ieSkoma parametriné-
je formoje x = p(t), y = £(t), arba sprendiniai yra gaunami neisreikstine
forma ®(z,y) = 0. Kaip paprastai, sprendinio grafikas yra vadinamas
integraline kreive.

(3.1) dif. lygties Kosi uzdavinio sprendimu vadinsime sprendinio
y = y(z), kuris i3pildo pradines salygas

_ -1
y=y0.9' = b,y =", (3.2)
radima, kai x = xg, o skaiciai xo, Yo, Y), - - - s y(()n_l) yra laisvai pasirinkti.
Panagrinékime antros eilés diferencialine lygti. Turime, kad

y' = flz,y,9). (3.3)

Siuo atveju Kosi uzdavinys yra formuluojamas tokiu bidu: rasti (3.2)
diferencialinés lygties sprendinj y = y(x), kuris ispildo pradines salygas:
Y =190,y =y, kal & = x¢. Interpretuojant geometriskai, tai reiskia, kad
reikia rasti integraline kreive, kuriai priklauso fiksuotas taskas (zo,yo),
ir be to Siame taske integralinés kreivés liestinés krypties koeficientas yra
lygus tgao = yy-

Pateiksime antros eilés diferencialinés lygties, Kosi uzdavinio, fizi-
kine interpretacija. Nagrinésime diferencialine lygti

d2z dx
@ = f(tvxv E)a

¢ia t laikas, x,dz/dt,d?xz/dt? yra materialaus tasko padétis, greitis ir
pagreitis laiko momentu ¢, atitinkamai. Be to funkcija

dz
f(t,I, E)v
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yra jéga, veikianti materialuji taska. Tada Sios diferencialinés lygties
Kosi uzdavinys formuluojamas taip; rasti judéjimo trajektorija, kuri
i8pildo pradines salygas:

dx

Tr = Xo, E

= Vo,
kai t = to. Cia to, 2o, vo yra pradinis laiko momentas, pradiné padétis ir
pradinis greitis, atitinkamai.

Pasirodo, kad jeigu (3.1) diferencialinés lygties funkcija f yra tolydi
tasko Xo = (zo, Yo, Y5, - - - ,y((]n_l)) aplinkoje, tai Siame tagke egzistuoja
(3.1) diferencialinés lygties Kosi uzdavinys. Sis sprendinys yra vien-
intelis, jeigu dalinés isvestinés, kintamuju y, 1/, ...y 1 atzvilgiu, yra
apréztos. Nesunku suprasti, kad jei (1.1) lygybés desiné pusé yra poli-
nomas, kintamuju z,y,7/, ...,y Y atzvilgiu ir be to visi polinomo ko-
eficientai yra tolydzios funkcijos, tai minétosios dalinés iSvestinés yra
apréztos. Tada xg parinke koeficientu tolydumo intervale gausime, kad
(3.1) diferencialinés lygties sprendinys egzistuoja siame taske ir yra vien-
intelis.

Nagrinéjant aukstesniu eiliy diferencialines lygtis, kartu su Kosi
uzdaviniu yra formuluojamas ir krastinis uzdavinys, t.y. sprendiniui ke-
liami reikalavimai ne tik intervalo viduje, bet ir Sio intervalo krastuose.
Sios salygos yra vadinamos krastinémis salygomis.

Funkcija,

y=(@,c1,...,¢pn) (3.4)
apibrézta erdves R™ 1! srityje D ir turinéiai tolydzias dalines, n— os eilés
i§vestines z atzvilgiu, vadinsime (3.1) diferencialinés lygties bendruoju
sprendiniu, srityje D, jeigu bet kokiame Sios srities taske yra ispildytos
sprendinio egzistavimo ir vienetinumo salygos, ir be to teisingos lygybeés

y=o(x,c1,...,¢pn),
! A
Yy —gO(ﬂ?,Cl,...,Cn), (35)

y(nil) = so(nil)(x’ Clyenny Cn)
ir srityje D galime Sias konstantas isreiksti tokiu budu,

1 = 51(33’?1’?/ L 7y(n_1) )

C2 :§Q(xay’y/"'7y(n_1))7 (36)
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Be to (3.4) yra (3.1) lygties sprendinys, jei konstantas parinksime is (3.6)
lygybiy, kai taskas

X =(z,y,9 ...,y V) eD.

Jeil norime rasti (3.1) dif. lygties sprendini, iSpildanti pradines
salygas taske Xy € D elgiamés taip:

1) i sistema (3.5) vietoje kintamuju z,y,y/, ... .y 1) jrage skaicius

0y Y0y Yy« - - 5 yénfl) gauname tokia sistema
Yo = <,0/(:1c,017 ceyCn),
yo =@ (T,c1,...,¢n), (3.7)
.y;(f"” = <p(”*1)(x, Cly.vyCn)
2) Issprende (3.7) sistema, konstantu c¢q, ..., ¢, atzvilgiu, gauname

Siu konstanty konkrecias reikSmes ¢y = 0(1)7 o Cp = cg. IraSe gautasias
skaitines reiksmes i (3.4) bendrojo sprendinio formule, gauname Kosi
uzdavinio sprendini

y:@(xac?a”'aCZ)' (38)
Beje, sis sprendinys bus vienintelis.
Bendrojo sprendinio forma
_ / (n—1)
yfsa(xvx()ayanOv"'ayO )7 (39)

kuriame konstanty vietoje irasytos sprendinio y = y(z) ir jo i8vestiniu,
iki n — 1 eilés, reikSmés taske xg, vadinsime bendruoju, Kosi formos,
sprendiniu.

(1.1) diferencialinés lygties sprendinj

O(z,y,¢1,...,6,) =0

vadinsime $ios dif. lygties bendruoju integralu.
Spresdami diferencialines lygtis ne karta esame gave sprendinius,
kurie uzraSyti parametrine forma. Sistema

{ng(t,cl,...,cn),

Yy = @(tclw"ucn)?

vadinsime (3.1) dif. lygties sprendiniu bendruoju sprendiniu, paramet-
rinéje formoje.

45



Jeigu turime n— parametriniu kreiviu Seima, tai jas diferencijuo-
dami n kartu kintamojo x atzvilgiu ir isreiksdami i$ Seimos konstantas
¢, gausime n— os eilés dif. lygti, kuria vadinsime duotos kreiviu Seimos
diferencialine lygtimi.

(3.1) diferencialinés lygties sprendini vadinsime atskiru sprendiniu,
jeigu visuose §io sprendinio taskuose iSpildytos Kosi uzdavinio vienet-
inumo salygos. Jeigu dif. lygties bendrojo sprendinio formoje parinksime
konkrecias (leistinas) konstantu reiksmes, tai visuomet gausime atskira
sprendini. Beje, siuo atveju galima ir £0o konstantu reiksmé.

Jeigu sprendinio kiekviename taske néra ispildyta Kosi uzdavinio
vienetinumo salyga, tai $is sprendinys vadinamas ypatingu.

Daznai integruodami (3.1) dif. lygti gauname toki reiskini:

(”_k),cl,...,ck) =0.

(b(x7y7y,7"'7y
Pastarasis reiskinys vadinamas (3.1) dif. lygties tarpiniu, n — k—osios
eilés, integralu.
Tarpini integrala

(2, y,9 ...,y ¢1) = 0.

vadinsime pirmuoju integralu.

Zinant k— nepriklausomu pirmuju integralu galima pazeminti difer-
encialinés lygties eile. Kai zinoma n diferencialinés lygties integralu,
galime gauti diferencialinés lygties bendraji sprendini. Apie tai placiau,
kai nagrinésime konkrecias diferencialines lygtis.

Mes nagrinésime dif. lygtis, kurias galima integruoti zeminant ju
eile.

3.2 Diferencialinés lygtys, priklausancios tik nuo laisvojo
kintamojo ir n— osios eilés iSvestinés.

Visu pirma nagrinésime pacia paprasciausia n— os eilés diferencia-
line lygti, t.y.
Y = f(a). (3.10)

Laikome, kad funkcija y = f(z) yra tolydi kokiame nors intervale (a,b).
Tada egzistuoja vienintelis, Sios dif. lygties Kosi uzdavinio sprendinys.

Beje, skaicius yo, Y0, - - - y(()"_l) galime parinkti laisvai, o xg € (a,b.) Be
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to, kiekvienas §ios lygties bendrasis sprendinys yra apibréztas intervale
(a,b). Si lygtis ypatingu sprendiniu neturi (kodél?).

Nuosekliai integruodami (3.10) diferencialine lygti, n— kartu ir nau-
dodamiesi lygybe

[ o= [ - - o

gauname,
y(n—l) =cCp_1+ /z f(t)dt,
T 13
y(n—2) = Cp_29 —|—/ (Cn_1 —|—/ (f(t)dt))df =
Cn—2+ cn_1(x — x0) + /$ (x —t) f(t)dt,
_ 2 _ n—1
y_00+01($930)+02<m2lxo)+~~+0n—1(x(nfoi)!+
T (x—t)n L
/xo Wf(t)dt. (3.12)
Arba

y://.../f(;v)d;vdx...dx—i—clx"_l—&—...—i—cn,lx—i—cn.

Paskutiniosios dvi lygybés yra (3.10) dif. lygties bendrasis sprendi-
nys, srityje = € (a,b), |y| < oo, |y| < co,..., |y" V| < co. Be to (3.12)
lygybeé apibrézia lygties (3.10) bendraji sprendini Kosi formoje.

Beje, bendraji sprendini galime uzrasyti ir Kosi forma, t.y.

T px z y(()nfl) L
y:/ / / f(zx)dxdx . ..dz + T —x9)" T+
To xo o ( ) (nil)'( )
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(n—2)

%(«T —20)" 7+ ...+ yo(x — m0) + yo.
Cia xg € (a,b) yra fiksuotas taskas, o skaiciai yo, v}, . . - ,y(()"fl) yra laisvai

parinkti.
3.3 Lygtys neiSreikStos n— os eilés iSvestinés atzvilgiu
1. Tarkime, kad duota dif. lygtis
F(z,y") =0. (3.1)
Jeigu sioje lygtyje galime isreiksti n— os eilés iSvestine, tai turésime 1.2
skyrelyje nagrinéta situacija.

Tarkime, kad iSvestinés, kintamojo x atzvilgiu, iSreiksti negalime,
bet galime nezinomuosius parametrizuoti tokiu budu:

z=(t), y" =€),
Suprantama, kad §iuo atveju gausime sprendini, iSreikSta parametriniu
budu.
Pastebékime, kad kintamaji x galime isreiksti kintamojo ¢ atzvilgiu.
Tada naudodamiesi lygybe
dy" Y = y™Mda = () ()dt

gauname, kad

S = /g(t)cp’(t)dt ta=&(ta).

Pazeminome iSvestinés eile vienetu ir gavome viena tarpini integrala.
Toliau elgdamiesi visiSkai analogiskai gauname, kad

Yy :gn(t7cl7"~7cn)~

Tada bendraji nagrinéjamos diferencialinés lygties sprendinj, parametri-
néje formoje, galime uzrasyti taip:

{fﬂ = o(t);

Yy = gn(tacla"wcn)'
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3.4 Dif. lygtys be laisvojo kintamojo
Siame skyrelyje nagrinésime tokia dif. lygti:

F(y7 y’? cte Vy(n)) = 0'

Parodysime, kad pazyméje y' = z(y) dif. lygties eile galima su/-ma-
zinti viena eile. IS tiesu, remdamiesi paskutiniuoju apibrézimu gauname,
e ddy

de dz dydsz v

dy// dy” dQZ
"o_ T2 = A Z:(@Z+(z;)2)z

(n) (d3z n d2z dz n dz dQZ)
Y dy?”  dy?dy dydy?’

y™ = f(z,2,...2("D).

Irase paskutiniasias funkcijos y iSvestiniu reikSmes i pradine dif lygti
gauname dif. lygti, kurios vienetu mazesné negu pradiné. Tesdami
procesa pradinés dif lygties eile galime mazinti iki pirmos eilés. Tiesa,
atlike keitima z = 1’ galéjome prarasti sprendinius y = c¢. Bet ar funkcija
y = ¢ yra pradinés dif. lygties sprendinys isitikiname pastaraja funkcija
irasSe i duotaja lygti.

3.5 Dif. lygtys kuriose néra ieSkomosios funkcijos

Siame skyrélyje nagrinésime dif. lygti
F(m,y(k),y(IH'D, y™)y=0,1<k<n.

Pazyméje y ) = 2, z = z(x)— nauja nezinoma funkcija, gauname lygti,
kurios eilé k vienety mazesneé:

F(z,z,2,...,207%) = 0.
Jeigu pastaraja lygti mokame integruoti, tai randame tarpinj integrala
z=@(x,¢1,...Cn_k), arba ®(x,z,c¢1,...,¢h_p) =0.

I8 paskutiniuju lygybiu gauname, kad ieSkomaja funkcija rasime spresda
mi tokia dif lygti:
y*) = o(z,c1,...,cn—k), arba q)(x,y(k), ClyeyCng) =0.
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Pastebésime, kad paskutiniosios lygties sprendimo metoda esame aptare
3.3 skyrelyje.
Tarkime duota lygtis

Y™ + pi(2)y" Y = f(a).

Pakeite 4"~ = 2 gauname tiesine nehomogenine dif. lygti
2+ pi(z)z = f(x).

3.6 Homogeninés (apibendrintos homogeninés), funkcijos ir
jos iSvestiniu atzvilgiu, dif. lygtys

1. Sakysime, kad lygtis
F(I7y7 y/7 R 7y(n)) = O

yra homogeniné funkcijos y ir jos i§vestiniu ¢/, ...,y atzvilgiu, jeigu
minétasias funkcijas pakeite fukcijomis ky(?, i =0,...,n gauname

F('r’ ky) ky/) R ky(n)) = le('r’ y7 y’? st 7y(n))'

l vadinamas lygties homogeniskumo eile.

Jeigu dif. lygtis yra homogeniné nurodytu funkciju atzvilgiu, tai
atlike keitini ¢y’ = yz, z = z(z) gauname, kad

y// — (Z2 + z’)y, y/// — (23 + 322 —|—z”)y, el

y™ = f(z,2,..., 27Dy

I8 paskutiniuju lygybiu iSplaukia, kad remdamiesi F' homogenisku-
mu nagrinéjama funkcija galime perrasyti taip:

Y F(z,1,2,22+2 ..., f(z,7,.. .,z("_l))) =0.

Paskutinioji dif. lygtis yra n — 1 eilés, t.y. vienetu Zemesné negu pries
tai buvusi. Tarkime, kad sia lygti pavyko iSspresti ir gavome jos bendraji
sprendini

z=@(x,C1,. .. Cno1),
kuris yra tarpinis pradinés dif. lygties sprendinys. Be to, pastebéje, kad

z = y'/y gauname, kad bendrasis pradinés dif. lygties sprendinys yra
tokia funkcija:

Yy==cn GXP{SD(% Cly.-vy Cn—l)}-
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2. Dif. lygti
F(I.? y? y’? AR 7y(n)) = 07

vadinsime apibendrinta homogenine lygtimi, jeigu egzistuoja racionalus
skaicius k toks, kad nagrinéjama lygtis tampa homogenine, reiskinyje F'
esancius dydzius z,y, v/, ...y laikant 1—ojo, k—ojo, k — 1-0jo, ...k —
n— ojo matavimo dydziais, atitinkamai. Jeigu toks k egzistuoja, tai tada
darome keitini

r=cel, y=zek

Pastebésime, kad
Y =yie " = (2" + kzet)e "
Siulome skaitytojui paciam suskaiciuoti keleta aukstesniu eiliu is-
vestiniu.
Taikymai fizikoje

1. Tarkime, kad m masés materialus taskas juda tiese, veikiamas
jégos F. Beje, laikysime, kad judéjimas priklauso tik nuo laiko, greicio
arba tasko koordinatés. Tarkime, kad tiesé, kuria juda taskas sutampa
su Oz aSimi. Tada remintis Niutono désniu

d?z
m—;- = F.
di?
Tarkime, kad pradiniu laiko momentu ty taskas yra xy padétyje, o jo
greitis vg. Tegu jéga, veikianti taska priklauso nuo laiko, t.y. F' = F(¢).
Remdamiesi tuo, kad v = z} ir v; = z};, gauname, kad

1/t
vz—/ F(u)du + ¢;.
m Jy,

Issprende Kosi uzdavini gauname, kad
v=1vg+ L fttu F(u)du arba

1 t z
x = vpt + —/ (/ F(u)du)dz + cs.
m Ji, Jto
Dar karta spresdami Kosi uzdavini randame konstantos ¢y reiksme, kuri

1ygl Cy =X — Uoto.
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Tada dif. lygties sprendini, Kosi formoje, galime uzraSyti taip:
1 t z
x:x0+v0(t—t0)+—/ (/ F(u)du)dz + c3. (3.13)
m Ji, Jio

2. Tarkime, kad m masés materialusis taskas juda tiese, veikiamas
jégos, kuri tolygiai mazéja, didéjant laikui ir laiko momentu T Sios jégos
reikdmeé tampa lygi nuliui. Pazymékime Fy = F(0), vg = v(0) ir 9 = 0.
Remdamiesi pradine prielaida turime, kad F' = Fy — kt, ¢ia k koks nors
proporcingumo koeficientas. Kadangi F(T) = 0, tai Fp — kT = 0. I3
¢ia gauname proporcingumo koeficiento reiksme, kuri lygi & = Fy/T.
Vadinasi teisinga lygybé: F' = Fy(1 —t/T).

Irase gautaja jégos reiksmeé i (3.13) formule ir suintegrave gauname,
fad F t2 Fot? t

0 0
= toap) r=5 (- a5).

3. Aptarsime atveji, kai jéga yra greicio funkcija, t.y. F = F(v).

Naudodami Niutono désni gauname, kad mv; = F(v). I paskutin-
iosios lygybés isplaukia

(%
m

t+c m/v du
1= .
vo F(U)

Issprende Kosi uzdavini randame ¢; = —ty. Tada

t—to—m/v:Fd(Z). (3.14)

Tarkime, kad deSiniaja puse suintegravome ir gavome, kad

v = @(t,tg, vo).
Tada .
x = / ©(z,to,v0)dz + ca.

to

Dar karta spresdami Kosi uzdavini gauname, kad co = xq. Taigi, materi-
alaus tasko judéjimo désni, kai F' = F(v) galime apraSyti tokia formule:

t
T =z —|—/ ©(z,to, vo)dz.

to
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Tarkime, kad (3.14) lygtyje mums nepavyksta isreiksti v = v(¢).
Tada atlike keitinj v = zj, =}, = v, = v,x; = vv,, Niutono désni

perraSome taip:

dv
— = F(v).
mo (v)

I8 paskutiniosios lygybés isplaukia, kad

Y udu

r=m — +c.
Vo F(u)
Spresdami Kosi uzdavini gauname, kad ¢ = xy. Vadinasi judéjimo désnis
yra toks:

Y udu

Aptartoji situacija pasitaiko, pavyzdziui tada, kai materialus taskas
atlieka tiesiaeigi judesi aplikoje, su pasipriesinimo jégomis, kurios yra
tiesiog proporcingos greiciui, t.y. Siuo atveju F = F(v) = —kv. Rem-
damiesi paskutiniaja lygybe bei (3.15) judéjimo désniu gauname, kad

m
T =x9— ?(’U—’Uo),

o0 (3.15) formule galime perrasyti taip

m U
“In-2 =¢—t,
v

k

arba
v=uvgexp (— k(t —to)/m).

4. Tarkime, kad jéga, veikianti materialuji taska, yra kelio funkcija,
t.y. F = F(x). Tada v = z}, o z}, = vv),. Tada antraji Niutono désnj
galime perrasyti taip:
movl, = F(z).

Integruodami paskutiniaja lygybe gauname

2 T
%:/ F(u)du + ;.
o

Spresdami Kos$i uzdavini nustatome, kad ¢; = mv% /2. Tada

va m

vg ®
mY_ F(u)du.
2 2 +/x0 (u)du
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Issprende Sia lygti v atzvilgiu gauname, kad

Is paskutiniosios lygybés (integruodami) gauname

dz

¢
=
to \/’U(Z)—l-%fjo F(u)du

+ Co.

Is paskutiniosios, iSsprende Kosi uzdavinj randame, kad

dz

t
N
to \/U% +2 ffﬂ F(u)du

+ to.

Suintegrave paskutini reiskinj ir isreiske x, ¢ atzvilgiu gauname ju-
déjimo désni.

5. Isspreskime viena Silumos laidumo uzdavini.

Tarkime, kad duotas cilindrinis vamzdis, kurio vidinis spindulys yra
7, o iSorinis spindulys lygus R. Nustatysime Silumos perdavimos i$ vi-
daus i iSore désni, laikydami, kad cilindro viduje palaikoma pastovi tem-
peratiira, be to temperatira 6 bet kokiame vamzdzio taske nepriklauso
nuo laiko ir kinta tik priklausomai nuo jo atstumo iki cilindro aSies.

Zinoma, kad silumos kiekis, kirsdamas nykstama ploto dali, kuri
statmena asiai, ir Silumos srautas taip pat stakmenas Siai asiai, per
laiko tarpa dt, yra proporcingas Siam plotui dF; laiko tarpui dt, ir tem-
peraturos spinduliavimo grei¢iui nurodyta kryptimi, trumpai

dg = —)\dF%dt,
dp

A proporcingumo koeficientas, priklausantis nuo aplinkos kurioje sklinda
Siluma, yra vadinamas Silumos laidumo koeficientu, r < p < R yra
tarpinio cilindro spindulys.

Kadangi silmos kiekis nepriklauso nei nuo dF, nei nuo dt, tai inte-
gruodami paskutiniaja lygybe gauname



Tarkime, kad cilindro ilgis yra [. Tada F = 27wpl. Tada Silumos kiekis
cilindre lygus

dé
=-2 —_—. 1
Q 7r/\lpdp (3.16)

Remdamiesi prielaida turime, kad silumos kiekis nusistovéje ir nesikaupia
né viename taske. Taigi, dQ/dp = 0.

Diferencijuodami (3.16) lygybe p atzvilgiu gauname tokia dif. lygti:

d2e n do 0

pdp2 dp

Gavome diferencialine lygti, kurioje néra ieskomosios funkcijos. Skaity-
tojui sitilome §ia lygti suintegruoti. Bendrasis Sios diferencialinés lygties
sprendinys yra

0=cilnp+co.

Uzdaviniai

Raskite duotuju dif. lygc¢iu bendruosius integralus.
1. y” =sinz?, 2. z—siny” +2y" =0

3. Y3 —-1=0, 4. z=y"//T+y".

Raskite sprendinius tenkinanc¢ius pradines salygas. Padarykite bre-
Zinius.

5. y"”" =6z, y(0) =0, y/(0) =0;

6. y"=e" y(0)=0, y'(0)=0,y"(0) =0.

Raskite bendruosius sprendinius

/

7. zy” 4y’ In y;; 8. 3 (1+y?) =2y".
Isspreskite Kosi uzdavinius
9.y =y, y(0) =0,y'(0) = 1;

10. " —day” + 4y’ =0, y(0) = 0,/(0) = —1;

Suinterguokite
11. yy// _ y/37 12. ny// + y/2 + y/4 =0.
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13. Raskite dif. lygties
yy// 4 y/Z -1
integraline kreive, kuriai priklauso taskas (0, 1) ir kuri Siame taske liecia

tiese z +y = 1.
14. Raskite dif. lygties

yy/y// _ y/3 + y//2

integraline kreive, kuri koorinac¢iu pradzioje liestu tiese x + y = 0.
Raskite dif. lyg¢iu bendruosius sprendinius.

15. 2*(yy" —y?) + 2yy’ = yV/a2y? + y?;
16. z?yy" = (y —ay')? = yV/a2y? + y?;
17. zyy” +yy — 2%y = 0;

18. z%y" — 3y’ + 4y + 2% = 0;

19. Tarkime, kad materialus taskas juda tiese, veikiamas jégos F' =
3m/x3, kai igpildytos pradinés salygos: z(0) = 1,v(0) = 0. Raskite
judéjimo désni.

20. Motoriné valtis plaukia 10km/h. Plaukiant Siuo greic¢iu variklis
buvo i§jungtas ir po 20s. valties greitis nukrito iki 6km/h. Apskai¢iuokite
valties greiti po 2min., kai buvo iSjungtas variklis ir atstuma, kuri valtis
nuplauké per minute, i§jungus varikli.

21. Raskite greiti, kuri meteoritas pasieks beatsitrenkdamas i Zeme,
jei laikysime, kad jis pradeda kristi iS neapréztai toli, budamas ramybés
busenoje. Be to, judant zemés link jo pagreitis yra atvirkséiai proporcin-
gas atstumo iki zemeés kvadratui.

56



