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I. PIRMOS EILES DIFERENCIALINES LYGTYS
1.1 Tzanginés pastabos

Simboliu R zymésime realiuju skai¢iy aibe. Realiuju skai¢iu aibés intervalais (atviru, uzdaru, pusiau
uzdaru, pusiau atviru), vadinsime tokias realiuju skaiciu aibes (a,b) = {z,a < z < b}, [a,b] = {z,a < x < b},
[a,b) = {x,a <z < b}, (a,b] = {x,a < z < b}, atitinkamai. Jei nagrinéjamo intervalo struktiira nebus svarbi,
tai intervala zymeésime simboliu < a,b > .

Apibrézimas Tarkime, kad M— kokia nors aibé. Sia aibe vadinsime metrine erdve, jeigu egzistuoja
realiyju, neneigiamu reiksmiu funkcija p , apibrézta bet kokiai Sios aibés elementu porai (x,y) ir tokia, kad

plx,y) =0, tadair tik tada, kai = = y; 1)
p(z,y) = p(y,z); 2)
p(z,y) < p(x,2) + p(z,y) (Vo,y,2 € M). 3)

Funkcija p(z,y) paprastai yra vadinama metrika, o pora (M, p)— vadinama metrine erdve. Pavyzdziui,
erdvéje R™ metrika galime apibrézti taip:

dax=(x1,...,%n),y= Y1,---,Yn) € R™.

Metrines erdves R, R?, R? vadinsime tiese, plokstuma ir erdve, atitinkamai.

Tasko x € R aplinka vadinsime bet koki atvira intervala, kuriam priklauso taskas z. Aibe vadinsime
atvira, jeigu bet koks Sios aibés taskas, kartu su aplinka, priklauso Siai aibei. Metrinés erdvés R™ atviru
(uzdaru) rutuliu, kurio centras taske a, o spindulys r vadinsime aibe

B(a,r) ={z € R"; p(x,a) <0}, B(a,r)={x € R";p(xz,a) <0}

Pastebésime, kad tieséje, rutulys vadinamas atkarpa, plok§tumoje skrituliu, trimatéje erdvéje- rutuliu.
Erdvés R™ aibé yra susijusi, jeigu bet kuriuos §ios aibés taskus galime sujungti kreive, kurios taskai prik-
lauso siai sriciai . Taigi, auksCiau apibrézti intervalai yra susijusios aibés, tac¢iau intervalu sajunga nebutinai
susijusi aibé (kodél?). Plokstumos aibés siena vadinsime tasku aibe, kurios bet kokio tasko aplinkoje yra
Sios aibés ir jos papildinio tagku. Sritimi, vadinsime atvira, susijusia aibe. Srities siena zymésime 0G. Jeigu
plokstumos aibei priklauso visi jos sienos taskai, tai $ia aibe vadinsime uzdara sritimi. Jeigu G sritis, tai prie
jos prijunge sienos tasku aibe G gausime uzdara sriti, kuria zymesime G :

GUIG =G.

Pastebésime, kad atviras rutulys yra sritis, o uzdaras rutulys yra uzdara sritis.

Tarkime, kad G, bet kokia aibé. Tada tolydziu funkciju, apibréztu Sioje aibéje, aibe Zymésime simboliu
C(G). Kitaip tariant, simbolis f € C(G) reiskia tolydzia, aibéje G, funkcija. Jei srityje G funkcija turi
tolydzia iSvestine, tai sakysime, kad funkcija yra tolydziai diferencijuojama ir zymésime f € C*(G).

Apibrézimas Reiskini:
F(.’L’, y7yl7 ceey y(n)) = 07

vadinsime n—os eilés diferencialine lygtimi.
T.y. diferencialine lygtimi vadiname bet kokia lygybe, kuri sieja funkcija y = f(x), bet kurios eilés jos
iSvestines ir laisva kintamaji. Beje, F' yra n + 2 kintamuju funkcija. n — os eilés diferencialinés lygties
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sprendiniu, intervale < a,b >, vadinsime funkcija ¢(z), apibrézta Siame intervale ir turin¢ia n—os eilés
iSvestines tame pat intervale < a,b >, kuriai galioja tapatybé:

F(z,0(@), ¢ (x),...,¢M (@) =0, ze<a,b>.
Apskritai paémus, sprendinys gali buiti apibréztas skirtinguose intervaluose. Taciau apie tai kiek véliau,
kai nagrinésime konkrec¢ias diferencialines lygtis.

Skaitytojas, klauses matematinés analizés pagrindu kursa zino, kad norint iSspresti lygti

Y = f(x) (1.1)

mums reikia rasti funkciojos f(x) pirmykste funkcija. Kitaip tariant, reikia suintegruoti (1.1) lygybe. Yra
Zinoma, kad jei funkcija f € C(a,b), tai Siame intervale egzistuoja (1.1) lygties sprendinys, kuris skai¢iuoja-
mas taip:

y:/ f(z)dz+¢, zo,x € (a,b),ceR. (1.2)

Si lygybé vadinama bendruoju (1.1) lygties sprendiniu. .
Taigi, (1.1) lygtis turi begalo daug sprendiniu, kuriuos gauname parinke konstanta. Siu sprendiniy
grafikai yra vadinami integralinémis kreivémis. Beje, reikalavimas, kad f(z) bitu tolydi yra esminis. Pavyz

dziui, tarkime, kad
r—1, <0
flz) = {0, x =0,

22 +1, 2> 0.

Matome, kad 8i funkcija neturi tikslios pirmyksteés, realiuju skaiciu aibéje. Jei (1.2) lygybéje fiksuosime
konstanta (¢ = ¢p), tai tada i bendrojo sprendinio isrinksime konkrecia funkcija, kuria vadinsime atskiruoju
(1.1) dif. lygties sprendiniu.

Jei norime rasti (1.1) lygties kuri nors viena sprendini, tai Sios lygties sprendiniui turime kelti papildomus
reikalavimus, butent reikalauti, kad ieskomosios funkcijos reiksmeé, kokiame nors taske xg, butu lygi f(zo) =
yo- (1.1) lygti, su minétu papildomu reikalavimu galime perrasyti taip:

{rage

(1.3) sistema vadinama (1.1) dif. lygties Kosi uzdaviniu. Tada, $io uzdavinio sprendinys atrodo taip:

)s
v (1.3)

f(@) = o+ / " (o)t

Sis sprendinys vadinamas (1.1) Kosi uzdavinio sprendiniu. Nesunku matyti, kad i§ (1.2) lygybés gauname
(1.3) uzdavinio sprendini, kai ¢ = yo.

1.2 Pirmos eilés dif. lygties sprendinys. Kosi uzdavinys. Geometriné interpretacija
Mes nagrinésime pirmos eilés diferencialine lygti:
F(z,y,y') = 0. (1.4)

Laikysime, kad funkcija F(z,y,y’) apibrézta kokiame nors trimatés erdvés poaibyje Q C R3, kuri yra
tolydi sioje srityje, kartu su savo isvestinémis Fy, F,,.
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Apibrézimas (1.4) diferencialinés lygties sprendiniu, intervale < a,b >, vadinsime bet kokia realiu
reiksmiy funkcija p(x), turinéia tolydzia iSvestine Siame intervale ir tenkinancia salyga:

F(z,(x), (p(x))) =0, (€ (a,b), (z,¢(x), (p(2))) € Q).

Pirmos eilés diferencialinés lygties Kosi uzdavinys. Kosi uzdavinys formuluojamas taip: Reikia
rasti (1.4) lygties sprendinj (z) iSpildantj papildoma salyga

(zo) = yo,

¢ia (o, yo) laisvai pasirinktas plokstumos taskas.

Zinoma, bendrai paémus, sprendinys su tokiais reikalavimais gali ir neegzistuoti. Tuo atveju sakysime,
kad Kosi uzdavinys sprendinio neturi. Jei Kosi uzdavinys turi sprendini, tai reikia iSsiaiskinti, ar jis vienin-
telis.

Visu pirma mes aptarsime atskira (1.4) lygties atveji, t.y.

v = f(z,y), (v,y) € GCR.

Apibrézimas Tarkime, kad funkcija f(x,y) yra apibrézta ir tolydi plokStumos srityje G. Diferen-
cialinés lygties

Y = flz,y) (1.5)

sprendiniu, intervale < a, b >, vadinsime funkcijay = p(z), apibrézta intervale < a, b >, turincia kiekviename
Sio intervalo taske iSvestine ir iSpildancia salyga:

O'(z) = f(z, (), xeE<a,b>. (1.6)

Jei intervalo galai priklauso aibei < a,b >, tai Siuose taskuose nagrinéjamos vienpusés iSvestinés. Pastaraji
apibrézima perrasykime naudodami jau mums zinomus simbolius.

Apibrézimas  Sakykime, kad funkcija f(x,y) € C(G). Funkcija ¢ € C'(< a,b >) vadinsime (2.2)
lygties sprendiniu intervale < a,b >, jeigu

1) (z,0(x)) € G, kal x €< a,b >;

2) o'(z) = f(z,0(x)), €< a,b>.

Aptarsime (1.5) lygties Kosi uzdavinio problema.

Kaip jau esame minéje, tam kad i$ integraliniu kreiviu Seimos galétume isskirti vienintele kreive, mums
reikia papildomu salygu. Naturalu reikalauti, kad integralinei kreivei priklausytu koks nors i§ anksto pasi-
rinktas srities G taskas, tarkime (x¢, o). Suformuluokime Kosi uzdavini (1.5) diferencialinei lyg¢iai. Rasti
(1.5) diferencialinés lygties sprendinj, kuris tenkina salyga:

y(z0) = Yo. (1.7)

(1.7) salygos yra vadinamos pradinémis arba Kosi salygomis. Be to Kosi uzdavinio sprendinys yra vadinamas
(1.5) diferencialinés lygties atskiru sprendiniu tenkinanc¢iu pradines salygas.

Kiek véliau isitikinsime, kad funkcijos f(z,y) tolydumas, srityje G, uztikrina (1.5) lygties sprendinio
egzistavima. Deja, Kosi uzdavinio vienetinumo tai dar negarantuoja.

Sprendini, kurio kiekviename taske pazeidziama Kosi uzdavinio vienetinumo salyga, vadinsime ypatingu
sprendiniu.

Apibrézimas Sakysime, kad kreiviu y = ¢(z, ¢) arba ®(z,y,¢) = 0 Seima turi gaubiamaja y = ¢(z),
jei bet kurj kreivés y = ¢(x) taska lieCia viena Seimos kreive. 1.1 pav.

6



1.1 pav.

I8 gaubiamosios apibrézimo isplaukia, kad §i kreivé yra ypatingas dif. lygties sprendinys.

Teorema 1.1 Kreiviy Seima y = F(x,c) turi gaubiamaja y = ¢(x) tada ir tik tada, kai egzistuoja
funkcija ¢ = ¢(x), kad F.(x,c(x)) =0, ir ¢(x) = F(z, c(x)).

Pastarosios teoremos nejrodysime, tik pastebésime, kad i§ Sios teoremos iSplaukia, jog kreiviu Seimos
gaubiamoji yra randama sprendziant sistema

OF

y = F(z,c¢), OZ%.

Pavyzdziui, tarkime duota kreiviy seima (z — ¢)? + y? = 1. Tada skai¢iuodami Sios funkcijos isvestine
¢ atzvilgiu gauname 2(z — ¢) = 0. I8 pastarosios eliminave ¢ = ¢(z) ir irase i pradine lygti gauname kreiviy
Seimos gaubiamosios lygti: y? = 1.

Tarkime, kad duota funkciju Seima: y = F(x,c). Laikysime, kad funkcija F(,) yra tolydziai diferen-
cijuojama abieju kintamuju atzvilgiu. Tada y' = F.(x,c). IS pastaruju dvieju lygciu eliminave konstanta
¢ ir pastaraja irase i pradinés Seimos lygti gauname diferencialine lygti G(z,y,y’) = 0. Zinoma, kad visos
pradinés Seimos funkcijos yra sios dif. lygties sprendiniai ir atvirksciai. Nurodéme buda, kaip turint funkciju
Seima rasti ja atitinkancia dif. lygti.

Raskime kreiviu Seimos y = ce® dif. lygti. Suskaiciave iSvestine gauname, kad ¢y = ce”. Tada ¢ = y'e™*.
Irase Sia c reikSme i pradine lygti gauname tokia dif. lygti: v’ —y = 0.

Apibrézimas Funkcija

y = ¢(x,c),

priklausancia nuo laisvojo kintamojo x ir konstantos ¢, vadinsime bendruoju (1.5) lygties sprendiniu, jeigu
laisvai parinke konstanta ¢y € R gausime, kad funkcija y = ¢(x, co) yra (1.5) lygties sprendinys.
Kitaip tariant, bendrajame sprendinyje fiksave konstanta gauname lygties atskira sprendini.
Apibrézimas (1.5) lygties bendruoju integralu vadinsime reiskinj

b(x,y,¢) =0, (1.8)

i kurio (1.5) lygties atskirieji sprendiniai gaunami parinkus konstanta c.

Kitaip tariant visi diferencialinés lygties sprendiniai kartu yra ir (1.8) lygties sprendiniai.

Jei (1.8) lygti galima isreiksti konstantos atzvilgiu, t.y. U(z,y) = ¢, tai $ia specialia israiska vadiname
kanoniniu bendruoju integralu.

Taigi, jei i kanoninj integrala iraSysime diferencialinés lygties spren- dini y = ¢(x), gausime tapatybe

U(z, p(x) =c.

Tarkime, kad duota (1.4) diferencialiné lygtis. Be to reikalaujame, kad funkcija F'(z,y, z) ir jos dalinés
iSvestines F, Fz; yra tolydzios kokioje tai trimatés erdvés dalyje Q2. Be to tarkime, kad ®(z,y,c) = 0 yra
bendrasis (1.4) lygties integralas, ¢ia funkcija ® turi tolydzias dalines igvestines srityje Q. Tegu y = y(z).
Diferencijuodami (1.4) lygties (1.8) bendraji integrala x atzvilgiu gauname lygti

P, + @y = 0.

Eliminave ¢ bendrojo integralo israiskoje, kartu su paskutiniaja lygtimi galime sudaryti diferencialine lygti,
ekvivalencia (1.4) dif. lygciai. Kitaip tariant, mes nurodéme buda, kaip turint funkciju Seima (priklausancia
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nuo parametro ) galime gauti §ia Seima atitinkancia diferencialine lygti, t.y. pradiné Seima yra diferencialinés
lygties bendrasis integralas.
Pateiksime pavyzdj. Tarkime, kad duota funkciju Seima

y=(x—c)? zeR.
Diferencijuokime §ia Seima, x atzvilgiu, ir gautaja lygybe pakéle kubu, gausime tokj reiskini,
() = 27(z — )",
Naudodamiesi paskutiniaja, bei pradine lygybémis gauname tokia diferencialine lygti
() —27% = 0.

Irodysime tokia
2.1 Teorema Tarkime, kad duota diferencialiné lygtis

F(z,y,y) =0, (z,y,9) € (1.4)

Be to reikalaujame, kad funkcija F(z,y, z) ir jos dalinés isvestinés F,, F, yra tolydzios kokioje nors trimatés
erdvés dalyje Q). Be to tarkime, kad

a) ®(x,y) = c yra bendrasis Sios lygties integralas, ¢ia funkcija ®(x,y) yra tolydziai diferencijuojama
plokstumos srityje G.

Jeigu funkcija y = y(x), (z,y(x),y'(z)) € Q, yra tolydziai diferencijuojamas, intervale (a,b), lygties
®(x,y) = ¢ sprendinys, kokiam nors ¢, tai funkcija y(x) yra ir lygties (1.4)" sprendinys ir atvirksciai, bet
koks lygties (1.4)" sprendinys yra ir bendrojo integralo a) sprendinys, kokiai nors konstantai c.

S
Tarkime, kad y = y(z), = € (a,b) yra tolydziai diferencijuojamas a) bendrojo integralo sprendinys, kai
C=Cp:

®(z, y(x)) = co.
Diferencijuodami paskutiniaja lygybe, z atzvilgiu, gauname
@ (2, y(x)) + @, (z,y(2))y' (x) = 0, z € (a,b). (1.9)
Remdamiesi paskutiniaja lygybe gauname, kad y(z) yra diferencialinés lygties
@ (z,y) + @y (2, y)y’ =0, (1.10)

sprendinys. Bet tuo paciu, y(z) yra ir lygties (1.4)" sprendinys, kuri srityje 2 yra ekvivalenti (1.10) lygciai
(remiantis bendrojo integralo apibrézimu).
Atvirksciai. Tarkime, kad y(x), a < = < b yra diferencialinés lygties (1.4)" sprendinys, o tuo paciu ir
(1.10) lygties sprendinys, kuria galime perraSyti taip:
P (z,y(z)) =0, z € (a,b).
Integruodami paskutiniaja tapatybe intervale (zo,x) C (a,b), gauname

0= [ ®ulry()ide = 2w y(w) — D0 ylan)) = e y(e) — o

0
t.y. funkcija y(x) intervale (a,b) tenkina salyga: ®(x,y) = co.
S



Grizkime, prie jau nagrinétos, diferencialinés lygties
F(z,y,y') =0, F(z,y,9) =) —27y". (1.4)"
Funkcija F yra tolydziai diferencijuojama visoje erdvéje R>. Mes jau zinome, kad
y=(x—-0C)3 z€R b)

yra (1.4)" diferencialinés lygties bendrasis integralas. Issprende b) bendraji integrala ¢ atzvilgiu gauname

@(.’lﬁ,y) =G (b(.%‘,y) =T — y1/3~

Matome, kad paskutinioji funkcija nediferencijuojama tieséje y = 0, todél Sioje plokstumos srityje 2.1 Teore-
mos salygos néra ispildytos. Todél negalima garantuoti, kad bet koki diferencialinés lygties (1.4)” sprendinj
galime rasti i§ bendrojo integralo, parinkus konstanta c.

Taigi, (1.4)" diferencialiné lygtis turi bendra integrala, apibrézta visoje plokstumoje, tac¢iau bendrasis
integralas neapima visu diferencialinés lygties sprendiniu, kaip berinktume konstantas c. Bet jei (1.4)” difer-
encialinés lygties apibrézimo sriti susiaurintume, t.y. pareikalautume, kad x € R, y > 0, tai tada bendrasis
integralas b) Sioje srityje tolydziai diferencijuojamas. Taigi, Siuo atveju b) bendrasis integralas apima visus
diferencialinés lygties sprendinius susiaurintoje apibrézimo srityje.

Pastebésime, kad (1.5) dif. lygtis apibrézia rysj tarp tasko M (z,y) koordinaciu ir Sios lygties integralinés
kreivés krypties koeficiento, Siame taske, t.y.

dy
tga = = f(z,y).

Tarkime, kad funkcija f(x,y) yra apibrézta kokioje nors plokstumos srityje G. Tada taske M € G egzis-
tuoja kryptis, kurios krypties koeficientas taip pat lygus f(x,y). Taske M nubréze vektoriu, su minétaja
kryptimi (8io vektoriaus koordinatés yra (1, f(x,y))) mes gauname taske M krypti, kuria apibrézia (1.5)
diferencialiné lygtis. Kadangi M € G yra bet koks laisvai pasirinktas plokstumos srities taskas, tai Sios
srities kiekviename taske, (1.5) lygtis apibrézia konkrecia krypti. Siu krypéiu visuma, apibrézta (1.5) lygties,
vadinama krypciu lauku. Tada, integraliniu kreiviu liestiniy ir krypé¢iu lauko vektoriu kryptys, integraliniu
kreiviu tagkuose, sutampa.
Aptarkime, kaip galima nubrézti integralines kreives, zinant krypciu lauka. Tarkime, kad duota difer-
encialiné lygtis
dv _y G ={(z,y);2 >0, y >0} (1.11)
de 2’ e ’ ' '
Nesunku suprasti, kad tiesése y = cz, krypéiu laukas pastovus, kadangi y/xz = c ir

de

Tuo biudu, nurodytos tieses taskuose, vektorius s = {1,c} yra lygiagretus tiesei, todeél ir krypéiu laukas
iSsidéstes tiesés kryptimi, kaip parodyta 1.2 pav.. Aisku, kad vektorinio lauko kreivés sutampa su pradinémis
tiesémis, t.y. y = cx. Tada santykis y/z = ¢, 0 < ¢ < oo yra (1.11) lygties kanoninis integralas.

Panagrinékime tokia diferencialine lygti:
dy

T
= — — = M . 1.12
i y,G {(z,y);2 >0,y > 0} (1.12)

Diferencialiniu lygéiu (1.11) ir (1.12) vektoriniu lauku kryptys yra ortogonalios (kodél?). Beje, nesunkiai
gauname, kad integralinés (1.12) lygties bendrasis sprendinys yra toks:

y=vVC—-122 0<c<oo. (1.13)

Paskutiniosios funkcijos apibrézimo sritis priklauso nuo konstantos ¢ (kodél?).
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1.2 pav.

Krypéiu lauko ir vektoriniu kreiviu (liniju) lauko savokos nurodo buda, kaip apytiksliai buitu galima
rasti dif. lygties Kosi uzdavinio sprendini:

Y Fww) vleo) =0

I8 tasko (z0,y0) € G bréziame tiese, kurios krypties koeficientas  f(zo, yo). Parenkame sioje tieséje ("netoli”)
kita taska (z1,y1) € G, 21 > xo. I§ §io tasko bréziame tiese, kurios krypties koeficientas f(x1,y;1) ir Sioje
tieséje parenkame taska (x2,y2), 22 > 1. Pratese §i procesa gauname lauzte (1.3 pav.). Natiralu tikétis, kad
jei lauztés ”zingsnis” pakankamai smulkus, tai $i lauzté pakankamai arti integralinés kreivés, kuriai priklauso
taskas (xg,yo). Taigi, Sia lauzte galime laikyti apytiksliu Kosi uzdavinio sprendiniu. Sis metodas vadinamas
Oilerio lauzéiy metodu.

1.3 pav.

Aptarsime kita, geometrini, integraliniu kreiviu paieskos metoda, kuris vadinamas izokliny metodu.

Apibrézimas (1.8) dif. lygties krypéiu lauko izoklina vadinsime kreive, kurios taskuose krypciu laukas
yra pastovus.

Izoklinos taskuose teisinga lygybe:

f(x,y) =C.

Kai izoklinos zinomos, tai mes lengvai galime nubrézti krypciu lauka, o kai zinomas krypc¢iu laukas, pagal ji
galime rekonstruoti integralines kreives. Pateiksime pavyzdziu. Tarkime, kad duota diferencialiné lygtis

d
ﬁ =2’ +y% G={(x,y); v,y e R}.

Tada apskritimai 22 +y? = R? yra $ios dif. lygties izoklinos. Matome, kad kuo didesnis R, tuo krypéiu lauko
vektoriaus krypties kampas didesnis. 1.4 pav. pateikiama iterpretacija, kaip rekonstruojamas integralinés
kreivés, naudojant izoklinas.
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1.4 pav.

Jeigu taske (x0, o), funkcija f(xo,y0) = oo, tai krypéiu laukas Siame taske yra lygiagretus Oy asiai.
Siuo atveju sprendziame apversta dif. lygti, t.y.

1 dx

flay)  dy’

Jeigu taske (xo, yo) funkcija f(z,y) turi neapibréztuma 0/0, tai sakysime, kad Siame taske krypciu laukas
neapibréztas, o taska (xo,yo) vadinsime ypatingu dif. lygties tasku.

Jeigu egzistuoja integraliné kreivé y = y(x) turinti savybe: y(x) — yo, kai @ — xg, tai sakysime,
kad kreivé sliejasi prie $io ypatingo tasko. Siuo atveju dif. lygtis ypatingame taske neapibrézia kampo,
kuriuo kreivé siejasi prie sio tasko. Panagrinékime kiek plac¢iau $ia problema, kitaip tariant panagrinékime
integraliniu kreiviu elgesi ypatingu tasku aplinkoje.

1. Tarkime, kad duota diferencialiné lygtis

dy _ 2y

— == 1.14
Istirsime integraliniu kreiviu elgesi, ypatingo tasko (0, 0) aplinkoje. Integruodami (1.14) diferencialine lygti
gauname:

y=cx? (z#0).

Be to, sios lygties sprendiniais bus ir spinduliai Oz bei Oy. Sios diferencialinés lygties integraliniu kreiviu
iSsidéstymas demonstruojamas 1.5 pav. kairéje puséje. Matome, kad Sio ypatingo tasko aplinka uzpildyta
nesikertan¢iomis integralinémis kreivémis, kurios Sliejasi prie Sio ypatingo tasko, skirtingomis kryptimis, o
visu ribiné kryptis yra ta pati, beje Siuo atveju ribiné liestiné yra koordinatiné asis Ox. Toks ypatingas taskas
yra vadinamas mazgu.

1.5 pav.
2. Panagrinékime labai panasia lygti
dy y
— == 1.15
dz = ( )



kurios ypatingas taskas sutampa su (1.14) lygties ypatingu tasku. Sios lygties bendrasis sprendinys yra toks:

y=cx (x#0),z=0(y #0).

Integraliniu kreiviu issidéstymas, ypatingo tasko (0, 0) aplinkoje, nurodytas 1.5 pav. desinéje. Toks ypatingas
taskas yra vadinamas diskriminantiniu mazgu. Diskriminantinio mazgo esmeé- visos integralinés kreivés
sliejasi prie Sio tasko, ir visos integralinés kreivés Sio tasko aplinkoje turi skirtingas kryptis.

3. Isspreskime lygti

dy y+«x
— = . 1.16
dz x ( )
Sios lygties ypatingas taskas (0, 0). Matome, kad tai homogeniné diferencialiné lygtis. Pazyméje y = zx
gauname, kad y' = z2’ + 2. Irade pastarasias lygybes i (1.16) lygti turime

dz

— =1.
xdiL’

Integruodami pastaraja lygti gauname, kad z = In |z|+c. Nesunkiai randame (1.16) lygties bendraji sprendini
y =z(In|z| + ¢).
Matome, kad visos integralinés kreivés sliejasi prie tasko (0, 0), bet (skirtingai negu mazgo (1.15) lygtis)

visos 8ios integralinés kreivés turi apibrézta liestine ypatingame taske, misu atveju, liestiné yra Oy asis (zr.
1.6 pav.). Toks taskas vadinamas iSsigimusiu mazgu.

1.6 pav.
4. Lygties
dy y
=~ __Z 1.17
P (1.17)

kurios ypatingas taskas yra (0, 0), bendrasis sprendinys yra toks:

(2 # 0),2 = O(y # 0).

S

y:

Siuo atveju hiperbolés yra (1.17) lygties integralinés kreivés. Prie tasko (0, 0) sliejasi tik baigtinis kreiviu
skaicius (zr. 1.7 pav. kairéje). Toks ypatingas taskas vadinamas balno tasku.
5. Nagrinésime tokia lygti
dy _y+z

= ) 1.18
dr zx—y ( )

Matome, kad tai homogeniné diferencialiné lygtis (zr. 1.6 skyreli). Keisdami ieskomaja funkcija y = zz,
gauname (detaliai suskai¢iuoti sitilome skaitytojui) toki (1.18) lygties bendraji integrala:

/22 4+ 42 = cedrete(y/x)
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Naudodami polines koordinates x = rcosf, y = rsin 6 paskutiniaja lygybe perrasome

r = cee.

Pastaroji lygybé reiskia logaritminiy spiraliu Seima (1.7 pav. desinéje). Sios spiralés sliejasi prie ypatingo
tasko (0, 0) sukdamasi apie ji, t.y. visu kreiviu lauko kryptis siame taske neapibrézta. Toks ypatingas taskas
vadinamas zidiniu.

1.7 pav.
6. Lygties
d
Y__ T (1.19)
dz Y

ypatingas taskas yra (0, 0), o bendrasis integralas

Ypatingo tasko aplinkoje Sios kreivés iSsidéste koncentriskais apskritimais ir né vienas apskritimas neprisi-
slieja prie 8io tasko, o Sio tasko aplinkoje yra begalo daug apskritimu, kuriy spinduliai kiek norimai mazi.
Toks ypatingas taskas vadinamas centru (zr. 1.8 pav.).

1.8 pav.

1.3 Diferencialinés lygtys iSreikstos diferencialais
1. Diferencialiné lygtis
M (z,y)dx + N(x,y)dy =0, (1.20)

¢ia M(x,y), N(z,y) € C(GQ), G C R? vadinama diferencialine lygtimi isreiksta diferencialais.
(1.20) lygti galime perradyti tokiu budu:

M(z,y) + N(w,y)% =0, (1.21)
Af(x,y)d—x + N(z,y) =0. (1.22)

dy

(1.21) lygties atveju ieskosime sprendinio y = y(z), o (1.22) lygties atveju, ieskosime sprendinio x = z(y).
Detaliau panagrinékime (1.21) dif. lygti, kadangi (1.22) lygties atveju samprotavimai visiskai analogiski.
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Tarkime, kad funkcija N(z,y) # 0, bet kokiai porai (z,y) € G. Kadangi funkcija yra tolydi, tai srityje
G funkcija N(z,y) arba teigiama arba neigiama. Tada, (1.21) dif. lygti perrasome tokiu badu:

dy _ M(x,y) ’

Taigi, lygtys (1.21) ir (1.20)’ yra ekvivalencios.

Tuo atveju, kai egzistuoja srities G taskai, kuriuose funkcija ~ N(z,y) = 0, tai tada lygtys (1.21) ir
(1.20)" yra ekvivalencios tik srityje G \ Go, ¢ia Gy = {g € G, N(g) = 0}.

Tarkime, kad (zq, y0) € Go. Jeigu M (zq, y0) # 0, tai lygtis (1.21) neturi sprendiniu, kuriems priklausytu
taskas (xo,y0). Tuo atveju, kai N(xg,yo) = M(x0,y0) = 0 tai Sis taskas gali nepriklausyti né vienam dif.
lygties sprendiniui, gali priklausyti vienam arba daugiau dif. lygties sprendiniu. Kai taskas priklauso ne
vienam dif. lygties sprendiniui, tai Sis taskas vadinamas ypatingu, diferencialinés lygties, tasku.  Beje,
Siame taske krypciu laukas yra neapibréztas.

Tarkime, kad funkcijos N(z,y), M(z,y) # 0, (z,y) € G. Tuomet  (1.20)’ lygties desinioji pusé turi
pastovu Zzenkla, srityje G. Tad 8iuo atveju diferencialinés lygties sprendinys y = ¢(x) yra grieztai mono-
toniné funkcija, apibrézimo srityje, tarkime intervale (a,b). Vadinasi egzistuoja siam sprendiniui atvirkstine,
tolydziai diferencijuojama, funkcija x = ¢~!(y), intervale (c,d). Be to

dz 1 1 N
T Ay M
dy ¢ - M

Bet paskutinioji lygybeé reiskia, kad atvirkstiné funkcija yra dif. lygties (1.22) sprendinys. Taigi, srityje, kur
abi funkcijos M(x,y) ir N(z,y) yra nelygios nuliui, bet koks (1.21) sprendinys turi atvirkstine funkcija, kur
pastaroji taip pat (1.20) lygties sprendinys. Taigi, Sios lygtys yra ekvivalencios.

1.4 Diferencialiniy lygciu integravimas. Lygtys su atskirtais kintamaisias

Apibrézimas (1.20) lygtis bus vadinama diferencialine lygtimi su atskirtais kintamaisiais, jeigu
M(z,y) = p(x), € (a,b) (M(x,y) =&(y), y e (c,d)),

N(Iay) = g(y)’ S (Cv d) (N(‘Tay) = @(x), LS (aab))

Laikome, kad ¢(x) ir £(y) yra tolydzios funkcijos. Pazymékime staciakampe plokstumos sriti tokiu budu:

A_la<z< b,
T le<y<d.
Tarkime, kad y = y(x) yra dif. lygties
p(z)dz +€{(y)dy = 0, (1.23)

sprendinys, apibréztas intervale (o, 8) C (a,b). Tada yra teisinga lygybe:
p(x)dr = —¢[y(z)]dy(z), = € (o, B).

Integruodami paskutiniaja lygybe gauname

[et@ia == [ du@ldyta) + e =~ [ sy -+

Pazymeéje funkciju o(x) ir £(y) pirmykstes ®(z) ir ¥(y), atitinkamai, gauname, kad bet koks diferencialinés
lygties sprendinys, apibréztas staciakampyje A, yra lygties

F(z,y) =P+ T = ¢y, (1.24)
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sprendinys. Funkcija F'(z,y) yra tolydi ir diferencijuojama staciakampyje A, ir F, = ¢{(y), F, = ¢(z).
Tarkime, kad y = y(«). Diferencijuodami (1.24) lygybe = atzvilgiu gauname

dy _

0.
dx

() +£(y)

Bet si lygtis sutampa su (1.23) lygtimi. Vadinasi (1.24) yra (1.23) lygties bendrasis integralas, lygties
sprendiniui y = y(z). Remdamiesi 2.1 Teorema gauname, kad visi (1.24) sprendiniai y = y(x) yra lygties
(1.23) sprendiniai ir atvirksciai.
Is paskutiniyju samprotavimu isplaukia, kad (1.23) diferencialinés lygties sprendiniu y = y(z) ir x = z(y)
bendrasis integralas isreikstas (1.24) lygybe.
Pavyzdziui, diferencialinés lygties
e dr = e’ dy,

2 2
/e”” dx—/ey dy = c.

Beje, paskutiniojo integralo negalime isreiksti elementariosiomis funkcijomis.

bendrasis integralas yra toks skirtumas

1.5 Diferencialinés lygtys su atskiriamais kintamaisiais.

Ateityje mes nagrinésime dif. lygties, analizinius, sprendinio radimo budus.

Sakysime, kad diferencialiné lygtis yra integruojama (kartais iSsprendziama kvadratiiromis), jeigu jos
sprendinys ¢(x) yra isreikstas elementariosiomis funkcijomis. (Kokias funkcijas vadiname elementariosiomis).

Sakysime, kad dif. lygties sprendinys isreiskiamas kvadraturomis, jeigu sprendinys iSreiskiamas elemen-
tariomis funkcijomis. Siuo atveju sakysime, kad diferencialiné lygtis iSsprendziama kvadratiiromis.

Apibrézimas Diferencialine lygtj

Y =g(x)/hy), (x,y) € A, (1.25)

vadinsime lygtimi su atskiriamais kintamaisiais, ¢ia g,h yra tolydzios apibrézimo srityse funkcijos, be to
h(y) # 0, kai y € (¢, d).
Esant sioms prielaidoms, (1.25) lygtis turi sprendini. Be to, Kosi uzdavinys turi vieninteli sprendinj.
Panagrinékime pati paprasc¢iausia Sios lygties atveji, t.y., kai h(y) = 1.
Siuo atveju mes turime tokia dif. lygti

Y ’
1= (x). (1.25)

Jeigu funkcija tolydi apibrézimo srityje, tai bendrasis Sios lygties sprendinys yra toks

y = /f(x)d:v +¢, ceR, z € (ad), yeR. (1.26)

Kitaip tariant, visa plokstuma uzpildyta nesikertanc¢iomis kreivémis, kurios yra (1.25) diferencialinés lygties
atskiri sprendiniai. Siu sprendiniu algebrinés lygtys gaunamos parinkus konstanta ¢y € R.
Jei (1.25) dif. lygties bendruoju sprendiniu imsime funkcija

y= / f(z)dz, @,z € (a,b)

tai tada bendaji sprendini galime uzrasyti taip

y:/wf(x)dx—i—c.

0
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Matome, kad jei paimsime 2 = 1z, tai gausime y = yo. Taigi, (1.25) sprendini su pradinémis salygomis g, yo
galime uzrasyti taip

y = / f(@)dz + yo.

Jei tarsime, kad yo yra bet koks realus skaicius, tai paskutinioji lygybeé reiskia (1.25) bendraji, Kosj formos,
sprendinj nurodytoje apibrézimo srityje. Beje, matome, kad Kosi uzdavinio sprendinys yra tolydi, tolydziai
diferencijuojama, kintamojo x atzvilgiu, funkcija.

Jeigu funkcija f(x) yra tolydi tasko £ aplinkoje, o taskas £ € (a,b) yra triikkio taskas, kuriame funkcijos
reikdme lygi begalybei, tai tada (1.25)" bendrasis sprendinys apibréztas tokioje srityje:

a<z<&ly <oo, E<x<blyl <o

Aigku, kad tiesé x = £ yra lygties 2'(y) = 1/f(z) sprendinys, todél ji turétu irgi biti prijungta prie (1.25)°
diferencialinés lygties sprendiniu Seimos. Beje, §is sprendinys gali buti ypatingas, t.y. arba integraliniu
kreiviu Seimos gaubiamoji, arba asimptoté (tiesé, prie kurios artéja integralinés, kai z — oo ).

Vertétu pastebeti, kad jeigu funkcija f(x) kokiame nors apibrézimo srities taske lygi nuliui, tarkime
f(xo) = 0 ir be to si funkcija igyja skirtingu zenklu reiksme, kai x < zq, z > x¢, tai taske xo kiekviena inte-
graliné kreivé pasiekia ekstremuma. Si tiesé bus vadinama integraliniy kreiviu minimumu arba maksimumu
tiese. Dar daugiau, jeigu funkcija f(z) yra diferencijuojama ir apibrézimo srityje islaiko pastovu zenkla, tai
minétoje sityje visos integralinés kreivés turi ta pati iskiluma. Jei f”(x0) = 0 ir be to f”(z) turi skirtingas
zenklo reiksmes, kai © < x( ir xg > x tai tiesé y = x( yra visu integraliniu kreiviu perlinkio tiesé.

Panagrinékime dar viena (1.25) dif. lygties atveji:

dy

— = . 1.27

() (127)
Paskutiniaja lygti galime perasyti taip:

dx 1

— = . 1.28

dy  f(y) (128)

Matome, kad paskutinioji lygtis sutampa su (1.26) diferencialine lygtimi. Taigi, ios lygties sprendinj galime
uzrasyti taip
1
x:/—dy—kc, c<y<d,xeR,
f(y)
o Sios lygties Kosi formos bendraji sprendini galime uzrasyti taip:
Y1

vo f(W)

Cia x( yra laisvai parenkama konstanta, o yo fiksuotas skaicius.
Tarkime, kad funkcija y = @(z) yra (1.25) lygties sprendinys. Tada nagrinéjama dif. lygti galime
perrasyti taip:

= dy + zo,

h(p(z))de(z) = g(z)dz.
Tegu G(x) yra funkcijos g(z) pirmyksté funkcija. Tada paskutiniaja lygybe galime perrasyti taip:

dG(x) = hp(2))de(a). (1.29)

Jeigu funkcija H(y) yra funkcijos h(y) pirmyksté funkcija, tai naudodamiesi diferencialo invariantiskumu

gauname, kad
dG(z) = dH(p(2))

arba
G(z) = H(p(x)) +c. (1.30)



Zinome, kad funkcija h nekei¢ia zenklo, o H(y) yra monotoniné funkcija (kodél?), tai H(y) turi atvirkstine
H~! apibrézimo srityje. Tad i$ (1.30) lygybés gauname, kad

p(z) = H'(G(z) — ¢).

Nesunku patikrinti, kad fiksavus ¢, paskutinéje lygybéje, Sios lygybés desSinioji pusé yra (1.29) lygties

sprendinys. Tada funkcija
y=H"'(G(z)—c) (1.31)

yra (1.30) lygties bendrasis sprendinys. Sios lygties bendrasis integralas yra toks
G(z)— H(y) =c. (1.32)

Kosi uzdavinio sprendini, taske (xo, y0), gauname is (1.31) formulés, t.y. ¢y = G(x¢) — H (o). Imdami taskus
(z,y) € A, mes gausime visas galimas konstantos ¢ reikdmes i$ lygybeés (1.32). Irase sias konstantu reiksmes
i (1.31) gauname dif. lygties (1.32) atskirus sprendinius.

Atskiri, diferencialinés lygties su atskiriamais kintamaisiais, atvejai.

1. Tarkime, kad integruojama lygtis yra tokia:

dy
s = f(az + by).

15 Sios lygties galime gauti jau naginéta atveji, jeigu atliksime keitima
z =ax + by, z—naujas kintamasis.

IS tiesu, 2’ = a + by’ ir 2’ = a + bf(z). Taigi, gavome diferencialine lygti su atskiriamais kintamaisias.

1.6. Homogeninés diferencialinés lygtys.

Apibrézimas Funkcija M (x,y) vadinsime m- ojo laipsnio homogenine funkcija, jeigu visiems x,y,t > 0
teisinga lygybé
M(ta, ty) = " Mz, ).
Jeigu funkcijos M (x,y), N(x,y) yra m-ojo laipsnio homogeninés funkcijos, tai diferencialiné lygtis
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 vadinama m—ojo laipsnio homogenine diferencialine lygtimi.
Paskutiniaja diferencialine lygti perrasykime taip:
%  M(z,y) M(l'a Ix\ﬁ) B

dr  N(z,y) N(m,|x|‘%)

o[ M(£1,+8)
Clz[mN(£1,4Y) 1@

xT

t.y.
dy y
—= = f(=). 1.33
Yo (13
Pazyméje y = xz, ¢ia z = z(z) gauname, kad
dy dz

— =xr— +=z

dx dx '

Tada



arba

Integruodami gauname
dz
"I}':CGXP(/W), C#O

Nagrinédami (1.33) lygti pastebime, kad koordinac¢iu pradzios taske krypéiu laukas yra neapibréztas,
taigi taskas (0, 0) yra ypatingas Sios dif. lygties taskas. Beje, §ios lygties izoklinas apibrézia tiesés y =
kx(x # 0). Visos integralinés kreivés, kerta Sia tiese tuo paciu kampu.

Homogeninés dif. lygties ypatingais sprendiniais gali buti tiesés Oy spinduliai be pradzios tasko (0,0)
ir spinduliai y = z;x, = # 0.

Panagrinékime lygti

dy a1:c+b1y+cl)
— =fl—F——). 1.34
dz f( axr +by+c ( )
Parodysime, kad pertvarkius (1.34) lygti, galime gauti homogenine dif. lygti.
Visu pirma tarkime, kad
a b
a e # 0.
Atlike keitima
r=¢+e y=n+f,
¢ia ¢, n kintamieji, e, f yra konstantos, randamos i3 sistemos
ate+bf+c1 =0,
ae+bf +c=0.
Atlike §j keitini gauname, tokia dif. lygti
do _ f(a1¢ + b177)
dn ap+bn /)’
Matome, kad §i lygtis yra pirmojo laipsnio homogeniné dif. lygtis.
Panagrinésime atveji, kai
a b —0
ay C
Siuo atveju turime, kad
dy k(ax + by) + cl>
-J I ) = by).
dz ( ax +by+c filaz +by)
Bet §i atveji taip pat esame nagrinéje.
Apibendrintos homogeninés lygtys
Apibrézimas Diferencialine lygtj
M(z,y)dz 4+ N(z,y)dy =0 (1.35)

vadinsime apibendrinta, m—ojo laipsnio homogenine lygtimi, jeigu egzistuoja racionalus skaicius k toks, kad
(1.35) lygties kairioji pusé tampa x,y,dx,dy atzvilgiu m-ojo laipsnio homogenine lygtimi, kada x laikomas
l-ojo matavimo dydziu, y— k-ojo matavimo dydziu, dx,dy yra laikomi O—inio ir k — 1—o0jo matavimo
dydiais, atitinkamai.

Tada keitiniu y = za=™™

, nagrinéjamoji lygtis pertvarkoma i lygti su atskiriamais kintamaisiais.

18



Paaiskinimui pateiksime toki pavyzdi. Tarkime duota diferencialiné lygtis
2
(—2 — y2)dx +dy =0.
x

Raskime toki k, kuriam butu teisingas sarysis

—2=2k=Fk—-1.
Bet toks k i§ tiesu egzistuoja ir yra lygus —1. Taigi, §iuo atveju k = —1, o homogeniskumo koeficientas
yra m = —2. Apibendrinta homogenine lygti galime pertvarkyti i lygti su atskiriamais kintamaisias, jeigu
atliksime keitima:
Yy = Zx_27
Cia z yra nauja funkcija.
1.7 Tiesinés diferencialinés lygtys
Apibrézimas Lygti
dy
1, TP@y=fl2); (a<z<b), p,feClabd) (1.37)

vadinsime tiesine, pirmos eilés diferencialine lygtimi. Jei f(x) = 0, tai lygtis

dy B

yra vadinama tiesine, homogenine, pirmos eilés diferencialine lygtimi, o kitu atveju- nehomogenine.
Homogeniné lygtis visada turi sprendini y(x) = 0. Kadangi $i lygtis yra su atskiriamais kintamaisiais,
tai be jokiu ypatingu pastangu galime suintegruoti, biitent

Y~ —plade (s 2 0)

0 i§ ¢ia gauname,
Yy
inf %) =~ [ p(a)dz (e £ 0

arba

y=cexp(— /p(x)dx) (1.38)

Pastebésime, kad i§ (1.38) bendrojo sprendinio israiskos, kai ¢ = 0, gauname ir sprendini y = 0. Beje, i
(1.38) sprendinio israiskos isplaukia, kad sprendinio grafikas yra virs asies Oz, jei ¢ > 0 ir Zemiau Ox asSies, jei
¢ < 0. Pastebésime, kad integralas [ p(z)dz yra funkcijos p(z), apibréztos intervale (a, b), pirmyksté funkcija,
taigi ir tiesinés, homogeninés lygties sprendinys taip pat apibréztas intervale (a, b).

Rasime tiesinés nehomogeninés lygties bendraji sprendini.

Tarkime, kad y(z) = u(x)-v(z). Tada y' = uv’ +u'v. Trase Siuos reiskinius i (1.37) lygti gauname lygybe

(W' + p(z)v)u +v'v = f(z).

Parinkime funkeija v taip, kad v'+p(z)v = 0. Pastaroji lygybé yra tiesiné homogeniné dif. lygtis. Remdamiesi
(1.38) lygybe gauname, kad

v=exp (- /p(x)dx) (1.39)
Antra vertus, jei funkcija v isreiskiama (1.39) lygybe, tai tada u'v = f(x). Matome, kad tuomet

@
du = 4
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o u = /‘Z;Egdz+c /f(:z:) exp(/p(x)dx)derc.

Taigi, (1.37) nehomogeninés lygties sprendini galime uzrasyti taip:

y=uv=exp(— /p(x)da:) (c+ / f(z)exp (/p(w)dx))dx (1.40)

Bendraja sprendinio forma galime perrasyti ir taip:

u

y=exp(— / p(z)dz)(c+ / f(x)exp (/ p(z)d))dz, (1.41)
o Zo Zo
kai zg,z € (a,b).

Jeigu spresime Kosi uzdavini, t.y. ieSkosime sprendinio, iSpildanc¢io pradines salygas x = zg,y = yo, tai
bendroji sprendinio israiska yra tokia:

y=exp(— /p(x)dx) (yo + / f(z)exp (/p(:c)dx))dx (1.42)

Is (1.40) formulés isplaukia, kad bendrasis nehomogeninés lygties sprendinys yra lygus atitinkamos
tiesinés homogeninés dif. lygties bendrojo ir atskirojo nehomogeninés lygties sprendiniu sumai.

Apibrézimas Lygti
y' +p(x)y =y f(z)

vadinsime Bernulio diferencialine lygtimi, « € R, o p, f € C(a,b).
Pastebésime, kad jei o = 0,1, tai dif. lygtis yra tiesiné. Kitais atvejais, atlike keitima

Bernulio lygti pertvarkome i tiesine lygti, funkcijos 2z atzvilgiu. Be to, jei a > 0, tai Bernulio dif. lygtis turi
sprendini y = 0. Sis sprendinys bus atskiras, jeigu o > 1 ir ypatingas, jeigu 0 < a < 1.

Apibrézimas Lygtj

Y~ Py + QM+ Rla), P.Q.ReC(ab) (1.43)
vadinsime Rikacio lygtimi.

Koks bebuty srities a < = < b, |y| < +oo taskas (xo,y0), egzistuoja vienintele (1.43) dif. lygties
integraliné kreivé. Taciau jdomu tai, kad integralinés kreivés yra apibréztos nebutinai visame intervale (a, b).
Beje, ipatingu sprendiniu Rikacio lygtis neturi. Bendru atveju, Rikacio lygtis neintegruojama. Panagrinékime
tuos atvejus, kai §i lygtis yra integruojama.

1) Tarkime, kad yra zinomas atskiras Rikacio lygties sprendinys, tarkime ¢. Tada atlike keitima

1
Yy = t + )
z
z nauja funkcija, mes gausime tiesine dif. lygti.
2) Rikacio lygtis
B C
y' = Ay’ + —y+—, A B,C,eR, (B+1)?>4AC, (1.44)
x x
turi toki atskira sprendini:
a
yr= -,
x

¢ia a yra skaicius, kuris nustatomas paskutiniaja lygti irasius i (1.44) dif. lygti.
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3) (1.43) Rikacio lygti, keitinio y = z + g(«) déka, visuomet galime pertvarkyti i tokia lygti:
y' = By® + R(x),

¢ia g(x) yra lygties

2Ag(x) + Q + — =0

el

sprendinys. Tarkime, kad

4) R(z) = Ar~2. Tada, (sitilome skaitytojui tai atlikti) si lygtis yra apibendrinta homogeniné lygtis.
5) Jei R(z) = Az® ir i, = —522%, n—sveikas skaicius, tai keitiniu

1
g = @)+ =P > )

n(§)

mes gauname tokia lygti
A e

Qg + 3 Qp43

Taikydami §j keitinj kelis kartus galime pasiekti, kad ap = 0, o tuo paciu ir R(z) = c¢. Jeigu n < —1, tai
keitiniu ) ( e
o + a1
—— =) + g, ="
y@ MO

nagrinéjama lygti galime pertvarkyti i tokia:

/ A 2

B
n = S

Oszr177 +an+1

naudodami minétaji keitini baigtini skaic¢iu kartu galime pasiekti, kad ap = 0. Visais kitais atvejais suinte-
gruoti Rikacio lygties nepavyksta.

1.8 Diferencialinés lygtys pilnais diferencialais. Integruojamas daugiklis

Tarkime, kad duota lygtis
M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0, (1.45)

o Sios lygties kairioji pusé yra kokios nors funkcijos U pilnas diferencialas. Tada (1.45) lygti galime perrasyti
taip dU = 0. Aisku, kad sios lygties bendrasis integralas yra lygus U(z,y) = c. Laikome, kad M, N € C(D),
¢ia D kokia tai plok§tumos sritis, be to Sioje srityje turi tolydzias dalines iSvestines, kintamuju « ir y
atzvilgiu, atitinkamai. Isklause matematinés analizés kursa zino, kad tam, kad (1.45) lygtis butu lygtimi
pilnais diferencialais butina ir pakankama, kad galiotu lygybe:

oM  ON
_ IV 1.4
Jy ox (1.46)

Jei pastaroji salyga ispildyta, tai bendraji integrala galime uzrasyti taip:

/M(m,y)dx+/N(w07y)dy:c (1.47)

arba
/M(x7y0)dx+ /N(,I,y)dy =

Cia taskai xg,yo € D.
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Kosi uzdavinio sprendini, kai duotos pradinés salygos xg,y9 € D, tuo atveju kai abi funkcijos M ir M
néra tapatingai lygios nuliui, gauname i§ bendrojo integralo (1.47), kai ¢ = 0 ir i§ formulés

[ MG pax+ [Ny =0 (1.48)

arba

/M(x, yo)dx + /N(x, y)dy = 0.

Tuo atveju, kai nagrinéjamame plokStumos taske funkcijos M = N = 0, tai Siame taske krypties laukas
neapibréztas, taigi sprendinys arba neegzistuoja arba yra nevienintelis.

Aptarsime integruojamo daugiklio metoda.

Apibrézimas Jeigu lygtis (1.45) néra lygtis pilnais diferencialais, bet egzistuoja funkcija u = p(z,y)
tokia, kad lygtis
pu(Mdx + Ndy) =0 (1.49)

yra pilnais diferencialais, t.y.
p(Mdx + Ndy) = dU,

tai funkcija p yra vadinama integruojamu daugikliu, o funkcija U, si integruojama daugikli atitinkanciu
integralu.

Taigi, jei integruojamas daugiklis yra zinomas, tai padaugine pradine lygti i$ Sio daugiklio mes gauname
lygti pilnais diferencialais. Taciau pastebésime, kad dauginant is kitos funkcijos mes galime arba prarasti
sprendinius arba gali pasirodyti nauji sprendiniai, priklausomai nuo to ar kreivés taskuose integruojamo
daugiklio reiksmé begalybé ar nulis.

Tarkime, kad integruojamas daugiklis p yra tolydziai diferencijuojama funkcija. Tada turime, kad

O(uM) _ ()

oy Oz

I8 pastarosios lygybés iSplaukia, kad integruojamas daugiklis p yra lyg- ties, su dalinémis iSvestinémis

oM ON

,u(— — %) (1.50)

ou o
o opde B

N -
or oy

sprendinys.
Jei i§ anksto yra zinoma, kad funkcija g = p(w), ¢ia w yra zinoma z ir y funkcija, tai (1.50) lygtis yra
tiesiné dif. lygtis, su nezinoma funkeija pu = p(w) :

dn _

L~ s, (L51)

ir
M _ 9N

oy ox _
ow dw — ¢<w) :
Nd= )2

Spresdami (1.51) lygti gauname integruojanti daugiklj

u:exp(/qb(w)dw), (c=1).

Tarkime, kad integruojamas daugiklis priklauso tik nuo vieno kintamojo

Tada:
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oM ON oM ON

P = le) (P = 6w)-

Integruojamas daugiklis yra skai¢iuojamas taip:

b= exp ( / $(x)dx) (1= exp ( / 6(y)dy)).

Jei lygtis (1.51) yra homogenineé, tai naudojamas toks integruojamas daugiklis

1

H= M+ Ny,

jei tik Mx + Ny # 0.
Pasirodo, kad jei zinome du (8.1) lygties integruojamus daugiklius, tarkime g ir ps ir be to pq/ua # 0,
tai tada santykis
K1
H2

yra lygties bendrasis integralas. Idomu tai, kad jei lygtis (1.45) yra homogeniné ir pilnais diferencialais, tai
funkcija Mx + Ny = C yra bendrasis integralas, jei tik Mz + Ny # const.

I. Taikymai fizikoje

1. Yra zinoma, kad kiino ausimo greitis tiesiogiai proporcingas kiino ir aplinkos temperattiry skirtumui.
Tarkime, kad kiino, kurio temperatiira laiko momentu ¢ yra 6(t), o aplinkos temperatiira yra pastovi ir lygi
a. Tada temperaturos kitimo greitis yra lygus

o)
T —k(0(t) — a),

¢ia k > 0 yra proporcingumo koeficientas. Tegu pradiniu laiko momentu ¢ = 0 temperatura yra 6(0) = 6y > a.

Integruodami lygti su atskirtais kintamaisiais gauname, kad 6(t) = Ce™** + a. Issprende Kosi uzdavini
gauname, kad C' = 0y — a. Jeigu zinotume aplinkos temperatiira, bei temperatiiros dydi laiko momentu 6(¢; ),
tai galétume nustatyti proporcingumo koeficienta.

2. Raskime veidrodzio forma, kurios déka, lygiagreciu spinduliu pluostas surenkamas i viena taska.

Tarkime, kad nagrinéjamas pluostas lygiagretus Ox asiai. Nesunku suprasti, kad nagrinéjamas vei-
drodzio pavir§ius turétu buti sukimosi pavirsiaus, gauto sukant kreive apie Oz asi, dalis (simetrijos princi-
pas). Raskime minétaja kreive, tarkime L = L(x,y) = 0.

Tegu M (z,y) € L. Tarkime SM yra krentantis spindulys. Tegu MO yra atspindzio spindulys, T7T'—
yra liestiné kritimo taske M, o NN’ yra normalé taske M.

Zinome, kad kritimo ir atspindzio kampai yra lygiis, taigi ZSMN = /OMN. Be tada /SMT' = /OMT.
Toliau, ZOTM = /SMT’, taigi ir ZOTM = /OMT. Gauname, kad trikampis AMOT yra lygiaSonis.

Turédami Siuos duomenis sudarykime dif. lygti. Visuy pirma pastebékime, kad

tg/OTM =1y .
Antra vertus,
|MP|
tg/OTM = ——.
BOTM =7

Pastebéje, kad |M P| =y, ir |[TP| = |OT|— |OP| = |OM| — |OP| = \/2? + y? + z, gauname tokia lygybe

P —
Vi +yi 4o
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I8 paskutiniosios lygybés gauname homogenine diferencialine lygti:
(Va2 +y?+2)dy — ydz = 0.
Pastaraja integruodami zinomu budu, gausime toki bendraji Sios diferencialinés lygties sprendini:

y? = 2¢(x + E).
2
Taigi, Sio sprendinio grafikas yra parabolé, kurios virstiné yra taske (—c/2,0).
Be to pastebésime, kad y = 0(x < 0) yra Sios diferencialinés lygties ypatingas sprendinys.
3. Tarkime, kad kaip paprastai I = I(t),V = V(t), R = R(t) elektros srovés stiprumas, itampa ir varza
grandinéje, laiko momentu ¢, atitinkamai. Be to tegu L— saviindukcijos koeficientas. Zinoma, kad itampa,
bet kuriuo laiko momentu ¢, galime isreiksti tokia lygybe:

dr
V=IR+L—.
+ dt
1§ paskutiniosios lygybés gauname, kad
dI R v
wtI T @

Tarkime, kad I yra sroveés stiprumas pradiniu laiko momentu ¢ = 0. ISsprende paskutiniaja diferencialine
lygti, mes rasime sroves kitimo, grandinéje, désni, tenkinanc¢io pradines salygas I = Iy, kai t = 0. Tarkime,
kad V, R, L yra pastovis dydziai. Tada spresdami lygti (2) gauname toki bendraji sprendini:

V
I= & + ce” (B/L)E, (3)

Spresdami Kosi uzdavini gauname toki atskiraji sprendini, tenkinanti pradines salygas:

\%4 \%
[=4+e RIL (1 — E>'
Matome, kad (3) lygybés antrasis démuo artéja prie nulio, kai ¢ — oo. Taigi, kai ¢ didelis, galime laikyti,
kad I = V/R, t.y. galioja Omo désnis.

4. Zinoma, kad radzio skilimo laikas yra proporcingas jo masei. Raskime radzio skilimo lygti, jeigu
zinoma, kas per 1600 metus suskyla pusé radzio masés. Koks radzio procentas liks nesuskiles po 300 metu?
Tegu R reiskia radzio mase, laiko momentu ¢, o Ry mase pradiniu laiko momentu ¢y = 0. Tada radzio
skilimo greitis yra dR/dt. Kadangi skilimo greitis mazéja, mazéjant masei, tai i ivestiné yra neigiama. Be

to skilimo greitis yra tiesiog proporcingas grei¢iui, tai

dR
=k
dt R,

¢ia k > 0. Gauname diferencialine lygti su atskirtais kintamaisiais. Integruodami §ia lygti gauname, kad
R = ce "

Raskime proporcingumo koeficienta ir ¢. Spreskime Kosi uzdavini. Kai t = 0 gauname, kad R = Ry.
Taigi, R = Rpe *t. Toliau, raskime k. Kai ¢t = 1600, t.y. pra¢jus skilimo periodo pusei gauname, kad
R = 0.5R. Vadinasi teisinga lygybé

0.5R0 = Roe—k1600.

Is pastarosios lygybés gauname, kad k ~ 0, 00043.
Antraja uzduoties dali paliekame skaitytojui.

Uzdaviniai
1. Nustatykite kiino ausimo désni, jeigu aplinkos temperatiira yra 20°C, o kiinas per 20min. atvésta

nuo 100 iki 60°C. Per kiek laiko temperatiira nukris iki 30°C?
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2. Vertikaliame oro vamzdyje Zzemiau esanciu oro sluoksniu slégis p tiesiogine priklausomybe susietas su
vir§ jo esanéiu oro stulpo aukséiu h. zinoma, kad oro slégis virs jiiros lygio yra lygus 1kg/cm? o slégis 500m
aukstyje yra lygus 0,92kg/cm?.

3. Raskite srovés stiprumo kitimo désni, jeigu zinoma, kad I1(0) = I ir v = Asin(wt), ¢ia v yra itampa.

4. Raskite visas kreives, kuriu normalés Ox adyje atkerta y?/x ilgio atkarpas.

Isspreskite pateiktas diferencialines lygtis:

1
5. Yy =—=x; 6. ¢y =ylny; 7.y =z +y-+1
Y Vot a2 y =ylny Y Y

Raskite sprendinius tenkinané¢ius pradines salygas (isspreskite Kosi uzdavinius) taske (2,1) :

8 y =" —1; bf9. ¥ = /a2 —y+2x; 10. y = —y® — 2zy — 22

Raskite diferencialinés lygties bendruosius bei ypatingus sprendinius, jeigu jie egzistuoja:

—1
11. ' = yH; 12. ¢ = —2zy; 13. dz = /1 — 22dy;
T
14y = Y2 15y eI T g% 16,y = oy,
N3
2
17. z(x +2y)de + (22 — ¢y?)dy = 0; 18. ¢ = T y;
—x
19. dx _ dy .
Y+ Yy—x

Nubrézkite dif. lygties integraliniu kreiviu Seimos krypciu lauka, bei naudodamiesi $iuo lauku rekon-
struokite sias dif. lygties integralines kreives:

-1
20. y’:\/\é%; 21. oy = —x\/4y; 22. y’:—f;iQ.

Sudarykite duotosios kreiviu Seimos diferencialines lygtis:

23. y=2cr—c?* 24. y=(z—c)* 25. y=c— /a2 +1y2

2
25. 9/ (z%y® — 1) + 22> = 0; 26. 2y’ =1+ Lo 1;
T

27. (y* — 32%)dy + xyda.
Raskite sprendinius, tenkinancius pradines salygas y(0) =0 :
28y =2xy+1; 29. zy =x+2y; 30. zy =z +y.

Isspreskite pateiktas dif. lygtis:

31. o =2xy+22%y% 32 3%y = —y+yPlnax,yl) =1;

33. zy = ay® —y,y(0) = 1.

34. Raskite kreives, kuriu liestinés Oy aSyje atkerta atkarpas, lygias lietimosi tasko ordinatés kvadratui.

1 1
35. '+ 5 =% 36y =y’ + 5 37wy =y - By + 40’ + 2
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2z 3x2 — 92 xdy — ydx

40. %:g.
X X

41, (g +1)dz + (g —1)dy = 0; 42. (xy® +y)dz — ady = 0;

43. (2y+ dz+(3y+x+ dy =0,

1
($+y)2) (w+y)2)

44. (/2?2 —y+2z)de —dy =0.

1.9 Pirmos eilés diferencialiné lygtys neiSsprestos iSvestinés atzvilgiu. Bendrosios savokos

Lygti
F(z,y,y') =0, (1.52)

vadinsime pirmos eilés diferencialine lygtimi, neiSspresta isvestinés atzvilgiu. Kaip ir pirmajame skyriuje,
kuomet nagringjome dif. lygtis iSsprestas iSvestinés atzvilgiu, (1.52) lygtis plok§tumoje apibrézia krypéiu
lauka, tik Siuo atveju kiekviena taske ne biuitinai nusakoma viena kryptis, t.y. ¢’ taske nebutinai igyja viena
reikdme. Beje, taske (zq, yo) visos iSvestinés reiksmeés randamos sprendziant lygti

F(l‘Oa y07yl> =0.

Siuo atveju integralinés kreivés liestiné, taske, sutampa su viena i kryp- ¢iu siame taske.

Funkcija y = ¢(x) € C! < a,b >, vadinsime (1.52) dif. lygties sprendiniu, jeigu F(z,¢(x), ¢'(x)) =
Beje, (1.52) lygties sprendiniai gali biiti gaunami neisreikstine forma ®(x,y) = 0, bei parametrine z
¢(x),y = &(x).

Kosi uzdaviniu, kaip ir anks¢iau, vadinsime integralinés kreivés, kuriai priklauso nurodytas taskas,
radima. Sprendinys vadinamas atskiru, jeigu per kiekviena kreivés taska eina tik viena integraliné kreive.
Kitaip tariant, fiksuotai krypciai yra viena integraliné kreivé, nors §iuo atveju, tame pat taske gali buti ir
daugiau duotosios lygties integraliniu kreiviu, bet ju krypciu laukas bus kitas. PrieSingu atveju sprendinys
vadinamas ypatingu.

Jeigu (1.52) lygties kairioji pusé yra tolydi srityje Q@ C R, ir be to turi tolydzia daline iSvestine, y’
atzvilgiu, tai galima ypatinga sprendinj rasime spresdami lygciu sistema:

oF

oy

F(z,y,y") =0;

Sios lygciu sistemos sprendini vadinsime diskriminantine kreive. Diskriminantiné kreivé bus ypatingas
sprendinys, jeigu Sios kreivés taskuose pazeistos sprendinio vienatinumo salygos.
1.10 n—os eilés dif. lygtys

Apibrézimas Pirmos eilés, n—ojo laipsnio diferencialine lygtimi vadinsime tokij reiskinj:

Ag(z,y)y™ + Ay Y + L+ A ()Y + An(zy) =0, (1.53)

A, eGCR, i=1,...n.
Pastebésime, kad (1.53) lygti galime interpretuoti kaip n— ojo laipsnio polinoma. Tarkime, kad §is
polinomas turi m < n Saknu, t.y.
y' = filz,y) (i=1;...,m). (1.54)
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Jeigu kiekviena i§ §iu funkeiju galime suintegruoti, tai gausime bendruju integralu (sprendiniu) Seima

iz, y)=c¢ (i=1,...,m).

Si bendra integrala galime uzrasyti ir taip:

[V1(z,y) — ] x [a(,y) — ] x ... x [¥m(z,y) —c] =0,

kuris yra m—ojo laipsnio polinomas ¢ atzvilgiu.
(1.54) lygciu ypatingi sprendiniai yra ir lygties (1.53) ypatingi sprendiniai.
Panagrinésime kvadratine lygti, y' atzvilgiu.
Tarkime duota lygtis
y”? +2P(z,y) + Q(z,y) = 0. (1.55)

Issprende 8ia lygti v’ atzvilgiu gauname,

y' = —P(z,y) £ /P(x,y) — Q(z,y). (1.56)

Zinoma, kad pastarieji sarysiai turi prasme plokstumos srityje P? — Q > 0. Integruodami (1.56) lygybe
gauname bendraji (1.55) lygties sprendini. Beje, lygties (1.56) diskriminantiné kreive yra lygties P?(x,y) —
Q(z,y) = 0 sprendinys (kodél?).

1.11 Nepilnosios diferencialinés lygtys

1. Visu pirma panagrinékime tokia dif. lygti;

F(y) =0. (1.57)

Laikysime, kad funkcija F yra tolydi, be to turi baigtini nuliu skai¢iu. Tarkime, kad y = y(z) € C* < a,b >
yra lygties sprendinys. Aisku, kad funkcija y’(x) taip pat yra viena is lygties (1.57) 8aknu, kuria pazymeékime
6. Taigi y' = 6. Is pastarosios lygybés isplaukia, kad y = 6z + c. Taigi gauname, kad

y—c
T

F(E=5 =0 (1.58).
Atvirksciai, tarkime, kad (y — ¢)/x = 0,z # 0, o 6 yra kokia nors lygties (1.57) Saknis. Bet tada
y=0x+ciry =k, o tuo paciu ir F(y’) = 0. Taigim, gavome, kad bet koks (1.57) lygties sprendinys
apibréziamas (1.58) lygybe, ¢ yra konstanta.
2. Nagrinésime lygti

F(z,y') =0. (1.59)

Aptarsime dvi galimybes:
a) (1.59) lygtis iSsprendziama iSvestinés atzvilgiu. Turime, kad y' = fr(x), k = 1,...,m. Is paskutiniojo
sarysio gauname, kad

y:/fk(x)df-l-a E=1,...,m.

b) aptarsime atveji, kai (1.59) lygtis néra issprendziama gy’ atzvilgiu. Tada Sia lygti galime spresti
parametrize (jei imanoma) z = ¢(t), y = 6(t). Siuo atveju galime rasti bendraji sprendinj naudojant sarysi
dy = y/dz. Gauname

dy = 0(¢)¢' (t)dt.

Integruodami paskutiniaja lygybe, bei naudodamiesi parametrinémis lygtimis gauname toki bendraji

sprendinj:
{ z = ¢(z);
y=[0@t)¢(t)dt + c.

27



Pastebésime, kad jeigu egzistuoja skai¢ius a toks, kad

lim F(a,y") =0,

y' —o0

tai © = a yra (1.59) lygties sprendinys. Beje, jis gali buti ir ypatingas.
3. Nagrinésime lygti, kurioje néra nepriklausomo kintamojo:

F(y,y') =0.

Skirsime du atvejus:
a) ¥y = fr(y), k = 1,...,m. Tada, kaip ir auksc¢iau aptartu atveju, galime atskirti kintamuosius ir

integruoti. Gausime, kad
dy
x—l—c:/i, k=1,....,m.
fi(y)

b) Aptarsime atveji, kai duotaja lygti galime parametrizuoti, t.y. egzistuoja funkcijos ¢(t) = y ir
0(t) = y'. Tada teisingi sarysiai

/
dy = ¢/dx, ¢'(t)dt = 0(t)dz, do = ¢ (t)dt
0(t)
I8 pastaruju sarysiu gauname, kad
v=[ gt o,
y = o).
1.12 Lagranzo ir Klero lygtys
Apibrézimas Lygti
y=&W )z +oy) EW) #Y) (1.60)

vadinsime Lagranzo dif. lygtimi.
Aptarsime Sios lygties integravimo metoda. PasiZzymékime y' = p, ¢ia p yra parametras. Tada na-
grinéjamoji (1.60) lygtis gali buiti perrasyta taip:

y = E&(p)x + o(p). (1.61)

Skaic¢iuodami paskutiniosios lygybés abieju pusiu diferencialus gauname lygybe

pdz = &(p)dz + (€' (p)x + ¢(p))dp

arba
(€(p) — p)dz + (&' (p)x + ¢(p))dp = 0.

Tarkime, kad £{(p) # p. Tada padaline abi paskutiniosios lygybés puses i§ skirtumo &£(p) — p gauname

tokia tiesine lygti:

d !

de &) o)

dy  &p)—p  p—E&WD)
Kadangi lygtis tiesiné, tai jos sprendinj galime uzrasyti tokiu budu: = = A(p)c+ B(p). Irase gauta x reiksme
i (1.61) gauname funkcijos y reiksme. Tada Lagranzo diferencialinés lygties bendrasis sprendinys uzrasomas

parametrinéje formoje:
{wA@M+B@%
y = E(p)c+ F(p).
Tada, kai {(p) = p mes gauname algebrine lygti, kuria iSsprende randame p = p;, ¢ = 1,...,m. Irase

gautasias reikdmes i (1.61) gauname sprendiniu Seima y = xp; + ¢(p;), ¢ = 1,...,m. Pastebésime, kad Sios
tiesés gali buiti ypatingi Lagranzo dif. lygties sprendiniai.
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Apibrézimas Lygti
y=xzy' + (), (6(y) # ay’ +)

vadinsime Klero dif. lygtimi.
Rasime 8ios dif. lygties bendraji sprendini. Elgdamiesi tokiu pat budu, kaip ir ieSkodami Lagranzo dif.
lygties bendrojo sprendinio parametrizave Klero lygti

y =zp+ ¢(p), (1.62)

gauname lygybe
pdz = pdz + (z + ¢'(p))dp

arba
(z +¢'(p))dp = 0. (1.63)

Is paskutiniosios lygybés gauname dvi lygtis: dp = 0, ir = + ¢'(p) = 0. I§ pirmosios isplaukia, kad p = c.
Sia parametro reikime irase i (1.62) lygybe gauname y = zc + ¢(c). Paskutinioji tiesiu seima yra Klero
dif. lygties bendrasis sprendinys. IS pastarojo sarysio gauname, kad norint rasti Klero dif. lygties bendraji
sprendinj pakanka iSvestinés vietoje irasyti c.

Grizkime prie (1.63) lygybés antrojo sarysio = + ¢'(x) = 0. Bet pastaroji lygybé kartu su Klero dif.
lygtimi parametrinéje formoje (1.62) reiskia Klero dif. lygties sprendini uzrasyta parametringje formoje

z=—¢(p),
{ y=—¢'(p)p+ o(p). (1.64)

Pastebésime, kad Sis sprendinys paprastai yra ypatingas. Isitikinkime tuo. Rasime Klero dif. lygties
diskriminantine kreive.
Teskodami Seimos y = zc + ¢(c) diskriminantinés kreivés sudarome sistema

{ x4+ ¢(c) =0,
y=—¢'(c)c+¢(c).

Matome, kad pastaroji sistema sutampa su (1.64) sistema, jeigu parametro vietoje irasytume konstanta c.
Dar daugiau, jeigu funkcija ¢ (c) nekeicia zenklo (funkcija neturi perlinkio tasku), tai diskriminantiné kreive
yra gaubiamoji.

Ir pabaigai, Klero dif. lygties bendrasis sprendinys gaunamas lygtyje 3’ pakeitus konstanta c, o ypatingas
sprendinys randamas ieskant Seimos y = cx + ¢(c) gaubiamosios.

1.13 Lygtys, iSsprendziamos laisvojo kintamojo arba funkcijos atzvilgiu.

Aptarsime keleta atveju, kai diferencialines lygtis pavyksta iSspresti taikant tam tikrus keitinius.
Tarkime duota dif. lygtis

y=é(.y). (1.65)

Pastaraja lygti kartais pavyksta pertvarkyti i jau zinomas lygtis atlikus keitini 4’ = p. Tada diferencijuodami
abi (1.65) lygybés puses gauname:

¢,dx + ¢,dp = pd.

Tarkime, kad gautaja lygti pavyksta iSspresti kvadratuiromis, kai p yra ieskomoji funkcija, o = laisvas kin-
tamasis. Tada bendrasis sprendinys uzrasomas p = w(x,c¢); = 0(p,c). Irase 3i sprendini i (1.65) lygties
parametrine forma gauname

y = ¢(z,w(, ).

Tada pradinés lygties sprendinys gaunamas parametrinéje formoje:

{w=9(p,6),
y=9(0(p,c),p).
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Tuo atveju, kai lygtis yra issprendziama laisvojo kintamojo atzvilgiu, tai turime 2 = ¢(y, y’). Parametri-
zave 3y’ = p gauname
z=d(y,p),y =p. (1.66)

Naudodami funkcijos diferencialo formule gauname, kad

dy = p(¢y,dy + ¢,dp).
Jel pastaroji lygtis integruojama kvadratiiromis, tai tada galime rasti ir (1.66) lygties bendraji sprendinj.

Keli taikymai ir pavyzdziai

Kreive L vadinsime izogonaliaja kreiviu Seimos ®(x,y,a) = 0 (( a parametras) trajektorija, jeigu pas-
taroji kreivé visas Seimos kreives kerta tuo paciu kampu. Tada, kai « = 7/2, tai izogonaliaja kreive vadinsime
ortogonaliaja trajektorija.

Norint rasti izogonaliasias kreiviy Seimos trajektorijas reikia 1) sudaryti duotosios Seimos diferencialine
lygti, 2) gautoje diferencialingje lygtyje funkcijos isvestine g’ reikia pakeisti dydziu

y —k
1+ ky"’

k =tga, jeigu a # w/2

ir dydziu —1/y/, jeigu o = /2.
Jeigu kreiviu Seima apibrézta polinéje koordinaciy sistemoje, tarkime lygtimi ®(r,6,a) = 0 , tai sudare
sios §eimos diferencialinéje lygtyje /() kei¢iame dydziais

14+ kZ
Tk

T

e
7k:tgaa O‘#E

ir —r2/r’ jeigu a = /2.
Sakoma, kad jégos laukas sukurtas jégos F, kurios potencialas yra U(z,y), jeigu jégos F' projekcijos i
koordinatines asis yra lygios
F,=U,, F,= U;.

Kreives U(z,y) = ¢ yra vadinamos lygio linijomis. Kreivés, kuriu liestiniu kryptys, lietimosi taske, sutampa
su jégos lauko kryptimi, vadinama jégos lauko kryptimis (linijomis).
Isspreskite duotasias diferencialines lygtis ir kur nurodyta, iSspreskite Kosi uzdavini

1.y — (zy+ 1)y +2=0; M(1,1).
1
2. y? —4y=0; M(1,0). 3. 3* = T
x
4. yy? — (a2y+ 1)y +x=0; M(1,1).
5. 22y% + 3zyy’ + 292 = 0.
Raskite pateiktu diferencialiniu lygéiu bendruosius sprendinius bei isskirkite ypatingus sprendinius, jei
jie egzistuoja:

6. (zy + )2 +32°(xy —2y)=0. 7. y? =2y +2? =0.
8 y? —dyy —y?+4y=0. 9.94% —4y=0.

10. Sudarykite kreiviu Seimos
2

x
Wr=F - =% —0
diferencialine lygti.
11. Raskite visas kreives, kuriy liestinés atkerta aSyje Ox atkarpas, lygias vektorio, lietimosi taske,
ilgiui.
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Isspreskite duotas dif. lygtis:
12. 2 +1=0; 13. 23 =14+79;14. 24> + 9% =y;

12
15y = y? +Iny’516. 2° —y® =2y’ 17. 2yy = x(y” + 4);

1
18. y=—ay +y/2 19 y=ax+y” —y;20. 2= 2L 4 —
vy
/ 2 2
Yy Y Y Yy
21. y = er;zz, z==Iny—>5; 23. "% — dayy + 8y° = 0;

24. Raskite visas kreives, kuriu liestinés koordinatinése aSyse atkerta atkarpas, kuriu ilgiai lygts 4.

25. Raskite visas kreives, kuriu atstumu tarp liestiniy ir dvieju fiksuotu tasky sandauga yra pastovi.

26. Raskite apskritimu x? + y? = R? seimos ortogonaliasias trajektorijas. Padarykite brézinj.

27. Raskite kreives, kurios kerta spindulius, iSeinan¢ius i koordinac¢iu pradzios, kampu 7 /4. Padarykite
brézini.

28. Parodykite, kad lauko jégos linijos, sudarytos jegu, su potencialo funkcija U(x,y) yra lygio kreiviu
Seimos ortogonaliosios kreiveés.

29. Raskite jégos lauko kreives, kuri sukuria jégos su potencialo funkcija

U=+
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