IX. FRAKTALU INTERPOLIAVIMAS
9.1 Atraktoriaus konstravimas naudojant duomenuy aibes .

Plokstumos taskuy aibe
(1) {(.’L‘Z,FZ),’L:].,,N}, To <1 <...<ZIN

vadinsime (1) duomenu aibe, trumpai (1) D.A.. Taskus (z;, F;) € R? vadinsime interpoliaciniais taskais.
Ateityje (1) apibrézima trumpinsime (1) D.A..
Tolydzia funkcija

(2) fi[xo,CCN]—ﬂ?,, f(.Ii):FIL',’L'Zl,...7N

vadinsime, (1) duomenu aibés, interpoliacine funkcija. Aisku, kad interpoliacinés funkcijos grafikui priklauso
interpoliaciniai taskai. Tarkime, kad funkcija f apibrézta (2) lygybe yra lauzté, jungianti (1) D.A. taskus,
t.y.

L1

(3) f(a) = Fioy+ =

(Fl — Fi—1)7 xr € [xi_l,xi], = 1,. .. ,N
T — Tj—1

(prisiminkite tiesés, kuriai priklauso du zinomi taskai, lygti).
Apibrézkime TAS, tokiu budu:
{R*wp,n=1,...,N}

Cia
a, 0 T e Ta, + e z*
4 — n . n — n n —
@ wte= (0 5)-(5)+ () = Centin) = ().
ir
Ty — Tp—1 INITp—1 — ToTn
an:7,6n2—7
TN — X TN — X0
_Fn_anl _xNanl_-rOFn _
Cp=—"—"—by=—""——— n=1,....
TN — o TN — T0

Pasirodo, kad tarp Sios IAS atraktoriaus ir (3) funkcijos grafiko egzistuoja abipus vienareikdmiska atitiktis
(bijekcija).

9.1 Teorema Tarkime, kad funkcija f apibrézta (3) sarysiu. Tegu G yra Sios funkcijos grafikas. Tada
(4) IAS atraktorius yra aibé

S
Is pradziu parodysime, kad jei taskas priklauso (4) transformacijos atraktoriui, tai jis priklauso ir (3)
funkcijos grafikui. Pastebésime, kad jei (z,y) € G, apibréztai teoremoje, tai egzistuoja i € {1,..., N}, kad

(‘/E7 y) € U}i<.'1?, y)
Tarkime, kad taskas (x,y) € G. Tuomet isplaukia, kad

a(2) = () (5)

LTi—Ti—1

arba

+ ITNTi—1—20Tq

T
IN:E()) TN —ZT0o :,L'*
F,—F, ) F |l \y )’
i—Fi1 enFi—1—zoF;

-+ 2l tolh

T
IN—Zo ITN—Zo

&
N
< oy
N———
I
TN
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Patikrinsime, kokiam plokstumos taskui, i— oji transformacija priskiria grafiko G taska. Visu pirma
pastebésime, kad i$ (3) lygybeés isplaukia, kad

f@) = ———((Fio1 — F)z + Fizi oy — 2:F ).

Ti—1 — Ty

Suskaic¢iave paskutiniosios funkcijos reikdme taske x*, po nesudétingu, taciau kruopsciu pertvarkymu gau-
name, kad

=cxr+b; = y*.

F; — F;_ F;_1 —xoF;
f(x*):< zl>.x+$N11 Tol'g

TN — Zo TN — Zo

Taigi, taskas (z*,y*) € G;, ¢ia G; yra atkarpa, jungianti taskus (z;_1,y;—1) ir (z;,y;), visiems i €
{1,...No}.
1§ pastaruju samprotavimu isplaukia, kad

N
(5) UMQCG

Trodysime atvirkstinj sarysi, t.y., kad (3) funkcijos grafiko taskai yra (4) transformacijos atraktoriaus
taskai. Tam pakanka irodyti, kad ¢— oji transformacija, grafiko galinius taskus atvaizduoja i i—ojo intervalo
galinius taskus. O tai irodys, kad atvaizdis siurjektyvus. IraSykime z ir zy i ¢— osios transformacijos
formules. Gauname

Ti— Ti—1 TNTi—1 — ToT;
aGIN+e=|———| N+ —— =14
IN — X N — Xo
Ti — Ti—1 TNTi—1 — ToT;
aixgo+e=|——) - 20+ ——— =Tj_1.
IN — Zo TN — Zo
Matome, kad atvaizdis
N
w;i (G)
i=1
yra siurjekcija. Tada
N
Gc | Jwi(@)
i=1

53]

Sukonstruosime IAS, apibrézta metrinéje erdvéje R?, kurios atraktorius biitu (2) tolydzios funkcijos
grafikas, ir kuriam priklausytu (1) duomeny aibés interpoliaciniai taskai. Tarkime, kad TAS apibrézia tokiomis
afininémis transformacijomis:

(6) wn(@,y) = (iZ fn) | @ +(§Z>-

Naudodamiesi duotaja D.A., transformaciju seka konstruojame taip, kad

Ty . T
wn(x07F0) = (Fn—i), 1r wn(xNaFN) = <Fn>7 n:17"'7N'
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Kitaip tariant reikalaujame, kad TAS sudarancios transformacijos butu siurjektyvios.
Transformaciju seka apibrézta naudojant penkias konstantas ay, by, ¢y, dy, €5, kurias rasime spresdami
lygciu sistema
AnXo + €n = Tpn_1,
AN + €n = Tp,
CnTo + anO + bn = Ln—-1,
cnty +dpnFy + b, = F,.

Turime penkis nezinomuosius ir keturias lygtis, todél §i lygéiu sistema, jei yra apibrézta (kokios turi
biti ispildytos salygos!), tai turi begalo daug sprendiniu. Taigi, Siuo atveju trasformacija parenkama ne
vienareikSmigkai. Transformacija konkretizuosime pasirinkdami viena i$ konstantu.

Tarkime, kad pasirenkame d,,. Tuomet transformacijos w,, n € {1,..., N} tieses, lygiagrecias Oy asiai,
atvaizduoja i tieses, kurios taip pat lygiagrecios Oy asiai. Jeigu L yra atkarpa lygiagreti y asiai, tai w, (L)
taip pat atkarpa, lygiagreti y asiai. Be to

|wn (L)
L]

= |dy].

Skaliaras d,, vadinamas transformacijos w, vertikaliuoju mastelio parametru. Parinke pastaraji laisvai, tuo
paciu nurodome santyki, kuriuo dydziu vaizdas skiriasi nuo pirmvaizdzio. Dydis d,, kartais dar vadinamas
suspaudimo parametru. Pastebésime, kad jei d,, = 0, tai (6) transformacijos sutampa su (4) transformaci-
jomis. Tarkime, kad d,, € R koks nors zinomas skaicius. Nesunku suskaic¢iuoti,

_ Tp — Tp—1 _ TNITp—1 — ToTn
(7) = ——""—, €= ———,
N — X9 N — X9
F, —F,_ Fy — F
(8) e = n n—1 . dn( N 0)7
IN — To IN — o
enFn_1 — xoF, enFy — xoF
(9) bn: NLn—1 On_anO ON’
IN — To IN — Zo
n=12,...,
Tarkime, kad transformacijos w,,n € {1,..., N} apibréztos (6) sarysiais. Tada teisinga tokia teorema:
9.2 Teorema Tarkime, kad duota IAS, {R?* w,,n = 1,...,N} ir be to pastarosios transformacijos

apibréztos (1) duomenu aibéje. Tarkime, kad vertikalusis mastelio parametras d,, € [0,1). Tuomet erdvéje
R? egzistuoja metrika p, ekvivalenti euklidinei metrikai p, tokia, kad ir $ios metrikos atzvilgiu IAS yra SIAS,
t.y. yra spaudzianti IAS . Be to egzistuoja vienintelé kompaktiska aibé G C R? tokia, kad

© Apibrézkime metrika p minétoje erdvéje tokiu budu:
p((z1,1), (22, 42)) = |21 — 22| + Olyr — y2],60 > 0.
Matome, kad Sios metrika déka atliekame deformacija, antrosios koordinatés atzvilgiu. Be to parametra 6
parinksime taip, kad IAS butu spaudzianti.
Naudodamiesi (7) - (9) lygybémis gauname,
p(wn(xla Z/l),wn(@, y2)) = p((anxl + €en,Crh®1 + dnyl + bn)Ta (anx2 + €n,Crn2 + dny2 + bn)T) =

an|z1 — 22| + 0|cn (1 — 22) + dn(y1 — y2) <
(|an| + GCanl - 132‘ + 9|dn||yl - y2|~
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Pastebékime, kad
|$n - xn—l'

<1.
lzn — @0

lan| =
Jeiguc; =0, i =1,..., N tai siuo atveju parenkame 6 = 1. Kitu atveju

min {1~ [a])}

 ax {2fenl}

Nesunku matyti, kad tuomet
p(wn(1,91), wn (@2, y2)) < (lan| + blcn]) @1 — 22| + Oldy ||y — 2| <

lan|[v1 — 22| + 05[[y1 — y2| < max{a,d} 'P((xl,y1)7 ($27y2))7

kur
max_{|a,|}

1 1<n<N -
a= (2 +ap — 2) <1, é= 12513XN{‘dn|} <1

53]

9.3 Teorema Tarkime, kad duota IAS {R?;w,,n = 1,..., N}, apibrézta (6) lygybe, kurios vertikalusis
mastelio parametras d,, € [0,1). Tarkime, kad G yra (2) tolydzios funkcijos grafikas, kuriam priklauso (1)
D.A. taskal, t.y.

G=A{(z, f(z));x € [x0,zN]} A f(z;) = F;,i=0,1,...,N.

Tada TAS yra STAS, kurios atraktorius yra aibé G.

©
Sakykime, kad F yra tolydziu funkciju f : [xg,2n]—R turin¢iu savybe f(z¢) = Fo A f(an) = Fy
aibé. Apibrézkime
pelfog) = max {If(x) - g(@)l} fg € F.

z€ [T,z N]

Tada (F, p.) metriné erdvé. (Kodél?) Sakykime, kad skai¢iai ay, by, en, b, apibrézti (7) - (9) lygybémis.
Tarkime, kad
ln : ['/1:03 xN]—)['/BTL—la an

yra apver¢iama tiesiné transformacija, I, (x) = anz + €.
Tegu T : F—F transformacija, apibrézta tokiu budu:

(TF)(@) = enly () + dn f (L () + by
¢ia z € [tp-1,2n), n={1,...,N}.

Parodysime, kad transformacija T erdve F atvaizduoja i save pacia. Norint tuo isitikinti pakanka
patikrinti krastines salygas. Taigi,

(Tf)(z0) = e1ly (wo) + di f(I7 (20)) + b1 = c1zo + di f(20) + b1 = c1z0 + d1Fy + by = Fy,

(Tf)(zn) = enly' (zn) +dy fy' (zn)) + by = enven +dyf(zn) + fv = enoy + dyFy + by = Fy.

Si transformacija yra tolydi intervale [0, 2] Kyla klausimas, ar Sios transformacijos reiksmé intervalu
galuose apibrézta vienareikSmiskai? Pastebékime, kad

(Tf) (xn) = Cn+1l;41-1(xn) + dn+1f(l;-1-1(xn)) +bnt1 = Cnp1Tn + dn+1f(xn) +bpp1 = F.
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Antra vertus
(Tf) (20) = cnly N(2n) + dn f(1; (1) + by = cpzn + dpflan) + by = F.

Matome, reikSmeé ta pati, taigi funkcija apibrézta vienareiksmiskai.

Dabar parodysime, kad §i transformacija yra spaudziantis atvaizdis. Sakykime, f,g € F ir n €
{1,...,N}.

Fiksuokime z € [z,,_1, z,]. Nesunku matyti, kad

[(Tf)(x) = (Tg) ()] = dullf (17, (2)) = g(I (@))]| < |dulp(f.9) = p(Tf, Tg) < dp(f,9),
¢la 0 = max{|d,|;n=1,...,N} < 1. Gauname, kad nagrinéjamas atvaizdis yra spaudzianti transformacija.

Tuomet egzistuoja vienintelis Sios transformacijos nejudamas taskas. Kitaip tariant, egzistuoja funkcija
f € F tokia, kad Tf(z) = f(z),z € [xg,zy]. Sakykime, kad G yra Sios funkeijos grafikas. Pastebékime, kad

(Tf) (a'nx + en) = Cpx + dn.f(x) + bna
kai x € [zg,zn],n =1,..., N. Tuomet

G = wn (@),

C=

n=1

¢ia G netuséia, kompaktiska R? aibé. Vadinasi, egzistuoja netuséia kompaktiska aibé G, kurios IAS atrak-
torius sutampa su Siuo grafiku. Vadinasi

G=0aG.

@

Pastebékime, kad transformacija T galime isivaizduoti kaip lauz¢iu seka, kuriai priklauso duomenu aibés
taskai.

Funkcija f : R — R, kurios grafikas sutampa su IAS, apibréztos paskutingje teoremoje, atraktoriumi,
vadinsime fraktaline funkcija susieta su duomenu aibe.

Apibrézkime STAS tokiu budu:

N
W(B) = | Jwn(B), Be H(R?.

n=1

Tada seka
{4, = W"(Ao)}

{4,} yra Kosi seka, kuri Hausdorfo metrikos atzvilgiu konverguoja i SIFS atraktoriu G. Pastebésime, kad
jel Ap funkcijos f € F grafikas, tai A, yra transformacijos T"(f) grafikas.

Taigi, i$ paskutiniosios teoremos isplaukia, kad fraktalines kreives galime modeliuoti kompaktisku aibiu
sekomis.

9.2 Fraktaliniu interpoliaciniu funkciju fraktaliné dimensija

9.4. Teorema Sakykime, kad duota (1) D.A.. Be to
IAS {R%;w,,n = 1,2,..., N} apibrézta (6) afininémis transformacijomis. Tarkime,kad G yra Be to,
tarkime, kad sios IAS atraktorius G yra interpoliacinés funkcijos, kurios (1) duomenu aibé, grafikas. Jeigu

N
> ldn] > 1
n=1
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ir interpoliaciniai taskai nepriklauso vienali tiesei, tai tuomet G fraktaliné dimensija D yra vienintelis lygties

N
> ldnlan Pt =1
n=1

sprendinys. Kitu atveju G fraktaliné dimensija lygi 1.

Sios teoremos irodymas gana sudétingas ir reikalauja nemazai papildomu rezultaty, tad irodymo nepa-

teiksime.

Panagrinékime fraktalinés interpoliacinés funkcijos fraktaline dimensija tuo atveju kai

) 1
mi:xo—&—%(m]\;—xo), i1=0,...N, an:N.

Remdamiesi paskutiniaja teorema turime, kad

il = (5) 7 -

i=1 i=1
Tada
N
1H(Zl )
D=1+ Y4/
+ In N
Sakykime, kad
> ldn| < N.

i<n

Tuomet nagrinéjamos kreivés fraktaliné dimensija ne didesné uz 2.
Jeigu

> ldn| > 1

i<n

tal tuomet fraktaliné dimensija didesné uz 1, nors gali buti ir labai artima vienetui.

Pastebésime, kad

jel interpoliaciniai taskai nepriklauso vienai tiesei, tai fraktaliné dimensija nepriklauso nuo tasku {F;,i =

0,...,N} parinkimo,
9.3 Fraktaly interpoliavimas naudojant ”paslépta” parametra
Tarkime, kad (Y, p,)— metriné erdvé. Tegu I C R. Aibe

(1", {(z;,F;) ERxY;i=0,...,N}

kai zg < 1 < ... < zy, vadinsime apibendrinta duomeny aibe, trumpai- (1’) A.D.A..
Tarkime, kad funkcija f : I — Y. Tada

G ={(a, f(x)) € I x Y}

yra Sios funkcijos grafikas.

Interpoliacine funkcija, atitinkancia Sia duomenu aibe, vadiname bet kokia tolydzia funkcija

f i [zo,en]—Y, A f(x;)=F;,i=0,...,N.

Taskus (x;, F;) € R XY vadinsime interpoliaciniais taskais. Sakysime, kad funkcija f interpoliuoja duomenis,

jeigu jos grafikui priklauso interpoliaciniai taskai.
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Tarkime, kad TAS, apibrézta transformacijomis {w,,n =1,..., N}. Sakysime kad minétoji TAS susieta
su (1’) A.D.A., jeigu TAS-os atraktoriui priklauso (1) aibés taskai.
Pazymékime X =R x Y ir § > 0. Apibrézkime metrika aibéje X tokiu budu:

(10) p(X17X2) = |$1 - $2| +0py(y17y2);

cia X1 = (z1,y1), Xo = (z2,92) € X x Y. Tuomet (X, p) pilna metriné erdve.
Apibrézkime transformacija L, : R—R

Ty — Ty TNTp—1 — ToT
(11) Ln(2) = an@ + €, ap = ———"""L ¢, = SNTmol 0%
Tp — To IN — Zo
ir pareikalaukime, kad Ly, ([zo, zn] = [Tn—1,%n]). Si funkcija yra spaudziantis homeomorfizmas. Tarkime,

kad ¢,s e R,0< s <1, ¢>0. Tegu M, : X—Y, ne {1,...,N} ir be to

(12) p(Mn(a,y), My (b,y)) < cla—b], a,beR.
(13) p(My(z,a), My (z,b)) < spy(a,b), a,beqG.

Apibrézkime transformacija w, : X — X tokiu budu:

wn = (Ln(2), My(z,y)), (z,y) € X xY, n=1,...,N.

9.5 Teorema Tegu IAS apibrézta taip: {X;wn,n=1,...,N} ir N > 1. Be to tarkime, kad egzistuoja
¢ ir s tokie, kad salygos (12) (13) buty ispildytos. Tarkime, kad konstanta 0 apibrézianti metrika (10) yra
tokia:

1—a .
0= —5e a =max(a;, i =1,...,N).
Tuomet si IAS yra spaudzianti, metrikos p atzvilgiu.

Pastebésime, kad paskutinioji teorema yra 9.4 teoremos apibendrinimas.

Tam, kad teoremoje apibréztos IAS atraktoriui priklausytu A.D.A. taskai, turi buti iSpildytos tokios,
krastinés, salygos:

(14) Mn(.’I,‘Q,Fo) = anlv Mn(.’IZ‘N,FN) = F'm n = 1, .. .,N.

Arba
wn(xo, Fo) = (Tpn—1,Fn-1), wn(zn, Fn) = (zn, F,), n=1,...,N.

9.6 Teorema Laikykime, kad duota IAS kaip ir 9.5 teoremoje. Be to tarkime, kad 3i IAS susieta su (1°)
A.D.A. {(z;, F;) € X}. Laikykime, kad egzistuoja jau minétos konstantos c, s, su kuriomis sarysiai (12)-(13)
galioja. Be to tarkime, kad G € H(X), ir G yra sios IAS atraktorius. Tuomet egzistuoja tolydi funkcija

f i [zo,zN]—Y,
kurios grafikui priklauso taskai {(z;, F;);i=1,...,N}. T.y.
G = {((E,f(x)),ﬁ € [iEvaN]}v f(xl) = F’L'v 1= 07"'7N'

Funkcija, kurios grafikas yra 9.6 teoremos formuluotéje minimos IAS atraktorius, vadinsime apibendrinta
fraktaline interpoliacine funkcija, atitinkanc¢ia A.D.A..
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Aptarsime metoda, kaip turint apibendrinta fraktaline interpoliacine funkcija galima atstatyti interpo-
liacine funkcija naudojant afinines transformacijas, apibréztas erdvéje R3. T.y. siu transformaciju grafikus
projektuosime i plokStuma.

Sakykime, kad N > 1, ir duota (1) D.A.. Apibrézkime parametru aibe

{Hi; ZZO,7N}
Kartu su sia parametry aibe nagrinékime (1’) A.D.A. ir apibrézkime
{(zs, F;, H) e RxR*i=0,...,N}.
Tarkime, kad paskutiniose 9.5, 9.6 teoremose naudojama metriné erdvé
(K py) = (R27 ;02)

Apibrézkime TAS {(R3;wn, n=1,..., N} tokiu biidu

S
S
o
o
8
[
S

wn(z,y,2) =1 ¢n dn hn yl+1 fal,

Cia visos konstantos realios. Be to pareikalaukime, kad

Tp—1 T
wn(x()vFOvyO): anl ) wn($N7FN7yN): Fn ) n:]-v"'aN'
Yn—1 Yn

Apibrézkime transformaciju aibe tokiu badu:
wn(xv Y, Z) = (an Mn(xa Y, Z))

ir transformacija L, apibrézta (11) lygybe, o M,, : R3—R? formule

M, (2,y,2) = A, <y) + (fn"’cnx> ’

z Gn + knx

(15) An:(dn h"),n:1,...,zv.

ln, my
Pakeiskime F,, salygoje (14) dydziu (F,,, H,). Tuomet M, ispildo salyga (14). Apibrézkime
¢ = max{max(c;, k;); i =1,...,N}.

Tuomet (12) salyga taip pat ispildyta. Ir pagaliau tarkime, kad tiesiné transformacija A, : R2—R? yra
spaudzianti, kurios s.k. 0 < s < 1. Tuomet ir (13) salyga taip pat iSpildyta. Vadinasi, taip apibrézta TAS
ispildo 9.6 teoremos salygos. Todél IAS atraktorius yra tolydzios funkcija f : [xg, rn]—R? grafikas toks,
kad

f((EZ) = (anHz)a 1= 1,,N,

o pati funkcija f(z) = (f1(z), f2(z)).

Tuomet f; : [xg,2n]—R yra tolydi funkcija ir fi(x;) = F;, ¢ = 1,...,N. Pastaraja funkcija fi
vadinsime pasléptojo kintamojo fraktaline interpoliacine funkcija, kuri susijusi su D.A. {(z;, F;) € R?;i =
1...N}.
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Parodysime, kad naudodami afinines trasformacijas su pasléptuoju kintamuoju mes galime konstruoti
bet kokio laipsnio polinomu grafikus. Turéjome, kad

(TH)(2) = Mo (Ly (@), f(Ly " (2)))-

Tuomet TAS atraktorius nusakomas lygtimi

f(x) =My (L, (), f(Ly, (2)))

ir tegu f(z) = (y(z), z(z)). Pastebésime, kad mums pakanka suskai¢iuoti pirmaja komponente, nes antraja
gausime manipuliuvodami lygtimis. Tur¢jome L, (z) = an,x + e, ir

_ Yy cn® + fn _(dn T
Mn(xvyvz’)_An(Z>+<I€nx+gn>,An_<ln M ’

kain =1,...,N. Tada i$ auks¢iau turétu sarysiu isplaukia, kad

(1) - (550 (8 )

Is paskutiniuju lygéiu, isreiske y(z) gauname
(12) y(l‘) = dny(L:zl(x)) =+ hnZ(Lﬁl(I)) + CnL:Ll(z) + fn-

Yra zinoma, kad norint rasti N—os eilés polinoma, reikia zinoti N + 1 taska, kurie priklauso Siam polinomui.
Tarkime, kad mes zinome $iuos taskus. Irase i paskutiniaja lygti gauname, kad

y(z) = anzy +ay_1zV N+ .. 4 ao.
Kadangi L, tiesinis, tai L ! taip pat tiesinis. Vadinasi ir y(L,!) laipsnis taip pat N. Todél
y(L Y (@) = Bana™ + Ban—12V 1+ 4 Bao.
Is dvieju paskutiniuju sarysiu, bei lygybés (12) gauname
anz +ay 2N+ ag = duy(L () + Rz (L () 4 en Ly () + f =
dpBana™ + .. 4 dpfo + hn (LY () + e L L ().
Kaip ir pasléptojo kintamojo atveju, koeficienta d,, galime pasirinkti laisvai. Tarkime, kad

aN
dp = —.
" B
Matome kad paskutiniojo reiskinio kairé pusé yra N — 1— ojo laipsnio polinomas, todél galime parinkti h,,.
Taigi
z(z) = vV T+ 40,

bei
577,,11']\]71 + ...+ 5710 = z(L;l(x)), tad hn(an = Q; — dnﬁnza

kai 7 > 2 ir
hnénlx + hn6n0 + CnLyjl(-r) + fn = (Oél - dnﬁnlx) + (Oé() - dnﬁnO)

Koeficientus randame, sulygine reiskinius prie atitinkamu x laipsniu. Tokiu budu nustatéme pasléptojo
kintamojo fraktaline interpoliacine funkcija.
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9.4 Plokscios srities ”uzpildymas” kreive.

Pries pradédami nagrinéti siame skyrelyje numatytus klausimus, prisiminkime keleta nesudétingu bet
labai idomiu rezultatu. Skaitytojas iSklauses mat. analizés kursa zino, kad naturaluju skaic¢iy aibé yra
ekvivalenti racionaliuju skai¢iu aibei, bet néra ekvivalenti realiuju skaiciu aibei. Toliau, bet koks atviras,
realiuju skai¢iu intervalas yra ekvivalentus realiyju skaic¢iu aibei. Bijekcija, apibréziancia §i ekvivalentumo
sarysi, galime nurodyti be galo daug budu, pavyzdziui funkcija

y=tygw)

intervala (0, 1), abipus vienareikSmiskai atvaizduoja i realiuju skaic¢iy aibe. Manome, kad skaitytojas galétu
pasitilyti ne viena tokia bijekcija. Nors pateiktasis ekvivalentumo sarysis gana itikinantis, vis tik ”sveikos
nuovokos” srityje tai ne taip jau ir akivaizdu, juk baigtinio ilgio intervala ”sutapatiname”, tam tikra prasme,
su begalinio ilgio intervalu! Taciau tai dar ne viskas, pasirodo galima nurodyti abipus vienareikSme atitikti
tarp baigtinio intervalo ir kvadrato tasku. Atlikime tai. Nagrinékime intervala I = [0, 1] ir kvadrata K =
[0,1] x []0,1]. Zinoma, kad bet koki realuji skai¢iuy galime uzrasyti begaline desimtaine trupmena

SU:*+7+7 ai6{0,17...,9}.

Jeigu skaiCius yra baigtiné desimtainé trupmena, tai §j skaic¢iu keisime jam lygia, begaline desimtaine trup-
mena, pavyzdziui,

z=0,5=0,49999. ...

Tarkime, kad (z,y) € K. Tada = 0,aja2a3 ..., y = 0,b1b2bs.... Siam kvadrato taskui priskirkime
aibés I = [0, 1] skai¢iu tokiu budu:

($7 y) == 07 a1b1b2a2a3b3b4a4a5 P

Aisku, kad skirtingiems kvadrato taskams priskirsime skirtingus intervalo taskus. Bet ar Sis priskyrimas
yra siurjekcija? Sitlome tuo isitikinti pac¢iam skaitytojui. ISties sunkiai ”sveiku protu” suvokiamas rezultatas-
kvadrato krastinéje ir paciame kvadrate ”toks pat” elementu skaicius

Nesunku suprasti, kad tarp kvadrato vidaus tagky ir erdvés R? egzistuoja abipus vienareiksmigka ati-
tiktis. Tokia atitikti galime apibrézti taip:

™

(te(@F), talys)) = (uv),

[\

(u,v) € R?, (z,y) € K°.

Kadangi ekvivalentumo sarysis yra tranzityvus, tai gauname, kad I° yra ekvivalentus aibei R2.

Panagrinékime dar viena nepaprastai idomu rezultata. FEgzistuoja tolydi kreivé, kuriai priklauso visi
kvadrato taskai. Aptarsime §ia galimybe.

Visu pirma atkreipsime démesi i tai, kad plokstumos kreive galime laikyti kokios nors funkcijos grafiku,
t.y. tarp kreiviu ir funkciju grafiku egzistuoja abipus vienareikSmiska atitiktis.

Tarkime, kad funkcija apibrézta parametriniu budu (kiekviena funkcija galima uzrasyti tokiu budu):

{x = z(t),
y=y(t), t€]la,bl.

Akivaizdu, kad tada plokStumos kreives taskus galime apibrézti tokia aibe
{(z(t),y(t), t€la,b].}
Taigi, kiekvienai funkcijai, nurodéme plokstumos kreive. Atvirkstinis sarysis akivaizdus.
Pries pradédami nagrinéti suformuluota uzduoti, pateiksime keleta pastebéjimu. Visu pirma, intervalas

I ir kvadratas K yra kompaktiskos aibés. Todél visi §iu aibiy taskai yra ribiniai. Simboliu {K,(z) C K, n €
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N} pazymékime kvadratu seka, kuriai priklauso taskas z. Kadangi K kompaktiska aibé, tai egzistuoja aibé
{nk} C N, kad klim Ky, (z) = {z}.

Pazymeékime {I,(z)} C I, intervalu seka, kuriai priklauso taskas x. Analogiskai samprotaudami gau-
name, kad egzistuoja seka {ny, k € N'}, tokia, kad

klgrolo I, (z) = {z}.

Apibendrinkime tai. 1§ auksciau padarytos pastabos isplaukia, kad visus [ ir visus K taskus galime
reprezentuoti intervalu arba kvadratu, atitinkamai, sekomis. Zinome, kad bijekcija tarp intervalo ir kvadrato
egzistuoja, taigi, tereikia moketi Sia atitikti nustatyti tarp atitinkamuy, nagrinéjamu seku, elementu. Real-
izuodami §j priskyrima kvadrato taskams, gausime ieSkomaja kreive. Truputi detaliau apie Hilberto pateikta
kvadrata uzpildancios kreivés grafika.

Padalinkime intervala I i keturias lygias dalis- I}, I, I} I}, pav.

Tada §i skaidini atitinkantis kvadrato skaidinys yra Ki, Ki, K1, K}, pav.

Padaline kiekviena intervala I}, k =1,2,3,4 i keturias lygias dalis gauname $esiolika intervalu I,f, k=
1,2,...,16, pav.

Tada §i skaidini atitinkantis kvadratu skaidinys yra K ,37 k =1,2,...16, pav.. Ir taip toliau. Kuri
intervalo skaidinio elementa priskirti kuriam kvadrato skaidinio elementui, nurodysime kreive.

Pav pateikiama Hilberto pasitilyta kreiviu sekos, jungiancios kvadrato taskus, konstrukcija, kuri, kai
k neapréztai auga, konverguoja i kreive, kuriai priklauso visi kvadrato taskai. Kreivé ”judédama” nurodo
kvadratu seka, kuriems eilés tvarka yra priskiriami atitinkamo skaidinio intervalai.

Po trumpos apzvalgos formalizuokime ”erdvés uzpildymo kreive” problema.

Tarkime, kad A C R? yra netuséia, trajektorijomis susijusi, aibé. Sukonstruosime tolydzia funkcija
f:10,1] — R?, kuri "uzpildytu” aibe A4, t.y. f([0,1]) = A.

Atsakysime i §] klausima, naudodami 9.6 teorema. Aptarkime keleta papildomuy zZyméjimu. Laikysime,
kad Y = R?, 0 &ioje erdvéje apibrézta euklidiné metrika. Be to, tarkime, kad A— yra kvadratas. Naudosime
besisliejancia TAS {Y;w1,ws,ws,ws}, kurios déka sukonstruosime lauzéiu seka, konverguojancia i Sios IAS
atraktoriu. Sis atraktorius ir bus ieskomoji kreive, kuri ”uzpildo” kvadrata.

Pazymékimea (FOa HO) = (an)v (Flv Hl) = (0705)7 (F27 H2) = (05705)7 (F37H3) = (]—7 05), (F4,H4) =
(1,0).

Tarkime, kad w;, i = 1,...,4 yra suspaudziancios, su saspudzio koeficientu lygiu 0.5, panasumo trans-
formacijos, apibréztos tokiu budu:

(17) ”3_<0(55 095)*(8@;”4_(8.5 _8'5)+(0%5>'
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9.1 pav.
Panasumo transformacijos parinktos taip, kad w, (Fo, Ho) = (Fr—1, Hn—1) it w, (Fy, Hy) = (Fo, Hp),n =
1,2,3,4.
Tegu Ag C H(A) yra kreive, jungianti taskus (Fy, Hp) ir (Fy, Hy). Be to reikalaujame, kad

Ao N O(A) = {(Fo, Ho), (Fu,Hs)}.

Paskutinioji salyga reiskia, kad visi kreivei priklausantys taskai yra vidiniai, iSskyrus du paminétus taskus.
Tegu

W(B) = | J wa(B), B € H(A).

Apibrézkime aibiu seka {A,} tokiu badu:
{An = Wn(AO), n = 1, .. }

Remdamiesi 4.10 teorema tvirtiname, kad paskutinioji seka konverguoja fraktaly erdvéje i nejudama TAS
taska, kuris sutampa su aibe A. Tarkime, kad € > 0 mazas skai¢ius. Apibrézkime kreive, aibéje A tokiu
budu:

= 10245 e

Tada sios kreives keleta iteraciju pateikiame pav..

9.2 pav.
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Ervés "uzpildymo” uzdavini spreskime kiek kitaip, t.y. naudodamiesi 9.3 skyrelio rezultatais. Kitaip
tariant, funkcija f : [0,1] = A konstruosime naudodamiesi ”paslépto” parametro interpoliacine funkcija.
Apibrézkime TAS {R3;w,,n = 1,2,3,4} tokiu biidu:

025 0 0 z ol
wn(x,y,2) = 0 a, b, yl|l+| e |,
0 Cp, dn z fn

¢ia konstantos an, by, ¢n, dp, €n, frn apibréztos atitinkamomis (17) transformacijomis, kai

Wi — a; b + €n
‘o (& dz fn '

Sia transformacija atitinkanti duomenu aibé yra tokia
{(0, Fy, Hp), (0.25, F1, H1); (0.5, F», Hs), (0.75, F5, Hs), (1, Fy, Hy)}.

Tada, remiantis 9.6 teorema gauname, kad $ios funkcijos grafikas yra tolydi funkcija f : [0,1] — R2, kuri bet
to ir TAS atraktorius. Sios funkcijos reiksmiu aibé

Gl/Z = {(y,z) € RQ;: (377%2’) € G}7

yra srities G projekcija (y, z) plokStumoje, be to §i aibé sutampa su aibe A. Kitaip tariant, sritis G, apibrézia
kvadrata A ”uzpildancia” kreive. Antra vertus, trimatés I AS atraktorius, yra funkcija, apibrézta intervale
[0,1] ir igyjanti reikSmes aibéje A. Be to, aibés G, ir G, yra interpoliacinés funkcijos, su pasléptu kinta-
muoju, grafikai. Kitaip tariant, Sios aibés, yra srities G projekcijos i plokstumas (x,y) ir (z, z), atitinkamai.
Tuo paciu mes turime galimybe ”zvilgteléti” i atraktoriu is skirtingu perspektyvu.

Tarkime, kad ST Zzymi Sierpinskio trikampi, kurio virsinés taskuose (0,0),(0,1),(1,0). Tada TAS
{R3;w;,i=1,2,3} apibrézta tokiomis afininémis transformacijomis:

1/4 0 0 x ol
ws(x,y,2) = 0 a, b, yl+1| en |,
0 Cp, dn z fn

CVLi = dz = 0.5,bi =C; = O7 ir €1 = fl = 0,62 = 0.5,f2 = 0,v€3 = 0,f3 =0.5.
Sios TAS atraktorius yra funkcija f : [0,1] = ST C R2. Zemiau yra pateiktos keturios §io atraktoriaus
projekcijos.

9.3 pav.
1. Nurodykite IAS, kurios atraktorius yra kreivé, uzdengianti kvadrata, trikampi.
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