VIII. FRAKTALINE DIMENSIJA
8.1 Fraktalinés dimensijos samprata. Ar baigtinis Norvegijos sienos ilgis?

Tarkime, kad duota atkarpa, kurios ilgis lygus 1. Padalykime 8ia atkarpa i n lygiu daliu. Akivaizdu, kad
kiekvienos §ios dalies ilgis r := 1/n. Tuomet r - n = 1. Toliau, tarkime, kad duotas kvadratas, kurio krastiné
lygi 1. Padalykime i kvadrata i n kopiju tokiu biidu, kad n - 72 = 1. Bet tuomet gauname, kad r = 1/n'/2.
Atlikime trimatés erdvés objekto, tiksliau kalbant kubo, dalijimo i n lygiu daliu, operacija. Bet kokio kubo
turis lygus jo krastinés ilgiui treciuoju laipsniu. Taigi, krastinés ilgis bus lygus

rT=—
nl/3’

kadangi n - r3 = 1.

Sia operacija apibendrinkime, bet kokio matavimo erdvés kubams. Tarkime, kad d— mati kuba, kurio
tiris a (turiu vadiname §io objekto mata) dalijame i N := N(d) vienodu daliu ir kiekvienos dalies matas yra
r~%. Aigku, kad tuomet teisinga lygybé: alN - r% = a. Kitaip tariant, figiira isskaidéme i N vienodu daliy ir
jomis uzdengéme nagrinéjama d— mati kuba. ISsprende d atzvilgiu paskutiniaja lygybe gauname, kad

InN
(1) d= o % .
Pastebésime, kad 0 < r < 1, todél d > 0. Skaic¢ius d vadinamas nagrinéjamo objekto fraktaline dimensija.
(Véliau pateiksime ir daugiau fraktalinés dimensijos apibrézimu). Fraktaliné dimensija nusako rysi, tarp
objekta dengianc¢iu aibiu skai¢iaus ir Siu aibiu diametro. Akivaizdu, kad jau nagrinétu - tiesés, kvadrato, bei
kubo fraktalinés dimensijos sutampa su atitinkamomis ju topologinémis dimensijomis (tiesés arba jos dalies
topologiné dimensija lygi 1, plokstumos arba stac¢iakampio - 2, erdvés arba kubo lygi 3.)

Nesunku suprasti, kad figiiros dimensija parodo, kaip keic¢iasi objekto matas (ilgis, plotas tiiris) tiriamo
objekto sienos matmenis kei¢iant kokiu nors pastoviu dydziu. Kuo didesné dimensija, tuo labiau pakinta
objekto matas, kei¢iant sienos matmenis.

Suskai¢iuokime Kocho kreivés fraktaline dimensija. Atkreipsime skaitytojo démesi, kad mes nagrinéjame
metrines erdves, kuriose topologija (aplinku sistema) nusakome metrikos pagalba. Prisiminkime Kocho
kreivés konstrukcija (zr. 1.7 pav.). Intervala [0, 1] dalijome i tris lygias dalis, kur kiekvienos ilgis lygus 1/3.
Pasaline i§ Sio intervalo viduriniaja dali ja pakeitéme kampu, kurio krastinés lygios 1/3. Gavome Kocho kreive
generuojancios sekos pirmaji nari. Prisiminkime, kad kiti sekos nariai gaunami, ta pati veiksma atliekant
su kiekviena, pries tai gautos lauztés, dalimi. Grizkime prie pirmojo sekos nario. Tad kiekviena lauztés
atkarpa dalijama { N = 4 dalis, o kiekvienos naujai gautos lauztés ilgis lygus 1/3. Tegu d zymi Kocho
kreivés dimensija (kol kas nezinoma), o a Zymi hipotetinés kreivés, kuria vadiname Kocho vardu, ilgi. Tada

Sios kreives ilgis a = 4(1 / 3) Ya. Ts pastarosios lygybés isplaukia

In4
d= 3 ~1.26....

Taigi, fraktaliné dimensija nebutinai sveikas skaic¢ius. Beje, dazniausiai butent nesveikas realus skaicius.
Pastebésime, kad tuo atveju kai kreivé, plok§tumos dalis, ar erdvés sritis gali biiti aproksimuojamos lauzéiu,
staciakampiu, ar gretasieniuy sekomis atitinkamai, kuriu ribos baigtinés, tai tuo atveju nagrinéjamu figuru
fraktaliné dimensija sutampa su ju topologine dimensija.

Siame jzanginiame skyrelyje panagrinésime keleta praktiniu uzdaviniu, kurie stimuliavo fraktalu teori-
jos vystymasi. Kocho kreivés pavyzdys idomus tuo, kad baigtine plokstumos sriti ribojanti kreiveé gali buti
begalinio ilgio. Mes tikimés, kad skaitytojas zino geografija ir isivaizduoja kaip atrodo Norvegijos arba
Didziosios Britanijos pakrantés. Siu valstybiu pakrantés labai raizytos, todél skai¢iuoti ju sienu ilgi tiksliai
néra taip paprasta, o kas labai idomu, kartais ir neimanoma. Sakykime Ispanijos ir Portugalijos Zzinynuose
pateikiami skirtingi Siu valstybiu sienu ilgiai ir tai visai nesusije su Sovinizmu. Tiesiog skai¢iavimuose nau-
dojami skirtingi metodai. Grizkime prie Norvegijos pakrantés. Kaip galime skaiciuoti Sios valstybeés siena?
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Tarkime, kad musu zingsnis yra pastovus, ir tegu jo ilgis lygus J. Be to, mums prireiké N := N(J) zingsniu
Siai sienai iSmatuoti. Tuomet apytikslis Sios sienos ilgis yra

L(§) =N -4.

Tikimes, kad tikslus sienos ilgis bus gautas, kai zingsnio ilgi neapréztai mazinsime. Bet pries pradédami Sios
pakranteés ilgio analize grizkime prie (1) formulés. Tarkime, kad kreivés ilgis lygus a. Tuomet

N -6 =a.

I8 pastarosios mes gauname apytiksle pakrantés ilgi reiskianc¢ia formule:

L(6) = N(5) -6 = ;‘Tf P

Norvegijos pakrantés fraktaliné dimensija buvo suskai¢iuota ir gauta, kad
d~1.59....

Beje, D. Britanijos pakrantés fraktaliné dimensija lygi d ~ 1.3.... Taigi, Siu valstybiu sienu fraktalinés
dimensijos didesnés negu Kocho kreivés fraktaliné dimensija.

Zemiau mes apytiksliai suskai¢iuosime Kocho kreivés bei Britanijos sienos fraktalines dimensijas.

Mes norétume panagrineéti ir kiek kitokio pobtidzio aibiu, tarkime Kantoro aibés, fraktalines dimensijas.
Bet pries tai prisiminkime kai kurias svarbias savokas.

8.2 Nulinio mato aibés. Nulinio mato aibiu denginiai

Siame skyrelyje sutapatinsime mato, bei ilgio savokas, tieséje. Minétasis matas, tai Borelio matas,
apibréztas atviru (uzdaru ) intervalu generuotoje o— algebroje. Sakysime, kad aibés F' ilgis L(F) = 0 jeigu
jos Borelio matas m(F) = 0.

Sakysime, kad aibé E C [0,1] yra nulinio mato, jeigu visiems ¢ > 0 galime nurodyti tokia intervaly
seima {U;;1 € N'}, kad

ECUpUn, > L(Uy) <€
n

Tarkime, kad £ = {x,,n € N'} yra realiuju skaiiuy seka. Si seka yra nulinio mato aibé, nes bet kokiam
€ > 0 si aibe

Ec | Un,
neN
kur
€ €
Un = |&n on417"" + on+1
Nesunku matyti, kad
o0 (o] €
L(U,) = — =
2= e =

Matome, kad apibrézimo salygos tenkinamos, vadinasi, aibé E yra nulinio mato. Nesunku suprasti,
kad bet kokia aibé, kuri ekvivalenti naturaliuju skai¢iy aibei, yra nulinio mato. Antra vertus aibés matas
nenusako jos topologiniu savybiu, kadangi nulinio mato aibémis mes galime aproksimuoti ne nulinio mato
aibes. Pvz. racionaliuju bei realiuju aibiu santykis.

Priminsime, kad aibé F' vadinama tobula, jeigu ji begaliné, uzdara, netuscia ir neturi izoliuotu tasku.

Bet kokiam metrinés erdvés elementui z priskirkime rutuli B.(z), su centru taske x bei spinduliu e.
Tuomet, bet kokio Sios erdvés kuno P turi apytiksliai galime pakeisti rutuliu, kuriais uzdengiame §i kuna,
tiriu suma. Peréje prie ribos, kai rutuliu spindulys artéja i nuli (o tuo paciu rutuliu skai¢ius neapréztai auga)
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gauname, kad §io ktino tiris lygus minétajai sumai, kai démenu skaic¢ius neapréztai auga, jeigu §i sumuy seka
turi riba. Si kuno P dengini

(1) P(e) = | Bula),

zEP

vadinsime Minkovskio denginiu ir trumpai zymésime Dy .

Pavyzdziui, bet kokio realiuju skai¢iu intervalo [a,b] Dys sudaro (4) sajunga, kai B.(z) = [ — €,z + €.
Beje, intervalo P(¢) ilgis ne mazesnis uz 2e.

Pastebékime, kad e tikslumu, aibés F ”uzimama vieta ” metrinéje erdvéje galime pakeisti aibe E(e), t.y.
Dy, kurios ilgis (plotas, turis) L(E(e)). Jeigu aibé E uzdara nulinio mato aib¢, tai L(E(e))—0, kai ¢ — 0.
Tac¢iau nesunku suprasti, kad priklausomai nuo to, kokiu grei¢iu vienos ar kitos aibés D, ilgis artéja i nuli,
mes galime spresti apie tos aibés ”dydi” ir klasifikuoti nulinio mato aibes pagal § pozymi.

Sakysime, kad aibés E uzpildymo laipsnis aukstesnis negu aibés F, jeigu dydzio L(E(e)) konvergavimo
i nulinj eilé mazesné negu L(F'(¢)), kai € — 0, t.y. L(E(e)) = o(L(F(e))).

Dabar esame pasiruose pateikti, bet kokios aibés F C R, fraktalinés dimensijos apibrézima.

Aibés E fraktaline dimensija vadinsime riba

log N
A(E) = lim Ogi(e)’
<=0 |loge]
jeigu pastaroji egzistuoja.

Daznai patogu tolydu parametra e — 0 pakeisti diskrec¢ia nykstama seka, kuri tenkina tam tikras salygas.

8.1 Lema Tarkime, kad {e,} nykstama realiuy skai¢iu seka, kuri turi savybe:

. loge,
lim ———

=1.
n—o0 log €41

Tada aibés E C R fraktaline dimensija galime skai¢iuoti taip:

log N (e,
A(E) = Tim 208 1V(En)
n—oo |log €|
S

Mums pakanka parodyti, kad bet kokiam € > 0ir n € N, €,41 < € < €,.
Bet kokiam fiksuotam € > 0 parinkime sekos numeri n taip, kad butu teisingos nelygybés:

N(en) <2-N(e), N(e) <2-Nlept1).

Taigi gauname, kad
log N (e,) — log 2 < log N (€) < log N(€n41) + log 2

|log €nq1] = |logel T |log €n|

ir

Ine, ,InN(e,) In2

Ienir " |Ine,|  |Iney,

In N(e)
[Ine]

) <

Ine, i (ln N(ent1) In2

[eua|  [ep]”

Ine,

kai n — oo.
I8 pirmosios nelygybés gauname, kad

. In N (e,
lim sup lni|)

< A.
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I$ antrosios iSplaukia
. . InN(e,)
liminf ——————=

n |Ine,|

2]

Tarkime, kad nagrinéjama aibé yra tobula. Be to tarkime, kad w,, = w,(F) yra uzdaru aibiu, kuriy
ilgiai 27" ir kuriose yra bent vienas aibés F' elementas, skai¢ius. Tuomet Sios aibés fraktaliné dimensija lygi

A(F) = Tim 2n(E)
n—oo nln2
Paminésime kelias dimensijos savybes, kurias sitilome skaitytojui irodyti pac¢iam. Laikysime, kad na-
grinéjamu aibiu matai baigtiniai.
1. Tarkime, kad E C F. Tada A(F) < A(F).
2. Tarkime, kad E yra aibés E uzdarinys. Tada A(E) = A(E).
3.VE, 0 <AL
4. VE,FA(E|JF) = max{A(FE),A(F)}
5. Tarkime, kad T'(F) kokia tai aibés E afininé transformacija. Tada teisinga lygybé

8.3 Hausdorfo- Besiechoviciaus dimensija (H-B). H-B ir fraktalinés dimensijos rysys

Praeitame skyrelyje nagrinéjome erdvés R aibes. Siame skyrelyje aptarsime fraktalinés dimensijos
problema, aukstesniu matavimu erdvése. Tarkime duota fraktalu erdve virs metrinés erdvés (R3, p3). Sioje
fraktalu erdvéje isskirkime tokius kompaktiskus elementus: baigtinio ilgio kreive, juosta, kurios du krastai
yra kreivé, bei erdvés kiinas, kurio dvi sienas sudaro nurodytoji juosta. Kaip praktiskai matuojamas Siu
elementu ilgis, plotas, bei turis, atitinkamai. I kreive ibrézkime vienodo ilgio § lauztes. Tarkime ju skaic¢ius
N(§). Tuomet apytikslis kreivés ilgis

Tarkime, kad kreivé iStiesinama, tuomet

I8 paskutiniosios lygybés isplaukia, kad
Lo

I juosta ibrézkime vienodus kvadratus, kuriu kragtinés ilgis . Laikydami, kad §i juosta mati, gauname, kad

N()

. 2
lim N(8)5” = So.

Antra vertus, matome, kad paskutiniaja lygybe galime uzrasyti ir taip:
So = lim (N(8) - §) - § = lim (L() - 9).
)= lim (N(3) -6) -3 = lim (L(5) - )
Matome, kad N () ~ (Sp1/8?). Analogiskai nagrinédami erdvini kiina, gauname, kad §io kiino tiiris yra lygus

Vo = lim N(9)8°.

Be to, N(8) ~ Vp/83.

108



Taigi, gauname, kad
-1 SO
(5) Lo=5y-0""+0(l), arba 5

Is pastaruju sarysiu iSplaukia labai svarbi savybé: plokStumos dalies negalime uzdengti baigtiniu skai¢iumi
atkarpu, tuo tarpu begaline kreive ”uzkloti ” plokStuma galime. Analogiska iSvada galime padaryti ir
plokstumos ir erdvés santykiui.

Tarkime, kad S kokia nors metrinés erdvés X aibé ir be to

kokia nors funkcija, kuria konstruojame mata
My = h(9).

Jeigu S atkarpa, kvadratas ar kubas, tai v(d) = 1. Tad kas gi toji funkcija M. Si aibiu funkcija reiskia aibiu,
kuriomis uzdengiame nagrinéjama aibe, mata, o funkcija

yra denginio funkcija. Pavyzdziui, kai dengini sudaro atkarpos, tai h(8§) = &, kvadrato atveju h(§) = 62 ir
taip toliau. Kitaip tariant h(d) yra denginio vienetas.
Tarkime, kad A apskritimas, o S - sfera. Tad denginio vienetus, atitinkamai, parinkime taip:
T 0
h(8) = =62, h(d) = =5°.
(0) =567 ho) =7
Prisiminkime (5) sarysius. Tad galime padaryti isvada, kad kai § — 0, tai bendras denginio matas My yra
arba lygus nuliui, arba oco.
Aibés S Hausdorfo - Besiechoviciaus (toliau H-B) dimensija vadinsime tokj skai¢iu D, kuriam teisingi
sarysiai:

My =" ~7(6)0" = lim y(8)N (6)0" =

6—0

0, jei d> D,
00, jeid < D.

D vadinamas kritiniu skai¢iumi, My vadinamas aibés S, d matu. Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad
kai d = D, matas M, daznai yra baigtinis, bet ne butinai. Praeitame skyrelyje nagrinéti aibiu denginiai
turéjo viena savybe- denginiu diametrai buvo vienodi. Skai¢iuojant aibés (H-B) dimensija denginio rutuliu
diametru lygybé nebutina. Svarbu tik, kad spinduliai nebutu didesni uz §. Tuomet dimensija skai¢iuojama
imant apatine riba, kai § — 0. Aisku, kad tuo atveju, kai nagrinéjami objektai yra atkarpos, kvadratai arba
kubai bei $iais minétais objektais aproksimuojamos figiiros, tai ju (H-B) dimensija lygi 1, 2, 3 - atitinkamai.
Jau anks¢iau esame minéje, kad aibe vadiname fraktalu, jeigu jos topologiné dimensija mazesné uz
fraktaline. Pavyzdziui, Kantoro aibés topologiné dimensija lygi nuliui, tuo tarpu fraktaliné- teigiama. Arba
Kocho kreivés topologiné dimensija lygi 1, o jos fraktaliné dimensija didesné uz 1. Apskai¢iuokime Kocho
kreivés (H-B) dimensija. Prisiminkime, kad fraktaliné jos dimensija lygi In4/In 3. Zinome, kad Sios kreivés
n—os generacijos lauzteés ilgis
L(6)=(4/3)", 6 =37

I8 paskutiniosios lygybés gauname, kad generacijos numeris

g
In3

Tuomet

(In %)
3

L(6) = exp (—Ind o

) = 1P,
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Is paskutiniosios isplaukia, kad

bt
In3
Tuomet segmentu skaicius n— ojoje iteracijoje lygus N(§) = 4" = §~ P, kur D Kocho kreivés fraktaliné
dimensija.
Tarkime, kad
h(5) = &%

Suskaic¢iuokime dydi My. Turime
My = h(5) = N(5)h(8) = 6"

Taigi, Siuo atveju akivaizdu, kad kritinis skai¢ius yra D = d. Tai reigkia, kad 8iuo atveju fraktaliné ir (H-B)
dimensijos sutampa.

Grizkime prie fraktaly erdves. Tarkime, kad (X, p) - pilna metriné erdve, o (H(X), h(p)) kaip paprastai
fraktalu erdvé. Prisiminkime keleta, anks¢iau naudotu zyméjimu. Tarkime, kad € > 0 bet koks teigiamas
fiksuotas skai¢ius. Rutuliu aibéje A € H(X), kurio spindulys € ir centras taske z(, mes pavadinome aibe

B(wo,€) = {& € A; plao, @) < }.

Tarkime, kad N (A4, €) yra maziausias natiiralusis skai¢ius M toks, kad

M
AcC U B(xn,€),

k=1

Cia x,, kokia nors metrinés erdvés X elementu seka. Ar toksai M egzistuoja? Bet kokiam parinktam elementui
x € A, priskirkime atvira e spindulio rutuli, ¢ia pastarasis priklauso kokiam nors aibés A denginiui. Aibé A
kompaktigka, todél i Sio denginio galime iSskirti baigtini podengini, sudaryta is ,tarkime M7, atviry rutuliu.
Paéme kiekvieno §io rutulio uzdarini gausime dengini, sudaryta i§ M; uzdaru aibiuy, dengianciu aibe A.
Pazymeékime raide C' §iu uzdaru denginiy aibe. Matome, kad aibé C netuscia. Tegu

f:C—{1,2,..., M},

¢ia ¢ € C, f(c) reiskia rutuliu, priklausanciu denginio aibei C, skai¢iu. Tuomet {f(c);c € C} yra baigtiné,
teigiamu skaiCiu aibé. Bet minétoji aibé turi maziausia elementa, kurj ateityje zymeésime N (e) := N (A, e€).

8.1 Teorema Tarkime, (X,p) pilna metriné erdvé, o A € H(X). Sakykime, kad €, = c- 1", cia
0<r<1,¢>0, neN. Jeigu

ln(N(en))}
ln(é)

egzistuoja, tai fraktalo A fraktaliné dimensija lygi D. Sios teoremos irodymas niekuo nesiskiria nuo 6.2
Lemos irodymo, todél jo nekartosime.

D:lim{

8.2 Teorema (Déziy teorema ) Sakykime, kad A € H(R™), kur R™ m— maté euklidiné erdvé.
Tarkime, kad $i erdvé uzdengta uzdarais kubais, kuriuy krastinés ilgis lygus 1/2". Sakykime, kad N,,(A) Zymi
kubu, kuriy krastiniy ilgis 1/2", minimaly skai¢iu, kuris reikalingas atraktoriui A uzdengti. Tarkime, kad

o In(N,(A))
Dr=tim e )

egzistuoja. Tada aibés A fraktaliné dimensija A(A) = D;.
S
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Visu pirma pastebékime, kad, kai m = 1,2,..., tai
“m 1

galioja visiems n = 1,2,.... Be to k(n) yra maziausias nattiralusis skai¢ius, kuriam teisinga nelygybeé:
kE > mn—1+41/2-logy(m). Pirmoji nelygybé galioja, kadangi rutulys, kurio spindulys 1/2", kertasi su
nedaugiau kaip 2" kubu, kuriu krastiniy ilgiai 1/2"7!. Antroji nelygybé isplaukia i§ to, kad kubai, kuriu
kragtinés ilgis s, gali buti patalpinti i rutuli, kurio spindulys r, kadangi i§ Pitagoro teoremos turime, kad

o (SN2, (5\2 S\2 (52
22 ) () = m(d)
Jei k(n) ~ n, tai
h’lNk(n) In 2k(M) lnNk(n)

Jim (Srge) = Jim e () -

Lygiai taip pat
In(2=™ - N,

n—o0o In 27 T nSoo In2n—1

Tegu r = 0.5. I 8.1 Teoremos isplaukia Sios teoremos jirodymas.

2]

Zinoma, néra biutina naudoti kubus, kuriu krastiniu ilgiai lygis 1 /2"™. Ta pati rezultata gautume ir
paéme kubus, kuriu krastinés ilgis c¢- ™, ¢ >0, 0 <7 < 1.
Pateiksime keleta dimensijos skai¢iavimo pavyzdziu. 1. Tarkime, kad K C¢ R?, K = {0 < x,y <
1,2,y € R?}. Tada
Ni(K) =4, No(K) =16,... N,(K) =4", ne N.
gauname, kad

A(K) =t 2UED)

n— o0 In2n

2. Sakykime, kad nagrinéjamoji aibé yra Sierpinskio trikampis A, erdvéje R2. Matome, kad
Ni(A) =3, No(A)=3%...N,(A)=3", n=1,2,...

Tada,

In(3") In3
A(A) =1 =—.
(&) e In(27) In2
Naudodamiesi 8.1 Lema fraktaline dimensija galime skai¢iuoti apytiksliai. Kiek placiau apie tai. Tarkime
kad kubo krastinés ilgis yra lygus r;. Tada nagrinéjamas objektas patenka i n; kuiba. Sumazinkime kubo
krastine. Tarkime §i krastiné yra lygi 72, o nagrinéjamas objektas patenka i no kubus. Tada apytikslé
fraktalinés dimensijos reiksmé bus lygi:
~Inng —Inng
CIlnrg—lnr
Sitlome skaitytojui, naudojant sia formule apskai¢iuoti apytiksle D. Britanijos sienos (8.1 pav) fraktalinés

dimensijos reiksme, kai 1 = 1/12, 0 ro = 1/32.

8.3 Teorema  Tarkime, kad erdvés (Xi,p1), (Xo,p2) yra metriskai ekvivalencios. Tarkime, kad

transformacija
0= X1 —X5

yra izometrija. Tegu , kad A1 € H(Xy), ir A(A1) = D. Tada aibé Az = 0(A;) turi ta pacia dimensija kaip
ir aibé Al, t.y. A(Al) = A(Q(Al))
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Kadangi nagrinéjamos erdves metriskai ekvivalencios, tai egzistuoja konstantos e; < 1 < e tokios, kad

e1-p2(0(2),0(y)) < p1(z,y) < ez-p2(8(x),0(x)), z,y € X1.

Bet tuomet

(6) p2(0(x),0(y)) <

Remdamiesi pastaraja nelygybe gauname, kad

(7) 6(B(x,€)) C B(6(x), 5)7 z € X

Naudodamiesi N(Aj,¢€) apibrézimu, gauname, kad egzistuoja taskai {z1,xo,...,2,} C X; ir aibé N :=
N(Aq,¢€) tokie, kad uzdary rutuliu aibé {B(x,,€);n =1,... N} dengia aibe A;. Bet tada aibé {6{B(z,,€)};
n=1,... N} dengia aibe As. I sarysio (7) isplaukia, kad N(Ag,e/e1) < N(Aq,€). Tada

ln(N(Az,é)) < In N(A1,¢)
In(y) T ()

kadangi € < 1. Vadinasi,

In(N(Ag, = In(N(Az, = :
(8) lim sup (Vida, 2) = lim sup (WA, 2,)) <1nN(A17€)

e—0 W €0 h’l(%) = hl(%) = A(Al)

Is (6) nelygybeés isplaukia, kad

p1(071(2), 07 (y)) < e pr(z,y) o,y € X1,

8.1 pav.
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1§ pastarosios nelygybés gauname, kad

6= (B(x,€)) C B0~ (), é), zeX.

Kitaip tariant, N (A1, ees) < N(Ag,€). Bet € < 1,

In(N (A1, € e2)) < In N(As, € e3)
ln(%) - ln(%) ’

ir
A(Ay) = tig DVAL) WV (A ce2))
e—0 ln(;) e—0 hl(;)
lim inf M
=0 n(;)

Is paskutiniosios ir (8) lygybiu isplaukia, kad

In(N(Az,¢€)) In N(As, 6).

il =@y~ At =lmswe = 5
Vadinasi,
InN(A
A(Ay) = lim — (12’6) = A(4y)
e—0 In(=
)

Taigi, jeigu du atraktoriai metriskai ekvivalentts, tai ju fraktalinés dimensijos sutampa.
Pateiksime pavyzdi. Tarkime metrinéje erdvéje (R?2, pas) apibréztos dvi TAS.
{R2;w1(xa y)vWZ(xvy)v(US(xvy)}

ir
{’RZ;w4(m,y),ws(x,y),wg(ﬂc,y)},

[ea¥ NI

R =1 N
~__

7N

SRS .
~~_

+

7N

=

~__

we(w,y) = <

Sakykime, kad Ay, Ao yra §iu IAS atraktoriai. Parodysime, kad §iu atraktoriu fraktalinés dimensijos
sutampa.
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Pirmosios aibés atraktorius yra Sierpinskio trikampis, kurio desinysis kampas taske (0,0), o izambiné
jungia taskus (1,0) ir (0,1), o antrosios - Sierpinskio trikampis, kurio statusis kampas taske (1,1), o izambiné
jungia taskus (0,0) ir (0,2). Siu IAS atraktoriai metriskai ekvivalentiis, kadangi juos viena i kita galime
transformuoti afinine transformacija

(3 2)-()+(0)

Apibendrinsime fraktalinés dimensijos apibrézima tokiu budu.
Tarkime, kad (X, p) pilna metriné erdvé, A € H(X). Lai, be to, N(e) zymi minimaly rutuliy, kuriy
spindulys lygus €, skaiciu, kuriais uzdengiame aibe A. Tuomet ribine reikSme

jeigu ji egzistuoja, vadinsime fraktaline dimensija.
Galima parodyti (atlikite tai !), kad paskutinysis apibrézimas ekvivalentus A(A) apibrézimui.

8.4 Teorema Tarkime, kad nagrinéjame metrine erdve (R™,p). Tada bet kokiai aibei A € H(R™)
fraktaliné dimensija A(A) egzistuoja. Jeigu B € H(R™), ir A C B, tai A(A) < A(B). Be to, visuomet
teisinga nelygybé: 0 < A(A) < m.

S

Tarkime, kad m = 2. Nemazindami bendrumo galime laikyti, kad A C K. Kitaip tariant, bet kokia aibe
patalpiname kube. Vadinasi,
N(A,e) < N(B,¢), € > 0.

Taigi visiems € > 0

< InN(A4,¢€) < lnN(B,e)'

0
In(¢) = In(g)
Nesunku matyti, kad
. In N(A,e€) . In N(B,e€)
limsup ——++— < limsup ——+—
e—0 ln(;) e—0 ln(;)

Bet deSiniosios pusés riba egzistuoja ir yra lygi 2, taigi ir kairioji riba egzistuoja, be to, aprézta tuo paciu
skai¢iumi. Akivaizdu, kad A(A4) > 0. Ta pati galime pasakyti ir apie aibe B. Taigi A(A) ir D(B) egzistuoja
. Kadangi A C B tai $iai aibei uzdengti reikia ne didesnio aibiu skai¢iaus. Vadinasi A(A) < A(B).

¥

8.5 Teorema Tarkime, kad A, B € H(R™), m > 0. Tegu A(A) aibés A fraktaliné dimensija. Jeigu

A(B) < A(A), tai tada
A(AUB) = A(A).

S
15 8.4 Teoremos isplaukia, kad A(A U B) = A(A). Pastebékime, kad

N(AUB,e) < N(A,e) + N(B,e).

Vadinasi,

A(AUB) = limsup{ln(N(f:ll(LlJ)B’e))} < hr:ljélp{ln(N(A’G) +N(Bve))} <

e—0
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I (1+ 359)
sy

{ln(N(A, €)) }
In()
Irodymas bus baigtas, jeigu parodysime, kad santykis po logaritmo zZenklu mazesnis uz vieneta, pakanka-
mai mazam e. Pastebékime, kad
In(N(B,4))
sup {71; 0 < e}
ln (3)

yra mazéjanti argumento e funkcija. Vadinasi, kai ¢ pakankamai mazas, tai

lim sup
e—0

In N(B,¢)
In(3)

Turime, kad riba egzistuoja, todél pakankamai mazam e gauname

< A(A).

In(N(B,e€)) < In N(A,e€)
In(¢) In(3)
Bet i§ paskutiniosios nelygybés isplaukia, kad

2]

Naudodamiesi Sia teorema darome tokia iSvada: ”silpnesnés” aibés prijungimas, nepakeic¢ia pradinés
aibés fraktalinés dimensijos.

8.6 Teorema Sakykime, kad {R™;w1,...wn} - IAS, kurios atraktorius yra A. Tarkime, kad w,, yra
S.A., kurios s.k. yra sp, n € {1,...,N}. Jeigu IAS yra visiskai nesusijusi arba besiliecianti, tai Sios IAS
atraktoriaus fraktaliné dimensija A(A) ir H — B dimensija D(A) sutampa, be to, abi Sios dimensijos yra

lygties
N

Z|$i|D =1De [Ovm]7D = A(A) = D(A)7

sprendinys. Jeigu D > 0, tai tada Mpa) yra realus teigiamas skaicius.

S)

Teorema irodysime tuo atveju, kai N(A,¢) ~ C -e P,
Visu pirma atkreipsime démesj, kad s; > 0,7 € {1,..., N.} Tegu € > 0 bet koks laisvai parinktas skaic¢ius.
Kadangi w; yra S.A. tai §i transformacija uzdarus rutulius vaizduoja i uzdarus, t.y.

w;(B(z,€)) = Blw;(x), |sie).
Kadangi w; apverc¢iami, tai

w; {(B(x,€)) = Bw; ' (2),[si] "e).

K2

I8 pastaruju lygybiu gauname, kad
N(Aa 6) = N(w‘_l(A)a |51|€)

3

I8 paskutiniosios nelygybés isplaukia
(3) N(wi(A),e) = N(A,|s;|"re), i € {1,...,N}.
Uzrasykime aibés A atraktoriu tokiu budu :

A=wi(A)U...Uwy(A),
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¢la wi(A), i« = 1,..., N, yra kompaktiskos aibés. Tarkime, kad ¢ > 0 tiek mazas, kad x € R™, ir i €
{1,..., N} tokie, kad
B(z,€) Nw;(A) # 0
ir
B(z,e)Nw;(A)=0,j€{1,...,N},#j.

Vadinasi, jeigu € > 0, pakankamai mazas, tai
N(A,e) = N(wi(A),e) + ...+ N(wn(4),¢).
Remdamiesi (3) lygybe, gauname, kad pakankamai maziems e > 0 teisinga lygybeé
N(A,e) = N(A,|s1]7'e) +... + N(4, |sy| o).

Turéjome, kad
N(A,e)~C-eP.

Tada,
C-eP~Cs|P-eP ... +C-|sy|PeP.

Is paskutiniosios lygybés ir to, kad € mazas ir pasirinktas laisvai gauname,

1=s1|P +...4 |sn|”.

@

Atkreipsime démesi, kad aibiu w; denginiai skirtingiems j gali buti skirtingi, t.y e; nebutinai lygus e;
kai i # j.

Pateiksime kelis pavyzdzius. Sierpinskio trikampis yra TAS, kuria sudaro trys S.A., su s.k. lygiais 0.5,
atraktorius. I§ paskutiniosios teoremos isplaukia, kad

0.5” +0.5° +0.5° = 1.

Taigi gauname, kad D =1n3/In2
Arba, pavyzdziui, Kantoro aibé yra IAS

T z 2
{0, 1w (z) = g;w2(m) =3 + ga}
atraktorius, ¢ia s.k. lygus 1/3.

Naudodamiesi paskutiniaja teorema, gauname, kad

1\D 1\ D
2 +(5) =1
(5) +(
Suskaic¢iave gauname, kad D ~ 1.874.

Kyla klausimas, kodél kartu su fraktaline dimensija nagrinéjame ir H-B dimensija? Pasirodo, kad H-B
dimensija yra subtilesné uz fraktaline ta prasme, kad jos déka galime palyginti tas aibes, kuriu fraktalinés
dimensijos sutampa. Pateiksime kita, literatiiroje daznai sutinkama H-B dimensijos apibrézima.

Tarkime, kad (X, p) = (R™, pm), m € N . Be to tarkime, kad A C R™, kokia nors aprézta aibé. Tegu,
be to e > 0, 0 < m < co. Raide A pazymékime visu aibés A denginiu klase, trumpai

A= {4 c 4 A:GAi}.

i=1
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Pazymékime

M(A,p,e) = mf{Z(E(Al))p,Az S .A, ﬁ(A,) <e€r1=1,2,... },
i=1

kur

d(A) = sup{p(z,y); =,y € A}

be to, laikome, kad (8((2)))0 = 0. Vadinasi,
fap(e) :=M(A,p,e) € [0,0].

Pazymékime
M(A,p) = sup M (A, p,e).

e>0

Tada, p € [0, 00] dydi M (A, p) vadinsime aibés A Hausdorfo p - dimensija.

8.7 Teorema Tarkime, kad A aprézta aibé, e > 0 . Tada funkcija fa .(e) yra nedidéjanti, p € [0, cc].

Sios teoremos nejrodinésime.

Tarkime C' Kantoro aibé intervale [0,1]. Tada M(C,0) = oo ir M(C,1) = 0. Pastebékime, kad, jeigu
p = 0, tai pasirinktam € = 1/3™ yra ne daugiau negu 2" poaibiu, kuriy diametrai mazesni uz e ir kurie
dengia aibe C. Be to, 2" nesikertanciu intervalu, kuriu diametrai 1/3™ galiniai taskai priklauso aibei C, taigi
Sie taskai negali buiti tuose poaibiuose (poaibiai atviri). Vadinasi, kai ¢ — 0, tai M (A, p,e) — oco. Kadangi
M(C,0) yra §iu skaiciu virSutiné riba, tai M (C,0) = co. Tarkime, kad p = 1. Tuomet duotam € > 0 mes
galime parinkti toki numerj n, kad 1/3"™ < e ir C' dengini sudarys 2" poaibiu, kuriu diametrai < e. Tuomet
apatiné riba pagal tuos € yra lygi ribai pagal n,

2'!1

lim — =0.

Kadangi M (C,p,¢) =0, tai M(C,1) = 0.

8.8 Teorema Sakykime, kad A C R™ apréZta aibé. Tuomet egzistuoja vienintelis realus skaicius
Dy € [0,m], kuriam teisinga lygybé

_ [0 p<DgApe[0,00],
M(A’p)_{(); p>Dg Ap€e0,00) .

Sios teoremos irodymo nepateiksime.

Skaic¢ius Dy := Dpy(A) vadinamas aibés A H-B dimensija. Pastarasis H-B dimensijos apibrézimas
reiskia ta pati skaic¢iu, kaip ir anksc¢iau pateiktasis. Paskutinioji teorema uztikrina, kad musu naudotas
apibrézimas turiningas.

8.9 Teorema Tarkime a € R™ aprézta aibé. Tuomet Sios aibé fraktaline dimensija A(A) bei H-B
dimensija Dy (A) sieja nelygybés:
0 < Du(A) < A(4) < m.

S)
Tarkime € > 0 aibe A dengianciu rutuliu diametrai, o N(e) ju skai¢ius. Tuomet

D(A) = lim N(e) - €.

e—0
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Vadinasi,
1
A(A)In = ~InN(e) = N(e) ~ e 2,

€

Todél
N(e) - 2™ ~ Z A,
i<N

Zinome, kad A; parinktas taip, kad A; = B; U A. Taigi
d(A;) < B;
ir parinktam € turime
M(A,Dp,€) < .
Bet A(A) yra sekos riba, todél € > 0 turi galioti nelygybeé:
lim ) (d(A;))" <1,

e—0
=1

kai p = A(A). Jeigu suma lygi nuliui, tai Dy(A4) < A(A), o kitu atveju Dy(A) = A(A). Pabaigai
pastebékime, kad tuo atveju, kai M (A, A(A)) = 0, tai nelygybé triviali.
>

Tarkime, kad duotas Sierpinskio trikampis (0, 1), (0,0), (1, 0). Ivertinkime dydi M (A, p,¢), kai p € [0,1]
ivairioms € > (0 reikéméms. Tegu

€= o n=0,1,....
Pastebékime, kad §is trikampis gali buti padengtas 3™ diskais , kuriu spinduliai lygts 2@ Tada
V2 (V2)
M(A,p727):3 onp ,TL:].,....
Tada s
00, P<inp
M(A,p) = lim (3"(V2)P2™" = (V2)is, p= D3
n—oo n
0, p> %
Sierpinskio trikampio fraktaliné dimensija yra lygi % Bet sios aibés H-B dimensija lygi

M(A, Dy () = vaHE.
Jeigu ta pati atliktume su trikampiu (0, 0), (0, %), (%, 0) tai gautume, kad
M(N1,Dg(Aq)) = 1.

Matome, kad paskutiniojo trikampio Hausdorfo dimensijos matas mazesnis uz pirmojo. Bet tai reigkia, kad
atraktoriai néra metriskai ekvivalentis.

8.10 Teorema Tarkime, kad A, B C R™. Be to sakykime, kad Sios aibés metriskai ekvivalencios. Tada
siy aibiu Hausdorfo -Besiechovic¢iaus dimensijos sutampa.

S
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Sakykime, kad f : A— B. Kadangi Sios aibés metriskai ekvivalencios, tai egzistuoja teigiamos konstantos
c1, co tokios, kad B B B B
d(f(B1)) < c1d(By), d(f(B1)) < c2d(By).

Tuomet jeigu M(A;,p) = oo, tai bet kokiam aibiu rinkiniui turime, kad
> d'(Ci) =
i=1
Tuomet, bet kokiam aibiu rinkiniui dengian¢iam aibe B
Z cod’ (C?) = 0.
i=1
Vadinasi,

M(B,p) = .

Tarkime, kad M(A,p) = 0. Tuomet apatiné riba, pagal € reikdmes renkamas visiems poaibiams, lygi
nuliui. Taigi, bet kokiam & > 0, galime nurodyti aibiu rinkini {C;} toki, kad d(C;) < € ir M(A,p,e) <
0, kai € > 0. Renkame aibiu rinkini, kuriu diametru suma mazesné uz %. Naudodamiesi aibiy metriniu
ekvivalentumu gauname, kad ir antrajai aibei teisinga lygybé

M(B,p) = 0.

Imdami funkcijos f atvirkstine, bei keisdami konstantu role ta pati atlieckame ir su aibe B. Bet §iu abieju
aibiu apatiné riba lygi nuliui, o M (A, p) reikdmeé fiksuotai aibei yra vienintele, taigi

Dy (A) = Du(B).

@
Uzduotys

1. Sakykime, kad duota metriné erdvé (X, p). Be to tarkime, kad A = {x1, 22,23} ir A C X. Kam lygi
aibés A fraktaliné dimensija?

2. Tarkime, kad nagrinéjamoji metriné erdvé yra Euklidiné plokstuma. Tarkime, kad aibé A sudaro
kokie nors 5 plokstumos taskai. Parodykite, kad siuo atveju,

M(A,0) =17, ir M(A,p) =0, p>0.
3. Tarkime, kad A kokia tai begaliné, skaiti plokstumos tasku aibé. Parodykite, kad M(A,0) = oo ir
M(A,p)=0,p>0.
4. Parodykite, kad Kantoro aibei K yra teisingos lygybeés:

M(K,0) =00, M(K,1)=0.
5. Tarkime, kad S yra Sierpinskio trikampis. Irodykite, kad M (S, 1) = oo ir M (S, 2) = 0. Suskai¢iuokite
M(S,1n3/In2).

6. Naudodami 8.2 ”déziu teorema” apskaiciuokite 8.2 ir 8.3 pav. pateiktu kreiviu fraktalines dimensijas.
7. Naudodami 8.2 pav. ’dézes’ apytiksliai apskaic¢iuokite Kantoro aibés fraktaline dimensija.
8. Apskaiciuokite Kantoro aibés, kuri gaunama i§ intervalo [0,1] iSmetant vidurinj, vienetinio ilgio

intervala.
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8.2 pav.

8.3 pav.
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