VII. MANDELBROTO AIBES
7.1 Parametrinés aibés zemélapis

Tarkime, kad duota IAS arba dinaminiu sistemu Seima, kurios priklauso nuo dvieju realiu (arba vieno
kompleksinio) parametry. Minima parametry aibe ateityje Zymésime raide P ir vadinsime parametry erdve.
Pavyzdziui P = {(\1,\2) € R?; | A1), |A2] < %} galéty buti zemiau pateiktos IAS

{G; (M +X2)z+1, (A + A2)z — 1}

parametru erdvé. Su kiekviena parametro reikSme A = (A1, A2) € P mes susiejame IAS, kurios atraktoriu
zymesime A(A). Trumpai tariant, su kiekviena parametro reikSme A mes susiejame vieninteli fraktala.
Naturalu tikétis, kad jei parametry erdveés elementus parinksime arti viena kito, Sios erdvés metrikos atzvilgiu,
tai gausime, kad ir Sias reikSmes atitinkantys fraktalai taip pat bus artimi, bet jau Hausdorfo metrikos
atzvilgiu.

Panagrinékime dar viena pavyzdi. Tarkime, kad P = C' ir su §iuo parametru susiekime dinamine sistema:

{C; fa(z) = 2 = A}

Matome, kad kiekvienai fiksuotai parametro A reiksmei turime viena dinamine sistema. Kiekviena §i dinaminé
sistema atstovauja kokia nors Julijaus aibe. Vélgi turime rysj tarp parametru erdvés ir tarp Julijaus aibiu.
Isitikinome, kad galime nurodyti rysi tarp parametry ir fraktalu erdviu elementu.

Ateityje laikysime, kad parametru erdvés yra arba R? arba ispléstinés kompleksinés plokstumos poaibiai.
Tarkime, kad parametru erdve P sudaro koks nors plokitumos kvadratas. Si kvadrata galime sutapatinti
su kompiuterio ekranu, tiksliau, parametru A Siuo atveju galime laikyti fiksuotos ekrano dalies, bet koki
taska. Pasirinkime, bet kokj taska ekrane (zinoma, tam turime nurodyti jo koordinates). Pasirinktaji taska
nuspalvinsime kokia nors pasirinkta spalva, jei §i taska A atitinkantis fraktalas A(\) turi numatyta savybe.
Sia savybe nurodome mes patys. Nesunku suprasti, kad atlike ekrano spalvinimo procediira mes gausime
parametru erdvés ”zemeélapi”, kuriame bus iSskirtos tasku grupeés, kurios atitinka fraktalus su nurodytom
savybém.

Tarkime, kad P C R2. Be to sakykime, kad apibrézta funkcija f : P — H(X). Si funkcija turi savybe:
kiekvienam parametrui A\ priskiria kokia nors fraktalu erdvés aibe, tarkime A(\). Susitarkime plokstumos
taska A Zymeti pasirinkta spalva, jei aibé A(\) yra jungi, prieSingu atveju taska zymeésime kita spalva.
Teisinga tokia teoremas:

7.1 Teorema Tarkime, kad spaudzianti IAS {X;wy,ws} turi atraktoriu A. Be to tarkime, kad trasfor-
macijos wi,ws yra injekcijos, i aibe A. Jei

wl(A) N wg(A) = @,

tai aibé A yra visiskai nejungi. Jei

w1(A) Nwa(A) # 0,

tai atraktorius A yra jungi aibé.
Sios teoremos neirodysime, tik pastebésime, kad ios teoremos jrodymas panasus i 4.6 teoremos irodyma.
Apibrézimas Tarkime, kad duota IAS {X;w;,ws}, kuri priklauso nuo parametru, i§ erdvés P C R2.
Tarkime, kad A(X\) yra sios IAS atraktorius. Tada parametry erdvés aibé M C P, kurios elementai turi
savybe:
M ={) € P; A(\) yra jungi }

yra vadinama IAS -os Mandelbroto aibe.
I8 pradziu aptarsime atskiru IAS arba dinaminiu sistemu Mandelbroto aibes. Todél kiekviena karta,
pries pradédami jas nagrinéti, mes nurodysime IAS (arba dinamines sistemas) apie kurias kalbésime.
Pradésime nuo tokios TAS:

(1) {C; Az — 1, Az + 1},
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¢la P ={\ = (A1, \2) € C;|\| < 1}. 7.1 pav. yra vaizduojama minétosios IAS Mandelbroto aibé M. Juoda
spalva yra pavaizduotos parametro A reikSmés, su kuriomis IAS atraktorius yra visiSkai nejungi aibé, o balta
spalva- minétoji Mandelbroto aibé. Kitaip tariant, nurodytoje srityje surinktos visos parametro A reikSmes,
su kuriomis (1) TAS atraktorius yra jungi aibé. Pateiksime algoritma, kurio déka butuy galima gauti, (1)
TAS-0s Mandelbroto aibés vaizda.

Raide O zymésime kompleksini skaiciu 0+ 0i. 1) Pradzioje parenkame natiiraluji skaiciu L. Sis skai¢iaus
vaidmuo toks pat, kaip ir stabdymo skaic¢iaus N kintamojo laiko algoritme.

2) Fiksuokime parametru aibe P = {\ € C;|\| < 1.} Tai galime isivaizduoti ir kaip skrituli monitoriuje.
Sekanciuose zingsniuose kiekviena A reikSmeé yra iSvedama i ekrana.

7.1 pav.

3) Tarkime, kad parinktam A radome atraktoriu A(A). Parinkime rutuli, kurio centras koordinaciy
pradzios taske, toki, kad

A(\) € B(O, R),

¢ia R yra rutulio spindulys.
4) Tegu W = w1 U ws. Raskime:

H = min{d(z,y);x € (W ({0}))},y € w2(WH({0})).

Jei H < 2|M\[LH1R, tai tada taskas A € M ir ji galime atitinkamai spalvinti.

Paskutinysis zingsnis pagristas tokiais samprotavimais: TAS atraktorius priklauso aibei
WD(B(O, R)),
o pastaroji sudaryta is 25T rutuliy, kuriu spinduliai yra lygis IA[FTIR, sajungos. Siu rutuliy centrai
priklauso aibei
w1 (WE({O}) Uwe(WE({0})).

Ir tada, kai H yra didesnis negu 2|A\|*T1R, tai atraktorius A()\) yra nejungi aibé.

7.2 pav. yra pavaizduotas vienas, 7.1 pav. pateiktos Mandelbroto aibés, ketvirtis. 7.3 pav. yra dar
labiau isryskinta Mandelbroto aibés siena ties nurodytais 7.2 pav. taskais a), b), ¢). Be irodymo pateiksime
tokia teorema:
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7.2 pav.

7.2 Teorema (1) IAS-os atraktorius A(\) yra visiSkai nejungi aibé, jei

Al < L ir jungi, jei % <A<l

Sios IAS Mandelbroto aibés siena yra aibéje

IN
>
IN

Y-
Sl
[\

7.3 pav.

7.4 pav. pateikiami TAS
{C; 2z =1, 2+ 1}
fraktalai, kai parametrai A parenkami netoli Mandelbroto aibés sienos.
Norétume atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad egzistuoja panasumas tarp sienos vaizdo, i§ kurios imama

parametro A reik§mé, ir fraktalo, atitinkancio Sia parametro reikSme. Apie tai kiek placiau kalbésime kiek
véliau.
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7.4 pav.

7.2 Julijaus ir Mandelbroto aibiy rysys

Siame skyrelyje apsiribosime dinaminés sistemos

(2) {Cifalz) = 2% = A},

¢ia P = C, nagrinéjimu. Paskutinioji IAS yra taikoma fizikiniuy bei biologiniu sistemu modeliavimui. Tiksliau
kalbant, minétyju sistemu iliustravimui, naudojant kompiuterine grafika.

(2) dinaminés sistemos Mandelbroto aibe M vadinsime

M={\e P;J(\) yra jungi }.

Prisiminkime, kad transformacijos f(z) Julijaus aibé J(\) yra simetriska koordinac¢iu pradzios tasko O
atzvilgiu. Beje, taskas O yra nagrinéjamos dinaminés sistemos nejudamas, pritraukiantysis taskas. 7.5 pav.
yra pateikta Sios dinaminés sistemos Mandelbroto aibé. Skaitytojui sitlome atkreipti démesi i tai, kokioms
c reikdméms Julijaus aibés yra susijusios, o kokioms ne.
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7.5 pav.

7.3 Teorema Dinaminés sistemos (2) Julijaus aibé yra jungi tik tada, kai tasko O orbitos yra apréztos.
Simboliskai
M=A{Xe€ P;|fY(0)| < o0, n — oo}.

Remdamiesi paskutiniaja teorema Mandelbroto aibe galime apibrézti ir taip:
M={NeC;\A— I —\— ... yraapréita}.

Beje, pastarasis apibrézimas labai panaSus i transformacijos konvergavimo aibés apibrézima.

Aptarkime algoritma, kurio déka, naudodami kompiuterine grafika, galétume plokStumoje nubraizyti
Mandelbroto aibe.

Visu pirma atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad jei parametras |A| > 2 (7r. skyrelj apie Julijaus aibes),
tai iteraciju seka f7'(O) yra neaprézta. Vadinasi, Mandelbroto aibei nepriklauso plokstumos taskai |z| > 2.
Jei parametrus imsime i$ Sios aibés, tai transformacijos Julijaus aibés bus visiskai nejungios. 7.3 Teoremoje
yra pateiktas atsakymas- kaip teoriskai nustatyti transformacijos Mandelbroto aibe. Taciau akivaizdu, kad
norédami pritaikyti Sia teorema praktiniams poreikiams mes turime begalinius sarysius Siek tiek ”prikirpti.”
Kitaip tariant mes turime susitarti- nuo kada laikysime, kad pradinio tasko orbita yra neaprézta.

Apibrézkime aibe

log, ||

(3) ]Wk:~{>\€C;|T|S2k7 29 = A},

99



Cia 2141 :,212—1—/\, l=0,1,.... ke Z.
Tarkime, kad R yra skritulys, kurio spindulys ne mazesnis uz 2. Pazymékime

TER(R)={ eCzre R zo=Ak=0,1,....
Nesunku isitikinti, kad, jei taskas z; € R, taiir z; € R, kail =0,1,...,k — 1. Taigi, i§ pastaruju apibrézimu
isplaukia, kad aibei T (’k)(R) priklauso tos parametro A reiksmeés, kurios atlikus pirmasias k iteracijas,
pasilieka aibéje R. Taip apibrézta aibe T(*k)(R) yra aibés M aproksimacija. Kuo skai¢ius k didesnis, tuo
aibé T(—*) yra aréiau (hausdorfo metrikos prasme) prie aibés M. Susitarkime zyméti 7 (R) = R. Aisku,
kad M Cc TF)(R), k =0,1,..., be to, aibiu seka
(TN (R)}

yra mazéjanti. Kiekviena mazéjanti seka turi riba. Vadinasi,

Iki siol nagrinétasis skritulys R nebuvo grieztai nusakytas. Pasirinkime skrituli plokstumoje tokiu budu:
D' = {z;log, |2| <2'},1=0,1,2.

Apibrézkime M; = llim T®* =D (D). Suteikime siai formulei patogesni pavidala. Mes Zinome, kad A\ €

T*=D(DY), jeigu log, |z1_1| < 2'. Paskutiniaja nelygybe galime perradyti ir taip:

21—k

log, 5k

< 2k,

Akivaizdu, kad, jei | — oo, tai ir [ — k — oo. I$ pastaruju samprotavimu mes gauname (3) formule aproksi-
macinéms aibéms M), skaic¢iuoti. I§ pastarojo apibrézimo isplaukia, kad, jei k£ yra didelis, tai gana daug
plokstumos tasku, atliekant iteracija z — 22 + ), pasilieka aibéje My. Tuo tarpu, jei k € Z, bet k yra neigia-
mas ir didelis absoliutine reiksme, tai gaunamos aibés geometrija artima Mandelbroto aibei. 7.6 pav. yra
pateiktas pavyzdys, kai k € [~10,0]. Sio skyrelio pabaigoje norétume pastebéti, kad (3) formulé yra teorinio
pobudzio, todél tiesiogiai ja taikyti praktikoje negalésime. Praktiskai naudodami §ia formule mes turime
pasirinkti nattraluji skaiciu m toki, kad, jei sekos {z,} m— asis narys priklauso aibei R, tai laikysime, kad
A€ T(*’”)(R)7 o pastaraja aibe laikysime aibés R aproksimacija.

7.6 pav.

Nagrinésime (1) dinamine sistema. Apibrézkime konvergavimo ir divergavimo aibes tokiu budu:

W ={X= (A, A2) € C;[A\i],[Xo] £ 2}, V(R) = {2 € C;[2[ > R} U {oo}.
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7.7 pav.

Yra zinoma, kad iteracinés sekos {f}(z)} orbitos yra neapréztos, jeigu jos kertasi su aibe V(R), kai
R > 0.75 4+ |A|. 7.7 pav. yra pateiktas Mandelbroto aibés vaizdas, kai R = 10. Baltai centrinei sri¢iai
priklauso tos A reiksmeés, kurioms sekos {f¥'(O)} pirmieji N nariai (ia N yra iteracijos stabdymo skai¢ius)
nepasiekia srities V(R). Taigi, minétoji balta sritis reprezentuoja (1) dinaminés sistemos Mandelbroto aibe.
Sekanti, misriu spalvu sritis, atstovauja A reiksméms, kurioms atitinkanc¢ios dinaminés sistemos {f7(O)}
orbitos kerta aibe V(R), kai iteracijos numeriai n < N. Kuo sritis labiau nutolusi nuo centro (hausdorfo
metrikos prasme) tuo tasko O iteracijos grei¢iau pasiekia aibe V(R).

Pastebésime dar keleta idomiu faktu. Skaitytojas tikriausiai jau atkreipé démesi i tai, kad, jei parame-
tras priklauso Mandelbroto aibés sienai (praktiskai yra arti sienos), tai tuomet tas parametro reikSmes
atitinka Julijaus aibés Jy, kurias generuoja (1) dinaminé sistema. Beje, jau esame minéje, kad sritis, i3
kurios parenkame parametro A reikSmes yra "panasi” i aibés Jy geometrija. Zinoma, vizualiai to pastebéti
neimanoma. 7.8 pav. yra nurodytos Julijaus aibés Jy, , kurias gauname parinke nurodytu biidu parametro
A reikSmes.

7.8 pav.

7.3 Kintamo laiko algoritmo taikymas fraktalu Seimos, priklausancios nuo parametro,
grafinio vaizdo nustatymui

Siame skyrelyje mes pateiksime bendra algoritma, kuri taikant, galima nustatyti bet kokios IAS Man-
delbroto aibe. Nagrinésime tokia IAS:

(4) {Ciwi1(2) = Az + Lwa(2) = A"z =1}, P={X €|\ < 1,},

¢ia A* yra parametro A kompleksinis jungtinis skaicius. Pastebésime, kad (4) IAS-os abi transformacijos yra
panadumo atvaizdziai, kuriu mastelis yra ||.

7.4 Teorema (4) IAS-os Mandelbroto aibé M yra jungi. Sios aibés siena sudaro skaiti glodziy kreiviy
sgjunga.

7.9 pav. tamsia spalva vaizduojamas (4) TAS Mandelbroto aibés papildinys. Mandelbroto aibés siena
yra glodi. Siame pat pav. pavaizduoti jvairts fraktalai, kuriuos atitinka nurodytos parametro A reik§meés.
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7.9 pav.

Pateiksime 8ios TAS Mandelbroto aibés ”zemélapi”. Pazymékime (4) IAS-os atraktoriu A(X). Yra
irodyta, kad sis atraktorius yra simetriskas y asies atzvilgiu. Antra vertus, parametro A reikSmés priklauso
Mandelbroto aibei tik tada, kai A(\) kerta y asi. (4) IAS atitinkancia dinamine sistema galime apibrézti
tokiu budu:

-1 ..
_ Jwi (%), jei Rez > 0;
(5) A=) = {w{l(z), jei Rez < 0;°

Pastebésime, kad paskutiniosios transformacijos kiekvienam fiksuotam A, atraktorius yra jungi aibé.
Tokiu budu mes faktiskai apibréziame dinamine sistema {C; fr} ir aibé A(\) yra atstumiancioji dinaminés
sistemos aibé. Taigi dinaminé sistema gali buiti naudojama atraktoriaus A(\) vaizdui nustatyti, taikant KLA.
Zemiau pateikiamas algoritmas, kurio gaunamas dinaminés sistemos Seimos {R?; f, X € P} "Zemélapis”.
Cia fy yra bet kokia dinaminé sistema.

1) Pradzioje parenkamas stabdymo skai¢ius N. Turime parinkti taska ¢ € R? toki, kad ¢ € A()),
kokioms nors parametro A € P reikéméms (nebiitinai visoms).

2) Parinkime rutuli B C R? toki, kad kiekvienai parametro reik§mei i§ A € P, A(\) C B. Apibréziame
divergavimo sriti tokiu buidu:

V =R*\B.

3) Fiksuokime parametru erdve P ir tuo paciu nurodykime ja monitoriaus ekrane.
4) Skai¢iuokime seka
{f(g);n=0,1,...,N},

¢ia N stabdymo skaicius. Taskas A\ yra spalvinamas tam tikra spalva, kuria parenkame priklausomai nuo n,
jei

(6) g eV.

Beje, n yra pirmoji reikdmeé kuriai teisingas (6) sarysis. Jei visiems n < N, tai taskas A spalvinamas juodai.

Taikant $i algoritma (5) dinaminei sistemai, kai ¢ = 0, gauname vaizda, vaizduojama 7.10 pav. Tasko
O aplinka yra pazymeéta koncentruota juoda spalva (1), pav. kairiojo kampo apacioje. DeSiniojo kampo
virgutiné dalis (3) vaizduoja P\ M sriti, kurios taskus atitinkantys atraktoriai arba visiskai nejungis, arba
besilie¢iantys. Desinioji apatiné (4) sritis yra dar neiSnagrinéta. Tuo tarpu virSutinés (2) srities taskai
atstovauja atraktoriams, kurie vaizduojami 7.10 pav. Beje, 7.10 pav. pateikiamas padidintas ”lango”, kurio
matmenys yra tokie,

A1 € [0.4123,0.4139; A € [0.6208, 0.6223],

vaizdas.
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7.10 pav.

Atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad (4) IAS-os Mandelbroto aibé néra labai israiskinga. Tuo tarpu
Sia sistema atitinkan¢ios dinaminés sistemos vaizdas (7.11 pav.), gautas KLA-u pagalba, yra iSraiskingesnis
§ia prasme, kad Sio grafinio vaizdo padidinta dalis turi ta pacia fraktaline struktura, kaip ir dinaminés
sistemos, kuri gaunama i$ tos srities paémus parametro A reikSme, atraktorius. Pavyzdziui, 7.12 pav. yra
7.10 paveikslo (2) srities padidintas vaizdas. Sios srities parametro reikdme A atitinkancio atraktoriaus
vaizdas, gautas naudojant KLA, pateiktas 7.13 pav.

7.11 pav.

Siame skyrelyje pateiktas algoritmas gali biiti pritaikytas gana placiai dinaminiy sistemu Seimai. Tar-
kime, kad A € P C R?. Tarkime, kad X C R? yra kompaktiska aibé, o transformacija fy : X — R? yra
tolydi ir, be to, fx D X. Tuomet transformacija f) turi invariantine aibe A(\) € H(X), kuria galime isreiksti
tokiu budu:

AN = Mo A (X).

A(N) yra sudaryta i$ tu aibés X taskuy, kuriu orbitos apréztos.

7.12 pav.
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7.13 pav.

Uzdaviniai

1. Tarkime, kad duota transformacija f(x) = ax(1 —x), a > 1. Isitikinkite, naudodami grafine iteracija,
kad sios transformacijos konvergavimo aibé yra susijusi, jeigu Sios transformacijos maksimali reiksmé prik-
lauso intervalui [0.25,1]. Nurodykite invariantini intervala. Be to isitikinkite, kad konvergavimo aibé yra
visigkai nesusijusi, jeigu transformacijos maksimali reiksmé didesné uz 1. Ar nurodyta transformacija turi
konvergavimo tasku intervalo [0, 1] papildinyje?

2. Kokia transformacijos f(x) = 6(0.5 — |z — 0.5]) maksimali reiksmé? Koks divergavimo intervalo
intervalo ilgis, jeigu D(f) = [0, 1].

3. Naudodami ”dézés testa” nustatykite transformacijos f(z) = 22 —0.75 maksimalu intervala. Raskite
Sios transformacijos grafiko ir transformacijos y = x grafiko bendrus taskus.

4. Tarkime duota transformacija f(x) = 22 + c¢. Raskite kritine ¢ € [—1,—4] reikime, nuo kurios
priklauso tasko O priklausomybé aibéms Dy ir K;. Kokioms c reikSméms narinéjamos Julijaus aibés yra
susije, o kokioms visiskai nesusije?
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