VI. JULIJAUS AIBES
6.1 Konvergavimo ir divergavimo aibés. Kintamo laiko algoritmas (KLA)

Tarkime, kad iteraciné seka (zr. III skyriu) konverguoja taske zo € C. Tada taska 2o vadinsime it-
eracinés sekos konvergavimo tasku. Aibe, sudaryta i3 iteracinés sekos konvergavimo tasku vadinsime §ios
iteracinés sekos konvergavimo aibe. Konvergavimo aibe zymésime raide K. Tagka zp, vadinsime iteracinés
sekos divergavimo tasku, jeigu Siame taske iteracinés sekos modulis yra neapréztas. Aibe, kuria sudaro
iteracinés sekos divergavimo taskai, vadinsime iteracinés sekos divergavimo aibe, kuria zymésime raide D.
Tarkime, kad f : C — C kokia nors polinominé transformacija, kurios laipsnis didesnis uz vieneta. Tada Sios
transformacijos konvergavimo ir divergavimo aibes Zymésime simboliais K ir Dy.

Apibrézimas Aibe

Fr={z€C; lim |f"(2)| < oo}
n—oo

vadinsime pilnaja transformacijos f Julijaus (Julia) aibe. Sios aibés siena J ¢ vadinsime transformacijos f
Julijaus aibe.

Kitais Zodziais tariant, Jy yra aibé, kuri skiria Dy ir Ky aibes.

Tegu [a,b] C X, ¢ia X kokia nors metriné erdvé. Tarkime, kad intervalas f([a,b]) C [a,b], tada §i
intervala vadinsime invariantiniu intervalu arba tiesiog invariantu, transformacijos f atzvilgiu. Kitaip tariant,
invariantai yra aibés Ky poaibiai. Pasirodo, kad jei staciakampis [a, b] x f([a,b]) C [a,b] X [a, b], tai intervalas
[a, b] yra invariantas transformacijos f atzvilgiu. Pastaroji savybé literaturoje vadinama dézés testu.

Pastaba. Galima isitikinti, kad norint rasti maksimalu, kvadratinés transformacijos f(z) = 2% + ¢
invariantini intervala, pakanka rasti Sios transformacijos ir tiesés y = = bendrus taskus. Tada maksimalus
invariantinis intervalas bus apibréztas bendru tasku abscisémis. Aisku, kad Siuo atveju invariantinis inter-
valas sutampa su konvergavimo aibe. Pasirodo, kad jei iteruojame apibrézta kvadratine transformacija, tai
konvergavimo aibé yra susijusi, jeigu 0 € K. Jeigu 0 € Dy, tai Sios transformacijos konvergavimo aibé yra
nesusijusi.

Siame skyriuje nagrinésime atvaizdziu seku (iteraciniu seku) konvergavimo bei divergavimo aibiu struk-
tura.

Nagrinésime transformacijos f(z) = 22 iteracine seka. Aisku, kad Sios iteracinés sekos elementai prik-
lauso aibei

(1) {Zpi1=22,n=0,1,...}.

Transformacija f(z) = 22 kompleksinj skai¢iu z transformuoja i skai¢iu z; taip, kad |z1| = |z|?, o skai¢iaus
z1 argumentas yra dvigubai didesnis uz pirmvaizdzio z argumenta. Nesunku suprasti, kad transformacijos
f(2) divergavimo aibe sudaro visi kompleksiniai skai¢iai, kuriu moduliai didesni uz vieneta. Sios transfor-
macijos konvergavimo aibé Ky C {z € C;|z| < 1}. Pastebésime, kad ne visus konvergavimo aibés taskus
transformacija veikia vienodai. Jei tasko modulis mazesnis uz vieneta, tai tada §io tasko riba lygi nuliui.
O jei tasko modulis lygus vienam, tai zinome, kad Sie taskai priklauso vienetiniam apskritimui. Bet jei
taskas priklauso vienetiniam apskritimui, tai nebttinai jis priklauso transformacijos konvergavimo aibei.
Pavyzdziui, taskas z = 1 yra konvergavimo aibés tasSkas. Deja, to paties negalime pasakyti apie taska
z = i. Sis taskas néra konvergavimo aibés taskas, bet kadangi iteraciné seka siame taske yra aprézta, tai jis
nepriklauso ir divergavimo aibei. Taigi, jis priklauso transformacijos, Julijaus aibei. Atkreipsime démesi,
kad visi kompleksinés plokstumos taskai, priklausantys vienetiniam apskritimui, yra invariantiski minétosios
transformacijos atzvilgiu, t.y. bet koks apskritimo taskas, veikiamas iteracinés sekos, pasilieka apskritime.
Beje, transformacijos f(z) iteraciju seka turi du nejudamus taskus: 0 ir 1. Tada Dy = {z € C;|z| > 1},

Ky ={z€C;|z] <1, {f"(2)} konverguoja }, Fy={z€C;|z| <1} ir Jy ={z€C;|z| =1}

Tarkime, kad iteraciju seka apibrézta tokia transformacija

(2) fo(z) =2 +¢, cecC.
Matome, kad pastaraja transformacija galime perrasyti ir taip:

fo(2) = (22 + 9?4 c1, 22y + ¢2), Clac=c; +icy, 2 = x +iy.
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Nesunku suprasti, kad auks¢iau nagrinétaji atveji atitinka paskutinioji transformacija, kai ¢ = 0. Aisku, kad
§i transformacija skiriasi nuo pirmosios tik tuo, kad yra atliktas plokstumos postimis vektoriaus (c1,c2),
kryptimi. Konvergavimo bei divergavimo aibés priklausys nuo parametro ¢ parinkimo. Pazymékime

D.={z € C:|f"(20)| — o0, kain — oo}.

Tada
K.={z €C;{f"(20)} konverguoja }.

Kaip rasti divergavimo (konvergavimo) aibés elementus? Aisku, kad jei skai¢iu zg moduliai yra dideli, tai
ju iteracijos diverguoja. Kaip optimizuoti §i uzdavini, t.y. nuo kokiy tasku pradeéti, kad veltui nesvaistytume
laiko nustatant, kurie taskai priklauso divergavimo aibei. Pries pradédami nagrinéti sia problema, visu
pirma aptarsime metoda, kurj vadinsime kintamojo laiko algoritmu (trumpai KLA), kurio déka, naudodami
kompiuterine grafika, galétume nurodyti taskus kompiuterio ekrane, arba popieriuje, priklausomai nuo to ar
pasirinktasis taskas priklauso duotosios transformacijos f aibei Dy ar Kj.

Tarkime, kad duotas staciakampis W C R?2, kurio kairiojo apatinio kampo koordinatés yra (a,b), o
desiniojo virsutinio kampo koordinatés yra (c, d). Tegu M € N. Pazymékime

c—a d—>b
Tp,q = (a—i—p( Vi )ab+q( i )>7

¢ia p,q = 0,1,..., M. Pastarieji taskai priklauso aibei W. Kitaip tariant, Sie pasirinkti taskai reprezen-
tuoja aibe W. Mes palyginsime seku {f™(zpq),n = 0,1,2,...} orbitas, kai p,¢ = 0,1,... M. Tarkime, kad
R pakankamai didelis teigiamas skaicius, be to tarkime, kad R yra apskritimo, kurio centras koordinaciu
pradzios taske, spindulys. Apibrézkime aibe

V = {(x,y) € R* 2% +y*> > R}.

Trumpai nusakysime KLA idéja. Sakykime, kad N, bet koks naturalusis skai¢ius, kuri vadinsime stab-
dymo skai¢iumi. Uzrasykime kiekvienam taskui z, , orbita:

{fl(zth)v fz(zp,q)v s M (@pg) }s

kai p,g = 0,1,2,...,M,z,, € W. Beje, orbitos elementu skai¢ius n < N. Kitaip tariant, n < N yra
maziausias nattralusis skai¢ius toks, kad f"(z,,4) € V arba, jei orbitos visi elementai priklauso aibei W, tai
tada n = N. Ir vienu ir kitu atveju orbitos tasku skaic¢iavimas (taske x,, , ) yra nutraukiamas, ir skai¢iuojama
orbitos kitame taske, kai n > N. Be to galime susitarti, kad jei kokiam nors n < N orbitos elementas
f"(zp,q) €V, tai taska z, 4 galime nuspalvinti pasirinkta spalva.

Pateiksime KLA taikymo pavyzdj. Tarkime, kad W yra kvadratas, kurio apatinis kairysis kampas yra
koordinaciu pradzios taske, o deSinysis virSutinis kampas yra taske (1,1). Tarkime, kad M = 100,R =
200, N = 20. Tarkime S C W yra Sierpinskio trikampis, kaip pavaizduota 6.1 pav..

6.1 pav.
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Skaiciuodami aibés S tasku orbitas, mes aibés S taska spalvinkime juodai tada, kai iteraciju skaicius,
kuomet pasiekiama aibé V| yra nelyginis arba tasku iteracijos, kai n < 20, aibés V nepasiekia. Gautas vaizdas
iliustruojamas 6.2 pav..

KLA yra naudojamas IAS- mos, apibréztos aibéje R?, atraktoriy grafiniam vaizdui gauti ir tuo atveju,
jel nagrinéjamos aibés atraktorius yra nestabilus. (Atraktorius nestabilus, jei egzistuoja taskai, priklausantys
atraktoriui, kuriu orbitos diverguoja). Norint atlikti §i darba, mums teks realizuoti toki algoritma:

Ankséiau minétu budu apibrézkime aibes W ir V. Mes zymésime (priskirsime atraktoriui) tik tuos taskus,
kurie pasiekia aibe V "nelabai” greitai. Kaip greitai pasiekiama aibé V' nusakome patys, pasirinkdami . Jei
N per didelis, tai per mazai tagku pasieks aibe V, vadinasi atraktoriaus vaizdas bus skurdus ir atvirksciai,
jei N per mazas, tai vaizdas bus labai ”sodrus” ir tuo paciu netikslus. 6.3 pav. pateikiamas Sierpinskio
trikampio grafinis vaizdas, priklausomai nuo N dydzio.

6.2 pav.

6.3 pav.



KLA - mas gali buti taikomas, bet kokiu atraktoriu grafiniams vaizdams nustatyti. Apie tai kalbésime
kiek véliau.
Nagrinésime transformacija, apibrézta (2) formule. Pazymékime:

r(c) = max{|c|, 2}.

Teisinga tokia
Teorema 6.1 Kompleksinés plokstumos taskai, turintys savybe:

|2 = 7(c)

priklauso aibei D..

S
Remdamiesi teoremos prielaidomis, gauname, kad |z| > |¢| ir |z| > 2. Vadinasi egzistuoja ¢ > 0 toks,
kad |z| = 2 + €. Tada
|2%] < 122 +¢| + [c].

Be to,
2% + ¢ 2 |22 = |e| = (1 +€)]z].

Naudodamiesi Siomis nelygybémis gauname, kad
|z1] = (1 + €)]z].

Taigi, bet kokiam k € N turime, kad
|2k > (1+ €)F|z0]-

Is paskutiniosios nelygybés iSplaukia, kad taskas zg € D..

53]
Naudodamiesi paskutiniaja teorema galime tvirtinti, kad norint nustatyti konvergavimo aibe, mums
pakanka pradinius iteracinés sekos elementus rinkti is aibés

Qe = {20 ]20] < r(c)}-
Sakykime, kad zyg € Q.. Jei |z1] > r(c), tai tada z¢p € D.. Apibendrindami galime teigti, kad z9 € D,, jei

lim z, > r(c).
n—oo
Apibrézkime aibes
QUM = {z05z1] < (@)} ... QUM = {z05 |z <r(0)},k=0,1,....

Aisku, kad
K, cuX Q.

Pavyzdziui, tuo atveju, kai ¢ = 0, tai

QW =: {zp; 2| < 2}.

Tada
QY = {20320l < V2}... QUM = {z0i|20] <22}k =0,1,...
Matome, kad
lim 21/2" = 1.
k—oo
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Tada, K. C {z0;|20] < 1}.

6.4 pav.
Pabandykime i §i darba pajungti kompiuteri. Imkime plokstumoje koki nors skrituli, kurio spindulys

didesnis uz vieneta. Tarkime, kad visi §io skritulio taskai priklauso aibei QEO). Be to tarkime, kad pradinio
skritulio tagkai yra nuspalvinti juodai. Aukséiau apraSytu budu i$ apskritimo tasku sudarykime aibe Qg_l).
Visus §ios aibés tagkus nuspalvinkime juodai. Visiems k € A/, analogisku biidu, sudarykime aibes ngk). Sios

aibiu sekos riba yra pilnoji Julijaus aibé. Keturi Sios iteracijos nariai, kai ¢ = —0.5+0.5¢ yra demonstruojami
zemiau pateiktame 6.4 pav.. Virsuje, kairéje demonstruojama aibé Q&O), virSuje desinéje aibé Q(c_1>

kairéje, aibé Q((fz)., o apacioje desinéje- gflo).

, apacioje

6.2 Teorema Tarkime, kad f : C — C yra polinominé transformacija, kurios laipsnis didesnis uz
vieneta. Sakykime F, yra pilnoji, transformacijos f., Julijaus aibé, J. tos pacios transformacijos Julijaus
aibé. Tada aibés F, ir J. yra netuscios, kompaktiskos kompleksinés plokstumos aibés, t.y. J.,F. € H(C). Be
to, teisingas sarysis:

f(Jc) =J.= fc_l(Jc) ir f(Fc) =F. = f_l(Fc)'
Aibé Vo :=C \ Fy yra trajektorijomis jungi.

o
Paprastumo vardan, irodyma pateiksime antros eilés polinomui

fo(z)=2*+¢, z,ceC.

Tarkime, kad J, yra (2) transformacijos Julijaus aibé, o F, pilnoji Julijaus aibé. Sakykime, kad kompleksinéje
plokstumoje apibrézta euklidiné metrika ps ir be to tarkime, kad r > 0.5 + 1/0.25 4 |¢|. Tuomet nesunku
irodyti (atlikite tai), kad visiems z € C, tokiems, kad p(O, z) > r teisinga nelygybé:

p2(0f(z)) > 02(073)
Apibrézkime
V={z€eC:|z| >r}U{co}.
Tada isplaukia, kad f(V) C V. Remdamiesi 6.1 Teorema galime tvirtinti, kad visiems z € V, seka {f"(2)}

yra neaprézta. Tuomet B
F.={z€C;f"(2) ¢ V,Vn e N'}.

Taigi, aibe F,. sudaro tie kompleksinés plokstumos taskai, kuriu iteraciniy seku orbitos nekerta aibés V.
Panagrinékime tokia aibiu seka:

Vo :f_n(v)a neN.
Pastebésime, kad V' yra atvira, o transformacija f— tolydi, todél, bet kokiam naturaliajam skai¢iui n, V,, yra
atvira. Be to, V,, yra jungi, kadangi trajektorijos, jungiancios bet koki plokstumos taska su begaliniu tasku,
priklauso $iai aibei. Kadangi f(V) C V, tai isplaukia, kad V C f~1(V). Vadinasi teisingi tokie sarysiai:
(3) V=VWycWc...cV,C....
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Turime, kad bet kokiam nattiraliajam skaiciui n

Vi i={2€C;{z, f(2),... fH(2)} NV # B}.

Matome, kad aibiu seka V,, sudaro tie kompleksinés plokstumos taskai, kuriu n— os iteracijos orbitos kertasi
su aibe V. Pazymékime

L,=C\V,,n=0,1,....

Tada aibei L,, priklauso tie kompleksinés plok§tumos taskai, kuriu orbitos, iki n— osios iteracijos imtinai,
nepasiekia aibés V; t.y.

L,:={z€C{z f'(2),... f"(2)} NV = }.

Be to turime, kad L,, # (0 visiems n € N, yra kompaktiska metrinés erdvés C aibé. Isspreskime lygti
f(zf) = zj% +c = zy.

Sios lygties sprendiniai zy yra transformacijos f nejudami taskai. Vadinasi, Sio tasko orbita konverguoja i
taska zy. Todél bet kokiam naturaliajam skaiciui n Sis taskas nepriklauso aibei V,,, bet tada jis priklauso
aibei Ky. Taigi, aibés L,,, visiems n € N yra netuscios. I§ (3) sarysiu isplaukia, kad

LoDLiD...DL,D....

Turime, kad seka {L,} yra Kosi seka aibéje H(C). Todél galime daryti isvada, kad seka {L,} konverguoja i
aibés H(C) elementa. Sios sekos ribiniu tasku aibe sudaro taskai, kurie nesikerta su aibe V. Pazymeékime

F,. = nILH;o L, = ﬁ L,.
n=0

Vadinasi, F. € H(C). I§ lygybés
Ln+1 = f_l(Ln)an = 07 17 e
isplaukia, kad F. = f~!(F,). Taigi, transformacija f. yra siurfektyvi. Tad f(F.) = F..
Panagrinékime aibés F, siena, t.y. transformacijos f. Julijaus aibe. Tarkime, kad z priklauso aibés F,

vidui. Kadangi transformacija f. yra tolydi, tai isplaukia, kad taskas f~!(z) taip pat priklauso aibés F,
vidui. Remdamiesi tuo, kas buvo auksc¢iau pasakyta, gauname:

F.> f~Y(0F,) o OF,.

Tarkime, kad z € f~1(9F.). Tegu Us(z), kuri nors tasko z aplinka. Kadangi transformacija f. yra analiziné,
tai f(Us) yra atvira aibé ir be to f(z) € OF,. Taigi, aibéje f(Us) egzistuoja taskas, kurio orbita neaprézta.
Todeél f~1(dF,) C OF,. Darome isvada, kad f~1(0F.) = OF, arba kitaip tariant,

f(aFc) = OF..
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6.5 pav.

Mes naudosime teoremoje pateiktus apibrézimus. Turéjome, kad

Voo = nl;n;o Vo, = G V.
n=0

Paskutinioji aibé yra vadinama polinominés transformacijos f., begalo nutolusiu tasku, traukos sritimi. Si
sritis yra jungi, kadangi aibés V,, yra jungios, be to, ji atvira ir netuscia. Pastebékime, kad C = F, U V.
Beje, aibé F, yra kompaktiska ir netuscia.

Panagrinékime dinamine sistema (C, f_1.1). Turime, kad
ffl,l(Z) = 22 —1.1.

6.5 pav. pateiktas Sios iteracinés sekos vaizdas. Tamsioji 6.5 pav. dalis vaizduoja pilnaja Julijaus aibe.
Apvaliis tamstis kontiirai atstovauja sric¢iu V;,41, V;, persidengimo sienas, o tarp §iu kontiiru yra sritys V41 \
V... Kitaip tariant, tie patys kontlirai Zymi sri¢iu K,, sienas. Pastebésime, kad sri¢iai V41 \ V,, priklauso tu
aibés V tasku orbitos, kurios gaunamos n + 1— oje iteracijoje.

Julijaus aibés arba pilnosios Julijaus aibés vaizdas priklauso nuo konstantos ¢ parinkimo, tiksliau nuo
jos dydzio. Jei ¢ € [0,2], tai, kuo konstanta yra didesné, tuo pilnoji Julijaus aibé darosi vis ”skurdesné”
(kodeél?)(zr. 6.6 - 6.9 pav.), taciau Siuo atveju visos aibés yra jungios. Padétis tampa visai kitokia, kai ¢ > 2.
Siuo atveju pilnoji Julijaus aibé yra nejungi (7r. 6.10 pav.)

Tarkime, kad duota transformacija f(z) = 2% — ¢. Kaip turétuy sietis pradinio skritulio spindulys R, ir
¢, kad iteraciné funkciju sistema galétu generuoti Julijaus aibe, arba, kitaip tariant, kada KLA, pritaikytas
TAS, "veiks”?

Tarkime, kad z = x + iy ir ¢ = ¢; + c2. Nesunkiai gauname, kad
20 = (¥ = 3xy?) +i(32%y — )

Tada f(z) = x1 + iy; realiosios ir menamosios reiksmeés yra tokios:
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z1 = 2" = 3zy® — 1, y1 = 3ya® —y° — e

Raskime mums tinkama spinduli R. Pazymékime: z = re?. Tada 23 = r3¢™3?. Be to, tegu ¢ = pe'®. IAS
?veiks” jeigu

r3—|c\2r—|c\2r.

Perrase turésime, tokia nelygybe:

rg—r—\c|20.

Jei parinksime r = 1 + |¢|, tai nesunku patikrinti, kad nelygybé bus teisinga. Taigi, visiems R > r =1+ ||
TAS generuos Julijaus aibe.

6.6 pav.

6.7 pav.



6.8 pav.

6.9 pav.

6.10 pav.

6.2 TAS, kuriy atraktoriai yra Julijaus aibés

Polinominés transformacijos, bendrai paémus, néra spaudziancios. Siame skyrelyje nagrinésime spau-
dziancias TAS, kuriu atraktorius- Julijaus aibé.

Praeitame skyriuje nagrinéjome tokia situacija: aibés D taSkas, kuris yra netoli Julijaus aibés, yra IAS
transformuojamas i begalybe, jei jo modulis didesnis uz artimiausio Julijaus aibés tasko modulj. Tarkime,
kad duota transformacija

22+ c= f(2).

Elgsimeés kiek kitaip negu pirmajame skyrelyje. Raskime Sios transformacijos atvirkstinj atvaizdi. Norint
atlikti tai, mums teks iSspresti lygti

(4) 22 —w+e=0,

kintamojo z atzvilgiu. Kitaip tariant, rasime tasko w pirmvaizdzius, pradinés transformacijos atzvilgiu.
Nesunkiai gauname, kad minétasiais pirmvaizdziais gali buiti laikomi taskai

z12 = E£Vw —c.

Manome, kad skaitytojas atkreipé démesi i tai, kad atvirkstinis atvaizdis z = w™" néra funkcija, kadangi Sis
atvaizdis vienam kompleksiniam skai¢iui w priskiria du skai¢ius z; ir z5. Tolimesnei iteracijai mums reikia
parinkti iteruojama taska. Bet z reikSmeés yra dvi, tad kuria pasirinkti? Aisku, kad Sis parinkimas néra
grieztai determinuotas, jis tam tikra prasme atsitiktinis.

Grizkime prie (4) lygties. Visu pirma atkreipsime démesi i tai, kad renkant sekancius iteracijos taskus
labai svarbu nustatyti Julijaus aibés atstumiancius taskus. Siu tasku aplinkoje esantys kompleksinés ploks-
tumos taskai, kuriu modulis didesnis uz Julijaus aibés tasko moduli, su didele tikimybe, priklausys divergav-
imo aibei Dy. IeSkodami Julijaus aibés atstumianciu tasku mes turime spresti lygti

1

22— z4¢=0.

Priminsime, kad atstumiantys (pritraukiantys) taskai, visu pirma tai nejudami taskai. Nesunku suprasti, kad
§i lygtis sutampa su (4) lygtimi, jeigu pastarojoje vietoje w iraSome z. Kitaip tariant ieSkome transformacijos
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f nejudamu tasku (prisiminkime, kad IAS atraktoriu sudaro §ios transformacijos nejudami taskai). Tarkime,
kad radome nejudama taska. Tada i§ (4) lygties sprendiniu parenkame ta, kuris yra atstumiantis arba, kuris
yra ar¢iau atstumianéio tasko. Sitokiu biidu sukonstruota seka konverguos prie Julijaus aibés (kodél?). Beje,
TAS yra spaudzianti, vadinasi Julijaus aibé yra Sios IAS atraktorius. Taigi, Juliaus aibé yra invariantiska
transformacijos w — /w — ¢ atzvilgiu.

Konkretizuokime auksciau isdéstytus samprotavimus. Tarkime, kad ¢ koks nors fiksuotas kompleksineés
plokstumos elementas. Kyla klausimas, kaip rasti IAS {C, f. = 2% — ¢} divergavimo aibe? Norédami tai
nustatyti skaic¢iuojame Sios transformacijos atvirkstini atvaizdi ir randame

) ={Vz+e,—Vz+c}

Tarkime, kad z = 21 + izs. Tada /z = Va1 + ize = (a(21,22);b(x1,22))), Cla 1 =x + ¢1, T2 =y + ca.
Pastebékime, kad

a*(z1,x0) = rcos(£/2) = g(l +cos§) = g(l 4 %)

ir

b% (21, 22) = rsin (£/2) = g(l —cos) = C(l - ﬂ)

¢ia r = /a3 + a3 ir £ = arctg(way/x1). Tada gauname, kad

Vi + 3+ 1

a(ﬂfl,l’g) = 9 ) .]el 1 Z 07
2 2
ot ri4x
a(ry,12) = — ﬁ, jei 1 <0,

2

2 2
VIl + a3 — 11

2

/3 7
M’ jei o >0, b

jei xo < 0.
9 y J 2

b(Ithz) = I171172) = -

Panagrinékime TAS
(5) {Cow1(2) = Vz+c,wa(z) = =z + ¢}

Kaip jau anksc¢iau esame pastebéje, Sios IAS atraktorius yra transformacijos f.(z) Julijaus aibé. Tarkime,
kad ekrane apibrézta koordinaciu sistema

{Z - (x,y);x € [*232]7y € [72’2]}'

6.11 pav. iliustruojama, kurie taskai priklauso transformacijos f.(z) divergavimo, o kurie konvergavimo
aibei. Balta sritis yra Sios transformacijos pilnoji Julijaus aibé, o baltosios srities siena, yra (5) IAS Julijaus
aibe.
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6.11 pav.

6.12-6.14 pav. iliustruoja, kaip atrodo (5) TAS atraktorius, skirtingoms ¢ € [0, 1] reikdmeéms.

6.12 pav.

6.13 pav.

6.14 pav.

6.15 pav.

Zemiau pateiktoje teoremoje apibendrinsime ankstesnius svarstymus.

6.3 Teorema Tegu c € C. Tarkime, kad dinaminé sistema {C, f(z) = 22 —c} turi kokj nors pritraukiantj
cikla {z1,22,...,2n} C C. Tegu € > 0 bet koks laisvai pasirinktas skaicius. Pazymékime raide X Rymano
sferos tasku aibe, kuria sudaro (p+ 1) atviry rutuliu, kuriy spinduliai lygis €, sajungai. Pareikalaukime, kad
auksc¢iau minéto ciklo taskai buitu kuriy nors rutuliy centrai, o vieno i$ Siy rutuliu centras yra Siaurés poliaus
taskas. Apibrézkime IAS tokiu budu:

{Xsjwi(2) = V2 +cwa(z) = =z +c}.
Sukonstruokime transformacija W fraktaly erdvéje H(X) tokiu budu:
W(B) = wi(B)Uwq(B), B € H(B).

Tada $i transformacija yra tolydi, hausdorfo metrikoje. Be to atvaizdis W : H(X) — H(X) turi vienintelj
nejudama elementa Jy, kuris yra transformacijos f Julijaus aibé. Be to, galioja

lim W"(B) =J;, Be H(X).

n—oo
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Paskutinysis ribinis sarysis teisingas ir tuo atveju, kai iteraciju sekos {f™(O)} orbita konverguoja i begalo
nutolusj taska, o aibé X yra tokia X = C \ B(co,¢€). Paskutiniosios teoremos nejrodinésime.

Priminsime, kad kompleksiné plokstuma ir Rymano sfera yra homeomorfinés metrinés erdveés.

Pastebésime, kad paskutinioji teorema teisinga bet kokiai polinominei transformacijai, kurios laipsnis
didesnis uz vieneta.

Kiek placiau panagrinésime spaudziancias TAS, kuriu atraktoriai yra Julijaus aibés. Tarkime, kad ¢ €
(—=0.25,0.75) ir @ = 0.5 — 1/0.25 + ¢ yra atstumiantis transformacijos f.(z) = 2% — ¢ taskas.

6.16 pav.

Bet kokiam fiksuotam, mazam e > 0, pazymékime:
X% =C\{B%a,e)UB°(c0,¢),U(0,00)}.

Aibé XY néra kompaktiska. Prie Sios aibés prijunkime taskus 0 ir oo aplenkiancia kreive (kaip pavaizduota
6.16 pav.). Gautaja aibe pazymékime X. Pasirodo, kad TAS

(6) {X;wi(z) = +Vz+c,wa(z) = =z + ¢}

yra spaudzianti, jei ¢ € (—0.25,0.75). Sios transformacijos atraktorius - Julijaus aibé, kuri gaunama iteruojant
tasko a aplinkos, kaip parodyta 6.16 pav., taskus. Kodél spaudzianti IAS yra jdomi Siuo atveju? Aptarsime
si fenomena kiek placiau. Visu pirma atkreipsime skaitytojo démesi i tai, kad (6) atvaizdis yra dinaminés
sistemos

{X§ fc(z)}

atvirkstinis atvaizdis ir be to taskas a yra Sios dinaminés sistemos pritraukiantis taskas. Pazymékime:
Xp =wi; ow;, 0...0ow; (X),

Gaije{1,2},j=1,....,n.
Pazymékime e = (i1,12,...0,,...) € X, ¢la i; € {1,2}. Yra zinoma, kad lim X, =(e) ir

n—oo

U ¢(e) = ..

ecy

T.y. jei IAS spaudzianti, tai tada J. taskams gali buti priskirti adresu aibés elementai.
Sutarkime, kad jei i; = 1, tai Sio simbolio vietoje raSysime +, jeigu ¢; = 2, tai jo vietoje rasSysime —.
Tada (6) TAS Julijaus aibés J, taska galime uzrasyti taip:

P(e) = il\/cig\/ci3\/0i4 cipVe

Vadinasi, jei IAS spaudzianti ir turi auks¢iau iSvardintas savybes, tai J. taskai gali buti randami zemiau
pateikta formule:
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:&:\/c:&:\/ci\/cj:...j:\/ﬁ.

Kitaip tariant, bet kokia + ir — kombinacija apibrézia aibés J. taska. IS paskutiniosios lygybés matome,
kad nesunkiai galime rasti TAS periodinius taskus. Pavyzdziui taskas

+\/c—\/c+\/c—...+\/i

yra antros eilés ciklo periodinis taskas. Praeitame skyriuje esame kalbéje, kad spaudziancios TAS atraktoriuje
periodiniai taskai sudaro visur tirSta poaibi. Vadinasi, norint nubraizyti Sios transformacijos Julijaus aibe,
pakanka brézinyje zyméti periodinius taskus.

6.3 Julijaus aibés ir Niutono metodas

Tarkime, kad duotas polinomas F(z) = z* — 1, z € C. Zinoma, kad &is polinomas kompleksiniu skaiciu
aibéje turi keturis nulius, t.y. egzistuoja taskai aq,as,as,aq € C tokie, kad F(a;) = 0, i = 1,2,3,4. Beje,
nesunkiai galime nustatyti, kad Sie polinomo nuliai yra tokie skaic¢iai: 1,—1,7, —:. Jei polinomo israiska
bendresné, tuomet rasti nulius néra taip paprasta. Niutono metodu galime rasti apytikslius polinomo nulius.
Sakykime, kad duota dinaminé sistema

= (2)
{C;f(z) T 5’(2) }

Transformacija f(z) vadinama funkcijos F(z) Niutono transformacija. Niutono metodo esmé- tinkamai
parinke pradini taska zo € C pasiekti, kad seka {f™(z)} konverguotu i funkcijos F(z) nuli. Funkcijos
F(z) = 2z* — 1 Niutono transformacija yra

3241
428

(7) f(2)
Taigi, mes tikimés, kad paéme koki nors taska zg, kuris yra arti tikétino nulio a;, gausime, kad

(8) lim f"(20) = a;.

n—oo
Taciau kas atsitinka, jeigu taskas zo yra pakankamai toli nuo visu nuliu? O gal (8) seka konverguoja i
artimiausia nuli? O gal apskritai niekur?

Bandydami atsakyti i §] klausima, pasinaudosime KLA- mu. Tarkime, kad zg yra bet koks iSpléstinés
kompleksinés plokstumos taskas. Naudodami KLA, pabandykime rekonstruoti tasko zy orbita, kuri konver-
guoja i taska —1. Apibrézkime W = {(z,y) € C;z,y € [-2,2]} ir V = {z € C; |z + 1| < 0.0001}. Turime,
kad

f(z +1iy) = z1 +iy1,

¢ia realioji ir menamoji dalys randamos sutvarkius (7) lygybe. Naudodami KLA (parinke parametrus M,
N) ir kt. gausime toki vaizda (zr. 6.17 pav. ).
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6.17 pav.

Sios srities siena yra (7) transformacijos Julijaus aibé. Juodai Zymimi tie z € W, kuriu orbitos aibe V
pasiekia atlikus ne daugiau negu N = 1000 iteraciju.

Pastebésime Siuo atveju, kad transformacijos Dy néra kreivémis susijusi.

Racionaliosios funkcijos f : C — C, kurios laipsnis didesnis uz vieneta, Julijaus aibe sudaro dinaminés
sistemos {C, f} atstumianciyju, periodiniy tasku uzdarinys.

(7) transformacijos pilnaja Julijaus aibe sudaro visi plokstumos taskai, kuriems (8) ribinis sarysis ne-
galioja. 6.17 paveiksle J; yra siena, skirianti skirtingu spalvu sritis. Pastebésime, kad Jy papildinj sudaro
keturios atviros sritys, kurios yra keturiu nuliu (1, —1,4, —i ) traukos sritys.

Mes nurodéme kompleksinés plokstumos sriti, kurios taskai priklauso aibei Jy. Taciau isivaizduoti sia
aibe labai sunku. Kiek auks¢iau esame aptare galimybe, kaip galima rasti transformacijos Julijaus aibes.
Tarkime, kad duota (7) lygtis. Zinome, kad atraktoriaus taskas yra invariantiskas transformacijos atzvilgiu.
Todél raskime visus taskus, kuriems teisinga lygybé z = (32% 4 1)/42%. Arba 3w* — 4zw? + 1 = 0. Issprende
Sia lygti mes gauname keturis nulius. Taigi

FHR) = {wi(2), wa(2), w3 (2), wa(2)}-

Tada, Julijaus aibé yra IAS

{Ciw;, i=1,2,3,4}

atraktorius, beje, jis vienintelis IAS nejudamas taskas. Sio tvirtinimo nejrodysime. Jis irodomas analogiskai
kaip ir 6.3 Teorema.

Tarkime, kad duota funkcija F(z) = e* — 1. Raskime dinaminés sistemos (C, f) pritraukiancius taskus,
bei taikydami KLA, pateikime §ios dinaminés sistemos grafini vaizda.

Visu pirma rasime $ios funkcijos Niutono transformacija. Nesunkiai gauname, kad f(z) = (z —1) +e~%.
Raskime Sios transformacijos nejudamus taskus. Turime, kad 2 = (z —1)4+e¢* = e * =1 = z=0. Be to
lim (2 — 1) + e~ % = oco. Taigi, §i transformacija turi du nejudamus taskus: 0 ir oco. Niutono transformacijos
Z—00

igvestiné yra lygi f/(z) = 1 — e~ *. Priminsime, kad taskas yra pritraukiantysis arba atstumiantysis, prik-
lausomai nuo iSvestinés absoliutinés reikSmés dydzio Siame taske. Kadangi iSvestinés reikSmé taske z = 0
yra lygi nuliui, tai 8is taskas yra pritraukiantysis. ISvestinés reik§mé taske oo lygi 1, vadinasi §is taskas yra
neutralus fiksuotas taskas. 6.18 pav. pateikiamas transformacijos f(z) = e* — 1 grafinis vaizdas, gautas
pritaikius KLA. Beje, W = {(z,y) € R* z,y € [-2,5, 2,5]}.

6.18 pav.
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6.4 Invariantinés aibés- galimi fraktaly Saltiniai

Tarkime, kad f kokia nors metrinés erdvés X transformacija. Aibe A C X vadiname invariantine,
transformacijos f atzvilgiu, jeigu f~!(A4) = A. Mes domésimés fraktalu erdvés invariantinémis, kokios nors
transformacijos f atzvilgiu, aibémis. Teisinga tokia

6.4 Teorema Tarkime, kad (Y,d) kokia nors metriné erdvé. Tegu X C Y kompaktiska ir netuscia
aibé. Be to, tarkime, kad f : X — Y yra tolydus atvaizdis, turintis savybe f(X) D X. Apibrézkime
W(A) = f7(4), A€ H(X).

Tada W yra fraktaly erdvés H(X) transformacija, t.y. W : H(X) — H(X).
Transformacijos W nejudamas taskas A € H(X), apibréziamas tokiu badu:

A=) f(X) = lim W"(X).

n—oo

D)

n=0

Papildomai pareikalaukime, kad f(O) yra metrinés erdvés (f(X),d) atvira aibé, jei O C X yra atvira
metrinés erdvés (X, d) aibé. Tada W yra tolydi metrinés erdvés (H(X), h(d)) transformacija j save pacia.

S

Visu pirma parodysime, kad W yra fraktalu erdves H(X) atvaizdis i save pac¢ia. Tarkime, kad B €
H(X). Kadangi f(X) D X, tai f~!(B) C X, be to, f~1(B) yra netus¢ia. B yra kompaktiska, taigi ir uzdara
metrinés erdvés (X,d) aibé. Kadangi atvaizdis f yra tolydus, tai ir f~!(B) taip pat uzdara. Remdamiesi
prielaidomis turime, kad f~(B) C X. Kadangi f~1(B) yra metrinés erdvés (X,d) uzdara aibé, o X kom-
paktiska, tai aibé f~1(B) taip pat kompaktiska. Taigi parodéme, kad apibréztoji transformacija atvaizduoja
fraktalu erdve i save pacia.

Parodysime, kad Sios transformacijos nejudamas taskas apibréziamas teoremoje nurodytu budu. Pas-
tebésime, kad i§ sarysio f(X) D X isplaukia f(X) D f~(X). Nesunku suprasti, kad

Xof'X)of2X)o...0f™X)D....

Taigi, {f~™(X)} yra Kosi seka erdvéje H(X). Kadangi fraktalu erdvé pilna, tai Sios sekos ribinis taskas
A € H(X). Taigi,

A=

D)

fHX) = Tim W(X),

n=0

Mums teliko parodyti, kad A yra transformacijos W nejudamas taskas. Kitaip tariant isitikinsime

lygybés teisingumu
f_l(ﬂ A’I’L) = mAna

daA,=f"X),n=1,....
Remdamiesi atvaizdzio f tolydumu gauname, kad

FHO A = (1A = Ans1 =) An:
S
Remiantis paskutiniaja teorema, invariantine aibe galime apibrézti tokiu budu:
A={zeX: ffx)eX,n=1,2,...}.

Vadinasi, aibe A sudaro visi tie metrinés erdvés X tagkai, kuriu orbitos nepalieka erdvés X. Tokias aibes
galime grafiskai nustatyti naudodami KLA.
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Paskutinioji teorema mums suteikia galimybe transformacija W, apibrézta fraktalu erdvéje, pavaizduoti
grafiskai. Jei transformacija W néra tolydi, bet seka {W™(Ap)} konverguoja i taska Ag € H(X), tai negalime
padaryti isvados, kad W(Ag) = Ap. Ir tuo paciu, jei transformacija néra tolydi, tai KLA neduoda patikimo
rezultato. Taigi norédami modeliuoti kokias nors, biologines, fizikines, chemines ir t.t. sistemas ir tikédamiesi
gauti patikimus rezultatus, turime naudoti tolydzius atvaizdzius.

Tarkime, kad transformacija f(z) apibrézta tokiu budu:

N 221, 2>0
f(z)_{22—1+)\33,x§0,

Gia z = = + dy. 6.19 , 6.20, 6.21 pav. iliustruoja KLA taikymo atvejus, kai A = 1,0, —1, atitinkamai. Beje,
visais atvejais, invariantinés aibés yra centre.

6.19 pav.

6.20 pav.

6.21 pav.

Uzdaviniai
1. Tarkime, kad duota transformacija f(z) = x? + c. Raskite Sios transformacijos ir tiesés y = x
susikirtimo tagkus. Nurodykite invariantini intervala.

2. Intervalas [0, 1] yra transformacijos f(z) = ax(1 —z), 1 < a < 4 konvergavimo aibé. Raskite 8io
intervalo vaizda, kai a = 1,2, 3, 4.

3. Tarkime, kad duota transformacija f(z) = 22 + ¢. Tarkime ¢ = 0.55 + 0.15¢. Raskite tasko (—1,1)
iteracijos penkis zingsnius.

4. Nustatykite, ar taskas 0 priklauso transformaciju f(z) = 22 +4, f(z) = 2%+ (=1 — 1) konvergavimo
ar divergavimo aibéms. Pateikite gauto rezultato komentara.

5. Naudodami kompiuterine grafikam raskite transformacijos f(z) = 22+, kai A = 1,4; 1, 6; 1, 8 Julijaus
aibes.
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6. Raskite transformacijos f(z) = 22 — 1 nejudamus taskus. Naudodami skai¢iuotuva nustatykite kurie
i§ zemiau pateiktu tasku priklauso Sios transformacijos konvergavimo, o kurie divergavimo aibéms:

(0,0), (-1,0), (0,0.7), (0,0.8).

7. Raskite transformacijos f(z) = 2% + 3,5 invariantinj intervala.

8. Raskite transformacijos f(z) = 2(0.5 — |z — 0.5|) konvergavimo bei divergavimo intervalus metrinéje

erdvéje ([0, 1], p(z,y) = |z — y]).
9. Raskite transformaciju

F(2)=2%—4, F(z) =sin’z, F(z) =2° 4z

Niutono transformacijas, bei pastaruju nejudamus taskus.
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