V. ADRESAI FRAKTALUOSE. DINAMINES SISTEMOS
5.1 Tasko adresas fraktale

Pirma karta, su fraktalo tasku adresavimo problema, susiduréme konstruodami Kantoro aibe. Pana-
grinékime §ia problema detaliau.

Priminsime, kad aibe S vadiname skaicia, jeigu ji ekvivalenti natturaliuju skaiciu aibei. Kitais atvejais ji
arba baigtiné arba begaliné ir neskaiti.

Zinome, kad fraktalinés aibés néra skaicios. Todél numeruojant §iu aibiu elementus negalime naudoti
nattraliuju skaic¢iu aibés. Apibrésime neskaic¢ia (kontinumo galios) aibe, kuria naudodamiesi spresime frak-
talinés strukturos tasku ”adresavimo” problema.

Fiksuokime N pirmuju naturaliuju skai¢iu. Sudarykime begalines sekas

T =Ty, Tigy ooy Tips e 2y, € 40,1, N

Siu seku aibe zZymeésime simboliu ¥ . Pastaroje aibéje apibrézkime metrika tokiu badu:

m pelen) = Y

¢la z,y € Xy. Tada (Zy, px) yra metriné erdvé. Sia metrine erdve vadinsime Kodu erdve. Jeigu kodu
aibés elementams sudaryti yra naudojami N simboliu, tai sakysime, kad kodu aibé apibrézta N— ainéje
skai¢iavimo sistemoje.

5.1 Teorema Koduy aibé ¥ yra neskaiti.

S

Tarkime, kad kodu aibé apibrézta dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje, naudojant simbolius 0 ir 1. Apib-
rézkime funkcija f : {0,1}—{0,1} tokiu budu: f(0) = 1, f(1) = 0. Be to, tarkime priesingai, t.y., kad
§i aibé skaiti. Vadinasi egzistuoja bijekcija g : N—X. Apibrézkime o € ¥ taip: 0 = 010203..., ir ¢ia,
on = f((g(n))n), ¢ia g(n), reiskia n— aji g(n) simbolj. Pastebékime, kad g yra "numeruojanti”, aibés X
elementus, funkcija. Koki numeri §i funkcija priskiria taskui o? Pasirodo, kad né vienam n € N, g(n) # o.
Pavyzdziui, g(3) # o, kadangi $iu seky tretieji simboliai skirtingi.

@
Tarkime, kad duota TAS {X;w1,...,wy}. Be to, tegu f : ¥— X, yra bijekcija, ¢ia Xy yra IAS atrak-

torius. Tada sakysime, kad TAS yra asocijuota su kodu erdve.
Sakysime, kad metriné erdve X susieta su kodu erdve ¥, jeigu egzistuoja bijekcija f: ¥ — X.

5.1 Lema Sakykime, kad {X;w,, n =1,...,N}— IAS pilnoje metrinéje erdvéje (X, p). Tegu aibéje
K € H(X), IAS yra spaudzianti. Tuomet egzistuoja aibé L € H(X), K C L tokia, kad visos IAS transfor-
macijos uzdaros Sioje aibéje, t.y.
wp:L—L, n=1,...,N.

Kitaip tariant,
{L;wn, n=1,...,N}

yra IAS, kuriai priklauso pradiné kompaktiska aibé K.

S
Tegu W : H(X)—H(X), cia

N
W(B) = | J wa(B), B € H(X).



Norédami sukonstruoti aibe L, panagrinékime TAS su sankaupos aibe K,
{X,wn, n=0,1,...,N},
¢ila wo(K) = K. Tada sios TAS atraktorius priklauso H(X) (4.4 Teorema).

Parinkime
L=k Jwix)|Jwm)J.....(lyw"x),....
Akivaizdu, kad K C L ir, be to, W(L) C L.

@

5.2 Lema Tarkime, kad duota IAS {X;w,;n = 1,..., N} metrinéje erdvéje (X, p), kurios saspiidzio
koeficientas s. Tarkime, kad (X, ps) yra kodu aibé susieta su sia IAS. Visiems 0 € ¥, n € N, z € X,
apibrézkime

(0, M, T) = Wy, O Wy, 0...0w, (z), o; € {0,1}.

Be to, tarkime, kad K C X kompaktiska, netuscia aibé. Tuomet egzistuoja realus skaic¢ius D toks, kad

p(¥(o,m,21),¢(0,n,32)) < Ds™", o € Z,n,m,e N, z1,29 € K.

S)
Konstruokime aibe L tokiu pat btidu, kaip ir 5.1 Lemoje. Tarkime, kad m < n. Pastebékime, kad

dJ(O’, n, 1'2) = w(o—a m, 1/1(007 n—m, fEQ)),

kur w = 04— m+10n—m+2.-.0p... € Y.
Tegu 3 = ¢¥(w,n — m,x2). Tada x5 € L. Be to

p(¥(o,m,z1),9(0,n,22)) = p(¥(o,m, z1),9(0,n,23)) =
$p(Wey 0 ... 0We,, (T1),Wey © ... 0 W, (x3) <
820(Wey 0 ... 0 Wy, (1), Wes O ... 0wy, (13) < s™p(x1,23) < s™D,
¢ia D = max{p(z1,x3); 21,22 € L}. Kadangi L kompaktiska, tai D baigtinis.
S

5.2 Teorema Sakykime, kad (X, p)— pilna metriné erdvé. Be to, tarkime, kad {X,w,;n=1,...,N}
IAS sioje erdvéje. Tegu, A yra Sios IAS atraktorius, o

(E7p2)

kodu erdvé susieta su minétaja metrine erdve.
Jeigu visiems
ceXN, neN,zeX, ¢¥(o,n,1)=ws o...0ws, (),
tai riba

P(o) = lim ¢Y(o,n,z) € A

n—oo

egzistuoja ir nepriklauso nuo x € X. Tuo atveju, kai K bet kuri erdvés X kompaktiska aibé, tai pastaroji
riba konverguoja tolygiai aibéje K. Be to, atvaizdis v : X— A yra tolydus ir siurjektyvus.

S
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Sakykime, kad € X ir K € H(X) yra kompaktas, kuriam priklauso taskas z. Konstruokime kom-
paktiska aibe L kaip ir 5.1 Lemoje. Tegu W : H(X)— H(X) apibréztas iprastiniu biidu. Zinome, kad W
yra S.A. metrinéje erdvéje (H(X), h(d)). Tuomet isplaukia, kad

A= lim {W"(K)},
be to, {W™(K)} yra Kosi seka fraktaluy erdvéje.
Pastebékime, kad seka

{¢(o,n,2)},

bet kokiai fiksuotai o reiksmei yra Kosi seka, nes is 5.2 Lemos isplaukia, kad
p((o,m,2), (0, n,z)) < D™,

o paskutiniosios nelygybés desinioji pusé nykstamas dydis, kai m ir n neapréztai auga, be to, desinioji pusé
nepriklauso nuo z. Kadangi (o, n,x) € W"*(K), tai naudodamiesi fraktaly erdvés pilnumu gauname, kad
riba
lim (o, n,x)
n—oo
egzistuoja ir priklauso aibei A.
Parodykime, kad atvaizdis ¢ : Y — A yra tolydus. Tarkime, kad € > 0. Parinkime n toki, kad s"D < €
ir be to o ir 6 € X tokius, kad
= N 1

pe(o,6) < m§+2 (N+1)m (N4 1)

Vadinasi, $iuo atveju pirmieji n, o nariai sutampa su atitinkamais 6 nariais, t.y. o1 = 61,...0, = 0,. Tada

P(U’(U, max)7w(03 m,x)) - p(w(av n, "El)aq/)(o-an’x?))

visiems x1,xs € L, kai tik m > n. Remdamiesi 5.2 Lema, gauname, kad paskutiniojo reiskinio desinioji puseé
mazesné uz s"D ir tuo paciu uz e. Taigi, kai m — oo, tai p(1(c),¥(f)) < e. Gauname, kad atvaizdis 1
tolydus. Parodykime, kad jis ir siurjektyvus. Sakykime, kad a € A. Tada

lim W"({z}) € 4,

n—oo

ir tegu seka
(6™ esin=1,...}

yra tokia, kad riba

lim w(ﬂ("),n,x) =:a
egzistuoja. Erdvé (3, ps) yra kompaktiska (irodykite 1), todél seka {#(™) € ¥ : n = 1,...} turi konverguojanti
poseki, kurio riba priklauso X. Sakykime, kad lim 0 = 6. Tada 0" ir # sutampanciu nariu skaicius

n—oo
neapréztai auga, kai n — oo. Taigi,

P(iﬁ(gv n, (E), ¢(9(n)a n, (E)) < sa(n)Da

ciaa(n)=|{j e N: 9,(:) =0, 1 <k < j}|. Per¢je prie ribos, kai n — oo, gauname, kad p(1(0),a) = 0. I3
pastarojo sarysio iSplaukia, kad 1(0) = a. Bet a € A buvo parinktas laisvai, todél atvaizdis ¢ : ¥— A yra
siurjektyvus.

S
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Tarkime, kad {X;w,,n =1,... N} TAS, asocijuota su kodu erdve X. Turime, kad atvaizdis ¢ : X— A
yra tolydus ir siurjektyvus, ¢ia A yra IAS atraktorius. Tada tasko a € A adresu vadinsime o € ¥, toki, kad
P(o) = a. Aibe

T (A) = {0 e Zip(0) € A}

vadinsime, atraktoriaus A elementu, adresuy aibe.

Apibrézimas Sakysime, kad IAS yra visiSkai nesusijusi, jeigu bet kuris Sios IAS atraktoriaus taskas
turi vienintelj adresa. IAS vadinsime besilie¢iancia, (turin¢ia bendra siena), jeigu $i IAS néra visiskai
nesusijusi, be to jos atraktoriuje galime nurodyti netusc¢ia atvira aibe O tokia, kad

1) wi(O)ﬂw]‘(O)ZQ), i,jE{l,...,N},i#j;

2) Jwi(0) co.

Jeigu IAS nei visiskai nesusijusi, nei besilieCianti, tai ji vadinama persidengiancia.

5.3 Teorema Sakykime, kad duota IAS {X;w,,n =1,..., N} yra spaudzianti, kurios atraktorius A.
Tuomet IAS yra visiskai nesusijusi, jeigu

wi(A)Nw;(A)=0; i,j e {1,...,N},i #j.

S

Jeigu TAS visiskai nesusijusi, tai bet koks atraktoriaus taskas turi vieninteli adresa. Tarkime priesingai,
t.y TAS néra visiSkai nesusijusi. Tuomet bent vienas taskas turi du skirtingus adresus. Bet tuomet du
skirtingi pirmvaizdziai turi ta pati vaizda. Bet tai prieStarauja teoremos prielaidai.

5]
Parodysime, kad TAS {R;w1 = ©/2;ws = /2 + 1/2} yra besilie¢ianti. Tarkime, kad A yra Sios aibés

atraktorius ir

O = ((0,05)NA) U ((0.5,1) N A).
Vadinasi w1 (O) = (0,0.25) U (0.25,0.5), w2(0) = (0.5,0.75) U (0.75,1), kurios nesikerta. Be to

Jwi(0) co.
i=1

Dar daugiau, O atvira aibéje A, nes ji atviru aibiu baigtiné sajunga. Matome, kad abi apibrézimo salygos
1), 2) ispildytos.
Parodysime, kad IAS {R;$,0.752 4 0.25} yra persidengianti. Sios TAS atraktorius yra aibé [0, 1].
Matome, kad
w1([0,1]) = [0,0.5], wa([0,1]) = [0.25,1].

Be to
w1 ([0,1]) Uws([0, 1]) = [0,1].

Pastebékime, kad egzistuoja atvira aibé (0.25,0.5) tokia, kad
(0.25,0.5) C w1 (A) Nwo(A) =[0.25,0.5]
Taigi 81 IAS yra persidengianti.
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Tuo tarpu IAS {0, 1]; w1 ()
ir wi([0,1]) = [0, 5], w2([0,1]) =

vs)

3 -+ 3 yra visiskai nesusijusi. Aisku, kad atraktorius A C [0, 1]
e to

w1([0,1] Nw2([0,1]) = 0.
Matome, kad

w1(A) Nwa(A) C wi([0,1]) Nwa([0,1]) = 0.
I8 pastaruju sarysiu iSplaukia, kad TAS visiskai nesusijusi

5.4 Teorema Sakykime, kad ¥ kodu erdvé, apibrézta N — ainéje skaiciavimo sistemoje. Tarkime, kad
metrikos apibréztos tokiu budu :

(o) e}
o) =3 UL () = 30 R
1 - 3 2 ’ - AN
i=1 (N+1) = (V+1)
Tada erdvés (X, px, ) ir (X, ps,) yra ekvivalencios

S)
Tarkime, kad N = 10. Fiksuokime kokius nors z,y € 3. IS metriku apibrézimo isplaukia, kad

P, (I, y) < Py (ZL', y)
Mes jrodysime, kad egzistuoja konstanta C tokia, kad

P, (2, y) > px, (2, ).

Parinkime C' = 1/19. Be to tarkime, kad kokiam nors k € {1
Tuomet

2,1 o1 =y, Tt = Y1, Tk F Yk

i~ Ui, —ul < |7l
pz:(2,9) |Z 1y ' = 11k g% (1)

|z — v =9 9\ 1 1
- 2w mowl g

= > | |+ ) 1 >
, - 11k = 19 \/"F T YR T =
1=k+1

1 (ze — yil — 9 1|2y — -
=R IR ) > =
19< TR DI TT

_ _— | >
) — 19 11k + < Z 11¢ —
i=k-+1

i=k+1
z'“"z )
19 197

53]

Remiantis sia teorema galime irodyti, kad kodu erdvé metriskai ekvivalenti Kantoro aibei, kuri yra
visiskai nesusijusi aibé. Sitlome $ia uzduoti skaitytojui. Galima naudoti tokia IAS {0, 1];w,(x) =
N n=1,...,N}

Sakykime, kad duota TAS {X;w,

€T

=~ T
wn }, kurios atraktorius yra aibé A. Taska a € A vadinsime
periodiniu tasku, jeigu egzistuoja skaiciu rinkinys (o(n);o : {1

P} —{1,...,N}) toks, kad

a = wo(p) o wg(p_l) ©...0 wo(l)(a).

Jeigu a € A yra periodinis taskas, tal maziausias naturalusis skai¢ius P, kuriam teisinga paskutinioji lygybé
bus vadinamas tagko a periodu itai

Kitaip tariant, atraktoriaus taskas yra periodinis, jeigu ji transformave
baigtini skai¢iu kartu, vél griztame i pradine padéti
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Sakykime, kad a € A yra periodinis taskas ir paskutiniojo apibrézimo lygybé galioja Siam taskui. Tegu
o yra kodu erdvés elementas, apibréztas tokiu budu:

(2) o=0c(P)o(P—-1)...0(1)c(P)o(P—-1)...=0c(P)o(P —1)...0(1).

Kodu erdveés elementus, kuriuos galima uzrasyti (2) lygybe, vadinsime periodiniais adresais. Kodas,
kurio pradiniai simboliai bet kokie, o pradedant kuriuo nors simboliu, kodo dalis yra periodiné, vadinsime
beveik periodiniu simboliu.

5.5 Teorema Tarkime, kad IAS {X;w1,...,wn}, kurios atraktorius A. Tada Zemiau pateikti teiginiai
ekvivalentiis:
1) x € A yra periodinis taskas;
2) x € A turi periodini adresa.

S}

1) = 2). Jei z periodinis, tai egzistuoja baigtiné transformaciju seka wy,,...,w,, tokia, kad

Wgy 0...0w, () =1
Apibrézkime f(z) tokiu budu:
f@)=fM™z)=2=(ws,©...0W4,)0...0(ws0...0w, )(x),

¢ia paskutiniaja kompozicija sudaro m vienodu grupiu, tai tada x adresas- &1 ...0,.
2) = 1). Tarkime, kad 8is z adresas yra periodinis. Tada

x =901 0,) =%(01...0,01, - 0n) =Ws, ©...0Ws, Y(T1---0,) =

Wey O ... 0w, (T).

Taigi gavome, kad x— periodinis taskas.

Tarkime, kad duota IAS {R;w;(z) =0, wa(z) = £ + $}. Rasime Sios transformacijos visus periodinius

taskus. Duotoji TAS turi sankaupos aibe {0}, todél atraktoriy galime uzrasyti taip

A= wy )| J{0}.

Bet koks atraktoriaus taskas p € A yra periodinis, nes egzistuoja k € N toks, kad p = wk(0). I8 tikruju,

p=ws(wi(p)) = wh o wi(p)-
Be to matome, kad p yra k4 1 periodinis. Visigkai nesusijusi IAS yra apverciama, kadangi egzistuoja abipus
vienareik§meé atitiktis tarp kodu aibés ir atraktoriaus tasku. Taigi, visi atraktoriaus taskai- periodiniai.
5.6 Teorema IAS atraktorius sutampa su sios IAS periodiniy tasku uzdariniu.
S)

Pastebékime, kad kodu aibé yra periodiniu kodu uzdarinys. Sakykime, kad ¢ : ¥—A, kur ¢ tolydus
atvaizdis 1§ metrinés erdvés i metrine erdve A, ¢ia A TAS atraktorius. Jeigu S C X toks, kad § = ¥, tai
isplaukia, kad ¢(S) = A.

S
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5.2 Dinaminés sistemos

Apibrézimas Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdvé, o f : X — X — transformacija. Tada dinamine
sistema vadinsime pora {X; f}. Seka {f™(z),n € N'} vadinsime tasko x € X orbita.

Tarkime, kad f : ¥—3 apibrézta lygybe

f($1$2x3 .. ) = X3T4 ...

Tada (>_, f) - dinaminé sistema.

Sakykime, kad (X, f)— dinaminé sistema. Sakysime, kad erdveés taskas = yra periodinis, transformacijos
[ atzvilgiu, jeigu egzistuoja naturalusis skai¢ius n toks, kad f"(z) = z. MaZiausia nattraluji skai¢iu n, kuriam
teisinga lygybe f™(x) = z, vadinsime tasko periodu. Periodinio tasko orbita vadinsime transformacijos f
ciklu tame taske. Minimalus ciklo periodas yra skirtingu tasku skai¢ius, kuris priklauso siam periodui. Ciklo
elementu skaic¢iu vadinsime Sio ciklo eile.

Nurodysime algoritma, kuriuo naudodamiesi galésime grafiskai vaizduoti tasku orbitas. Tarkime, kad
duota dinaminé sistema {R; f(z)}. Ieskosime tasko zy € R orbitos, {x,, = f™(xo),n = 1,...}. Paprastumo
délei tarkime, kad f : [0,1]—]0, 1]. Nubrézkime kvadrata {(z,y);0 < x,y < 1}, funkcijos y = f(z) grafika,
bei tiese y = z. Fiksave plokstumos taska (g, z¢), sujunkime ji atkarpa su tasku (xzg,21 = f(zo)). Toliau
elgsimés analogiskai. Sujungsime pastaraji taska su tasku (z1,21), o paskutiniji su tasku (z1,z2 = f(21))
ir taip toliau. Atlike $ia konstrukcija, gauname tiesés tasku seka {(zn,yn)}, kuri konverguoja i nejudama
transformacijos taska. 5.1 pav. iliustruojamas aptartos grafinés iteracijos pavyzdys.

5.1 pav.
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Tarkime, kad G yra transformacijos f grafikas. Jeigu tasSkas x; yra nejudamas, dinaminés sistemos
(X, f) taskas, tai (zf,2¢) € Gy.

Tarkime, kad x yra dinamineés sistemos (X, f) nejudamas taskas. Taska z; vadinsime pritraukianciu
dinaminés sistemos tasku, jeigu egzistuoja € > 0 toks, kad transformacija f rutuli B(xy,¢€) atvaizduoja i ji
pati ir f yra suspaudziantis atvaizdis Siame rutulyje

B(zys,e) ={y € X;p(zys,y) <€}

Taska x; vadinsime atstumianciu, dinaminés sistemos tasku, jeigu egzistuoja € > 0 ir ¢ > 1 tokie, kad

p(f(xp), f(y) > cp(xy,x), y € B(wy,e).

5.2 pav.

Kaip butu galima geometriskai atskirti ar nejudamas taskas yra atstumiantis ar pritraukiantis? Pasirodo,
kad jei taske x s, transformacijos grafiko liestinés krypties koeficiento absoliuti reiksmeé yra didesné uz 1, tai
§is nejudamas taskas yra atstumiantis, o jei absoliuti reiksmé mazesné uz vieneta, tai pritraukiantis. 5.2 yra
pavaizduoti keli dinaminés sistemos grafinés iteracijos nariai, kai iteruojami taskai "netoli” pritraukianc¢iojo
(virSutiniame pav.) ir atstumianc¢iojo tasku (apatiniame pav.).

Pritraukiantieji ir atstumiantieji dinaminés sistemos taskai dar yra skirtomi i klases priklausomai nuo
to, ar grafiné iteracija yra ”laiptuota” ar ”spiraliné”. Pastarosios galimybés taip pat vaizduojamos 5.2
pav.. Pasirodo, kad iteracija yra ”laiptuota”, jeigu krypties koeficientas yra teigiamas, ir ”spiraliné,” jeigu
neigiamas (kodél?).

Tarkime, kad taskas xy yra n— os eilés periodinis transformacijos taskas. Tada $is taskas yra transfor-
macijos f™ nejudamas taskas. Sakysime, kad n— os eilés periodo ciklas yra pritraukiantysis transformacijos
f ciklas, jeigu cikle yra transformacijos f n— os eilés pritraukiané¢iu, periodiniu tasku. n— os eilés periodinis
taskas yra atstumiantysis, jeigu jis yra nejudamas, atstumiantysis, transformacijos f" taskas.

Tarkime, kad {X, f} yra dinaminé sistema. Taska z € X vadinsime galimu periodiniu f tasku, jeigu
kokiam nors m € N, f™(z) yra periodinis.

Tarkime, kad duota dinaminé sistema {[0,1]; $(1 — 2)} turi pritraukianti nejudama taska zy = 0. Ar
turi 8i dinamineé sistema nejudama atstumianti taska?

Visu pirma parodysime, kad tagkas x = 1212 yra periodinis, kurio periodas lygus 2. Skai¢iuodami
gauname,

f(1212) = 212 = 2121, f2(1212) = f(2121) = 121 = 1212.
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Is tiesu matome, kad 8io tasko periodas lygus 2. Pavyzdziui, transformacijos y = 3.18z(1 —z) taskas zo = 0.2
yra periodinis, kurio periodas lygus 2 (zr. 5.3 pav.)
Parodysime, kad x; = 1212 yra atstumiantysis taskas. Tegu y € 3. Tuomet

— |z — Yi
o), PW) = ples 20) = S Z I 20 (g, 0) — (311 -l + 12 ).
i=3
Tarkime, kad 1/9 > € > 0. Tada visiems y € B.(z ;) mes gausime, kad y; = 1, yo = 2. Vadinasi, bet kokiam
e>0
(g, f2(y) = p(zy.y)-

Taigi, nagrinéjamas taskas atstumiantis ir tuo pat metu ciklas irgi atstumiantis.

Dinaminé sistema {[0,1]; 22(1—x)} turi pritraukianti nejudama taska z; = 0.5. Nesunku matyti, kad 0
taip pat nejudamas transformacijos taskas. Panagrinékime nulio aplinka. IS pradziu pastebékime, kad jeigu
x — 0 tai dydis 1 —  — 1. Taigi, kai © — 0, tai f(z) ~ 22. Kadangi visiems x > 0 turime

p(2:z:,0) = 2p(:c,0) > p(x,())

tai nulis yra atstumiantis nejudamas taskas. Pavyzdziui, paimkime ¢ = 0.1. Tada

p(0, f(z)) = 1.8p(0, ),

bet kokiam x € B.(0).

Apibrézimas Dinamine sistema (X, f) vadinsime tranzityvia, jeigu duotai kokios nors aibiu klasés
atviroms aibéms A ir B galime nurodyti toki numerj ng, kad visiems n > ng, f™(A4) N B # (.

Pazymeékime: f(z) = min{2z,2 — 2z}, X = [0,1]. Tada dinaminé sistema (X, f) yra tranzityvi.
Irodykite.

Apibrézimas Sakysime, kad dinaminé sistema yra jautri pradiniu salygu atzvilgiu, jeigu visiems x € X
ir bet kokiam € > 0 egzistuoja naturalusis skai¢ius n € N, kad

p(f" (), f"(y)) >4,

jel tik y € B(z,€), éia § > 0 yra laisvai pasirinktas, fiksuotas teigiamas skai¢ius.
Kitaip tariant, jei orbitos startuoja is ”artimu” tasku, tai augant iteraciju skaiciui, atstumas tarp orbitu
auga. Pastarosios transformacijos vaizda pateikiame 5.4 pav.

5.3 pav.

73



5.4 pav.

Sis jautrumo fenomenasm praktiniuse uzdaviniuose labai svarbus. E. Lorencas (Lorenz) 1960 metais
modeliuvodamas ilgalaikes oro prognozes susiduré su Sia problema i esmés. Minétaji fenomena jis pavadino
”drugelio efektu,” kuri suformulavo tokiu budu- ar gali drugelio sparnelu plazdenimas Brazilijos dziunglése
sukelti uragana Amerikoje. IS pirmo zvilgsnio atrodytu, Svelniai tariant, keistas klausimas, bet tik i§ pradziu.
Pastebésime, kad jei dinaminé sistema yra jautri, kitaip tariant lengvai pazeidziama, tai ir labai mazi poky¢iai,
pavyzdziui apytikslis pradiniu duomenu parinkimas, gali sukelti didziulius neatitikimus. T.y. rezultatai
bus tolimi nuo prognozuojamu. Kad ir kaip tiksliai skai¢iuotu kompiuteriai, vis tik skai¢iavimams yra
naudojamos realiuju skaiciu iteracijos, taigi, skaic¢iu paklaidos. Kas garantuoja, kad skai¢iavimo rezultatais
galima pasikliauti? Butent su Sia problema ir susidure E. Lorencas. Jis, labai nedaug keisdamas pradinius
duomenis ir iteruodamas labai panasiomis funkcijomis, gaudavo visiskai skirtingus rezultatus.

Apibrézimas Dinamine sistema vadinsime chaotine, jeigu pastaroji yra:
1) ji trazityvi;

2) jautri pradiniy duomeny atzvilgiu;

3) transformacijos f, periodiniu orbitu aibé tirsta metrinéje erdvéje X.

Chaotinés dinaminés sistemos jautrumas pasireiskia tuo, kad iteruodami ”artimus” pradinius taskus,
gauname orbitas, tolstancias viena nuo kitos. Tranzityvumo déka, bet koks mazas intervalas yra ”uztem-
piamas” ant visos erdvés. Trecioji savybé reiskia, kad periodiniuy tasku aibé yra tirSta, neperiodiniu tasku
aibéje.

5.5 pav. yra pateiktos dvieju dinaminiu sistemu grafinés iteracijos.

5.6 pav. pateikiamas iteracijos reiksmiu elgesys, kai n didéja.
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5.5 pav.

5.6 pav.

Kuri i§ pateikty dinaminiu sistemu yra chaotiné, o kuri ne?

Transformacija f(z) = axz(1 — x) placiai taikoma gamtos moksluose, t.y. fizikoje, metereologijoje,
biologijoje ir t.t.. Beje, gana daug fraktaliniu struktiru gaunama iteruojant Sias transformacijas, todeél ir
démesys §iai transformacijai iSskirtinis. Pavyzdziui, populiacijos dinamikai tirti, buvo pasitlyta nagrinéti
transformacija (logistine transformacija)

P(t+1)=P(t)+rP(t)(1 - P(t)),

¢ia t € N laikas, P(t)— populiacijos apimtis, r € [0, 3], parametras.

5.7 pav. yra pateikti funkciju y = az(l—z), x € [0, 1], skirtingoms parametro reikSmeéms, to paties iteruo-
jamo tasko orbitos. Jeigu a = 3.18, tai Sio tasko iteracijos pateikiamos 5.3 pav.. Keisdami parametra a nuo
0 iki 4, gauname transformacijas, kuriy atraktoriai, tampa vis sudétingesni. Tiksliau kalbant, kai a € (0, 3),
tai transformacijos f(z) atraktoriu sudaro vienas taskas (kiekvienai a reiksmei kitas.) Kai a € [0,4], tai
atraktorius tampa vis sudétingesnis, t.y intervale mazdaug tarp 3 ir 3.5 atraktoriu sudaro antros eilés perio-
diniai taskai, kiek didesnei a reiksmei, ketvirtos eilés periodiniai taskai ir t.t. (zr. 5.8 pav.). Kuo artimesné
parametro a reikSmé skaic¢iui 4 tuo didesnis yra ciklo tasku skaic¢ius. Tiksliau kalbant, atraktorius tampa
vis labiau chaotinis. Sia kvadratinés transformacijos savybe pastebéjo Amerikos fizikas M. J. Feigenbaumas
(Feigenbaum). 5.7 pav. pateiktas grafinis $iy atraktoriy aibés, kuri vadinama Feigenbaumo atraktoriumi,
vaizdas.

Jei pazymésime raidémis b;,¢ = 1,... intervalu galus, kuriuose pasikei¢ia atraktorius sudaranciu ciklo
tasku skaicius. Tegu I; = [biy1,b:], b1 = 3,02 = 3.4494...,b3 = 3.544090. .., ir t.t. Pazymeékime d; = |I;].
Feigenbaumas jrodé, kad riba

d
§= lim —~

=4.6692....
k—o0 dk‘+l

Pasirodo, kad §i konstanta yra universali. T.y. ta pati konstanta tinka gana placiai iteraciju Seimai.
T.y. ar nagrinétume logistine transformacija ar transformacija g,(r) = ax?sin(nz).

75



5.7 pav.
Tarkime, kad {X;wy,...,wn} sudaro suspaudziancios transformacijos. Tuomet pora {H(B); W} yra
dinaminé sistema, kurios

N
W(B) = | J wa(B), B € H(X).
n=1
Dinaminé sistema, kurioje operuojama aibémis, kartais vadinama aibiu dinamine sistema. Pasirodo, kad
dinamineés sistemos {H(X), W} atraktorius yra Sios sistemos atstumiantysis nejudamas taskas. Pastara-
sis tvirtinimas isplaukia i§ tokiu paprastu samprotavimu. Pradine IAS sudarancios transformacijos yra
suspaudziancios, todél laikome, kad saspudzio koeficientas s < 1. Be to zinome, kad dinaminés sistemos
{H(X); W} vienintelis nejudamas taskas yra atraktorius. Todél visiems B, C € H(X) turime:

h(W(B),W(C)) = s-h(B,C) = d(W(B),W(C)) =d(A,W(B)) > s-d(B,C).

5.3 Lema Sakykime, kad duota IAS {X;w,,n =1,..., N} apibrézta suspaudzianc¢iomis transformaci-
Jomis. Jeigu IAS visiskai nesusijusi, tai visiems n € {1,..., N}, transformacijos w,, : A— A yra injektyvios,
¢ia A IAS atraktorius.

S

Tarkime, kad n koks nors fiksuotas naturalusis skai¢ius i§ minétosios aibés ir tagkai aq,as € A tokie, kad
wp(a1) = wp(az) =a € A.

Jeigu tasko a; adresas yra w, o tasko ao adresas yra o tuomet taskas a igyja du adresus nw ir no. Bet tokia

situacija negalima visiskai nesusijusioje erdvéje. Sis prieStaravimas ir patvirtina lemos tvirtinimo teisinguma.

2]

Tarkime, kad duota IAS
{X;wp,m=1,...,N},

kurios atraktoriy zymékime A. Atraktoriaus A postumio transformacija vadinsime transformacija S : A— A
apibrézta tokiu budu:
S(a) = w, *(a), a € A.

Tarkime, kad transformacija w,, apibrézta ir reikdmes jgyja atraktoriuje. Dinamine sistema (A4; S) vadin-
sime su IAS susietu postumio atvaizdziu. Kitaip tariant, postumio atvaizdis nusako atraktoriaus tasko a
pirmvaizdziu aibe. Su §ia savoka susidursime kiek véliau.
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Uzduotys

1. Nurodykite metoda, kaip butu galima suteikti adresus Sierpinskio trikampio elementams.
2. Trodykite, kad TAS {R;z/2,2/2 4+ 1/2} yra besilie¢ianti.

3. Irodykite, kad IAS {[0,1];2/3,x/3 + 2/3} yra visiskai nesusijusi.

4. Raskite TAS {R;w1(z) = 0,wz = £ 4 £} periodinius taskus.

5. Kokias salygas turi tenkinti IAS atraktorius, kad jo neskaitus tasku poaibis turétu nevienareikdmius
adresus.

6. Taikydami grafini iteraciju metoda raskite tasku 0.5, 0.75, 1 orbitas, kai f(z) = 4z(1 — z).

7. Tarkime, kad f(x) = 2% + 0.35. Grafinés iteracijos biidu raskite tasko 0.1 iteracija. Jei egzistuoja,
raskite Sios transformacijos atstumiancius ir pritraukianc¢ius taskus.

8. Naudodami skaic¢iuotuva patikrinkite ar taskas 0.51304 yra transformacijos f(z) = g(g(z)), g(z) =
3.2z(1 — z) nejudamas taskas.

9. Tarkime, kad TAS apibrézta tokiu budu:
{[0,1]; 0.5z, 0,52 + 0.5}.
Tarkime, kad adresu aibé apibrézta dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje. Raskite WC(A) aibei priklausanciu
intervalo galu adresus. (Beje, §ie intervalo galai priklauso nagrinéjamos I AS atraktoriui).

10. Nurodykite IAS, kurios atraktorius yra Sierpinskio trikampis. Tarkime, kad adresu aibé apibrézta
trejetainéje skaiciavimo sistemoje. Raskite tasku (2/3,0),(2/3,1/3),(1/81,4/243) adresus, jei jie priklauso
TAS atraktoriui.

11. Parodykite, kad TAS [0,1];2/2, 3/4x + 1/4 yra persidengianti.

12. Raskite transformaciju

@ =5+ a@=5+3 w@=5+3
I =y T =T e =Ty

nejudamus taskus ir nustatykite ar jie pritraukiantys ar atstumiantys.
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