IV. SUSPAUDZIANTYS ATVAIZDZIAI

4.1. Suspaudziantys atvaizdziai metrinése erdvése

Tarkime, kad X— metriné erdvé. Transformacija f : X—X vadinsime suspaudzianciu atvaizdziu
(ateityje trumpai S.A.), jeigu egzistuoja konstanta 0 < s < 1 tokia, kad

p(f(x), f(y) < sp(z,y),Vo,y € X.

Skaicius s vadinamas sasptidzio koeficientu (trumpai s.k.).

4.1 Teorema  Tarkime, kad f yra S.A. metrinéje erdvéje X. Tada transformacija f yra tolydi.

Teorema irodyti sitilome skaitytojui.

4.2 Teorema Tarkime f yra S.A. apibréztas kompaktiskoje metrinéje erdvéje (X, p). Tada skaicius
so = inf{s € R, s trasformacijos f s.k.}, taip pat transformacijos f saspiidzio koeficientas.

S)

Kadangi visi s.k. s € [0,1), tai s € [0,1), jeigu jis egzistuoja. Kitaip tariant, mums reikia jrodyti, kad
saspudzio koeficientu aibés tikslus apatinis rézis priklauso tai paciai aibei. Taigi, mums pakanka irodyti, kad

p(f(x), f(v) < sop(x,y), z,y € X.

Tarkime priesingai, t.y., galime nurodyti pora x,y € X tokia, kad

Bet tuomet Siai porai teisingas sarysis:

p(f(x), f(y)) — sop(z,y) > 0.

Antra vertus, i§ S.A. apibrézimo isplaukia, kad

p(f(x), f(y)) < sp(z,y) < p(z,y),= p(f(x), f(y)) — p(z,y) <O.

Is paskutiniuyju nelygybiu ir Kosi viduriniu reikdmiu teoremos gauname, kad egzistuoja s’ € (sg, 1) toks, kad

p(f(x), f(y)) — s'p(x,y) = 0.

Pastebékime, kad s’ yra mazesnis negu visi kiti s.k., todél egzistuoja intervalas (sg, '), kuriame néra sasptidzio
koeficientu. Bet tuomet sy néra saspudzio koeficienty apatiné riba. Taigi, prielaida buvo klaidinga.

S



4.3 Teorema  Sakykime, kad f : X— X yra S.A. pilnoje metrinéje erdvéje (X, p). Tada egzistuoja
vienintelis nejudamas taskas xo € X, kad visiems x € X seka

{f™"(z);n € N}—xp, kai n — oo.

S)

Tarkime, kad = € X fiksuotas taskas, o s € [0,1] yra transformacijos f, s.k.. Sakykime, kad n > m,
m,n=20,1,..., tada

(1) p(f" (@), [ () < " p(z, [ (2)).

Matome, kad remdamiesi trikampio nelygybe, visiems k£ = 0,1, ... gauname tokia nelygybe:

ol f1(2)) < pla, F(2)) + p(£ (@), F2(@)) + .+ (= (@), £ ()
< (145487 4. Dol f(@) < (1) (e, f(2)).

Pasinaudoje (1)- aja nelygybe, i$ paskutiniosios gauname

p(f" (), f™ () < s™"(1 = )" p(a, f(2)).
Is pastarosios nelygybés isplaukia, kad seka
{f"(z),n e N}
yra Kosi seka. Remdamiesi tuo, kad nagrinéjamoji erdvé pilna, tvirtiname, kad Kosi seka konverguoja, be

to Sios sekos riba, tarkime xg, priklauso tai paciai metrinei erdvei. Dar daugiau, nagrinéjamas atvaizdis-
suspaudziantysis, taigi jis ir tolydus (4.1 Teorema ), tad visiems € > 0 teisinga nelygybé:

p(f(x), f(y)) < sp(x,y) <e,
kai tik p(x,y) < § = €/s. Vadinasi

fwo) = f( lim f"(x)) = lim f"*(z) = 0.
Ar sis taskas vienintelis? Tarkime, kad ne. Tuomet egzistuoja taskas yo € X, x¢ # yo toks, kad ir yo = f(yo).
I8 nelygybés
p(xo,y0) = p(f (o), f(¥0)) < sp(zo,Yo)-
iSplaukia, kad
(1 = s)p(o,y0) < 0.

Bet tada, p(xo,yo) = 0, ir zg = yo.

S¥

Siulome skaitytojui irodyti, kad S.A. aibé yra uzdara atvaizdziu kompozicijos atzvilgiu, t.y. S.A. kom-
pozicija yra spaudziantis atvaizdis.

4.1 pav. pateikiamas S.A., kuris kvadrata spaudzia ir suka apie taska.

4.1 pav.



4.4 Teorema Tarkime (X, p) - kompaktiska metriné erdvé, o f : X— X S.A. Tada aibé
{f/"(X), neN}
yra fraktaly erdvés (H(X), h) Kosi seka ir be to

n—oo

Cia xq yra transformacijos f nejudamas taskas.

S

Visu pirma issiaiskinkime, ar {f(X)} € H(X). Zinome, kad f tolydi, todél kompaktiskos aibés tolydus
vaizdas yra kompaktiska aibé. Taigi, f(X) kompaktiska aibé, tuo paciu ir f(X) C H(X). Naudodami
matematine indukcija gauname (jrodykite kantrusis skaitytojau!), kad ir bet kokiam n, f™(X) - kompaktiska
ir netuscia aibé. Tuomet f"(X) € H(X), n € N. Be to pastebékime, kad kiekvienam n, zo € f"(X), ¢ia
Ty yra atvaizdzio f nejudamas taskas.

Isitikinsime, kad §i seka yra fraktaluy erdvés elementu Kosi seka. Pastebékime, kad erdve X yra kom-
paktiska, taigi ir pilna. Ta pati galime pasakyti ir apie fraktalu erdve. T.y. jeigu {f™(X)} Kosi seka, tai jos
riba priklauso H(X).

Jeigu m > n, tai

X € ()
ir tuo paciu
RUF™(X), f1(X)) = maxp(, f7(X)).
z€fr(X)
Bet &is atstumas ne didesnis uz diam(f™ (X)), kuris apibréziamas taip:
diam(f" (X)) z’yglfagix)p(w,y)-

Taigi

diam (f"(X)) < s"diamX,
¢ia s transformacijos f, s.k. Parinkime ng toki, biitu teisinga nelygybeé:
s"diamX < e.
Tuo paciu, mes uztikriname, kad
WX, X0) = max pla (X)) € ™ dinmX < e

kadangi visi atstumai nevirsija aibés {f"(X)} diametro. Bet pastarosios nelygybés déka galime tvirtinti,
kad nagrinéjamoji S.A. seka yra Kosi seka pilnoje fraktalu erdvéje. Taigi, §i seka turi riba, kuri priklauso
fraktaly erdvei.

Liko parodyti, kad Sios sekos riba yra minétasis teoremos formuluotéje taskas zq. Jau zinome, kad
xo € lim f™(X). Ar 8ios ribinés aibés diametras lygus nuliui?

n—oo

Turime, kad lim diam f"(X) < lim s"diam (X) = 0. Vadinasi, jei y € lim f"(X), tai p(zo,y) = 0.

n—oo n—oo n—oo

18 paskutiniosios lygybeés isplaukia, kad x¢ = y. Taigi, fraktalu erdvés elementu sekos riba yra kompaktiska
aibé, kuria sudaro vienas elementas. Todél

lim f"(X) = {ao}.

n—oo



4.2 Suspaudziantys atvaizdziai metrinéje fraktaly erdvéje

Tarkime, kad (X, p) yra metriné erdveé, o (H(X),h) yra fraktaly aibé. Zinome, kad H(X) elementai yra
kompaktiski, netusti, metrinés aibés poaibiai. Teisinga tokia teorema:

4.5 Teorema Sakykime, kad w : X—X yra tolydus atvaizdis metrinéje erdvéje (X, p). Tada sis
atvaizdis fraktaly erdve atvaizduoja | ja pacia.

S)

Kitaip sakant, kompaktiskos netuscios aibés atvaizduojamos i kompaktiskas netuséias aibes. Sakykime,
kad S C X erdvés X netuscias kompaktas. Kadangi w tolydus atvaizdis, tai w(S) = {w(x);z € S} irgi
netuscia ir be to kompaktiska, nes jei {y, = w(x,);z € S} yra tasku is S seka, tai {z,} C S. Bet S
kompaktas, tuomet iSplaukia, kad galime surasti poseki, xn, toki, kad lim zy, = z¢ € S. Naudodamiesi

n—oo

transformacijos w tolydumu gauname, kad seka {yn, = w(zn, )} yra sekos {y,} posekis, kuris konverguoja
i yo = f(xo) € w(9).

53]

Sekanti teorema nusako metoda, kurio déka galime sukonstruoti suspaudzianti atvaizdi fraktalu erdvéje,
kai zinomas S.A. metrinéje erdvéje (X, p).

4.6 Teorema Sakykime, kad w : X — X yra metrinés erdvés (X, p) S.A., kurio saspudzio koeficientas
yra s. Tada S.A., w: H(X)—H(X), fraktaly erdvéje gali buiti apibréztas tokiu budu :

w(B) ={w(x);x € B}, Be€ H(X).

Pastarojo suspaudziancio atvaizdzio saspudzio koeficientas yra s.

S)

Atvaizdis w : X— X yra S.A., taigi §is atvaizdis tolydus, be to w : H(X)—H (X). Kitaip tariant, sus-
paudziantis atvaizdis apibréztas metrinéje erdvéje, indukuoja atvaizdj fraktalu erdvéje H(X). Tada, visiems
B,C C H(X) teisinga nelygybé:

d(w(B),w(C)) = max{min{p(w(z),w(y));z € B};y € C} < max{min{sp(z,y);x € B};y € C} = sd(B,C).
Analogiskai galima irodyti, kad

d(w(C),w(B)) < sd(C, B).

Tada
h(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C)) Vdw(C),w(B)) < S(d(B7 C) vd(C, B)) < sd(B,C).



4.7 Teorema Sakykime, kad (X, p) metriné erdvé ir {w,,n € {1,... N}} suspaudziané¢iy atvaizdziu
aibé erdvéje (H(X), h). Be to tarkime, kad s,,n € {1,... N}, yra Siu S.A. saspudzio koeficientai, atitinkamai.
Apibrézkime transformacija W : H(X)— H(X) tokiu badu: visiems B € H(X),

N
W(B) = wi(B)Uwy(B)U...Uwy(B) = | ] wa(B).
n=1
Tada transformacija W yra suspaudziantis atvaizdis fraktaly metrinéje erdvéje (H(X),h), be to Sios

transformacijos s.k. yra lygus tokiam skai¢iui: $ = max,—1.. n {Sn}.

S}
Irodysime teorema, kai N = 2. Jeigu B,C € H(X), tai

h(W(B),W(C)) = h(w1(B) Uwa(B),w1(C) Uws(C)) <

h(wi(B),w1(C)) V h(wa(B),ws(C)) < s1h(B,C) V s3h(B,C) < sh(B,C).

Pritaike matematinés indukcijos metoda (ka tikimés su malonumu atliks skaitytojas), gausime teoremos
irodyma.

@
4.3 Iteracinés atvaizdziu sistemos (IAS)
Tarkime, kad (X, p) yra pilna metriné erdve, o S.A. aibé
{Wn, n=1...N},
kuriy saspiidzio koeficientai s,,, n € N. Pazymékime
(2) s=max{s,:n=1,..., N}
Apibrézimas Iteracine atvaizdziy sistema (trumpai TAS) vadinsime S.A. Seima,
(3) {(X.p}),wnin=1,...,N,s},
kurios saspudzio koeficientas apibréztas (2) lygybe.
Kitaip tariant, IAS - tai S.A. aibé, veikianti fiksuotoje metrinéje erdvéje.
15 4.6, 4.7 teoremu isplaukia
4.1 Isvada Tarkime, kad IAS apibrézta (3) sarysiu. Tada transformacija
W:HX)—H(X)

apibrézta lygybe
N
W(B) = | wa(B), B € H(X),
n=1

yra S.A. pilnoje metrinéje erdvéje (H(X),h), kurios s.k. apibréztas (2) lygybe. Taigi, h(W(B), W (C)) <
sh(B,C),B,C € H(X). Be to sios transformacijos vienintelis nejudamas taskas A = W(A) = ngl wn(A)
yra tokios sekos riba:

A= lim W*(B), B H(X).

n—oo



Transformacijos W nejudama taska A € H(X) vadinsime $ios transformacijos atraktoriumi.

Panagrinésime pavyzdi.
Tarkime duota metriné erdvé (R,p = |z —y|) it (H(R), h). Tarkime, kad TAS {R;w1,ws}, ¢ia

Pazymeékite By = [0, 1]. Tegu
B, =W"(By), n € N.

Jrodysime, kad Sios sekos riba yra Kantoro aibé. Pazymékime, bet kokiai A € R,
2A={zy;y € A}, Atz ={y+x;y € A}.

Suskai¢iuokime apibréztos TAS s.k.. Turime

plwi(z),wi(y)) = %Iw -yl = %p(w,y)

plen(a)oal)) =I5 + 3 — (5 + 2 = 30(,0).

Is paskutiniuju lygybiu gauname, kad nagrinéjamu S.A. sasptidzio koeficientai yra tokie s; = 1/3, s9 =
1/3. Vadinasi, TAS s.k. s = max{sy,s2} = 1/3.

Parodysime, kad sios IAS atraktorius yra Kantoro aibé. Tarkime, kad transformacija W (B) yra uzdaro
intervalo vidurinés atviros dalies pasalinimo operacija. Sakykime, kad By yra Sios transformacijos poveikio
aibé, gauta atlikus & < n Zingsniu, o intervalas [a, b] yra toks, kad

la,a + %(b _a)up— %(b —a),B] C Bpss

ir, be to,

(a+ %(b—a),b— %(b—a))ﬂBkH 0.

Si intervala vadinsime aibés B, komponente. Naudosime indukcijos metoda. Tarkime, kad k = 0. Tada

By = W(Bo) = wi1(Bo) Uwn(Bo) = [0, %] U [; 1.

Sakykime, kad [a,b] C B, yra B, komponenté. Tada egzistuoja intervalas [a’,b] C B,_1, toks, kad
w;i([a',b']) = [a,b] kuriam nors i. Pagal prielaida, intervalas [a,b] aibéje B, neturi savo vidurinés atvi-
rosios dalies. Tada

1 1
[a’,a" + g(b' —a)July — §(b/ —a'),b]

ir
1 1 1 1
wila',a + g(b’ —a) Uy — g(b’ —a'),b] =la,a+ g(b —a)]Ub-— g(b —a),b].

Taigi, i intervalo [a, b] iSmete vidurini atvira intervala gauname aibe, priklausanc¢ia By, ;1.

Turime, b’ — a’—b — a ir tuo paciu a’, b’ —a, b atitinkamai. Taigi, Sios aibés atraktorius yra Kantoro
aibé.

Sakykime, kad IFS nusakyta tokiu budu: {X;w1,...,wn}. Tarkime, kad Ay kokia nors metrinés erdvés
kompaktiska aibé. Tegu W°(Agy) = Ag. Pacia kompaktisku aibiu seka, remdamiesi paskutiniaja teorema,
skaic¢iuojame tokia rekurentine formule:

N
An+1 = U Wj(An), n = ].,
j=1

6



Taip sukonstruotos sekos nariai yra fraktalu erdvés elementai. Be to §i seka konverguoja (hausdorfo metrikos
atzvilgiu) i TAS atraktoriu.

4.8 Teorema Sakykime, kad IAS nusakyta tokia sistema:
{R,wi(z) = ax + b, wa(x) = cx + d}, a,b,c,d.
Tada sios aibés atraktorius arba jungi arba visiskai nejungi aibé.

S)

Atraktorius A C R yra kompaktas, taigi ir aprézta aibé. Tada §ioje aibéje yra didziausia ir maziausia
reikdmés. Remdamiesi tuo, mes galime tvirtinti, kad egzistuoja uzdaras intervalas [a,b] toks, kad a =
min{z € A}, b = max{zx € A}. Tarkime, kad

(4) wi([a, b]) Nwa([a, b]) # 0.
Intervalas [a, b] jungi aibé, o w;, i = 1,2 tolydzios, todeél aibé
wi([a, b]) U wa([a, b])

irgi jungi aibé. Dar daugiau, egzistuoja taskai a1,b; € A C [a, ] tokie, kad a; = wi(a), by = wa(b). Matome,
kad transformacija W, aibe

wi([a, b]) U wa([a, b))

atvaizduoja i ja pacia, tuo paciu ir atraktoriu i ji pati. Vadinasi aibé A jungi, jeigu tenkinama (4) lygybé.
Sakykime, kad (4) néra tenkinama, t.y sankirta tuscia. Be to tarkime, kad [a’, D] ilgiausia aibés A dalis.
Kadangi wy (A) Nwe(A) = 0, tai isplaukia, kad egzistuoja ¢ € {1,2} ir intervalas [a”, b"'], kuris yra jungi aibés
A komponenté tokie, kad
wi[a//’ b//] — [a/’ b/]

Tarkime, kad s; yra w; saspudzio koeficientas. Tuomet
p(a’, b/) < sip(a", b”).

Bet [a”,b"] yra ilgesnis uz [a,b] arba abieju intervalu ilgiai lygiis nuliui. Bet pirmoji prielaida priestarauja
tam, kad [a’,b] yra ilgiausia, susijusi aibés A, komponenté. Tada a’ = b'. Bet tiktai taskas siuo atveju gali
buti susijusi aibés A komponenté. IS pastaruju samprotavimu gauname, kad A— visiSkai nejungi.

¥

4.4 Sankaupos aibés

Sakykime, kad (X, p) metriné erdvé ir C € H(X)— kompaktiska netuscia aibé. Apibrézkime transforma-
cija wo : H(X)—H(X) tokiu budu:
wo(B) =C, Be H(X)

Tokiu budu apibézta transformacija vadinsime sankaupos transformacija, o aibe C' - sankaupos aibe. I8
pastarojo apibrézimo iSplaukia, kad sankaupos transformacija yra suspaudziantis atvaizdis metrinéje erdvéje
(H(X),h), kurios sasptidzio koeficientas s = 0.

Apibrézimas Sakykime, kad duota IAS {X;wq,...,wn;s € [0,1]}. Be to tarkime, kad wy kokia nors
sankaupos transformacija. Tada IAS {X; wo, w1,...,wn; s} vadinama sankaupos iteracine atvaizdziu sistema

(SIAS) sus.k. s.
Zemiau pateiktas teiginys, yra 4.1 isvados apibendrinimas, skirtas SIAS.
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4.2 Isvada Tarkime, kad duota SIAS
{X;wn,m=0,1,...,N;s}.

Tada transformacija W : H(X)—H(X), apibrézta lygybe

N
W(B) = | J wa(B), B € H(X),

yra S.A. pilnoje metrinéje erdvéje (H(X), h) su tuo paciu s.k. s. T.y.
h(W(B),W(C)) = sh(B,C), B,C € H(X).

Vienintelis nejudamas taskas A C H(X) yra lygus

kuris yra tokios sekos riba:
A= lim W"(B), B € H(X).

n—oo

Metrinés erdvés elementu seka {A,} vadinsime didéjancia (mazéjancia), jeigu
ACA C...CA,C...(ADAI D...DAD...).

Atkreipsime démesi i tai, kad mazéjanti aibiu seka yra Kosi seka. Be to, jeigu metriné erdvé kompaktiska
tai ir bet kokia didéjanti aibiu seka yra Kosi seka. Sakykime, kad {X;w1,...,w,} TAS, su sankaupos aibe
C, be to tarkime, kad X kompaktiska. Pazymékime,

ir
W(B) = | wn(B).
n=1
Tarkime, kad {C,, = W'(C), n € Np}. Remdamiesi paskutiniaja teorema, gauname, kad seka {C,,} yra Kosi
seka erdvéje H(X), kuri konverguoja i IAS atraktoriu. Be to, seka
C,=CUW(C)UW?*C)U...uW"(0O)

yra didéjanti, kompaktisku aibiu seka. Vadinasi, Wy(A) = A.

Nagrinésime metrine erdve (R?, p2), t.y. plokstuma. Tarkime, kad C C R? yra medzio kamienas,
su vienodu simetrisku Saku skai¢iumi i abi kamieno puses, stovintis vertikaliai Oz asiai, kurio pradzia taske
(0,0). Be to kiekvienam B € H(X), wo(B) =C ir

A()-(F 2) ) ()
(07 )

Parodysime, kad (R?;wp, wi) yra IAS su sankaupos aibe, bei rasime jos saspiidzio koeficienta. Pazyméki-
me

Pazymékime

A” = Wn(AO)v ne N

8



ir

wn(B), B € H(R?).

C =

W(B) =
0

<

3

Parodysime, kad A, apima pirmuosius n + 1 medziu, skaitant i§ kairés i deSine. Tam, kad parodyti, jog
{R2;w0,w1) yra TAS, mums pakanka rasti sios IAS s.k..

a () =om () (°F).

Visu pirma pastebékime, kad

ir

3 1 3 1 3 3 3
VA

plwi (), wi(y)) = \/(331 + o=y — )2+ (512 — Sye)? = o

3
- 2 —_ 2:7 .
1 171 1 1 1 1 (w1 —y1)% + (22 — y2) p(z,y)

4

Vadinasi, transformacijos wy saspidzio koeficientas lygus 3/4. Tuo paciu ir nagrinéjamos TAS saspudzio
koeficientas lygus 3/4. Tarkime, kad pradiné sekos aibé Ay = C. Skaic¢iuokime w}(Agp) naudodami afinine
transformacija

(5) Al —xyp) +ay,
¢ia x¢ yra atvaizdzio f nejudamas taskas. Tada Sio tasko koordinatés yra tokios:

x—§x+1:>x—1- _3 = y=0
=1 1 =hYy=3y y=_0.

Naudodami gautas reiksmes, (5) reiskini perrasome tokiu budu:

(=6 () o)

Matome, kad w™;(Ap) yra aibés C' suspaudimas dydziu (3/4)™ bei postimis dydziu 1 — (3/4)". Kitaip
tariant, gauname vis mazesniu medziu seka, iSsidésciusiu vienoje tieséje, kurie neapréztai traukiasi i Sios
aibés atraktoriu, kuris tokios pat prigimties. Taigi

A= Jwm(4),
n=0

Cia sekos aibés apibréziamos taip:
Al = Cle(C), Ay = Cle(Cle(C)) = Cle(C) Uw%(C), ceey

k
A, = ijlf7 k <n.
i=0

4.2 pav. pateikiama Sios iteracijos vaizdiné interpretacija.
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4.2 pav.

Skaitytojui sitilome panagrinéti Zemiau pateikta (4.3 pav.) IAS, erdvéje (R?, p2). Sakykime, kad C—
medzio kamienas, kurio pagrindas remiasi i koordinaciu pradzios taska statmenai Ox asiai, kitaip tariant,
kamienas Oy aSyje. ’Apauginkime’ §i kamiena lapais, naudodami TAS. Tarkime, wo(B) = C, B € H(X).
Sios iteracijos grafinis vaizdas pateikiamas 4.3 pav.

4.3 pav.

SIAS realizuojanéias iteracijas apibréziame taip:

z\ cos{ —sing 0
wl(y) _T<sin§ cos& )+(1>

T\ cosé  siné 0
w2(y> _r(—sing COS{) + (1)

Kitaip tariant, w; suka kamiena kampu £ bei spaudzia dydziu r. Transformacija wo suka kamiena kampu
—¢& ir suspaudzia taip, kaip ir pirmoji.

Skaitytojui sitllome paciam sugalvoti STAS, kurios suktu bei spaustu nagrinéjamas figuras. Dar daugiau,
sugalvokite atvaizdziu seka, kuri buitu didéjanti, ir kurios riba btitu kokia nors gerai zinoma aibéjé. Kas yra
bendro tarp IAS ir STAS ir kuo 8ios transformaciju sekos skiriasi?
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4.5 Fraktaly modeliavimo teorema

4.9 Teorema  Tarkime, kad (X, p) - pilna metriné erdvé. Be to, L € H(X) kokia nors kompaktiska
aibé is fraktalu erdvés. Tegu ¢ > 0 koks nors laisvai pasirinktas fiksuotas skai¢ius. Sudarykime IAS (SIAS)
tokiu budu:

{X;(wo),wl,.. .,wn,s}

s €[0,1),
h(L; O wi(L)) <e.

k=1(k=0)
Tada

WL, A) < 1;,
c¢ia A yra IAS (SIAS) atraktorius. Kitaip tariant,

h(L,A) < (1—s)"'h(L, O wn(L)),VL € H(X).
k=1,(k=0)

Si teorema nurodo metoda, kurj naudodami galime rasti IAS, turinéia atraktoriu arti kokios nors fiksuo-
tos aibés. Taigi, reikia rasti suspaudzianciu transformaciju seka, apibréztu toje pat erdvéje kaip ir duotoji
aibe, tokia, kad duotosios aibés vaizdu sajunga (Sios transformacijos atzvilgiu) butu arti duotosios aibés.
Beto, minimos teoremos déka, mes galime nurodyti kreiviu seka, kuria ”uzpildome” plokstumos sriti. Kiek
placiau Sia problema nagrinésime véliau.

Sakykime, kad L C R? yra medzio lapo projekcija plokstumoje, kurio siena nusakyta kokia nors uzdara
lauzte (lapo projekcija laikykime 4.4 pav. tamsu lapa). Si lauzté ir bus misu iteraciju sekos pradine
aibé. Sakykime, kad TAS transformaciju aibe sudaro keturios suspaudzianc¢ios transformacijos, kuriy sajunga
pavaizduota 4.4 pav.. 4.4 pav. desinéje puséje pavaizduotas Sios transformaciju sekos atraktorius. Nesunku
matyti, kad atraktorius néra panasus i originala, o Sio fenomeno priezastis ta, kad atstumas tarp atraktoriaus
ir transformaciju sekos per didelis. (Pastebékime, kad ir $iuo atveju gauname gana idomu rezultata!)

4.4 pav.

4.5 pav. pavaizduota kita IAS. Hausdorfo atstumas tarp keturiu pirmuju Sios spaudzianciy transforma-
ciju sajungos ir originalo yra Zymiai mazesnis, negu sekos, kuri buvo pavaizduota 4.4 pav. . Skirtuma tarp
TAS atraktorius ir originalo, 4.5 pav., pabrézia baltos démelés, pateiktame paveikslélyje.
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4.5 pav.

4.1 Lema Sakykime, kad (X, p) pilna metriné erdvé. Tegu f : X— X koks nors S.A., kurio s.k.
€ [0,1). Sakykime, kad Sios transformacijos nejudamas taskas x; € X. Tada teisinga nelygybé:

plz, f(x))

x e X.
1—s .

p(z,rp) <
o

Zinome, kad atstumas pla,x), z € X, tolydi kintamojo = funkcija. Todeél

plas) = pla, Jim (@) = lim_pla, (@) <

n—oo

T 7 p(f @), £ @) < i ple, @)1+ 45" £ —pla, f(2).

S¥
18 paskutiniosios lemos isplaukia 4.9 teoremos irodymas.
@

Sakykime, kad (R, ps). Aisku, kad [0,1] = [0, 2] U [%,1]. Apibrézkime spaudziancias transformacijas
tokiu budu: ) ) )
x x
01:0* 01:71 = — = — —.
wl[a] [72],w2[7] [27 ]7w1 27‘4)2 2+2
Siu transformaciju atraktorius yra intervalas [0,1]. Jis yra savo dvieju mazesniu kopiju sajunga. Ka gausime
riboje?

4.6 Plevenimas véjyje. Fraktalai priklausantys nuo parametro

Paskutinioji teorema suteikia tokia galimybe - apversti priartinimo problema. Tarkime, kad duotoje
aibéje L, apibrézéme TAS, kurios atraktorius yra fiksuota aibé. Tada teisinga tokia teorema.

4.10 Teorema Tarkime, kad (Y, p,), (X, p5) dvi metrinés erdvés ir S.A. Seima f : Y x X— X, kurios
sk. s €0,1), t.y. visiemsy €Y, f(y,o) yra spaudziantis atvaizdis erdvéje X. Jei xs(y) yra nejudamas Sios

transformacijos taskas, tai atvaizdis xy : Y —X yra tolydi funkcija.
Kitaip tariant, nejudamas taskas nuo parametro priklauso tolydziai.

S
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Turime, kad bet kokiam fiksuotam y, xf(y) atvaizdzio f nejudamas taskas, erdvéje X. Simboliskai, tai
galime uzrasyti taip: visiems y € Y S.A. f(y,0) turi nejudama taska z¢(y). Tarkime, kad € > 0, bet koks
laisvai pasirinktas fiksuotas realus skaicius. Tada visiems y; € Y teisingos tokios nelygybes:

p(zr(y),zp(yn)) < p(f (25 W), fyr, zp(y1)) <
p(fw,zr @), fyr, 25 () + p(fyr, 25 (W), f(yr, 2 (1)) <
p(f(y,z5(y), fyr,z5(y)) + sp(zs(y), 2 (y1)),

1§ pastaruju nelygybiu gauname

p(zp(y),2r(yn)) < (1 —s) " p(fy. W), fyr 5(y)))-

o —~

Matome, kad paskutiniosios nelygybés desinioji pusé gali buti kiek norimai maza, kai y; yra kiek norimai
arti y. Taigi x¢(y) — xf(y1), kai tik y — y1.

53]

Pavyzdziui, transformacija f : R—TR, apibrézta lygybe f(z) = 3 + p, yra S.A., kuris yra tolydus
parametro p atzvilgiu.

Tarkime, kad IAS parametrizuota parametru aibés P, elementais, t.y {X;wi,,...,wn, }. Tegu visiems
€ > 0, egzistuoja d > 0 tokie, kad

Pp(p:q) <6 = h(wp(B),wy(B)) <.

Sakykime, kad bet kokiam p € P,w;, (o) yra tolydi funkcija aibéje X. Tarkime, kad egzistuoja k > 0,
nepriklausantis nuo z ir p toks, kad visiems x € X ir w;, teisinga nelygybe

plwi, (2),wi, (7)) < kpp(p; ).

Si nelygybé vadinama Lipsico salyga. Pastarosios nelygybés déka galime gauti iverti, nepriklausantj nuo
kintamojo x. Mes siekiame gauti analogiska nelygybe ir fraktalu erdvéje. Turédami §j iverti, 4.10 Teorema
galétume perradyti ir fraktalu erdvéje. Norint tai atlikti, mums pakanka irodyti, kad visiems B € H(X)
teisinga nelygybé:

h(wi, (B),wi, (B)) < kpy(p, q)-

Zinome, kad
h(wp(B),wq(B)) = p(wp(B),wq(B)) V p(wp(B),wq(B)),
kur
plun(B).0y(B)) = mase pla,,(B)).

z,we(B)) = min p(x,y).
p(x,we(B)) yew(B)p( y)

Tarkime, kad = € w,(B). Tada i§plaukia, kad egzistuoja z¢ € B, kuriam teisingas sarysis: = € wy(zo).
Beto, egzistuoja taskas w,(zg) € wq(B) toks, kad

p(z,wq(z0)) < kpp(p,q) = yerg;?B) p(x,y) < p(z,wq(z0)) < kpp(p, ).

1§ pastaruju sarysiu iSplaukia, kad
pwp(B),wqy(B)) < kpp(p,q)-
Visiskai analogiskai samprotaudami, gauname jverti

p(wy(B),wp(B)) < kpp(p, q)-

13



1§ paskutiniuju dvieju nelygybiu iSplaukia, kad

h(wp(B),wq(B)) < kpp(p, q)-

Remdamiesi pastaraja nelygybe galime tvirtinti, kad 'nezymus’ parametro kitimas, esant fiksuotam at-
vaizdziui wy,, ‘nezymiai’ kei¢ia aibés B € H(X) vaizda. Baigtinei atvaizdziu Seimai
wip, N ,wNp

ir Siuos atvaizdzius atitinkancioms konstantoms k1,. .., ky, kai £ = max;—;, n k; gauname, kad

h(wi, (B),w;, (B)) < kpy(p, q).

Galime padaryti iSvada, kad tokiu aibiu vaizdu sajungos pokytis, kei¢iant parametra viena kitu, skirsis ne
daugiau negu
h(Wy(B), Wq(B)) < kpp(p, q)-

Turédami §j rezultata, mes 4.12 Teoremos iSvada perrasSykime taip:
h(Ap, Ag) < (1 - 5>_1h(Ap7Wq(Ap)) <(1- 8)_1kdp(p,q)
Dabar esame pasiruose perrasyti 4.10 Teorema fraktalu erdvéje.

4.11 Teorema Sakykime, kad (X, p) pilna metriné erdvé ir be to {X;wi,...wy} IAS, kurios s.k.
s. Tarkime, kad wyp,n € {1,2,...,N} yra transformaciju seka, priklausanti nuo parametro p € (P,p,),
tenkinanti salyga - p(wn, (), wn,(z) < kpp(p,q), visiems x € X, be to k nepriklauso nuo n,p ir x. Tada
atraktorius A(p) € H(X),p € P yra tolydus Hausdorfo metrikos prasme, parametro p € P atzvilgiu.

I8 paskutiniosios teoremos iSplaukia, kad mazai pakeitus parametra, mazai pakinta atraktorius ir taip,
kad TAS néra pazeidziama. Taigi, mes zinome, kad duotosios TAS atraktoriu galime ’tolygiai’ kontroliuoti.
Tuo paciu tarpines atraktoriaus padétis galime interpoliuoti (dél tolydumo), o tai praktiskai gali buti nau-
dojama animacijoje, priverciant figuras judéti.

Tarkime, {R?;wi,...,w,} kuri nors IAS. Parinkime bet kokia kompaktiska aibe Ay C R?. Sudarykime
kompaktisku aibiu seka A, = W"™(Ap), tokiu budu:

N
(6) Awir = Jwi(An)j=1,2,....

j=1
Tokiu budu, mes fraktalu erdvéje konstruojame kompaktisku aibiu seka:
{A,:n=0,1,...} C H(R?).

Be to, zinome, kad paskutinioji aibiu seka konverguoja (hausdorfo metrikos prasme) i IAS atraktoriu.
Tarkime IAS apibrézta tokiu budu:

) T _ a; bz T e; B - o
(UZ((SC2>)_<Q dz) <$2>+<fi)—Az,’E+t“2_1,273.

Tegu a; = dz = 0.5, bi =C; = O7 €] = f1 = 1, €y = 1, fz = e3 = f3 = 50, i = 1,2,3. Tarkime, kad auksciau
minétoji aibé Ag yra kvadratas. 4.6 pav. pateikiame (9) IAS iteracijas.

TAS atraktoriui, modeliuoti yra naudojamas ir taip vadinamas chaoso zaidimas. Trumpai aprasysime
jo esme. Tarkime, kad duota IAS {X;w, : n = 1,..., N}. Be tarkime, kad {p; : i = 1,..., N} yra tokie
skaiciai, kad

N
> pi=1p;>0,i=1,.. N

i=1
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Tarkime, kad nagrinéjama IAS yra apibrézta afininémis transformacijomis. Apibrézkime minétuosius skai¢ius
tokiu budu:

(6) i = NdetAz .

Z \detAZ|

i=1
Tarkime, kad z¢ € X bet koks, laisvai pasirinktas skai¢ius. Tada parinkime x,, € {wi(2n—1),...,wn(Tn-1)},
kai n = 1,2,.... Skaiciaus x,, = w;(x,_1) parinkimo daznumas nusakomas tikimybe p;. Tokiu budu sukon-
struojame seka {z,} € X. Tarkime, kad duota SIAS {X;wg,ws,...,wn}. Laikome, kad ir p; > 0 visiems
i =1...,nir p; apibrézti (6) lygybémis. Beje, kai reikémé wo(z,—1) = z,, kokiam nors n, tai tuomet

Z, turéty priklausyti sankaupos aibei. Be to seka {z,} konverguoja i SIAS atraktoriu. Beje, jei koks nors
detA; = 0, tai 8iuo atveju parenkama maza (bet ne nuliné) skai¢iaus w;(z,—1) = x,, pasirodymo tikimybé. 4.8
paveikslélyje iliustruojama, kaip didinant iteraciju skaic¢iu ”gimsta” lapas, realizuojamas transformacijomis

fw )y _ (ai b x €\ _ g4 g
W1((12>)(CZ dz><l2>+<fz>A1x+t“11’2’3’4

Transformaciju duomenys pateikti 4.7 lenteléje.

4.6 pav.
wi Qg b; C; d; € fi Di
1 0 0 0 0.16 0 0 0.01
2 0.85 0.04 —0.04 0.85 0 1.6 0.85
3 0.2 —0.26 0.23 0.22 0 1.6 0.07
4 0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.07
4.7 pav.



4.8 pav.

Beje, ta pati paparcio lapa galime modeliuoti ir kitu (deterministiniu) budu. Tarkime, kad IAS apibrézta

transformacijomis
T rcosf) —ssinf T h .
wi(<y>)<rsin0 scosﬁ)(y>+<k)’él’2’3’4'

4.9 pav. pateikiama lentelé, kurioje nurodytos Siu transformaciju parametru reikSmeés.
4.10 pav. pateiktas sios IAS atraktorius. Siame brézinyje demonstruojama, kaip transformacija trikampi
ABC atvaizduoja i trikampi abe.

wi | h; ki 0; bi T Si

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.16

2 0.00 1.6 —2.5 —2.5 —2.5 0.85

3 0.00 1.6 49 49 0.3 0.34

4 0.00 0.44 120 —120 0.3 0.37
4.9 pav.

4.10 pav.

Uzdaviniai

1. Nurodykite suspaudzian¢iu transformaciju seka, kuri vienetini apskritima, kurio centras taske (2, 2),
suspaustu i taska (2, 2).

2. Raskite transformacijos f,(z) = § + p nejudama taska.

3. Tarkime, kad A yra staCiakampis, Zzr. pav. Zemiau, kurio matmenis pasirenkate patys. Tarkime,
kad kiekviename iteraciniame Zingsnyje, transformacija suspaudzia pries tai buvusio stac¢iakampio 10% ilgio
ir tiek pat plocio bei pasuka 10° kampu teigiamaja kryptimi. Raskite sia transformaciju seka. Sudarykite
programa, generuojancia Sia seka.
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3. Raskite afininiu transformaciju seka, kuri generuotu Sierpinskio trikampi. Sios iteracijos antrasis
zingsnis pateikiamas paveikslélyje zemiau.

4. Apibrézkite TAS, kuri generuotu Kocho kreive, pavaizduota 1.7 pav.

5. Tarkime, kad duotas vienetinis apskritimas, kurio centras taske (0,1). Nurodykite transformaciju
seka, kuri §] apskritima ridentu Oz asimi. (Postukio kampa pasirinkite savo nuozitira).

6. Tarkime, kad duotas vienetinis apskritimas, kurio centras taske (0,1) ir apskritimas, kurio spin-
dulys r = 0.25, o centras taske (0,0.25). Raskite transformacija, kuri mazesni apskritima ridentu vienetinio
apskritimo vidine lanko dalimi.

7. Apibrézkite transformaciju seka, kuri vienetinj apskritima esanti plokstumoje yz, kurio centras taske
(0,1) suktu apie taska (0,0).

8. Apibrézkite transformacija, kurios iteraciné seka apskritima
v+ (z-1)2%=1

vartytu Ox asimi.

9. Nurodykite transformaciju seka, kuri sfera
P2+ (z-12=1

ridentu tiese

T
1

10. Nurodykite STAS, kuri "uzaugintuy” Zemiau pateikta medi:

4

11. Aprasykite algoritma, kuri realizuojant medis, sudarytas 8. uzduotyje, "svyruotu véjyje.” Kaip
reikétu papildyti apibréztas transformacijas, kad tai butu imanoma realizuoti, vykdant programa.
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