IITI. TRANSFORMACIJOS
3.1 Transformacijos realiuju skaiciy aibéje.

Apibrézimas Tarkime, kad (X, p) metriné erdvé. Tuomet funkcija f : X—X vadinsime erdvés
transformacija i save pacia.

Erdvés transformacija f : X—X vadinsime tapaciaja, jeigu visiems z € X, f(x) = x. Ateityje
tapaciaja transformacija zZymesime f°(x) = x.

Tarkime, kad f : X—X. Tada transformaciju seka

FO@) =2, fV(2) = f(2), fP(2) = f(f(@),.... f(2) = F(F" D (@), ...

vadinsime iteracine transformaciju seka. n— aja iteracija vadinsime n— uoju iteracijos (sekos) nariu. Jeigu
transformacija apver¢iama (kokios salygos turi buti iSpildytos!), tai tada atvirkstine transfor- maciju seka
apibréziame tokiu budu:

fV@) = ), ... O @) = ()N 2), m=1,2,....

Sitlome skaitytojui jrodyti toki teigini:
Sakykime, kad transformacija f : X — X apveréiama. Tada f™ o f* = fim+tn),
Pateiksime kelis transformaciju pavyzdzius.

Sakykime, kad transformacija f : R—R apibrézta lygybe f(z) = az,a > 0,z € R. Suraskime
f(x),n € N. Nesunku matyti, kad 8i transformacija apveréiama. Be to f(™(z) = a(a...(az)) = a™x.

Prisiminkime Kantoro aibe C. Si aibé yra intervalo [0, 1] poaibis. Tikimés, skaitytojas prisimena, kad
minima aibé yra, zemiau pateiktu aibiu, sekos riba:

Iyo>oh>...oL,D...,

1 1 2 1 2 3 6 7 8

Ihy=1[0,1],I; =0, =]U |z, =], =10, =]U|=,=]U |z, =]U[=

0 [7 ]7 1 [ 73] [373]7 2 [’9] [9’9] [979] [97

Taigi, aibé C' = NS, 1,. Akivaizdu, kad i aibé netuscia. Apibrézkime Sioje aibéje transformacija f : C—C

tokiu budu: f(x) = z/3. Matome, kad $i transformacija- injekcija. Parodysime, kad $i transformacija néra

siurjekcija. I§ pastarojo teiginio isplauks, kad ji neapverc¢iama. I§ pradziu isitikinsime, kad jei x € C, tai
f(x) € C. Pastebékime, kad jeigu « € C, tai « yra arba intervalo

1,....

2m3m 2m3m 4 1
3k 3k ]

arba intervalo

{3"—1 3"

%,%],n,m,kEN

sieninis taskas. Bet tuomet transformacijos f(z) = x/3 reikdmeés priklauso $iu intervalu sieniniu tasku aibei.
Taigi f € C. Si transformacija yra injekcija, nes skirtingus taskus vaizduoja i skirtingus, taciau ji néra
siurjekcija, nes f(z) = 1 € C, kai ¢ = 3 ¢ C. Taigi, yra tasku aibéje C, kurie néra kitu Sios aibés tasky
vaizdai.

Transformacija f : R—R, apibrézta lygybe

fl@)=ag+ a1z + ...+ apz™,

¢ia a;,i=1,...,n, a, # 0, vadinsime n— ojo laipsnio polinomu, arba n— ojo laipsnio polinomine transfor-
macija. Pastebésime, kad jeigu A C R koks nors intervalas, tai polinomine transformacija §i intervala galime

29



”tampyti” arba ”lankstyti”. Prisiminkime, kad bet koks n— ojo laipsnio polinomas gali turéti ne daugiau kaip
n realiuy Ssaknu. Tarkime, kad polinomas turi realia Sakni. Tada geometriskai interpretuojant, polinominés
transformacijos grafikas kerta z—u asi Sioje Saknyje. Todél norédami duotaji intervala ”sulankstyti” i n—
daliu (bangu) turime apibrézti transformacija, turin¢ia n+ 1 Sakni Siame intervale. Pavyzdziui transformacija

f(z) =z(x —0.3)(x — 0.6)(z — 0.9)(x — 1),

intervala [0,1] ”sulanksto” i keturias dalis. Jeigu f,g : R—R dvi polinominés transformacijos, kuriy
laipsniai m, ir n atitinkamai, tai ju kompozicija f o g irgi polinominé transformacija, kurios laipsnis m + n.
(Irodykite !) Atkreipsime démesi i tai, kad jei polinominés transformacijos laipsnis n > 1, tai bendruoju
atveju ji néra apvercéiama. Norint tai irodyti pakanka nagrinéti atveji n = 2k, k € N.

Transformacija f : R—R, apibrézta lygybe

ar +b

r)=——— a,bcd, €R, ad # bc,

f( ) C.I""d b 7&

vadinsime trupmenine arba Miobuso transformacija. Jeigu ¢ # 0 tai f(—d/c) = oo and f(o0) = a/c. Jei
¢ =0, tai f(oo) = co. Si transformacija yra atskiras daug bendresnés transformacijos, kuria nagrinésime

kiek véliau, atvejis.
3.2 Transformacijos erdvéje C.

Panasiai kaip ir realiuju skai¢iu aibé, kompleksiniu skaic¢iu aibé taip pat néra uzdara. Papildzius ja
vienu tasku, kuri zymésime oo ir kurio prasme, tikimeés, skaitytojui zinoma, mes gausime uzdara aibe, kuria
ir vadinsime ispléstine kompleksine plokstuma. Sia aibe Zymeésime simboliu C.

Tarkime trimatéje erdvéje, kurioje apibrézta ortogonali Dekarto koordinaciu sistema, koordinatines
adis zymime raidémis £, 7, ¢ eilés tvarka. Bet koki erdvés taska zymeésime simboliu (£, 7, (). Tarkime, kad
koordinatine plokstuma &, n sutapatinome su kompleksine plokstuma ir be to pareikalaukime, kad 7 sutaptu
su menamaja asimi. Tarp kompleksiniu skaic¢iu ir plokstumos tasku egzistuoja abipus vienareiksmé atitiktis.
Dél Sios priezasties kompleksiniai skaic¢iai ir plokstumos taskai gali buti tapatinami. Apibrézkime sfera
lygtimi:

E+nr+¢-¢=0.

Sia erdveés tasku aibe vadinsime Rymano sfera. Nesunku isitikinti, kad Rymano sferos centro koordinatés
(0,0, %), o spindulys lygus % Pabandykime issiaiskinti tasko oo prasme, tiksliau sakant vieta, kompleksiniu
skai¢iy aibéje. Rymano sferos taska S(0,0,0) pavadinkime pietu poliumi, o taska N (0,0, 1) siaurés poliumi.
Tarp erdvés C elementuy (tuo paciu ir tarp plokstumos &, 7 tasku) ir Rymano sferos tasku apibrézkime
bijekcija, tokiu budu: bet koki plokstumos taska Z sujunkime tiese su sferos tasku N. Sios tiesés ir sferos
susikirtimo taska P, vadinsime tasko Z(x,y) stereografiniu vaizdu. Uzrasykime tiesés, kuriai priklauso taskai
N, Z lygti:

E-0 n-0_ (-1
z—0 y—0

S 0-1
I pastarosios lygties gauname, kad
£ =uak,
{n=yh
C =1- k7

¢ia k € R. Irase sias reik8mes i sferos lygti, nesunkiai suskaic¢iuojame, k1 = 0, ir ko = m Aigku, kad
k1 = 0 tai gauname Siaurés poliu atitinkancio tasko koordinates, o antroji parametro ko reikSmeé atitinka
susikirtimo tasko P, koordinates. Naudodamiesi ko reikSme, i§ paskutiniosios sistemos gauname, kad

E — X
Tyl
— Y
= 25y 3 1
C _ 322"1‘1/2
- m2_;’_y2_;'_13
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o i§ pastaruju isplaukia, kad

Sie sarysiai ir nusako abipus vienareiksme atitikti, tarp plokstumos ir sferos tasku. Taciau kaip jau
pastebéjome, taskui N néra priskiriama jokio plokstumos C tasko. Priskirkime Siam taskui abstraktu
simbolj oo, kuri vadinsime begaliniu tasku. Papildykime kompleksine plokstuma siuo tasku: C := C U {oo}.
Tokiu budu papildyta kompleksine plokstuma ir vadinsime iSpléstine plokstuma. Naudodami jau zinoma
homeomorfizmo savoka galime teigti, kad iSpléstiné kompleksiné plokstuma homeomorfiné Rymano sferai.
Paminésime viena stereografiniu vaizdu savybe. Kompleksinés plokstumos apskritimu bei tiesiu stere-
ografiniai vaizdai yra apskritimai. Beje, tiesiu stereografiniai vaizdai yra apskritimai, kuriems priklauso
taskas V.

Tarkime, kad f : C—C. I8pléstinés plokstumos kintamaji Zymésime raide z, o funkcijos reikémes f(z)
arba w. Pazymékime Az = z — zy. Pastaraji skirtuma vadinsime argumento poky¢iu taske zg. Tada funkcijos
pokyc¢iu taske zy vadinsime skirtuma:

Aw = f(z0 + Az) — f(z0).

Apibrézimas Baigtine santykio

. Aw . flzo+Az) — f(z0)
/ = —_— =
Flz) = fim 7 = Jim, A

riba, jeigu ji egzistuoja, vadinsime funkcijos f(z) isvestine taske z.

Jeigu aibés D C C visuose tagkuose funkcija f turi iSvestine, tai tuomet $ia funkcija vadinsime analizine
aibéje D.

Tarkime, kad funkcija turi iSvestine taske zg. Tuomet santykis Aw/Az parodo, kiek tasko zg aplinka
7igkreipia” funkcija, ja transponuodama. Jeigu isvestinés modulis didesnis uz vieneta, tai tasko zy aplinka
funkcija f iStempia, jeigu modulis tarp vieneto ir nulio, tai aplinka suspaudziama.

Kampu tarp kreiviu, ju susikirtimo taske, yra vadinamas kampas tarp Siu kreiviu liestiniu tame taske.
Funkcija f vadinsime pirmojo tipo konforminiu (arba tiesiog konforminiu) vaizdavimu aibéje D, jeigu bet
kokiame Sios aibés taske kampai tarp kreiviu islieka tokie patys ir funkcija vadinsime antrojo tipo konforminiu
vaizdavimu, jeigu kampai tarp kreiviu vaizdu absoliu¢ia verte yra tie patys, bet kampo orientacija yra
priesinga pradiniam kampui. Tarkime, kad nagrinéjamos kreives, bet kokiame taske, turi liestines.

Transformacija T : R—7R, apibrézta tokiu biidu:

+b —d

2§+d7 Z#T’

T(z)={ oo, 2==4,
d Z = 00,

¢

vadinsime tiesine trupmenine arba Miobuso transformacija. Jos atvirkstiné transformacija nusakoma lygybe:

_ dw+b ’LU#%,

1 cw—a’
z=T"Yw)= =4 w= oo,
0, w=2

c?

kuri taip pat tiesiné trupmeniné transformacija. Pastebésime, kad jeigu
ad —bc =0,

tai T'(z) transformacija visa iSpléstine plokstuma atvaizduoja i taska. Nesunku matyti, kad §i transformacija
tolydi visoje iSpléstinéje plokstumoje, isskyrus taska —d/c. Be to

b
GEED_8 0.

im =
z—oocz+d ¢
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Tuo atveju kai ¢ = 0 gauname Tp(z) = az + b. Si funkcija vadinama tiesine transformacija. Tada, kai
d = a = 0 transformacija

vadinsime trupmenine. Beje, nesunku matyti, kad tiesiné trupmeniné transformacija yra tiesinés ir trup-
menineés transformaciju kompozicija. Tiesiné trupmeniné turi iSvestine bet kokiame iSpléstinés plokstumos
taske, kuri baigtiné ir nelygi nuliui, iSskyrus taska —d/c. Si i§vestine lygi

ad — bc
(cz+d)?’

Yra zinoma, (Zr. bet koki kompleksinio kintamojo vadovéli) kad analiziné funkcija yra konforminis vaiz-
davimas srityje D, jeigu visuose Sios srities taskuose Sios funkcijos iSvestiné nelygi nuliui. Taigi, tiesiné
trupmeniné transformacija yra komforminis vaizdavimas, beje, ji konforminis vaizdavimas netgi taskuose oo
ir —d/c.

Pateiksime dar kai kurias Sios transformacijos savybes.

1) Transformacija T, bet kokia iSpleéstinés plokstumos tiese arba apskritima atvaizduoja i tiese arba
apskritima atitinkamadi.

2) Tarkime, kad T'(z1) = w1, T(22) = wa, T(z3) = ws. Tada teisingas sarysis

T'(2) =

w — W W3 — W2 Z— 21 23 — X9

W— Wy Wy — W] 2 — 2923 — 21
Pastaroji savybé daznai naudojama, kai norime rasti transformacijos analizine forma, zinodami triju tasku
vaizdus.
3) Tarkime, kad taskai z ir z* yra simetriski tiesés arba apskritimo atzvilgiu. Tada taskai T'(z) ir T'(z*)
simetriski tiesés arba apskritimo, kur pastarieji yra tiesés ir apskritimo vaizdai, atitinkamai.
Kiek placiau panagrinékime atskira tiesinés transformacijos atveji, butent

1 zec\ {0},
h(z) =4 o0, z2=0
0, z=o0.

Si transformacija tolydi visur isskyrus taska 0 ir turi atvirkstine, kuri apibréziama taip:
At w) =1 oo, w=

Pastebékime, kad |w| = 1/|z|, argw = -argz, z # 0. Si transformacija vienetini apskritima atvaizduoja i
vienetini, o tagka z = €' i tagka w = e~**. Vienetinio skritulio vidaus taskus atzvaizduoja i vaizdo skritulio
isore. Tarkime duotas apskritimas z = re’® +rge?¥°. Tada nagrinéjamoji transformacija i apskritima, kurio
spindulys 7, o centras taske (rg, ) atvaizduoja i toki apskritima:

1o —’L"([)O
e + e a € |0,2m|.
r2 —rk rd —r? ’ [0, 2]

w =
Beje, trupmeniné funkcija apskritima,
z = re'® +ree™° a € (0,27,

kuriam priklauso koordinaciu pradzios taskas, atvaizduoja i tiese w = te *(¥0+t%) 4 (1/2r)e= 0, t € R.
Taigi, Miobuso transformacija tiese, kuriai nepriklauso koordinac¢iu pradzios taskas, atvaizduoja i apskri-
tima, kuriam priklauso minétasis taskas. Tuo tarpu jei tiesei priklauso koordinaciu pradzios taskas, tai jos
vaizdas irgi tiesé, kuriai priklauso koordinac¢iu pradzios taskas.
Nagrinétoji transformacija yra abipus vienareiksmiska taigi, bet kokie du skirtingi taskai turi skirtingus
vaizdus. Kompleksiné analiziné funkcija, turinti savybe z; # 20 = f(z1) # f(22), vadinama vienalape.
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Funkcija vadinsime daugialape nagrinéjamoje aibéje, jeigu bet kokiam taskui z; galime surasti bent viena
taska zo # z1 toki, kad f(z1) = f(z2). Taska zy vadinsime daugialapés funkcijos Sakojimosi tasku, jeigu
negalime nurodyti tasko zp # 2z tokio, kad butu teisinga lygybé: f(z0) = f(z1). Daugialape funkcija
vadinsime n— lape jeigu, bet kokiam aibés taskui z;, iSskyrus Sakojimosi taskus, galime nurodyti n — 1
Sios aibés taskus z; (visus skirtingus) tokius, kad

fz1)=f(z),i=1,...,n.

Kitaip tariant, jeigu funkcija f yra n—lapé aibéje C| tai galime nurodyti toki Sios aibés padalijima i poaibius
C =i, Cr, C;NCj =0,i# j, kad Siuose poaibiuose teisingas sarysis: jei z1 # 22 € Cj, tai f(z1) # f(22).
Panagrinékime funkcija w = f(z) = 22. Pastaraja funkcija perragykime taip:

f(Z) — |Z‘2€2iargz.
Tuomet kompleksine plok§tuma galime iSskaidyti tokiu budu:
C\ {0} = {Imz > 0} U {Imz < 0} = C; U Cs.

Matome, kad 8i funkcija taskus 0, co atvaizduoja i taskus 0, oo, atitinkamai. Be to, wy = f(C1) = C\{0}, ws =
f(Cq) = C\ {0} ir sie abu atvaizdziai yra bijekcijos, kitaip tariant, bet kurioje Sioje srityje funkcija f(z) yra
vienalapé. Issprende lygti 22 = w, kintamojo z atzvilgiu gauname, kad:

z = \Jwi = \/|wg| exp {L(W)}7 k=0,1.

Vienareiksmes funkcijas, aprasytas paskutiniosiomis formulémis, vadiname dvireikSmés funkcijos vien-
areiksmémis Sakomis. Sios Sakos yra analizinés kompleksinéje plokstumoje, isskyrus taska w = 0. Pradinés
funkcijos Sakojimosi tagkai 0 ir oo. Tarkime, kad duota funkcija w = 2",n € N. Tada $i funkcija turi n
atvirkstiniu funkciju, kurios atskirai paémus, savo apibrézimo sriti abipus vienareik§miskai atvaizduoja i
kompleksine plokstuma, isskyrus taska 0. Taigi, n— reikSmés funkcijos vienareikdmés sakos yra tokios:

argw + 2wk

z|wk|iexp{i( )},kO,l...,nl.

n

Transformacija f(z) = 3z + 1, z € C, yra panaSumo transformacija. Ji apskritima, kurio centras taske
Zo, atvaizduoja i apskritima, kurio centras taske 3zp + 1, o spindulys tris kart didesnis.

3.1 pav.

Trasformacija f(z) = (3 + 3i)z + (1 — 2i), apskritima pasuka 45° kampu, be to padidina (kiek?) ir
apveréia. 3.1 pav. demonstruojama, kaip trasformacijos f(z) = 22 ir f(z) = (¢ — a?)? transformuoja
Sierpinskio trikampi.

33



Tarkime, kad f : C—C yra analizine, transformacija, f (C) = C. Tada sarysi
7Y A) ={weC: f(w) € A}, A € H(C) vadinsime transformacijos f atvirkstiniu atvaizdziu.

3.2 pav.

Taigi, atvirkstinis atvaizdis, fraktalu erdve atvaizduoja i save pacia. Pavyzdziui, zemiau pateiktame
paveiksle matome, kaip transformacijos f = 2% atvirkstinis atvaizdis f~!, Sierpinskio trikampi AOB atvaiz-
duoja i trikampius POQ ir POQ.

3.3 Tiesinés algebros bei analizinés geometrijos savokos

Apibrézimas Staciakampe realiyju skaiciu lentele, kurioje m eilu¢iu bei n stulpeliu vadinsime m X n
eilés matrica ir Zymésime,

a11 a2 ... Qin
azi a22 ... Q2pn
Am1 Am?2 N Amn

Matrica vadinsime kvadratine, jeigu jos eiluciu ir stulpeliu skai¢ius sutampa.

Sakysime, kad dvi matricos lygios, jeigu yra tos pat eilés ir atitinkami ju elementai lygas. Matricas
zymésime arba didziosiomis lotyniskosios abécélés raidémis, arba simboliais (a;5),4 =1,...,m,j=1,...,n.
Beje, kai zinome kokios eilés matricas nagrinéjame, arba kai eilé nesvarbi, tai indeksu 4,7 kitimo aibés
nenurodysime.

Tos pat eilés matricu aibéje apibrésime daugybos i§ skaic¢iaus, bei sudéties operacijas. Tarkime, kad
r € R. Tada skai¢iaus ir matricos sandauga yra tokia matrica :

r(aij) = (raq;).

Matricu (a,;) ir (b;;) suma vadinsime matrica

(@ij + bij)-

Matrica O vadinsime nuline, jeigu visi jos elementai lygts nuliui.

Sakykime, kad duota matrica A = (a;;). Tada Sios matricos transponuotaja matrica AT vadinsime
matrica (aj;). Kitaip tariant, atliekant transponavimo operacija matricos eilutes kei¢iame vietomis su
stulpeliais. Taigi, transponavimas m x n eilés matrica pavercia n X m eilés matrica. Aisku, kvadratiniu
matricy aibé uzdara transponavimo operacijos atzvilgiu. Daugybos operacija apibréziama ir tarp skirtingos
eilés matricu tokiu buidu: sakykime, kad (a;;) yra m X n eilés matrica, o (bj;) n X s eilés matrica. Tada §iu
matricy sandauga vadinama m x s eilés matrica (¢;;), kurios elementai skai¢iuojami tokiu budu:

n
Ci| = E aikbkl; i=1,...7m7l:1,...,n.
k=1

Nesunku suprasti, kad kvadratiniu matricu aibé ypatinga tuo, kad §i aibé uzdara ir daugybos operacijos
atzvilgiu, t.y. daugindami dvi kvadratines matricas gauname tos pat eilés kvadratine matrica. Kiek placiau
panagrinékime §ia matricu aibe. Kvadratine matrica

0, 4,#j
E = (6ij)7 5ij:{1 75;
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vadiname vienetine. Paminésime keleta svarbiu matricu veiksmu savybiu.

DAB+C)=AB+ AC. 2) A+ (B+C) = (A+B)+C. 3)(AB)T = BT A",
Tarkime, kad A, B dvi kvadratinés matricos. Tada bendru atveju AB # BA.

Matrica M ~! vadinsime atvirkstine matricai M, jeigu MM = MM~! = E.
Tarkime, kad A— antros eilés kvadratiné matrica

aix a2
a21 A22

Tada $ios matricos determinantu det A vadinsime toki skai¢iu: det A = aj1a22 — a12ao1.
Trecios eilés matricos

determinantu vadinsime skaiciy :
detA = a11a22a33 + a12a23a31 + A13021A32 — A13022031 — 12021033 — 411023032

Pasirodo, kad butina ir pakankama atvirkstinés matricos (pradinei) egzistavimo salyga yra tokia: pradinés
matricos determinantas nelygus nuliui.

Tarkime, kad duota kvadratiné matrica A. Simboliu D;; pazymékime matrica, kuri gaunama i$ pradinés
pasalinus ¢—aja eilute ir j—aji stulpeli. Tada skaic¢iu

Aij = (detD”)(il)l‘H

vadinsime matricos A i—osios eilutés ir j—ojo stulpelio adjunktu. Musu poreikiams pakaks ne aukstesnés
negu trecios eilés matricu, todél ir kalbédami apie matricas ar determinantus tai turésime omenyje.

Jeigu, pvz., trecios eilés matricos A determinantas nelygus nuliui tai, kaip jau minéjome, §i matrica turi
atvirkstine, kuri skaiciuojama tokiu budu:

) 1 A Ao Az
= Ap Axy Az
detA Az Axz Asz

Matricos pédsaku vadinsime skaiciu trA4 =Y a;;.
i

Matrica, kurios eilé nx 1, vadinsime n—maciu vektoriumi, o matrica 1xn, n—maciu vektoriumi stulpeliu.
Nesunku suprasti, kad transponavus n—mati vektoriu gauname n—mati vektoriu stulpeli. Paprastai priimta,
n— macio vektoriaus elementus skirti kableliais, o pac¢ius elementus vadinti vektoriaus koordinatémis. Vek-
torius zymésime mazosiomis graikiskos abécélés raidémis. Dabar aptarsime keleta veiksmu tarp vektoriu
turinéiu ta pacia eile (vektorius- tai matrica ).

Skai¢iu cwo 8 = a1by + ... + apb,, vadinsime vektoriu skaliarine sandauga.

Vektoriaus ilgiu vadiname skai¢iu |o| = y/a o . Kampo z tarp vektoriu « ir 8 kosinusu vadinsime
skaiciy

albl + ...+ anbn
|l o |5]

I8 pastarosios lygybés isplaukia svarbi isvada: jei abu vektoriai nenuliniai, tada jie statmeni tada ir tik
tada, kai ju skaliariné sandauga lygi nuliui.

n—maciu vektoriu aibe, kurioje apibréztos vektoriu lygybés, sudéties, ir daugybos is skaic¢iaus operacijos,
vadiname erdve R". Jeigu Sioje erdveéje apibrésime metrika, tai sia erdve vadinsime metrine vektorine erdve.
Jeigu erdvéje apibrézta skaliariné sandauga, tai metrika galime nusakyti taip:

COST =
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Tarkime, kad erdvéje R™ duotas vektoriu rinkinys «sq, ..., a,. Tada Sio rinkinio tiesiniu dariniu vadin-
sime vektoriu:

n
(1) o= Z civ;.
i=1
Sakysime, kad vektoriu rinkinys aq,...,«, tiesiskai nepriklausomas, jeigu tiesinis darinys (1) lygus

nuliniam vektoriui tada ir tik tada, kai ¢; = 0. PrieSingu atveju sakysime, kad darinys tiesiskai priklausomas.
Bet kokioje vektorinéje erdvéje maksimalus tiesiskai nepriklausomu vektoriu skai¢ius yra baigtinis ir jis
vadinamas vektorinés erdvés dimensija. Dar daugiau, bet koki erdvés vektoriu galime isreiksti n— tiesiskai
nepriklausomu vektoriu tiesiniu dariniu. Sis n—nepriklausomu vektoriu rinkinys vadinamas erdveés baze.
Daznai naudojamas bazés pavyzdys yra toks:

er =(1,0,...,0),e5 = (0,1,0...,0),...,en = (0,...,1).
Tarkime, kad o = (2, 3,5,4) . Tada matome, kad

a = 2e1 + 3es + besg + 4dey,

¢ia visi paskutinieji vektoriai erdvés R* elementai. Nesunku suprasti, kad koks bebiitu vektorius a, jis gali
biiti uzrasytas siu vektoriu tiesiniu dariniu.

Zinoma, kitoje bazéje tas pat vektorius bus uzrasomas tiesiniu dariniu su kitais koeficientais (koordi-
natémis), taciau toje pat bazéje vektoriaus koordinatés nusakomos vieninteliu bidu. Jau esame minéje, kad
toliau mes domésimés erdvémis, kuriu dimensijos ne didesnés uz 3. Vektoriu vadinsime vienetiniu, jeigu jo
ilgis lygus vienam. Vienetinius vektorius mes vadinsime_} ortais. _I\)/Iinétosi erdvése, tarpusavyje statmenus
ortus, prisilaikydami bendruy Zyméjimu, Zymésime taip: i =e7, j = &3, k = &3.

Geometriniu vektoriumi vadinsime tiesés atkarpa, su nurodytaja kryptimi. Taigi, vektorius erdvéje
apibrézia krypti ir "daugybé” atkarpu, turin¢iu ta pacia krypti ir ilgi reiskia ta pati vektoriu, t.y., du
vektoriai lygtis, jei ju kryptys sutampa ir ilgiai vienodi. Taip apibréto vektoriaus atkarpos pradzios taska
vadinsime vektoriaus pradzios tasku, o taska, kuriame nurodoma kryptis - pabaigos tasku. Kitaip tariant
du vektoriai lygts, kai vektorius nusakanc¢iu atkarpu ilgiai vienodi ir kryptys sutampa. Vektorius vadinsime
kolineriniais, jeigu juos nusakancios atkarpos lygiagrecios. Sakysime, kad vektoriai komplanariniai, jei jie
néra kolineriniai ir yra vienoje plokstumoje. Sutarkime geometrini vektoriu zyméti graikiskosios abécélés
mazosiomis raidémis, su rodykle virsuje .

Vektoriaus ir skaic¢iaus sandauga c@ vadinsime vektoriu 7, kurio ilgis skiriasi nuo pradinio vektoriaus
ilgio ¢ vienetu (t.y. ¢ kartu ilgesnis, jei |¢| > 1 ir ¢ kartu trumpesnis , jei [0 < ¢ < 1] be to 7 kryptis ta pati
kaip ir pradinio vektoriaus jei ¢ > 0 ir priesinga, jei ¢ < 0. Laikome ¢ # 0.

Siu vektoriu aibéje sudéties operacija nusakome tokiu biidu: norédami sudéti du vektorius, mes abu
démemis perkeliame i viena taska, atlikdami lygiagretu postiimi erdvéje. Siu dvieju vektoriu pagrindu
nubréziame lygiagretaini (jei vektoriai nekolinertis). Tada $iu vektoriu suma vadinsime vektoriu, kurio
pradzios taskas sutampa su démenu pradzios tasku, o pabaigos taskas yra priesingoje lygiagretainio virsunéje.
Jei vektoriai kolinertis ir tos pat krypties, tai ju suma yra vektorius, kurio ilgis lygus démenu ilgiu sumai,
o kryptis tokia pat kaip ir démenuy. Jeigu vektoriu kryptis priesinga, tuomet ju suma vadinsime vektoriu,
kurio ilgis lygus vektoriy ilgiu skirtumui, o §io vektoriaus kryptis sutampa su vektoriaus, kurio ilgis didesnis,
kryptimi.

Vektoriy @ ir § skirtumu vadinsime vektoriu & ir — 3 suma. Manome, kad skaitytojas nesunkiai
galéty irodyti tokias vektoriu veiksmu savybes: @ + 3 = B + 7%, @ + (B+7)=(a+ ﬁ) + 7. Be to,
jeigu m,m € R, tai (m+n)&@ =mda@ +na,m(a + ﬁ) =ma + mﬁ, bei m(n@) = (mn)@.

Geometrini vektoriu @ vadinsime vektoriaus @ ortu, jeigu jo kryptis tokia pat kaip ir vektoriaus @,
o 8io vektoriaus ilgis lygus vienetui. Geometrinio vektoriaus ilgi zymeésime tokiu pat buidu, kaip ir bet kokio
vektoriaus t.y. |@]. Akivaizdu, kad bet koki vektoriu galime uzrasyti tokiu budu: & = |&| @ . Vektoriu &
ir ﬁ skaliarine sandauga, kuria Zymeésimé @ o ﬁ, vadinsime skai¢iu, kuris lygus vektoriu ilgio ir kampo tarp
ju kosinuso reiksmes sandaugai.
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Tarkime duoti du vektoriai, & ir ﬁ Tada skaiciy @ o ﬁo vadinsime vektoriaus @ projekcija vektoriaus
F kryptimi. Priminsime, kad Fo yra vektoriaus ﬁ ortas.

Tarkime, kad vektoriai @, ﬁ yra komplanariniai plokStumos vektoriai. Tada bet koki vektoriu 7
galime uzrasyti tokiu budu: %7 = ma@ +n g, kur m,n yra vektoriaus 7 projekcijos vektoriu @, K kryptimi,
a_t)itinkamai. Jeigu @, ﬁ, 7 - nesantys vienoje plokStumoje erdvés vektoriai, tai bet kokiam erdvés vektoriui
§ teisinga lygybé:

(2) T =ka +18 +m7,

kur k,l, m yra vektoriaus 5 projekcijos vektoriu @, 37 7 kryptimis atitinkamai.

Tris nekomplanarius erdvés vektorius, kurie prasideda tame pat taske vadinsime reperiu. Paskutiniosios
lygybés déka, nemazindami bendrumo galime laikyti, kad reperi sudarantys vektoriai yra ortai. Pazymeékime
Siuos ortus raidémis e7, €3, €3. I8 lygybeés (2) isplaukia, kad bet koki erdvés vektoriu galime uzrasyti naudojant

. . = .
vektorius €7, €3, €3. Be to, jeigu 01 = kye7 + 1€ +m1e3, 0 0y = koef + l2€3 + moes3, tai

5 405 = (k1 + k)& + (h + 1) + (my +ma)e3
ir
N
k51 = kkle_f + kl16_2> + kmla

Nesunku suprasti, kad analogiskas savybes turi ir plokstumos vektoriai. Priskirkime geometriniam vektoriui
0 1 jo projekcijas i vektorius &7, &3, e3 tokiu budu: ?1 = (k1,11,m1). Nesunku suprasti, kad teisingas ir
atvirkscias veiksmas - bet kokiam realiu skai¢iu rinkiniui (k,l,m) mes galime priskirti vieninteli geometrinj
vektoriuy tokiu budu: 71 := kej + les + me3. Vadinasi tarp erdvés ir nagrinétosios vektorinés erdveés
R3 elementu egzistuoja abipus vienareikémiska atitiktis. Todél ateityje mes nebeskirsime vektoriu nuo
geometriniu vektoriu, nors vartodami savoka vektorius, omenyje turésime geometrini vektoriu.

Natiiralu reperi vadinti erdvés baze, kadangi bet kokj vektoriu galime uzrasyti (2) tiesiniu dariniu, o
vektoriaus projekcijos reperio vektoriu kryptimi, bus jo koordinatémis bazéje.

Pateiksime nelabai vykusi matematiniu pozitiriu, bet skaitytojui lengviau suvokiama desininés orentaci-
jos savoka. Sakysime, kad reperis @, ﬁ, 7 turi deSinine orientacija, jeigu vektoriaus 7 kryptis yra tokia,
kad stovint reperio vektoriu bendrame taske, vektoriaus 7 kryptimi, vektorius @ yra desinéje, o § kair¢je
puséje. Kitu atveju sakysime, kad sistema kairiné.

Vektoriu @ x ﬁ vektorine sandauga vadinsime vektoriu 7, kurio ilgis lygus vektoriu @ ir ﬁ sudaryto ly-
giagretainio plotui, be to jis statmenas $io lygiagretainio plokstumai ir orientuotas taip, kad reperis 7, @,
turi desinine orientacija. Zymeésime §ia sandauga taip: 7 = @ x ﬁ

Is pastarojo apibrézimo isplaukia, kad | 7| = |E>||ﬁ| sin¢, ¢ia € kampas tarp vektoriu @ ir 3.

Tarkime, kad @ = (a1, a2, a3), ﬁ = (b1, ba, b3) duotos vektoriu koordinatés reperyje

- =

i
o x ﬁ =la1 a2 asg
by by b3

3.4 Afininés transformacijos.

Siame skyrelyje nurodysime bendras formules, kurios sieja tasko arba vektoriaus koordinates skirtinguose
reperiuose (koordinaciu sistemose).

— = —

Tarkime duoti du reperiai €7, €3, e3 ir €, ey, e5. Sakykime, kad pirrgojg rﬂi})erio pradzios tagkas O,

antrojo - O’. Be to tasko O’ (tuo paciu ir vektoriaus OO') bei vektoriu €], €5, €5 koordinatés pirmajame
reperyje nusakomos tokiu lygciu pagalba:
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3.3 pav.

—

00" =201 +yo €2+ 20 €3,
(3) 3:1 = G1E1 + b1Ez + 0133’

62:(1261+b262+6263,

?f?. = 0,3?1 + bg?g + 63?3.

Rasime tasku koordinaciu keitimo formules. Tarkime, kad bet kokio tasko A koordinatés pirmajame
(toliau sakysime senajame) reperyje yra x,y, z ir to paties tasko koordinatés antrajame (toliau naujajame)
yra x’,y, 2’. Vadinasi

(4) OA =27, + y€o+2€3, O'A = 21+ y €+ 2 s,
Turime, kad

O4 =00 +0'A.

Istate i Sia lygybe dydziu i§ (3) ir (4) reikdmes ir sulygine koordinates prie senojo reperio vektoriu
gauname lygybes tarp koordinac¢iu senajame ir naujajame reperiuose. Sias koordinates sieja tokios lygybés:

r=ax + a2y + azz’ + xo,
(5) y = bz’ + bay’ + b3z’ + yo,
z=c17 + coy’ + 32’ + 2.

Sios lygtys ir vadinamos koordinaciu keitimo (transformacijos) formulémis.

Kadangi reperio vektoriai nekomplonariis, tai paskutinioji lygé¢iu sistema turi vieninteli sprendinj ir tuo
paciu, mes galime vienas koordinates isreiksti kitomis. Perfrazavus kitaip, (5) lygéiu turi vieninteli sprendini,
jei sistemos determinantas nelygus nuliui.

Panagrinékime kai kuriuos atskirus atvejus. Jeigu naujasis reperis €7, €5, €5 yra gaunamas i§ senojo
lygiagrec¢iu postiimiu, tarkime i taska (xo,yo0,20) tai tada bet kokio tasko koordinatés naujoje ir senoje
sistemose siejamos tokiu budu:

(6) r=x +x0, y=9 +yo, z=2 + 2.
Tuo atveju, kai reperiu pradzios taskai sutampa, tai postiimio vektorius lygus nuliui. Vadinasi (5) sistema

tampa tokia

T = a1z’ + asy’ + asz’,
(7) y = b1a’ + boy' + 32/,
z=c17' + oy + 32’
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Pazymékime:

ay az as
A=D1 b b3 ],

C1 Co C3
el e}
€=|e |, € =1|¢
es el

Tada (3) sistema trumpai galime perraSyti taip:
¢ =A7.

Be tom (7) ir (5) koordinaciy keitimo sistemos, atitinkamai, bus tokios:

x x x x Zo
yl=AlY |, |y]|=A1Y |+]|w
z z z z 20

Plokstumos atvejis visiskai analogiskas, tik siuo atveju visos trec¢iosios koordinateés lygios nuliui.

Panagrinékime viena gana idomu atveji, t.y. kai vienas nestatmenu vektoriu koordinatinis reperis
keiciamas i bet koki kita reperi. Biuitu pravartu prisiminti, kad lauztés projekcija lygi jos atskiru daliu
projekciju sumai. Tarkime, kampas tarp reperio vektoriu lygus w. Be to vektorius OX su koordinatine
Oz-a8imi sudaro kampa a. Tuomet naudodamiesi sinusu teorema galime uzrasyti tokius sarysius:

sinw

OXpry = OX 12

sinw

{ OXpry = oxsnw—a)

Tarkime, kad senojo ir naujojo koordinatiniu reperiu pradzios taskai sutampa. Tegu kampas tarp senojo
koordinatinio reperio vektoriu lygus w, naujojo - w’. Be to a kampas tarp vektoriu eq, e}, o 8 kampas tarp
e1, e, vektoriu.

Tuomet, remdamiesi minétaja projektavimo savybe, bei lygybe (10), gauname tokia koordinates siejancia
sistema:

. s(in)w sinw
1 sin(a 7 sin
sin(a)”,  /sing

{ Tz = sin(w—a) + y/ sinw—_3
Y=% 5nmo sinw "
Tarkime, kad erdvéje Dekarto koordinaciu sistemos pagrindas yra reperis, kurio vektoriai vienetiniai bei
tarpusavyje statmeni (ortonormuotas reperis). Be to sakykime, kad naujosios koordinaciu sistemos reperis
taip pat ortonormuotas. Atlikime koordinag¢iu sistemos postiki. Tuomet koordinaé¢iu keitimo (6) ir (7) for-
mulése koeficientai a;,b;,¢;, @ = 1,2,3 lygus kampu, kuriuos sudaro naujos bazés vektoriai 7,?, k' su
koordinatinémis asimis Oz, Oy, Oz atitinkamai, kosinusai. Jeigu vektorius 7 su koordinatinémis asimis
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Oz, 0y, Oz sudaro kampus a1, as, a3 atitinkamai, tai naudodamiesi skaliarinés sandaugos apibrézimu gau-
name, kad

—2
i 2 2

1= = cos“ aj + cos? g + cos” asg.

Vadinasi postikio transformacijos atveju, formuléje (7) esantys koeficientai turi savybe:

a? +a}+a3 =1,
b2+ b3 + b3 = 1,
A+aB+d=1,

aici + agca + azcy = 0,

{ a1b1 + CLQbQ + a3b3 = O,
bici + bacs + bsez = 0.

Dvi koordinaciu sistemas vadinsime simetrinémis, jeigu Siu sistemu reperiai turi skirtinga orientacija.
Jeigu sistemuy orientacija sutampa, tai sakysime, kad koordinaciu sistemos yra kongruentineés.
Grizkime prie koordinagiu (7) keitimo formuliy, uzrasytu matriciniu bidu

x = Ax/,

Cia ?,;'} koordinac¢iu vektoriai stulpeliai, o A - minétu koeficientu matrica. Tikimés, kad skaitytojas,
suskaic¢iaves Sios matricos determinanta isitikins, jog jo absoliutiné reiksmeé lygi 1. Dar daugiau, ji lygi 1,
jei sistemos kongruentinés ir lygi -1, jei sistemos simetrinés. Panasiai kaip ir Dekarto koordinaciu keitimo
atveju plokstumoje, koordinaciu keitimo sistema, erdvéje, turi analogiska israiska:

= a1z’ + asy’ + a3z’ + xg,
Y = b1x’ + bay' + b3z" + yo,
z=c12' + coy + 32’ + 2.
Trumpai uZrase turésime, kad 7 = A? + x4. Tada koordinates naujoje sistemoje randame tokiu budu:
7 = AT - ).

3.5 Ortogonaliuju Dekarto koordinaciy transformacijos

Koordinagiy keitimo formulés (7) buvo gautos nepriklausomai nuo reperiu. Tiksliau sakant, koordinaéiu
skaitinés reikSmeés priklauso nuo reperiu, tac¢iau koordinaciu keitimo formuliu tiesiSkumas visada islieka.

Tarkime O— fiksuotas erdvés taskas. Sakykime, kad nagrinéjamo reperio pradzios taskas sutampa su
tasku O, o reperio vektoriai vienetiniai ir turi desinine orientacija. Nubrézkime per kiekviena i$ Siu vektoriu
po tiese. Pavadinkime §ias tieses koordinatinémis tiesémis, o taska O koordinac¢iu pradzios tasku. Tiese,
kuriai priklauso vektorius 7 vadinsime z— a8imi ir zymésime simboliu Oz, tiese kuriai priklauso vektorius
€5 vadinsime y— aSimi ir zymeésime simboliu Oy, likusia tiese z— aSimi ir Zymésime - Oz. Bendram §iy tiesiu
taskui O priskiriame skaic¢iu 0. Tada, bet kokiam z— aSies taskui C priskirsime toki realu skai¢iu ¢, kad
OA = cei. Ta tiesés dali, kurios taskams priskiriami teigiami skaiciai, vadinsime teigiamaja tiesés x dalimi,
likusia dali neigiamaja. Analogisku budu priskiriami skaiciai ir likusiu tiesiu taskams. Tokia koordinatiniu
tiesiu sistema, su nurodytu budu taskams priskirtais skaiciais vadinsime Dekarto koordinaciu sistema.

Is pradziu tarkime, kad reperis, kurio pagrindu sudaryta koordinaciu sistema, yra sudarytas i§ ortogona-
liu vektoriu. Panagrinékime tokios koordinaé¢iu sistemos transformacijas plokstumoje.

Aptarsime du specialius atvejus: 1) lygiagretu koordinac¢iu sistemos postumi, kuomet reperio kryptys
nepakinta, bei 2) koordinatiniu asiu ( tuo paciu ir reperiu) posuki, kai pradzios taskas lieka vietoje. Sios
abi transformacijos yra erdvés homeomorfizmai. Dar daugiau, Sie homeomorfizmai yra izometrijos, kadangi
atstumas tarp tasku, atlikus trasformacija, nepakinta. Siu abieju transformaciju kompozicija pavadinsime
judesiu. Taigi, judesys yra postumis, posiikis arba postiimis su postikiu kartu paémus.

Lygiagretaus postimio atveju, nepriklausomai nuo to ar reperis sudarytas is ortogonaliu vektoriu ar ne,
koordinaciu keitimo formulés vienodos
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() {xx’+m,

y =1y + .

Panagrinékime ortogonaliu reperiu posuki plokstumoje. Tarkime T}, T yra senosios sistemos vektoriai,

!/ /
o1 ,T naujosios sistemos vektoriai (taip pat statmeni). Tarkime, kad koordinac¢iu sistema pasukame apie

taska O kampu «. Tada bet kokio tasko A koordinatés naujoje (z’,y’) ir senoje (x,y) koordinaciu sistemose

siejamos tokiomis lygybémis
x\ [cosa —sina @
y) \sina cosa Y.

Postiimio (8) ir posiikio, aprasyto paskutiniosiomis formulémis, kompozicija nusako tokios formulés:

® ()= (oo ey () (32),

Issprende (9) sistema naujuju koordinac¢iu atzvilgiu gauname:

'\ [ (x—zp)cosa (y—yo)sina
<y’> B (—(:r —zg)sina (y — yo)cosa> '

Esame minéje, kad nepriklausomai nuo to ar reperi sudarantys vektoriai ortogonaltis ar ne, postumio
koordinatés kei¢iamos naudojant (8) formules.

Auksciau aptarta koordinaciu keitimo metoda perrasykime matriciniu badu.

Praeitame skyrelyje aptaréme bendras koordinac¢iu keitimo formules. Be to matéme, kad norint atlikti
keitimo operacija reikia zinoti koeficientu keitimo matrica. Pati paprasciausia transformacija - postumis. Ji
atliekame nusakydami postumio vektoriu

()
Yo )’

Pazymeékime postukio apie taska O kampu « plokStumoje, transformacijos matrica taip:

M. — [ cos —sina
@0 sina  cosa J°

Tarkime duotas taskas P(x,y). Tad matrica

1 0
=0 5)
nusako tasko P veidrodini atspindi koordinatinés tiesés Ox atzvilgiu. Tuo tarpu matrica
-1 0
b= 1)

atlieka veidrodini tasko atspindj tiesés Oy atzvilgiu. Beje, jeigu norime atlikti tasko transformacija kordi-
natinés asies, pavyzdziui Oz aSies atzvilgiu erdvéje, tai nesunku suprasti, kad teks naudotis matrica

1 0 0
A,=10 1 0
0O 0 -1

Visai analogiskai bus sudaroma matrica ir transformuojant taskus kitu koordinatiniu asiu atzvilgiu.

Toliau panagrinékime tasku transformacijas plokstumoje. Jeigu vektoriu O P sutapatinsime su tasko P
koordinatiniu vektoriumi stulpeliu, tai $io vektoriaus veidrodinius atspindzius, koordinatiniu tiesiu Oz, Oy
atzvilgiu, atitinkamai, uzrasome taip:
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oF = 4, (x) . OF' = 4, (f”) |
Y Y
Nesunku matyti, kad transformaciju A,, A, kompozicija duoda tasko P simetriska vaizda tasko O atzvilgiu.
Raskime transformacijos formules, kuriomis remdamiesi galétume skaiciuoti tasku veidrodiniu atspin-
dziu, bet kokios tiesés atzvilgiu, koordinates.
Sakykime duota tiesé plokstumoje. Be to tarkime, kad tiesei priklauso plokstumos taskas Xy, o pastaroji
lygiagreti Zinomam vektoriui 7. Tuomet tiesés lygtis igyja tokia forma:

X(t)=Xo+t7, teR.

Paéme bet kokia ¢ reikSme gauname tasko, priklausancio tiesei, koordinates. Kadangi vektorius 7 Zinomas,
tai tuo paciu ir kampas kuri sudaro tiesé ir koordinatiné ties¢é Oz. Tarkime to kampo skaitiné reiksme lygi
a. Atlikime gana paprasta procediira. Visu pirma pasukime tiese (tuo paciu ir nagrinéjama taska) kampu «
taip, kad ji sutaptu su koordinatine asimi Oz. Toliau, raskime nagrinéjamo tasko veidrodini atspindi tiesés
Oz atzvilgiu. Na ir pagaliau, sukdami tiese tuo pat kampu tik prieSinga kryptimi, grazinkime ja i pradine
padeéti, tuo paciu gris ir nagrinétojo tasko veidrodinis atspindys. Naudojant auksciau pateiktus zyméjimus,
visa 8] procesa formaliai galime aprasSyti taip:

tr
X/ — x
(01 =oo (1)
Sia transformacija visus plokstumos taskus pasukome kampu « apie taska O. Taigi tiesé sutampa su koordi-
natine asimi Oz, o taskas P buvo perkeltas i P’ vieta. Pazymékime §io tasko veidrodinj atspindj raide P.
Tada

Pl = AP

Na, o dabar pasuke kampu —a, grazinkime plokstuma i pradine padéti. Pazyméje raide P, tasko P veidrodini
atspindi tiesés X (¢) atzvilgiu, gauname:

Po= MR =M b Ao (10T ).
Taip atrodo tasko veidrodinio atspindzio, tiesés atzvilgiu, transformacijos formulés, kai tiesei priklauso koor-
dinaciu pradzios taskas. Tuo atveju, kai tiesei nepriklauso koordinaciu pradzios taskas, tai pirmame zingsnyje
reikia atlikti koordina¢iu postumi i koki nors taska X, kuris priklauso tiesei, po to atlikti ta pacia procedura
kaip ir auks¢iau, o pabaigoje vélgi atlikti postimi vektoriumi, kuris priesingos krypties negu pradiniame
zingsnyje. Apibendrinus gauname transformacija

s (175)+(3)

Tarkime, kad transformacija nusakyta (7) koordinaciu keitimo matrica. Sakysime, kad §i transforma-
cija neiSsigimusi, jeigu jos matricos determinantas nelygus nuliui. Ateityje nagrinésime tik neiSsigimusias
transformacijas.

Paminésime kelias afininiy transformaciju savybes. Visu pirma tai, kad bet kokia afininé transformacija
lygiagrecias tieses atvaizduoja i lygiagrecias tieses. Kitaip tariant lygiagretaini atvaizduoja i lygiagretaini,
nors bendru atveju ir kitoki. Taciau afininé transformacija islaiko atkarpu santyki. Taigi, bet koks triju
tasku santykis nepriklauso nuo afininés transformacijos. Si savybé labai svarbi, kadangi ji i§ esmés nau-
dojama transformacijai apibrézti. Transformacija nusakyta, jeigu trys vektoriai nesantys vienoje tieséje
atvaizduojami vél i tris vektorius nesanc¢ius vienoje tieséje. Tarkime, kad norime rasti transformacija, kuri
taskus A, B, C, nesancius vienoje tieséje, atvaizduoja i taskus A’, B', C'. (7) lygtyse vietoje kintamuju irase
tasku koordinates, gauname SeSias lygtis su SeSiais nezinomaisiais - a1, as, b1, ba, g, yo. ISsprende §ia lygciu
sistema ir rasime transformacijos plokstumoje, kuri atvaizduoja taskus A, B, C i taskus A’, B/, C’, matrica. I$
pastarosios savybés galime padaryti iSvada, kad n—kampis taip pat atvaizduojamas i n—kampi. Jau esame
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minéje, kad lygiagretainis atvaizduojamas i lygiagretaini, bet to paties pasakyti apie staciakampi bendru
atveju negalime. Jau praeitame skyrelyje pastebéjome, kad afininiu transformaciju kompozicija - afininé
transformacija. Si savybé biidinga ir bendroms afininéns transformacijoms, Zinoma neissigimusioms. Be to
afininei transformacijai atvirkstiné taip pat afininé.

Apibendrindami padarysime tokia iSvada: figtiros afininé transformacija yra arba jos judesys arba
suspaudimas bei iStesimas arba $iu transformaciju kompozicija. Kiekviena afinine transformacija galime
suskirstyti i dvi transformacijas 1) kai ortogonalinj reperj transformuojame i kita ortogonalinj reperj nekeis-
dami reperio vektoriu ilgiu - $iuo atveju gauname judesi ir 2) kai transformuoto vektoriaus krypéiu nekeic¢iame,
o pakei¢iame tik ju ilgius, gauname suspaudima arba iStesima. Apie transformacijos spaudziamaji arba
tempiamaji pobudi galima spresti i§ jos determinanto reikSmés. Jeigu determinanto absoliutiné skaitiné
reiksmé didesné uz vieneta, tai vaizdo plotas didesnis uz pirmvaizdzio plota, jeigu determinanto absoliutiné
reikSmé mazesné uz vieneta tai vaizdo plotas mazesnis. Vaizduojama figura apverciama, jei determinanto
reik§mé neigiama.

Erdvés afininés transformacijos turi analogiskas savybes kaip ir plokStumos, todél atskirai ju nena-
grinésime, palikdami tai skaitytojui, tik paminésime, kad afininé transformacija nustatyta erdvéje, jeigu
duotieji keturi taskai nesantys vienoje plokstumoje atvaizduojami i keturius taskus nesancius taip pat vienoje
plokstumoje. T.y. 8iuo atveju transformacijos matricos determinantas bus nelygus nuliui ir (7) lygciu sistema
turés vieninteli sprendini, kuris ir nusakys transformacijos matrica.

Aptarkime dar vieng afininés transformacijos atveji - homotetija. Homotetija vadinama tokia plokstumos
arba erdvés transformacija, kai vienas taskas (sakykime O) lieka vietoje, o bet kuris kitas taskas A atvaiz-
duojamas | taska A’ esanti tieséje OA tokiu budu, kad 07/ = km; ¢ia k pastovus skaic¢ius. Taskas O
vadinamas homotetijos centru, & homotetijos koeficientu. Jeigu k > 0 tai taskas A’ yra i$ tos pat pusés nuo
tasko O, tokia homotetija vadinama tiesiogine, kai k < 0 - tai prieSingose puseés, ji vadinama atvirksciaja.

Atkreipsime démesi, kad homotetija, tiesé atvaizduojama i jai lygiagrecia tiese. Homotetinés figuros
paprastai vadinamos panasiomis.

Pati bendriausia afininiu transformaciju formulé erdvéje pateikta (7) lygybe. Kadangi kompiuter-
inei grafikai ypatingai svarbus yra plokStumos atvejis tai pateiksime Sios transformacijos matricine forma.
Afininés transformacijos, plokstumoje, matrica visuomet galima uzrasyti taip:

(10) W(z,y) = (7‘1603{1 rzsinfg) <x> _ <a1x+b1y>

risiné;  rocosés Y asx + bay

kur (r1,&1) tasko (a1, az) polinés koordinatés, o (r2,& + §) tasko (b1, b2) polinés koordinatés. Skaiciai 71,72
vadinami saspudzio koeficientais, &, & posiikio kampais. Zemiau pateiktame paveikslélyje demonstruojamos
(10) afininés transformacijos galimybés:

3.5 pav.

Siulome skaitytojui panagrinéti paskutiniaji reiskini ir nustatyti, kokias salygas turi tenkinti dydziai
r1,72, &1, &2, kad transformacija biitu judesys, homotetija, arba suspaudziancioji (iStempiancioji).
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Pavyzdys. Norétume atkreipti skaitytojo démesi i tai, kad jei transformacija, tris taskus nesancius
vienoje tieséje, atvaizduoja i taskus, kurie yra vienoje tieséje, tai $i transformacija yra iSsigimusi, t.y. jos
determinantas lygus nuliui.

Raskime transformacijos, kuri trikampi (0, 0), (0,1), (1,0) atvaizduotu i atkarpa (1,1),(2,2), saspudzio
koeficienta, bei posiikio kampa, jei papildomai pareikalausime, kad taskai (0,1),(1,0) bttu atvaizduojami i
taska (1,1).

Turime, kad transformacija taskus (0,1), (1,0) atvaizduoja i taska (1,1). Vadinasi

1\ [a b 0 1\ [(a b 1

1) \c d 1/2\1) \c d 0/"
Is paskutiniuju lygybiu gauname, kad a = b = ¢ = § = 1. Imkime kita transformacija, kuri taska (1,1)
palieka vietoje, o taska (0,0) atvaizduoja i taska (2,2). Taigi

()= 6) () 6= )6) ()

I8 pastaruju lygybiu gauname, kad b = ¢ =0, a = —1,d = —1. Tuomet ieskomoji transformacija 71" yra siu
transformaciju kompozicija, kitaip tariant T" matrica lygi Siu matricu sandaugai. Sudaugine gauname, kad

-1 -1
T = (_1 _1> |
Matome kad matricos T determinantas lygus nuliui. Nesunku matyti, kad posiikio kampai pagal abi koordi-

natines asis vienodi, ir lygts 57 /4.

3.1 Teorema Tarkime kad afininé transformacija W atvaizduoja plokStumos sriti S, kurios plotas P; i
sritj S’, kurios plotas P, . Tada teisinga lygybé:

P, = |detW|P,.

Irodyma paliekame skaitytojui. Pradzioje sitilome §ia teorema irodyti trikampiui.

Pavyzdys Nurodykime saspudzio koeficienta 71, postukio kampa £ bei postumio vektoriu ¢ tokius, kad
transformacija

W(X) = RM&()CC + t,

bet koki Sierpinskio trikampi su taskais (0,0), (1,0), (3, 1) atvaizduotu i savo tikrini poaibi. Reikalaujame,
kad virstiné (0,0) liktu vietoje, o kiti taskai vaizduojami taip:

v(a)—(0)
(1)~ ()
v (1) —(1)

Is pirmosios transformacijos israiskos isplaukia, kad postimio vektorius lygus nuliui. Suskai¢iuokime kitu

dvieju transformaciju matricas.
a b 1y [(a) (05
c dJ\NOJ) \e) L O )"

I8 paskutiniojo sarysio iSplaukia, kad a = 0,5, ¢ = 0. Toliau skai¢iuodami gauname
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0,5 b)[0,5\  [0,25+b\ (0,25
0 d 1)~ d ~\o05

i§ ¢ia b = 0,d = 0, 5. Vadinasi ieSkomoji transformacija yra tokia:
T 0,5 0 T
()= (% o) (5)

3.6 Bendrosios koordinaciu transformavimo formulés

Kuomet nagrinéjame laisvai pasirinkta metrine erdvé, tai apie tasku padéti erdvéje nelabai ka tegal-
ime pasakyti. Tiesa, metrika sudaro galimybes nustatyti tasku tarpusavio padéti, taciau jei atstumas tarp
kuriu nors tasku vienodas, faktiskai sie skai¢iai nieko nepasako apie tasku tarpusavio padéti. Sis trukumas
pasalinamas apibrézus koordinaciu sistema erdvéje.

Koordinaciu sistema erdveéje vadinsime bijektyvia erdvés X transformacija 6 i kokia nors erdve X C
RE, (0 : X—X}). Kitaip tariant, bet kokiam metrinés erdvés elementui priskiriame k—mati vektoriu.
Metrinés erdvés elemento koordinatémis vadiname jo vaizdo koordinates. IS pastarojo apibrézimo isplaukia,
kad metriné erdvé X ir jos vaizdas X yra homeomorfinés, todél Sias erdves homeomorfizmo atzvilgiu galime
sutapatinti.

Pavyzdziui erdvéje X = [0,1] bet kokio tasko koordinates galime nusakyti taip: 6(z) = x. Tuo tarpu
kompleksiniu skai¢iu erdvéje galime naudoti jau mums zinoma Dekarto koordinaciu sistema. Auks¢iau esame
nagrinéje erdve C. Sioje erdvéje galime naudoti sferos tasku koordinates kurios, savo ruoztu, nusakomos tokiu
budu:

y = rsin G cosa
zZ =rcosa.

{x = rcos 3 cosa

Kadangi Rymano sfera ir iSpléstiné plokstuma homeomorfinés, tai suprantama, Rymano sferos tasko koordi-
nate galime laikyti ji atitinkancio iSpléstinés plokstumos tasko koordinate aukséiau uzraSytoje sistemoje
paéme r = 1. Taigi, §iuo atveju tasko oo € C koordinatés yra lygios (0,0, 1).

Manome, kad skaitytojas supranta, kad toje pat erdvéje galima apibrézti ne viena koordinaciu sistema.
O kiek gi koordinaciu sistemu galime apibrézti fiksuotoje erdvéje? Ar galime suformuluoti koordinaciu
keitimo problema bendru atveju? Panagrinékime §i klausima.

Tarkime, kad g : Xp—— X} kuri nors erdvés, kurioje apibrézta koordinac¢iu sistema, bijektyvi trans-
formacija. Vadinasi, X} = g(Xj). Jeigu transformacija g netapacioji, tai 3z’ € g(Xy) kad 2’ # z. Tad
Sis atvejis netrivialus. Tarkime Xo— fiksuotas erdvés taskas. Sakykime, kad z jo koordinaté pradinéje ko-
ordinagiu sistemoje, o 2’ jo koordinaté naujoje koordinaciu sistemoje, kitaip tariant ' = g(z). Sakykime,
kad f : X— X — kita bijektyvi erdvés transformacija i save. Tuomet $i transformacija naujoje bazéje bus
zymima f’(2'). Pastebésime, kad g(f(z)) = f/(2'). Taigi

[+ 9(X)—g(X)
arba, g o f(z) = f'(2'). Bet 2’ = g(x), todél z = g~1(2'). Tada taska x transformacija f veikia tokiu budu:
fl@)=fog ('), = go f(x) = f'(z') =go fog~'(a).
I8 pastaruju lygybiu isplaukia tokios lygybés:
fl@)= (97" o frog)(x), f'(2')=(go fog™h)(a).

Priminsime, kad g— koordinaciy sistemos transformacija.

Tarkime, kad f : X— X yra metrinés erdvés X transformacija. Taska x; vadinsime transformacijos f
nejudamu tasku, jeigu f(xs) = xy.
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Pavyzdys Tarkime duota transformacija
f@)=ax+ba#0,a#1abeR.
Nesunku matyti, kad Sios transformacijos nejudamas taskas

b
1—a

acf:

Tarkime, kad koordinaciu keitimo transformacija g apibrézta tokia lygybe: z' = g(z) = x —x, . Kitaip tari-
ant, koordinaciuy pradzios taska pastumia i nejudama transformacijos f taska. Tad kokia gi transformacijos
f formulé naujoje koordinaciu sistemoje? Naudodami auksciau pateiktas formules skai¢iuojame:

@) = (go fog ™)) = go f(a' +a7) = ala’ +7) +b—ay.

Gauname f'(z') = az’.

Uzduotys

1. Tarkime, kad transformacijos f : [0,1] — [0,1] apibréztos tokiomis formulémis: a) f(z) = 0.5z, b)
f(z) = 42(1 — x). Ar sios transformacijos injektyvios, siurjektyvios, turi atvirkstines?

2. Tarkime, kad duota transformacija f(z,y) = (2z,9% + ), (z,y) € R?. Ar §i transformacija turi
atvirkstine? Raskite f)(z,v).

3. Nurodykite antros eilés polinomine transformacija, kuri intervala [0, 2] atvaizduoja i ji pati taip, kad
blitu patenkintas reikalavimas: tarkime, kad y € f([0,2]), tada egzistuoja du taskai z,y € [0, 2] tokie, kad

fx)=Fy) =y
4. Trodykite, kad Miobuso transformacija turi atvirkstine.

5. Raskite Miobuso transformacija f : R — R, kuri turétu savybes: f(1) =2, f(2) = 0, f(0) = oo. Kam
lygi f(o0)?

6. 3.6 pav. yra pateiktas Sierpinskio trikampio (S) vaizdas, kuris gaunamas aibe (S) atvaizdavus
polinomine transformacija f(z) = ax(z — b). Raskite 8ios transformacijos koeficientus a, b.

3.6 pav.
7. Nurodykite transformacija, apibrézta erdvéje R?, atvaizduojanéia trikampi, kurio virstinés apibréztos
taskais (0,0),(0,1),(1,0), i trikampi, kurio virsinés yra taskuose (4,5), (—1,2),(3,0). Kaip duota transfor-
macija atvaizduoja i pirmaji trikampi ibrézta apskritima?

8. Tarkime, kad duota Miobuso transformacija f(z) = az + b, a # 0,b € C. Trodykite, kad bet kokia
dvimaté panaSumo transformacija, kuri néra veidrodinis atspindys, gali buti apibrézta tokiu budu:

_(rcos& —rsiné (@ ¢
f(z) = ( rsingl rcos§ ) <Z/> * <d>
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Nurodykite spindulio r ir kampo priklausomybe nuo parametru a, b.
9. Irodykite, kad Miobuso transformacija

b
f(z)—a+m, a,b#0,ceC

néra panasumo transformacija.
10. Trodykite, kad Miobuso transformacija f : C — C yra apverciama.

11. Raskite transformacija, kuri taskus z; = —i, z2 1, z3 = i atvaizduotu i taskus wy; = —i, wy =
0, w3 = 1.

12. Raskite Miobuso transformacijos

z+2

f(z):rzv zeC

nejudamus taskus.
13. Raskite Miobuso transformacijos keturis, iteracinés sekos narius.

14. Raskite sekos ¢g™(z) bendraji nari, kai

15. Tarkime, kad transformacijos f ir g yra apibréztos 12. ir 14. lygybémis. Raskite transformaciju
kompozicija: f o g(z).

16. Nurodykite afinininiu transformaciju seka, kuri realizuotu apskritimo
l‘2+(y*2)2:17

riedéjima tiese x + 6y = 6.

17. Nurodykite transformaciju seka, kuri Sierpinskio trikampi (0, 0), (1,0), (1,1) ridentu tiese y = z ir
kiekviename sekanciame zingsnyje §i trikampi simetriskai atvaizduoty Sios tiesés atzvilgiu.
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