II. FRAKTALU METRINE ERDVE.
2.1 Hausdorfo metrika.

Skaitytojui, kiek atidziau nagrinéjusiam praeito skyriaus pavyzdzius, turéjo kilti klausimu, pavyzdziui,
ar nagrinéjamos sekos apskritai konverguoja ir jei taip, tai ar galime nurodyti aibe, kurioje ”gyvena” frak-
talinés struktiiros? Siame skyriuje nagrinésime fraktaliniu struktiiry, ateityje vadinamu tiesiog fraktalais,
?egzistencijos vieta”.

Sakykime, kad (F, p) pilna metriné erdvé. Pazymékime

H(E)={C C E,C # 0,C — kompaktiska aibé}.
Kitaip tariant H(F) yra metrinés erdves, netuséiu, kompaktisku aibiu klasé.
2.1 Teorema Jeigu X,Y € H(E), tai tada ir X UY € H(E).

S

Tarkime, kad X,Y € H(F). Tuomet X,Y netusti, kompaktiski metrinés erdvés poaibiai. Tuomet ir
X UY netucia aibé. Remdamiesi aibiu X, Y kompaktiskumu gauname, kad egzistuoja baigtinés aibés N; ir
Na, kad

Xc |J Da(X), YC |J DalY)

a€EN; a€ENy
Tada aibé
(U pax)U( U Patm)
€Ny a€EN>

yra aibés X UY baigtinis denginys. Tuomet aibé X UY yra kompaktiska, o kadangi ir netuscia, tai ji
priklauso aibei H(X).
@

Pastebésime, kad jeigu X,Y € H(X), tai nebitinai X NY € H(E). Pastarojo tvirtinimo teisingumas
isplaukia i$ to, kad dvieju kompaktisku aibiu sankirta gali buti tus¢ia. Bet tuscia aibé nepriklauso aibei

Lema 2.1 (Vejerstraso teorema) Tolydi kompaktiskoje aibéje funkcija igyja savo didziausia ir maziausia
reikSmes.

Pastarojo teiginio jrodyma galima rasti, bet kokiame, matematinés analizés vadovélyje.

Priminsime, kad atstumu tarp erdvés elemento x € F ir aibés A C E laikome toki skaiciu

(1), d(x, A) =inf(p(z,y);y € A)

Cia p yra erdvés E metrika.

Lema 2.2Atstumas, apibréztas (1) lygybe, yra tolydi aibéje E, jei aibé A # ().

Pastaraji teigini sitilome irodyti skaitytojui.

Tarkime, kad B € H(X). Kyla pagristas klausimas - ar §i apatiné riba yra pasiekiama? Kitaip tariant
ar aibéje H(F) atstumas d korektiskai apibréztas. Pazymékime f(y) = p(z,y), P = P(z) = inf{f(y);y €
B,z € E}. Matome, kad f(y) > 0. Sakykim, kad yg € B ir p(z,yo) = P. Kadangi aibé B kompaktiska, tai
egzistuoja realiuju skaic¢iu seka, {yn;n € N'} C B tokia, kad | f(y,)—P| < 1/n, visiems n. Bet kompaktiskos
aibés elementu seka {y,} turi konverguojanti poseki {y,, }, kad kll_)n’olo Yn, = Yo € B. Naudodamiesi tuo, kad

f(y) tolydi gauname, f(yo) = lim f(y,). Taigi, tikslus apatinis rézis egzistuoja ir priklauso aibei B.
Sakykime, kad A, B C H(E). Tada aibiu funkcija

d(A, B) = max{p(z,B) : x € A},
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vadinsime atstumu tarp aibiu A ir B. Atkreipsime démesi i tai, kad pastaroji aibiu funkcija néra simetriska
kintamuju atzvilgiu, t.y. d(A4, B) # d(B, A). Jeigu B C C, tai d(X,C) < d(X, B), bet kokiai aibei X C H(FE).
Pazymékime a A b = min{a, b} ir a V b = max{a, b}.

2.2 Teorema Jeigu A, B,C,C H(E), tai d(AUB,C) =d(A,C) Vv d(B,C).

S)

Turime, kad

d(AUB,C) =max{d(z,C) :x € AUB} =
max {d(z,C) : x € A} Vmax {d(z,C) : x € B}.

S

Sakykime, kad A, B C H(FE). Aibiu A ir B Hausdorfo atstumu vadinsime aibiy funkcija h : H(E) x
H(E)—R,

h(A,B) =d(A,B)Vd(B,A).

Parodysime, kad funkcija h yra erdvés H(FE) metrika. Tarkime A, B,C € H(FE). Nesunku matyti, kad
h(A,A) =d(A, A)Vd(A,A) = d(A, A) = max{d(z, A);z € A} = 0. Kadangi aibés A ir B yra kompaktiskos,
tai egzistuoja taskai a € A ir b € B tokie, kad h(A, B) = p(a,b). Vadinasi, 0 < h(A, B) < oco. Tarkime,
kad A # B. Tada, egzistuoja a € A, a ¢ B. Vadinasi h(4, B) > d(a, B) > 0. Mums liko jrodyti trikampio
nelygybe, t.y. h(A, B) < h(A,C) + h(C, B). Visu pirma jrodykime, kad d(4, B) < d(A,C) + d(C, B). Bet
kokiam a € A teisinga nelygybé:

d(a, B) = min{p(a,b);b € B} < min{p(a,c)+ p(c,b);b € B} = p(a, c) + min{p(c,b);b € B},ce C.
Taigi
d(a, B) < max{d(4,c);c € C} + max{min(p(c,b);b € B};c € C} =d(A,C) +d(C, B).

Tada d(B, A) < d(A,C) +d(C, B).

Visiskai analogiskai vertindami gausime, kad

d(B,A) <d(B,C)+d(C, A).

I8 paskutiniuju dvieju nelygybiu isplaukia, kad

h(A,B) =d(A,B)Vvd(B,A) <d(B,C)Vd(C,B)+d(A,C)Vvd(C,A) = h(B,C)+ h(A4,C).

Taigi, aibiu funkcija h : H(E) x H(E)—R yra metrika. Todél pora (H(E), h) yra metriné erdve, kuria
vadinsime fraktalu metrine erdve.

2.3 Teorema Tarkime, kad A, B,C,D € H(FE). Tuomet teisinga nelygybé:

h(AUB,CUD) < h(A,C)V h(B,D).

S)
Naudodami Hausdorfo metrikos apibrézima, rasome
h(AUB,CUD)=d(AUB,CUD)Vvd(CUD,AUB).

Jeigu
h(AUB,CUD)=d(AUB,CUD),

tuomet arba
h(AUB,CUD)=d(A,CUD), arba h(AUB,CUD)=d(B,CUD,).

Remdamiesi Hausdorfo metrikos savybémis, gauname, kad
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h(AUB,CUD) < d(A,C) < h(A,C) < h(A,C) V h(B, D)

arba
hAUB,CUD) <d(B,D) <h(B,D) <h(A,C)V h(B,D).

Bet jeigu
h(AUB,CUD)=d(CUD,AUB),

tai Siuo atveju

h(AUB,CUD)=d(C,AU B)

arba
h(AUB,CUD)=d(D,AUB).

Dar karta pasinaudoje Hausdorfo metrikos savybémis gauname,
h(AUB,CUD) <d(C,A) <h(A,C) < h(A,C)V h(B,D).

Toliau
h(AUB,CUD)<d(D,B) <h(B,D) <h(A,C)V h(B,D).

I8 keturiy paskutiniuju nelygybiu iSplaukia teoremos irodymas.

@

Gal but skaitytojui kilo klausimas- kokiu priezas¢iu verciami, kartu su jau apibrézta metrine erdve, mes
nagrinéjame i$ Sios erdvés kompaktisku aibiu sudaryta aibe, kurioje, apibréze Hausdorfo metrika, gauname
metrine erdve? Dar daugiau, kodél Sia erdve pavadiname fraktalu erdve?

Sugrizkime prie jau nagrinétu pavyzdziu, tarkime, Kantoro aibés. IS intervalo [0,1] (kuri yra kom-
paktiska aibé metrinéje erdvéje (R, pl)) pirmajame zingsnyje mes pasalinome atvira aibe. Likusi aibé dvieju
kompaktisku aibiu sajunga, taigi ji kompaktiska (zr. 2.1 Teorema). Prisiminkime, kad kiti zingsniai visiskai
analogiski. Kiekviename sekanciame zingsnyje ”pasigaminame” vis daugiau kompaktisku aibiy, kitaip tari-
ant tokiais savo veiksmais mes indukuojame kompaktisku aibiu seka ir Sios sekos riba pavadinome Kantoro
aibe. Bet manome, kad ir skaitytojas suvokia, kad Kantoro aibé egzistuoja tik tuo atveju, kada minétoji seka
konverguoja, priesingu atveju tyrimo objektas nebuitu nusakytas. Beje, kaip jau ir anks¢iau esame minéje,
nagrinétoji aibé turi fraktaline struktura, todél ir erdve, kurioje tokios sekos ”gyvena” naturalu vadinti
fraktaly erdve.

Pries pradédami nagrinéti kita skyriu, skaitytojui primygtinai sitilome atidziai perskaityti pirmuosius
skyrius.

2.2 Fraktaly erdvés pilnumas
Tarkim (X, p) metriné erdve, (H(X),h) fraktalu metriné erdvé su Hausdorfo metrika. Pastarasias
metrines erdves trumpumo délei Zzymésime X ir H atitinkamai. Tarkime S C X. Tada aibés S aplinka,

kurios diametras v > 0, vadinsime aibe

S+7:{y€X;3xGS,P(x,y) SPY}

2.4 Teorema Tarkime, kad A, B C H(X) ir ¢ > 0. Tada teisingas Zemiau pateiktas teiginys:

hA,B)<e< ACB+eir BCA+e

S}
Jeigu h(A, B) < ¢, tai tada d(A, B) < e ir d(B, A) < e ir atvirksciai. Taigi, pakanka irodyti toki teigini:

d(A,B)< e ACB+e.
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Turime, kad
d(A, B) = max{d(a,B);a € A} <e.

Tada visiems a € A, d(a, B) < €. I$ pastarosios nelygybeés isplaukia, kad jeigu a € A, tai a € B + € ir tuo
paciu A C B +e.
Visai analogiskai irodoma, kad

d(A,B)<e<=BCA+e
Nagrinékime skaiciu
d(A, B) = max{d(a, B);a € A}.
Tarkime, kad a € A. Jeigu A C B + ¢, tai a € B. Tada p(a,b) = d({a}, {b}) < ¢, visiems a € A. Darome
isvada, kad d(a, B) < ¢, visiems a € A. Taigi, d(4, B) < e.
Analogiskai samprotaudami galime parodyti, kad ir d(B, A) < e. Tikimés, kad tai su malonumu atliks
skaitytojas.

®
Sakykime, kad {A,,n € N} C H(X). Be to tarkime, kad visiems e > 0, galime nurodyti no € N, kad
kai m,n > ng, tai:
A, CA,+eir A, CA,+e¢

arba trumpai h(A,, Ay) <e.
Tokia fraktalinés erdvés elementu seka vadinsime Kosi seka. Matome, kad naudojant Hausdorfo metrika,
Sios erdveés elementu Kosi seka apibréziame analogiskai, kaip ir bet kurioje kitoje metrinéje erdvéje.

2.5 (Isplétimo) Lemma. Sakykime, kad {A,;n € N} - fraktaly erdvés H elementy Kosi seka. Be to,
tegu {ny} C {n} koks nors posekis ir aibé {x,, € A,,} kokia nors Kosi seka, bet jau metrinéje erdvéje X.
Tuomet egzistuoja Kosi seka

{yn € A, C X}

tokia, kad yn, = xn,;,j € N.

Trumpai pakomentuosime §ia lema. Sioje lemoje teigiama, kad jeigu duota fraktalu Kosi seka erdvéje
H, tai laisvai pasirinktai Kosi sekai metrinéje erdvéje X, su salyga, kad tos sekos nariai priklauso fraktalu
erdvés elementams {4, }, mes galime nurodyti erdvés elementu, priklausanciu fraktalu sekos elementams,
Kosi seka tokia, kad pasirinktoji Kosi seka {x,, } tampa ”platesnés” Kosi sekos posekiu.

S}
Sakykime, kad {z,, } kokia nors Kosi seka. Bet kokiam n € {1,...,n;} parinkime

yn 6 {:E G A",p(l’,:cm) = d(xnuAn)}

Kitaip tariant, y, yra artimiausias aibés A, elementas iki z,,. Kadangi aibé A, kompaktiska, tuo paciu ir
uzdara, tai toks parinkimas imanomas todél, kad toks taskas x € A, kuris yra arc¢iausiai z,,, egzistuoja.
Sekanciame zingsnyje seka konstruojame taip: tegu n € {n; + 1,...,ns}. Tada sekantj sekos nari renkame
taip: yn, € {& € Ay, p(x,2p,) = d(n,, An)}, ir taip toliau, visiems j € {3,...} irn € {n; +1,...,nj41}
parenkame seka tokiu budu

yn € {x € Ap;p(x, ;) = d(n,, An)}-

Dabar parodysime, kad sukonstruotoji seka {y,} yra sekos {z,,} plétinys. Visu pirma pastebékime,
kad yn, = zn; ir ¥, € A,. Tegu € > 0, bet koks fiksuotas skaicius. Tuomet egzistuoja Ny € N toks, kad jei
ng,nj > Ny tai p(2n,, Tn,) < €/3. Antra vertus {A,} C H, todel egzistuoja N» toks, kad visiems m,n > N
teisinga nelygybé: d(A,,, A,) = €¢/3. Tarkime, kad N = max(Ny, N3) ir n,m > N. Tada

P(YnsYm) < p(Ym, xnj) + P(xnjamn-&-l) + p(Tnt1,Yn),
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ciam € {nj_1+ 1Lnj_1+2,...,n5} irn € {npg_1 +1,...,n}. Kadangi h(An, An;) < €/3 tai galime
nurodyti taskus y € A, U {{zn,} + €/3}}, kad p(ym, @n;) < €/3. Analogiskai samprotaudami gauname, kad
(T, yn) < €/3. Tuomet visiems m,n € N, p(yn, ym) < €. Taigi, sukonstruotoji seka yra Kosi seka metrinéje
erdvéje X, o Sios sekos kiekvienas narys paimtas i§ fraktalu erdvés H elemento.

¥

Sekanciame teiginyje irodysime, kad fraktalu erdvéje bet kokia Kosi seka turi riba, priklausancia $iai
erdvei. Taigi, fraktalu erdvé pilna.

2.6 Teorema Sakykime, kad X yra pilna metriné erdvé. Tada H irgi pilna metriné erdvé, t.y., jei
{A,, € H,n € N'} konverguoja, tai A = lim A, € H. Be to ribiné aibé charakterizuojama tokiais aibés X

n—o0

elementais: A = {x € X;egzistuoja erdvés X elementu Kosi seka tokia, kad lim z,, = z}.

n—oo
S

Vadinasi fraktalo A elementai yra metrinés erdvés elementu, tam tikru seku, ribos.

Sio teiginio irodyma isskaidysime i keleta atskiru daliu. Kaip ir anksciau, {A,,n € N'} fraktaly erdvés
Kosi seka, o A, teoremos formuluotéje, nurodyta aibé.

a) Parodysime, kad A # 0 ;

b) A uzdara (tada ji pilna, nes X pilna);

¢) laisvai pasirinktam € > 0, egzistuoja N € N, kad visiems n > N, A C A, +¢;

d) A yra visiskai aprézta (kadangi pilna, tai ir kompaktiska );

e) A= lim A,.

n—oo
O
a) irodymas. Tarkime, kad duota Kosi seka fraktaly erdvéje {4, }. Sukonstruosime kita Kosi seka, bet
jau metringje erdvéje X, {a; € A;,i € N'}. Tegu N; kokia nors didéjanti naturaliuju skaiCiu seka ir tokia,

kad
1

?a
kai n,m > N;. Si konstrukcija galima, kadangi seka {A,} Kosi seka. Toliau, parinkime aibéje Ay, , bet koki

elementa z ;.
Kadangi

h(Am, An) <

h(An,, An,) <

DN =

tal egzistuoja elementas xy, € An,, kad

1
p(‘erv'TN2) S 5

(juk erdveé kompaktiska).

Tarkime, kad tokiu budu jau parinkome elementus zy, € Ay,,? = 1,..., k kuriems teisingos nelygybés:
1
p(xNi—17mNi) < 9i—1"
Kadangi
1

h(ANk ) ANk+1) < ok

ir x, € Ap,, tai mes galime nurodyti elementa xn, , € Ay, toki, kad
p(mexNk+1) < 27,1C

Naudomi matematinés indukcijos metoda gauname, kad egzistuoja begaliné elementu seka  {zy, € An, },
turinti savybe:

1
p(xNi7xN1i+1) < ?
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Mums lieka atsakyti i toki klausima - ar sukonstruotoji seka yra Kosi seka. Kad tuo isitikintume, erdvéje
X, bet kokiam € > 0 parinkime N, taip, kad

<1
> i <e
=N,

Aisku, kad tuomet kai m > n > N, tai

#l -

[e.e]
PN, EN,) S PEN ENy) + o F PN, N, < Y o
i=N,

Naudodamiesi isplétimo lema gauname, kad egzistuoja posekis {a; € A;} toks, kad {an, = zn,}. Bet riba
lim A; egzistuoja ir pagal apibrézima lygi A. Taigi A # 0.
n—oo

b) irodymas. Mums reikia parodyti, kad visi ribiniai taskai priklauso §iai aibei. Tarkime, kad seka
{a;,a; € A;} konverguoja, o jos riba lygi a. Mums pakanka parodyti, kad a € A. Sudarykime tokia seku

sistema z; , € Ay, ir lim z;, = a;, kur a; yra auksciau apibréztos konverguojancios sekos elementai. Toks
n—oo

parinkimas imanomas dél to, kad aibés A,, yra kompaktiskos, taigi ir uzdaros, vadinasi visi §ios aibés taskai
- ribiniai. Dél jau minétu priezaséiu seka {a;} konverguoja, todél galime nurodyti naturaliuju skaiciu seka
{N;,i € N'} tokia, kad p(an;,a) < 1/i. Dar daugiau, egzistuoja posekis {m;} toks, kad p(zn, m,,an,) < 1/i.
Naudodamiesi trikampio nelygybe, gauname

p(mNi,mm ) < -

s\[\:)

Pazyméje ym, = TN, m, turime, kad y,, € A, ir be to lim yy,, = a. Isplétimo lemos déka, seka {ym, }
11— 00

gali buiti papildyta iki sekos {z; € A;}. Tuo biidu a € A. Kadangi pradiné seka buvo pasirinkta laisvai, tai

gauname, kad aibé A yra uzdara.

¢) irodymas. Sakykime, kad € > 0. Jei m,n > N tai teisingas sarysis: h(4,, An) < €, nes seka {A,}
Kosi seka. Tuomet jei m > n, tai A,, C A, + €. Parodysime, kad A C A,, + €. Lai a € A ir seka {a; € A;}
turi riba lygia a. Jeigu N pakankamai didelis, tuomet visiems m > N teisinga nelygybé: p(am,a) < e.
Bet tai reiskia, kad a,, € A, +¢, kai A,, C A,, + €. Kadangi A, kompaktiska, tai A,, + € uzdara. Tuomet
am € A, + € visiems m > N, taigi ir ribinis taskas a priklauso aibei A,, 4+ €. Kadangi skai¢ius a yra bet koks,
laisvai pasirinktas aibés A taSkas, tai gauname, kad A C A, + €.

d) irodymas. Tarkime priesingai, t.y. aibé A néra visiskai aprézta. Vadinasi egzistuoja € > 0, kad e—
tinklo sudaryti negalime. Dél Sios priezasties, egzistuoja seka {x;, x; € A} tokia, kad visiems p(z;, ;) > e,
kai i # j. Bet tuomet, kai n pakankamai didelis, i§ paskutiniosios nelygybés ir dalyje ¢) irodyto rezultato,
gauname, kad A C A, +¢€/3. Taigi, koks bebiitu z;, galime nurodyti elementa y; € A,, toki, kad p(z;,y;) < €/3.
Naudodamiesi aibés A,, kompaktiskumu, tvirtiname, kad egzistuoja, sekos {y,}, konverguojantis posekis
{Yn;}. Tuomet galime nurodyti pakankamai didelj 4o, kuriuo pradedant Sio posekio elementai kiek norimai
arti viens kito, t.y. jei i, j > o, tai p(yn,;, yn;) < €. Bet tada teisinga nelygybe:

P(Tn; ;) < (@ Yni) + PWnis Yny) + 0(Uny» Tn;) < €

Paskutinioji nelygybé priestarauja pradiniam sekos parinkimui. Taigi, prielaida buvo klaidinga, vadinasi,
aibé A yra visiSkai aprézta.

e) irodymas. 1§ paskutiniosios dalies isplaukia, kad aibé A € H.

Parodysime, kad §i seka yra Kosi seka, t.y., egzistuoja N, kad jei n,m > N tai h(A,,, A,) < €/2. Tuomet
visiems m,n > N galios sarysis A,, C A, + €/2.

Tarkime n > N. Parodykime, kad A,, C A + €. Sakykime, kad y € A,,. Tuomet egzistuoja didéjantis
naturaliuju skai¢iu aibés posekis {N;} toks, kad visiems n,m > N; iSpildytas sarysis: A,, C A, + /271,
Pastebékime, kad A,, C An, + €/2. Kadangi y,, € A,, tai egzistuoja xn, € Ay, toks, kad p(y, z,,) < €/2.
Ir vél, kadangi zn, € Ap,, tai galime nurodyti taska z,, € Ay, toki, kad p(zn,,zn,) < €/22. Panasiai
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elgdamiesi mes konstruojame seka, xn,,...,ZN,,..., kad zn;, € Ay, ir p(zn;, TN,,,) < €/29+1. Bet kokiam
fiksuotam j, naudodami baigtini skaic¢iu kartu trikampio nelygybe, gauname, kad

€
p(yu mNj) <z

2

Taigi, seka {zy;} yra Kosi seka. Naudodamiesi n parinkimu, matome, kad visuomet Ay, C A, + €¢/2.
Seka {xn;} konverguoja i koki tai tai taska z ir kadangi A, + ¢/2 uzdara, tai v € A, + 6/2 Dar daugiau,
p(y,xn;) < €, o tai reiskia, kad p(y,x) < e. Taigi kai tik n > N, tai A, C A+e. Taiirodo, kad lim A, = A,.

Taigi, seka {A,} Kosi seka, o erdvé H— pilna.
¥

2.7 Teorema  Sakykime, kad metriné erdvé (X, p) yra kompaktiska. Tada ir erdvé (H(X),h) taip
pat kompaktiska.

S

Esame jrode, kad jeigu X pilna, tai ir H(X) taip pat pilna metriné erdvé. Norint parodyti, kad
H(X) yra kompaktiska, pakanka parodyti jos visiska apréztuma. Pastebésime, kad jei metriné erdve X
yra kompaktiska, tai kiekvienam € > 0 egzistuoja e— tinklas.

Tarkime, kad {y1,...,,} koks nors aibés X e— tinklas. Zinoma, aibés {y1},..., {y.} yra H(X) ele-
mentai. Sakykime, kad A € H(X). Tuomet

h({yi}, A) = d(ys, A) V d(A, y;).

Pastebésime, kad Siu vienataskiu aibiu skai¢ius baigtinis. Imkime 8iu aibiu, kuriu atstumas iki aibés A yra
mazesnis uz €, sajunga, kuria pazymékime raide Y. Si aibé egzistuoja, nes bet koks aibés A elementas iki
kurio nors y; nutoles ne daugiau negu € atstumu. Bet tada d(a,Y’) < ¢, visiems a € A. Vadinasi H(Y, A) < e.
Taigi H(X) aprézta, o tuo paciu ir kompaktiska.
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2.8 Teorema Tarkime, kad f : R— H. Tuomet jeigu f(x) = {x}, tai f yra tolydi funkcija aibéje R.
S

Sakykime, kad {z,} kokia nors realiuju skai¢iu seka, konverguojanti i taska xz. Tuomet visiems € > 0,
egzistuoja N € N, kad jei n > N, tai p(z,z,) < e. Naudodami funkcijos f apibrézima, gauname, kad
h({zn}, {z}) = p(zn,x), kadangi aibe sudaro tik vienas elementas. Tad aibiu seka {{z,}} konverguoja i
aibe {x} ir tuo pat metu, funkcija f yra tolydi taske . Teoremos irodyma gauname remdamiesi tolydumo
apibrézimu.

¥

2.9 Teorema Funkcija f,. : [0,1]—H tokia, kad f,(a) =[x,z + a], kai 0 < a < 1, yra tolydi.

S

Pastaraja teorema perfrazuokime taip: erdvéje H egzistuoja trajektorija, siejanti intervala su jo galiniu
tasku.

Sakykime, kad sekos {a,} riba yra skai¢ius a. Tuomet visiems € > 0 galime nurodyti nattraluji skai¢iu
N, kad visiems n > N teisinga nelygybé: p(a,,a) < e. Tada Hausdorfo atstumas erdvéje H tarp dvieju
intervalu yra toks :

W[z, z + an), [z, 2 + a]) = d([z, 2 + ay], [z, + a]) Vd([z,z + a], [z, 2 + a,]) = p(a,a,) < e

Matome, kad kiekvienam x € R funkcija tolydi.
@

2.10 Teorema Tarkime, kad A yra kompaktiskas realiuju skaic¢iu aibés poaibis. Tuomet funkcija
fa :[0,b]—H, apibrézta sarysiu fa(a) = U[z,x + a],x € A, yra tolydi.
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Tarkime, kad b = 1. Tuomet, bet kokiame taske a, funkcija tolydi. Tai iSplaukia i§ praeitos teoremos.
Pastebékime, kad jeigu g : [0,0]—0,1],g(z) = z/b, tai g yra tolydi. fa yra dvieju tolydziu funkciju
kompozicija, taigi, §i funkcija yra tolydi.

S5)

2.11 Teorema Tarkime, kad A ir B yra dvi kompaktiskos realiuju skai¢iu aibés (tuo paciu ir H taskai).
Tuomet egzistuoja trajektorija, aibéje H, jungianti Sias dvi aibes.

S

Sakykime, kad a,b,c € A, kur A C R. Tuomet, jeigu egzistuoja trajektorija jungianti taskus a ir b,
bei kita trajektorija, jungianti taskus b ir ¢, tai tada galime nurodyti trajektorija, jungiancia taskus a ir
c. Sukonstruokime §ia trajektorija aibéje H(R), kuri jungtu dvi kompaktiskas aibes A ir B. Siam tikslui
apibrézkime funkcija

e [07 1]—>[07b]—>{f,4(£13);0 Sz < b}'

I8 ankséiau turétu teoremu isSplaukia, kad f tolydi. Tuomet ieSkomoji trajektorija yra intervalas, jungiantis
H(R) elementa su bet kokiu tasku. Lygiai taip pat nusakoma trajektorija tarp intervalo bei H elemento. I3
2.10 teoremos iSplaukia, kad tarp bet kokio intervalo ir jo sienos tasko egzistuoja trajektorija. Bet tuomet ir
tarp dvieju intervalo galu egzistuoja juos jungianti trajektorija. Mes aptaréme visus galimus atvejus, todeél
apibendrinant galime teigti, kad trajektorija i§ A | B taip pat egzistuoja. Pateiksime algoritma, minétajai
trajektorijai sukonstruoti: visu pirma A trajektorija sujungiama su intervalu, po to §is intervalas su savo
galiniu tagku (2.9 teorema), o i$ 2.8 teoremos isplaukia, kad §is taskas (aibé) sujungiamas su realiu skai¢iumi,
o pastarasis su intervalu ir pagaliau intervala sujungiame su aibe B.
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2.1 pav.

I8 pastarosios teoremos iSplaukia tokia iSvada. Jeigu metriné erdvé X yra jungi, tai ir fraktalu erdveé
H(X) taipogi jungi.
Kuri i§ 2.1 pav. pateiktu aibiu yra susijusi, o kuri ne?
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Uzduotys
1. Trodykite, kad jei A, B C H(X) ir A C B, tai visiems x € X galioja sarysis
p(z,B) < p(z, A),

¢ia (X, p) metriné erdve.

2. Tarkime, kad z = (1,1) € R?, o B uzdaras rutulys, kurio centras (0.5,0), o spindulys 0.5. Ap-
skai¢iuokite ps(z, B) metringje erdvéje (R, p2).

3. Ta pacia uzduoti (zr. 2.) atlikite metrinéje erdvéje (R?, par).

4. Tarkime, kad (X, p) yra pina metriné erdvé, o A,B € H(X), be to A # B. Trodykite, kad arba
p(A, B) # 0 arba p(B, A) # 0. Parodykite, kad jei A C B, tai p(A, B) = 0.

5. Sierpinskio trikampis S yra kompaktiska aibé metrinéje erdvéje (R2, p2). Tada (S, p2) yra kompaktiska
metriné erdvé. Nurodykite kokia nors Kosi seka {A,, € H(S)}, bei nurodykite Sios sekos ribine reiksme.

6. Tarkime, kad K yra kvadratas. 1.3 pav. yra pateikta sekos, i$ aibés (H(K)), konverguojancios i
paparcio lapo projekcija, keli nariai. Pasirinkite kokj nors taska A. Nurodykite Kosi seka {z, € A,}, kuri
konverguoja i taska, priklausanti A.

7. Tarkime, kad (X, p) yra kompaktiska metriné erdve. Irodykite, kad erdvé (H(X), h) taip pat kom-
paktiska.
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